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Apresentacao

Esse texto versa sobre a teoria, técnicas de anélise e resolucao de circuitos tanto no dominio
do tempo quanto no dominio das frequéncias.

Trata-se de um texto introdutério onde sdo apresentados os conceitos e ferramentas
bésicas necessarios para a andlise e compreensao de circuitos simples e complexos. O
conteido é suficiente para um curso de 90 horas e exige um conhecimento prévio de eletri-
cidade e magnetismo, célculo integral e equagoes diferenciais. Corresponde a um primeiro
curso de Eletronica para fisicos ou um primeiro curso de Circuitos Elétricos para enge-
nheiros eletricistas. Procurou-se apresentar os tépicos da forma mais correta possivel, com
grau de complexidade crescente ressaltando as nogoes mais fundamentais com exemplos
direcionados a esses objetivos.

Inicia com os conceitos bésicos sobre os elementos de um circuito elétrico estabelecendo-
se as convengoes de sinais positivos para as tensoes e correntes que serao utilizadas de modo
sistemdatico durante todo o texto. Sao apresentados os teoremas gerais mais importantes
que permitem simplificar tanto o raciocinio quanto o trabalho de cédlculo em diversas si-
tuagoes de interesse. Introduz-se a teoria dos quadripolos e conceitos importantes como o
da impedéancia caracteristica. Apresentam-se as técnicas de analise de sinais, resolucao das
equagoes diferenciais dos circuitos no dominio do tempo, resolucao no dominio da frequéncia
através das técnicas de transformadas com énfase na transformada de Laplace e estudo de-
talhado dos circuitos ressonantes em série e em paralelo simples com consideragoes sobre o
coeficiente de qualidade. Por fim analisamos circuitos nao lineares com diodos.

Todas as criticas e sugestoes serao bem vindas e analisadas com a finalidade de corrigir
erros e omissoes para que as futuras versées possam vir melhoradas.

Salvador, maio de 2008

Newton Barros de Oliveira.






Capitulo 1

(Generalidades

1.1 Historico

Os fenémenos elétricos ocorrem na natureza sob diversas formas que vao desde a simples
atracao ou repulsao de objetos eletrificados até mesmo a emissao de luz bem como a in-
teracao da radiacao com a matéria. Em qualquer caso, podemos distinguir duas situagoes
importantes: o caso estatico e o caso dindmico associados respectivamente a existéncia de
cargas elétricas em repouso e em movimento.

Historicamente, o estudo da eletricidade iniciou-se pela observagao dos fenomenos elétri-
cos estaticos e experimentos com fontes rudimentares de eletricidade como o ato de friccionar
objetos de materiais diferentes. O estudo evoluiu com o desenvolvimento dos geradores
eletrostdticos e dispositivos de armazenamento da eletricidade (capacitores).

A partir da invencao da pilha elétrica por Alessandro Volta (1745-1827) em 1799 foi
possivel manter um fluxo quase constante e de longa duragao de cargas elétricas em movi-
mento. Uma nova classe de fendmenos elétricos pode ser estudada, os fenomenos devidos a
movimentacao das cargas que resultou na conexao entre duas ciéncias até entao distintas,
a eletricidade e o magnetismo.

Desde que o homem aprendeu a controlar a eletricidade, mais particularmente, a con-
trolar o movimento das cargas elétricas, o progresso tem sido notavel. Os fundamentos
da eletricidade e do magnetismo foram estabelecidos por Ampere, Oersted, Ohm, Gauss,
Henry, Faraday e outros. A escala cronolégica seguinte mostra a evolugao dos acontecimen-
tos mais importantes:

1. Maxwell em 1873 estabelece a teoria cldssica do eletromagnetismo prevendo a existén-
cia das ondas eletromagnéticas.

2. Edson em 1883 estuda o efeito termoeletronico.
3. Hertz em 1887 confirma experimentalmente a existéncia das ondas eletromagnéticas.

4. Brandly e Marconi em 1889 mostram a possibilidade de utilizar as ondas eletro-
magnéticas para a comunicagao a distancia.

5. Fleming em 1902 desenvolve o diodo a vacuo.
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Lee de Forest em 1906 desenvolve o triodo a véacuo.

Na segunda guerra sao desenvolvidas novas teorias que revolucionam a eletronica:
servomecanismos, radar, teoria do sinal e do ruido.

Bardeen e Brattain em 1948 criam o “transistor de ponta”.
Schockley em 1949 desenvolve o “transistor de junc¢ao” (Laboratério Bell).

Em seguida surge o transistor de efeito de campo que ficou por um certo tempo
“esquecido”.

A década de 50 foi a década dos transistores e inldimeros equipamentos comegaram a
fazer uso desse eficiente dispositivo em substituicao as valvulas a vacuo.

Em medos de 1958, devido aos trabalhos de Jack Kilby na Texas Instruments, apa-
rece o primeiro circuito integrado reunindo varios transistores em uma mesma pasti-
lha. Seis meses depois Robert Noyce aprimora o processo de construgao dos circuitos
integrados tornando viavel a producao em massa desses dispositivos. Esses circui-
tos funcionam como blocos compartimentalizados que realizam determinadas fungoes
(amplificadores, reguladores, portas ldgicas etc.).

Os circuitos integrados ganham popularidade na década de 60 e, de acordo com o
desenvolvimento de novas tecnologias, varias familias vao aparecendo baseadas no
transistor bipolar de jungao (TBJ), no transistor de efeito de campo de jungao (JFET),
no transistor de efeito de campo de porta isolada (MOS e CMOS) e nas tecnologias
hibridas.

Nas décadas de 70 a 90 as valvulas a vacuo foram paulatinamente entrando em ex-
tincao, sendo substituidas por transistores e restando apenas poucas aplica¢oes muito
especificas enquanto que o volume de integracao dos CI’s aumentou de maneira ver-
tiginosa. Esse aumento na integragao tornou viavel a producao dos computadores
pessoais a pregos acessiveis para boa parte da populagao.

De 2000 em diante, até o presente momento, diversos tipos de transistores coexis-
tem com os circuitos integrados que continuam a crescer em volume de integracao,
velocidade de processamento de sinais e variedade de aplicacoes.

1.2 O circuito elétrico

Os fenomenos elétricos e magnéticos podem ser descritos de uma maneira muito conve-
niente através dos conceitos de campo elétrico, campo de inducao magnética e energias
associadas a esses campos extensivamente discutidos nos textos sobre o eletromagnetismo
classico. A sintese das propriedades desses campos estd brilhantemente descrita no que co-
nhecemos, atualmente, como as quatro equacoes de Maxwell e a ligacao entre esses campos
e as propriedades da matéria estd descrita pelas equagoes constitutivas.

O que chamamos de “campo”é a regiao do espaco onde podemos detectar a presenca
ou os efeitos da eletricidade e do magnetismo usualmente representados pelos vetores E
e B, vetores do campo elétrico e do campo de inducao magnética. Em geral, as cargas
elétricas em repouso e em movimento produzem E e B em todas as regices do espaco e
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as energias associadas a esses vetores preenchem todo o espaco. Nessa situacao, dizemos
que a energia estd nele distribuida. Contudo, existem situacGes em que a presenca das
cargas bem como seus movimentos estao confinados a determinadas pequenas regioes e as
energias associadas a E e B podem ser consideradas, de modo aproximado, como estando
concentradas em algumas regices do espago correspondentes ao interior de certos disposi-
tivos. Esses dispositivos sao caracterizados por algum parametro e falamos em dispositivo
de parametro concentrado. E o caso usual de um resistor, um capacitor ou um indutor.
Outras vezes nao é possivel concentrar predominantemente uma tunica forma de energia
em uma pequena regiao do espaco. No interior do dispositivo coexistem duas formas de
energias e o dispositivo nao pode ser caracterizado por um tnico parametro concentrado,
falamos entao em parametros distribuidos. Uma linha de transmissao, um cabo coaxial por
exemplo, transmitindo um sinal de alta frequéncia é um bom exemplo dessa situagao.

A distingdo entre um dispositivo de parametro concentrado e outro de parametro dis-
tribuido estd relacionado com a geometria (forma e dimensdes) do dispositivo e o tempos
de propagacao de E e B no interior do dispositivo. Para sinais periddicos e harmonicos, o
campo eletromagnético propagante pode ser caracterizado por um comprimento de onda.
Se as dimensoes fisicas do dispositivo forem muito menores que o comprimento de onda
os vetores E e B praticamente nao variarao ao longo da dimensao em consideracao e o
dispositivo podera ser considerado como de parametro concentrado. Por outro lado, se
as dimensoes forem grandes ou da ordem do comprimento de onda havera variacao dos
vetores ao logo dessa dimensao e o dispositivo devera ser considerado como de parametro
distribuido. Por exemplo, um longo capacitor de placas paralelas alimentado pelos extremos
das placas por uma fonte de tensao constante ou lentamente variavel no tempo, produzira
um campo elétrico praticamente constante no interior do capacitor tanto no espaco quanto
no tempo devido a distribuicdo superficial de cargas elétricas praticamente uniforme. A
energia estard predominantemente na forma de energia associada a este campo. Contudo,
se a fonte de tensao for rapidamente variavel no tempo, as cargas elétricas nao estarao uni-
formemente distribuidas uma vez que elas estao associadas aos valores do campo elétrico
em propagacao que nao é constante nem no tempo nem no espago. Haverd cargas em
movimento nao uniforme e energias estarao associadas aos campos elétricos e magnéticos
varidveis. O dispositivo nao mais podera ser tratado como um simples capacitor mas sim
como uma linha de transmissao ou mesmo uma cavidade oscilante.

Quando o movimento das cargas elétricas se da em um meio fisico de dimensoes restritas
(fios) em uma trajetdria fechada relativamente curta e as energias podem ser consideradas
como estando individualmente concentradas ao interior de certos dispositivos, falamos em
um circuito elétrico de parametros concentrados. Esse serd o nosso objeto de estudo.






Capitulo 2

Circuitos em regime continuo

Trata-se dos circuitos elétricos em que as variaveis que descrevem o circuito sao constantes
com relagao ao tempo. Como varidveis entendemos as tensoes elétricas e as correntes nos
diversos elementos que compoem o circuito.

2.1 Corrente elétrica

De modo bastante amplo podemos dizer que a corrente elétrica corresponde ao desloca-
mento de cargas elétricas elementares ou nao devido & campos elétricos, eletrostdticos, nao
eletrostaticos e induzidos que obedecem as equacoes de Maxwell. Formalmente, a corrente
elétrica é definida como a taxa de variacao com relagao ao tempo da quantidade de cargas
elétricas que atravessam uma determinada area ou superficie no espago.

As cargas elétricas podem ser: elétrons no caso dos metais e valvulas a vécuo, elétrons
e lacunas no caso dos semicondutores e fons nas solugdes e nos gases ionizados (lampadas
de descarga por exemplo).

Lei fundamental: “A quantidade de carga elétrica em um sistema fechado se
conserva (é uma constante).”

Seja J a densidade de corrente (corrente por unidade de area)

onde:
q; é a carga elementar do i-ésimo tipo,
n; é a concentragao (quantidade por unidade de volume) do i-ésimo tipo e
v; é a velocidade do i-ésimo portador de carga.
Podemos expressar a lei de conservagao como

Ip
VJ+—-=0 2.2
9t (2.2)
onde p é a densidade volumétrica de cargas e a corrente total que atravessa uma superficie
S é dada por

15



16 Newton Barros de Oliveira

d
1= / J.nds (2.3)
dt s

A lei de Ohm microscépica é escrita como J = oE com o constante (um tensor no caso
geral). A lei de Ohm macroscépica é escrita como V = RI onde R é constante.

2.2 O dipolo elétrico e convencgoes

Em 1752 Benjamin Franklin estabeleceu uma convencao para a corrente elétrica (antes
de se conhecer a natureza do elétron), “ a corrente elétrica flufa do terminal positivo de
uma bateria em direcao ao terminal negativo quando os terminais eram conectados por
um fio”. Chamaremos essa corrente de corrente convencional ou simplesmente corrente e a
distinguiremos do fluxo eletronico que serd chamado de corrente eletronica.

Chamaremos de dipolo elétrico, todo dispositivo ou elemento de dois terminais aos quais
possamos associar uma diferenga de potencial e uma corrente que, obrigatoriamente, devera
entrar por um terminal e sair pelo outro (a corrente ou a d.d.p. podem ser nulas inclusive).
Representaremos como na figura (Fig. 2.1).

A

B

Figura 2.1: Representagao do dipolo.

Estabeleceremos arbitrariamente diregoes de referéncia para a corrente e para a d.d.p.
nao significando porém que essas sejam as direcoes verdadeiras. Consideraremos como
positivas as corrente e d.d.p. que coincidirem com as diregoes de referéncia e negativas
no caso oposto. Assim, convencionaremos que a corrente de referéncia (positiva) entrard
pelo terminal de potencial mais elevado e utilizaremos para a d.d.p. uma representagao em
forma de uma seta orientada do terminal negativo (-) para o terminal positivo (+) (Fig.
2.2).

2.2.1 Curvas caracteristicas

Todo dipolo pode ser caracterizado por um grafico v x 4 (ou i x v) que define as regides
de operagao do dipolo. Os dipolos sao classificados em dipolos passivos ou dipolos ativos a
depender se dissipam (ou armazenam energia) ou se fornecem energia aos outros elementos
do circuito (Fig. 2.3). Alguns dipolos s@o sempre passivos (como os resistores) e outros
podem ser passivos ou podem ser ativos (como as pilhas eletro-quimicas). As diversas
regides da curva caracteristica definem as condigoes de atividade e passividade de acordo
com as convencoes de sinais que estabelecemos (Fig. 2.3).
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B

Figura 2.2: Representacao do dipolo orientado.

Ativo

V=V =V, -V

Passivo

Passivo

Ativo

Figura 2.3: Regioes da curva caracteristica.

2.2.2 Dipolos elementares

Listaremos alguns dipolos simples utilizados na construcao dos circuitos elétricos.

1. Fonte de tensao ou gerador de tensao ideal.

17

E um dipolo que mantém uma determinada d.d.p. em seus terminais independente
da corrente que por ele esteja passando. Qualquer valor de corrente é possivel (Fig.

2.4).

No caso geral, a tensdo € pode ser uma fungao do tempo, por exemplo € = ggsen(wt),

onde £g e w sao constantes.

Nota: a fonte de tensao ideal nao pode ser curto-circuitada.

2. Fonte de corrente ou gerador de corrente ideal.

E um dipolo que mantém uma determinada corrente elétrica passando pelos terminais
independente da d.d.p. existente entre os mesmos. Qualquer valor para a d.d.p. é

possivel (Fig. 2.5).

Nota: a fonte de corrente ideal nao pode ficar em circuito aberto.

No caso geral, I pode ser uma fungéo do tempo, por exemplo, I = Ipsen(wt), onde Iy

e w sao constantes.

3. Resistor 6hmico. E um dipolo linear passivo em que a d.d.p é diretamente proporcional
a corrente, v = Ri. R ¢ a resisténcia elétrica (Fig. 2.6).
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«—0 4

Ativo
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Passivo

Lo B

Figura 2.4: Simbolo e curva caracteristica da fonte de tensao.

i=1=cte
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<0 4 <0
O
E ou 1(*) E
Lo L

A
+
Passivo
1 1
—_ Ativo
B

Figura 2.5: Simbolos e curva caracteristica da fonte de corrente.

4. Diodo ideal. E um dipolo nao-linear em que a corrente elétrica s6 pode passar em um
unico sentido (sentido positivo ou sentido direto) e com d.d.p. nula. O outro sentido
(sentido negativo ou sentido inverso) nao é permitido qualquer que seja o valor da
d.d.p. negativa (Fig. 2.7).

Observe que preferimos a curva caracteristica ¢ versus v para representar o diodo.

i

g

O 4

+

v =R i, onde R = cte.

—O B

Passivo

Inclinagdo R

Passivo

i

Figura 2.6: Simbolo e curva caracteristica do resistor.
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. i
i

O 4
+
[v
o v
B

Figura 2.7: Simbolo e curva caracteristica do diodo ideal.

2.2.3 Associagao de dipolos

Os dipolos podem ser associados (conectados) de modo a formar um dipolo equivalente.
Destacaremos a associagao em paralelo e a associagao em série.

Na associagao em paralelo os dipolos estao submetido a mesma d.d.p. enquanto que a
corrente total é a soma das correntes individuais (Fig. 2.8).

Figura 2.8: Associagao de dipolos em paralelo.

Para n dipolos em paralelo teremos ¢ = i1 + i3+ ... + i € v = V] = V2 = ... = Uy.

i

D {

N Py
i
v, A
+
i - . =

] + V' Equivale a v VoVt
A i=i =1

v, _

B

L — o

Figura 2.9: Associag@o de dipolos em série.
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Na associagao em série os dipolos sao atravessados pela mesma corrente e a d.d.p. de
um dipolo soma-se & d.d.p. do outro dipolo para produzir a d.d.p. total (Fig. 2.9).
Para n dipolos em série teremos i = i1 =iy = ... =i, € V = V1 + V2 + ... + Up.

2.2.4 Leis de Kirchoff

Os dipolos podem ser associados de forma mais complexa e nem sempre é possivel reduzir
diretamente as formas mais simples em paralelo ou em série. Em todas as associagoes duas
leis basicas devem ser respeitadas, a lei das malhas e a lei dos nds. A aplicagao dessas leis
de modo adequado e sistematico possibilitard a redugao da associagao dos dipolos a um
dipolo equivalente.

Primeira lei de Kirchoff ou lei das malhas

Considere a associacao de dipolos mostrada na figura (Fig. 2.10).

g, g, R,i R,i
- + - + — +
()

-+
O S/,
b RS

.
»
- Vi +

Figura 2.10: Associacao de fontes e resisténcias em série.

Temos:

’UAB:R1i+RQi+€1+€2:(R1+R2)i+€1+€2

2 2
VAB =1 E RjJr E Ej.
Jj=1 Jj=1

Para N resistores e M fontes em série teremos:

N M
UAB:iZRj+Z€j. (24)
j=1 j=1

Se curto-circuitarmos os terminais A e B teremos vag = 0 e estaremos definindo uma
malha ou um caminho fechado. Teremos entao a equagao da malha

P> Ri+Y g =0, (2.5)

“a soma de todas as elevagoes de potencial num percurso fechado é nula”.
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Segunda Lei de Kirchoff ou lei dos nés

Um né é um ponto de ligacao comum a varios dipolos. Como a carga elétrica nao pode
desaparecer (conservagio da carga) nem acumular em um ponto, somos obrigados a con-
cluir que a carga que chega a um ponto deve ser igual & carga que sai do mesmo ponto.
Considerando como iy, a k-ésima corrente que chega ao né em um total de N correntes (Fig.
2.11), deveremos ter

2.2.5 Fontes reais, modelo aproximado

As fontes ideais sao construcoes abstratas. As fontes reais sempre possuem limitagoes no
que tange a capacidade de estabelecer uma d.d.p. ou de fornecer uma determinada corrente.
Uma fonte real pode ser modelada, de modo simplificado, a partir de uma fonte ideal e um
resistor que representa a resisténcia interna da fonte. A resisténcia interna pode ter varias
origens. Em uma bateria, por exemplo, esta associada a condutividade do eletrélito que
faz parte da reagao quimica no interior da bateria. Muitas vezes, a resisténcia interna nao
é constante, pode variar com a temperatura, com o estado de carga da bateria e com a
prépria idade. No modelo simplificado consideraremos a resisténcia constante.

Fonte de tensao real
Consideremos o dipolo formado pela associacao em série de uma fonte de tensao ideal com
um resistor em série (Fig. 2.12) .
vap = Ryi + €.
Conectando a um “resistor de carga Rj”formaremos uma malha cuja equacao, obser-

vando que i é a corrente de referéncia com relagao ao dipolo fonte, sera

Ryi+e+Rpi=0
s
Rv‘i’RL.

=
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g R,i g R,i
—_ —> —_ —

- + ‘ - +
(L O \/\ il- O \/\ A .

Figura 2.12: Modelo para fonte de tensao real e fonte conectada a um resistor de carga.

Como ¢, R, e Ry, sao, por hipdtese, todos positivos, a corrente i serda negativa, signifi-
cando que o sentido real da corrente é oposto ao sentido tomado como referéncia. Parece
entao ser mais conveniente adotarmos no caso das fontes, o sentido real da corrente para
fins de anélise de d.d.p. entre os terminais A e B. Assim, definiremos

A ——
Rv + RL
e ficaremos com
vap =€ — R,7’ (2.7)
cuja representacao grafica serd a figura (Fig. 2.13).
vV oa
Passivo € Ativo

\ 4

&/R V i’

Passivo

Figura 2.13: Curva caracteristica para a fonte de tensao real.

Ao contrério da fonte ideal, onde v4p é constante, observamos agora que a tensao cai
com o aumento da corrente i’ (corrente real). Observe que nao é possivel operar na regiao
passiva com a utilizacao de € e Ry, positivos.

Em problemas mais complexos torna-se muito dificil descobrir por simples inspecao qual
é o sentido real da corrente de modo que, para sistematizar o processo, adotaremos uma
direcao de referencia qualquer.

Transformacao da fonte de tensao em fonte de corrente

Procuremos uma fonte de corrente real que seja equivalente a uma fonte de tensao real
no sentido que, do ponto de vista dos terminais, deverda haver a mesma d.d.p. e a mesma
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corrente. Uma fonte de corrente real pode ser obtida a partir da fonte ideal acrescentando-se

um resistor em paralelo pois, dessa maneira, podemos desviar parte da corrente ¢ por fora
da fonte (Fig. 2.14).

® 5|

Figura 2.14: Modelo para fonte de corrente real.

Temos que

i=igp+1

vap = Riir
C.VAB = Rl(l — I).

Na fonte de tensao ideal tinhamos vap = R,i + ¢. Como as duas fontes devem ser
equivalentes deveremos ter as mesmas tensoes e correntes. Entao

Ri(i—1)=Ryi+e¢

para todos os valores de 4. Isso implica em duas condigoes:

Ri=R,=R (2.8)

I=—=. (2.9)

Invertendo o sentido da fonte de corrente no diagrama teremos entao a seguinte equi-
valéncia mostrada na figura (Fig. 2.15).

Ou seja, para transformar a fonte de tensao real em fonte de corrente real mantém-se o
mesmo valor da resisténcia interna trocando-se a configuracao série para paralela e ajusta-se
o valor da fonte de corrente em I = ¢/R,, com o sentido mostrado na figura (Fig. 2.15).
Nessas condigoes, dizemos que uma fonte é a dual da outra.

De acordo com a figura (Fig. 2.15), definindo a corrente i’ = —i fornecida por essa fonte

real teremos i’ = I — v/ R;. Portanto, a curva caracteristica passa a ter o aspecto da figura
(Fig. 2.16).
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Figura 2.16: Caracteristica da fonte de corrente real.

Fontes controladas ou fontes dependentes

As fontes mencionadas anteriormente sdo também conhecidas como fontes independentes
pois os valores de tensao e corrente das fontes ideais sao fixos. Existe contudo uma cate-
goria de fontes em que tais valores podem ser controlados por outra variavel, sao as fontes
dependentes. Destacamos a fonte de tensao controlada por tensao e a fonte de corrente
controlada por corrente (Fig. 2.17 e Fig. 2.18).

o—&z—o <o 4
+

v, C) v,=av, av,

o———L o038

Figura 2.17: Fonte de tensao controlada pela tensao de entrada.
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i i
O>— —<0 4 ;
2

bi,
bi
v,=0 C*) v, -

v,
(o) O B

Figura 2.18: Fonte de corrente controlada pela corrente de entrada.

2.3 Os parametros capacitancia e indutancia

Assim como a resisténcia de um dipolo é definida pela relagao linear existente entre a tensao
e a corrente, v = Ri ou mesmo v(t) = Ri(t) quando houver variagdo temporal, definimos a
capacitancia e a indutancia de um dipolo pelas relagoes:

t
1 .
Vo = 5 /cht (2.10)
— 0o
€ di
1
=L— 2.11
v =L (2.11)

para um capacitor com capacitancia C' e um indutor com indutancia L. Utilizaremos os
seguintes simbolos (Fig. 2.19):

i .
—o A i
+

o A
+

C =~ Ve L [ v,
B

0B

Figura 2.19: Simbolos para o capacitor e para o indutor.

Na expressao da tensao de um capacitor, a integral pode ser repartida em duas

t 0 t
1 1 1
— ; —— i — ; 2.12
Vo c /cht c /cht—l— C/’Lcdt ( )
—o0 — 00 0

onde reconhecemos a carga inicial )y acumulada no capacitor antes de t = 0

0
/ icdt = Qo
—o0
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e a tensao inicial do capacitor

1

’Uc(O) = C icdt. (2.13)

\o

8

2.4 Descricao topolégica dos circuitos

Chamaremos de circuito a uma associagao de dipolos. Estamos interessados em resolver
o seguinte problema: dado um circuito com todos os elementos conhecidos, desejamos
determinar as correntes e as tensoes em todos os pontos do circuito.

Considere o circuito da figura (Fig. 2.20). Os pontos de ligagdo comuns a dois ou mais
dipolos sao chamados de nés do circuito. No exemplo temos os nés 1, 2, 3 e 4.

1 2

O Y%

4

Figura 2.20: Exemplo de um circuito.

Um grafo é um desenho que mostre todos os nés e todas as ligagoes entre eles sem
mostrar o tipo de dipolo que faz a ligagao (Fig. 2.21).

1 2 4

4 1 2

Figura 2.21: Exemplo de grafos topologicamente equivalentes entre si correspondentes ao
circuito mostrado na (Fig. 2.20).

Definigoes:

e Chamamos de ramo (branch) a linha (que representa o dipolo) que une dois nés. No
exemplo temos 6 ramos.

e Qualquer percurso fechado que passe uma sé vez em cada né deste percurso chama-se
malha. No exemplo podemos identificar 7 malhas.
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e Um conjunto de ramos ligando todos os nés mas que nao forme nenhuma malha é
chamado de arvore (tree). O exemplo anterior possui 12 drvores. Veja a figura (Fig
2.22).

Yt/\i‘mﬁ
FanirantNiE

Figura 2.22: Exemplos de arvores correspondentes ao circuito mostrado anteriormente.

Existe uma relacao entre o niimero de nds e o nimero de ramos em uma arvore. Con-
sidere um ramo (um né em cada extremidade) representando um dipolo. A cada dipolo
introduzido, sem fechar nenhum caminho, acrescentaremos mais um né. Veja o desenho
seguinte (Fig 2.23) onde acrescentamos dois ramos (correspondentes a dois dipolos) & um
ramo original (correspondente ao dipolo original).

.—.
1

Figura 2.23: Exemplo de construgao de uma arvore com trés ramos e quatro nds a partir
de um ramo com a adi¢cao de mais dois ramos.

Observe que o nimero de ramos na arvore é igual ao nimero de nés menos uma unidade,
Ryry =N —1. (2.14)

Os ramos que faltam & drvore para completar o grafo sdo chamados de vinculos (chords)
portanto, sendo M o ntimero de vinculos teremos

M =R — Ry, (2.15)

onde R é o nimero de ramos do grafo e R, é o nimero de ramos da arvore. Sendo assim,
teremos

M=R—-(N-1)=R—-N+1. (2.16)
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Essa relagao é muito importante e sera utilizada logo a seguir.

Quando o grafo correspondente a um circuito pode ser desenhado sem haver cruzamento
de linhas, dizemos que se trata de um grafo (circuito) planar e nao-planar no caso oposto.
Veja um exemplo de grafo nao planar na figura (Fig. 2.24).

Figura 2.24: Exemplo de um grafo nao-planar.

2.4.1 Variaveis do circuito

Vejamos agora as varidveis que descrevem um circuito:

Em um circuito de R ramos e N nds temos que determinar as R correntes nos ramos e
as R d.d.p.’s entre os extremos dos ramos dando um total de 2R incégnitas. Contudo, as
correntes e as tensoes estao ligadas por uma relagao conhecida (Lei de Ohm por exemplo) de
modo que podemos reduzir o problema para R incégnitas. Mostraremos agora que esse nao
é o nimero minimo de varidveis independentes em um circuito, isto é, existe um ntmero
menor de varidveis independentes em funcao das quais podemos encontrar e descrever todas
as demais varidveis.

Observemos que se conhecermos as d.d.p.’s dos ramos que compoe uma, arvore, conhece-
remos todas as d.d.p.’s entre quaisquer dois pontos de um circuito uma vez que a arvore liga
todos os nds do circuito e existe apenas um caminho entre dois nés. Podemos, portanto,
afirmar que as tensoes dos ramos de uma arvore especificam todas as demais tensoes do
circuito e em termos da varidvel “tensao”existirao N — 1 tensoes independentes (o nimero
de ramos da 4rvore).

Se escolhermos as correntes como variaveis, observaremos que o conhecimento das cor-
rentes que passam pelos vinculos sao suficientes para especificar todas as correntes nos
demais ramos do circuito, uma vez que cada vinculo fecha uma malha (“loop”) distinta e
independente. Como o ntimero de vinculos é dado por R — N + 1, esse serd o ntimero de
correntes independentes necessario. Cada vinculo corresponde a uma malha independente.

Optando pela varidvel tensdo, deveremos escrever a tensao (d.d.p.) em cada ramo em
funcao das tensoes dos ramos da arvore. Essas tensoes estarao ligadas as correntes nos ramos
através de relagoes matematicas conhecidas (Lei de Ohm por exemplo). Escreveremos entéo
as N — 1 equagoes de nos independentes substituindo nas correntes dos ramos as relacoes
que originarao N — 1 equacoes em N — 1 varidveis de tensao.

Observacao: Os geradores de tensao e as resisténcias em série a ele conectadas bem
como os geradores de corrente e as resisténcias em paralelo a elas conectadas devem formar
um ramo no grafo correspondente.
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Vejamos o exemplo simples a seguir. Considere o circuito (Fig. 2.25):

R,

S

Figura 2.25: Exemplo simples de um circuito.

3-2+1=2).

Nesse circuito identificamos dois ndés (N = 2) e trés ramos (R = 3). Consequentemente,
o nimero de vinculos ou nimero de malhas independentes serd igual a dois (M = R—N+1 =

O desenho a seguir (Fig. 2.26) mostra um grafo correspondente orientado de modo
arbitrario, uma arvore desse grafo e os vinculos adicionados.

Vinculos

Figura 2.26: Grafo orientado, drvore e vinculos.

Optando-se pela variavel tensao, orienta-se as tensoes de acordo com a orientacao ar-
bitrdria do grafo (Fig. 2.27).

Figura 2.27: Orientacao das tensoes no grafo, na arvore e no circuito.

Observe que todas as tensoes podem ser escritas em fungao da tensao do ramo da arvore,
V1 = —V3 € Vg = —Us.
(Fig. 2.28).

Estabelece-se correntes de acordo com as convengoes pré-estabelecidas para os dipolos

29



30 Newton Barros de Oliveira

Figura 2.28: Orientagao das correntes no grafo e no circuito.

Pela lei dos nés temos i3 = i1 + i9.
Observando o circuito temos as relacoes entre correntes e tensoes:

. . U1 — €1
v =Ryt +e1 00 = ——,
Ry
. . V2 — €2
vg = Roig + 69 .7 19 = ———,
Ry
. . U3
V3 = R3Z3 Jo13 = .
R
Escrevendo em termos da varidvel independente vz fica:
. —U3 — €1 . —U3 — €2 . U3
h=——" g = ———= i3 = —.
R, Ry R3
Substituindo agora na equacao da lei dos nds, iz = i1 + 4o fica
V3 —V3 — €1 n —UV3 — €2
R3 Ry Ry

e resolvendo essa equagao encontraremos v3 e em seguida vy, vo, 11,12 € 13.
Definindo G = 1/R, como sendo a condutancia, ficaremos com

Gsvs = Gl(*’l);z — 61) + GQ(*’U3 — 62)

Gie1 + Gaeo
G+ G2+ Gy’

Optando-se pela variavel corrente, aplicaremos a primeira lei de Kirchoff a cada malha
independente. Obteremos um sistema de equagoes independentes em funcao das correntes
que passam pelos vinculos, também chamadas de correntes de malha. A resolucao desse
sistema resultard no conhecimento das correntes nos vinculos e consequentemente todas as
demais correntes.

Observacao: Transformar todos os geradores de corrente em geradores de tensao antes
de iniciar o processo.

Consideremos o exemplo anterior mantendo a mesma orientagao do grafo (Fig. 2.29).

Cada vinculo acrescentado a drvore define uma malha. Consideremos a corrente que
passa pelo vinculo como sendo a corrente de malha mantendo o mesmo sentido da orientacao
do vinculo no grafo (Fig. 2.30).

g =
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N
’ ~
7 \
! \
A |
\ 1
\ 1
\ /
N 7
\\ //
Vinculos

Figura 2.29: Grafo orientado, drvore e vinculos.

=<
’

\\

N
’ A

\ 1
/

/

//
Arvore \ /

Vinculos adicionados

Figura 2.30: Vinculos acrescentados e as correntes de malha.

Observe que todas as correntes podem ser escritas em fungao de i,,1 € im2 (Fig. 2.31).

il = _iml
i2 = _imQ
i3 = —(Im1 + im2)

Figura 2.31: Correntes nos ramos e as correntes de malha.

Aplicando a lei de Kirchoff para as correntes de malha nas duas malhas teremos
€1 — Riim1 — RS(iml + im2) =0

€o — Rotima — R3 (iml + im2) =0

31
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ou mesmo

(R1 + R3)im1 + Rsima = €1

R3im1 + (R2 + R3)im2 = €2

cuja resolucao fornece
_ e1(Ro+ R3) —e2R3

"™ R Ry + RaRs + Ry Rs

i = EQ(Rl + Rs) - €1R3
" R1Ry+ RoRs + R R3

Com o objetivo de sistematizar a resolucao do circuito, costumamos orientar as duas
malhas no mesmo sentido. Veja (Fig.2.32).

Figura 2.32: Correntes de malha com a mesma orientagao.

O sistema de equagoes é semelhante ao anterior, basta trocar i,,; por i,,; € im2 por
—ir.5. Além disso, multiplicaremos a ltima linha por —1 para colocar em uma forma mais
conveniente. Fica entao

(R1 + R3)ip,; — Rain,s = €1

—R3iy,; + (Ra + R3)iy,, = —€2

Esse sistema pode ser colocado na forma matricial

R1 + Rs —R3 ifml €1
. = 2.17
( —R3 Rs + R3 Zlm2 —E&2 ( )
observe que os termos ao lado da diagonal principal possuem o mesmo sinal o que caracteriza

uma matriz simétrica.
Podemos observar que, em geral, é possivel formular as equagoes da seguinte forma;

T11%m1 + T120m2 + .. F TINTmM = €1 (2.18)

T21i7rL1 + 7“22i'm2 + ...+ T2Ni7rLM = €2 (219)

TM1%m1 + TM2%m2 + oo F TMNImM = €M (2.20)
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onde
r;; = soma das resisténcias na malha 1.
ri; = (—) soma das resisténcias comuns as malhas ¢ e j.
>~ +4¢; se estiver no mesmo sentido da malha
€ = >~ —eg; se estiver no sentido oposto da malha
0 se nao houver fonte na malha

Obs: 1,,; deve ter o mesmo sentido da malha e as malhas devem ser orientadas no mesmo
sentido!
Em notagao matricial teremos,

1 TIM Lm1 €1

—

RxI=Eou e . . =1 . 1. (2.21)

TM1 . . . TMM imM EM

Multiplicando ambos os lados da equacio pela matriz inversa R~! teremos
R'x(RxI)=R'xE

SJI=R'xE (2.22)

Método das tensoes dos nos

Fazendo uso da varidvel tensao podemos desenvolver um método de resolugao de circuitos
que faz uso das tensoes em cada né medida com relagdo a um né de referencia (“datum”),
ao invés das tensoes nos ramos da drvore (“node pair”). Com um circuito de N nds,
novamente teremos N — 1 tensoes com relagdo a um né de referéncia. O procedimento
seguinte é semelhante ao do método das tensées nos ramos da arvore. Escreve-se N — 1
equagoes dos nés e substitui-se nas correntes as relacoes que envolvam as tensoes dos nds.
Obteremos assim, N — 1 equagoes em N — 1 varidveis tensoes de nos.

Observagao: substituir os geradores de tensao por geradores de corrente e
escolher um né de referéncia.

Vejamos o exemplo (Fig. 2.33):

O né 4 serd o nd de referéncia e v,; serd a tensao no i-ésimo né com referéncia a esse
né. Veja o grafo na (Fig. 2.34).

Da lei dos nés aplicada aos nés 1,2 e 3 temos:

i1+i2+1%=0
io+1i3—15 =0
i1 — i3 —1ig = 0.
Substituindo agora as relagoes entre correntes e tensoes fica:
—I1 + G1(vp1 — vn3) + G2(vn1 — Vp2) + Gavpr =0

G2(vn1 — vn2) + G3(vng — Un2) — Gsvpa =0
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Figura 2.33: Nés em um circuito e circuito equivalente com fontes de corrente.

Vm'Vna

Figura 2.34: Grafo do circuito.

—I1 + G1(vn1 — vn3) — G3(vp3 — Vn2) — (I2 + Gevps) =0
rearrumando os termos teremos

(G1 4 G2 4+ Ga) vp1 — Gavpa — Giups = 11

—Gaovp1 + (G2 + Gs + G5) vpa — Gavpz =0

—G1op1 — Gavpa + (G1 + G3+ Gg) vpz = =11 — I
ou em notagao matricial

G+ G2+ Gy -G -G Un1 I
—Go (G2 + G5+ G5) -G X | Up2 | = 0
-G -G G+ Gs + Gg Un3 -1 — I
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ou entao
g1 - g1 N—1 =N
Un1 ];1
XN\vn2 | = | L2
Un3 ]/'?3
gN-11 - . . GgN-1N-1
onde

gii= soma das condutancias concorrentes ao né ¢,

gij= (—)soma das conduténcias que ligam o né ¢ ao né j,

R (4) soma das fontes de corrente que chegam ao né i,

I;=1 (—) soma das fontes de corrente que partem do no i,
0 se nao houver fonte ligada ao né 1.

Também podemos escrever como

GxV=1
e multiplicando pela matriz inversa G—! obteremos
V=G 'xI

Método sistematico de corrente de malha para circuitos com grafo planar ou
nao-planar

Descreveremos o método com o auxilio de um exemplo: Considere o grafo nao planar e uma
arvore desse grafo a seguir. A numeragdo corresponde a um ramo.

Figura 2.35: Grafo nao-planar e arvore de um circuito.

Suponhamos que a cada ramo corresponda uma resisténcia no circuito que originou o
grafo. A cada vinculo acrescentado na arvore (um de cada vez) corresponderd uma malha
independente cuja orientagao sera, por definicao, a mesma do vinculo. Essa malha recebera
uma denominagao numérica idéntica a do vinculo, ou seja, o vinculo 1 definird a malha 1,
0 3 definird a malha 3 e assim por diante.

Construiremos uma tabela malha x ramo e a preencheremos com -1 ou 1 de acordo se
o ramo tiver orientacgao contraria ou igual a malha e preencheremos com zero se nao houver
o ramo nessa malha.
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Ral | Ra2 | Ra3 | Ra4 | Rab | Ra6 | Ra7 | Ra8 | Ra9 | Ral0
Mal 1 0 0 0 0 0 1 -1 1 1
Ma2 0 1 0 0 0 0 0 1 -1 0
Ma3 0 0 1 0 0 0 0 0 -1 -1
Ma4 0 0 0 1 0 0 1 -1 0 0
Mab 0 0 0 0 1 0 0 -1 1 1
Mab 0 0 0 0 0 1 -1 1 -1 0

As linhas dessa tabela dardo os coeficientes das tensdes dos ramos que comporao as
equagoes das malhas. Por exemplo, para a malha 1 teremos:

1vy 4 Ovg + Ovg + Ovg + Ovs 4 Ovg + 1v7 — 1vg + lug + 1vig =0
ou simplesmente para todas as malhas
v1 +v7 —vg +v9+v19g=0

vy +vg —v9 =0
v3 —vg —v10 =0
vy +vr—vg =0

v5 —vs +v9 +v19 =0

v — U7 +vg —v9g =0

As colunas da tabela darao os coeficientes das correntes de malha que comporao as
correntes que passam nos ramos, assim teremos:

11 = im1
'5'2 = im2
13 = im3
14 = im4
15 = im5
16 = im6

i7 =im1 + lma — ime
18 = —im1 + tm2 — tma — im5 — Imé
Z.9 = iml - Z‘777,2 - Zmd + Z‘777,5 - Z-mf)'
110 = m1 — m3 + Im5

Suponhamos, por exemplo, que as resisténcias dos ramos tem os seguintes valores em
ohms: R1:2,R2:1,R3:5,R4:3,R5:4,R6:7,R7:6,R8:10,R9:8€
R1p = 9. Suponhamos também que exista um gerador de tensao 5 = 10 volts em série com
Ry e com a mesma orientacdo do vinculo como mostrado na (Fig.2.36).
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Figura 2.36: Fonte de tensao em série com Rs.

Teremos entao as seguintes relagoes

U1
V2
U3
V4

Us

2i1
—10 + 1y
5is
3i4
4is

em termos das correntes de malha fica

V1 = 2im1
Vg = —€2 + tm2
v3 = Sim3
Vg = 3im4
Vg = 4Zm5

Vg = 7im6
V7 = 6 (im1 + Gma — ime)

vg = 10 (_iml + im2 — tma — tms + imﬁ)
Vg = 8 (Zml - Z‘777,2 - Z‘777,3 + Z‘777,5 - Z777,6)
v10 = 9 (im1 — Im3 + ims)

Ve = 7i6
vy = 6i7
vg = 1028
Vg = 8i9
v10 = 910

e substituindo nas equacoes de malha e arrumando temos

35%m1 — 18%ima — 1Tim3 + 1624 + 27005 — 2476 = 0
—18¢m1 + 1922 + 8tz — 1064 — 18%45 + 1826 = 10

—17%m1 + 8ima + 2203 + 0ipa — 17005 + Stime

1621 — 1022 + 0%ym3 + 1994 + 1085 — 1616 =
27im1 — 18tm2 — 1743 + 10004 + 3Lips — 18ime =
—244m1 + 18im2 + 8tm3 — 16%ma — 18tms + 24ime

o o o o

Observe que com esse processo a matriz das resisténcias correspondente continua simétri-
ca. Porém, os termos fora da diagonal nem sempre sao negativos devido a nao planaridade

do grafo.

2.5 Resolucao do sistema de equacoes lineares

Adotaremos a “regra de Cramer” como método sistematico de resolugao do sistema de
equagoes. Para um sistema em fungao das correntes de malha do tipo
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T11tm1 + T12%m2 + ... F MM ImM = €1
T21lm1 + T22%m2 + ... + MM imM = €2

(2.23)

TM1im1 + Ta2im2 + oo + TMMimM = €M
a regra de Cramer nos da

, D , D : D
Iml1 = Kl, Tlm2 = K2, s tmM = TM (2.24)

onde A ¢é o determinante da matriz das resisténcias e D; é o determinante da matriz obtida
pela troca da j-ésima coluna da matriz das resisténcias pela coluna do vetor coluna das

tensoes. Por exemplo:

T11 €1 T13 . . . 1M
T21 €9 723 . . . oM
Dy = (2.25)
1 €mM TmM3s - - . TMM
Seja o sistema
5m1 — 2tma — im3z = 10
_Qiml + 4im2 - 1im3 =
—3im1 — ligo + 6ipz =
temos entao que
5 -2 =3
A=|-2 4 —-1/=43
-3 -1 6
10 -2 -3 5 10 -3 5 =2 10
D, =10 4 —-11=230, Dy=|-2 0 —-1|=150, D3=|-2 4 0=140
0 -1 6 -3 0 6 -3 -1 0
assim
230 . 150 . 140

Z.ml = tm2 = tm3 = .
43"’ 43"’ 43
Um procedimento andlogo sera usado quando os sistemas forem formulados em termos das

varidveis tensao.

2.6 Teoremas gerais

Apresentaremos alguns teoremas interessantes e tteis na andlise de circuitos.
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2.6.1 Teorema da superposicao

“Em um circuito linear onde existam véarias fontes (de tensdo ou de corrente), as correntes
e as tensoes em qualquer ponto do circuito podem ser obtidas pela superposigao (soma) das
correntes e das tensoes que seriam obtidas naquele ponto considerando cada fonte agindo
individualmente”.

Por exemplo, no circuito da esquerda na (Fig. 2.37) teremos

Figura 2.37: Circuito original, circuito com uma fonte e circuito com a outra fonte.

. -/ -/ / "
13 =13 + 13 € v3 = U3 + U3.

O teorema da superposigao decorre imediatamente da linearidade do sistema de equagoes
que resolve o circuito pois, como vimos em termos da corrente de malha,

I=R 'xE. (2.26)
Se o vetor da fonte for escrito como
E=E +E’ (2.27)
automaticamente teremos
I=1T+1" (2.28)
pois o produto de matrizes é associativo, ou seja,
I=R'x(E+E")=R'xE +R'xE' =T +T1". (2.29)

Em outras palavras, a superposicao das fontes equivale a fazer a superposigao das cor-
rentes e consequentemente das tensoes.

Observagao importante: ao retirar a fonte de tensao deveremos colocar um
curto-circuito em seu lugar e ao retirar a fonte de corrente deveremos deixar o
circuito aberto.

2.6.2 Teorema de Thévenin

Léon Thévenin (1857-1926) propds em 1883 no jornal cientifico francés “Annales Télégraphi-
ques” o seguinte teorema:

Um circuito elétrico linear (com elementos passivos lineares, fontes de tenséo e corrente)
que tenha dois terminais ligados a um elemento passivo, que consideraremos como sendo um
elemento externo ao circuito, pode ser substituido por uma fonte de tensdo e uma resistor
definidos por:
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e Fonte de tensao 7, = fonte cujo valor de tensao é igual & tensao que se obtém nos
terminais do circuito quando se desconecta o elemento passivo externo.

e Resistor Ry, = resistor cuja resisténcia é igual a resisténcia vista dos terminais do
circuito quando curto-circuita-se as fontes de tensao e abre-se as fontes de corrente.

A representacao do circuito original e o circuito equivalente de Thévenin pode ser vista
na (Fig. 2.38).

Circuito 4 v R, = g, R,

Figura 2.38: Circuito original e circuito equivalente de Thévenin.

Onde
e " o
Circuito 4 €, Circuito 4’ v <R,
o ————o

Figura 2.39: Circuito original sem o resistor externo e circuito original sem o resistor externo
e com as fontes internas zeradas.

Circuito A’ obtido a partir do circuito A curto-circuitando-se as fontes de tensao e
abrindo-se as fontes de corrente.

Demonstragao:

Considere a insercao de um gerador em série no circuito original

+

v’
M)
N\

Circuito 4 R

Figura 2.40: Circuito original com fonte de tensao inserida.

Ajustemos a tensao no gerador até o ponto em que a corrente em R.,: seja nula. Nessa
situagao, podemos imaginar que a corrente nula é a superposicao da corrente original i com
uma corrente ¢’ tal que 7 = —i’. Como a corrente total é nula, a tensdo nos terminais do
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circuito A deve ser idéntica a do gerador de tensao que foi adicionado uma vez que a tensao
sobre R, é nula (corrente zero). Re,: pode entdo ser desconectado do circuito, pois nao
passa corrente por ele. Chamaremos de ey, a tensio nos terminais do circuito A, ver (Fig.
2.41).

———e

Circuito 4 £,

—————e

Figura 2.41: Circuito original sem a resisténcia externa e definicdo da tensao de Thévenin.

Transformemos o circuito A no circuito A’, tornando nulas todas as fontes de tensao e
de corrente de A e conectemos este circuito ao resistor R, ligando em série um gerador de
tensao cujo valor de tenséo seja igual & epp, conforme indicado na (Fig. 2.42). Pelo teorema

= 8Tl1 +

Circuito 4’ R

Figura 2.42: Circuito original com fontes internas anuladas, gerador externo inserido e
resisténcia externa .

da superposicao, ey produzird uma corrente ¢ sobre R.,; idéntica & do primeiro circuito
de modo que, podemos considerar ey, e a resisténcia vista nos terminais de A’ como um
circuito equivalente ao circuito original A.

Exemplo: encontrar o circuito de Thévenin equivalente ao circuito da figura (Fig. 2.43).

Figura 2.43: Circuito original para determinacao do equivalente de Thévenin.

Desconectando R.,; teremos nos terminais uma tensao €7, dada por

16
= 10 = Its.
ETh 8+ 16 0 6, 66 volts
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Curto-circuitando a fonte de 10 volts, a resisténcia vista nos terminais serd a combinagao
em paralelo de 8¢ com 16f2.

8 x 16
8+ 16

Ryp = = 5,33 ohms.

Teremos entdo o seguinte circuito equivalente na (Fig. 2.44).

R,=5,33Q

£,=6,66V eRM =40

Figura 2.44: Circuito equivalente.

Verifiquemos: no circuito original a corrente em R.,; é dada por

. v 16//4
i = , v=——-—"—"--10= 2,86 volts
Rext 8+ (16//4)
2,86
= ’T ~ 0,71 ampéres.

No circuito equivalente teremos

6,66
1= m ~ 0,71 ampéres.

2.6.3 Teorema de Norton

Esse teorema estabelece que o circuito original pode ser substituido por um circuito equi-
valente constituido por uma fonte de corrente em paralelo com uma resistor (Fig. 2.45).

A corrente I é a corrente que se obtém ao substituirmos o resistor externo por um
curto-circuito e a resisténcia de Norton é o valor de resisténcia que se enxerga nos terminais
do circuito original ao retirar o resistor externo (saida aberta) e zerar todas as suas fontes
internas. Veja (Fig. 2.46).
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Circuito 4 v ‘ cht E [Nl o Rm

Figura 2.45: Circuito equivalente no teorema de Norton.

Circuito 4 Circuito 4’ “— R

Figura 2.46: Circuitos para determinar o valor da fonte de corrente e do resistor no teorema
de Norton.

Podemos demonstrar o teorema de Norton a partir do teorema de Thévenin, transfor-
mando a fonte de tensao em fonte de corrente.

Exemplo: no circuito do exemplo anterior (Fig. 2.47) temos Ryt = Rpp, = 8//16 = 5,33
ohms.

Figura 2.47: Exemplo de aplicagdo do teorema de Norton.

Substituindo a resistor externo por um curto-circuito teremos a (Fig 2.48). Entéo, o
circuito equivalente fica como na (Fig. 2.49).
Nesse circuito teremos
5,33

1= m x 1,25 ~ 0,71 ampéres.

Exercicio:

No circuito da (Fig.2.50) determine as correntes em todos os resistores. Determine o circuito
equivalente de Thévenin para os terminais AB e calcule a corrente no resistor R5. Compare
os resultados.
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10vQ R Y =108=125A

m
Il

Figura 2.48: Determinacao da corrente de Norton.

q) 125A 533Q R

Figura 2.49: Circuito equivalente.

Dados:
e =12V, Ry =4Q, Ry =2, R3 =382, Ry =109, R5 = 3.
Na figura (Fig. 2.51) temos um grafo e uma &vore para o circuito. Podemos ver que
N=4, R=6, M=R-N+1=3eN-1=3

ou seja, podemos utilizar 3 equacoes de corrente ou 3 equacoes de nés. Utilizemos as
correntes de malha. Teremos:

(R1 + Ry + R3)im1 — R3imo — Rotmsz =0

Figura 2.50: Circuito do exercicio.
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I el T
1

m2
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@
1

3

a3

i

=y

Figura 2.51: Grafo e arvore do circuito do exercicio.

—Rgl'ml + (R?, + R4)im2 - R4im3 =€
—Rotm1 — Ratpmo — (RQ + Ry + R5)im3 =0

ou
14 -8 =2
R=|-8 18 -10
-2 —-10 15
14 -8 =2
A=|-8 18 —10|=1028
-2 —-10 15
temos também
0o -8 =2 14 0 -2 14 -8 0
Dy =12 18 —10|=1680, D, =[-8 12 —10|=2472, D3=|—-8 18 12| =1872
0 —-10 15 -2 0 15 -2 =10 O
portanto
1680 2472 1872
Tm1 1028 ,63 A, im2 1028 40 A, i3 1028 .8
Entao

i1 =im = 1,63 A,

G5 = im1 —im3 = 1,63 — 1,82 = —0,19 A,
i5 = im1 —im2 = 1,63 — 2,40 = —0,77 A,
4 = —ipm3 + ima = —1,82 42,40 = 0,58 A,
i5 = ims = 1,82 A,

i = imo = 2,40 A.

Vejamos agora o circuito equivalente de Thévenin. Calculando 7}, desconectando Ry
fica o circuito da (Fig. 2.52).
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Figura 2.52: Circuito para determinar epy,.

O circuito ¢ suficientemente simples para que possamos associar os resistores. Calcule-
mos a corrente fornecida pela fonte:
, € 12 12
ip = = _
F T URi+Ra)//Rs) + R4 [(4+2)//8]+10 3,43+10

=0,89 A.

Calculemos agora a corrente i; que passa por R; e Rs.

B Ry o8
T Ri+Ry+Rs ' 4+2+8

i 0,89 = 0,51 A.

A tensdo de Thévenin serd portanto a tensdo da fonte menos a tensdo sobre R.

ern =vap = — Ryip =12 —0,51.4=9,96 V.

Figura 2.53: Circuito para determinar Rrpp,.

Caélculo da resisténcia de Thévenin: substituindo a fonte de tensdo por um curto-circuito
(Fig. 2.53) podemos observar que a resisténcia vista nos terminais AB serd

Rryn = R1// [Ra + (Ra//R3)]
Ron = 4// 2+ (8//10)] = 4// (2 + 4,44) = 4/ /6,44 = 2,46 .
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4
2,46 Q i
<30
+
9,96 V
B

Figura 2.54: Circuito equivalente.

Temos entdo o circuito equivalente (Fig. 2.54) e a corrente através de Rs serd

i= 990 g9 A
342,46

Mesmo resultado obtido anteriormente!

2.7 Quadripolos

Consideremos agora um dispositivo de 4 terminais, dois dos quais serao considerados como
terminais de entrada e dois que serdo considerados como terminais de saida. Associaremos
ao quadripolo varidveis de tensao e de corrente, tanto na entrada como na saida, como
representado na (Fig. 2.55) e convencionando os sentidos mostrados como sendo os sentidos
positivos.

Oo—>r— —<4—O
Entrada |V Quadripolo V, Saida
O———— —O

Figura 2.55: Representacao de um quadripolo.

O quadripolo representa um circuito elétrico ao qual temos acesso aos terminais de
entrada e de saida. Os terminais de entrada podem estar ligados a um dipolo “fonte”e os
terminais de saida podem estar ligados a um dipolo “carga”, dizemos entao que o quadripolo
transforma uma excitacdo na entrada em uma resposta na saida (Fig. 2.56).

O quadripolo pode estar representando um filtro, um amplificador, um atenuador ou até
mesmo uma linha de transmissao. Podemos dizer que um quadripolo é um dispositivo que
converte as variaveis de entrada em varidveis de saida realizando uma determinada funcgao.

Um exemplo simples é uma rede de resistores como mostrado na (Fig. 2.57).

Em alguns casos, um dos terminais de entrada estd conectado a um terminal de saida
internamente ou externamente, constituindo um terminal comum, usualmente de referéncia



48

Quadripolo

Newton Barros de Oliveira

Vv, RL

Figura 2.57: Exemplo de um quadripolo.

ou “terra”’formando na verdade um tripolo.

denominagao quadripolo também nesses casos.

Um quadripolo é dito linear quando é constituido por dipolos lineares (resistores, fontes
de tensao ou correntes reais etc.) Um quadripolo também pode ser classificado como ativo
ou passivo a depender do balango de energia entre a entrada e a saida. No caso dos ativos
deve existir uma fonte de energia interna ou externa. Assim, os amplificadores de energia
sao quadripolos ativos enquanto que os atenuadores e filtros comuns sao passivos.

Contudo, manteremos a representacao e a

A linearidade de um quadripolo equivale a existéncia de relagoes lineares entre as
variaveis vy, i1, v2 € i de modo que, se escolhermos duas dessas varidveis como varidveis
independentes, poderemos expressar as outras duas como combinacao linear das anteriores.
Designaremos nomes para os parametros que caracterizarao o quadripolo. Por exemplo,

Entrada

I

A

O—r—

v,

Quadripolo

—  “Terra”

V, Saida

Figura 2.58: Exemplo de um quadripolo com dois terminais comuns.
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podemos relacionar as variaveis de tensao em funcao das varidveis de corrente como:
V1 = 21101 + 21209 (230)

Vg = 22101 + 22212 (2.31)

onde vemos que z;; tem dimensao de impedancia. Nesse caso, as correntes foram conside-
radas como varidveis independentes enquanto que as tensoes sao as dependentes. Com essa
representagao, o quadripolo fica especificado pelos valores dos elementos da matriz

z z
R (2.32)
221 222
Observe que esses elementos podem ser determinados a partir de um ensaio da seguinte

maneira:
Se colocarmos a saida do quadripolo em aberto teremos io = 0. Portanto

v1 = 21101 + 2120

U1
211 = | — .
U li,=0

Do mesmo modo, para iy = 0 teremos também

logo

Vo = 22111 + 2220

V2
221 = | — .
1 l4=0

Se colocarmos a entrada em aberto teremos i; = 0. Portanto

logo

v = 2110 + 21212

(%1
SoR12 = |
2 14,=0

Vg = 2210 + 29212

U2
SoR22 = | .
2 14,=0

Pelo fato de termos aberto a entrada ou a saida do quadripolo para determinarmos
as impedancias z;;, as designaremos como “impedéancias de circuito aberto” (ou open-
circuit impedance).

Por outro lado, poderiamos ter escolhido as tensdes como varidveis independentes, o
inverso do caso anterior. Assim,

i1 = Y1101 + Y1202 (2.33)

2 = Y21U1 + Y2202 (2.34)
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onde vemos que y;; tem dimensao de admitancia. Nesse caso, o quadripolo fica especificado

pela matriz
gtz (2.35)
Y21 Y22

Se colocarmos a saida em curto-circuito, vo = 0, teremos

‘ i1
11 =Ynv Sy = | —
Ul ’U2=0
) ) 19
12 = Y2101 oY1= | — .
Ul 'U2:0
Se colocarmos a entrada em curto-circuito, v; = 0, teremos
‘ i1
11 = Y1202 SoYi2 = | —
U2 v1=0
) ) 12
11 = Y2202 Y22 = | — .
U2 ’U1:0

Como colocamos a entrada ou a saida em curto circuito para determinar os parametros
Yi;, 0s designaremos por “admitancias de curto-circuito”.

Observe que é possivel relacionar os pardmetros z;; com os parametros y;; pois,
i) _ (Y1 Y2 « (v
ig Y21 Y22 v2
-1 .
(V) (Y1 Y12 « 21
“\v2 Y21 Y22 io
mas por outro lado haviamos definido que

vr) _ (Fun 212 11
Vg 221 %22 12
-1
Z11 212 _ Y11 Y12 (2 36)
221 222 Y21 Y22 '

logo, deveremos ter

mas
-1

(yu Y12 _ 1 <y22 y12>
Y21 Y22 Y11Y22 — Y21Y12 \“Y21 Y11

Lo_Y2 oy yn
11 Ay; 12 Ay; 21

de modo que

R
Ay, 22 Ay

Se procedermos de maneira inversa teremos

-1
(yn y12) _ (2’11 2’12) (2.37)
Y21 Y22 221 222
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y 222 y 212 y 221 y 211
11 = »— 12 = — 21 = — > 22 = -
Az’ Az’ Az’ Az

Outra escolha possivel é considerar as varidveis tensao de saida e corrente de saida como
variaveis independentes escrevendo

v = A?)Q - BZQ (238)

il = C’UQ — Dig (239)

nesse caso, A, B, C' e D sao chamados de parametros de transmissao. O sinal negativo na
combinagao linear é apenas uma questao de conveniéncia, pois quando trabalhamos com esse
tipo de parametro em alguns problemas especificos, é mais interessante considerar a corrente
que sai do terminal positivo de saida (essa convencdo é muito utilizada nos problemas de
transmissao de poténcias).

Se deixarmos a saida em aberto io = 0 entao

A= {ﬂ e C = [Z—l]
V2 Ji,=0 V2 J4,=0

Se curto-circuitarmos a saida vy = 0 entao

vy | i1
ZQ - 'U2:0 ZQ 'U2:O

Chamamos
1 v
— = —2] de ganho de tensao em circuito aberto, (2.40)
A U1li,=0
1 )
5= [—} de admitancia de transferéncia em curto-circuito, (2.41)
U1 Vo=
1 v
C [—2] de impedancia de transferéncia em circuito aberto e (2.42)
(3! i2=0
1 )
5= {—1 de ganho de corrente em curto-circuito. (2.43)
Zl U2=0

Matricialmente teremos
V1 o A B V2
v A B\"' (v
2\ 1

(Usz) B ﬁ (DC _AB) X (1;11) (2.46)

e inversamente,

ou



52 Newton Barros de Oliveira

ou ainda, como é mais comum,
v (A B vy
(12) = (C” o) %\ (2.47)

!/ !
(é, g,) é chamada de matriz de transferéncia inversa. (2.48)

onde

2.7.1 Quadripolo reciproco

Dizemos que um quadripolo é reciproco se a relagao entre a resposta e a excitagao é inva-
riante pela troca dos terminais de excitacao e resposta (também conhecida como condigao
de passividade). Tomemos primeiro um quadripolo excitado por uma tenséo v; e com saida
curto-circuitada onde temos uma corrente 73 como resposta. Em seguida facamos a inversao
excitando com v, na saida e curto-circuitando a entrada onde temos uma corrente i; como
resposta. Sera reciproco se

+ +
Z Quadripolo @ Quadripolo Vi
Figura 2.59: Quadripolo reciproco.
e _ i {2_2] _ [Z_l] (2.49)
vj o Uk U1 1 py=0 V2 Jy,=0
ou ainda
Y21 = Y12 que implica 291 = z12. (2.50)
Mostremos que para quadripolos reciprocos vale a relagao
AD — BC =1. (2.51)

Para isso, vamos relacionar os parametros de transmissao com os parametros de im-
pedancia de circuito aberto lembrando a equagao (2.31)

V2 = 22101 + 22212

1
iy = —uy — 224, (2.52)
221 221
e comparando com a equagao (2.39)
11 = C?)Q - DZQ,
concluiremos que
1
C=—eD="22 (2.53)
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Da equagdo (2.30) substituindo a expressao de i; dada pela equagio (2.52) teremos

1 222 . )
V1 =211 | — V2 — —12 | + 21202
221 221

211 211222 — 212221 \ .
TV =—UVy — | ——————— | 19

221 221
mas
v = A’UQ — Big
logo
211 211222 — 212221
A="2 ep="11722 7272 (2.54)
221 221

Calculando AD — BC teremos

211222 2117222 — 212221
AD — BC = —
22 22
21 21

mas para quadripolos reciprocos z13 = z91 portanto,

22
AD-BC =2l =1.

z

21

Em outras palavras o determinante da matriz dos parametros de transferéncia é igual
a unidade. Podemos mostrar facilmente também que para quadripolos reciprocos

A'D' —B'C' =1. (2.55)

2.7.2 Outros parametros dos quadripolos

Existem ainda os parametros hibridos , de condutancia e de espalhamento frequentemente
utilizados na caracterizacao de dispositivos eletronicos como transitores e valvulas. Discu-
tiremos apenas os dois primeiros.

Para a descrigao por parametros hibridos, as variaveis independentes sao i1 e vo de modo
que escreveremos

v1 = h11i1 + higve (2.56)
e
ia = ha111 + hagvo (2.57)
com
hi1 = [ﬂ] ; hig = [ﬂ} (2.58)
U1 ] yy=0 V2 1; =0
ha1 = [2—2] ) hos = {2—2] . (2.59)
U1 =0 Y2 Ji=0

Os parametros que realizam o inverso dos parametros hibridos sao os os parametros de
condutancia g;; definidos por:
i1 = g11v1 + g1202 (2.60)
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Vg = g2101 + g2oia (2.61)
com ' '
i i
g11 = {—1] g12 = {—1] (2.62)
V11i,=0 12 1v,=0
v v
g2 = {—2] 922 = {—2] . (2.63)
1)1 i2:O ZQ v1=0

Vejamos um exemplo de aplicagao dos parametros hibridos na modelagem de um transis-
tor na configuracdo emissor comum conforme o circuito da (Fig. 2.60).

L

o\, — «—0
Vi av2<> bi,CD e v,

(©, O

Figura 2.60: Modelo de um transistor para pequenos sinais e baixa frequéncia.

Vemos facilmente que
v = Tlil “+ ave
. . 1
19 = bi] + —vq.
T2
Comparando com as equagoes que definem os parametros hibridos vemos a corres-
pondéncia

1
hi1 =71, hig =a, hoy =be hypy = —.
T2

A facilidade com que se pode medir 71, 72, a e b em laboratorio torna til a representacao
dos transistores, operando em pequenos sinais e baixa frequéncia, pelos parametros hibridos.

2.7.3 Quadripolo terminado

Quando os terminais de um quadripolo sdo conectados a elementos externos dizemos que o
quadripolo estd “terminado” (Fig 2.61).
Definimos as seguintes grandezas importantes:

1. Ganho de tensao

V2
K,=— 2.64
o (2.64)
2. Ganho de corrente )
K=2 (2.65)

i
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Quadripolo v, R,

Figura 2.61: Quadripolo terminado.

3. Impedancia de entrada

<
=

Zi=— (2.66)
21
4. Impedancia de saida
Z, = [“—2} (2.67)
22 s/ excitacao

Vejamos agora como uma resisténcia de carga Rj, é transformada pelo quadripolo, apa-
recendo na sua entrada com um outro valor.
Tomemos os parametros de transmissao:

v = AUQ — BZQ
il = C’UQ — Dig
com v
2
R, =——.
22

Dividindo a tensao de entrada pela corrente de entrada

U1 A'UQ*BZ‘QiAy_z_BiARL‘FB

i2

1 701}2—D’L’270;}—§—D70RL+D.

Como v1/i; é a impedéncia vista na entrada do quadripolo, podemos afirmar que a re-
sisténcia de carga Ry, é transformada pelos parametros do quadripolo para um novo valor.
Tudo se passa como se na entrada do quadripolo estivesse conectado internamente uma

resisténcia de valor
AR; — B

CRy, — D’
Perguntamos agora, existe algum valor de resisténcia (impedéancia no caso geral) que,

quando conectada na saida do quadripolo, apareca na entrada com o mesmo valor? Se

existir deveremos ter v
1

— =Ry
11
logo
R, — AR; + B
L= CR.+D
D—-A B
22 Ap B

C C
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Resolvendo essa equacao teremos

R, =

(2.68)

Ao valor positivo dessa solugao denominamos de “resisténcia caracteristica”do qua-
dripolo.

Observe que o quadripolo é “transparente”a resisténcia caracteristica no sentido que,
quando ela é conectada a saida do quadripolo, ela é transportada para a entrada sem
alteracao.

2.7.4 Formas candnicas de um quadripolo

Existem duas redes basicas com as quais podemos construir ou simular qualquer quadripolo
passivo, a rede T e a rede m (pi). Construiremos essas redes a partir do conceito mais
genérico de impedancias ao invés de resisténcias.

e Rede T

Figura 2.62: Quadripolo como uma rede T.

Nesse circuito vemos que
v = Zlil + Z3(Zl + 12) = (Zl + Z3) ’il + Z322

Vo = Zalo + Z3(i1 +i2) = Zsir + (22 + Z3) io

como
V1 = 21181 + 21202
V2 = 22101 + 22212
teremos
Z11 = Zl + Z3 zZ12 = Z3 (269)
291 = Z3 299 = Lo + Z3. (270)

Podemos portanto determinar Z; em funcao dos parametros de impedancia do quadri-
polo
2y = 211 — 212 Ly = 222 — 212 Z3 = 212 = 221 (2.71)
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e Rede 7

Figura 2.63: Quadripolo como uma rede 7.

Da lei dos nés aplicada ao circuito da (Fig. 2.63) temos

. V1 V2 — U1 B 1 1 1
- =0 cii=(o o o
nm T4 “ <Z1 + Z3> g
. Vo n v — V2 0 . 1 n 1 n 1
lg — — = Sl = ——0 — +— |
7, Zs 2Tz T\ 2z, T zy)
como
11 = Y1101 + Y1202
e
19 = Y2101 + Y2202
teremos
-1, 1 S (2.72)
Y11 = 7 7 Y12 = 7 .
1 1 1
_ _1. 1 2.73
Y21 Z Y22 Zs + 7 ( )
Definindo 1
Y, = — 2.74
5 (274
fica
Yy =Y1 +Y3 Y12 = —Y3 (2.75)
Y21 = —Y3 Y2 = Y2 + V3. (2.76)

Podemos portanto calcular as admitancias Y; em fungao dos parametros de admitancia
do quadripolo.

Y1 = y11 + 12 Yo = ya2 + 912 Y3 = —y12 = —yo1. (2.77)

Quando a entrada e a saida de um quadripolo podem ser permutadas sem alterar as
tensoes e as correntes, dizemos que o quadripolo é simétrico. Nas representagoes em 7' ou
em 7 teremos simetria se Z1 = Za, que implica 211 = 292 € Y11 = Y22. Em se tratando dos
parametros de transmissao teremos simetria se A = D pois

A= o p=2 (2.78)
221 221



58 Newton Barros de Oliveira

Conseqiientemente, para quadripolos simétricos a impedancia caracteristica simplifica

Z. = \/g (2.79)

Transformacao da forma 7T para a forma

para

Chamando de Zp; a i-ésima impedancia da forma T e de Z; a i-ésima impedancia da forma
m, a transformacao de uma forma para a outra pode ser feita de acordo com as relacoes

Z71'1Z7'I'3

T = 2.80

Tl Z7r1 + Z7r2 + Z7r3 ( )
Z71'2Z7T3

Do = 2.81

i Z7r1 + Z7r2 + Z7r3 ( )
Zﬂ"lZﬂ'2

(2.82)

B ZTI'I +Z71'2 +Z7r3.

Associagao de quadripolos

Dois quadripolos podem ser associados das seguintes formas:

e Série-série (Fig. 2.64). Nesse caso o quadripolo resultante tem os pardmetros de
impedancia tais que
2=z +2" (2.83)

v, ’[ Quadripolo’ [Vz’

Vl”‘ (Quadripolo”™ [Vz”

Figura 2.64: Quadripolos associados em série-série.

e Paralelo-paralelo (Fig. 2.65). Nesse caso o quadripolo resultante tem os parametros
de admitancia tais que

y=y +y" (2.84)
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e Série-paralelo (Fig. 2.66). Nesse caso o quadripolo resultante tem os pardmetros

hibridos tais que

h=Hh +1n" (2.85)
i’ i,
O »>- < O
v, Quadripolo’ v,
o, O
ll” 12”
Quadripolo”

Figura 2.65: Quadripolos associados em paralelo-paralelo.

i I
O—>— < O
v, " Quadripolo’ v,
O
Vl
ll l'z?ﬂ
|- -
»
. 29
v, ”[ (Quadripolo

Figura 2.66: Quadripolos associados em série-paralelo.

e Paralelo-série (Fig. 2.67). Nesse caso o quadripolo resultante tem os parametros de

condutancia tais que
9=9g+g" (2.86)

e Cascata (Fig. 2.68). Nesse caso o quadripolo resultante tem os parametros de trans-

missao tais que
A B A BY _ (A B\
(C D):(C D) X(C D). (2.87)
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O————>— —<—O
v, Quadripolo’ ‘vz’
o,
. vZ
l'l 2 lz
Quadripolo™ ‘Vz”

O—>— —<—O
v, Quadripolo’ Quadripolo™ [ v,
O— ——O

Figura 2.68: Quadripolos associados em cascata.

Exemplo:

Determinar os pardmetros z e y para o quadripolo da (Fig. 2.69).

i 1Q 1Q i

Figura 2.69: Uma rede de resistores.

Temos as relagoes
vy = 21141 + 21202
V2 = 22101 + 22282

entao

=B —l040s /2= 15/ 1= Lo
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U1
212 = | — .
2 14,=0

Nessa condicao (i1 = 0) o resistor de 1 ohm da esquerda ndo contribui para a tensao vy e
pode ser desprezado. A corrente i serd dividida entre o resistor de 0,5 ohm e a associagao
em série do resistor de 1 ohm com o de 2 ohms conforme a (Fig. 2.70).

Figura 2.70: Rede de resistores sem o resistor de 1 ohm da esquerda para o cédlculo de 2.

Teremos entao
y 0,5

T 1127057

) 0,5,
v =2i = 2ﬁ22

)

;zu:2&§z0£8ﬁ

Calculando

vemos o circuito da (Fig. 2.71)

Figura 2.71: Rede de resistores para o calculo de zs;.

2
. —
24+1+40,5

Z'/

0,5x2

vy = 0,5 = i1 ~ 0,280

)

o291 =0,28 Q
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verificando que zo1 = z13.
Por fim calculemos

o229 = (24—1)//0,5%0,43 Q.

Entao podemos escrever
vy = 1,861 + 0, 2819

vg = 0,28i7 + 0,43i4
/1,86 0,28 B o2
(ZU) = (0,28 0’43) = A,=1,86x0,43 — 0,28 =0, 72.

Os parametros y;; podem entdo ser calculados por

Z22 0,43 1 Z12 0, 28 1
Y11 Az 0, 79 03 6 Y12 Az 0, 79 03 39
291 0,28 1 z11 1,86 1
=2 2%~ 0,390 =—-"—= ~ 2,58 Q2
TN T 0,12 ’ RETA T o T

2.7.5 Propriedades dos quadripolos em fungao dos parametros de
admitancia

Muitas vezes os fabricantes de um determinado dispositivo fornecem os parametros de
admitancia, como no caso dos transistores para alta frequéncia. Conhecendo-se os valores
desses parametros é possivel determinar os ganhos de tensao e corrente, a impedéancia
de entrada e a impedancia de saida do dispositivo presente em um determinado circuito.
Considere o quadripolo terminado mostrado na (Fig. 2.72)

L

Quadripolo v, Z,

Q

Figura 2.72: Quadripolo alimentado por uma fonte real e com impedéancia de carga.

Temos as equagoes do quadripolo

i1 = Y1101 + Y1202, (2.88)
19 = Y21U1 + Y2202 (2.89)

© v
iy = ——. (2.90)
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Substituindo a equagao (2.90) na equagao (2.89) teremos

V2
——— = Y21v1 + Y2202

Zy
1
Sov2 | Y22 + Z_L = —Y2101
C b2 Y2141

“u yeZp+1

ou seja, o ganho de tensao vale

Y2141

Ky=———""—-—+7"—.
v Yool + 1

Substituindo a equagao (2.91) na equagao (2.88)

1= v+ —
1 Y111 y12( y22ZL+1

entao
P Y224 +1
in=—"— = ——1—F——.
21 Y11+ Ay 21,

Da equagao (2.90), dividindo por vyi; fica

12 U2
V111 v1i12L

12 vg V1
Sl = ———

11 U1 11

ou seja, sendo K; = ia/iy
K7y, = —-KvyZ;,.

Substituindo as equagoes (2.91 e 2.92) na equagao (2.93) fica

Z Z 1
K7, — Y2141  Y224L +
Yoo Zr + 1y + Ay 21

Y21
Kj=—%
Y11 + AyZL

Para calcular a impedéancia de saida Z,,; fagamos vp = 0, assim

e substituindo na equagao (2.88) fica

Ul +
—_— = v V!
Zr Y111 T Y1202

Y1202

S = .
1
Y11+ 5

Y2121 ) Y1 +AyZLU
1= 1
Yool + 1

63

(2.91)

(2.92)

(2.93)

(2.94)
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Substituindo essa equagdo na equagio (2.89) teremos

. Y1202
12 = —Yo1—7 + Y2202

11 Zr
_ —YnY12ZF + Y22Y114F + Y22
y1Zr +1

g |:'U2:| _ ynZr+1
Lout = | — =
o 12 | ypm0 Y22t AyZF

. ig V2

2.7.6 Tabela de conversao dos parametros do quadripolo

(2.95)

Essa tabela permite transformar um conjunto de parametros em outro conjunto mais con-
veniente. Um conjunto de parametros na diagonal é equivalente aos outros parametros que

situam-se na mesma linha da tabela.



Y22 __ Y12 A Ar D 1 Ay hia T __ 912
Ay Ay c C C’ c’ ha2 ha2 g11 g11
_Yau1  yn 1 D T A __ha 921 Ay
Ay Ay c ¢ C’ C’ hoo  hoo gi1 gi1
D _Arx A _1 1 _hi B¢ g1z
Y11 Y12 B B B’ B’ hi1 hi1 22 g22
_1 A _ Ay D’ hoy Ap g21 1
Y21 Y22 B B — o o ooy 1 o3
_ Y22 __ 1 A B D B N 1 g2
Y21 Y21 Ay A ha1 ho1 g21 g21
_Ay _yn C D c A _hap 1 g1 Ag
Y21 Y21 Arr A ha1 h21 g21 g1
—yu  _ LT D B A B 1 hu _B8g g2
Y12 Y12 Ar Ar hi2  hi2 g12 gi2
_Ay _y» < A ' D hii  Ap g1 1
Y12 Y12 Ar  Ar his  his gi12 gi2
1L b2 B Ar B’ 1 h h 922 912
Y11 Y11 D D A’ ar 11 12 Ay g
A 1 C A c’ g21 gii
y21 Ay -1 < O h h - Z=
Yi1 Y11 D D A7 A7 21 22 A, A,
By w12 Cc _Ar [ hoo P12
22 Y22 A A D’ D’ h h gi1 912
y2r 1 1 B A B’ _ha hi1
Y22 Y22 A A D’ D7 N AL 921 G922

(d 0U S021LII)HT SOPNILY)

a

ULUWO

Dp 9 odway, Op O

o

D10UINDIY

99






Capitulo 3

Analise de sinais elétricos

3.1 Representagoes do sinal senoidal

A fungéo senoidal (ou cossenoidal) é extremamente importante como fungao de excitagao
ou de resposta em um circuito elétrico. Em todo circuito elétrico formado por elemen-
tos lineares e excitado por um sinal senoidal observa-se no estado estaciondrio (um longo
tempo apds o circuito ter sido “ligado”) que a resposta do circuito também é senoidal e
de mesma frequéncia da excitagao. A amplitude e a fase da resposta em geral diferem da
excitagao sendo uma fungao dos parametros do circuito e da frequéncia. Duas propriedades
importantes estao associadas a esse comportamento:

e A derivacao e a integracao de funcgoes senoidais originam senoides de mesma frequéncia.

e A soma de senoides de mesma frequéncia com aplitudes e fases arbitrdrias origina
outra senoide de frequéncia idéntica as anteriores.

Como veremos posteriormente, a funcao senoidal serve ainda para construir outras
formas de excitagbes mais complexas via superposicao adequada de senoides de diversas
frequéncias, conhecida como desenvolvimento em série de Fourier.

3.1.1 Representagao no dominio do tempo (ddt) ou representagao
trigonométrica

Seja f(t) um sinal de tensao ou de corrente.
f(t) = Acos(wt + ¢) (3.1)

onde:
A= amplitude (constante),
w= frequéncia angular em rad/s,
¢= fase na origem em rad,
t= tempo em s, —oo0 < ¢ < 00.
O periodo T é definido como o intervalo de tempo tal que, sendo n um nimero inteiro,

F(t+nT) = f(t)

67
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ou seja, a fungao repete seu valor apés n periodos.

Se ¢ é positivo, dizemos que a fungio cos(wt + ¢) estd adiantada com relagéo & fungdo
cos(wt).
Representagao no plano complexo

A fungao senoidal pode ser representada no plano complexo de duas maneiras diferentes:
Representacao por um vetor girante:
Lembrando da definigao

F = A’ = A(cosa + jsina) (3.2)
onde j = v/—1, representado na figura (Fig. 3.1) abaixo.

Im

Re

Figura 3.1: Vetor no plano complexo.

Fagamos a = wt + ¢, teremos entao
f(t) = Acos(wt + ¢) = Re {A [cos(wt + ¢) + jsin(wt + ¢)]}

o £(t) = Re {Aej<wt+¢>} (3.3)

representado graficamente como um vetor girante F(¢) no plano complexo (Fig. 3.2).

Im

or+¢ |

o ke

Figura 3.2: Vetor girante no plano complexo.

Representacao por dois vetores girantes:
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Considere o vetor F(t) e o seu conjugado F*(t) ,
F = A’ e F* = Ae™7®
com o = wt + ¢, teremos dois vetores girantes em sentidos opostos (Fig. 3.3) e a soma

Im

F

ot+d

-(0r+¢)

Re

F*

Figura 3.3: Vetores girantes em sentidos opostos no plano complexo.

F+F =4 [ej(‘”t+¢) + e 1@t | = Alcos(wt + ¢) + 7 sin(wt + ¢) 4 cos(wt + ¢) — jsin(wt + ¢)]
F+F* = 2A]cos(wt + ¢)]

F(t) = Acos(wt + 6) = % F+F. (3.4)

3.1.2 Representacdo no dominio das frequéncias (d.d.f.), repre-
sentacao de Fresnel ou representacao cissoidal

Tinhamos da equagcéo (3.3)

f(t) = Re {Aej(“’t+¢)}

que pode ser reescrita como
f(t) = Re {Aej¢ej“t} = Re {f‘ej“t} , onde F = A¢e’?. (3.5)

Nessa representacao separamos a parte temporal da amplitude e da fase na origem. Plota-
remos apenas o “fasor” F no plano complexo de modo que, teremos apenas a informagao da
amplitude e da fase inicial. Esse fasor também é conhecido como “amplitude complexa” (Fig.
3.4).

Para obtermos o sinal real f(t) deveremos multiplicar o fasor F pela exponencial tem-
poral e/“? e tomar a parte real do resultado.

Vejamos quais sao as vantagens desse tipo de representagao:

Ocorre, muitas vezes, a necessidade de derivar ou integrar um sinal senoidal quando
estamos analisando um circuito. Por exemplo, em um indutor a tensao e a corrente estao
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Im

Re

Figura 3.4: Fasor no plano complexo.

relacionados por uma derivada (vy, = L%) assim, ao derivar um sinal senoidal podemos
encurtar a notagao da seguinte maneira:

Wd—? - %Re{ﬁejwt} — Re {% [fveiwt” — Re {ﬁ% [ejwt}}

df (t ~
- J;(t) Re{j Fejwt}
compare agora com

f(t) = Re {fej“’t} .
Observe a correspondéncia B
ft) > F

df (¢) =
— jwF. 3.6
o (3.6)
O fasor jwlT1 é um fasor w vezes maior que F girado de 7/2 com relacdo a F como
mostra a (Fig 3.5). Podemos dizer entao que, derivar no dominio do tempo corresponde a
multiplicar por jw no dominio da frequéncia. Vejamos o que ocorre ao integrar f(t) .

Im\

joF

=1

Re

Figura 3.5: Fasor girado de /2 no plano complexo.

/f(t)dt = /Re {ﬁeiwt}dt = Re {/ﬁejwtdt} = Re {jiwﬁew}'
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O fasor 1/ (jw)lT1 possui uma amplitude w vezes menor que a amplitude de F e estd
girado de —7/2 com relagdo a F pois 1/j = —j. Veja a (Fig. 3.6).

Im 4

F

¢

Fl(joo) Re

Figura 3.6: Fasor girado de —7/2 no plano complexo.

Observe a correspondéncia B
t) > F

I
1 ~
t)dt - —F. 3.7
[ s - — (37)
Um exemplo simples mostrard a utilidade dessa representacao:

Considere um circuito RC excitado por uma tensao cossenoidal v(t) (Fig. 3.7). Admita

que no regime estaciondrio a corrente que passa pelo circuito também seja cossenoidal
podendo estar defasada da excitagao.

v(t) = vo cos(wt + @) (3.8)
i(t) = 1o cos(wt + ). (3.9)
i ®

—Pj/;
v(t) ~> —

Figura 3.7: Circuito RC com excitagao cossenoidal.

A equagao da malha pode ser escrita como

Rit) + % /i(t)dt — ().
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A equagao correspondente em varidveis complexas que tera a equagao anterior como
parte real sera escrita como

onde I(t) e V(t) sdo complexos tais que

) = Re (M0} = Re [T = oo

e
v(t) = Re{V(t)} = Re {\76]”} , V = vgel?.
Em termos fasoriais a equacao diferencial complexa torna-se uma equacao algébrica
- 11~ . ~
RIe/t 4+ — —Telwt = V¢t
Cjw
ou 1
RI+ —I1=V
+ JwC
~ A A ~ 1 1
R+ WLC 7 + jwC IoC

Veja (Fig. 3.8) e (Fig. 3.9).

Im 4 _L
joC

Figura 3.8: Soma dos fasores das tensoes.

Z ¢ definida como a impedancia complexa do circuito RC e também pode ser escrita
na forma polar (Fig. 3.9)

. , 1\° 1
Z:ZGJG, 7 = R2+ (w) 9=arctan (—m) .

Também podemos reescrever a relagao entre o fasor corrente e a impedancia complexa
como
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Im
R
>‘ >
) !
1 ‘ Re
joC 7
| AN

Figura 3.9: Impedancia complexa do circuito RC.

ou seja, na equagao (3.9)

Vo
10 = —

Z
onde vemos que a amplitude da corrente vale 1/Z da amplitude da tensdo e que a corrente
esta atrasada de 6 com relagao a tensao. Em outras palavras, 6 representa a diferenca de
fase entre a tensao da fonte e a corrente no circuito. Observe contudo que 8 é negativo logo,
a corrente estd adiantada com relagao a tensao.

Como podemos ver no exemplo anterior, ig ¢ a dependem da frequéncia angular w (ou
fy w = 2xf), ou seja, a amplitude (médulo) e o argumento do fasor I sio fungoes dessa
frequéncia. Esse fato sugere uma representagao do fasor em funcao da frequéncia angular
w (ou da frequéncia f), essa representacéo é conhecida como representacao espectral do

e a=¢—10

fasor F no dominio da frequéncia (Fig 3.10).

IF | Arg (F),
Al

oouf oouf

Figura 3.10: Espectro de amplitude e fase de um fasor.

3.1.3 Excitagao senoidal amortecida

Enquanto a fungao senoidal pura estd associada ao regime permanente dos circuitos elétricos,
a funcao senoidal amortecida estd associada ao regime transitério conforme veremos no es-
tudo da transformagao de Laplace. Um exemplo simples onde encontramos tal fungao é
o caso de um capacitor inicialmente carregado que é conectado em série a um resistor e
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a um indutor formando um circuito RLC. Observa-se nesse circuito que, apds a conexao,
estabelece-se uma corrente oscilatoria amortecida desde que o resistor seja menor que um
certo valor critico.

No dominio do tempo escreveremos:

f(t) = Ae" cos (wt + ¢), —00 <t <00 (3.10)
onde a constante o é real, positiva ou negativa. Quando o < 0 temos uma oscilacao

decrescente no tempo e a constante v = —o é conhecida como constante de amortecimento.
Veja a (Fig. 3.11) para o < 0.

0

257
1.251

\75/ 0 \/1/25 2. 3.75 5

-1.25T

-2.5T

Figura 3.11: Sinal oscilatério amortecido.

Essa fungao nao é periddica mas corta o eixo dos tempos em intervalos de tempo iguais
e por isso dizemos que ela é “pseudo-periddica”.

Representagoes no plano complexo

Por um vetor girante
f(t) — Re {Aeatej(wt+¢)} — Re {F(t)}, F(t) — Aelted(Wi+e)

nesse caso, definimos Ae®’ como sendo uma amplitude funcdo do tempo. Representamos
na figura (Fig. 3.12) onde a« = wt + ¢ e 0 < 0.

Por dois vetores girantes Podemos, como no caso da excitacao senoidal pura, escrever
o sinal também como

N | =

f(t) = %{F(t) FF ()} = 5 {Ae7t [ft9) 4 it



Clircuitos Elétricos no Dominio do Tempo e da Frequéncia 75

Im

Figura 3.12: Representagao do sinal oscilatério amortecido por um vetor girante.

Representacao fasorial ou de Fresnel

Trata-se de uma representagao realizada também no plano complexo onde o vetor complexo
é escrito em funcao de uma frequéncia complexa. Escrevemos

£(t) = Re { Aeatej(wt+¢)} — Re { Aej¢e(0+jw)t} — Re {ﬁe(aﬂ‘w)t}.

Definimos
s =0+ jw, como a frequéncia complexa

F = Aé’ ¢ como a amplitude complexa.

Ou seja
F(t) = Re {ﬁest} .

Ao derivar f(t) com relagio ao tempo teremos

dfd—(tt) = %Re {ﬁe“} = Re {% (ﬁe“)} = Re {sfe“}

e ao integrar f(¢) no tempo fica

/f(t)dt: /Re {ﬁesf}dt = Re {/ﬁesfdt} = Re{ge“}.

Observe as correspondéncias

i) - F (3.11)
YO, F=o+iw)F. (3.12)
[ e gzﬁ (3.13)

(0 + jw) F é um vetor com amplitude o2 + w? vezes maior que F girado de um angulo
f =arc tan(w/o) com relagdo & F (6 > 0 no sentido anti-horario). Veja a (Fig. 3.13).
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Im

Figura 3.13: Representacao do fasor resultante da derivacao.

Plano das frequéncias complexas

E, por defini¢ao, o plano complexo onde estd representado o valor de s = o + jw, (Fig.
3.14).

Jo

Figura 3.14: Representagao da frequéncia complexa.

Quando o < 0 temos um sinal senoidal amortecido exponencialmente. Corresponde ao
semi-plano esquerdo.

Quando o > 0 temos um sinal senoidal crescente exponencialmente. Corresponde ao
semi-plano direito.

Quando o = 0 temos um sinal senoidal puro (eixo jw, imagindrio).

Quando jw = 0 temos um sinal exponencial puro (eixo real).

3.2 Série de Fourier

A origem da série de Fourier estd ligada & solucao de problemas de transmissao de calor
com determinadas condigoes de contorno que datam do século XVIII.

Em eletronica, a série de Fourier encontra uma grande aplicagao na andlise de sinais
periddicos (excitagdes ou respostas) presentes nos circuitos elétricos. Por funcao periddica,
entendemos como sendo uma fungao que repete o valor a intervalos regulares. Em particular,
nos interessa as fungbes que tem o tempo como varidvel, os sinais f(t), de modo que a
periodicidade pode ser posta como:

f(t+nTy) = f(¢), V t, sendo n um ndmero inteiro relativo e Ty o perfodo.
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Consideremos que o sinal f(t) tenha um ndmero finito de descontinuidades, tenha um
numero finito de extremos e que seja absolutamente convergente num intervalo igual ao
periodo, ou seja

t+To
/ |f(t)] dt = ntmero finito.
t
Essas condigbes sdo o caso periédico das condigdes de Dirichlet (condigdes de Dirich-

let dentro de um perfodo). Pode-se demonstrar, nesse caso, que a fungao f(t) pode ser
desenvolvida em uma série trigonométrica do tipo

oo

f@) =ao+ Z [an, cos (nwot) + bysen (nwot)], to <t <tg+Tp (3.14)
n=1
onde 5
wo = ?: =27 fo

e ag, an € b, sdo constantes a determinar.

Essa série é conhecida como série de Fourier na forma trigonométrica.

Determinemos agora os coeficientes da série. Para isso comegemos por integrar f(¢) num
intervalo igual ao periodo,

to+T0o to+To to+To e
/ f)ydt = / apdt + / Z [ar, cos (nwot) + bpsen (nwot)] ¢ dt
to to to

n=1

nwo nwo
n=1 0

[a b fo+To
=agly + Z [—"sen (nwot) — —— cos (nwot)} =aoTp
t
pois

fsen (nuwgt)] 2™ = sen {”QT_Z (to + TO)} “sen {”QT_Z (to)] ~ sen {n% (to)] “sen [”QT_Z (to)} —0

¢
o mesmo vale para o termo [cos (nwot)],"*"°.
0
Sendo assim,
1 to+To

=7 /. F(t)dt (3.15)

ao

ou seja, ag é o valor médio de f(¢) no intervalo igual ao periodo (tg — to+7p). Denominamos
ap de componente continua do sinal f(¢), podendo inclusive ser nula.

Para calcular os outros coeficientes, consideremos o fato das fungdes cos (nwot) e sen
(nwpt) formarem um conjunto de fungdes ortogonais, no sentido que

to+To
/ [cos (nwot) cos (mwot)] dt = {O se nzm

Ty )
—Lse n=m
to

to+To
/ [sen (nwot) sen (mwot)] dt = {OTOSE n#m

t — se n=m
0
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to+To
/ [cos (nwot) sen (mwot)] dt = 0,V n, m.
to

Assim, se multiplicarmos a série por cos (mwot) e integrarmos em um periodo teremos

to+To
/ [f () cos (mwpt)] dt =

to

to+To to+To ot
/ [ag cos (mwot)] dt + / Z [an, cos (nwot) + bysen (nwot)] p cos (mwot) dt =

to to n=1

to+To oo
an, / cos (nwot) cos (mwot) dt | + Z
to

0+
n=1

to+To
bn, / sen (nwot) cos (mwot) dt| =

n=1 to
T
m
logo
2 to+To
ap, = — [f (t) cos (nwot)] dt. (3.16)
To Ji,

Se multiplicarmos a série por sen (mwot) e integrarmos teremos

to+To
/ [f (t) sen (mwot)] dt =

to

to+To to+To 00
/ [apsen (mwot)] dt + / {Z [an, cos (nwot) + bysen (nwot)]} sen (mwot) dt =

to to n=1

to+To %
an, / cos (nwot) sen (mwot) dt| + Z
to

0+
n=1

to+To
b, / sen (nwot) sen (mwot) dt | =

n=1 to
T
by —
2
logo
2 to+To
by, [f (t) sen (nwot)] dt. (3.17)

Ty J,,

Assim, determinamos todos os coeficientes.
A série de Fourier pode ser posta numa forma mais compacta do tipo

f(t):aoJchncos(nwotJrﬂn), to <t <tg+Tp. (3.18)

n=1

Se desenvolvermos o cosseno da soma teremos:

¢n, cos (nwot + 6,,) = ¢y, [cos (nwot) cos (6,) — sen (nwot) sen (6,,)]
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e comparando os respectivos termos em cosseno e seno com os da série na forma trigo-
nométrica equagao (3.14) fica

cncos (0n) = an e — cpsen (0,) = by
logo
sen (0,) _b_n
cos (6,,) T oa,
b,
*. 0, = —arctan - (3.19)
e

c2 [cos® (6,) +sen? (6,,)] = a2 + b2

e =/aZ + b2 (3.20)

O termo ¢ cos (wot + 01) da série é chamado de termo de frequéncia fundamental (fre-
quéncia fy) e o termo ¢, cos (nwot + 0,,) é chamado de termo de frequéncia harménica de
grau n (frequéncia n fp).

Algumas propriedades importantes na série de Fourier:

1. Nos pontos de descontinuidade a série de Fourier converge para o valor médio entre o
limite da fungao a esquerda e o limite da fungao a direita.

2. Efeitos das simetrias de f(t) na série.
Se f(t) é par, ou seja, se f(t) = f(—t) = b, =0.
Se f(t) é impar, ou seja, se f(t) = —f(—t) = agp = a,, = 0.

Se f(t) tem “simetria de meia onda”, ou seja, f(t) = — f(t£L2) = ag = as, = bay,, = 0.

3.2.1 Série de Fourier na forma complexa

Como a série de Fourier é uma série de senos e cossenos, propoe-se que o sinal f(¢) também
possa se expandido em termos de uma série de exponenciais complexas do tipo

oo
)= Y cpelmeot (3.21)
n=—oo
ou
f(t) = ..+ C_2€7]2w0t + C_167j1w0t +co + Clejlwot + C2€]2w0t + ...

Se multiplicarmos f(t) por e 7™«0! ¢ integrarmos num periodo teremos

to+To ) to+To
/ f(t)e Imeotar = /

o'}
E Cnejnwgt efjmwgtdt —
to to

n=-—oo

e to+To
Z Cn / el (n—mwot gy |
n=-—oo to
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Para n # m fica

to+To

to+To ) ; > 1 i oot
—jmuwo _ j(n—m)wo _
[ reemmtan= 3 forgmmet |

n=-—o0 to

o

3 - 1 pi(n=m)wo(to+T0) _ itn—mwoto | | _
" j(n—m)wo

n=—oo

oo

Z c 1 |:€j(n7m)wgt0 . ej(nfm)wgt0:| =0
" j(n—m)wo

n=-—o00
pois
ed(n=mwo(to+To) _ ej(n*m)%—g(tOJrTO) _ ej("*m)%toej(n—mﬂw

i(n—m)2x
= ej(’ﬂ m)TOtol =

e](nfm)wgtg )

Para n = m fica

to+To ) to+To
/ f(t)e Imeotqr = cm/ dt = ¢, T

to to

e consequentemente
1 to+To

== f(t)e imotqg, (3.22)
To Jy,

Cn

Podemos também relacionar a série na forma complexa com a série de cossenos vista
anteriormente. Inicialmente, como f(¢) é um sinal real, teremos que

1 to+To ) 1 to+To )
= — ft)elmotdt = —/ ft)e It gy
To Ji, To J¢,
ou seja,
c,=cC_p,
e a série complexa pode ser escrita como:
f(t) = ...+ cheI2w0t eIt ¢ 4 crellwot 4 cyed?@ol

ou seja,

f(t) =co+ 2Re {Z cnej”‘*’ot} .

n=1

Escrevendo c¢,, como
cn = |cp| 7

teremos

e [e.¢]
f() =co+2Re {Z x| ejanejnwot} =co + 2Re {Z |cn ej(nwgt-i-an)}

n=1 n=1
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ou
(o)
fit)=co+2 Z |en| cos (nwot + i) -

n=1

Comparando com a série na forma de cossenos, equagao (3.18)

ft) =ao+ Z ¢n cos (nwot + 6,,) ,

n=1
concluiremos que
Cn b,
len| = — Co = Qo e ap =0, =—arctan| — ) p/ n=1,2,3...
2 an

€ como c;, = c_, teremos

c b
lcn| = L} e  ap=arctan <£) p/n=-1,-2—-3..
2 O

Quando desenvolvemos uma fungao na série de Fourier complexa usualmente represen-
tamos o espectro de amplitude e fase do coeficiente c,, observando que os espectros sao
fungoes discretas das frequéncias +wq, +2wp, £3wp... . Veja (Fig. 3.15).

| cnl Componente Al'g (C“)
continua

® ouf =30, 20, —©,0 ®, 20, 30,

-3, —2(]00 -0,0] ®, 20, 3w,

oouf

Figura 3.15: Espectros de amplitude e fase discretos.

Vejamos agora um desenvolvimento muito importante, o desenvolvimento em série de

Fourier dos pulsos periddicos.
Consideremos um sinal f(t) na forma de pulsos retangulares (pulsos ideais) com duragao
7, perfodo Ty e amplitude A como mostrado na (Fig 3.16).

_ Ase -5 <t< 3
f(t)_{ Ose g <t<Tp—73 }

Expandindo na série complexa

St ) . 1 to+To ) .
t) = Jnwo — £)e—dnwot gy
0= 3 e =g [ e
teremos: ~
L7 peimentgr = LamgE Al pin=o
C = € = P— n =
"TT ) [ T TR

T
2
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10,

't
-t1/2 1/2 T,-1/2
T,
Figura 3.16: Pulsos periddicos.
e T
1 2 . 1 A ) z
Cp = — Ae Inwotqy — — e Inwot]2 o p/n#£0
T /; To —jnwo [ }75 /n#
]. ]A —j 0l . T ]A 3 T
y = — 2 nwog _ ,jnwog] _— —9 ( _):|7 0
c To v [e e } Tyron [ Jsen { nwo p/ n#
sen (nwoZ sen (nwoZ sen (nwoZ
ey = ga¥nlmwos) oy Tosen(nwog) _ msen(mwog)

B
Tonwo To  nwoT To nwog

Definimos o fator de forma, fator ciclico ou “duty cycle”n = TLO, de modo que

e = A S (n0) p/ n 0. (3.23)

T
nwo 3

.. sen(nwog ) , .
Se observarmos que o limite quando n — 0 de % ¢é a unidade, podemos escrever
2

sen (nwoZ
Cp = An(i()?) p/ n=0,+1,42 +3....

T
nwo bl

A funcao
T sen (w%)

Sa(w=) = (3.24)

T
w3

é chamada de funcdo amostragem. Veja a (Fig. 3.17).
Observe que nesse exemplo o coeficiente ¢, é real e o desenvolvimento em série fica

1 [e%e}
f) = Z Cned™0t L An 4+ Z c,e?™t comc_,, = cf =c,
n=-—0o n=1
entao
°_ sen (nwol)
f(t)=An+2An Z ————22 cos (nwot)

nwo s
n—1 079
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S.(x)

15 NS100\ 5 0 \j Yo/ 15
Figura 3.17: Fungao amostragem.

pois _ '
e Inwol 4 ednwol — 9 cos (nwot) .
Vejamos o espectro de amplitude de c,,. A funcdo
sen (nwog)
nwo 5
é do tipo senl@) 1essalvando o fato do argumento ter variagao discreta. Portanto, c, serd
zero sempre que sen(z) o for, logo

T . . .
c,=0= nw0§ = km, para k inteiro relativo

2k
Sep=0=2>w=nwy=—
.
Veja (Fig. 3.18).
A distancia entre os zeros consecutivos da envoltdria é dada por 27” e a distancia entre
as harmonicas é wy. Observe também que as amplitudes dos coeficientes |c,,| ndo dependem
do periodo isoladamente mas sim do fator ciclico n = TLO pois

T 2T T
NWo= =N = = NT=—— = NT
09 =", 2 Ty n
e expressando ¢, em termos de 7 fica
sen (nm
cn = AnM (3.25)
nmn

de modo que, se mantivermos o fator ciclico constante, teremos os mesmos coeficientes
qualquer que seja o periodo Tj.

O espectro de fase alternard entre 0 e £7 de acordo com o sinal de sen (nwog) que pode
ser positivo ou negativo. Veja (Fig. 3.19).

Podemos tirar algumas conclusdes importantes:
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t
-5 -2.5 0
cee =20, -0, ®, 20, 30,40, 50, 6@, *++

[ | | || || | | vl
2.5 5

Figura 3.18: Espectro da amplitude de c,, para o pulso periédico com 7 =2 e Ty = 8, 5.

1. Se o periodo Ty aumenta, mantendo a duragao 7 constante, as linhas espectrais aproxi-

mam-se, pois a separacao entre elas vale wg = QT—Z contudo, a envoltoria nao se modifica

pois os zeros da envoltdria estao separados por 27”

I6bulos se enchem de harmonicos.

Assim, podemos dizer que os

. Se 7 diminui (pulso mais estreito) mantendo o periodo Ty constante, a separacio entre

os harmonicos nao se altera, contudo a envoltéria se alargara.

3.3 Transformacao de Fourier

Consideremos que no exemplo anterior (pulsos periddicos) o periodo Ty tenda ao infinito.
Como os harmonicos aproximam-se uns dos outros o grafico de barras do espectro de ampli-
tude tende a tomar uma forma continua, mantendo a forma da envoltéria. As amplitudes
|cn| dos componentes individuais de frequéncia nwy diminuirao.

Tomemos por hipdtese, como caso geral, que o sinal f(¢) continue a satisfazer as condigoes

de Dirichlet mas que o periodo tenda ao infinito de modo obtermos uma fungao nao
periédica. Temos das equagoes (3.21) e (3.22) que

Seja

e To
: 1 [ »
f(t) = Z Cneanot e c, = ?0/_& f(t)e Jnwot gy
n=—oo o)
e definamos w;,, = nwp de modo que ¢, seja uma fungao de w,.
T
2 .
F(wn) = ¢ (wn) To = F(t)eTntat,
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Arg(e) 4

e 000 o000 s >
.. i cee =20, -0, ®, 20, 30, 40, 5o, 60, ver
JUUNN O I N IR I R

Figura 3.19: Espectro da fase de ¢, para o pulso periédico.

Teremos entao

oo

o0
F(w,) ; 1 .
f(t) — § ( )e]nwot _ § F(wn)woe]nwot'
TQ 2w
n=—oo n—=——oo
Ora, wy é a separacao entre os harmoénicos que, no limite quando Ty — oo, tende a
um infinitésimo dw. Além disso, se considerarmos que w, = nwg tende a ser uma funcao

continua, a soma discreta tendera a uma integral e teremos

1
o

/OO F(w)e/“dw e F(w) = /OO f(t)e «tqt. (3.26)

— 00

ft)

Podemos considerar F(w)dw como a amplitude dos componentes com varia¢ao continua
em w, /!, F(w) é conhecida como a transformada de Fourier de f(t) ou ainda fungao de
densidade espectral. Dizemos que

fO)=Fw) ou  Fw)=F{f(®)} e f(t)=F "{F(w)}.
Como F(w) é em geral complexa, podemos escrever
F(w) = [F(w)| )

e a representagio de |F(w)| em fungéo de w é o espectro de amplitude e ¢ (w) em fungéo de
w € o espectro de fase.

Consideremos como exemplo um pulso de duragdo 7 e amplitude A centrado na origem
como mostrado na (Fig. 3.20).

A —I<t<
fy=9q P T3StEg)
O para t<—F5out> 3
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S0

—1/2" /2

Figura 3.20: Pulso na origem.

Calculando a transformada de Fourier

F(w) :/ f(t)e 9@tdt = A/2 e IWtdt = A [e*j‘*’g fej“’g]

T
2

F(w) = g2sen (w—) =Ar———=~

NS

logo F(w) é real! Veja a (Fig. 3.21).

F((D)A
At

Figura 3.21: Transformada de Fourier do pulso na origem.

O pulso do exemplo anterior nao é fisicamente realizdvel porque existe para tempos
negativos. Para torna-lo realizdvel deveremos fazer uma tanslagao no tempo de valor 3.
Veja (Fig. 3.22)

£(t) = Avpara 0<t<rt
" | Opara t<Oout>r

Calculando a transformada de Fourier

P = [ sera=a [ema= A

T

(=)
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1,

o T t

Figura 3.22: Pulso deslocado.

T

onde vemos que a translagdo no tempo de

. —dwZI
pulso anterior por e 77¥z.

87

corresponde a multiplicar a transformada do

Nesse caso a transformada nao é mais real apesar do médulo possuir o mesmo valor do

caso anterior. Veja a (Fig. 3.23).

|F(0))| A Arg[F(o)] A

N
.

At

(o)

Figura 3.23: Transformada de Fourier do pulso deslocado.

F(w) = [cos (w%) — jsen (wzﬂ AT%.

2 w

Pode-se também plotar a parte real e a parte imagindria. Veja (Fig. 3.24).

Re {F(w)} = Arcos (wg) sen (wg) _ 7 sen (27)
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Re{ F(o)}
At

Im{F(o)}

Newton Barros de Oliveira

At

Figura 3.24: Transformada de Fourier do pulso deslocado. Parte real e parte imaginaria.

3.3.1 Propriedades importantes da transformada de Fourier

Linearidade

A transformada de Fourier é uma operacao linear, isto é, se

fit) 2 F1(w) e fa(t) 2 Fa (w)

entao
af1 (t) + bfg (t) = aF4 (w) + bF5 (w) . (327)
Reciprocidade
Se
f(t) 2 F (w)
entao
flw) = F (1) (3.28)
Translagao no tempo
Se
f(t) 2 F (w)
entao
ft+T) = e9TF (W) (3.29)
Derivagao e integracao
Se
f(t) 2 F (w)
entao J
Ef(t) = jwF (w) (3.30)
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pois
d 1 [0
Ef(t) = %/_OO g [F(w)e’™"] dw = —/ w)jweltdw = —/ JwF(w)ed“ dw
ou p L e
_ - Jjwt _
dtf(t) N G(w)e’* dw onde G(w) = jwF(w).
Assim J
—ft)=G
S F(1) = G()
Podemos generalizar para
dar ,
dt_”f(t) = (jw)" F(w). (3.31)
De modo semelhante teremos para a integragao
Se
f(t) 2 F(w)
entao

/f dtH‘—F( ). (3.32)

3.4 Transformada de Laplace ou T. de Fourier com-
plexa

Existem sinais f(t) realizdveis que nao satisfazem a condigdo de convergéncia absoluta
necessaria para que exista a transformada de Fourier, isto é:

/ |£(t)] dt nao ¢ finita.

O exemplo mais simples talvez seja o degrau unitario u(t), veja a (Fig. 3.25) tal que

0set<O
u(t){ 1set>0

u(t),

Figura 3.25: Degrau u(t).
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Observe que nao existe a transformada de Fourier para essa fungao pois

/ ft)e 3«tdt = / le 9@tqat
—o00 0

é uma fungao oscilatéria que nao tem limite quando t — oo.

Para forcar a convergéncia dessa integral basta multiplicar o integrando por e ¢, o > 0.
Consideraremos, por hipdtese, que o sinal f(¢) é nulo para tempos negativos.

Criaremos uma nova tansformacgao definida por

(o)
L(o+jw) = / f(t)eetiolt gy, >0
0

ou
(o)
L(s)= / f(t)e *tdt, $ =0 + jw é a frequéncia complexa. (3.33)
0

Um sinal f(¢) é transformdvel se existir um valor de o, real e positivo tal que
(oo}
/ |f(t)| e~ dt é um niimero finito.
0

Observe que um sinal do tipo f(t) = at terd transformada de Laplace pois

limy_soote " = 0 para o > 0
e
o 1
/ te otdt = — para g > 0.
0 ag
De modo semelhante, sinais do tipo f(t) = at™ também possuem transformada de
Laplace.

Como exemplo de fungao nao transformdvel temos f(t) = e pois nao existe valor

de o que faca a integral fooo |f(t)] e~ tdt convergir. Observe contudo, que esse sinal nao
é realizavel fisicamente, pois nao existe gerador capaz de manter um sinal desse tipo para
todos os instantes de tempo. Havera um instante ¢y em que o gerador saturard em um valor
constante K e para esse sinal real haverd transformada de Laplace.

Vejamos alguns exemplos simples:

1- Degrau unitéario
Oset <0
u(t){ 1set>0 }

LA{u(t)} = /000 le tdt = 7% [e*ﬂgo _1 (3.34)

S

Se o degrau tiver uma amplitude V; (uma bateria de tensao V; ligada em t = 0) teremos
como transformada Vp/s.
2- Sinal exponencial
f(t) = e, a constante

9 0 1
L{e™} = / ete " tdt = / e~ (Tt = ) g>a (3.35)
0 0

sS—a

ou seja, para todos os valores de o > a existe a transformada de valor 1/(s — a).
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3.4.1 A transformada inversa

O problema agora é encontrar a funcao f(t) a partir de L(s), ou seja, a transformada inversa
de Laplace. Pode-se mostrar que f(t) pode ser obtida pela integral complexa seguinte

1 o+4joo .

f@) = —/ L(s)e™ds. (3.36)

.727T o—joo
Essa é uma integral de caminho cujo caminho de integracao é ao longo da linha vertical

s =01 de jw = —o0 até jw = oo no plano complexo. Veja a (Fig. 3.26).
jCO A
1 k
o a O, >G

Figura 3.26: Integracao em uma linha no plano complexo.

O valor de o1 deve ser tal que garanta a convergéncia da transformada direta de Laplace
(o > a como vimos anteriormente). Felizmente, na maioria dos casos nao é necessério
calcular tal integral, pois também pode-se mostrar que a transformada de Laplace é unica.
Nao existem duas fungoes diferentes (para ¢ > 0) com a mesma transformada. Portanto,
desde que saibamos calcular a transformada direta, poderemos construir uma tabela de
pares de transformadas e a utilizaremos sempre que for necessario.

Utilizando o simbolo £7! para a transformada inversa teremos

LTHL{FW} = £7H{L(s)} = f (1)

3.4.2 Propriedades fundamentais da transformada de Laplace
Linearidade

A transformada de Laplace é uma operacao linear.
Se

entao
af1 (t) + bfg(t) = aly (S) + bLo (S) . (337)
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Como aplicacao dessa propriedade calculemos a transformada das fungées cos(wt) e
sen(wt).

Para f(t) = cos(wt) = M fica

Ceos (i)} = 3 [£{e} + £ {e)]

como

; 1
L{e"} = —, o>0
5 — jw
¢ 1
L{e?}=—— 0>0
S+ Jw
teremos
1 1 1 ls+jw+s—jw s
L t)} == == = , > 0. 3.38
{cos (wt)} 5 [sjw SJFJAJ 2 $2 + w2 $2 + w? g ( )
Para f(t) = sen(wt) = % fica
1 1 1 1 s+jw—s+jw w
L 1)} = — - = — = , >0 (3.39
{sen (wt)} 2 [sjw s+jw} 2 $2 + 2 212 7 (3.39)

Propriedade de translagao no tempo

Se f(t) = L(s) entdo f(t —T) 2 e *TL(s), ou seja, deslocar um sinal no tempo como na
(Fig. 3.27) corresponde a multiplicar a transformada de Laplace do sinal por e=*7. Observe
que f(t—T)=0para0<t<T.

f(t) A f(l‘—DA

~VY

o ? o T

Figura 3.27: Deslocamento no tempo.
Para mostrar essa propriedade tomemos
oo
L(s) = / FE)et dt
0
e facamos a mudanca de variavel t' =¢ — T

L(s)= [ ft—T)e > Ddt = e [ f(t —T)e tdt =T | f(t —T)e tdt =
/ / /
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eTL{f(t-T)}
logo
L{f(t=T)}=eTL{f(1)}. (3.40)
Como aplicacao dessa propriedade considere o calculo da transformada de Laplace de
um pulso de duracdo 7 que inicia em ¢t = 0. Veja a (Fig. 3.28).

J0)+

A

o T t

Figura 3.28: Pulso com duracao .

ft) =

Observe que o pulso é equivalente a subtragao entre um degrau e um degrau deslocado
por 7. Veja a (Fig. 3.29)

J0 u(t)s u(t-)

Apara0<t<T
Oparat<Oout>rT

o ¢ o T ¢

Figura 3.29: Pulso com duracgao 7 como superposi¢ao de um degrau com um degrau deslo-
cado.

f(t) = Au(t) — Au(t — 7).

Fazendo a transformada teremos

L{f0)} = AL{u(t)} — AL{u(t — 1)} = A[L{u(t)} — e L{u(t)}]

|

Propriedade de derivacao

Desejamos agora calcular a transformada de Laplace da derivada de um sinal f(¢).

d rd, .
L {Ef(t)} = Ef(zf)e tdt.
0
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Integremos por partes fazendo

u=e* - du=(—s)e dtedv=df(t) ..v=Ff(t)

b b
/udv = [uv]Z - /vdu

e lembrando que

teremos
d st oo T —st —st oo
c{Efm}=[eéfwh = [ @) (semtat = [ O + L),

Se a funcdo f(t) e suas sucessivas derivadas forem finitas quando ¢ — oo, podemos
aplicar a regra de L’Hospital para mostrar que

limy oo *'f(t) =0 com o > 0.
Sendo assim,

E{%f@}sﬁﬂﬁﬂfmﬂ- (3.41)

ere) _ d (df(t)
dt2 dt

= —), aplicaremos a regra anterior

Para calcular a derivada segunda, e

- df (1)
substituindo f(t) por Z5=,

d? d d
£ {Ef(t)} =sL {Ef(t)} — Ef(o+)
Ll = e 01)— L s+ 3.42
LSS0 b = SLLFW) - sf07) — £ 07, (3.42)
De modo geral, para a derivada de ordem n teremos que
" n—1
E{C‘Zt—nf(t)} — L)} — " F(0T) — s"*Q%f(OJF) - C‘Ztn_lf(oﬂ, (3.43)

onde 4 f(0T) significa a derivada de f(t) calculada no ponto imediatamente & direita da
origem.

Propriedade de integracao

A transformada de Laplace da integral do sinal f(t) é dada por

L /tf(t)dt 70 /tf(t)dt e stdt.
0 0 0

Integrando por partes faremos
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¢ e—st
dv=etdt - v=—
s
Entao
t a4 & o0 00 .
L /f(t)dt =|-< /f(t)dt + / &e’“dt
s s
0 0 o 0
mas
e %" 50 quandot - ooeo >0
e
t
/f(t)dt — 0 quando t — 0.
0
Logo
/ 1
c /f(t)dt = 1L} (3.44)
0
Observagao:

Na resolugao de circuitos pela aplicagao das leis de Kirchoff, muitas vezes ocorre a
necessidade de integrar o sinal de —oco até um instante ¢ qualquer. Por exemplo, quando
estao envolvidos capacitores e indutores com cargas e correntes iniciais respectivamente.
Assim, desejamos encontrar a transformada de Laplace de

/tf(t)dtz /Of(t)dt—s—/tf(t)dt.

A primeira integral & direita é uma constante. Se f(t) for uma corrente, essa integral

seré a carga inicial ¢(0%) cuja transformada vale q(of) de modo que
t ) 1
q
L / fyde 3 = Y + gﬁ{f(t)}. (3.45)
—o0

3.4.3 Aplicagao da transformada de Laplace na resolucao de cir-
cuitos

Vejamos um exemplo simples, como um circuito formado por um capacitor e um resistor
em série que é conectado a uma fonte de tensao constante em ¢ = 0 estando o capacitor
inicialmente descarregado. Veja a (Fig. 3.30)

A equagao geral do circuito para tempos de —oo até um instante qualquer ¢ é dada por

1
c

—

i(t)dt + Ri(t) = e u(?)

8

onde € u(t) é uma fonte de tensdo ligada em t = 0.
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R
" \/\
+
toh— ——
h T

Figura 3.30: Circuito RC.

Aplicando a transformacao de Laplace na equagao teremos

! {q(0+) + @} +RI(s) = -

C

onde I(s) é a transformada de i(¢).

Com a condigao inicial de capacitor inicialmente descarregado, teremos ¢(07) =0 e a
equagao simplifica para

1

SCI(s) + RI(s) =

1 1 -
¢ STwo

< 1 € 1 1
=L —E_L_Cp1) 2 L Cp -
i) {HR—%} R {s+%} R {sa}’ “="RC

€
si(t) = Eef% parat >0

Como um segundo exemplo consideremos um circuito formado por um indutor e um
resistor em série, conectados a uma fonte de tensdo em ¢ = 0. Veja a (Fig. 3.31)

+
T g

Figura 3.31: Circuito RL com fonte de tensao constante.

A equacgao do circuito é

di(t)

L=+ Ri(t) = < u(t)
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e transformando a equagao teremos
L [sI(s) — i(0")] + RI(s) = -
s

com a condigao inicial i(0") = 0, pois nao pode haver variagio brusca na corrente de um
indutor que inicialmente é zero (inércia da energia magnética). Teremos entao

sLI(s) + RI(s) = =
s
< 5 1 e 1 R

I(s) = —— = = - = -3
&= I R IsG6+D) LsGe-a "7 I

Como nao conhecemos a transformada inversa dessa equagao, mas conhecemos as trans-
formadas inversas de % e -1 procuraremos escrever a expressao como soma desses dois

termos, ou seja, e
£ 1 71€0+ kl 7]?0(54‘%)4—1615
L) o sr T sG]

€ R
Z = (ko +k1)s+kof.

Igualando os coeficientes dos termos semelhantes temos

R €
ko+ki1=0 e k‘ofzz
€ €
ko= — ki=——=
=R ° TR
portanto
I(s)= & - R
=TT

Anti-transformando fica
. _ p—1 _ = _ s -+ _ = _ —th
i(t) = £7H{I(s)} = Su(t) — e Eru(t) = - (1 e ) ult).

O método aplicado nesse problema que permite expandir a transformada em soma de
partes separadas é conhecido como “método de expansao em fragoes parciais”.

3.4.4 Algumas transformadas importantes

Rampa unitaria

Considere o sinal f(t) = tu(t) mostrado na (Fig. 3.32).
Observe que para t > 0
df (t)

a0

cuja transformada é % Como também podemos escrever

() = / T g
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S(t) A

Figura 3.32: Sinal rampa unitaria.

teremos

L{ft)} =L {/ dfd—(tt)dt} = E{/u(t)dt} = %E{u(t)} L (3.46)

S S S

Poderiamos também ter calculado diretamente a partir da definigao
o0
L{ft)} = /te*stdt.
0

Funcao generalizada 0 de Dirac

Outra transformada importante é a da fungdo generalizada § de Dirac ou fungao impulso
unitario. Essa funcao pode ser definida como o caso limite de um pulso de duragao tg e
amplitude 1/tg quando ty — 0. Veja (Fig. 3.33).

J) 4

14,

o1 ¢, t

Figura 3.33: Funcao § de Dirac.

£(t) = limtOHO% para 0 <t <t
o 0 parat >ty

A drea desse pulso é tgl/tg = 1 ou seja,

/ Z Ftydt =1,
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de modo que a fungao § de Dirac pode ser definida como uma fungao que é nula em todos
0s pontos menos na origem e que tenha uma area unitaria. Calculemos a transformada de
Laplace dessa “funcao”.

to 1 .t 1 e—st to
L{ft)}= hmto%U / t—e—é dt = hmtoﬂot_ [ ]

0 -5 |,
d —st
1 £ (1 — e sto)
S LLf()) =1lim — [1—e 5] = lim dto \= 7
o)} = tim, ., tos [ I =1 o d_Ltio (tos)
—sto
= hmm%seT =1
Assim,
L£{o(t)} =1 (3.47)

para qualquer valor de s.

3.4.5 Resumo:

O quadro seguinte sumariza os diversos casos estudados.

Tipo de excitagao Transformacao do Funcses utilizadas
no d.d.t. d.d.t. para o d.d.f. ?
1- i -
Senmdal pura Fasores sendides
regime permanente
2-Periddica e absolutamente - . >~ de sendides
Série de Fourier .

convergente espectro discreto

Nz — I ) =
3- Nao periddica e absolutamente Transformada de Fourier f de sen01des/
convergente espectro continuo
4-Nao periddica e nao Transformada de Laplace [ de sen.éides
absolutamente convergente amortecidas







Capitulo 4

Circuitos no dominio do tempo.
Regime transitorio e
permanente

Faremos agora uma breve discussao sobre a resolugao de circuitos no dominio do tempo. Nao
aprofundaremos muito a discussao em virtude do interesse maior nos circuitos no dominio
das frequéncias.

A aplicacao das leis de Kirchoff em um circuito elétrico onde estdo presentes resistores,
capacitores e indutores origina, em geral, um sistema de equagoes diferenciais acopladas.
Por simplicidade, estudaremos circuitos de uma sé malha onde teremos apenas uma equacao
diferencial para resolver. Os circuitos que nao possuem excitagao externa, estando subme-
tido apenas as condigoes iniciais, originam equagoes homogéneas que podem ser resolvidas
pela técnica usual envolvendo fungoes tentativas na forma de exponenciais e resolugao da
equacao caracteristica. Os circuitos que possuem excitacao externa originam equagoes nao
homogéneas, cuja solugao geral envolve a solugao da equagao homogénea associada e uma
solugao particular. A solucao da equacao homogénea, por nao envolver a excitagao externa,
origina a parte transitoria da solugao enquanto que a solucao particular, que depende da
excitacdo externa, é a responsédvel pelo regime permanente (quando a excitagdo nao decai
no tempo).

4.1 Circuitos em regime transitorio

Vejamos alguns exemplos:

a) Circuito RLC em série, caso 1

Considere o circuito RLC em série mostrado na (Fig. 4.1), cuja chave é fechada em t = 0,
estando o capacitor inicialmente descarregado. Deseja-se determinar o comportamento da
corrente ao longo do tempo.

101
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+
el -I- @ == C-05F

Figura 4.1: Circuito RLC em série para t> 0.

A equagao do circuito é

di(t) ) 1 [,
L — = 4.1
7 + Ri(t) + C/Z(t)dt € (4.1)
d%i(t) di(t) 1
L —i(t) = 0. 4.2
Lt R+ ilt) = 0 (4.2)
No caso em questao
d%i(t) _di(t)
—= +2i(t) = 0. 4.
72 +3 7 +2i(t)=0 (4.3)
Solugao tentativa
_ di(t) d%i(t)
— ot . AW at — 2,0t
i(t) = e . o ae™ e —p a‘e

Substituindo na equacao diferencial (4.3) obteremos a equagao caracteristica
o?e® 4 3ae®t 4 2 =0

a2 43a+2=0

o — -3+£+v9-8
-
a1 = —1, Qo = —2.
Portanto
i(t) = ke " + koe 2. (4.4)

As condicBes iniciais siod 07) =0 = Ri(0%) =0
5 CONCILOeS tuclats sao & [ i(t)dt = 0 (capacitor descarregado em t = 0).

Da equagdo (4.1) teremos para t = 0
di(0T)

1 ot
, . _
L—t + Ri(07) 4+ I8, /0 it)dt =¢

di(0F)
L
dt

=&
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L di(0f) 1

As condicoes iniciais podem entao ser reescritas como

{zmﬂo

di(0t)
a— =1L

Substituindo as condigoes iniciais na solugdo, equacao (4.4) teremos

0=k + ks
GOT) — fy—2ky =1

dt

Sendo assim

veja a (Fig. 4.2).

i)
(A)
1 4
e—t
e-t_ e-?t
0.5+
3.75 5
t
(s)

Figura 4.2: Corrente no circuito RLC em série para ¢> 0.

b) Circuito RLC em série, caso 2

Considere o mesmo circuito anterior, agora com os seguintes valores

e=1V, L=1H R=2Q e C=0,5F.

A equagao caracteristica agora serd
2 +20+2=0

—2+4-8
o0=——
2 Y

103
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o =—147j1, ap=—-1—j1

e para a solugao geral teremos
i(t) = ke T1HINE 4 (-1t

ou
it)=e"t (klejt + k:ge_jt) =e " [(k1 + ko) cos t + j (k1 — ko) sen ]
~i(t) = e ! [kacos t + jkasen t].

Com as mesmas condigdes iniciais, equagao (4.5) teremos

i(0Y) =k3=0
e
di(0") ) .
e (kscos 0+ jkysen 0) + (—kssen 0 + jkscos 0) = 1
Skt jka =1
1
kg =~
J
Logo

i(t) = e 'sen t.

Vemos portanto que o comportamento agora é oscilatério amortecido (Fig. 4.3).
i(?)

(A)

0.3+

0.25+

0.2+

0.15¢

0.1¢

0.05+

0% 125 25 375,
)

Figura 4.3: Corrente oscilatéria amortecida no circuito RLC em série para ¢> 0.

Se tivéssemos
e=1V, L=1H, R=03Q e C=0,5F.

a solucgao seria
i(t) = e %3%sen (2,8125t).

veja a (Fig. 4.4) onde podemos ver vérias oscilagdes durante o amortecimento.
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i(7)
(A)

0.75+
0.5+
0.25l A
0 | /\ | —
0 b5 \/ 5 7.5 10
-0.25! t

-0.5¢ ®

Figura 4.4: Corrente oscilatéria amortecida com baixo amortecimento no circuito RLC em
série para t> 0.

Observe que as duas equacoes diferenciais desses dois exemplos sao da forma

d?i di , 1
— 4+ a1— +a=0, a1 =—¢eay=

— 4.
dt? dt L LC (46)

com equagao caracteristica do tipo
2 —
a“+aja+ag =0

cujas raizes sao

aq aq 2

op,0p = —— =k (—) — as.
1, k2 2 9 2
A depender da relagao existente entre aj e ag (

, - . . 2
1- Se as raizes sao reais e diferentes [(%) > %

(Fig. 4.5).

1 (. .
e 7o) podemos ter varias solugoes:

[E—

temos uma solucao super-amortecida

i(t) = k1™ + kge®?". (4.7)

i(?)
A)
0.2t
0.15:
0.1t

0.05

0 125 25 375 s‘t

(s)

Figura 4.5: Corrente amortecida no circuito RLC em série para ¢> 0.
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2- Se as raizes sao reais e iguais [(%)2 =

%} temos uma solugao criticamente amorte-
cida (Fig. 4.6).

i(t) = k1e® + kote®". (4.8)

3- Se as raizes sao complexas conjugadas [(%)2 < %} temos uma solucao sub-amorteci-
da (Fig. 4.7) com a1,y = 01 £ jws.

i(t) = e [kycos (wit) + kosen (wit)] . (4.9)

i(f)
(A)
0.625¢
0.51
0.375¢
0.25
0.1251

0

0 25 5 75 10 125 s
)

Figura 4.6: Corrente com amortecimento critico no circuito RLC em série para t> 0.

i(?)
(A)

0.75+
0.5+
0.25l A
0 | /\ | —
0 b5 \/ 5 7.5 10
-0.25! t

-0.5¢ ®

Figura 4.7: Corrente oscilatéria com amortecimento no circuito RLC em série para ¢> 0.

4- Se as raizes sao imagindrias [(%) =0 e % #+ O} temos uma solugao oscilatéria
(Fig. 4.8) com oy, ay = +jws.
i(t) = kicos (w1t) + kasen (wqt) (4.10)

Observe que todos os graficos foram feitos supondo a mesma condigao inicial do exemplo
anterior (corrente inicial nula e carga inicial nula no capacitor).
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i(f)
A) |

0.57

Figura 4.8: Corrente oscilatéria no circuito RLC em série com R = 0 para ¢> 0.

¢) Circuito RL em série

Considere um circuito RL em série excitado por uma fonte de tensao (Fig. 4.9).

v(t) =ece Pt parat>0

Figura 4.9: Circuito RL em série para t> 0.

Temos a equacao do circuito

di
Ld—z + Ri = e P
di R €
R Ze—ﬁt. (4.11)
A correspondente equacio homogénea
di R.
E + ZZ =0

tem a equagao caracteristica

= 0.

oz-i-E
L
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Logo, a solucao da equagao homogénea serd
le = ke Tt
Como solugao particular tentemos uma solugao exponencial do tipo

ip = Ae= Pt

e substituindo na equacao diferencial (4.11) teremos

,Aﬂefﬁt + EAefﬁt - iefﬁt
L

L
R €
LAB+FA= <
ou R
A=—_L _ ¢

desde que B # %
A solucao geral serd ent@o i(t) = i.(t) + ip(t)

c (&
R—BL

R
i(t) = ke Tt —Pt para B # 7 (4.12)
Caso 8 = % deveremos tentar outra solugao particular, por exemplo
ip = Ate™ Pt

cuja substituigdo na equagao diferencial (4.11) dard

A(=Bte Pt 4 e Pt) 4 BAte P = %e—ﬁt

9
.Afz

e nesse caso teremos como solugao geral

i(t) = ke Tt 4 %tefﬁt para 3 = % (4.13)

A constante k deverd ser determinada em ambos os casos a partir da condicao inicial.

4.2 Circuitos em regime permanente

Circuito RC em série

Considere um circuito RC em série excitado por uma fonte de tensdo senoidal (Fig. 4.10)

v(t) = vosen (wt) parat >0
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fechaemt=0 R

V(1) @ —c

Figura 4.10: Circuito RC em série com excitagao senoidal para ¢t> 0

A equagao do circuito para t > 0 sera

1
Ri+ ol /idt = vpsen (wt)

di 1,
Rdt + ot = vowcos (wt)
ou

(4.14)
A equagao homogénea

tem solucao
. P
1. = ke” RC,
Como solugao particular tentemos uma corrente cossenoidal, possivelmente defasada, do
tipo

ip = ipcos (Wt + @) .

(4.15)
Substituindo na equacao diferencial (4.14) teremos

1
—iowsen (wt + @) + ﬁzocos (wt+¢) = Ofwcos (wt)

—iow [sen (wt) cosp + cos (wt) seng] + % [cos (wt) cosg — sen (wt) seng] = %COS (wt)

—ipweosp — ﬁsenqb} sen (wt) + [—zowsenqb + ﬁ cosp — % cos (wt) = 0.

Essa equagao tem que ser satisfeita para todos os instantes de tempo ¢, logo

—iWCoSp — %sen(b =0 (4.16)

—jpwseng + —cosp — — = 0. (4.17)
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Da equagdo (4.16) teremos que

sen¢ — _RCw
cos¢
ou
¢ = —arctg (RCw)
observe o tridngulo (Fig. 4.11)
1

oC
-¢

R
Z

Figura 4.11: Triangulo de impedancias.

-R
seng = = ¢ cosp = wC =
R+ (56) R+ (56)
Entéo, substituindo os valores de sen¢ e cos¢ na equagao (4.17) teremos
. —R 19 = Vow
o 2 RC 12 R
R+ (56) R+ (2¢)
R (o)
Sl = Vo
Vs ()
. Vo
0 = >
R+ (50)

Sendo assim, a solugao particular sera

. Yo
ip = ———
VE + (Ge)

e a solucdo geral i(t) = i.(t) + ip(¢)

i(t) = ke Ao 4 ——L
VE + (Z6)

cos [wt — tg~! (RCw)]

cos [wt — tg~" (RCw)] .

(4.18)

(4.19)

A (Fig. 4.12) mostra o aspecto dessa solu¢ao para R=C =1,w =10,v9 =0,5e k = 1.
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i1
1.25]
1,,
0.75¢
0.5
0.25}
0
-0.25}

Figura 4.12: Solucao para a corrente.

Determinemos o valor da constante k a partir da condigao inicial do circuito. Em ¢t = 0,
no momento em que a chave é fechada, o capacitor encontra-se descarregado comportando-
se como um curto-circuito. A corrente serd determinada apenas pelo valor do resistor,
1(0) = 0/R = 0. Substituindo na solugao geral, equagao (4.19), fica

cos[0+ @] =k + 0

O:keOJrv—O2 —2(:os¢)
VR + (76) R+ (50)

: k*fv—ocosgb*fv—o wCh
' VR4 (L) R 14 (wCR)?
A solucao geral serd
i(t) = —@%efﬁt b0 cos [wt —tg~" (WCR)]. (4.20)
R 1+ (wCR) R2+(%)2

Se a excitacao do circuito tivesse sido a funcao
v(t) = vocos (wt) parat >0 (4.21)

encontrariamos, para a mesma condigao inicial de capacitor descarregado, que

i(t)

Vg 1 _1gy Ug 1
= —————¢ RC' — ———————gen |wt — tg~ " (WCR)|, t>0. (4.22
R1+(WCR)2 R2 + (%)2 [ ( ) (4.22)

A (Fig. 4.13) mostra o aspecto dessa corrente quando vg = 1 volt, R =1 ohm, C =1
farad e w = 0,3 rad/s.

Caso a excitacao do circuito tivesse sido uma fungao mais complexa porém expansivel
em série de Fourier, digamos em uma série de cossenos do tipo

v(t) = ao + Z ancos (wnt) , (4.23)

n=1

o teorema da superposicao garante que a solugao para essa excitacao deverd ser a su-
perposicao de uma solugao referente & componente continua com uma solugao referente a
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m
0.757
0.5+

0.25¢+

0 0\/.5 AN
025

Figura 4.13: Solucao para a corrente quando a condicao inicial é nula.

componente alternada. A componente continua para ¢ > 0 é um degrau de tensao agu(t)
cuja solugao ipc ja é conhecida e vale

ipc = —e RO t>0
ch—Re s =~ U.

A componente alternada terd como solugao a superposicao de termos de acordo com a
equagdo (4.22) com w substituido por wy,

,;t 25 1
tac(t RC' — ——————sen (wyt — tg " (w,CR)| p,t > 0.
R Z wnC’R) ; ( i >2 [ ]

a solucao completa serd a soma
Z(t) = iDC(t) +14c (t) (4.24)

Circuito RLC em série

Vejamos agora um exemplo mais complexo e extremamente importante, o circuito RLC em
série excitado por uma fonte de tensdo v(t) (Fig. 4.14).

+
v(Y) C~> @ —Je

Figura 4.14: Circuito RLC em série excitado por uma tensao v(t).

A equagao da malha do circuito é

d;( ) ¢ Ri) + é/i(t)dt:v(t)
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d%i(t) N R di(t)
Cdi? L
A equcao homogénea associada é

+ L = 120

dt LC’ L dt (4.25)

d%i(t) Rdi(t) 1 7
@ L a "ol =0

cuja equacgao caracteristica

tem as raizes seguintes

__R_J(RY_ 1
a1 @2 = Top 2L LC"

Denominaremos de resisténcia critica, R., ao valor de resisténcia que anula o radical, ou

seja,
RN\? 1 [L
(E) = E . Rc =2 6 (426)

Introduziremos um parametro adimensional chamado de razao de amortecimento (“dam-
ping ratio”) definido por

¢=— (4.27)

e chamaremos de frequéncia angular natural do oscilador LC nao amortecido a grandeza

1
w ”LC (4.28)
R /C 1 R
2 =29\ VI T T

e a equacao homogénea pode ser reescrita como

Vemos portanto que

d%i(t)
dt?

di(t) |
+w;,

dt
A razao para definirmos £ e w,, é que essas grandezas sao mais convenientes para a inter-
pretacao geométrica da localizacao das raizes da equagao caracteristica no plano complexo.

Temos entao a equacao caracteristica

+ 26w, i(t) = 0. (4.29)

a? + 2w+ w2 =0

[T R /C /1
Lo, O‘2:_§wniwn €2_1 625 fewn: ﬁ

Observe que quando R varia de 0 a oo, também ¢ varia de 0 a co, e que, durante essa
variagao, a solugao da equagao homogénea

ic = kleo‘lt + k2€a2t

poderd ter comportamento variando entre exponenciais simples e oscilagbes amortecidas:
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o ¢ > 1, raizes reais e diferentes,
e £ =1, raizes reais e iguais,
e ¢ < 1, raizes complexas conjugadas.

Vejamos a forma do lugar geométrico das raizes no plano complexo quando £ varia de 0
a 0o: comegando com ¢ = 0, teremos

a1, Qg = :t]wn
que sdo raizes imagindrias puras (Fig. 4.15).
Im a

Jjo

n

\4

Re

Figura 4.15: Raizes imaginarias.

Para 0 < £ < 1 teremos

a1, ag = —€wy £ jwu/1 — &2

que sao raizes complexas conjugadas com parte real negativa, pois tanto £ como w, sao
positivos (Fig 4.16).

a, .ci/: ,,,,,,,, _O)n(l_&z)l/z

Figura 4.16: Raizes complexas conjugadas.
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Veja também que

o] = Jaa] = \/(wn)? + 02 (1 - €2) = w,

e que

0059:%25.
Wn

Assim, para £ variando entre 0 e 1 e sendo w,, constante, teremos 6 variando entre /2
e 0 e ay descrevendo um arco de circulo (o mesmo vale para as) , veja (Fig. 4.17).

Im“
P jmn
o, -~ '\
=1 /O
pls Coep pe=0
‘\\ o R;
di-i

n

Figura 4.17: Raizes complexas conjugadas descrevendo um arco de circulo.

Para esses valores de &, 0 < £ < 1 teremos solucao oscilatéria amortecida.

Para & = 1 as duas raizes se superpoe e @1 = s = —wy, sendo o caso limite entre oscilar
e nao oscilar.

Para £ > 1 as raizes serao reais

a1, ag = —€wp Fwp/E2 -1

e a medida que £ — oo uma das raizes tende para a origem (a3 — 0) e a outra para o
infinito negativo (ag — —o0) (Fig. 4.18). A solugao serd uma soma de exponénciais.

Im

i &,
o 1 0
‘X / Re
plE—> 00
a,—>0 e o,—> -0o

v

Figura 4.18: Raizes tendendo a zero e a menos infinito sobre o eixo real.
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Solugoes da equacao homogénea:

e Para¢ >1
io(t) = e—6wnt (kle”"\/gLI tp fpemwnVE 1 t) . (4.30)

e Para¢ =1
ie(t) = (k1 4 kot) e~ 5901, (4.31)

e Para¢ <1

io(t) = ke Snlsen (wn\/ 1-82t+ qb) . (4.32)

Resta ainda determinar a solugdo particular i,(t), que dependerd da forma da excitacao
v(t). Normalmente, a solugdo particular possui a mesma forma da excitagdo. Assim, se a
excitagao é uma constante, a solucao também o é. Se a excitagao é do tipo at™, a solugao
serd do tipo bot™ +b1t" 1+ ...+ b,_1t+by,, se a excitacio é senoidal ou cossenoidal a solucéo
serd uma senoide ou cossenoide defasadas.



Capitulo 5

Circuitos no dominio da
frequéncia. Regime transitorio
e permanente

Nosso interesse agora é formular as leis dos circuitos no dominio da frequéncia (d.d.f.)
utilizando as transformacoes que estudamos anteriormente, de acordo com o tipo de sinal
de excitacao.

5.1 Leis de transformacao para os dipolos elementares

5.1.1 Fontes de tensao

As fontes de tensdo periddicas serao transformadas utilizando a série de Fourier. No caso
particular da fonte de tensao senoidal ou cossenoidal reduz-se ao regime cissoidal.

v(t) = vocos (wt + ¢) = Re {\N/'ej“’t} V = yel?

v(t) = V. (5.1)

Para as fontes nao periédicas, utilizamos a transformada de Fourier ou a transformada
de Laplace a depender se convergem absolutamente ou nao.
Para a fonte senoidal amortecida,

v(t) = voe cos (wt + @), o <0,

v(t) =Re {{7€St} , V= voel?,

v(t) = V. (5.2)

Para a fungdo degrau com amplitude vy (Fig. 5.1)
v(t) = vo u(t)

117
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u(®)

Vo

Figura 5.1: Funcao degrau.

O mesmo vale para as fontes de corrente.

5.1.2 Resistores

Enquanto que no dominio do tempo a lei de Ohm é
o(t) = R i(t),
no dominio das frequéncias, devido a linearidade das transformacoes, teremos
V=RI

onde

a depender da transformagao utilizada.
Observe que, como R é um nimero real positivo (argumento zero) V e I estardo sempre
em fase.

5.1.3 Indutores (com corrente inicial nula)

Temos a relagao entre a tensao e a corrente dada por

di(t)
t)=1L
v(t) I
transformada em
V = jwll

ou entao
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5.1.4 Capacitores (com carga inicial nula)

Temos a relagao entre a tensao e a corrente dada por

o(t) :%/i(t)dt

transformada em

~ 1 ~
V=——
jwC
ou entao 1
V=—L
sC

5.1.5 Generalizagao da lei de Ohm

119

Um dipolo mais complexo pode ser obtido a partir dos elementos R, L e C' associados em
série ou em paralelo convenientemente. Obteremos no dominio do tempo uma tensao que

serd uma funcao linear da corrente (pois os elementos sao lineares) do tipo

o(t) = £), i=i(t).

Transformando para o dominio das frequéncias encontraremos uma relagao do tipo

V=21
onde Z é conhecida como impedéancia complexa e serd escrita como:
Z=R+jX
sendo R uma resisténcia e X uma reatancia.

O inverso de Z serd a admitancia complexa

= 1
Y ==
Z

escrita como _
Y=G+jB

sendo G uma condutancia e B uma susceptancia.

Como exemplo, consideremos um circuito RLC' em série (Fig. 5.2).

Temos a equacgao:
di(t) ) 1 .
=L—-= — .
v(t) pT Ri(t) + e /Z(t)dt

Transformemos por Laplace considerando condigoes iniciais nulas
i(0)=0 e q(0T)=0.
A equacgao integro diferencial tornard uma equacgao algébrica

V(s) = Ls(s) + Fi(s) + —51(s)

(5.4)

(5.5)



120 Newton Barros de Oliveira

R L

— OB

v(t) @ =C

o

Figura 5.2: Circuito RLC em série.

. 1\ ~
: = L — ) I(s).
-V (s) (R—i— S—I—SC) (s)
Fazendo )
Z(s):R+Ls+E, s=0+jw (5.7)
teremos

V(s) = Z(s)I(s).

Caso a excitacdo seja senoidal, (o = 0) teremos no regime cissoidal

Vi) = o4 (0 - g ) [T

V(jw) = Z(jw)I(jw)
Z(jw) = R+j (wL %) (5.8)

Em qualquer caso, podemos dizer que a impedéancia complexa Z pode ser escrita como a
associacao em série de trés dipolos. No regime cissoidal identificamos facilmente a resisténcia
1

R , a reatancia indutiva wl e a reatancia capacitiva —.

Representamos a impedancia Z no plano das impedancias complexas como um vetor
(Fig. 5.3).

Im

X :

R Re

Figura 5.3: Impedancia complexa.

Z:RJrjX:‘Z‘eM’
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com

= X

‘z‘ = VR + X7 e tang = —.

No caso da associacdo RLC em série teremos a (Fig. 5.4) para wL < % e para
wL > L.
wC

(5.9)

Im Im 1

oL 7 ol

\ 4

4 Re R Re

Figura 5.4: Impedancia complexa para R, L e C em série com wlL < % e com wlL > i

Os circuitos mais complexos (muitas malhas) podem ser resolvidos no d.d.f. utilizando
as técnicas desenvolvidas para os circuitos no regime continuo, acrescentando-se elementos
indutivos, capacitivos e geradores dependentes do tempo. O método das correntes de malha
(ou 0 método das tensdes dos nds) fornecerd um sistema de equagdes integro-diferencial
linear (por hipdtese) que apds ser transformado convenientemente (por Fourier ou Laplace)
resultard em um sistema de equagoes algébricas no d.d.f.. Apds a resolucao do sistema, a
anti-transformacao dard o resultado desejado no d.d.t..

5.2 Os quadripolos

A teoria desenvolvida para os quadripolos em regime continuo pode ser aproveitada para
o regime variavel no d.d.f. observando que os parametros que caracterizam o quadripolo
sao agora, em geral, funcoes da frequéncia. Usualmente, as variagoes dos parametros com
a frequéncia sao representadas graficamente por um dos seguintes diagramas:

e Curvas de amplitude e fase.

e Diagrama de Bode.

e Diagrama de Nyquist.

e Representagdo no plano s (para excita¢ao senoidal amortecida).

Dos parametros que caracterizam um quadripolo, destacam-se quatro pela importancia
na interpretacao imediata do comportamento do quadripolo para as diferentes frequéncias.
Sao as impedancias de entrada e saida e os ganhos de tensao e corrente. Para melhor
entendermos a utilizacao dos diagramas das variagdes dos parametros, consideremos um
quadripolo simples constituido por um resistor e um capacitor na seguinte configuragao
(Fig. 5.5):
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i(f)

i) R
o—bﬂ/;—q—o

vi(0) - C %0

]

o

Figura 5.5: Filtro RC passa-baixa.

Consideremos o regime cissoidal com as seguintes transformacoes
vi(t) = Vi(jw), i) = L(jw)

v2(t) = Va(jw), ia(t) = Iy(jw).

Estamos interessados em determinar no d.d.f. a tensao de safda em fungao da tensao de
entrada, ou seja, determinar o ganho de tensdo G, (jw) com a saida aberta.

Vy =G, V. (5.10)
Mas
Vo= i
2= Gl 1
e ~
~ Vv,
1=
R+ 5o
-~ 1V
27 jwC R+ LC
ou .
~ 1 jwC < 1 -
Vs, = = Vv
7 jJwCRjwC+1 ' RjwC+1 "
~ 1
Gy = ————.
" RjwC+1
Definindo a frequéncia de corte w, = % fica
~ 1
) = - 5.11
B (5.11)
~ 1 - w
) ‘GU =7 Arg (GU) = —arctg (—) . (5.12)
wC
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Curvas de amplitude e fase

Fazendo w variar de zero a infinito teremos as variagoes no médulo e na fase de G,,:

e Para w — 0, ‘CN}E

—1le Arg(éy) — 0~

=Le Arg(Gv) I

e Para w = w, ‘G@

e Para w — oo, ‘G@

—0e Arg(év) - =3

A (Fig. 5.6) mostra a variacdo do médulo e da fase de G,.

~ ~ 0 5 10 15 20
|G| 13 Arg(G) o : : : :
o/o,

-0.257

0.87
0.5t
0.67
0757

0.47
1T

021 1257

Figura 5.6: Curvas de amplitude e fase do ganho de tensao do filtro RC passa-baixa.

A frequéencia w. é denominada de frequéncia de corte pelo fato de que quando w >> w,,
o ganho tende rapidamente para zero levando o quadripolo para o “corte”, ou seja, tensao
de saida fortemente atenuada. Como esse quadripolo “deixa passar”sinais de frequéncia
menores que w, com pouca atenuagao e pouco defasamento, chamaremos esse quadripolo
de “filtro passa baixa”.

O diagrama de Bode

Com o intuito de linearizar ao maximo a representacao gafica das variagoes dos parametros
constroi-se o diagrama de Bode tomando-se o logaritimo decimal do médulo do ganho e da
frequéncia. Mais precisamente, define-se o ganho de tensdo (ou de corrente) em decibéis
pela expressao

G = 20 log‘é@

(5.13)

VdB

e tragamos entdo a curva Gy, x logw e Arg (év) x logw. Teremos para o exemplo anterior

2
1
—20log——= = —101log |1+ (i) ] :
we

2
1+ ()

Analisando quando w varia de zero a infinito fica:

G

VdB
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e Paraw — 0, G,z -+ —10logl =0 dB.

e Paraw =w,, Gy, =—10log2~ —3 dB.
2
e Paraw >>w., Gy, =—10 log(§> =-20 log(%) — —00.

Observe que para w >> w,, a cada vez que dobramos a frequéncia o ganho varia de
—20 log2 ~ —6 dB e dizemos que o ganho estd variando de —6 dB/oitava (uma oitava na
escala musical corresponde a dobrar a frequéncia). De modo equivalente, se tornarmos a
frequéncia dez vezes maior, o ganho variara de —20 logl0 = —20 dB e dizemos que o ganho
estd variando de —20 dB/década. Veja a (Fig. 5.7) onde representamos o ganho em dB e
o argumento em funcdo do logaritimo da frequéncia angular relativa (log(w/w.)).

-2 -1.5 -1 -0.5 0 0.5 1 -2 -1

1Glp |

Figura 5.7: Diagrama de Bode do ganho de tensao do filtro RC passa-baixa.

E comum representarmos essas curvas pelas assintotas que se obtém para w << w,. e
para w >> we.

~ 1 — Gy, =~ 0dB e a assintota é o eixo log(w/we).

e Para w << we, ‘CN}E

e Para w >> w, ‘Gv

(equagdo da reta em log(w)). No diagrama de Bode corresponde a uma reta com
inclinacdo de —20 dB/década.

VdB

R Gy A 20 10g<§c) = —20 log(w) + 20 log(we)

As assintotas do Arg (CN}W) sao dadas por:
e Para w << we, Arg(év) ~0".

e Para w >> w,, Arg(év) N -5

Observe que o erro maximo que se comete ao substituir as curvas reais pelas assintotas
¢ de 3dB em w = w, para G, e de w/4 rad para o Arg(Gy) (Fig. 5.8).
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1 /
- = N > 0 (‘)(S)g(o? (D‘) -2 -1 0 1 log(oi)/mé)
3]
'10 «— -m/4
-1
-15 ;
| G | Ar (f})_ll25
Glag L, -\ 6G)

Figura 5.8: Assintotas do diagrama de Bode do ganho de tensao do filtro RC passa-baixa.

O diagrama de Nyquist

Esse diagrama consiste no lugar geométrico do ganho é’v representado no plano complexo
quando fazemos variar a frequéncia angular w.
No exemplo anterior tinhamos a equagéo (5.11)

~ 1 ~ . w
G:*Z‘G‘JG 6 — —arctg [ —
v 1+.7'w% v €, arctg c
ou seja
0 | ,—j0
G, — 1 _ cos? — cosfel® — el +e 0
1—jtanf  cosf — jsenf 2
LGy = & (14 )
. v 2 .

Para w variando entre zero e infinito, 6 varia entre zero e —m/2 (e 20 varia entre zero e
—m). Veja (Fig. 5.9).

Im 4
172 1 Re
/ -0 -20

p/o>>o, | 1126 p/®=0

o

N

p/o=o,

Figura 5.9: Diagrama de Nyquist do ganho de tensao do filtro RC passa-baixa.
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Representagao no plano s

Consideremos que a excitagao nao é mais senoidal mas uma fungao transformével por La-
place. Nesse caso, o ganho G, passa a ser uma funcao da frequéncia complexa s e para
determinados valores desta frequéncia o ganho pode ter um comportamento peculiar, po-
dendo anular-se ou tornar-se infinito por exemplo.

No exemplo anterior, substituindo jw por s obteremos a seguinte expressao para o ganho:

~ 1
G,=——.
" 14 sRC
Observe que para s = —R—lc, o ganho é infinito. Esse valor particular de s constitui o

que se chama de polo de G, e neste caso é real e negativo. Veja (Fig. 5.10).

Im A

V2
Za

/’ Re

s, = - 1/(RC)

Figura 5.10: Polo do ganho de tensao do filtro RC passa-baixa no plano das frequéncias
complexas.

Se aplicarmos no filtro passa baixa um degrau unitdrio de tensdo na entrada, vi(t) =
u(t), que resposta obteremos na saida, considerando como resposta a tenséo vz (t)?

Temos que B B B
Va(s) = G,(s)Vi(s)

mas

Vi(s) =

W | =

pois % é a transformada de Laplace do degrau u(t). Assim,

1 1 1 1
S

Vals) = 1
2(5) 1+sRCs RC (s—l— %)

Desenvolvendo como soma de fragGes parciais teremos

=~ 1 1 —3S0 1 780]’60 k’l 1
V = —_ = e —_ = ——,
2(5) RC(S#»%)S 55— 508 sfso—i—s’ 50 RC

ou
—s0 1 . —ssoko + k1 (S — 50)

$— 808 s(s—so)

. —8g = —ssoko + k1s — ki1sg = (kl — Sok’o) s —ki1sg



Clircuitos Elétricos no Dominio do Tempo e da Frequéncia 127

logo
(k1—80k0)206k1=1
1
Sk = —.
S0
Sendo assim,
1
~ —So5- 1 -1 1
Vals) = — 220 4 = — -

e anti-transformando teremos

v (t) = —e*tu(t) + u(t)

I
—
—_
|
D

?U|\
al+
~
<
—~
[
N~—

como mostra a (Fig. 5.11).

vl(t) 4 vz(lj A
1 [f-mmmmmeeemmoozczascee

0.75T

05T

0.25T

> 0 : . : . >

0 2.5 5 7.5 10

t/(RC)

Figura 5.11: Resposta a um degrau de tensao do filtro RC passa-baixa.

Observe nesse exemplo a presenca de dois polos, um na origem (s = 0) e outro no semi-
eixo real negativo (s = —1/RC). Veja que o polo negativo é o responsével pelo aparecimento
da exponencial decrescente no dominio do tempo.

5.3 Circuito RLC em paralelo e o coeficiente de quali-
dade

Vejamos agora um exemplo importante de andlise no dominio das frequéncias, o circuito
RLC em paralelo.

Iniciemos estudando mais detalhadamente as caracteristicas de um indutor real. Um
indutor real é usualmente construido por vérias espiras de fio sobre um nicleo (de ar ou de
material ferromagnético) dando origem a diversas formas de “perdas”de energia, ou seja, a
energia fornecida ao indutor nao fica totalmente armazenada na forma de campo de indugao
magnética. Diversas sao as formas de dissipacao de energia: perdas 6hmicas que dao origem
ao efeito Joule, perdas por irradiacao eletromagnética principalmente em altas frequéncias,
perdas no nucleo devido a histerese e as correntes de Foucault, perdas devido a interacao
do campo magnético com o meio material externo, perdas nos isolantes dos fios etc. Todas
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essas perdas, apesar de nao serem exclusivamente por efeito Joule, podem ser consideradas,
de modo aproximado, como sendo as perdas produzidas por um resistor com resisténcia r
em série com o indutor ideal. Em geral as perdas dependem da frequéncia, de modo que a
resisténcia r é uma funcao da frequéncia. Se a variacao de frequéncia for pequena, podemos
considerar r praticamente constante (Fig. 5.12).

(L, 1)

L, indutor ideal

o -0
indutor real

Figura 5.12: Modelo com perdas em série para um indutor real.

A impedancia serd dada por

Z=r+jwL representagao cissoidal (5.14)

ou

Z=r+sL representacgao de Laplace. (5.15)

No regime cissoidal
> . . . T . .
Z:r+ij:ij<1—j—) = jwkL (1—j—>

wL

onde definimos o coeficiente de qualidade do indutor Q) = % Esse coeficiente é um ntimero
que compara a reatancia indutiva com a resisténcia que representa as perdas.
Os valores usuais para @) estao compreendidos em

e 2 < @ < 50 em audiofrequéncias (até 50 kHz).
e 15 < @ < 350 em radiofrequéncias (200kHz até 300MHz)

e 10% < @ < 107 em microondas (1GHz até 300GHz).

As perdas em um indutor também podem ser representadas por um resistor com re-
sisténcia R em paralelo com o indutor ideal. (Fig. 5.13)

Um indutor de boa qualidade (baixa perda) deve possuir na representagio série um
valor de r pequeno quando comparado com wL e, na representagao paralela, um valor de
R grande com relacao a wL na frequéncia de operacao.

A impedéancia na representagao paralela no regime cissoidal sera:

T jwL+ R 145E

~ 1 1 \"  jwLR jwL
7 — iwlL = [ = + —
R/ e <R+ij)
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(L, R)

SR

L—o
indutor real L = indutor ideal

Figura 5.13: Modelo com perdas em paralelo para um indutor real.

Se considerarmos um indutor de boa qualidade, R >> wL, teremos % =e<<1le

poderemos aproximar para

~ wl

7= 12
1+ je

L
~ jwL(1 — je) = jwL (1 —j%) :

Se impormos a condigao de que as duas representagoes devam ser equivalentes teremos

L
jwL <1 ]%) — jwL <1 j%)

onde vemos que Q = R/(wL) ou seja,

R _wl

— = Rr = w?L? 5.16
wlL r rew ( )
Resumindo, na representagao em série

L
Q== (5.17)

r

e na representagao em paralelo

R
= —. 5.18
Q= (5.18)

5.3.1 Associagoes dos coeficientes de qualidade
Série-série:

Considere dois resistores na representacao em série representando as diversas perdas de um
indutor. Veja (Fig. 5.14).

Temos
Z = jwl+r 471y = 'wL[l— (£+T—2)} = jwL |1 —3 L_i_i
=] 1 2= J LUL LUL =] J Ql QQ
com
l_n,1L_mr
Q1 wL @ wL’
Sendo assim,
1 1 1 L
S Q=12 (5.19)



130 Newton Barros de Oliveira

= L, indutor ideal

Figura 5.14: Perdas em um indutor real representadas por resistores em série.

Paralelo-paralelo:

Considere dois resistores na representacao em paralelo representando as diversas perdas de
um indutor. Veja (Fig. 5.15).

° ——o0
L $Rl SRZ = L S R,
—0 —o

Figura 5.15: Perdas em um indutor real representadas por resistores em paralelo.

O resistor equivalente serd

Req:Rl //R2

Se o coeficiente de qualidade for elevado podemos escrever

~ wlL 1 1 wl WL
Z=jwL (1 = jwL |1 —jwl [ —+ = )| =jwL [1—j (<= + 22|,
¥ ( jReq) ¥ [ e <R1 - 32)] e { / (Rl * 32)]

R Ry _ Reg
Ql—wL, Q2_wL Q_wL
teremos
i—i—i—i (520)
Q @ Q2 '

Série paralelo:

Considere um resistor na representagao em série e um resistor na representagao em paralelo
representando as diversas perdas de um indutor. Veja (Fig. 5.16).

Temos _
Z = (jwL+7r1) // Rz

ou
7 — (jwL+71)Ry  jwL(1—jZ)Ry  jwL(1—ji¥)
(5 - i - T jwL *

(Gwl+m) + R Rz(%+g—;+1) I+ 7+ 5
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Sendo

teremos R
2
Qi1Q2 = —

1
o gwr(1-5d)
Z-—-—
1 - 1
1+Q1Q2 +j@

Se considerarmos que os coeficientes de qualidade sao elevados, @1 e Q2 >> 1 teremos
aproximadamente

_ jwL(1—-jga 1 1
ZzszwL(lj—) (1j—)

1+ j@ Q1 Q2
= 1 1 1 1 1
-_szwL<1j—j——> zij<1j<—+—>>
Q Q2  1Q2 Q1 Qo
logo
L2 + . (5.21)
Q @1 Q '
e () pode ser escrito na representacao em paralelo
R
=1z
ou na representagao em série,
wlL
Q="=
r

5.3.2 Coeficiente de qualidade de um capacitor

As perdas em um capacitor, que geralmente sdo menores que as perdas em um indutor,
também podem ser representadas por um resistor em série ou em paralelo. Em série (Fig.
5.17) teremos:
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Cr=— C, capacitor ideal

——o
capacitor real

Figura 5.17: Perdas em um capacitor real representadas por um resistor em série.

onde definimos

Q=-—5, (5.22)

Em paralelo (Fig. 5.18) teremos

(C.R) = — gR

L

capacitor real C = capacitor ideal

Figura 5.18: Perdas em um capacitor real representadas por um resistor em paralelo.

1 el 1 1

. - 1 - .
jwC R+ 750 jwC 1

Z=R// —
—JLCR

Se o coeficiente de qualidade for elevado deveremos ter um valor para R muito grande,
entao

Definimos entao
Q =wCR (5.23)

de modo que
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Em resumo, Q = wcl' — na representacao em série e Q = wCR na representagao em

paralelo. Para que as duas representacoes sejam equivalentes deveremos ter

L =wCR rR = 1 5
wC'r (w0O)

(5.24)

5.3.3 Circuito RLC em paralelo

Consideremos agora um circuito RLC em paralelo alimentado por uma fonte de corrente.
As perdas no indutor e no capacitor sdo representadas por Ry, e R¢ respectivamente, (Fig.
5.19).

LgRL e gR(. Cf); = L o=c gR Cf);

Figura 5.19: Circuito RLC em paralelo excitado por uma fonte de corrente.

No regime cissoidal a admitancia Y=1 / Z pode ser escrita como

~ 1 1 1
Y==+j — =4 S 2
—|—ij+ij R+] (wC wL) (5.25)

~ 1
Z= : , 5.26
I - 1) (526)

o=y (1) + (o ) e Bl

A ressonancia ocorre para a frequéncia angular wg que torna o médulo da admitancia
um minimo, ou seja, quando

wOC——:O WQzL.
VLC

Na ressonancia, tanto Y como Z sio reais com valores iguais a % e R respectivamente.
Veja (Fig. 5.20) para R=1Q, C =10F e L = 0, 1H.

A excitagao do circuito paralelo com uma fonte de corrente permite levantar a curva de
impedéancia com facilidade uma vez que a tensao no circuito é diretamente proporcional a
impedéancia. A utilizacdo de um osciloscépio para a medida da tensdo fornece diretamente
o valor da impedancia tanto em moédulo como em fase.

O coeficiente de qualidade do circuito é definido na situagao de ressonancia como sendo

R
QQ = — = WOCR
w()L
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Y| 257 2] 1+
adl 0.757

0.57

0.25T

o

0 05 1 15 2 0 05 b 15
o, ® ®, )

Figura 5.20: Curvas dos médulos da admitancia e da impedancia para um circuito RLC em
paralelo.

onde podemos imaginar que as perdas do circuito estao integralmente associadas ao indutor
ou entdo ao capacitor. A admitancia pode ser expressa em funcdo desse coeficiente de
qualidade como

o 1 (wQo woQo 1 . w W
Y == — — =—|1 ——— . 5.27
RJrj(woR wR > R { Qo (wo wﬂ ( )
A impedéancia serd expressa como
~ 1 R
Z=—== (5.28)

=
2 (w _ wo

Jreai(z-2)

Para frequéncias proximas da frequéncia de ressonancia podemos aproximar Z e ‘Z‘

Observe que
w  w  w!—wi  (w—wp) (w+wp)

wo w wWow wow

e fazendo w — wg = Aw e w + wgy ~ 2w teremos

wo w wo
Sendo assim, ficaremos com
= R - R
Z e ‘z‘ ~ . (5.29)

1+ jQo22e
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Para os casos em que o coeficiente de qualidade é elevado, a curva de ‘Z‘ X w é alta e

estreita e nas vizinhancas da ressonancia a expressao para ’Z’ acima calculada é uma boa
aproximagao.

O coeficiente de qualidade pode ser obtido a partir da curva de ressonancia de modo
simples. Para isso basta determinarmos as frequéncias em que a impedancia cai de 3 dB do
valor méximo, ou seja, as frequéncias em que a impedéncia cai a 1/ v/2 do seu valor méximo

(1/v/2 < —3 dB). Como o valor méximo de ‘2‘ é R, deveremos ter

i = i =0.707R

2 2
1+Q3 (5 -2)

logo
Qo <— - —) ==+l (5.30)

ou

wow
0

Sendo we > wy > w1 as raizes dessa equagao teremos

2 2, Wow2
wy —wy =+
Qo

2 2  Wowi
TG

fazendo a diferenca entre essas duas expressoes fica

wh — w} = (w2 + w1) =

Q
wo

Co(we —wr) (w2 Fwi) = (we +wi) —

Qo

2 wo
0

wo
oW — W =

Qo

wo

Qo =

ou seja, o coeficiente de qualidade fica determinado pela frequéncia de ressonancia e pela
largura (“bandwidth”) da curva.

Com a aproximacao de coeficiente de qualidade elevado (digamos Qo > 5, curva alta
e estreita) podemos escrever wy — w1 = 2Aw de modo que também podemos expressar o
coeficiente de qualidade como

(5.31)

w2—w1'

Wo

Qo ~ 2Aw’
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Z|/ R

0,707 — B e

0.57

0 05 /‘ 1 '\ 15 2

o/®
o/o, olo, 0

Figura 5.21: Largura da curva de ressonancia para o célculo do coeficiente de qualidade.

A (Fig. 5.21) mostra como proceder graficamente.

No gréfico, 2Aw = wy — wy.

Nas frequéncias w = w; e w = wy temos das equagdes (5.28) e (5.30) que
= R

7Z-=——
1+

= R = 7r
Z‘:—eAr (Z)::t—.
‘ /2 O e 1

Calculo exato das frequéncias correspondentes & queda da impedéancia a R/ V2

Podemos determinar as frequéncias correspondentes a queda de 3 dB diretamente em fungao
dos parametros R, L e C. De ‘Z‘ = R/\/§ teremos

ou

cujas raizes sao
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Temos entao duas raizes positivas e suas simétricas. As positivas sdo dadas exatamente por

2
tro 1V (me) +
2

A=

w1, W2 =

o . 2 .
Se a resisténcia for suficientemente alta de modo que (R—lc) << %, ou seja, R—IC << 2wg

(pois wg = \/%—C) podemos aproximar para

1 4
www;ﬁJr m—w i—l
b2 2 YTk
Sendo ) R
Aw =ws —wy = wy — wy ~ e —
2 0 0 Y Yo Qo woL
podemos concluir que
R ~ 2ClAw _ 1 wg _ wo

0= w()L - CLJ()L o QACU(JJ()LC - QA(U(JJ() o 2Aw

que é o mesmo resultado encontrado anteriormente.
Observe que a condigao R_1C << 2w é equivalente a

1 R 1
woCR >> — — >> -
wo
o R 1 1
Z . - .32
w0L>>2 S Q0>>2 (5.32)

ou seja, um coeficiente de qualidade elevado.

Representagao de Nyquist préximo da ressonancia

Da equagao (5.28) temos que

¢ = Arg (2) = —tan~! {Qo (wio — %)}

. tang = —Qq (io — @> ) (5.33)

Vemos portanto que tang nao é linear em w.
Reescrevendo a equagdo (5.28) em termos de tang fica

7 _ R B R B Rcosg _ Rcos¢p
1 —jtang 1 — %  cosp — jseng e~

~ ej¢+e—j¢ ) R o
- Z—R 5 €J¢=§(1+€]¢).



138 Newton Barros de Oliveira

Quando w varia de zero a infinito, a equagao (5.33) mostra que ¢ varia de +7/2 a —7/2,
portanto 2¢ varia de m a —7 e a expressao de Z acima calculada representa, no plano
complexo, um circulo de raio R/2 centrado em (R/2,0). Veja (Fig. 5.22).

A situagdo em que w = wi e w = wy estd mostrada em (Fig. 5.23). A representagio
de Nyquist para a impedancia também pode ser obtida pela a inversao geométrica do
diagrama de admitancia. O lugar geométrico da admitancia no plano complexo ao variarmos
a frequéncia é uma reta paralela ao eixo imaginario chamada de “eixo z”’uma vez que a parte
real é constante e igual a 1/R. Veja (Fig. 5.24). A inversdo geométrica do eixo z é um
circulo.

Im
Z
/=0
P m\A - 2¢ Re
\ R/2 \p/m:mo
p/ © >> ®,

Figura 5.22: Diagrama de Nyquist.

Im
p/® =,
e
(/4 - Re
—n/4  R)2

—

p/ ® = m,

Figura 5.23: Frequéncias angulares wj e wy no diagrama de Nyquist.
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Im . eixoz
L

o)C

R ||Mer

Re

=2

v

p/w<c00§

Figura 5.24: Lugar geométrico da admitancia.

Nas vizinhancas da ressonancia a impedéancia pode ser aproximada pela equagao (5.29)
e, nessa aproximacao, tan¢ é linear em w. O diagrama de Nyquist correspondente ainda
é um circulo, porém, os pontos do circulo correspondem a outros valores de w diferentes
dos anteriores, excetuando nas vizinhancgas da ressonancia onde coincidem com boa apro-
ximagao.

Longe da ressonancia temos que utilizar a expressao exata para o argumento da im-
pedancia para que os pontos do circulo correspondam aos valores corretos de w.

5.3.4 Resposta do circuito RLC em paralelo a um degrau de cor-
rente

Consideremos agora que a excitagao do circuito seja um degrau de corrente. Na expressao
da impedéancia, equagao (5.28) vamos substituir jw por s de modo obter a transformada de
Laplace supondo condigoes iniciais nulas.

~ R Rswy

Z(s) = =
(s) 1+ Qo (i+ﬂ) swo + Qos? 4+ Qow
wo S
Buw
7 Qo
L(S) = 50— T
(s) 52+%s+w3
ou seja
~ As RWO 1 1
Z(S):—2 3 :—:—625:_
5% 4+ 28wos + wg Qo C Qo

Para uma excitagao do tipo degrau de corrente i(t) = Iu(t) procuramos uma resposta
v(t). Transformando por Laplace temos
~ =~ As I Al

(s) (s)1(s) $2 4 28wos +wd s 82+ 28wps + wi
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ou seja

V(s) = Al a1, = —€wp £ woy/&2 — 1. (5.34)

(s —ai)(s—az)’

Caso das raizes reais e distintas

Supondo raizes reais e distintas e escrevendo como soma de fragoes parciais fica

V(s) = Al L+L

S — S — Qg
Determinemos as duas constantes kg e k1.

1 ko(s—a2)+k1(s—a1)

(s —ay) (s —ag) (s —a1)(s—a2)

]. = (k() —+ k‘l) S — k()O[Q — k1a1

ou seja
ko+k1 =0 ko = —k1

>
.
I

koo + kion = —1 k1 (Oq — Oég) =-1 _
Qg —

Entao
1 1 1 1
+

Q] — Qg § — Q1 Qg — (1 S — (2

V(s) = Al
mas, de acordo com a equagao (5.34),
o] — Qg = 2w0\/§2——1:j2w0m
e anti-transformando V (s) fica

ot =

N N e N S 6<“/£2—1)w0t] u(t)  (5.35)
QWQ\/€2—1 QWO\/€2—1

ou seja, a tensao decai como soma de duas exponenciais simples.

Caso das raizes complexas conjugadas

Nesse caso, na equagao (5.34) teremos &2 < 1 que é equivalente a ter o coeficiente de
qualidade Qo > 1/2. A solugao serd oscilatéria amortecida e pode ser escrita como

_7]@*&0@ (ej\/I*EQwot _ e*j\/lffzwot) u(t)
_ 2
2wy 1 —¢&

ot) = 3

v(t) =

ﬁe&mtsen <Mw()t) u(t) (536)
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Definindo w’ = /1 — £2w(y podemos escrever

v(t) = %e%”“tsen (W't)u(t), (5.37)
lembrando que 26 = 1/Qp e que wg = 1/ VLC podemos concluir que, para um coeficiente de
qualidade elevado, teremos £ << 1 e consequentemente w’ ~ wy. O termo &wq é conhecido
como decremento logaritimico e sua medida fornecerd o coeficiente de qualidade. Observe
que para Qg = 1/2 teremos o amortecimento critico (raizes reais e iguais) e para Q¢ < 1/2
teremos o caso superamortecido (rafzes reais e distintas, resposta aperiédica) discutido
anteriormente.






Capitulo 6

Circuitos com diodos

Nos capitulos anteriores estudamos diversos circuitos constituidos por dipolos lineares.
Apresentaremos agora um dipolo nao-linear de grande aplicabilidade e alguns circuitos
a ele relacionados.

6.1 Definicao do diodo ideal

O diodo ideal é um dipolo que s6 permite a passagem da corrente elétrica em um tnico
sentido, chamado de sentido direto e escolhido como sentido positivo, sem haver d.d.p. nos
seus terminais. No sentido inverso nao passa corrente por maior que seja a d.d.p. aplicada.

O diodo ideal e sua curva caracteristica estao representados na (Fig. 6.1) e a seta indica
o sentido direto da conducao. A corrente e a tensao na simbologia e na curva caracteristica
obedecem a mesma convengao usual de sentido positivo para os dipolos.

de "
+
Y .
>
S —

Figura 6.1: Representacao de um diodo ideal.

A resisténcia direta do diodo ideal é nula e a resisténcia inversa é infinita.

O diodo real tem suas caracteristicas diferentes do diodo ideal em funcao das limitagoes
construtivas do dispositivo. Os diodos mais comuns sao o diodo a vacuo, baseado na emissao
termo-ionica e o diodo de estado sélido ou diodo semicondutor, baseado nas propriedades das
jungoes semicondutoras. Na atualidade predomina em larga escala o diodo de estado sélido,

143
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razao pela qual daremos énfase e estudaremos apenas esse tipo de diodo. Um diodo real
estd representado na (Fig. 6.2) bem como a curva caracteristica de um diodo semicondutor.

i (ampéres)
i 2
—<+—O
+ 1.5
1
\ 4
T Y 0.5
0
- -1 -0.5 |0 0.5 1 v(volts)
—O

Figura 6.2: Representacao de um diodo real e curva caracteristica de um diodo semicondutor
de silicio.

Um diodo comum de silicio utilizado em retificagao apresenta uma queda de tensao nos
seus terminais de aproximadamente 0,7 V quando conduzindo uma corrente de 1,0 A no
sentido direto enquanto que no sentido inverso, tensoes de centenas de volts correspondem
a correntes de apenas algumas dezenas de nanoampéres. Em um diodo semicondutor a
corrente estd relacionada com a tensao pela equagao

i = io (eTT - 1) (6.1)
onde
o V= ﬁ é o equivalente em tensdo da temperatura. Vpr = 26 mV para T ~ 300 K.
e 1 =1 para diodos de germanio e n ~ 2 para diodos de silicio.

e iy ¢ a chamada corrente de saturacao inversa pois, para valores de tensdes muito
negativas, a exponencial pode ser desprezada e i =~ —ig.

Para valores de tensoes positivas elevadas (v > nVr) a corrente comporta-se como uma
funcao exponencial da tensao crescendo rapidamente com o aumento da tensao. O joelho
da curva caracteristica é abrupto de modo que é comum definir uma tensao V., chamada de
tensao de disparo, que corresponde a aproximadamente & tensdo que produz uma corrente
da ordem de 1% da corrente maxima de trabalho do diodo. Para tensdes menores que V,,
podemos dizer que a corrente é muito pequena (o diodo estd praticamente cortado) e para
tensdes maiores que V., a corrente cresce rapidamente com a tensdo (diodo ativo). Para
diodos de germanio V,, ~ 0,2 V e para diodos de silicio V,, ~ 0,6 V.

Da curva caracteristica podemos verificar que a resisténcia direta do diodo é muito menor
que a resisténcia inversa, considerando pontos além do joelho da curva para a resisténcia
direta ou resisténcia estatica direta. Essa resisténcia é dada simplesmente pela relagao

Rp =v/i. (6.2)

Observemos que a resisténcia estatica varia ao longo da curva.
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Define-se também a resisténcia dinamica ou resisténcia diferencial direta como a in-
clinacao da reta tangente a curva v x ¢ do diodo, ou seja,

dv

= | — V.. 6.3
D [di]vo, Vo = Vy ( )

Observe que rp < Rp.

A caracteristica inversa do diodo é quase imperceptivel se mantivermos a mesma escala
do grafico utilizado para a caracteristica direta. Para visualiza-la é necessario modificar a
escala vertical passando a utilizar unidades de nanoamperérs ao invés de miliampéres ou
mesmo amperes que ¢ comum na caracteristica direta. Veja (Fig. 6.3)

i (nanoampéres)
-1 -0.75 -0.5 -0.25 0
0 v (volts)
-2.5
-5
-1.5
-10

Figura 6.3: Caracteristica inversa de um diodo real.

Nessa curva podemos também definir a resisténcia dinamica inversa da mesma maneira,
calculando-a no trecho de interesse da curva .

Excetuando em alguns casos especiais, estaremos interessados nos circuitos com diodos
operando no modo direto.

6.1.1 Estudo grafico dos circuitos com diodos

Tomemos um diodo em série com um resistor com uma resisténcia R (Fig. 6.4).

—>
vR
AV A0 v
—o

Figura 6.4: Dipolo diodo ideal + resistor.

Temos
v =1vp + VR. (6.4)
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No sentido direto
vp =0, Vievg=R1i

v=0+Ri.

No sentido inverso
i =0, YVvpevg=RO

v =vp +0.

A caracteristica do dipolo diodo + resistor serd entao (Fig. 6.5).

i

Figura 6.5: Caracteristica do dipolo diodo ideal + resistor.

Tomemos agora um diodo real em série com um resistor considerando que o diodo
praticamente nao conduz no sentido inverso. Determinemos a curva caracteristica do dipolo
resultante dessa associacao. No sentido direto temos

vp = f(i), fungdo que caracteriza o diodo e vg = R 1.

Entao
v=wvp+og=[f(i)+Ri. (6.5)

Veja a curva caracteristica resultante (Fig. 6.6)

i (ampéres)
2

1.5

v (volts)

Figura 6.6: Caracteristica do dipolo diodo real + resistor.

Para cada valor de resisténcia do resistor associado em série com o diodo teremos que
tragar uma curva do dipolo diodo + resistor, um processo nada préaticol Um processo
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mais eficiente para analisar o ponto de funcionamento (corrente e tensao) do diplo diodo
+ resistor consiste na andlise a partir da “reta de carga”que descreveremos a seguir. Da
equagao (6.4),

v=vp+ R i,
temos que

. v  wp .
1=—=——= vp = f(i).

z-2, ()

Desejamos determinar a corrente que passard pelo diodo quando ao dipolo diodo +
resistor for aplicada uma tensao v = €. Em principio, deveriamos resolver a equagao

e UD

=R R

vp = f(i). (6.6)
Contudo, nao é possivel resolve-la analiticamente devido & forma funcional vp = f(7)
que origina uma equacao transcendente. Porém, é possivel resolver graficamente a partir
da curva caracteristica do diodo i = i(vp) que é a curva inversa de vp = f(4).
Considerando vp como varigvel tracamos a reta dada pela equac¢do (6.6) no mesmo
grafico que contém a curva caracteristica do diodo.
Para vp = 0 temos ¢ = ¢/R e para ¢ = 0 temos vp = . Veja a (Fig. 6.7).

i (ampéres)
e/R

i(vp)

i=¢/R-vy/R

€ vy(volts)

Vb Vi

Figura 6.7: Reta de carga e caracteristica do diodo real.

O ponto de intersecao das duas curvas determina a tensao e a corrente que satisfazem
simultaneamente a equacao da reta de carga e a equagao do diodo.

Modificagoes na reta de carga em fungao dos parametros ¢ e R

Os valores dos parametros € e R produzem translacoes e mudangas no coeficiente de in-
clinacao, respectivamente, da reta de carga conforme podemos ver na figura (Fig. 6.8 ) para
variagoes em £ mantendo R constante e na figura (Fig. 6.9) para variagoes em R mantendo
€ constante.

Observe a mudanca do ponto de operagao em cada figura.
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i (ampéres)

82/ R i(vu)

€/R

g g, vp(volts)

Figura 6.8: Retas de carga para ¢ varidvel e R constante.

i (ampéres)

e/R,
i(vp)

¢/R,

€ v,(volts)

Figura 6.9: Retas de carga para e constante e R variavel.

6.1.2 Representacoes aproximadas do diodo real

Para simplificar a andlise de circuitos com diodos utiliza-se frequentemente modelos linea-
rizados por partes para representar a caracteristica de um diodo. A caracteristica direta
pode ser modelada por um diodo ideal em série com um resistor cuja resisténcia seja igual a
resisténcia estatica do diodo real no ponto de operacao. Nesse modelo despreza-se a tensao

V, (Fig. 6.10).

N—e—o [ (ampéres)

la
<<
<

v (volts)

Figura 6.10: Modelo do diodo real com resisténcia direta e respectiva caracteristica.

A caracteristica inversa pode ser modelada junto ao modelo anterior acrescentando-se
outro diodo polarizado inversamente e em série com outro resistor cuja resisténcia seja a
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resisténcia estédtica inversa no ponto de operagao escolhido (Fig. 6.11).
i (ampéres)

1R,

g v (volts
1/R, ( )

Figura 6.11: Modelo do diodo real com resisténcia direta, inversa e respectiva caracteristica.

Pode-se também fazer uma modelagem da caracteristica inversa préximo de i = 0
acrescentando-se uma fonte de corrente ao primeiro modelo (Fig. 6.12).

i (ampéres)

1® v ,‘ R,
%

B — v (volts)

Figura 6.12: Modelo do diodo real com resisténcia direta, fonte de corrente de saturagao
inversa e respectiva caracteristica.

A caracteristica direta pode ser melhor representada levando em consideracao a tensao
V, (Fig. 6.13).

i (ampéres)

1/R,

l/Rjy V,  v(volts)

Figura 6.13: Modelo do diodo real com resisténcia direta, inversa, fonte de tensao de ruptura
e respectiva caracteristica.

Pode-se também modelar a caracteristica direta utilizando-se a resisténcia diferencial.
Esse modelo é 1itil quando se tem pequenas variagoes ao redor do ponto de operagao (Fig.
6.14). A escolha do modelo mais apropriado depende do tipo de problema considerado.
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j 1 (ampéres)

rp

V, v (volts)

Figura 6.14: Modelo do diodo real com resisténcia diferencial direta, fonte de tensao de
ruptura e respectiva caracteristica.

6.1.3 Dipolos elementares formados por diodos ideais

Vamos analisar as caracteristicas de alguns dipolos tteis que podem ser construidos pela
associagao de diodos com resistores e fontes de tensao. Observe o circuito e sua curva
caracteristica correspondente nas figuras (Fig. 6.15) a (Fig. 6.18).

i i

v 1/R,

€

/R, + /R,

R,

Figura 6.16: Circuito 2 com diodo e respectiva caracteristica.

Os pontos marcados por A sdo chamados de pontos de ruptura. Correspondem aos
pontos em que o diodo entra em funcionamento (conduz) ou deixa de funcionar (corta).
Nessa situagao, ip e vp no diodo sao nulos.

Nosso proximo problema é determinar a curva caracteristica de dipolos formados com
mais de um diodo. Um dos métodos de resolugao consiste em determinar os pontos de
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i i
—4—O
R
A"z v

+ v
‘C: 4 -¢/R

Lo

1/R

/R,

A -
N

1-¢/R,

1/(R,+ R))
Figura 6.18: Circuito 4 com diodo e respectiva caracteristica.
ruptura de cada diodo, cada um correspondendo a uma tensao e a uma corrente nula em

cada diodo e depois unir esses pontos por segmentos de retas. Por exemplo considere a
(Fig. 6.19)

Figura 6.19: Circuito com 2 diodos.

Encontremos os pontos de ruptura.

Diodo D;: fagamos v;1 = 0 e i1 = 0 (ponto de ruptura do diodo que chamaremos de
A1) e analisemos as possibilidades de condugdo do diodo Dy. Se v = 0, Dy conduz e
io =i = &/Ry. Assim, um ponto do gréfico serd A; correspondendo a v =0 e i =&/Rs.

Diodo Djy: fagamos vo = 0 e i3 = 0 (ponto de ruptura do diodo que chamaremos
de Ay). Nesse caso teremos v = —e e consequentemente D; estard conduzindo tal que
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i1 = —e/R. Teremos entao outro ponto do grifico, Ay correspondendo a v = —¢ e

i
1= —E/Rl.
Tragamos entdo a reta que liga Ay a As, veja (Fig. 6.20).

i (ampéres)

eR, f——""
4, N
1R,

v (volts
-€/R, ( )

Figura 6.20: Caracteristica do circuito com 2 diodos.

Para v > 0 somente Dy conduz e v = —¢ + Raig
. v+5
Si=ly = — + —.
" Ry Ry

Para v < € somente D conduz e v = Ryi

1= —.

R

6.1.4 Aproximacao de uma fungao matematica por segmentos

O exemplo anterior mostra que é possivel produzir segmentos de retas a partir da associagao
conveniente de diodos, resistores e fontes de tensao. E possivel simular uma caracteristica
que obedega a uma lei i(v) mondtona, crescente em um certo intervalo (v1,v2) utilizando
uma combinagao paralela de diodos. Por exemplo, a curva a seguir pode ser aproximada
por quatro segmentos de reta (Fig. 6.21).

i (ampéres)

<+—0

R, R, R,

. \4

i()py Dy D,

; +1  + +

‘ el)el) &
e & & o

v (volts)

Figura 6.21: Simulacao de uma fungao matematica com a segunda derivada sempre positiva.
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Observe que 3 < €3 < &4 e que a inclinagdo do segmento 2 é 1/R3, do segmento
3é1/Ry+ 1/R3 e do segmento 4 é 1/Ry + 1/R3 + 1/R4. A medida que a tensdo v vai
aumentando, os diodos D5y, D3 e D4 vao entrando em conducgao. Essa associagao em paralelo
permite realizar fungoes com a segunda derivada sempre positiva.

Pode-se realizar fungoes com a segunda derivada sempre negativa com uma associagao
em série como mostrado a seguir (Fig. 6.22). Nessa associagio €3 > €3 > £7.

A inclinacdo do segmento 1 é 1/Ry, do segmento 2 é 1/(Rg + R1), do segmento 3 é
1/(Ro + R1 + R2), do segmento 4 é 1/(Ro + R1 + Ra + R3).

Funcoes crescentes mais complexas podem ser simuladas com a combinagao adequada
de associacoes de diodos em série e em paralelo. A caracteristica real dos diodos arredonda
os angulos da curva aproximada tornando uma boa aproximacao.

/R,

€/R,

E/R,| -
1

Figura 6.22: Simulacao de uma funcao matematica com a segunda derivada sempre negativa.

6.2 Retificagao com diodos

Retificar um sinal alternado significa converté-lo em um sinal continuo. Usualmente neces-
sitamos retificar um sinal senoidal, um sinal que nao possui componente continua, de modo
que para converté-lo em um sinal continuo necessitamos modificar sua forma para fazer
surgir uma componente continua. Isso pode ser obtido utilizando-se um diodo em vista de
sua propriedade de conducao em um unico sentido.

Considere o circuito mostrado na (Fig. 6.23).

Nesse circuito €(t) = egsen(wt) e a tensdo na saida ¢ vr(t) = R i(t). Utilizemos a curva
caracteristica do dipolo diodo + resistor como uma curva de transferéncia entre a entrada
e a saida através de um processo grafico (Fig. 6.24).

Observe que

. eosen (wt .. .. ~
i(t) = OT() no semi-ciclo positivo da tensao de entrada

i(t) = 0 no semi-ciclo negativo da tensao de entrada.



154 Newton Barros de Oliveira

it) i (ampéres)
—o0

0O S| /"

€ (volts)

Figura 6.23: Circuito retificador basico com um diodo ideal e caracteristica do dipolo diodo
+ resistor de carga.

i (ampéres)

Z

t

Figura 6.24: Processo gréfico de transferéncia da tensdo de entrada &(t) para a corrente i(t)
no diodo.

Portanto

gosen (wt .o . ~
vr(t) = ROT() = gpsen (wt) no semi-ciclo positivo da tensdo de entrada

vr(t) = 0 no semi-ciclo negativo da tensao de entrada.

Veja (Fig. 6.25).
O valor médio (componente continua) da tensdo vg(t) serd dado por

1

< >= —1 / (t)dt = —/ Epse ( t) dt = 0 0,32 ¢ (6 )
= v = sen (w = ~ . 7
VR T o R T o 0 ) 0

Além da componente continua existe a componente alternada que deve ser eliminada
por uma filtragem conveniente.
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g(volts)
&,

v(volts)

&l

t(s)

Figura 6.25: Tensao de entrada e tensao no resistor de carga.

Considere agora que a retificacao é feita por um diodo real representado pelo seu modelo
linear com resisténcia direta e inversa, Rp < Ry, no circuito da figura (Fig. 6.26).

| RN _ 5
< R N |

P l(t) Vi

e >

O

Figura 6.26: Circuito retificador basico com um diodo real modelado pelas resisténcias
direta e inversa.

No semi-ciclo positivo da fonte temos

i(t) = ﬁsen (wt), (6.8)
no semi-ciclo negativo
it) = Rfi sen (wt) (6.9)
e
vr(t) = Ri(t). (6.10)

Utilizando o processo grafico com a curva de transferéncia teremos a (Fig. 6.27)
Observe que a parte negativa nao desaparece completamente devido & pequena condugao
inversa. Temos que

4+ €0 + R
= — ﬁ e —
“ T R,YR TRy + R
e
e = vy, = i 5
O " R/ +R O "R/ +R°
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i
& 1/(R+R
(ampéres) [ I 0)

(volts)

Figura 6.27: Processo grafico de transferéncia da tensao de entrada e(t) para a corrente i(t)
no diodo.

Normalmente R; >> R de modo que v, ~ 0 Calculando a componente continua encon-
traremos
< vp >= LE—O<€—O, (6.11)
Rp+ R« T
ou seja, a resisténcia direta reduz o valor médio.

Observe que o valor médio é relativamente baixo (= 30%e) nos exemplos anteriores.
Podemos elevar o valor médio acrescentando um capacitor em paralelo com o resistor de
carga R. Tal capacitor armazenara energia durante a condugao do diodo e posteriormente
a fornecerd para o resistor durante o intervalo de tempo em que o diodo estiver cortado
(Fig. 6.28).

<i(y)>

Figura 6.28: Circuito béasico de retificacao com capacitor em paralelo com o resistor de
carga.

Com capacitancias elevadas consideremos que a reatancia capacitiva na freqiiéncia fun-
damental w seja suficientemente baixa quando comparada com a resisténcia R de modo
que a componente alternada da corrente i(t) atravesse o capacitor na sua totalidade, ou
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seja, pelo resistor passa praticamente apenas a componente continua dessa corrente. Como
consequéncia, a componente alternada da tensdo vg(t) é desprezivel quando comparada
com a componente continua. Nessa condigao, vgr(t) &< vg >= constante e nosso objetivo
é determinar esse valor.

Como

e(t) =vp(t) +vr(t) e vr(t) =< vg > (6.12)

teremos
vp(t) =€e(t)— <vgp >.

Chamemos atengao para o fato de estarmos considerando a tensdo vp(t) como a tensao
no diodo real (diodo ideal em série com Rp). Entrando na curva caracteristica do dipolo
diodo real , considerando £(t) = egcos(wt) e observando que essa tensao estd deslocada pelo
valor < vg > temos a (Fig. 6.29).

v,(volts) -6, 6, 0=t

0=ot
Figura 6.29: Transferéncia do sinal de tensao de entrada para corrente no diodo.
Vemos que s6 existird corrente no diodo no intervalo —6p a 6y que é menor que 7w
(20 < 7) ou seja, Oy < 7/2. Observando a figura vemos que
< wp >= gpcos (0y) (6.13)

mas c
<wvgp>=R<i> . <i>= Eocos (6o) . (6.14)

Da equagao (6.12) no intervalo de condugéo fica
gocos (wt) = egpcos (0) = vp(t)+ <vg >, wvp=Rpi

.epcos (0) = Rp i+ egcos (6p)

ou seja

. €o
i= By [cos (8) — cos (6p)] -
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O valor médio pode ser calculado diretamente

. 1 %0 €0 €0 0o
<i>= o . Ty [cos (8) — cos (8p)] dO = i Rp [sen () — Ocos (60)] ",
ou
<i>= [sen (0g) — bocos (6o)] -

TIUD

Substituindo a equagao (6.14) fica

EEocos (6p) =

WZ)D [sen (6p) — bopcos (0)]
TRp
7
A resolugao dessa equagao permite, em principio, determinar o valor de 6y. Essa equacao
é transcendente e s6 pode ser resolvida por métodos numéricos ou graficos mas, uma vez
determinado o valor de 6y, a equacdo (6.13) fornecerd o valor de < vg >.
Observe que Rp <« R =tan(fy) = 6y .. 0y = 0, isso significa que o capacitor é
carregado instantaneamente e mantém-se praticamente carregado (pois, por hipdtese, a
reatancia capacitiva é muito menor que a resisténcia de carga). Pela equagao (6.13) teremos

- tan (6g) — 0 = (6.15)

< wp >= gopcos (0) = &y, (6.16)

assim, a tensao média ¢ igual a tensao de pico da fonte e construimos entao o que se conhece
como “voltimetro de pico”.

Pela expressao de < vg > em funcao de 6y e 6y em funcao de R podemos verificar que
essa tensao depende do valor da resisténcia de carga R e, em outras palavras, da corrente
média < i > em R. A equacdo (6.15) mostra que o aumento da resisténcia de carga produz
uma diminuicao em 6y e o consequente aumento da tensao média.

Circuito real onde a reatancia capacitiva nao é muito menor que a resisténcia
de carga R

Na situagao anterior, haviamos feito a hipétese de que a capacitancia era suficientemete
elevada de modo que s6 existisse componente continua no resistor de carga. Isso é uma
situagao que s6 é realizdvel para resisténcia de carga muito elevada o que nao ocorre na
maioria das aplicagoes dos circuitos retificadores. Nesses casos nao podemos desprezar
a componente alternada frente & componente continua. Além disso, a andlise tedrica é
dificultada pela presenca da resisténcia direta do diodo Rp que impede a tensao no capacitor
acompanhar a tensao na fonte durante a conducao do diodo. Faremos a hipdtese que a
constante de tempo RpC seja suficientemente pequena quando comparada com 1/w de
modo que a tensao no capacitor acompanhe a tensao da fonte durante a condugao do diodo
na figura (Fig. 6.28).

Iniciando em ¢ = 0 com o capacitor descarregado, a medida que a tensao da fonte
e = ggpsen(wt) vai se elevando, o diodo entra em condugao e o capacitor comega a carregar-
se. Parte da corrente que atravessa o diodo dirige-se ao capacitor e outra parte dirige-se
ao resistor de carga. Durante a carga a tensao no capacitor segue a tensao da fonte,
ve = epsen(wt). Apds atingir a tensdo méaxima, €9, o capacitor comega a descarregar-se
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sobre o resistor de carga ao mesmo tempo em que a tensao da fonte diminui. Supondo
que a tensao da fonte diminua mais rapido do que a tensao no capacitor descarregando-se
sobre sobre o resistor, haverda um instante em que o diodo deixara de conduzir e a partir
desse ponto o capacitor descarrega-se exponencialmente sobre o resistor até que, no préximo
semi-ciclo positivo, a tensao da fonte volte a crescer e alcance o valor da tensao no capacitor.
Nesse momento, o diodo volta a conduzir e a tensao no capacitor segue a tensao da fonte
repetindo o processo a partir desse ponto (Fig. 6.30).

ot T 21 ot, ot, ot
—H >

L S— |
cond. corte cond.

Figura 6.30: Tensao no resistor de carga no retificador com capacitor em paralelo com esse
resistor de carga.

Durante a condugao do diodo a tensdo no capacitor (e no resistor de carga) vale ve =
eosen(wt) e a corrente no diodo serd
Ve d’l)c €0

ip = 7 +C il -t (wt) + wCepcos (wt) .

Essa corrente pode ser posta na forma
ip = igsen (wt + @)
onde
io = ¢€o % +w2C2% e ¢ = tan"* (WCR). (6.17)

O diodo parard de conduzir quando ip = 0, ou seja, quando
wti+¢=m wt1 = ™ — ¢ no primeiro ciclo.

Observe que um valor elevado de C produzird um pico elevado de corrente para um
dado valor de R. A figura (Fig. 6.31) mostra a corrente no diodo durante os intervalos
de condugao no primeiro e no segundo ciclo e corresponde a trechos de sendides nesses
intervalos. A equagao (6.17) mostra que a amplitude da corrente cresce com o aumento da
capacitancia e que o ponto onde comega o decaimento exponencial tende ao pico da tensao
na carga (/2 no primeiro ciclo). A partir de wt; o capacitor descarrega-se exponencialmente
até wty segundo a equagao

VR = Ae~ 7w para wt > wty
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ol T 2n ot, ot, ot
> >

L |
cond. corte cond.

Figura 6.31: Tensao no resistor de carga e corrente no diodo no retificador com capacitor
em paralelo.

onde A pode ser calculado a partir do valor da tensao inicial dada por egsen(wt) quando
t = t1. Teremos entao

t t
eosen (wty) = Ae” RO A = eosen (wi) e 7O
e a equacao da descarga fica

vR = €psen (wty) e en . (6.18)

O diodo voltara a conduzir quando a tensao da fonte, no préximo ciclo, se igualar a
tensao na descarga o que ocorrera em algum instante to. Esse tempo sera determinado pela
equacao

_(t—=ty)
gosen (wt) = gpsen (wty) e” RO
que nao tem solugao analitica podendo ser resolvida graficamente ou numericamente. Para
o produto RC (constante de tempo) com valor elevado a queda exponencial é muito suave
e wts tende a se aproximar de 57 /2.

6.3 Retificagao de ciclo completo

No circuito anterior (retificacdo de meio ciclo) observamos que a tensio de saida ainda possui
uma ondulagao relativamente alta. Essa ondulagao poderia ser reduzida com o aumento da
capacitancia elevando contudo o pico de corrente nos diodos. Pode-se reduzir drasticamente
a ondulagao utilizando-se a retificacao de ciclo completo que pode ser obtida por um arranjo
de dois diodos ligados ao secundario de um transformador com derivacao central ou por
uma, ponte retificadora com quatro diodos alimentada diretamente pela fonte de tensdo AC
(ou transformador simples). A ideia nessa retificagdo é aproveitar o semi-ciclo negativo da
tensao da fonte que nao foi utilizado na retificagao de meio ciclo.

No arranjo de dois diodos teremos a figura (Fig. 6.32) e no arranjo de quatro diodos
teremos a figura (Fig. 6.33). Em ambos estamos supondo que a tensdo £(t) seja senoidal
com amplitude &.
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Vi

R v g

ID,conduz D, conduz ot
D,conduz D,conduz

Figura 6.32: Retificagao de ciclo completo com transformador com derivagao central e dois
diodos.

D
o>
D
&) <3 R v
D |DleD3 D, e D, (012
3 conduzem conduzem

D,e D, D,e D,
conduzem conduzem

Figura 6.33: Retificacao de ciclo completo com ponte de diodos.

No primeiro circuito os diodos conduzem alternadamente. Durante o semi-ciclo positivo
de (t) o diodo D; conduz enquanto o diodo D permanece cortado e durante o semi-ciclo
negativo a situagao se inverte, Dy conduz enquanto o diodo D permanece cortado.

No segundo circuito os diodos conduzem e cortam aos pares. Durante o semi-ciclo
positivo de &(t) os diodos Dy e D3 conduzem enquanto os diodos Do e D4 permanecem
cortados e durante o semi-ciclo negativo a situagao se inverte, Dy e Dy conduzem enquanto
os diodos Dy e D3 permanecem cortados. Observe que a maneira com que os diodos estao
conectados ao resistor de carga garante que o sentido da corrente neste resistor serd sempre
0 mesmo nos dois semi-ciclos da fonte de tensao.

A ligacao de um capacitor em paralelo com o resistor de carga produzird um efeito
semelhante ao obtido no exemplo anterior com a diferenca que os diodos conduzirao alter-
nadamente e que a descarga exponencial do capacitor se dard em um intervalo de tempo
menor. Isso ocorrerda porque a tensao da fonte no semi-ciclo negativo aparece invertida
apds a retificacdo conforme podemos visualizar na figura (Fig. 6.34). O adngulo wt; ainda
é determinado pela mesma expressao do exemplo anterior e wts também nao pode ser de-
terminado analiticamente. A corrente maxima nos diodos também é dada pela mesma
expressao anterior.

Uma aproximagcao suficientemente boa para determinar o valor médio e a ondulagao
da tensao de saida consiste em considerar que, para uma capacitancia elevada, o inicio da
descarga ocorre no pico da sendide retificada (wt; = 7/2), que o decréscimo exponencial
pode ser aproximado por uma funcao linear e que o intervalo de tempo (t2 —t1) da descarga
exponencial vale aproximadamente T/2 (Fig. 6.35).
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Figura 6.34: Tensao no resistor de carga na retificacao de ciclo completo.

Figura 6.35: Ondulacao da tensao no resistor de carga na retificacao de ciclo completo.

Teremos A
Vs
<wp >=¢gp— %”le (6.19)
e a ondulagdo ou tensdo “ripple”, Av,ippie, pode ser calculada pelo decréscimo na carga do

capacitor que supostamente tem uma variagao linear no tempo,

T
Ag = CAvpippre € Ag =<1 > At =<1i> 3

entao T T )
<i> 5 = CAvripple Avripple =<1 > % =<1> 2f—C
Desse modo teremos
<i> :
370 <i>
<WVR >=€)— ——=€0— ——F~- 6.20
r 07 07 ufC (6.20)
E costume definir o “fator de ripple”ou fator de ondulagao como a relagao
Ao
fator de ripple:M
< VR >

e utilizé-lo como um indicativo da qualidade do processo de retificacao. A retificagao sera
tanto melhor quanto menor for esse fator.
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Para dimensionar uma fonte de tensdo (retificada) DC devemos partir da tensao DC
desejada, da maxima tensao de ripple admissivel e da corrente média que atravessard o
resistor de carga. Calcula-se entao o valor do capacitor necessario e a corrente de pico no
diodo. Especifica-se entao o diodo a partir da corrente maxima (pico) e da corrente média.

Deve-se considerar ainda uma queda de tensao de aproximadamente 0,75 V nos diodos
no caso de uso de um transformador com derivagao central ou de aproximadamente 1,50 V
no caso de uso de uma ponte de diodos. A amplitude da tensao na entrada do retificador
sera calculada como

<17 > i < VR >
=0,75+ < >4+ — <i>=——— 6.21
0 =07+ <wvp>+-mm, <i 7 (6.21)
ou ‘
<1 > i < VR >
1 E _ SR~ 22
€0 ,50+<UR>+4fC, <i> 7 (6.22)

a depender do circuito escolhido. Observe ainda que cada diodo opera ou conduz apenas
durante meio ciclo, momento em que ele dissipa uma certa quantidade de energia na re-
sisténcia direta, e esfria no préoximo meio ciclo. Assim, se a corrente média na carga for,
por exemplo, I ampéres, em cada diodo a corrente média serd I/2 ampéres.

No caso de uso de transformadores, a especificacao é feita pelos valores eficazes das
tensoes priméria e secunddria e pela corrente eficaz no secundério (que corresponde & cor-
rente média no resistor de carga).

6.4 Multiplicadores de tensao

Muitas vezes ocorre a necessidade de elevar o valor de uma tensao continua a partir de
uma tensao alternada sem fazer uso de um transformador. Isso pode ser obtido a partir
de um circuito simples conhecido com multiplicador de tensao. Esse circuito é baseado na
associagao de células bésicas cada uma composta por um diodo e um capacitor. Considere
uma fonte de tensao alternada senoidal € = eggsen(wt) que serd conectada a uma célula
bésica conforme a figura (Fig. 6.36).

célula basica

+
Tg ®

-—+
&

&)

—>+

Figura 6.36: Fonte de tensao e célula basica de um multiplicador de tensao.

No semi-ciclo positivo o diodo conduz e o capacitor carrega-se até o valor da amplitude da
tensao da fonte 9. No semi-ciclo negativo o diodo corta e o capacitor permanece carregado.
A tensdo na saida da célula serd entdo 1 = ggsen(wt) — g9 = ¢ (sen (wt) — 1). Veja que
essa tensao varia entre 0 e —2¢gq volts.
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Figura 6.37: Fonte de tensao, célula basica normal e refletida de um duplicador de tensao.

Acrescentemos agora mais uma célula bésica refletida no eixo horizontal, veja (Fig.
6.37).

A tensdo e1(t) carregard o capacitor até a tensdo 2¢p com a polaridade mostrada na
figura durante a condugao do diodo e nao podera descarregar-se através deste. A tensao na
saida, ea2(t) serd e2(t) = €1(t) + 2e9 = € (sen (wt) + 1). Observe que o capacitor superior
estd carregado com uma tensao 2gg, temos portanto um duplicador de tensao.

Acrescentemos agora mais uma célula basica normal, figura (Fig. 6.38).

\ L 2€, \ .
célula basica - +  célula basica

-—>+ célula basica -—p> +
& refletida 28,
3E, "

Figura 6.38: Triplicador de tensao.

A tensdo eo(t) carregard o capacitor até a tensdo 2¢p com a polaridade mostrada na
figura durante a condugao do diodo e nao poderd descarregar-se através deste. A tensao
na saida, e3(t) serd e3(t) = e2(t) — 269 = &o (sen (wt) — 1). Observe que os dois capacitores
inferiores estao conectados em série e a tensao total entre os extremos é 3e¢. Temos portanto
um triplicador de tensao.

Acrescentemos agora mais uma célula bésica refletida no eixo horizontal, figura (Fig.
6.39).

A tensdo e3(t) carregard o capacitor até a tensdo 2ey com a polaridade mostrada na
figura durante a condugao do diodo e nao poderd descarregar-se através deste. A tensao
na saida, e4(t) serd e4(t) = e3(t) + 2e¢ = €¢ (sen (wt) + 1). Observe que os dois capacitores
superiores estao conectados em série e a tensao total entre os extremos é 4e¢y. Temos
portanto um quadruplicador de tensao.

Esse processo pode continuar indefinidamente obtendo-se tensoes miltiplas da amplitude
da tensao da fonte nas associacoes em série dos capacitores. Observe que, com excessao do
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Figura 6.39: Quadruplicador de tensao.

primeiro capacitor, os capacitores deverao suportar pelo menos o dobro da amplitude da
tensao da fonte. Observe também que a tensao na saida da tltima célula excursiona ora de
0a—2V,orade0a +2YV a cada célula acrescentada. Como consequéncia todos os diodos
devem ser capazes de suportar uma tensao reversa de pelo menos o dobro da amplitude da
tensao da fonte.

A analise efetuada para o circuito multiplicador de tensdo nao levou em conta a presenca
de uma possivel “carga” conectada ao circuito. A andlise foi realizada na condicgao de circuito
aberto e os valores das tensoes calculados sé sao validos nessa condigao. A introdugao de
um resistor de carga produzird uma redugao nos valores médios das tensoes e introduzira
uma ondulagao ou ripple.

Apesar desses circuitos promoverem a elevagao da tensao, a capacidade de fornecimento
de corrente normalmente é pequena e estd vinculada aos valores das capacitancias utilizadas.
Observe que as tensoes sao obtidas como tensoes em uma associacao em série de capacitores
e a energia disponivel é aquela acumulada nos capacitores.
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