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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo principal apresentar a equivaléncia dual
entre a categoria DLat, dos reticulados distributivos, e as categorias Pries, dos espagos
Priestley, e Spec, dos espagos espectrais, por meio dos isomorfismos entre estas tltimas e
a categoria PStone, dos espacos pairwise Stone; também estabelecer a equivaléncia dual
de DLat com PStone, obtendo com isso uma alternativa para o isomorfismo de Cornish.
Estes isomorfismos e as equivaléncias duais entre as referidas categorias, possibilitaram
as descricoes duais de alguns conceitos algébricos importantes na Teoria de Reticulados,
como filtros e ideais de um reticulado. Por fim, como alternativa para a dualidade de

Esakia, sao apresentadas dualidades bitopolégicas para algebras de Heyting.

Palavras-chave: Espacos pairwise Stone; espacos Priestley; espagos espectrais; espacos

bitopologicos; espacos Esakia; dualidades; reticulados.



Abstract

This work aims to present the duality between the categories DLat of the dis-
tributive bounded lattices, and the categories Pries of the Priestley spaces and Spec of
the spectral spaces, using isomorphisms between the last mentioned categories and the
category PStone of the pairwise Stone spaces; also we establish the equivalence of DLat
and PStone, receiving so an alternative for the Cornish isomorphism. These isomor-
phisms and the equivalencies between the above mentioned categories, make it possible to
get dual descriptions of some important lattice theoretic notions, as filters and ideals of
a lattice. Finally, to propose an alternative to the Esakia duality are shown bitopological

dualities for Heyting algebras.

Keywords: Pairwise Stone spaces; Priestley  spaces; spectral  spaces;

bitopological spaces; Esakia spaces; dualities; lattices.
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Introducao

Em meados de 1930, M. H. Stone deu inicio a teoria da dualidade com seu tra-
balho inovador no qual ele estabeleceu uma equivaléncia dual entre a categoria Bool,
das algebras Booleanas e homomorfismos de algebras Booleanas, e a categoria Stone,
dos espagos compactos Hausdorff zero-dimensionais, chamados espacos Stone, e funcoes
continuas. Em 1937, o proprio Stone estendeu a referida dualidade para uma equivaléncia
dual entre as categorias DLat, dos reticulados distributivos e limitados e homomorfismos
de reticulados limitados, e Spec, dos espacos espectrais e funcoes espectrais.

Uma dualidade entre categorias arbitrarias nos da, em geral, uma caracterizacao
de objetos matematicos. No caso da dualidade de Stone, os reticulados distributivos sao
caracterizados através de certos espagos topologicos, os supracitados espacos espectrais.
Estes tltimos, entre outras coisas, sao espagos compactos T e generalizam os espagos de
Stone.

Em 1970, Priestley construiu uma outra categoria dual & DLat por meio de
“espacos Stone especialmente ordenados” — conhecidos como espacos Priestley — portanto,
mostrando que DLat ¢ também dualmente equivalente a categoria Pries dos espacos
Priestley e funcgoes continuas preservando ordem. Como resultado, temos que Pries e
Spec sao equivalentes. Mais ainda: em 1975, Cornish mostrou que Spec e Pries sao
1somorfas.

Dado um espago Priestley (X, 7, <), estao associadas a ele duas topologias natu-
rais: a topologia crescente, 71, consistindo dos abertos crescentes de (X, 7, <), e a topologia
decrescente, 7, consistindo dos abertos decrescentes de (X, 7, <). Dessa forma, (X, 7y, 1)
é um espaco bitopologico. Ademais, ambas as topologias 71 € 7, sa0 espectrais. A topolo-
gia Priestley, 7, de fato, é gerada pela uniao de 7 e 7, e 0 espaco espectral associado
com (X, 7, <) é obtido de (X, 71, 72) simplesmente esquecendo 7. Entao, a representagao
dos espacos Priestley — consequentemente, dos espacos espectrais — através dos espacos
bitopologicos é uma questao natural. De fato, Jung e Moshier demonstraram, em 2006,
que os reticulados distributivos podem ser representados por meio dos espagos bitopologi-
cos (cf.]JMO06]). Em 2008, G. e N. Bezhanishvili, D. Gabelaia, A. Kurz fizeram, em

[BBGK10|, uma axiomatizagao explicita da classe dos espagos bitopolégicos obtidos da

Vil



maneira descrita anteriormente — chamados por eles de espacos pairwise Stone — generali-
zando a defini¢ao dos espacos Stone para o contexto bitopolégico. Como espacos pairwise
Stone nos fornece uma maneira de se “mover” dos espacos Priestley para os espagos espec-
trais e vice-versa, o isomorfismo de Cornish para Pries e Spec pode ser estabelecido mais
naturalmente, primeiro mostrando que Pries é isomorfa & PStone dos espagos pairwise
Stone e funcoes bicontinuas, depois mostrando que PStone é isomorfa & Spec. A apre-
sentacao desse isomorfismo através dos espagos bitopologicos é o principal objetivo deste
trabalho. Vale ressaltar que os espacos pairwise Stone carregam a simetria presente nos
espagos Priestley (e reticulados distributivos) e oculta nos espagos espectrais.

Além disso, a prova de que DLat é dualmente equivalente & PStone é mais simples do
que as provas existentes da equivaléncia dual de DLat com Spec e Pries.

Os espacos Priestley sao mais utilizados na logica, visto que eles possuem uma
ordem e ordens sao importantes para a légica. Dessa forma, a dualidade de Priestley
se tornou comum entre logicos. Entao, mais dualidades para reticulados distributivos
tém sido realizadas em termos de espacos Priestley, como, por exemplo, a dualidade de
Esakia. Neste texto, mencionaremos apenas uma alternativa para a dualidade de Esakia
para algebras de Heyting, introduzindo as subcategorias de PStone e Spec, que sao
isomorfas a Esa dos espacos de Esakia e dualmente equivalentes & categoria Heyt das
algebras de Heyting. Em particular, esta dualidade de Esakia é interessante, pois a
logica intuicionista de Brouwer e Heyting pode ser representada através da sua algebra

de Lindebaum-Tarski, que neste caso é uma algebra de Heyting.



Capitulo 1

Nocoes de Topologia Geral, Teoria de

Reticulados e Categorias

No presente capitulo, serao apresentados resultados e defini¢coes relevantes para
o desenvolvimento deste trabalho. Por se tratar da construcao de dualidades categoriais
entre reticulados distributivos e espagos bitopologicos especiais, hem como da construcao
dos isomorfismos entre estes espacos bitopologicos, espacos topologicos especialmente or-
denados e espacos espectrais, é preciso ter em mente conceitos topologicos bésicos, bem
como expor parte da teoria das ordens e de reticulados, englobando os conceitos de reti-
culados distributivos, inclusive as dlgebras de Heyting. Por fim, serdao esclarecidas nogoes
bésicas categoriais.

Ao longo do texto, P(X) sera utilizado para denotar o conjunto das partes de
um dado conjunto X e A€, frequentemente, denotard o complementar do conjunto A.

Também, C' C; B significard que C' é um subconjunto finito de B.

1.1 Nocoes de Topologia Geral

Espacos topologicos estao presentes em quase todos os ramos da matematica,
sendo portanto uma ponte entre diversas teorias matematicas, como serd visto adiante.
Nesta secao sao descritos apenas os conceitos e propriedades, acerca de espacos topologi-
cos, que serao utilizados nas demonstracoes presentes neste trabalho e no entendimento do
mesmo, tais como bases e sub-bases, fechos e aderéncia, continuidade e homeomorfismos,
separacao e compacidade. As demonstracdes destas propriedades nao sao o foco deste

trabalho, portanto serdo omitidas. O leitor podera encontra-las em [AJPT].



Definigao 1.1.1. Um espago topoloégico ¢ um par (X, 7), onde X € um conjunto e T

€ uma colecao de subconjuntos de X satisfazendo as sequintes propriedades:
(i) O e X pertencem a T.
(17) A interse¢ao finita (nao-vazia) de elementos de T é um elemento de 7.

(1ii) A unido qualquer de elementos de T é um elemento de 7.

Neste caso, diz-se que 7 é uma topologia sobre X (ou que X estd munido da
topologia 7). Os elementos de X sdo chamados de pontos do espaco. Os elementos de
7 sao chamados de abertos de X. Quando estiver claro, no contexto, qual é a topologia
associada ao conjunto X em questao, denotar-se-4 o espaco topolégico apenas por X.

Como consequéncia da definicao de topologia tem-se que o conjunto vazio e o
espaco todo sao conjuntos abertos, a intersecdao finita de abertos é um aberto, bem como

a uniao qualquer de abertos.

Definicao 1.1.2. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Um subconjunto F de X é dito

fechado se, e somente se, X \ F' é um conjunto aberto.

Decorre das leis de De Morgan que o espaco todo e o conjunto vazio sao fechados,
a uniao finita de fechados é um conjunto fechado, bem como a intersecao qualquer de

fechados.

Definicao 1.1.3. Um subconjunto A de um espaco topoldgico X € dito aberto-fechado
se, e somente se, A e A° sao abertos de X.
Neste caso, A e A° sao fechados de X. Além disso, unido finita e intersegdo

finita de abertos-fechados é um conjunto aberto-fechado.

Exemplo 1.1.4. Os exemplos mais simples de topologias sao:

(1) Topologia discreta. Esta topologia é formada pela colecao de todos os subconjuntos
de um dado conjunto X, i.e., 7 := P(X). Diz-se entio que X estd munido da topologia

discreta ou que (X, T) é um espago topoldgico discreto.

(2) Topologia caoética. FEsta topologia é composta apenas pelo conjunto vazio e pelo

espaco todo, i.e., dado um conjunto X, 7:= {0, X}.

(3) Um exemplo conhecido de espaco topoldgico é a reta real munida da topologia
usual. Um subconjunto A deste espago serd aberto nesta topologia se, e somente se, para
cada ponto x de A existe um e > 0 tal que o intervalo aberto |x — e, x + €| estd contido

em A.

Nao é dificil verificar que, se (X, 7) é um espago topologico e Y é um subconjunto

de X, entao a familia O := {YNU|U € 7} forma uma topologia sobre Y. Define-se entao:



Definigao 1.1.5. Seja (X, 7) um espacgo topoldgico e Y um subconjunto de X. Se O =
{YNU|U €Y}, diz-se entao que (Y,O) é um subespaco de X e que O ¢ a topologia
induzida por X{( ou que O ¢ a topologia de subespaco).

1.1.1 Bases e sub-bases

Definicao 1.1.6. Seja (X, 7) um espago topoldgico. Uma cole¢cao B C 17 é uma base
para este espaco topoldogico se, e somente se, todo aberto de X pode ser escrito como a

unido de uma subcolecao de elementos de B, i.e., para todo V € 7, existe B’ C B tal que

V=U%.

O préximo resultado consiste de um método para saber quando uma dada colecao

de abertos de uma topologia ¢ uma base para o espacgo topologico em questao.

Proposicao 1.1.7. Sejam (X, 1) espaco topoldgico e B uma colecio de abertos de X.
Entao B é uma base da topologia T se e somente se, para todo aberto V e todo ponto x
de V, existe U € B tal que x € U C V.

Demonstracao: Seja B uma colecao de abertos de X. Suponha que ‘B é uma base da

topologia de X. Entdo, para todo aberto V de X, existe B’ C B tal que V = U B.
Be®
Logo, para todo z € V, existe U € B’ C B tal que x € U C U B, isto é, para

Be®
todo z € V, existe U € ‘B tal que x € U C V. Reciprocamente, seja U C X aberto.

Por hipoétese, para todo z € U existe B, € B tal que x € B, C U. Entao, fazendo
B = {B,|r € U}, tem-se que B’ CBelU =), .,B. =D

Conforme a proposi¢ao acima, os intervalos abertos descritos no Exemplo 1.1.4(3)

zelU

formam uma base para a topologia usual da reta.

Definicao 1.1.8. Seja B uma colecao de subconjuntos de uma conjunto X e seja B*
a colegao de todos os subconjuntos de X que sio unides de elementos de B (inclusive a
unido vazia). Se B* é uma topologia sobre X, entdo B* é chamada de topologia gerada

por B, ¢ B ¢ uma base para a topologia B*.

Nem sempre uma colecao de subconjuntos de um dado conjunto X gera uma
topologia. Um exemplo disto é a colegao B de todos os intervalos fechados [a, b], com
a < b, da reta real. De fato, a Proposicao 1.1.7 nos garante que 8* nao ¢ uma topologia
sobre R. Para ver isto, suponha que 8* seja uma topologia sobre R e fixe z € R. Entao
(2,2 4+ 1] e [z — 1, z] s@o abertos de B*. Logo, [z — 1,2] N [z,z + 1] = {z} é aberto, pois
¢ intersecao finita de abertos. Porém, para V := {z} e z € V nao existe um elemento de

B que contenha z e esteja contido em V. Isto gera uma contradigao.



Proposicao 1.1.9. Sejam X um conjunto e B uma colegcao de subconjuntos de X satis-

fazendo as sequintes propriedades:
(1) Para cada Vi, Vo € B e cada x € Vi NVy, existe V € B tal que x € V C Vi N Vs,

(2) Para cada x € X, existe U € B tal que x € U.
Entao, a colegao B*, formada pelas unioes de subcolegoes de B € uma topologia

sobre X e B é uma base para o espago topoldgico (X, B*).

Proposicao 1.1.10. Sejam X um conjunto e C uma colegao de subconjuntos de X. Entao

T := ({7 : 7 é topologia sobre X e C C 7} é uma topologia sobre X.
Demonstragao:
(i) E claro que §, X € 7.

(17) Seja V C 7 uma cole¢do qualquer. Vejamos que |JV € 7. Temos que V C 7, para
todo 7 topologia que contém C. Como 7 é topologia e V C 7, temos que |JV € T,
para todo 7 topologia contendo C. Logo, |JV € ({7 : 7 é topologia sobre X e
CCr}=T.

(77i) Seja ¥V C 7 uma cole¢do finita qualquer. Para verificar que [V pertence a 7,

aplica-se um raciocinio analogo ao utilizado em (i7).

Definicao 1.1.11. Seja X espaco topolégico e B C 7. Dizemos que B € uma sub-base

de X se o conjunto das intersegoes finitas de elementos de B forma uma base para X.

Definicao 1.1.12. Um espaco topoldgico X € dito zero-dimensional se, e somente se,

X possui uma base de conjuntos abertos-fechados.

Para um conjunto X, o exemplo mais simples de espaco topologico zero-dimensional

é (X,P(X)), ou seja, X com a topologia discreta.

1.1.2 Fechos e pontos aderentes

Defini¢ao 1.1.13. Seja (X, 7) espaco topoldgico. Um ponto x € A é dito um ponto
interior de A se existe V. € 7 tal que x € V C A. Ao conjunto dos pontos interiores

chama-se interior de A e denota-se por Int(A).

Nao é dificil verificar que um subconjunto A de um espaco topolégico X é aberto

se, e somente se, todos os seus pontos sao interiores, isto é, A = Int(A).

Definigao 1.1.14. Sejam (X, 1) espago topoldgico e A C X. Entao define-se o fecho do
conjunto A como a intersecio de todos os fechados que contém A. O fecho de A serd
denotado por C1(A) ou por A.



Conclui-se entao que, se ' é um conjunto fechado, entdo CI(F') = F.
Foi visto anteriormente que intersecao qualquer de subconjuntos fechados de um
espaco topologico, é um subconjunto fechado deste espaco. Segue entao, da definicao de

fecho, a seguinte proposicao:

Proposicao 1.1.15. Sejam X um espaco topologico e A C X. Entao:

(1) A € um conjunto fechado;

(ii) AC A; e

(iii) A € o menor fechado contendo A.

Defini¢ao 1.1.16. Sejam (X, 7) espaco topoldgico e A subconjunto de X.

(i) Sejax € X. Define-se por v, :={U € 7:x € U} o conjunto das vizinhangas abertas

do ponto x.
(i) = € X é ponto aderente a A se toda vizinhanga aberta U de x intersecta A.

A seguinte caracterizacao de fecho é muito ttil e relaciona fecho com pontos

aderentes:

Proposicao 1.1.17. Sejam X espaco topologico, A C X e B base de X. Sao equiva-

lentes:
(i) = € A.
(17) Todo aberto basico B € B, tal que x € B, intersecta A.
(1ii) Toda vizinhanga aberta de x intersecta A.

Corolario 1.1.18. O fecho de um conjunto A € o conjunto dos pontos aderentes de A.
Em stmbolos, A = {x € X : z é aderente a A}

1.1.3 Funcoes continuas e homeomorfismos

Definicao 1.1.19. Seja f : X — Y uma funcao entre espacos topologicos.

(1) f € continua se, e somente se, a imagem inversa de um aberto de Y é um aberto

de X.
(17) f € aberta se a imagem de todo subconjunto aberto de X € aberto em Y.
(1ii) f € fechada se a imagem de todo subconjunto fechado de X é fechado em Y.

(itv) Uma fun¢do continua é um homeomorfismo se ela é bijetiva e sua inversa € con-

tinua.



Observacao 1.1.20. Nao € dificil verificar que a composicao de fungoes continuas é uma
fungao continua. Consequentemente, a composi¢ao de homeomorfismos € um homeomor-

fismo.
Lema 1.1.21. Seja f : X — Y wma fun¢ao continua entre espagos topoldgicos. Se f é
bijetiva, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) f € um homeomorfismo. (2) f € fechada. (3) f € aberta.

A seguinte caracterizacao nos diz que, a fim de concluir que a funcao é continua,

é necessario testar a continuidade da mesma apenas para os abertos basicos, sendo muito

util em vérias demonstracoes.

Proposicao 1.1.22. Para uma funcao f de um espaco topoldgico X num espaco topoldgico
Y, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(1) a funcao f € continua;

(17) a imagem inversa de cada aberto em uma base B de Y € um aberto de X;

(131) a imagem inversa de cada fechado de Y é um fechado de X.

1.1.4 Axiomas de separacao

Definicao 1.1.23. Um espaco topolégico X é

(1) Ty, se para cada dois pontos x, y € X distintos, existe um aberto que contém apenas

um desses pontos.

(17) Ty, se para cada dois pontos x, y € X distintos, existe um aberto que contém x e nao

contém y e um aberto que contém y e nao contém x.

(1ii) Ty, ou Hausdorff, se para cada par de pontos distintos x, y € X, existem abertos U
e VitasisquexeU,yeVeUNV =0.

(1v) T3, se para cada v € X e cada fechado F C X tal que x € F existem abertos disjuntos

U contendo x ¢V contendo F.

(v) Ty, se para cada par de fechados disjuntos, F' e G, existem abertos disjuntos, U e V,

contendo F e G, respectivamente.
Observacao 1.1.24. E imediato da definicio que Ty = Ty = T
A proposicao seguinte fornece uma caracterizacao de espacos Tp.

Proposicao 1.1.25. Um espago topologico X € Ty se, e somente se, m #+ @, sempre
que T # .



1.1.5 Compacidade

Definicao 1.1.26. Sejam X um espaco topoldgico e A C X um subespago de X. Seja C

uma familia de subconjuntos de X.

i) Dizemos que C é uma cobertura de X (ou um recobrimento de X) se X =|JC.
i1) Dizemos que C é cobertura aberta se seus elementos sio abertos de X.

(
(
(i1i) Dizemos que uma subfamilia C' C C é uma subcobertura de C se | JC' = X

(tv) Dizemos que C € uma cobertura finita se C é uma cobertura contendo apenas um

numero finito de elementos.

(v) Dizemos que uma colegdo de abertos C cobre A se A C|JC.

Definicao 1.1.27. Um espaco topoldgico X é compacto se e somente se, toda cobertura

aberta de X possui uma subcobertura finita.

Teorema 1.1.28. Um subespaco A C X € compacto se e somente se, toda familia de

abertos de X que cobre A possui uma subfamilia finita que cobre A.

Observe que, se X é um espaco topologico, entao a uniao finita de subconjuntos

compactos de X é um subconjunto compacto de X.
Teorema 1.1.29. Todo subespaco fechado de um espaco compacto é compacto.

Lema 1.1.30. Seja X um espaco topologico e B uma base de X. Entao X é compacto

se, e somente se, cada cobertura aberta C C B possui um sub-recobrimento finito.

-

Lema 1.1.31. (Alezander) Seja X um espago topoldgico e B uma sub-base de X. X é
compacto se, e somente, todo recobrimento aberto de X, cujos elementos pertencem a ‘B,

admite um sub-recobrimento finito.

Definigao 1.1.32. Dizemos que uma familia § = {F, : s € S} tem a propriedade da

intersecao finita (pif) se, para cada S" C S finito, ﬂ Fy € um conjunto nao vazio.
ses’!

O teorema a seguir é muito 1til e fornece uma caracterizacao de espagos com-

pactos.

Teorema 1.1.33. Um espaco X € compacto se, e somente se, toda familia de conjuntos

fechados com a pif tem intersecdo nao vazia.

Teorema 1.1.34. Todo subespaco compacto de um espaco Hausdorff é fechado.



1.2 Ordens

O conceito de ordem esta presente nao s6 na Matematica, como também em nosso
cotidiano, sempre que fazemos comparacoes. Na Matematica, frequentemente compara-
mos objetos, como por exemplo elementos de um dado conjunto (“x é menor do que y”),
que podem ser conjuntos, inclusive (“A esta contido em B”). Por ser um assunto muito
amplo e envolver diversos objetos matematicos, a Teoria das Ordens foi formalizada e
desenvolvida e possui aplicacoes em diversas areas, especialmente na Teoria de Reticula-
dos e na Logica. Nesta secao estao presentes apenas conceitos basicos desta Teoria das

Ordens. Um estudo mais aprofundado sobre ordens pode ser visto em [DP92].

1.2.1 Conceitos basicos sobre ordens

Definicao 1.2.1. Seja L um conjunto. Uma relagao bindria, <, em L é uma pré-ordem

em L se, e somente se, para todos a,b,c € L tem-se
(1) a < a (reflexividade);
(i1) a <b e b<c = a<c (transitividade).
Uma pré-ordem < em L que satisfaz, para todos a,b € L:
(i1i) a <b e b<a = a=> (antisimetria),
¢ chamada ordem parcial em L. Diz-se entao que (L, <) é um conjunto parcialmente

ordenado.

Uma ordem parcial < em L é dita linear se todos os elementos de L podem ser
comparados por esta ordem, ou seja, se para a,b € L vale a < bou b < a.
Exemplo 1.2.2.
(a) A divisao,| , em Z* € uma pré-ordem, pois:
(1) ala;
(17) alb e blc = alc.
E claro que esta ordem ndo é antisimétrica.
(b) (N, <) € um conjunto parcialmente ordenado, pois para a relagio < usual em N valem
reflezividade, transitividade e antisimetria.
(¢) Seja (X,7) um espacgo topoldgico. E ficil ver que (T,C) é um conjunto parcialmente
ordenado. Posteriormente, serd visto que T € uma dlgebra de Heyting.

(d) Seja X um conjunto. FEntdo, a ordem dada pela inclusao em P(X) é uma ordem

parcial.



Para (L, <) conjunto parcialmente ordenado, 1 (ou T) e 0 (ou L) sempre

denotarao max L e min L (quando existirem), respectivamente.

Observacao 1.2.3. Seja (L, <) um conjunto parcialmente ordenado. E fdcil ver que
(L, <°) também € um conjunto parcialmente ordenado , onde
Ve,ye L, x <Py sse y <.

Seja agora v uma afirmacao formulada na linguagem das ordens. A afirmacao dual de
W, Y, € dada por 1, apenas substituindo cada ocorréncia de < por >.

O principio da dualidade proclama o sequinte: Seja ¢ uma afirmacao formulada na lin-
guagem das ordens parciais e vdlida em qualquer conjunto parcialmente ordenado, entao
a afirmacao dual, Y°P, também € vdlida em qualquer conjunto parcialmente ordenado.
Em sequida serd feito uso constante deste simples principio, sem muitas explicacoes adi-
cionais. Vale ressaltar que sua demonstracao pode ser feita por Inducao na Complexidade

das Formulas.

1.2.2 Conjuntos crescentes e decrescentes

Para (X, <) um conjunto pré-ordenado (i.e., < uma pré-ordem) e U um subcon-

junto de X, denotar-se-a:

U :={zxeX|yelU(y<x)}
WU ={zeX|FyeU(x <y}

Definigao 1.2.4. Seja (X, <) um conjunto parcialmente ordenado e U um subconjunto

de X.
(1) Diz-se que U é crescente se, e somente se, U =TU.

(17) Diz-se que U € decrescente se, e somente se, U =|U.

Para {b} C X, sera utilizada a notagao 7b (] b) ao invés de T {b} (respectivamente,
L{0}).

Observe que U CTU e U C| U valem sempre. Dessa forma, para mostrar que um
dado conjunto é crescente ou decrescente, é preciso verificar apenas uma inclusao.

Considerando a reta real com a ordem < usual, como exemplos de conjuntos
crescente e decrescente tem-se os subconjuntos RT, dos niimeros reais nao-negativos, e

R~, dos nimeros reais nao-positivos, respectivamente.

Fato 1.2.5. Sejam (X, <) conjunto pré-ordenado e A =1 A. Entao

X\NTA=L(X\T4)=] (X\A).
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Em particular, se (X, <) for ordem parcial, tem-se que o complementar de um subconjunto

crescente de X € um subconjunto decrescente de X e vice-versa.

Prova:

Seja U C X crescente, i.e., U =1 U. Sera mostrado que X\ TU =| (X\ T U).
Como sempre vale A C| A, para todo A C X, tem-se que X\ TU C|(X\ TU). Vejamos
a outra inclusdo. Seja x €| (X\ T U). Logo, existe z € X\ TU tal que x < z. Portanto,
x €7 U, caso contréario, por definigdo, z €1 U. Assim, z € X\ T U. Dessa forma,
X\ TU) € X\ 10

Proposicao 1.2.6. Seja (X, <) conjunto parcialmente ordenado. Entao,

(1) unidgo de subconjuntos crescentes (decrescentes) de X é um subconjunto crescente (re-

spectivamente, decrescente) de X ;

(17) interse¢ao de subconjuntos crescentes (decrescentes) de X é um subconjunto crescente

(respectivamente, decrescente) de X .
Prova:

(1) Seja {U;}icr familia de subconjuntos crescentes de X.

xETUUi:>EIyEUUitalqueygx:Elje[talqueyereygx:>:v€Uj,
iel iel
pois U; é crescente = x € UU" :>TUU1- C UUi
iel iel iel

Portanto U U, =1 U U,.

icl il

(17) Este item é demonstrado de forma analoga ao anterior.

Para um conjunto parcialmente ordenado (X, 7), nao é dificil mostrar que a apli-

cacdo T: P(X) — P(X), A —1T A, satisfaz os axiomas de Tarski listados a seguir:
(i) ACTA
(1) ACB=1ACTB;

(iid) 11 A =T1A.

O mesmo é valido para |: P(X) — P(X). Sendo assim, T,| sdo operadores
de Tarski. Consequentemente, as colecoes {A C X : A =T A} e {AC X : A=|A}
sao [ —estruturas (veja [DP92]). O item (i) da proposi¢do acima é uma consequéncia

imediata deste fato.
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1.2.3 Funcoes que preservam ordem

Uma nogao conhecida de fungao que preserva ordem ¢ a de fun¢ao mondtona real,

f iR — R. Generalizando este conceito para uma ordem parcial qualquer, tem-se:

Definigao 1.2.7. Sejam (X, <) e (Y, <') ordens parciais. Diz-se que uma fun¢ao
f: X — Y preserva ordem se, ¢ somente se, Vr,y € X [(z <y) — (f(x) <" f(y))].

Proposicao 1.2.8. A composicao de fung¢oes que preservam ordem € definida de maneira

usual e novamente é uma funcao preservando ordem.

Demonstragao:

Sejam (X, <), (Y, <), (Z,<") conjuntos parcialmente ordenados e f: X — Y,
g:Y — Z funcoes preservando as respectivas ordens. Vejamos que h := g o f preserva
ordem. Sejam x,y € X tais que x < y. Como f preserva ordem, tem-se que f(x) <" f(y).
Visto que g também preserva ordem, tem-se que h(z) = g(f(z)) <" g(f(y)) = h(y), i.e.,
h(z) <" h(y). Portanto h : X — Z preserva ordem.

A proposicao seguinte caracteriza fungoes que preservam ordem através de sub-

conjuntos crescentes e decrescentes.

Proposicao 1.2.9. Sejam (X, <) e (Y, <) ordens parciais. Uma funcio f: X — Y
preserva ordem se, e somente se, a imagem inversa de um subconjunto crescente de Y
¢ um subconjunto crescente de X, wvalendo a mesma propriedade para um subconjunto

decrescente de Y.

Prova:  Sera verificado apenas o caso crescente, sendo o decrescente decorrente do

Principio da Dualidade.

(=): Seja U C Y crescente. Seja x €] f~1(U), entao existe y € f~1(U) tal que y < z.
Assim, f(y) € U e f(y) <" f(z), pois f preserva ordem. Como U é crescente,
f(x) € U. Logo, x € f~Y(U). Portanto, T f~1(U) C f~1(U).

(<) : Sejam z,y € X tais que x < y. Como T f(x) é crescente em Y, tem-se que
F7Y7 f(x)) € crescente em X, por hipotese. Em particular, z € f~(] f(z)) e como

x <y, tem-se que y € f~'(T f(x)). Logo, f(y) €1 f(x), ie, f(x) <" f(y). Portanto,
f preserva ordem.
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1.2.4 Cotas e conjuntos direcionados

Definigao 1.2.10. Sejam (L, <) um conjunto parcialmente ordenado, S um subconjunto

de L e a,b elementos de L.

(1) a é uma cota superior (inferior) para S se Vs € S, s < a (respectivamente,
a<s).

O conjunto das cotas superiores (inferiores) para S € denotado por S~ (respecti-

vamente, S7):

ST={rel :Vsebf, (s<ux)}
ST ={xelL :VseS (zr<s)}

Quando S = {b}, denota-se:

b ={zel :b<uzx}

b ={zeLlL : x<b}
(i1) a é a menor cota superior ou supremo de S se a =min S~ ;

supS, \/ S ou \/s,

seS

denotam o supremo de S em L (quando ele existe).

(i1i) a € a maior cota inferior ou tnfimo de S se a = max S ;

infS, NS ou /\S,

ses

denotam o infimo de S em L (quando ele existe).
Observe que b~ =Tbe b= =]b.

Definigao 1.2.11. Seja S um subconjunto nao-vazio de wm conjunto parcialmente orde-
nado L.

(i) S € dirigido para cima (ou directonado para cima) se
VYa,be S, dceS tal quea <ceb<c.
(17) S € dirigido para bairo (ou direcionado para baixo) se

Ya,be S, dceS tal que c < a e c <b.
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1.3 Reticulados

A Teoria de Reticulados é muito utilizada nas logicas Cléassica e Intuicionista, por
exemplo, em que cada um destes segmentos tem um correspondente reticulado como mo-
delo. Tais reticulados sao determinados através da construcao das algebras de Lindebaum-
Tarski em cada caso. Por exemplo, as dlgebras de Lindebaum-Tarski das logicas Cléssica e
Intuicionista resultam em algebra de Boole e algebra de Heyting, respectivamente. Estas
algebras sao reticulados distributivos especiais e serao definidas posteriormente. Sendo as-
sim, determinar equivaléncias duais envolvendo reticulados distributivos nos fornece mais

ferramentas para atacar problemas na Légica Matematica, por exemplo.

Definicao 1.3.1. Seja (L, <) um conjunto parcialmente ordenado.

(a) Diz-se que L é um reticulado se, e somente se, Vr,y € L, N{z,y} e \[{z,y} existem

em L.

(b) Um subreticulado de L é um subconjunto P de L tal que, Vz,y € P,\/{z,y} e N{z,y},
calculados em L, estao em P. Portanto, \/{x,y} e N{z,y} existem em P e sao idénticos

aos sup e inf tomados em L.
(¢) L é um reticulado limitado se, e somente se, L, T € L.
(d) L € um reticulado completo se, e somente se, VS C L, \/ S e \'S existem em L.

Para L reticulado ¢ x,y € L, x Ay e x V y denotardao o A{z,y} e V/{z, vy},

respectivamente.

Fato 1.3.2. Para (L, <) um conjunto parcialmente ordenado, tem-se NO =T e\/ ) = L,

quando existirem.

Prova: Seja ¢ = \0. Entdo, ¢ é a maior cota inferior para o conjunto vazio, isto €,
para todo x € (), ¢ < x e se existir d € L tal que d < z, Vo € (), entao d < c. Mas,
“d <z, Vrel” vale para todo de€ L, por vacuidade. Logo, d < ¢, Vd€ L. Portanto, ¢ € o
mdzimo de L, ou seja, c = T.

Analogamente mostra-se que \/ ) = L.
Pode-se inferir de 1.3.2 que todo reticulado completo é limitado.

Exemplo 1.3.3. Seja (X, T) espago topoldgico. Considere em T a ordem dada pela in-
clusao. Entao (1,C) é uma ordem parcial. Além disso, T e L em 7 sao X e (), respecti-

vamente. Para SCr, € fdcil ver que

AS =int(NS) e\ S =S,
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sao os supremo e infimo de S em 1. Dessa forma, tem-se que T, com as definicoes de
infimo e supremo acima, € um reticulado completo, pois para todo S C 7, NS €T e
\V Ser, visto que int(()S) e JS sao abertos.

Observe que, se S é um subconjunto finito de 7, int((S) = ()9S, visto que

intersegao finita de abertos é aberto. Dessa forma, A S =S em 7.

Definicao 1.3.4. Um reticulado L é distributivo se satisfaz as sequintes condicoes:
A, V] : Para todos x, y, z€L, x A (yV z) = (x Ay) V (z A 2).

[V, Al : Para todos z, y, z€L, xV (yANz)=(zVy)A(zVz).

Observacao 1.3.5. Pelo Principio da Dualidade, nao é dificil ver que [N, V] e [V, A da
dltima definicao sao equivalentes. Assim, para um reticulado ser distributivo, basta valer

uma das condicoes de 1.5.4.

-

Exemplo 1.3.6. Se X é um espaco topoldgico, o reticulado dos abertos de X, Q(X), é
um reticulado distributivo. Jd foi visto que QX)) é reticulado, no Exemplo 1.8.3. Tendo

em vista 1.3.5, basta provar, para A, B, C' em Q(X) , que vale [\, V]:

ANBVC) =int(AN(BUC)) = An(BUCQ), pois a intersecdo finita de conjun-
tos abertos é um aberto. Por motivos andlogos, (AN B)V (ANC) = int((AN B)) U
int((ANC))) = (AN B)U(ANC). Dessa forma, verificar [\, V] equivale a provar que
AN(BUC)=(ANB)U(ANCQC), que é de facil verificacao.

Definicdo 1.3.7. Se L e K sao reticulados, um homomorfismo, L - K, é uma funcao

tal que, para todo x,y € L,

flavy) = fl@x)V fly) e flxny) = flx)Afly)

Observacao 1.3.8. Caso L e K sejam reticulados limitados, um morfismo f: L — K

satisfizendo a segquinte condicao:

é chamado de {0, 1} — homomor fismo.
Neste texto, em se tratando de reticulados limitados, os homomorfismos serdo

sempre considerados {0,1} — homomorfismos.
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1.3.1 Filtros e Ideais

O estudo de filtros e ideais de um reticulado é muito 1til na construcao dos espacos
topologicos duais a um reticulado distributivo, como por exemplo os espacos Priestley e
espectrais. O Teorema de Stone e Birkhoff para filtros primos (consequentemente ideais
primos) constitui uma importante ferramenta utilizada em diversas demonstragoes que
envolvem Teoria de Reticulados.

Doravante, salvo mencao em contrério, os reticulados serao considerados limita-

dos.

Defini¢ao 1.3.9. Seja S # 0 um subconjunto de um reticulado L.
(a) Dizemos que S é um filtro em L se, e somente se,

[Fil] Va,beL (aeSea<b=beS);

[Fi2] a,beS = aNbeS.

(b) Dizemos que S é um ideal em L se, e somente se, valem as afirmagoes duais de [Fil]
e [Fi2].
Observacao 1.3.10.

(1) A partir das defini¢gdes acima, pode-se inferir que {T} € um filtro trivial, contido em

todo filtro, bem como {L} é um ideal trivial, contido em todo ideal.

(2) Um filtro (ideal) F C L € proprio se ' # L. Nota-se que um filtro (ideal) é proprio

se, e somente se, nao contém L (respectivamente, T ).

(3) Um ideal (filtro) €, em particular, um conjunto direcionado para cima (respectivamente,

para baizo).

Exemplo 1.3.11.
(1) Seja (X, ) espago topoldgico. Entio v, ={U € 7:x € U} € um filtro em 7, chamado

o filtro das vizinhancas abertas de x em X. Vejamos que v, €, de fato, um filtro:

[Fil] Sejam V,W €v,. Entdo, x€V NW, que é um conjunto aberto. Logo, xteV NW =
int(VNW) =V AW. Portanto VANW €v,.

[Fi2] Sejam V,\W e Q(X), com Vev, eV CW. Logo, rteW e Wew,.
(2) Para L reticulado e be L, € facil ver que b= =1b € filtro e b~ =|b € ideal.

Infere-se de 1.3.10 que | b é direcionado para cima e que Tb é direcionado para

baixo.

Lema 1.3.12. Se L é um reticulado, a interse¢ao de uma familia de filtros (ideais) em

L é um filtro (respectivamente, ideal) em L.
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A demonstracao desse resultado é simples, portanto sera omitida.

Definicao 1.3.13. Sejam L um reticulado e S um subconjunto de L. O filtro gerado
por S, §(S), € definido como

f(S):ﬂ{FgL: F é um filtro e S C F'}
Analogamente, o ideal gerado por S, i(S), é dado por:
i(S)=(WICL:1IéumidealeSCI}.

Note que f(0) ={T} ei(0) = {L}.

O resultado seguinte ¢ uma ferramenta muito atil para trabalhar com filtros e
ideais gerados, visto que nos fornece uma forma explicita para os conjuntos f(.5) e i(.9),

alem de relacionar filtros (ideais) proprios gerados e a propriedade da intersecdo finita.
Lema 1.3.14. Sejam L um reticulado e S um subconjunto de L. com a notacao acima,
(a) f(S)={x € L: existe um D Cy S, tal que x > \ D}
(b) i(S) ={z € L: existe um D C; S, tal que x <\/ D}.
(c) Sao equivalentes:

(1) §(.S) é um filtro prdprio.

(2) Se D C; S, entao \ D # L. Nesse caso, diz-se que §(S) possui a propriedade

da intersegao finita (pif).
Demonstracgao:

(a) Seja A := {x € L : existe um D C; S, tal que x > AD}. Como D C; S e
S C F, tem-se \ D € F, pois F ¢é filtro e portanto fechado por inf, calculado em
subconjuntos finitos de F'. Como = € A implica em x > A D, A D € F e F ¢ filtro,
tem-se que x € F'. Portanto, A C F, VFthalqueSgFiAgﬂ{FgL: F
é um filtroe S C F'} = §(S). Como §(S) é o menor filtro contendo S, para ver que a

igualdade acima (em (a)) é verdadeira, é suficiente mostrar que A é filtro contendo

S.

[Fil] Sejam z,y € L com z € A, tais que x <y. Como z € A, 3D C; S, tal que
x> A\D. Mas,z <y=y>A\D=ycA

[Fi2] Sejam z,y € A. Temos que © > ADy ey > ANDy = ANy > (AD1) A

(A D2), pois x Ay é a maior cota inferior de {x,y}. Nao ¢ dificil verificar que
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(AD1) A(A\Dz2) = AN(Dy U Dsy). Sendo assim, basta considerar D := Dy U Dy e
entao x Ay€A.

Falta ver que S C A. Sejam x €S e D = {z}. E claro que D CySex>AD.
Logo, x € A.
O item (b) é consequéncia do Principio da Dualidade . O item (c¢) ¢ trivial.

A versdo do item (c¢) com i(S) e \/ D, para D C; S, também ¢é valida, pelo
Principio da Dualidade.

Note que, para L reticulado e b€ L, T b ( | b) é o filtro (respectivamente, ideal)
gerado por {b}.

Lema 1.3.15. Seja L —5 K um morfismo de reticulados. Se F é um filtro em K, entdo
fH(F) é um filtro em L, que é préprio se F é proprio em K.

Prova: [ facil verificar que f~'(F) é, de fato, um filtro em L. Agora, note que
1 € f7YF) implica em f(1)= LeF.

Os conceitos de filtros e ideais primos sao dos mais importantes dentro da Teoria
de Reticulados e os resultados envolvendo tais conceitos sao aplicados em Lobgica, em
Topologia Conjuntistica, na construcao de dualidades categoriais, entre outros.

Definicao 1.3.16. Seja L um reticulado distributivo.

(a) Um filtro préprio A é primo se, e somente se, para todos x,y€ L,
rVyeA= €A ouyecA.

(b) Um ideal A € primo se, e somente se, para todos x,y€ L,
rNyeA=zx€A ouyecA.

(¢) Um filtro (ideal) priprio A é mazimal se, e somente se, para todo filtro (respectiva-
mente, ideal) proprio G, AC G = A=G.

O resultado abaixo nos diz que ultrafiltros (i.e., filtros maximais) sdo, em parti-
cular, filtros primos.
Lema 1.3.17. Sejam L e K reticulados distributivos.
(a) Todo filtro mazimal em L € primo.
(b) Se L —Ls K ¢ um homomorfismo, entdo a imagem inversa de um fillro primo é um

filtro primo.

Demonstracgao:
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a) Seja F' C L um filtro maximal com (zVy) € F. Considere os conjuntos S = FU{z}
e T = FU{y}. Note que se S ou T tem a pif, entdo eles geram um filtro proprio
contendo F'. Visto que F' ¢ maximal, obrigatoriamente tem-se que z € F' ou y € F..
Supondo entao que ambos, S e T', nao tem a pif. Pode-se selecionar s, sg, ..., S, €

ty,ts9,...,t,, em F tais que
s AN si=L=yANN~L t,

Visto que F' é um filtro, F' é fechado por infimo calculado em subconjuntos finitos
de F', e entao as equacgoes acima sao equivalentes a existéncia de z,w € F' tais que
rAz=_1=yAw. Dessa forma, visto que (z Aw) e (x V y) pertencem a F, segue

da distributividade do reticulado que
(xVy A(zAw)= L.

Uma contradigao, ja que F' é um filtro proprio.

b) Por 1.3.15, a imagem inversa de um filtro proprio é um filtro proprio. Seja F' primo
em K. Se x,y€ L sao tais que xVy € f~1(F), entao f(xVy) = fzV fyeF, e entdo
frxeF ou fyeF. Portanto, z€ f~Y(F) ou ye f~1(F), e f~(F) & primo em L.

O Teorema da Separacao de Stone e Birkhoff, como foi dito anteriormente, é uma
importante ferramenta para a Teoria de Reticulados. Vale ressaltar que tal teoria abrange
muitos objetos mateméaticos — dado um espaco topologico, sua topologia, ordenada pela
inclusao, é um reticulado; o conjunto das partes de um dado conjunto, ordenado pela
inclusdo, é um reticulado; a reta real, ordenada por < usual, ¢ um reticulado (relembre

que todo subconjunto ndo-vazio e limitado da reta possui infimo e supremo); etc.

Teorema 1.3.18. (M. Stone e G. Birkhoff) Seja L um reticulado distributivo. Sejam F
um filtro em L e S um subconjunto de L, dirigido para cima , tais que F NS = 0. Entdo
existe um filtro primo P em L tal que F C P e PN S = (.

Prova: SejaV ={G C L: G éum filtro, F C G e GNS = 0}, ordenado pela inclusao.

Aplicando o Lema de Zorn para V, mostra-se que este possui um elemento maximal P.

Afirmacao: P é filtro primo em L.
Supondo que, para z,y € L tais que t Vye P,z ¢ P ey ¢ P, tem-se que os filtros gerados

por PU{z} e PU{y} contém P propriamente e entdo tém interse¢do ndo-vazia com S

(caso contrario, P nao seria maximal em V). Portanto, existem z,t€ P e u,v € S tais que

(xAt)<u e (yAz) <o



19

Como S é direcionado para cima, Jw € S tal que u,v < w. Como (t A z) € P, segue-se que
(xVy)ANzAt) <(zAt)V(yAz) < (uVv) <w.
Como (zVy)A(zAt) <w, wePNS. Absurdo, pois PN S = (.

O resultado acima nos diz, em particular, que todo filtro (ideal) proprio de um
reticulado distributivo pode ser estendido a um filtro (ideal) primo. De fato, se F C L
é um filtro proprio, entao existe um elemento a do reticulado L que nao pertence a F.
Sendo assim, | a é dirigido para cima e tem intersecao vazia com F'. Aplicando-se 1.3.18,
I pode ser estendido a um filtro primo.

A demonstracao de 1.3.17(a) poderia ser feita da maneira descrita acima. De
fato, dado um filtro maximal, M, ele pode ser estendido a um filtro primo, P. Como M

é maximal e M C P, com P filtro proprio, tem-se M = P.

1.3.2 Reticulados distributivos especiais

Serao descritos abaixo dois tipos especiais de reticulados distributivos. Tais re-
ticulados sao as ja citadas algebras de Boole e de Heyting e tem destaque nas logicas
Classica e Intuicionista, respectivamente, pois constituem modelos para as mesmas.
Estas algebras também sao utilizadas na Teoria de Representagao, visto que sao duais aos
espacos Stone e Esakia, respectivamente.

Vale ressaltar que, numa algebra Booleana, filtros primos e filtros maximais sao

0 mesmo objeto.

Definicao 1.3.19. Seja L um reticulado distributivo. Um elemento be L é dito comple-

mentado ou aberto-fechado se, e somente se, o sistema

T ANb=_1
zVb=T

tem alguma solucdo em L. Seque da distributividade de L que esta solucdo, sempre que
existir, € unica.

A solugao deste sistema € denotada por —b e chamada o complementar de b
em L.
Uma dlgebra Booleana é um reticulado distributivo no qual todo elemento é comple-

mentado.

Um exemplo simples de algebra de Boole é ( P(X), C ), para algum conjunto X.

Uma algebra de Boole é dita completa se ela for um reticulado completo.
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Defini¢ao 1.3.20. Uma dlgebra de Heyting (aH), H, é um reticulado tal que, para
todos x,y€eH,

mar{zeH : 2z Nz <y}
existe em H. Esse elemento de H é denotado por x — y. Nao € dificil verificar que uma
aH, H, satisfaz, para todos x,y,z€H, adjun¢ao:
[ad] x Az <y se, e somente se, z < (x — y)

E possivel mostrar que um reticulado com implicacao, satisfazendo a adjuncao, é

distributivo. Assim, uma algebra de Heyting é sempre distributiva.

Exemplo 1.3.21.

(a) A dlgebra dos abertos de um espago topoldgico T, constitui um dos exemplos funda-

mentais de dlgebras de Heyting. A operacdo — € dada por
U—-V:i=int(T'\U)UV.

De fato, sabe-se que QUT), ordenado pela inclusio, é um reticulado distributivo, com
L =0eT =T. Utilizando algumas propriedades topoldgicas, nao é dificil mostrar que

Q(T) satisfaz também [ad], logo é uma aH.

(b) Seja X um conjunto e considere o conjunto das partes de X, P(X). Entao, (P(X);C)
também tem estrutura de dlgebra de Heyting, onde para A, B C X, define-se

A— B:=(X\A)UB.

(¢) Seja B uma aB. Definindo a — b := —a Vb, nao € dificil ver que B €é uma aH. A

reciproca nao vale.

(d) Uma ordem linear limitada € uma dlgebra de Heyting, porém ndo é uma dlgebra de
Boole. Para uma ordem linear limitada (L, <), se x,y € L, entdo v <y ouy < z. Se
xr <y, entao x — y = T, pois para todo z € L, tem-se zNx < x <y. Sey < x, entao
para todo z € L tal que z > x, tem-se que z ANx = x. Como y < x, tem-se que nenhum
z > x pode ser v — y. Também, se y < z < x, entdo v ANz = z > y. Sendo assim,

max{z € LIz Nz <y} =y, caso y < x.

Uma &lgebra de Heyting, H, é dita completa (denotada por aHc) se, e somente

se, H é um reticulado completo.
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1.4 Teoria de Categorias

1.4.1 Nocgoes basicas de Categorias

A teoria das categorias avangou bastante nos tltimos anos, principalmente em
logica de topos. Tal teoria facilita bastante a formulacao de certas nogoes matematicas.
Em seguida estao descritos somente alguns conceitos muito basicos, que sao importantes
para este trabalho.

Definigao 1.4.1. Uma categoria C contém:
(i) A classe Ob(C), cujos elementos sdo os objetos de C.
(i1) A classe M(C), cujos elementos sao chamados de morfismos ou setas.
(1ii) Operagoes que atribuem para cada morfismo f um objeto domf (o “dominio” de f) e
um objeto codomf (o “contradominio” de f). Se A =domf e B = codomf, escreve-se:

f:A— BouA—-L B.

A classe dos morfismos de A em B serd denotado por [A, Blec. Quando estiver claro no
contexto qual categoria estd sendo referida, tais morfismos serao denotados apenas por

A, B].

(iv) Para cada tripla de objetos de C, (A, B,C), uma aplica¢cao

[A, B] x [B,C] — [A, (]

(frg) —gof

chamada composicao, que satisfaz as sequintes condicoes:

[0 1] A composicao, sempre que definida, € associativa.

[02] Para A€ Ob(C), existe ida em [A, Al], tal que, para B€Ob(C), f€[A, B] e g€[B, Al,

foidy=feidgog=g.

O morfismo idy € unico, sendo chamado a identidade do objeto A.

Exemplo 1.4.2.
e Set, cujos objetos sio 0s conjuntos e os morfismos sao as funcgoes.
e Top, a categoria dos espacos topoldgicos e das fungoes continuas.

e L, cujos objetos sao os reticulados e 0os morfismos sao os morfismos de reticulados.

e D, a categoria dos reticulados distributivos e morfismos de reticulados.
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Definicao 1.4.3. Sejam A, B categorias. B é uma sub-categoria de A se, e somente

o Ob(B) C Ob(A) e

e VA B € Ob(B), [A,Bl|s C [A, B a-
B é uma sub-categoria plena de A se [A, B|g = [A, B)a, para todos A, B em Ob(B).

No Exemplo 1.4.2 acima, D é uma subcategoria de £. Um outro exemplo de
subcategoria sera visto adiante com espagos Priestley e espacos Esakia.

Se A é uma categoria e C é uma colecdo qualquer de A—objetos, uma subcat-
egoria plena C de A ¢é obtida tomando como C—morfismos todos os A—morfismos entre

membros de C.

Definicao 1.4.4. Para toda categoria C corresponde uma categoria dual ou oposta,

C?, definida como a sequir:

(7) Ob(CP) = Ob(C).

(i1) Para A, B€ObL(C), [A, Bleor = [B, Alc.

(1ii) A composta fP o g°P € definida precisamente quando g o f € definida em C e tem-se:
C 5 B-IY A

foP o g = (go f)?. Note que domf°? = codomf, e codomf° = domf.

Definigao 1.4.5. Seja f €A, B] um morfismo na categoria C. Diz-se que f é um
isomorfismo, se existe B -4 A tal que fog=1idg e go f =idy.

Dizemos nesse caso que A € isomorfo a B e denotamos por A = B.

Os isomorfismos em Top, por exemplo, sao os homeomorfismos entres seus

objetos.

1.4.2 Funtores

Um funtor é uma transformacao de uma categoria em outra, que “preserva”’ a
estrutura categorial inicial, isto é, objetos sao levados pelo funtor em objetos, e morfismos
sao levados em morfismos, preservando composicoes e identidades. O conceito de funtor
é essencial para a construgao de equivaléncias entre categorias. Estao descritos abaixo
apenas os conceitos essenciais ao entendimento deste texto, sendo a Teoria de Categorias

e Funtores muito mais amplos.

Definigao 1.4.6. Sejam A, B categorias. Um funtor (covariante), F : A — B, é

uma regra que associa

e Para cada objeto A em A, um objeto F(A) em B.
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e Para cada morfismo f€[A, B|a, um morfismo F(f)€[F(A), F(B)|s, tal que

(1) F(ida) = idpay; (2) F(fog)=F(f)oF(g),
onde A€Ob(A) e f,g sao morfismos com codomg = domf.

Um funtor contravariante, G : A — B, € um funtor de AP em B.

Note que, para um funtor contravariante, F' : A — B, e f, g morfismos em A,
F((go f)?) = F(f?og?)=F(f")oF(g").

Se FF: A — BeG:B — C sao funtores, a composicao deles é um funtor,
(GoF): A— C, dado por

e Se AcOb(A), (Go F)(A) = G(F(A)).
e Se A —L5 B, & um morfismo em A, (G o F)(f) = G(F(f)).

Exemplo 1.4.7.

(1) Se A € uma categoria, Id4 denotard o funtor identidade de A em A. Tal funtor

associa todo objeto e morfismo a si mesmos.

(2) Funtores esquecimento. Tais funtores deizam de lado alguma estrutura dos objetos
da categoria inicial. Por exemplo, considerando o funtor esquecimento F : Top — Set,
que leva cada espago topoldgico (X, 1) € Ob(Top) apenas no conjunto X € Ob(Set), “es-
quecendo” a estrutura topoldgica, e cada Top-morfismo na funcdo entre os conjuntos

subjacentes.

(3) O funtor P : Set — Set, que leva cada conjunto A em P(A), e cada funcio f: A — B
na funcio P(f) : P(B) — P(A), a qual associa cada X C B & sua imagem inversa

f7YX) C A, é um funtor contravariante.

Transformacgoes entre funtores

Intuitivamente, podemos imaginar uma categoria Cat, cujos objetos sao catego-
rias e os morfismos sao os funtores, sendo o morfismo identidade o funtor identidade do
exemplo 1.4.7(1). Mas isto nao é possivel, por restri¢oes da Teoria de Conjuntos. Dadas
duas categorias C e D, podemos pensar ainda em construir uma categoria, denotada por
F(C, D), na qual os objetos sao funtores de C em D. Precisariamos entao definir morfismos
entre funtores. Considerando os funtores F': C — D e G : C — D, podemos pensar que
F e G imprimem diferentes “gravuras” de C dentro de D. Uma idéia intuitiva de trans-
formacao de F' em G ocorre quando nos imaginamos tentando sobrepor a F'—gravura
sobre a G—gravura, i.e., usamos a estrutura em D para traduzir a tltima forma. Isto

pode ser feito associando cada C—objeto A a um morfismo em D, da F—imagem de A
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na G—imagem de A. Denotando este morfismo por 74, tem-se 14 : F(A) — G(A). E
razoavel querer que este processo “preserve a estrutura’. Com esta finalidade, exige-se
que cada C—morfismo f : A — B dé origem a um diagrama que comute. (R. Goldblatt,
em [G84]).

Defini¢ao 1.4.8. Sejam F,G : A — B funtores de mesma varidncia (i.e., ambos co-
variantes ou ambos contravariantes). Uma transformacgao natural, n : F — G, €

uma familia de morfismos em B,
n={na€[F(A),G(A)]: AcOb(A)},

tal que para todos os morfismos A < B em A, os sequintes diagramas comutam:

FA)—M G F(B)—15 + G(B)
F(f) G(f) E(fr) G(fr)
F(B)———— G(B) F(A) ———— G(4)

onde o diagrama na direita € para o caso em que F' e G sao contravariantes. Quando
na € um isomorfismo, para cada A€ Ob(A), n € dita ser uma equivaléncia natural. A

classe das transformacoes naturais de F' em G serd denotada por [F,G].

Definicao 1.4.9. Duas categorias, A e B, sdo equivalentes se existem funtores,

F:A— B e G:B— A, juntos com as equivaléncias naturais
n:(GoF)—1Idy e p:(FoG)— Idg.

O par (F,G) é chamado equivaléncia entre A e B. Uma equivaléncia contravariante é

chamada dualidade.

Definigao 1.4.10. Duas categorias A, B sao tsomorfas se, e somente se, existem fun-

tores F - A— B, G:B— A tais que FoG =1Idg e Go F = Idy.

Observacao 1.4.11. Note que, se FoG = Idg e Go F = Idy, entao podemos considerar
’ B A

n e pu como as familias compostas pelos morfismos identidade, em cada caso. Claramente,

essas familias serao transformacoes naturais, em cada caso respectivo. Como os morfismos

wdentidade sao isomorfismos, essas transformacoes darao origem a uma equivaléncia.



Capitulo 2
Isomorfismos e Equivaléncias Duais

Dado um espaco Priestley (X, 7, <), estao associadas a ele duas topologias natu-
rais: a topologia crescente, 71, consistindo dos abertos crescentes de (X, 7, <), e a topologia
decrescente, 79, consistindo dos abertos decrescentes de (X, 7, <). Dessa forma, (X, 7, 72)
é um espaco bitopologico. Além disso, é possivel mostrar que a topologia 7 possui 7 U 7o
como sub-base, isto é, em certo sentido 7 é gerada por 71 UTy. Entao, a representacao dos
espacos Priestley através dos espacos bitopolégicos é uma questao natural. Neste capi-
tulo encontra-se a axiomatizacao completa dos espagos bitopolégicos obtidos da maneira
descrita anteriormente — os chamados espac¢os pairwise Stone — bem como resultados rela-
cionando espacos Priestley com estes espacos bitopologicos. Tal
axiomatizacao foi feita por G. e N. Bezhanishvili, D. Gabelaia e A. Kurz, em [BBGK10].
Os conceitos e resultados aqui citados, possibilitardao a construcao do isomorfismo entre
a categoria Pries, que tem por objetos os espagos Priestley, e a categoria PStone, que
tem por objetos os espacos pairwise Stone.

Dado um espago Priestley (X, 7,<) e considerando seu espaco pairwise Stone
correspondente, (X, 7, 7), pode-se obter espacos espectrais apenas esquecendo uma de
suas topologias, ou seja, (X, 1) e (X, 72) sao espagos espectrais. Reciprocamente, pode-se
obter um espaco pairwise Stone a partir de um espago espectral qualquer. Este processo
serd visto com detalhes neste capitulo, bem como o isomorfismo entre a categoria Spec
dos espacos espectrais e fungoes espectrais, e a categoria PStone dos espacos pairwise
Stone e funcoes bi-continuas. Estas ultimas sao fungoes continuas com respeito a ambas
as topologias. Conclui-se entao que Pries, Spec e PStone sao isomorfas entre si.

Por fim, est4 aqui descrita com detalhes, a equivaléncia dual entre a categoria
DLat dos reticulados distributivos e limitados e homomorfismos entre reticulados,

e PStone — o que nos da uma alternativa para a dualidade entre Spec e Dlat, bem como

para a dualidade entre Pries e DLat.

25
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Vale ressaltar que as demonstracoes da proposicao 2.1.1 e do lema 2.2.3 sao
originais, e também que a aplicacao dos isomorfismos F' e GG, a qual se encontra no final

da secao 3 deste capitulo, é devida a Hugo Luiz Mariano.

2.1 Espacos pairwise Stone

Um espaco topologico é dito Stone se, e somente se, ele for compacto, Hausdorft
e zero-dimensional. Nesta secao, esti descrita uma axiomatizagao completa dos espacos

pairwise Stone, os quais fornecem uma espécie de generalizacao dos espacos Stone.

Se X é um conjunto e 71, T sao topologias sobre X, diremos que:
(1) (X,71,72) é um espago bitopologico;
(i1) 7 V 1o := ({7|7 € topologia e 7, UTy C 7}.

Por 1.1.10, 71 V 75 é uma topologia sobre X.

Proposicao 2.1.1. Seja X um conjunto, 1, 7o topologias sobre X e B a cole¢ao formada
por intersecoes finitas de elementos de 71 U Ty, Entao B gera uma topologia T sobre X e

T =11V To. Em particular, T Uty C T.

Prova: Seja ‘B a colecao formada por intersegoes finitas de elementos de 7y U7,. Para ver
que B de fato gera uma topologia 7 sobre X, basta mostrar que B satisfaz 1.1.9. E claro
que 11 U 7 satisfaz (2) de 1.1.9, pois 71 e 75 sdo topologias sobre X, e como 73 Uy C B,
este ultimo também satisfaz a referida condi¢do. Falta ver que B satisfaz (1) de 1.1.9.
Entdo, sejam Vi, Vo € B ez € X tal que z € Vi N V,. E preciso encontrar V3 € B com
x € V3 C VNV, Visto que Vi, Vo € 9B, eles sao intersecoes finitas de elementos de 7 U .
Logo, Vi1 N'V; continua sendo intersecao finita de elementos de 7 U 7y, consequentemente,
ViNVy € B. Agora, basta tomar Vi := Vi N V4. Portanto, 7 := {{JB'|B’ C B} é uma
topologia sobre X. Falta verificar que 7 = 71 V 5. Como 7 V 73 é a menor topologia que
contém 71 U Ty, tem-se 71 V1o C 7. Seja U € 7, entao U é uma uniao de intersecoes finitas
de elementos de 7 U 7. Seja 7 := {7'|7" é topologia e 71 U1y C 7'}, entdo para todo
7 eT, mUn C 7. Como 7' é topologia, ela é fechada por interse¢oes finitas. Logo,
intersecoes finitas de elementos de 7, U 75 pertencem a 7/. Mas 7/ também é fechado por
unides quaisquer. Assim, unido de intersecoes finitas de elementos de 71 U 75 estdo em 7.
Isso vale para todo 7 € 7. Ou seja, U € 7’/ para todo 7/ € T, ie., U € (T =7V 7.
Dessa forma, 7 = 71 V 7.

Em outras palavras, o resultado acima garante que 7 U 75 é uma sub-base para

T \/TQ.
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Defini¢ao 2.1.2. Sejam (X, 7, m) um espago bitopoldgico e T := 171 V 1. Para uma

propriedade topologica P, diremos que:
(1) (X,71,72) € bi — P se ambos, (X, 1) e (X, ) sao P;
(17) (X, m,7T2) € join P se (X,T) é P.

Por exemplo, (X, 7, 72) é bi — T se ambos, (X, 1) e (X, 72), sdo Ty e (X, 71, 72)
¢ join Ty se (X, 7) é Tp.
A proxima definicao ¢ devida a Salbany (ver [S74]).

Definicao 2.1.3. Seja (X, 11, 7) um espago bitopoldgico.

(1) Diz-se que (X,m1,72) € pairwise Ty se, e somente se, para quaisquer dois pontos

distintos de X, existe U € 71 U Ty contendo apenas um desses pontos.

(17) Diz-se que (X,T1,72) € pairwise T) se, e somente se, para quaisquer dois pontos

distintos v,y € X, existem U,V € mUTmy tais quex €U ey ¢ U, eyeV ex ¢ V.

(1i1) Diz-se que (X, 11, T2) € pairwise Ty ou pairwise Hausdorff se para quaisquer dois
pontos distintos x,y € X, existem U € 1y e V € 1 disjuntos tais que v € U ey € V ou

existem U € 7o e V € 1 disjuntos com a mesma propriedade.

Observacao 2.1.4. Seguindo o raciocinio de 2.1.5(i) e (i), o leitor poderia estar es-
perando que um espaco pairwise Ty fosse definido como um espaco bitopoldgico satisfazendo
a sequinte condicao: para quaisquer dois pontos distintos x,y € X existem U,V € 71 U Ty
disjuntos tais que v € U ey € V. Obviamente, se (X, 11, 72) € pairwise Ty, entao satisfaz
a condicao anterior, mas a reciproca nem sempre € verdade. Contudo, serd mostrado que,

em se tratando de espacos pairwise zero-dimensionais, as duas condi¢oes sao equivalentes.

Para um espaco bitopologico (X, 7, 7), d; denotara a cole¢do de subconjuntos
fechados de X com relacao a 71, e 5 a colecao de subconjuntos fechados de X com relagao

a T9.

Definig¢ao 2.1.5. Diz-se que um espago bitopoldgico (X, 1, 72) € pairwise zero-dimensional
se abertos em (X, 1) fechados em (X, Ty) formam uma base para (X, 1) e abertos em
(X, 1) fechados em (X, 1) formam uma base para (X, 7s), i.e., B1 :== 11 N s € uma base

para T, e [Py = 1o N O € uma base para Ts.
Observacao 2.1.6. Note que, com as notagoes acima,
BQZ{UCZUEﬁl} eﬂlz{VCZVEBQ}.

Mais ainda: ambos, 31 e By, contém ) e X, e sao fechados por unioes e intersegoes finitas.
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No Lema a seguir, a demonstragao de que a afirmacdo (5) implica a (6) é original.

Lema 2.1.7. Suponha que (X,71,72) € pairwise zero-dimensional. Entao as segquintes

condicoes sao equivalentes:

3

(1)

(2) (X, m) éTo.
(3) (X, 711, 7T2) € pairwise Ts.

(4) Para quaisquer dois pontos distintos, x,y € X, existem U,V € 17 Uty disjuntos tais

quexelUeyelV.
(5) (X,71,72) € join T.
(6) <X77_177—2) éb@—TO

Demonstracgao:

(1) = (2): Suponha que (X,7) é Ty e sejam z,y dois pontos distintos de X. Entao,
existe U € 11 contendo apenas um desses pontos. Sem perda de generalidade, suponha
que x € U ey ¢ U. Visto que (X, 7, 72) é pairwise zero-dimensional, 3; é uma base para
7. Logo, existe V € By talque x € V C U. Comoy ¢ U,y € U° C VCe V€ [y (por
2.1.6). Portanto, W := V' é um aberto tal que W € 5y C 1o, y € W e x ¢ W, implicando
que (X, 75) é Tp.

(2) = (3): Suponha que (X, 1) é Tj e sejam z, y dois pontos de X. Entdo, existe U € 7y,
sem perda de generalidade, contendo apenas z. Visto que (X, 71, 72) é zero dimensional,
(2 € uma base para 75. Logo, existe V € (B tal que x € V C U. Entao, x € V € 35 C 1,
yeVee B Cr,e V,VEsao disjuntos. Consequentemente, (X, 71, 72) é pairwise Th.

(3) = (4) = (5): Obvio.

(5) = (6): Suponha que (X, 7, 7) é join Ty. Vejamos que (X, 7, 7) é bi —Tp. Sejam z,y
pontos distintos de X. Visto que (X, 7y, 72) é join Ty, temos que existem U,V € 71 V 7y
disjuntos tais que z € U e y € V. Podemos supor, sem perda de generalidade, que

UV € B, onde B é base de 7 conforme 2.1.1. Pela definicao de B, U = ﬂ Us e
feF

V= ﬂ Vi, com F', L conjuntos finitos de indices, e Uy, V,. € 71 U7, para todo s € F' e todo

leL
re L. Comox eUeyecVelUDV sao disjuntos, existem ¢ € F e j € L tais que y ¢ U;

ex & V. SeU, € 7y, como z € U, entdo é claro que (X, 7) é Ty. Visto que (X, 7, 72)
é pairwise zero-dimensional, tem-se que existe U; € (; tal que x € U; C U;. Assim,
y € Uf € By C 1y e, claramente, z ¢ Uf. Logo, (X, ) é Ty. Suponha agora que U; € To.
Entao, (X, 7) é To. Além disso, existe Uy € (5 tal que o € Uy C U; e y € Us. Dessa
forma, y € US € 81 C 1 e x & US. Portanto, (X, 1) é Tp. Ou seja, em ambos os casos,

conseguiu-se um aberto em cada topologia que continha apenas um dos dois pontos, x ou
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y. Consequentemente, (X, 7, 7) é bi — Tp.
(6) = (1): Obvio.
Por outro lado, (X, 7y, 72) pode ser pairwise zero-dimensional e pairwise T sem

que 7, ou T» sejam 7T}, como mostra o seguinte simples exemplo.

Exemplo 2.1.8. Seja X = {0,1}, 7 = {0, {1}, X} e » = {0,{0}, X}. Entao ambas, 1
e To, sao topologias Ty sobre X — as chamadas topologias Sierpinski — mas nao sao Ti.

Contudo, (X, T, 72) € pairwise zero-dimensional e pairwise T.

Definigao 2.1.9. Diz-se que um espago bitopologico (X, 1, T2) € pairwise compacto se

para cada cobertura {U;|i € I} de X, com U; € 7 U Ty, existe uma subcobertura finita.

Observacao 2.1.10. Na definicao acima, devida a Sergio Salbany, um espaco bitopoldogico
(X, 71, 72) € pairwise compacto se (X, T) é compacto, onde T =1V 15 (cf. [ST4]). Com a
terminologia que estd sendo usada neste tecto, isso significa que (X, 11, T2) € join compacto.
Mas, como consequéncia de 1.1.51, tem-se que as duas nogoes, de pairwise compacto e

join compacto, coincidem.

E 6bvio que se (X, 7, 7) é pairwise compacto, entdo ambos, (X, 7) e (X, 72), sdo
compactos, i.e., (X, 71, 73) é bi-compacto. Por outro lado, foi observado em [S74| que a
reciproca nao é verdade em geral.

Doravante, serao utilizados os simbolos o1 e oy para denotar as colegoes de sub-

conjuntos compactos de (X, 71) e (X, 72), respectivamente.

Proposicao 2.1.11. Um espago bitopoldgico (X, 11, T2) € pairwise compacto se, e somente

se, 01 C o9 € 0y C 07y.

Demonstracgao:

=: Suponha que (X,7y,72) é pairwise compacto. Serd mostrado que 6; C o09. Sejam
A€oy e{Uli € I} Cm tais que A C U{Ullz € I}. Entédo, a colecao {U;]i € I} U {A°} é
uma cobertura de X. Como A € §;, A é aberto com relagao a 7. Logo, {U;|i € T}U{A°} é
cobertura de X por elementos de 71Ury. Visto que (X, 71, 72) é pairwise compacto, existem
1y .eey i € I tais que U;; U...UU; UA° = X. Portanto A CU;, U...UU,,, logo A € os.
Assim, 0; C 09. A prova de que d, C o7 é semelhante.

<: Suponha que §; C 03 e que 02 C o;. Para mostrar que (X, 71, 73) é pairwise compacto,
considere {U;|i € I} C 1 e {Vj|j € J} C 1 com (U{Uz\z elhu (U{Vj\j eJ})=X.
Seja U := U{UZ\Z € I}. Claramente, U € 1 e UUU{V}U € J}=X. Logo U° C
U{V;lj € J}. Como U* € 6; e 61 C 02, tem-se que U° € gy. Portanto, como {V;|j € J}
cobre U¢, existem ji, ..., j, € J tais que U¢ C V;, U...UV}, . Agora, sejaV :=V; U..UV, .
Entao, UUV = X. Logo, V¢ C U = U{Ui|z’ € I}. Visto que V¢ € 05 e Jy C 0y, tem-se
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que V¢ € oy. Por conseguinte, existem iy, ...7,, € [ tais que V¢ C U;; U...UU,; . Esta
claro que {V},,...,V},, U, ..., U;,, } ¢ uma subfamilia finita de {U;|i € I} U{V;|j € J} e
que é uma cobertura de X. Assim, X é pairwise compacto.

Finalmente, tendo visto todas as definicoes necessarias, o conceito de espaco Stone

pode ser generalizado para o de espaco pairwise Stone.

Definicao 2.1.12. Diz-se que (X, 11, T2) € um espago pairwise Stone se, e somente se,

ele € pairwise compacto, pairwise Hausdorff e pairwise zero-dimensional.

Observacao 2.1.13. Dadas as categorias Top, que tem por objetos os espacos topologi-
cos e por morfismos as funcoes continuas, e Bi-Top, que tem por objetos os espacos

bitopoldgicos e por morfismos as fungoes bicontinuas, pode-se definir o funtor

0: Top — Bi-Top
(X, 7)— (X,7,7).
felX,n), Y, ) — felX,n,7), Y, 7]

Nao é dificil verificar que (X, T) tem a propriedade P se, e somente se, B(X,T) tem a
propriedade pairwise P. Sendo assim, (X, T) é um espago Stone se, e somente se, (X, T,T)

€ um espaco pairwise Stone.

Na definicao de espacos pairwise Stone, pairwise Hausdorff pode ser substituido
por qualquer uma das condigoes equivalentes de 2.1.7, e pairwise compacto pode ser
substituido por “9; C 09 e 3 C 07", de acordo com 2.1.11.

Tendo em maos o conceito de espacos pairwise Stone, pode-se considerar a ca-
tegoria que tem por objetos tais espacos e por morfismos as fungoes bi-continuas. Estas
ultimas sdao func¢oes continuas com respeito a ambas topologias. A referida categoria sera

denotada por PStone.

2.2 Espacos Priestley e espacos pairwise Stone

Nesta secao, estao descritos detalhadamente os resultados relacionando espacos
Priestley com espacos pairwise Stone. Tais resultados sao de fundamental importancia
no desenvolvimento dos funtores que determinam o isomorfismo entre as categorias que
contém como objetos estes respectivos espacos.

Para (X, <) um conjunto parcialmente ordenado, nesta e nas demais secoes,
Up(X) denotard o conjunto dos subconjuntos crescentes e Do(X) denotard o conjunto
dos subconjuntos decrescentes de (X, <).

Sejam 7 e < uma topologia e uma ordem parcial para X, respectivamente. Diz-se

entdo que (X, 7, <) é um espaco topoldgico ordenado.
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Para (X, 7, <) espago topologico ordenado, OpUp(X, T, <) denotara o conjunto
dos abertos crescentes, ClUp(X,7,<) denotard o conjunto dos fechados crescentes e
CpUp(X, 1, <) denotara o conjunto dos abertos-fechados crescentes de (X, 7, <). Analoga-
mente, OpDo(X, 7, <) denotard o conjunto dos abertos decrescentes, ClDo(X, 7, <) de-
notarda o conjunto dos fechados decrescentes e CpDo(X, T, <) denotard o conjunto dos

abertos-fechados decrescentes de (X, 7, <).

Defini¢ao 2.2.1. Um espago topoldgico ordenado, (X,7,<), é um espago Priestley
se, e somente se, (X,T) € compacto e, para x,y € X, sempre que v £ y, eriste um

aberto-fechado crescente A C X tal que x € A e y & A.

A segunda condicao na definicao acima é conhecida como azioma de separa¢do

de Priestley. Sera usada a sigla ASP para se referir a este axioma.

Observacao 2.2.2. Por 1.2.5, temos que ASP em 2.2.1 ¢ equivalente a sequinte afir-
macao:
Para x,y € X, se x £ y entao existe aberto-fechado crescente, U, contendo x e

aberto-fechado decrescente, V', contendo y tais que U NV = ().

Como foi dito anteriormente, cada espago Priestley tem duas topologias associ-
adas a ele: a topologia dos abertos crescentes e a dos abertos decrescentes de (X, 7, <).
O lema a seguir afirma que um espago Priestley é, em particular, um espaco Stone, além de
dizer quais sao as bases para estas topologias, dentre outras coisas. Veremos adiante que o
referido lema sera de fundamental importancia na construgao do isomorfismo supracitado.

A demonstracao desse resultado é original.

Lema 2.2.3. Seja (X, 7, <) um espaco topoldgico ordenado.
(1) Se (X,7,<) é um espaco Priestley, entao (X, T) é um espago Stone.

(2) Se (X, 7,<) é um espaco Priestley, entio TF e | F' sdo fechados para cada subconjunto
fechado, F, de X.

(3) Num espaco Priestley, todo aberto crescente é uma unido de abertos-fechados crescentes

e todo aberto decrescente € uma uniao de abertos-fechados decrescentes.

(4) Num espaco Priestley, todo fechado crescente é uma interse¢io de abertos-fechados

crescentes e todo fechado decrescente € uma intersecao de abertos-fechados decrescentes.

(5) Num espago Priestley, abertos-fechados crescentes e abertos-fechados decrescentes for-

mam uma sub-base para a topologia.

(6) (X,7,<) € um espago Priestley se, e somente se, (X, T) é compacto e para subconjuntos
fechados F e G de X, sempre que 1 FN |G =0, existe um aberto-fechado crescente A de
X tal que F C A e G C A“.
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Prova:

(1) : Pela definigao de espaco Priestley, (X, 7) é compacto. Falta verificar que (X, 7)
é Ty e zero dimensional. Sejam z,y € X distintos. Tem-se que v £ y ou y £ x.
Suponha, sem perda de generalidade, que x £ y. Por ASP, existe um aberto-
fechado crescente, A, tal que v € A ey & A. Logo, y € A°, que também ¢é aberto-
fechado. Portanto, x € Aey € A°e, claramente, A, A°sao abertos disjuntos. Assim,
(X, 1) é Hausdorff. Seja z € X e U C X aberto tal que x € U. Por 1.1.7, é preciso
exibir um aberto-fechado A tal que x € A C U. Paratodo y € X \U, tem-se que x £
youy £ x. Por ASP, para todo y € X \ U existe V,, C X aberto-fechado crescente
talquex e Vyeye X\V,,casor Ly,ouy e V,ex e X\V, casoy £ x. Assim,
x € ﬂ W,, onde W, =V,,se x £y, ou W, = X\ 'V, se y £ z, para todo z €

yeX\U
X\U. Por construgao, z ¢ W,, para todo z € X \U. Logo, ﬂ W,N(X\U)=0.
yeX\U
Dessa forma, | ) (X\W,)uU=X\( (] W,N(X\U))=X\0=X. Visto

yexX\U yeX\U
que cada W, é clopen, temos que {X \ W, : y € X\U}U{U} é cobertura aberta de

X. Como X é compacto, existem yi, ...,y, € X \ U tais que U(X \ W, )uU = X.
i=1
Consequentemente, X \ U C UX \ W,,. Passando ao complementar, tem-se que
i=1

ﬂ W,, C U. Portanto, fazendo A, := ﬂ W,., tem-se que A, é aberto-fechado, pois
i=1 i=1
¢ intersecao finita de abertos-fechados, e z € A, C U.

(2) : Seja F' C X fechado. Vejamos que T F é fechado, sendo a demonstracao de
que | F' ¢é fechado dual a esta. Seja entdao x € X\ T F, ou seja, z €71 F, i.e.,
Vy € F' [y £ z]. Por ASP, para todo y € F existe aberto-fechado A, =T A,

comy € Ay ex € X\ A, Logo, F C U A,. Sendo F compacto, tem-se que
yeF

FCU,em Ay, com F' Cp F. Seja A= U,cp

que T € ﬂ X\A4, =X\ U A, C X\ A. Observe que, como A é aberto-fechado,

yeF yeF
X \ A é aberto-fechado. A demonstracao termina se X \ A C X\ T F, pois z sera

A,. Agora, olhando para z, tem-se

ponto interior de X\ T F. Como z é arbitrario, isso significa que X'\ T F é aberto,
logo 1 F é fechado. Suponha que X \ A € X\ T F, entao existe z € X \ A tal que
2 X\ TF. Assim, z € A e z €7 F, ou seja, existe w € F tal que w < z. Como
2 & A= U Ay, para todo y € I’ tem-se z ¢ A,. Visto que ' C Aew € F,

yeF’
tem-se que existe yop € F' com w € A,,. Mas A, é upset e w < z, logo z € Ay,.

Contradi¢ao. Portanto, X \ A C X\ TF.
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: Seja U =1 U aberto. Por 1.2.5, X \ U =| (X \ U) é decrescente e fechado. Seja
x € U fixado. Assim, para todo z € X \ U, tem-se que x £ z. Por ASP, para todo
z € X \ U, existe aberto-fechado crescente V* tal que z € V¥ e z € X \ V. Dessa

forma, X \ U C U X\ V7. Como X \ U é compacto (por 1.1.29), existe I C;
2eX\U

X\ U tal que X \U C U(X \ Vo) =X\ ﬂVf Por construgao, v € V*:= ﬂVf

Observe que V* é aberlteol—fechado, pois élierftersegéo finita de abertos fechaﬁés, e

ainda crescente. Além disso, V¥ C U. Isso pode ser feito para todo z € U. Logo,

U,er V® = U. Agora, seja V' aberto decrescente, ie., V =| V. Entao X \ V

¢ fechado crescente. Fixado z € V, tem-se que, para todo z € X \V, z £ =.

Por ASP, existe aberto-fechado crescente W7 tal que z € WZ e x € X \ WZ.

Assim, X \ V C U WZ. Como X \ V & compacto, existe I, Ty X \ V tal que
zeX\V

X\V C | J W Defina W, := | J W.. Assim, X\V C W,. Note que W, é aberto-

i€l i€l
fechado crescente. Passando ao complementar, tem-se que X \ W, C V. Além disso,

X\Wi=X\W,.

Como =z foi fixado arbitrariamente, tem-se que V' = |J ., (X \ W), ou seja,

X\ W, é aberto-fechado decrescente. Por construcao, = € ;.

V' & uniao de abertos-fechados decrescentes.

: Seja F' fechado decrescente, i.e., FF =| F. Entdo U := X \ F é aberto e, por

1.2.5, crescente. Pelo que foi demonstrado acima, U = U V¥, Isso implica em
zelU
F=X\U = ﬂ(X \ V) = ﬂ (X \V*). Visto que V* & aberto-fechado e
zelU zeX\F
crescente, tem-se que X \ V* é aberto-fechado decrescente. Logo, F' é interse¢ao de

abertos-fechados decrescentes. A segunda parte da demonstracao deste item é feita

de forma similar.

: A prova deste item é um corolario da demonstragao, feita no item (1), de que
um espago Priestley é zero-dimensional. Com as notagdes do item (1), qualquer
familia contendo {A,}.cx serd uma base para 7. Além disso, A, é intersec¢ao finita
de abertos-fechados crescentes com abertos-fechados decrescentes, por construcao.
Isto quer dizer que a colecao composta por estes abertos-fechados crescentes e de-
crescentes, e pelo conjunto vazio — ou qualquer familia de subconjuntos abertos de

(X, 7) que os contenha — formam uma sub-base para 7.

: Por definigao, tem-se que (X, 7) é compacto. Sejam F,G C X fechados. Suponha
que 1 FN |G = 0. Seja x €] F fixado, entdo x €| G, i.e., Vy € G (v £ y). Assim,
por ASP, existe A} aberto-fechado crescente tal que z € Ay e y € A7, para todo
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y € G. Logo, Vy € G (y ¢ [ ) A}). Portanto, G € X\ [ Ar =] X\ 4L

yeG yeG@ yeG
Como G é compacto, existe J* C; G tal que G C U X\ A7 =X\ ﬂ A7
jege jeJe
Fazendo A” := ﬂ A7 temos que G C X \ A", que por construgdo, ¢ aberto-

jeJe
fechado decrescente. Além disso, x € A*. Ora, isso pode ser feito para todo

x € F. Logo, como F é compacto, existe F' C; F tal que F' C U A* = A.

zEeF’
Veja que A é aberto-fechado crescente. Também por construcao, tem-se que G C

(N X\A"C () X\A4"=X\ | J 4" =X\ A Portanto, F C Ae G C X\ 4,
xeF zcF’ zcF’
com A aberto-fechado crescente.

A condicao (6) do lema anterior é conhecida como o azxioma de separagio forte
de Priestley (abreviado por ASFP).

A partir do que foi visto, pode-se definir a categoria dos espacos Priestley e funcoes
continuas preservando ordem. Tal categoria serd denotada por Pries. A verificacao das
propriedades descritas em 1.4.1 é simples, sendo deixada para o leitor. Note que, por 1.2.8
e por 1.1.20, a composicao de funcoes continuas preservando as respectivas ordens é uma

funcao continua preservando ordem.

Definigao 2.2.4. Seja (X, 7) espago topoldgico. Define-se a ordem da especializag¢do

de (X, 1), denotada por <, da sequinte maneira:
r<yszc{y}e (VU e)(zecUimplicay € U).

Fato 2.2.5. Sejam (X, 7) um espago topoldgico e < sua ordem da especializa¢io. Entdo

todo aberto U em 7 € da forma TU.

Prova:

Seja U € 7. Sabemos que U CTU vale sempre. Vejamos a outra inclusao:
Seja x €TU. Entao existe y € U tal que y < x. Assim todo aberto contendo y, também
contém x. Em particular o aberto U. Logo, TU C U. Portanto, U =TU.

Por 1.2.5, para F' C X fechado, vale também que F' =] F. Em particular,
se (X, <) for ordem parcial, tem-se que todo aberto em 7 é < —crescente — com isso,

conclui-se que todo fechado é < —decrescente.

Lema 2.2.6. Sejam (X, 7) espaco topoldgico e < a ordem da especializac¢io de (X, ).

Entao < ¢ reflexiva e transitiva, e < € anlisimétrica se, e somente se, (X, 1) € Ty.
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Demonstragao:
A verificagao de que < é reflexiva e transitiva é simples e serd deixada para o
leitor. Vejamos a segunda parte do lema:

Suponha que X é 7. Sejam z,y € X tais que z < y e y < x. Logo,

VWer(zrelU—-yelU)eVWer(yeV —-zeV). (%)

Em outras palavras, temos que {z} C {y} e {y} C {z}, pois se a € {z} entdo todo
aberto contendo a intersecta {z}, i.e., todo aberto U tal que a € U contém x. Por (%),
U contém também v, ou seja, todo aberto contendo a intersecta {y}. Assim a € {y} e,
portanto, m - @ A outra inclusao é analoga. Logo, z = y, por 1.1.25 e, entao, < é
antisimétrica.

Agora, suponha que < é antisimétrica. Sejam x,y € X distintos. Suponha que
X nao é Ty. Entao, todo aberto U tal que x € U contém y e todo aberto V tal que y € V
contém x. Pela definicao de <, temos que x < y e y < z, respectivamente. Logo, por
antisimetria, x = y, contradizendo a hipotese de x, y serem distintos. Dessa forma, tem-se
que X éTj.

Portanto, por 2.2.5, se (X, 7) for Ty, tem-se que todo aberto de X é crescente na

ordem da especializagio de (X, 7).

O proximo resultado nos mostra, em particular, que os espacos pairwise Stone
carregam consigo uma simetria com relagao a ordem da especializacao (consequentemente,

com relagao aos abertos das respectivas topologias).

Lema 2.2.7. Seja (X, 71, 7) um espago bitopoldgico, <; a ordem da especializa¢ao de
(X, 1), e <9 a ordem da especializagio de (X, 13). Se (X, T, o) € pairwise zero-dimensional,

entio <;=>5, onde >9:=<,".

Demonstragao:

Seja (X, 11, T2) pairwise zero-dimensional, isto é: 3; = 71 N Jy é uma base para 7
e By = 75 N d; é uma base para 7. Entéo, lembrando que 3, = {U°: U € 5}, para cada
r,y € X, temos:

s MWUen)(zrelU—yel)
S MWep)relU—yel)
S VU ef)(yelUs—axel
< ( yeV —-zel)
yeV —-zeV)

r<1y

& (VW emn

~—
~—~

<:>y§2x
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Para um espago pairwise Stone, (X, 71, 7), sejam 7 = 71 V 7o e <=<; a ordem

da especializagao de (X, 7).

Proposicao 2.2.8. Se (X, 7, m) € um espago pairwise Stone, entio (X, 7, <) € um espaco

Priestley. Mais ainda:
i) CpUp(X,7,<) = f.
i) OpUp(X,1,<) =11.
iii) ClUp(X,1,<) = ds.
iv) CpDo(X,1,<) = (.

(
(
(
(
(v) OpDo(X,T,<) = 7.
(

vi) ClDo(X,1,<) = §.

Demonstragao:

Visto que (X, 7, 72) é pairwise compacto e que 73 U 7o é sub-base para 7, pelo
lema de Alexander, (X, 7, 72) é join compacto, i.e., (X,7) é compacto. Também, como
(X, 7, 72) é pairwise Hausdorff, segue do lema 2.1.7 que (X, 1) é Ty. Portanto, <=<; é
uma ordem parcial. Verifiquemos que (X, 7, <) satisfaz ASP. Se © £ y, entdo © £; y e
existe U € 7y tal que x € U e y ¢ U. Como f; é base para 11, tem-se que existe B € [3;
tal que z € B C U ey ¢ B. Visto que B € 31, tem-se B¢ € 5 C 7. Logo, ambos B e
B¢ sao abertos em (X, 7), e portanto B é aberto-fechado em (X, 7). Além disso, como
<; é a ordem da especializacdo de (X, 1), por 2.2.5, B é um <; —crescente. Assim, B
é aberto-fechado crescente de (X,7,<;) := (X, 7, <), implicando que (X, 7, <) satisfaz
ASP. Portanto, (X, 7, <) é um espago Priestley.

(1) Serao verificadas as duas inclusoes. Tem-se que 5; € 71 C 7. Logo, por 2.2.5,
B € OpUp(X,7,<). Também, sabe-se que Gy = {U°|U € 1} e que B2 C 15 C 7.
Portanto, se U € f3;, tem-se que U e U° sao abertos em (X, 7), i.e., U é aberto-
fechado. Sendo assim, 51 C (OpUp(X,7,<) N CpUp(X,7,<)) = CpUp(X, 1, <).
Seja agora A € CpUp(X, 1, <).

Afirmacgao: A= |J{U € 4,|U C A}.

Justificativa: E 6bvio que J{U € 1|U € A} C A. Sejaz € A. Como A &
crescente, para cada y € X \ A, tem-se € y. Portanto, z £; y e, como 3; é uma
base para 11, existe U, € (3, tal que x € U, ey ¢ U,,.. Logo, A°N(("{U,|y € A°}) = 0.
Sendo assim, X \ (A°N ((W{U,ly € A°})) = X, ie, {AJU{X \Uyly € A} é
cobertura aberta de X. Visto que (X,7) é compacto, existem Uy,,...,U,, €
com (X \A)nU, N..NnU, =0. Ouseja, U, N...N U, C A. Por construgao,
zeU,Nn..NnU, €A Como 5 éfechado por intersecoes finitas, fazendo U :=
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U, N..NU,,, tem-se que existe U € (3 tal que x € U C A. Isto implica em
z € |J{U € 41|U C A}. Agora, sendo A um subconjunto fechado de um conjunto
compacto, tem-se que A é compacto, por 1.1.29. Logo, A é uma unido finita de
elementos de 3y, e portanto A € 3. Dessa forma, CpUp(X, 1, <) C f3;.

(i7) [OpUp(X, T, <) C 7]: Seja U aberto crescente. Entao, por 2.2.3(3), U ¢ uma unido
de abertos-fechados crescentes. Ou seja: de acordo com o item anterior, U é uma
uniao de elementos de (31, que por sua vez é base para 7. Logo, U € 7.

[n COpUp(X,7,<)]: SejaU € ;4 C 7 =7 V1, ie, U € 7. Por 225 U é
< —crescente. Portanto, U € OpUp(X, 1, <).

(17i) [CIUp(X,7,<) C d3]: Seja F € ClUp(X,T,<). Por 2.2.3(4), fechados crescentes
sao intersecoes de abertos-fechados crescentes de (X, 7, <). Pelo item (i), abertos-
fechados crescentes sido elementos de 3, = {U°| U € (»}. Logo, F é formado
por intersecoes de complementos de elementos de 3. Como (35 C 79, conclui-se
que F' é formado por intersecoes de complementos de elementos de 75. Visto que
complementos de elementos de 75 sdo elementos de &y, temos que F' é obtido por
intersecoes de elementos de d,. Mas 9, é fechado por intersecao qualquer. Portanto
F € 05 e, entao ClUp(X,1,<) C 6.

[02 C ClUp(X, 7 <)]: Seja U € 0y, entdo U = V¢ com V € 1. Logo, V = U B,
Bep,

para algum 3, C (5. Consequentemente, U = ﬂ B¢. Visto que B € [, tem-

Bep,
se que B € §;. Logo B € 71 e, pelo fato 2.2.5, B¢ é crescente. Portanto, U é

crescente. Além disso, U é fechado em (X, 7), pois seu complementar pertence a
Ty C 7. Portanto, U € ClUp(X, 7, <) e entao d, C ClUp(X, T <).

(iv) U € CpDo(X,7,<)&22 Uce CpUp(X,1,<)96; <= (US)° € By <= U € . Isso

prova as duas inclusoes.
(v) U € OpDo(X,7,<) <= U € ClUp(X,7,<) =0y <= U € 7.

(vi) F € ClDo(X,7,<) <= F° € OpUp(X,7,<) =7 <= F € 6.

Note que os itens (iv), (v) e (vi) da proposigao acima poderiam ser demonstrados

de forma andloga aos itens (i), (i) e (iii), respectivamente.

Proposicao 2.2.9. Suponha que (X,11,72) e (X', 7{,7}) sdo espaco pairwise Stone. Se
[ (X,m, 1) — (X', 71, 75) € bi-continua, entio f: (X, 7,<) — (X', 7/, <) € continua

€ preserva ordem.
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Demonstragao:

Visto que f é bi-continua, tem-se que a imagem inversa de qualquer elemento de
71U, € um elemento de 7 Ute. Por 1.1.22, para mostrar que f : (X, 7, <) — (X', 7/, <)
¢ continua, basta verificar que a imagem inversa de qualquer aberto bésico de (X', 7') é
um aberto de (X, 7). Como 7] U7} é sub-base para 7/ = 7| V 73, os abertos bésicos de X’
sao intersegoes finitas de elementos de 77 UT,. Seja entao B um aberto basico de X', entao
existem Ay, ..., A, € (1 UTy) tais que B = (_; Ai. Assim, f~1(B) = f[1(N_, 4) =
N, fH(A). Visto que f71(A;) € 71 Uy, para todo 1 < j <n e 7 Uty € sub-base para
T, tem-se que [, f~1(A;) é um aberto basico de X, i.e. f~'(B) é um aberto bésico
de X. Portanto, f é continua. Falta verificar que f : (X,7,<) — (X', 7/, <) preserva
ordem. Com essa finalidade, sejam x,y € X tais que x < y, i.e., para todo U € 7
tal que x € U, tem-se que y € U. Seja V € 7/ contendo f(z). Como f é bi-continua,
f~YV) € 1, ou seja, f~1(V) é aberto em X e contém z. Isso implica que f~1(V') contém
y. Logo, f(y) € V. Dessa forma, todo aberto em 7] contendo f(z), contém f(y), ou seja,
f(z) <" f(y). Portanto, f: (X, 7,<) — (X', 7/, <') preserva ordem.

Tendo em vista as categorias Pries e PStone, bem como os resultados vistos
acima, pode-se definir o funtor ®: PStone— Pries, como a seguir. Para (X, 7, 7) e
(X', 11, 15) espagos pairwise Stone, e f : (X, 7, 7) — (X', 71, 75) fungdo bi-continua, com

as notagoes de 2.2.8, define-se:

® :PStone—— Pries

(X7 7_177—2) = (I)(X7 7—177—2) = (X7 T, <)

fG[(X, 7_177_2)7 (XI’TivTé)] = fE[(X> T,S), (X/vT/’ </)]

Através das proposicoes 2.2.9 e 2.2.8, conclui-se que ® estd bem definido.

Doravante, para (X, 7, <) um espago Priestley, 77 denotara o conjunto
OpUp(X,1,<), dos abertos crescentes de (X, 7, <), e 75 0 conjunto OpDo(X, 7, <), dos

abertos decrescentes, salvo mencao em contrario.
Lema 2.2.10. Com as notacées acima, 17 e To sdo topologias sobre X.

Demonstragao:

Deve-se verificar (i) — —(i4i) da Defini¢do 1.1.1. Tem-se que unido qualquer de
subconjuntos abertos é um subconjunto aberto de (X, 7) e interse¢ao finita de abertos é
um aberto de (X, 7). Além disso, ) e X, sdo crescentes, decrescentes e abertos. Entao,
tendo em vista 1.2.6, 71 = OpUp(X,7,<) e 79 = OpDo(X,7,<) contém @) e X, e sdo

fechados por unidao qualquer e intersecao finita, logo sao topologias sobre X.
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Foi visto em 2.2.8 um método para obter espacos Priestley a partir de espacos
pairwise Stone e que as topologias 71 € 75 em questao sdo exatamente OpUp(X,T,<) e
OpDo(X, 1, <), respectivamente. Além disso, foi visto em 2.2.9 como obter morfismos de
Pries a partir de morfismos de PStone. Isto nos possibilitou a construcao do funtor ®.

Os resultados & seguir nos fornecem o processo inverso.

Proposicao 2.2.11. Se (X, 7,<) € um espago Priestley, entdo (X, T, 72) € um espago

pairwise Stone. Além disso:
(1) 1= CpUp(X,T,<);
(17) By = CpDo(X,1,<);

(iti) <=<;=>».

Demonstracgao:

Pelo Lema 2.2.10, tem-se que (X, 7,72) é um espago bitopologico. Visto que
(X, 1) é compacto e 1y Uy C 7, segue que (X, 7y, 72) é pairwise compacto. Para mostrar
que (X, 1, 72) é pairwise Hausdorff, sejam z,y pontos distintos de X. Como < é ordem
parcial, tem-se que r £ y ou y £ x. Em cada caso, por ASP, um dos pontos possui
uma vizinhanca aberta-fechada crescente U que nao contém o outro ponto. Por 1.2.5, U¢
¢ um aberto-fechado decrescente. Portanto, U € 71 e U° & 7, separam x e y. Agora,
lembrando que abertos crescentes sao unioes de abertos-fechados crescentes, e abertos
decrescentes sao unides de abertos-fechados decrescentes (conforme lema 2.2.3), conclui-
se que CpUp(X, 7, <) e CpDo(X, 7, <) formam bases para 7, e 7o, respectivamente. Entao,
assumindo (4),(i7), tem-se que (X, 7y, 72) é pairwise zero-dimensional. Consequentemente,

(X, 71, T2) € um espago pairwise Stone.

(i) Para U C X, tem-se:

AefiesAeneAen
& A€ OpUp(X,7,<) e A° € OpDo(X, 1,<)
s Ae CpUp(X, T, <).

Portanto, #; = CpUp(X, 1, <).
(77) A demonstracao deste item é analoga a de ().

(17i) Sejam z,y € X, por ASP, tem-se:
rLy< U e CpUp(X,1,<)talquex e U ey gU.

Note que, acima, a reciproca de ASP é imediata da definicio de subconjuntos

crescentes. Entao, por contraposicao, tem-se:
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<y VU eCpUpX,7,<),x ¢ U ouyeclU
& VU e CpUp(X,1,<{)(x e U —yelU).

Como CpUp(X,7,<) é uma base para 71, por 1.1.7 conclui-se que
r<y<e (VU e€OpUp(X,r,<))(xelU—-yel)srx<yy,

Portanto, <=<;. Pelo lema 2.2.7, tem-se que <=>,.

Proposicao 2.2.12. Se f : (X, 7,<) — (X', 7/, <) € continua e preserva ordem, entdo

f(X,m,m) — (X', 7],75) € bi-continua.

Demonstragao:

Se f ¢é continua e preserva ordem, por 1.2.9 e pela continuidade da f, U €
OpUp(X',7',<') implica em f~Y(U) € OpUp(X,7,<), e V € OpDo(X', 7', <') implica
em f~1(V) € OpDo(X,7,<). Entao, pela definigao das topologias 7; e 7/, com i € {1,2},
conclui-se que f : (X, 11, 72) — (X', 7{,75) é bi-continua.

De posse da construcao feita acima, define-se o funtor ¥ : Pries—PStone, da
seguinte maneira:

Para (X, 7, <) um espaco Priestley e f : (X, 7, <) — (X', 7/, <') fungdo continua

e preservando ordem, com as notacoes de 2.2.11, define-se:

V¥ : Pries — PStone
(X7 T,S) — \IJ(X’ T, S) = (Xa 7_177-2)
fG[(X, 7-7§>7 (XI’Tlagl)] = fE[(X, TlvTQ)’ (X/vTLTé)]

Conclui-se de 2.2.11 e 2.2.12 que ¥ estad bem definido.

Dado um espaco Priestley (X, 7, <), aplicando o método visto em 2.2.11, obtém-
se um espago pairwise Stone (X, 71, 72). Aplicando o método descrito em 2.2.8 para este
espaco pairwise Stone, obtem-se o espago Priestley (X, 7 V 75, <;). Uma questao natural
¢ saber se (X, 7y V 79, <1) coincide com (X, 7, <), i.e., se ao fim do processo voltamos a ter
o espaco Priestley original. De forma anéloga, dado um espago pairwise Stone (X, 71, 72) e
aplicando os métodos em 2.2.8 e 2.2.11, respectivamente, o espaco pairwise Stone obtido
ao fim do processo coincide com o original? O teorema seguinte, dentre outras coisas,

responde estas questoes.

Teorema 2.2.13. Os funtores ® e U estabelecem um isomorfismo entre as categorias

PStone ¢ Pries.
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Demonstragao:
Conforme 1.4.10, é preciso mostrar que ® o U = Idppies € que ¥ o & = Idpsione-
Com as notacdes de 2.2.8, para cada espago pairwise Stone (X, 7y, 7y), i.e., para cada

objeto de PStone, tem-se:

Vod(X,m,m) =V (PX,m,n)="X,T1<)
= (X,0pUp(X,7,<),0pDo(X,7,<))*2% (X, 71, 72).

Com as notagoes de 2.2.9, para f € [(X,7,7), (X', 71, 75)], tem-se que ¥ o ®(f) =
U(P(f)) =T(f), com f € [(X,7,<), (X', 7", <')]. Pela definicao de ¥, tem-se ¥(f) = f,
com f €[(X, OpUp(X, 7, <), OpDo(X, 7, <)), (X', OpUp(X', 7', <'), OpDo( X', 7', <'))[228
=[(X, 71, 72), (X', 71, 73)], i.e., Wo ®(f) = f, para f € (X, 7, 72), (X', 7, 75)]

De modo similar, com as notacoes de 2.2.11, para cada espaco Priestley (X, 7, <),

tem-se:
(I)(\IJ(X7 T, g)) - (I)(Xv 7_177_2) = (X7 71 \Y T2, Sl)QéH (X> 1 Vv T2, S)

Por 2.2.11, 7 é gerada por CpUp(X,7,<) e 75 é gerada por CpDo(X, 7, <). Por
2.1.1, 11 Uy & sub-base para 71 V 1o. Por 2.2.3(5), CpUp(X, 1, <)UCpDo(x, T, <) formam
uma sub-base para 7. Portanto, como CpUp(X, T, <)UCpDo(X, 7, <) C 11UTy, conclui-se

que 7, V 75 coincide com 7. Sendo assim,
P(U(X,7,<)) = (X, V7, <) = (X, 7,<).

De modo andlogo ao que foi feito anteriormente, mostra-se que ®(V(f)) = f,
para f € [(X, 7, <), (X', 7, <')].
Dessa forma, ® o ¥ associa todo objeto e morfismo de Pries a si mesmos, bem

como ¥ o @ associa todo objeto e morfismo de PStone a si mesmos.

2.3 [Espacos pairwise Stone e espacos espectrais

Espacos espectrais sao, entre outras coisas, espacos topolégicos compactos, Tj e
com base de abertos compactos. Tais espacos sao duais aos reticulados distributivos e
limitados. Apesar dos espacos espectrais nao serem Hausdorff, eles possuem propriedades
topologicas boas, como por exemplo, eles sao espacos de Baire. Relembre que um espaco
topologico X é dito Baire se U,, n > 1, é uma sequéncia de abertos densos em X, entao

ﬂ U, é um denso em X. Um exemplo de espaco espectral na Geometria Algebrica é o

n>1
espectro de Zariski de qualquer anel comutativo com unidade, obtido da seguinte maneira:

dado um anel comutativo com unidade, R, define-se Spec(R) := {P| P é um ideal primo
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proprio em R}, o qual é um espago espectral, considerando a topologia gerada pela base
{Z:}rer, em que Z, := {P € Spec(R)| r ¢ P}. De modo analogo, o espaco dos filtros
primos de qualquer reticulado distributivo e limitado também é um espago espectral.
(Para mais detalhes destas construgoes, veja [M02] e [S09]). Nesta secao, esta feita a
construcao do ja mencionado isomorfismo entre PStone e Spec.

Para um espaco topologico (X, 1), £(X,7) denotara o conjunto dos subconjuntos

abertos compactos de (X, 7).

Definic¢ao 2.3.1. Um espago topoldgico (X, T) € dito coerente se, e somente se, E(X, T)

¢ fechado por intersecoes finitas e forma uma base para a topologia.
Defini¢ao 2.3.2. Seja (X, ) espago topoldgico.

(1) Um subconjunto A de X ¢ irredutivel se, e somente se, A+ ) e A=FUG, com F
e G fechados, implica em A=F ou A = G.

(17) (X, T) € dito sébrio se, e somente se, todo subconjunto fechado irredutivel de (X, )

¢ o fecho de um ponto de X.

Definigao 2.3.3. Um espago topoldgico (X, T) é dito espectral se (X, 1) é compacto, Ty,

coerente e sobrio.

Definigao 2.3.4. Sejam (X, 7) e (X', 7") espagos espectrais. Uma func¢ao f:(X,7)—
(X', 1) é espectral se, e somente se, U € E(X',7') implica f~1(U) € E(X, 1).

Observe que toda funcao espectral é continua, pois a imagem inversa de todo

aberto basico ¢ um conjunto aberto.
Lema 2.3.5. A composicao de funcoes espectrais € uma funcdo espectral.

Demonstracao: Sejam f : (X,7) — (X', 7") e g : (X',7) — (X", 7") funcoes
espectrais. Considere h 1= go f : (X,7) — (X", 7). Seja U € E(X",7"). Entao,
Y U) = (go f)"1(U) = f~Y(g7(U)). Como f, g sao espectrais, tem-se que g~ *(U) €
E(X',7") e, entdo, fH(g Y (U)) € E(X, 7). Ouseja, h 1 (U) € E(X, 7). Logo, h é espectral.

De posse das informagoes acima, pode-se definir a categoria dos espacos espectrais
e fungoes espectrais, a qual serd denotada por Spec. Cornish demonstrou em [C75| que
Spec é isomorfa & Pries. Portanto, pelo teorema 2.2.13, Spec é isomorfa a PStone.
Contudo, sera feita uma demonstracao direta deste resultado visto que, por um lado, sera
destacada a necessidade da propriedade de ser so6brio na definicao de espaco espectral e,
por outro lado, providencia uma prova mais natural do isomorfismo de Cornish, através
dos isomorfismos intermediarios de Pries e PStone — o qual ja foi estabelecido — e de

PStone e Spec.
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Proposicao 2.3.6. Se (X, 71, 72) € um espaco pairwise Stone, entio para cada i € {1,2}

(X, 1) € um espaco espectral. Além disso, E(X,1;) = (.

Demonstragao:

Sera verificado apenas o caso (X, 1), sendo o caso (X, 7») analogo. Visto que
(X, 71, 72) € pairwise compacto, é imediato que (X, 7) é compacto. Como (X, 71, 7) é
pairwise zero-dimensional e pairwise Hausdorff, tem-se pelo lema 2.1.7 que (X, 1) é Tp.
Vejamos que 31 = (X, 7). Pela proposicao 2.1.11, f1 = 11 Nde C 1 Noy = E(X, 7).
Reciprocamente, suponha U € £(X, 7). Como (3 é base para 71, temos que U é uma
uniao de elementos de (3;. Visto que U é compacto, tem-se que U é uma uniao finita de
elementos de [3; e, portanto, pertence a (31, pois 3; é fechado por unides finitas. Logo,
E(X,m1) C By. Dessa forma, £(X, ) = (1. Consequentemente, tem-se que E(X, ) é
fechado por intersecoes finitas e forma uma base para a topologia em questao. Assim,
(X, 71) é coerente. Para mostrar que (X, 7y) é sobrio, seja F' um fechado irredutivel de
(X, 7). Sera mostrado que F' é igual ao fecho em (X, 7) de um ponto de F. Suponha
que nao, i.e., para todo x € F, existe y € F' tal que y & m Portanto, existe um aberto
U, € b tal que y € Uy e x € U,. Seja U, = U,. Entdo, v € U, € Bo, y € Uy e F &
coberto pela familia {U,|x € F'}. Visto que F' € §; C oy, existem xy,...,x, € F tais que
FCU,U...UU,,. Isso implicaem F = FN(Uy, U..UU,,) = (FNU,,)U..U(FNU,,).
Visto que, para cada i, U,, € 5 C 01, tem-se (F N U,,) € §;. Como F & irredutivel em
(X, m), existe k tal que F' = FNU,,ie., FF CU,,. Por outro lado, o y; correspondente
a zy, pertence a [’ e nao pertence a U,,, o que gera uma contradigao. Portanto, existe
z € F tal que F = {z} em (X, 7). Dessa forma, (X, 7) é sobrio. Logo, (X,7;) é um

espaco espectral.

Proposicao 2.3.7. Sejam (X, 1, m) e (X', 7, 7)) dois espagos pairwise Stone. Se
f(X,m,m) — (X', 7, 75) € bi-continua, entdo f: (X, 1;) — (X', 7]) € espectral, para
cada i € {1,2}.

Prova:

Visto que f é bi-continua, pela proposicao 2.3.6, tem-se:

Ue&(X',m)=Uce€/p
= U e 1 Nd
= Y U) enNd
= f71(U) € B
= f7YU) e &(X, ).

Portanto, f é espectral.

Define-se, entao, o funtor F:PStone—Spec da maneira seguinte.
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Para espacos pairwise Stone (X, 71, 7), (X', 7{,75) e para

f:(X,m,m) — (X', 7, 75) bi-continua:

F :PStone——Spec
(X, 71, m) — F(X,7,7) = (X,n)
fG[(X, 7_177_2)7 (XI’TivTé)] = F(f) = fE [(Xv Tl)7 (X,ﬂ_{ﬂ

Infere-se das proposicoes 2.3.6 e 2.3.7 que F' estd bem definido. Note que F' é um
funtor esquecimento, esquecendo a topologia 7.

Para (X, 7) um espago espectral, seja 71 = T e 75 a topologia gerada pela base
AX,7)={UU € £(X, 1)}

Observacao 2.3.8. A(X,7) de fato gera uma topologia sobre X. Para mostrar isso,
tem-se que verificar (1) e (2) de 1.1.9.

(1) E(X, 1) € fechado por unides finitas, pois unido finita de subconjuntos compactos de
um espaco topoldgico qualquer € um subconjunto compacto deste espaco. Passando

ao complementar tem-se que A(X,T) € fechado por intersecoes finitas.

(2) A condigao (2) de 1.1.9 é claramente satisfeita, visto que 0, X € E(X,T), conse-
quentemente X, € A(X,T).

A demonstracao do proximo resultado destaca a importancia da propriedade de
ser sobrio na definicao dos espacos espectrais, para se obter espacos pairwise Stone a
partir dos espectrais. Em linhas gerais, para mostrar que o espago bitopolégico obtido a
partir de (X, 7) é pairwise compacto, sera utilizada a caracterizagdo de compacto descrita
em 1.1.33 da seguinte maneira: dada uma familia K de fechados em 7 U 75 com a pif,
K sera estendida, via Lema de Zorn, a uma familia maximal M com a pif. A partir de
M, sera definido um fechado C. Este fechado sera tal que M U {C'} possui a pif e, como
consequéncia da maximalidade de M, C' € M. Com isso, mostra-se que C' é irredutivel
e utiliza-se a sobriedade dos espacos espectrais, para concluir que C' possui um ponto
genérico z. Por fim, serd provado que x € (K, o que implicard em X ser pairwise

compacto. Vejamos em detalhes:

Proposicao 2.3.9. Se (X, 7) é um espaco espectral, entio (X, Ty, T2) € um espago pairwise

Stone. Além disso:
(Z) ﬁl = 5(X7 T);
(i) B2 = A(X, 7).
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Demonstragao:
Primeiro, serd demonstrado que (X, 71, 72) é pairwise compacto. Para isto, é su-
ficiente mostrar que qualquer colecao K de fechados em 7 U 5 com a pif tem intersecao

nao vazia. Pelas definicoes das topologias 71 e 7, tem-se:

F é fechado em 7, & F° é aberto em 7
& F¢=J;e; Vi, com V; € E(X,7)
& F = Vi comV; € E(X,7)
W é fechado em 7, <& W¢ = J,.,; Vi¢, com V; € £(X, T)
s W =, Vi, com V; € £(X, 7).

ieJ

Portanto, qualquer fechado F' em 73 U 75 é intersecao de V; € &£(X,7) ou é
intersecao de VF, com V; € &£(X,7). Logo, para mostrar que (X,71,7) ¢ pairwise
compacto, basta provar que se K C &(X,7) U A(X,7) tiver a pif entdo (K # 0.
Seja 6 := {F| F° € 7} os fechados em (X, 7). Observe que A(X,7) C 4 e portanto
K C (X, 7)Ud. Estender-se-4 K a um subconjunto maximal M de £(X,7) U com a
pif. Para tal, seja A :={L| K C L, L C E(X,7)Ud e L tem a pif}. (A, C) é ordem
parcial e A # 0, pois K € A. Seja C C A uma cadeia. Vejamos que |JC € A. E
claro que K C |JC e que |JC C (X, 1) U 4. Falta verificar que | JC possui a pif. Seja

L' C | JC subfamilia finita. Entdo, (£’ = ﬂ Gy, com G; € |JC para todo i € {1,...,n}.

=1
Mas para cada G; € |JC, existe L; € C tal que G; € L;. Como C é cadeia e L' ¢ finito,
existe j € {1,...,n} tal que L; C L;, para todo i € {1,...,n}. Logo, G; € L; para todo 1.
Como L; tem a pif e {G, ..., G, } é subfamilia finita de L;, tem-se que ﬂ Gi=NL #0.

i=1
Dessa forma, | JC possui a pif e, portanto, | JC € A. Pelo lema de Zorn, A possui algum

elemento maximal M. Seja agora C' := (\{F| F € M Nd}, i.e., C ¢é a intersecao de todos
os conjuntos de M que sdo 7 — fechados. Note que {F| F' € M NJ} é nao-vazio. De
fato, como X € £(X,7)Nd, K U{X} é familia pertencente a A. Como M é maximal
estendendo K, X € M e entao X € M N¢. Além disso, como (X, 7) é compacto e M tem
a pif, C' # (). Claramente C' € 6. Vejamos que M U {C} tem a pif. Suponha que nao,
i.e., existe {Aq,...,A,} C M tal que Ay N...NA,NC = 0. Sem perda de generalidade,
suponha Ay, ..., Ay € E(X,7) e Agy1,..., A, € 6. Observe que Ap 1 N...NA,NC =C.
k

Visto que foi suposto A; N...N A, N C = 0, conclui-se que mAi NC = (. Como
i=1
E(X, 1) é fechado por intersegoes finitas, tem-se que A := ﬂle A; € £(X, 7). Note que

A € M, pois M U {A} tem a pif; logo M = M U {A} pela maximalidade de M, ja que
M U{A} € A. Visto que ANC =0, tem-se A C X\ C = J{X \ F| F € Mné}.
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Assim, {X \ F| F € MNG§} é cobertura aberta de A. Como Aé compacto tem-se que
AQUX\ , para F; € M NJ. Portanto, ACX\ﬂ 1.e.,ﬂFj§X\A. Visto

Jj=1 J=1
m

que A € M, é necessério que ﬂ F; ¢ M, pois Aﬁ(ﬂ F;) =0 e M possui a pif. Por outro

j=1 j=1
lado, F\, ..., Fy, € MN6 e entdo {Fy, ..., F,} € {F|F € MN4}. Isso implicaem C' C (1) Fj.
j=1
Como C' # 0, tem-se que (;_, F;j # (. Portanto, m F; € M, pois M U {m F;} tem a
j=1 j=1

pif; logo M = M U {ﬂ F;} pela maximalidade de M, ja que M U {m F;} € A. Tsso gera
j=1 J=1
uma contradi¢ao. Assim, M U {C} tem a pif e, entdo, C' € M.

Fato: C é irredutivel.

Prova: Suponha que ndo, i.e., C = AUB com A, B € 6\{0}. Se MU{A} e MU{B}
nao tem a pif, entao existem A;,..., A, € M, com A;N..NA,NA=10, e existem
By,...,B, € M,com BiN..NB,,NB = 0. Logo, AiN..NA,NB;N..NB,,NC =
(A1N..NA,NBN..NB,NA)U(A;N...NA,NBN..N B, NB) = . Contradigdo.
Assim, M U{A} ou MU{B} tem a pif. Como M é maximal com a pif, tem-se que
A € M ou B € M. Portanto, pela definicao de C, C' C A ou C' C B, mostrando

que C' é irredutivel.

Visto que (X, 7) é sobrio, existe z € X tal que C' = m Como z € C, tem-se
que x € F para todo F' € M Nd. Como M possui a pife C € M, paraU € M NE(X,T)
tem-se que ) # UNC = UN{z}. Mas U € M NE(X,7) implica em U ser aberto e
assim € U (por 1.1.17). Como x € (\{F|F € MNé}tex e (WUIU e MNEX,T)},
tem-se que z € ({G|G e MNdouGe MNEX,7)} ={GIGe MN(OUEX,T))}.
Mas M C E(X,T)Ud e, entdo, x € (\{G| G € M} =M. Sendo K C M, tem-se que
(M C K. Portanto, x € (| K, i.e., (K # 0.

Agora, sera demonstrado que ; = E£(X,7) e s = A(X, 7). Isso implica em
(X, 71, T2) ser pairwise zero-dimensional. Visto que 71 := 7, tem-se que £(X,7) C 71. Pela
definicao de 7, tem-se £(X,7) C d5. Portanto, £(X,7) C ;. Reciprocamente, como
(X, 11, 72) é pairwise compacto, pela proposigao 2.1.11, tem-se £ = 71 NJ C 7 Noy =
E(X, 7). Assim, 3, = E(X, 7). Além disso,

UceAX,7)<=Ucl(X,1)=0=T1Nd<=U€cihnNmn=/1.

Portanto, fs = A(X, 7).
Finalmente, tem-se por hipotese que (X, 1) é Ty. Logo, pelo lema 2.1.7, (X, 71, 72)

é pairwise T5 e portanto um espaco pairwise Stone, o que conclui a prova.
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Proposicao 2.3.10. Sejam (X, 1) e (X', 7') espagos espectrais. Se f: (X, 7) — (X', 1)

é uma funcao espectral, entao f: (X, m,7) — (X', 71, 75) € bi-continua.

Demonstracgao:

Visto que f é espectral, f: (X, 1) — (X', 7{) é continua. Além disso, para U €
B, tem-se que U € ) = E(X', 7). Pode-se escrever f~1(U) = f~1((U%)°) = f~1(U°).
Como f ¢ espectral, f~H(U¢) € f; = £(X, 7). Logo, f~H(U*)¢ € B,. Consequentemente,

f: (X, 1) — (X', 75) é continua. Assim, f: (X, 7, 7) — (X', 7{,75) & bi-continua.

Agora, pode-se definir o funtor G :Spec—PStone da maneira seguinte. Para
(X, 1) e (X', 7') espagos espectrais, e para f : (X,7) — (X', 7’) funcao espectral, define-

se:
G :Spec—PStone
(X,7) = G(X,7) = (X, 71, 72)
felXom), (X7 = G(f) = fel(X,m, 7)), (X, 71, 73))]

De acordo com as proposicoes 2.3.9 e 2.3.10, GG esta bem definido.

Teorema 2.3.11. Os funtores F' e G estabelecem um isomorfismo entre as

categorias PStone e Spec.

Demonstragao:

Ja foi verificado que F' e G estao bem definidos. Com as notagoes de 2.3.6,
para cada espaco pairwise Stone (X, 71, 7), tem-se G(F (X, 1, 7)) = G(X, 1) Por 2.3.6,
B = E(X,m). Logo, A(X, 1) = [, i.e., 7o é gerada por A(X, 7). Consequentemente,
G(X,n) = (X, 7, 7). Ou seja:

GF(X,m,m)) = (X,71,7)

Com as notagoes de 2.3.7, para f € [(X, 7, 72), (X', 7, 7)], tem-se que G(F(f)) = G(f),
com f € [(X,m), (X', )]

Pela definicao de G e por 2.3.6, tem-se G(f) = f, com f € [(X, 7, m), (X', 7, 75)], ie.,
Go F(f)=f, para f € [(X,71,72), (X', 7{,73)].

Também, com as notagdes de 2.3.9, para cada espago espectral (X, 7), tem-se:
F(GX,1)=F(X,n,m)=FX,mnn) =(X,1)

onde 75 é a topologia gerada pela base A(X, 7). De modo anélogo ao que foi feito anteri-
ormente, mostra-se que F(G(f)) = f, para f € [(X,7), (X', 7).

Dessa forma, F' o G associa todo objeto e morfismo de Spec a si mesmos, bem
como GG o F associa todo objeto e morfismo de PStone a si mesmos, sendo portanto

funtores identidade.
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Observacao 2.3.12. Conclui-se entao, dos teoremas 2.2.13 e 2.8.11, que as categorias

Pries, PStone e Spec sao isomorfas.
A aplicacao a seguir é devida a Hugo Luiz Mariano.

Sabemos que qualquer espago espectral pode ser “booleanizado” da seguinte maneira:
seja (X, 7) um espaco espectral e sejam U,V € E(X, 7) abertos compactos, entao podemos

munir o espago X com uma certa base para uma topologia sobre X, dada por
B:={UN(X\V)| U,V e&X,1)}

Com isso, pode-se mostrar que X" o espaco X com esta nova topologia, é um espaco
Stone (veja [M02]). Note que se f : (X,7) — (Y,7) for uma fungao espectral, entdo
feor s Xem — Y definida por f"(z) := f(x), para x € X, serd uma fun¢do continua.

Podemos entao definir o funtor Boole da seguinte maneira:

Boole : Spec — Stone
(X,7) = X
f e (X, ), (¥, )] s foom e [(Xeon, Yeon]

Assim, tendo em vista os resultados demonstrados, obtém-se os seguintes diagra-

mas de funtores entre categorias:

i Boole
Stone—— »  Spec Stone « Spec
0 e 0 F
PStone PStone

Como consequéncia, podemos obter o funtor Boole como adjunto a direita do
funtor inclusdo i : Stone — Spec. Observe que 0 = G o i. Portanto, o funtor diagonal
tem adjunto & direita Boole o F. (Para mais detalhes sobre adjun¢iao de funtores, veja
[M98] e [G84]).

2.4 Reticulados distributivos e espacos pairwise Stone

Visto que PStone ¢ isomorfa & Spec e esta tltima é dualmente equivalente a
DLat, conclui-se que PStone ¢ também dualmente equivalente & DLat. Faremos uma
prova explicita deste resultado, a qual nos permitira concluir que, das equivaléncias duais

entre a categoria Dlat e as categoriasSpec, Pries ¢ PStone, a equivaléncia dual entre
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DLat e PStone ¢ a mais simples de estabelecer. De fato, como serd demonstrado abaixo,
a prova da pairwise compacidade do espaco bitopolégico dual de um reticulado distributivo
e limitado L nao requer o uso do lema de Alexander, sendo portanto mais simples do que
o caso Priestley. Além disso, a prova complicada da sobriedade do espaco espectral dual
de L é completamente evitada no setor bitopologico.

Seja L um reticulado distributivo e limitado, e X = pf(L) o conjunto dos filtros
primos de L. Define-se ¢, ,¢_ : L — P(X) por:

br(a)={reXlaca} e p(a)=fr e X|agr)

Lema 2.4.1. Sejam ¢, ¢_ : L — P(X). Entdio, ¢4(a) = ¢_(a)® e valem as sequintes

propriedades:

Ly o gy (L) =0, Lo (L)=X

241 94(T) =X, 2.:9(T)=10

341 d(anb) =¢i(a) N oy(b), 3-:¢-(aNb)=9¢_(a)Ug_()

4yt pi(aVb) =¢i(a)Udy(b), 4 9-(aVb)=d¢_(a)No_(b)
Prova:

E facil verificar que ¢ (a) = ¢_(a)°.

1, : ¢ (L) ={x € X|L € z} =0, pois um filtro primo por definigdo é proprio e L € x

implica necessariamente em x = L, i.e., x € X.

2, ¢.(T) ={z € X|T € z} = X, pois todo filtro de um reticulado limitado contém
T.

3+ ¢or(and)={zr e X|aAbe z}.
Seja x € ¢,. Tem-se que aAb<aeaNb<b ComoaAbecuxexéfiltro, tem-se
quea €xebeux, ie, € ¢i(a)Noi(b). Reciprocamente, se x € ¢, (a) N ¢ (b),

entdo a € x e b € x. Como x é filtro, tem-se que a A b € x, i.e., x € ¢, (a A D).

4y ¢oi(aVvd)={x e X|laVbex}.
Se v € ¢(a) ou v € ¢4(b), entdo a € x ou b € x. Suponha, sem perda de
generalidade, que a € . Isso implica em a Vb € x, pois a < a Vb e z é filtro. Logo,

x € ¢, (aVbh). Reciprocamente, a\Vb € z implica em a € x ou b € x, pois x é primo.
Assim, x € ¢ (a) U ¢, (b).
Os casos 1_ —4_ sdo consequéncias de ¢ (a) = ¢_(a)°.

Lema 2.4.2. Seja f = ¢ [L] = {¢p4(a)la € L}, - = ¢_[L] = {¢p_(a)la € L}. Entao
B+ e B_ geram topologias sobre X.
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Prova:

(4 é base para uma topologia:

Por 3., tem-se que (3, é fechado por intersecoes finitas.

Seja x € X. Como z ¢ filtro primo, z # ). Logo, existe a € L tal que a € z, i.e.,

z € ¢y(a).
[_ ¢ base para uma topologia:

Por 4_, 5_ é fechado por intersecoes finitas.

Seja x € X. Como x é primo, tem-se que x é proprio, i.e., x # L. Assim, existe

a € L\ z,ouseja, x € ¢_(a).

Conforme o lema acima, seja 7, a topologia gerada por 3, e 7_ a topologia gerada

por _.

Proposicao 2.4.3. (X, 7,,7_) € um espaco pairwise Stone.

Demonstragao:

Pairwise Hausdorft:

Suponha x # y. Entao z € y ou y € x. Suponha que x ¢ y. Entdo, existe a € L
coma € v ea ¢ y. Portanto, z € ¢,.(a) € 7, ey € ¢_(a) € 7_. Visto que
o4(a) = ¢_(a)°, tem-se que ¢, (a) e ¢_(a) sdo disjuntos. O caso y  x ¢ similar.

Logo, (X, 74, 7_) é pairwise Hausdorff.

Pairwise compacto:

Como [, é base para 7, e J_ é base para 7_, é suficiente mostrar que para cada
cobertura de X, por elementos de 3, U [_, existe uma subcobertura finita (cf.
1.1.30). Suponha X = (J{¢+(a)|i € I} UU{p_(b;)|j € J}, para a;,b; € L. Seja
A o ideal gerado por {a;|i € I} e V o filtro gerado por {b;|j € J}. Se ANV =0,
como todo ideal é um conjunto direcionado para cima, pode-se aplicar o teorema

1.3.18, e entao existe um filtro primo x de L tal que VC z e x N A = (). Assim:

VCu={blje} Ca=VjeJ(xe o (b)),
ctNA=0=Viella &x)=>Viel(lx e d_(a)).

Portanto, x & ¢_(b;) e = & ¢4 (a;), para cada j € J e cada i € I. Contradigao,
pois J{o4(a:)|i € 1} UU{¢p_(b;)|7 € J} é uma cobertura de X. Isso mostra que
ANV #0,ie. existe a € ANV. Logo, por 1.3.14, existem b;,, ..., b;, € {b;|j € J}
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e Ay sy, € {a;]i € I} tais que by, Ao Abj, < a < a;yV..Va,,. Sejay filtro.
Note que se bj, A...Abj;, €y, entao a € y, e que se a € y, entao a;, V...V a;, €Y,
ou seja, em particular ¢, (bj, A ... AD;,) C ¢y(a) C ¢4(a;, V...Va,;,). Por 3, edy,
tem-se que ¢4 (b;,)N...N@4(bj,) C dy(a;y)U...Upi(a;,) = ¢_(bj,)U...Ud_(b;,) 2
o_(a;,)N...Np_(a;,,). Portanto, ¢4 (a;, )U...Uds(a;, )U(d4(ai,)U...Ud (a;,)) = X,
e, X = éi(ay)U...Udi(a;,)Uo_(a,)N...No_(a,) C o_(b;)U..Up_(bj,)U
¢4 (ai) U ... U¢i(ai,) € X. Logo, {¢+(ai,), .., b+ (ai,), 9-(bj1), s ¢-(bj,)} € uma
subcobertura finita de {¢(a;)|i € I} U{p_(b;)|j € J}. Isso mostra que (X, 7, 7_)

é pairwise compacto.

e Pairwise zero-dimensional:
De modo anédlogo ao que foi feito nas se¢oes anteriores, Seré utilizado ¢, para denotar
o conjunto dos subconjuntos fechados de (X, 7, ) e o, para denotar o conjunto dos
subconjuntos compactos de (X, 7,), com §_ e o_ definidos analogamente. Vejamos
que By = 7. NJ_, sendo o caso f_ = 7_ N, similar. Se U € fy, é claro que
U € 7. Além disso, como U = ¢, (a), para algum a € L, tem-se que U° = ¢_(a).
Portanto, U¢ € f_ C 7_. Assim, (U)° € §_,i.e., U € 6_. Logo, U € 7, NJ_ e entdo
By € 7, NJ_. Reciprocamente, seja U € 7, Nd_. Visto que (X, 7,,7_) é pairwise
compacto, por 2.1.11, U € 7. No,. Como [, é uma base para 7, tem-se que U é
uma uniao de elementos de 3,. Assim, U pode ser escrito como uma unido finita
de elementos de [, pois U é compacto. Por 4., 3, é fechado por unides finitas.
Logo, U € ;. Consequentemente, 7 Nd_ C (. Portanto, B4 = 74 Nd_. Dessa

forma conclui-se que (X, 7,,7_) é pairwise zero-dimensional.

Isso mostra que (X, 7,,7_) é pairwise Stone.

Definicao 2.4.4. Para um homomorfismo de reticulados limitados, h : L — L', seja

frn:pf(L') — pf(L) dada por fu(z) = h~'(z).

Note que fj, estd bem definida, pois a imagem inversa de um filtro primo em L/,
por h, é um filtro primo em L (cf. 1.3.17).

Sera demonstrado a seguir que f, é um morfismo de PStone, em particular.
Proposicao 2.4.5. A funcao f;, € bi-continua.

Demonstracgao:

Seja a € L. Entao valem as seguintes igualdades:

(i) fi " (¢+(a)) = ¢/ (h(a));
(i) f, " (¢—(a)) = ¢—(h(a)).
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Justificativa:

(i) fr ' (d1(a)) = {x e pf(L)] fulz) € ¢p1(a)}
={z epf(L)| h™'(z) € ¢+ (a)}
={zepf(L)ach ()}
={z e pf(L')| h(a) € x}
= ¢, (h(a)).

(#7) Andlogo ao item (7).

Portanto, a imagem inversa de cada elemento de (34 estd em (| e o mesmo é

valido para f_ e [#”. Sendo assim, por 1.1.22(ii), fj, é bi-continua.

De posse das informagoes anteriores, pode-se definir o funtor contravariante

()« : DLat — PStone como a seguir.

(=)« :DLat—PStone
L— L,:=(X,7y,7_), com X=pf(L)
helL, L'} = h. = fre[(X', 7, 70), (X, 7y, 7).

Observagio 2.4.6. Sabemos que se g : K — K’ é uma funcio, entdo g~ : P(K')—P(K)
¢ a chamada funcdao imagem inversa. Em particular, se g : K — K € func¢ao identidade
em K, entio g~' : P(K) — P(K) € identidade em P(K). Note que se g : K — K’
¢ um homomorfismo de reticulados, entio g, = g ‘| pf(K'). Sendo assim, para h,h
morfismos de DLat, como (W' oh)™ = h=toh'~L, tem-se (k' o h), = h, o hl,. Além disso,
(idp). = idypry = idy,.

Infere-se de 2.4.6 e das proposigoes 2.4.3 e 2.4.5 que o funtor (—), estd bem
definido.

Para um espago pairwise Stone, (X, 11, 72), € facil ver que (51,N, U, ), X) é um re-
ticulado distributivo e limitado. De fato, (1, C) é ordem parcial, fechado por interseoes
e por unides finitas, e N, U satisfazem [A, V] de 1.3.4. Logo, (f1,N,U, D, X) é reticulado
distributivo, por 1.3.5. Além disso, (81,N, U, ), X) & limitado, com L = e T = X. (Note
que (B2,N,U,0, X) também é um reticulado distributivo e limitado.)

Para (X, 1, 1) e (X', 71, 5) espagos pairwise Stone, seja f : (X, 11, o) — (X', 7{, 75)
bi-continua. Para cada U € ] tem-se que U € 71 N d,. Entdo, sendo f bi-continua,
f~YU) € 11N dy. Portanto, f~1(U) € B;. Além disso, é facil verificar que f~': 3] — 3

é um homomorfismo de reticulados limitados.

Define-se o funtor contravariante (—)* : PStone — DLat da seguinte maneira:
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(—)* :PStone—DLat
<X7 T1, 7_2) — (Xa T1, 7_2)* = (ﬁla ma Ua ®7 X)
FelX,m,m), (X' m, m)] = f* = fE[B, B

Pelo que foi observado anteriormente, tem-se que o funtor (—)* est4 bem definido.

O proximo resultado mostra quais os isomorfismos de DLat e PStone, respec-
tivamente, que irao compor as transformacoes naturais necessarias & demonstracao da

equivaléncia dual entre estas categorias. A demonstragao de 2.4.7(7) é original.

Lema 2.4.7.

(1) Seja L wm reticulado distributivo e limitado. Entdo, pp : L — L.*, dada por

pr(a) == ¢4(a),
¢ um isomorfismo de reticulados distributivos e limitados.

(17) Seja (X, 11, 72) um espago pairwise Stone. Entao ¢y : X — X*,, dada por
Vx(z) ={U € X*|z € U},
¢ um bi-homeomorfismo.

Prova:

(1) Note que L,* = (X, 74,7-))" = B+ = ¢4[L] = pr(L). Logo, ur é sobrejetora.
Sejam a,b € L.

pr(a) =g () o {reXacr}={ye XbeyteVre X(acr—beu).
(%)

Por (%), é facil verificar que ¢, (a) # ¢4 (b) implica a # b, i.e., que py estd bem
definida. Suponha que a # b e que a £ b. Seja Ta o filtro gerado por {a} e [ b o
ideal gerado por {b}. Como a £ b, tem-se que (T a)N(] b) = 0. Pelo teorema 1.3.18,
existe © D7 a filtro primo tal que zN | b = (). Por (x), tem-se que ¢, (a) # ¢ (b).
O caso b £ a é andlogo. Assim, pp é injetora. Por 2.4.1, py é homomorfismo de

reticulados. Portanto, p;, é isomorfismo de reticulados distributivos e limitados.

(i7) Observe que X* = 1, que é um reticulado distributivo. Portanto, {U € X*|x €
U} C (. Falta verificar que {U € X*|x € U} € pf(;) = X*,. Com esta finalidade,

deve-se verificar:
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|[Fil |: Sejam U € ¢x(x) e V € [ tais que U C V. Entdo, como x € U, tem-se que
x € V. Logo, V € ¥x(x).

[Fi2 |: Sejam U,V € ¥x(x). Entdo, z € UNV, ie., UNV € x(x).

E claro que vx(z) # ), pois 3, ¢ base para (X, 7). Portanto ¢x(z) é filtro em f3;.
Também, ¥ x(x) é proprio, pois O & x(z). Além disso, se UUV € ¢x(x), entdo
rzeUouxeV,ousea, U€ x(x) ouV € hx(x). Dessa forma, ¥y (x) é filtro
primo em (i, i.e., ¥x(z) € pf(f1). Portanto 1x estd bem definida. Agora sera

verificado que ¥y é injetora. Para isto, sejam z,y € X:

Ux(x) =Yx(y) S{U € filr e Ut={V € Bily e V}=VIWEPi(z € Wy € W)

(%)

Como X é pairwise zero-dimensional e pairwise Hausdorff, pelo Lema 2.1.7, tem-se
que (X, 7) é Ty. Visto que [3; é base para 7y, por (%*), tem-se que ¥x(z) = ¥x(y)

é equivalente & x = y. Portanto, 1)x é injetora. Mais ainda:

e )y é sobrejetora:
Seja P um filtro primo de 3; (ou seja, P € X*,) e Q ={V € 5,|V° & P}.

e Afirmacao 1: () é primo em (.

[Fil ]: Sejam U € QeV € fptaisque U CV =V CU = UUVe=U¢ P,
pela definicao de (). Como U¢UV® & P, tem-se que V° & P, pois P é filtro.
Logo, V € Q.

[Fi2 |: Sejam U,V € Q. Logo, U¢, V¢ & P. Isso implica em U UV & P, pois P é
primo, i.e., (UNV)*=UcUVe ¢ P. Logo, UNV € Q.

Suponha que UUV € Q. Entao, (UUV)*¢& P, ie., U°NVe¢ P. Como P é
filtro, tem-se que U¢ & P ou V¢ & P. Portanto, () é filtro primo.

e Afirmacao 2: PU(Q tem a pif.

Seja D Cy PUQ. Suponha que (D = 0. Seja D = {Uy, ..., U, } U{V4, ..., V}, }, com
Up,...,U,€PeV, ...V, €Q. Tem-se entdao que UyN..NU, NViN..NV, = 0.
Como P e (@ sao filtros, tem-se que U :=UN..NU, € PeV:=ViNn..NV, € Q.
Assim, UNV = (). Logo, U C V¢. Como U € P, tem-se V¢ € P, pois P é filtro.
Mas isso contradiz o fato de que V' € Q. Portanto, (D # 0 e, entdao, P U Q tem a
pif.
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Visto que X é pairwise compacto, tem-se [|(P U Q) # (), caso contrario

{X\U|U € PUQ} seria cobertura de X por abertos de 7y U7 e isto implicaria em
n
existir uma subcobertura finita. Nesse caso, ﬂ U; = 0, com cada U; pertencendo a

i=1
subcobertura. Isso contradiria o fato de que P U @ tem a pif.

e Afirmacao 3: (PUQ) = {z}.

Seja x € ((PUQ). Entao, x € U para todo U € PU Q. Suponha que existe y # «
tal que y € (P UQ). Como X é pairwise Hausdorff, existem U; € 31 e Uy € (s
disjuntos tais que x € Uy e y € U, ou existem Uy € (B e Uy € 5 com a mesma

propriedade.

1) Se U, € 51 e Uy € P, entao Uy € Q. Logo, z,y € Uy. Contradigao.

2) Se Uy € By e Uy € P, entao z,y € U;. Contradicao.

3) Se U, € 35, entao U5 € (3. Recai em um dos dois casos anteriores.

)
)
)
4) Se U, € (1, recai em um dos dois primeiros casos.

Portanto, (J(PU Q) = {x}.

e Afirmacao 4: ¢x(z) = P.

Pelo que foi visto acima, P C ¢x(z) (pois todo U tal que U € P contém x). Seja
entdo U € Px(x). Tem-se que U € ;. Logo, U € B5. Comoz ¢ Ucex € [(PUQ),
tem-se que U¢ ¢ Q. Consequentemente, U € P. Assim, ¢x(z) C P.

Portanto, 1)x é sobrejetora.

Falta verificar que ¢ x é um bi-homeomorfismo. Para isso, serd mostrado que ¥ x
¢ bi-continua e bi-aberta. Seja entao V € . = {¢+(U)|U € B:1}. Logo, existe U € 3, tal
que V = ¢, (U). Assim:

U (V) =95 (0+(0)) = {2 € X|x(2) € ¢+ (U)}
={z € X|ix(x) e {P e pf(B)|U € P}}
={z e X|U € ¥x(2)} ={z € X|x € U}
=U € .

Seja agora W € (_. Entdo, existe V € f; tal que W = ¢_(V) = ¢ (V)"

Portanto,

Yy (W) =95 (¢-(V)) = ¥x (6 (V)) = [¥x (9+(V))]° € Ba-
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Assim, tem-se que ¥x é bi-continua. Além disso, para U € 3, tem-se ¢y (¢ (U)) = U.
Como 1y é bijecao, isto implica em ¥x(U) = ¢ (U) € 5. Para V € By, tem-se que V =
Ue, com U € 3 e como ¥y (¢_(U)) = U¢, tem-se que ¥x (V) = x(U°) = ¢_(U) € B_.
Logo, ©¥x é bi-aberta. Conclui-se entao de 1.1.21 que ¥y é um bi-homeomorfismo entre
X e X*,.

Teorema 2.4.8. Os funtores (). e (-)* estabelecem uma equivaléncia dual entre DLat
e PStone. As equivaléncias naturais sao dadas por p: Idpray — (—)* o ()« €

¥ : Idpstone — ()« © (—)*. Mais detalhadamente, tem-se:

[ret]: Para L € Ob(DLat),u, == ¢4 : L — L} € isomorfismo e o sequinte

diagrama no lado esquerdo comuta para morfismos de reticulados h : L — L'

23 Ux

L —t X —F X+

h h.” f I

L/ - 5 L/** X/ - . X/**
3% Vx

[pairwise]: Para X € Ob(PStone),x : X — X* € um bi-homeomorfismo e o diagrama

acima & direita comuta para aplicagoes bi-continuas f: X — X',
Demonstracgao:

[ret]: Pelo lema anterior, cada pz na familia de morfismos
p={pr € ldprat(L), L] : L € Ob(DLat)} = {u, € [L,L}] : L € Ob(DLat)},

é um isomorfismo. Vejamos que p de fato é uma equivaléncia natural. Para isto,
falta apenas verificar a comutatividade do diagrama correspondente. Seja entao
a€ L. Tem-se que:

(h o p)(@) = h (64 (a)) = F (64 () 245 &, (h(a)) = pr(h(a)) = ps o h.

Isso prova a comutatividade do diagrama supracitado.

[pairwise]: Novamente pelo lema anterior, tem-se que cada ¢y na familia de mor-
fismos
Y = {x € [Idpstone(X), X",] : X € Ob(PStone)}
= {¢Yx € [X, X*,]: X € Ob(PStone)}
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é um isomorfismo. Vejamos a comutatividade do referente diagrama. Relembre que
se f: X — X', entdo f*: ] — B1e f2:pf(B1) — pf(By) s@o restri¢oes das

funcoes imagens inversas de f e de f*, respectivamente. Seja x € X fixado. Entao,

froovx () = fr-(x(2) ={U € B1[f*(U) € ¢¥x(2)} ={U € X"z € f*(U)}
={U e X"z e f71(U)} ={U € X"|f(z) € U} = ¢x:(f())
:wx/of(m).

Portanto, Spec, PStone, Pries e DLat sao dualmente equivalentes entre si.



Capitulo 3

Algumas Descricoes Duais e a
Dualidade de Esakia

Neste capitulo, sera utilizado o isomorfismo entre Pries, PStone e Spec, e suas
equivaléncias duais com DLat para obter as descri¢oes duais de alguns conceitos algébricos
que sao importantes no estudo dos reticulados distributivos. Sao estas as descricoes
duais de filtros, ideais e imagens homomorfas. As descri¢oes duais dos conceitos citados
utilizando espagos Priestley é bastante conhecida e pode ser vista em [P84]. Alguns destes
conceitos tém sido também descritos por meio de espacos espectrais, como serd visto a
seguir. Além disso, tais conceitos serao descritos por meio dos espagos pairwise Stone.

As referéncias utilizadas na construgao deste capitulo foram [BBGK10]|, [H69],
[DP92|, [P84] e [D10]. As demosntragoes dos resultados 3.1.5 e 3.1.14 sao originais.

3.1 Filtros e ideais

Inicialmente, serd apresentada a descricao dual de filtros, filtros primos e filtros
maximais, bem como a de ideais, ideais primos e ideais maximais de reticulados distribu-
tivos e limitados, por meio de espacos Priestley. Os detalhes da construcao da equivaléncia
dual entre Pries e DLat podem ser vistos em [D10]. Aqui, daremos apenas uma breve
visao geral desta construgao.

Para cada reticulado distributivo e limitado L, associamos seu espaco dual
(X, 7,<), onde X é o conjunto dos filtros primos em L, < é a inclusdo e 7 é a topologia
que tem como sub-base a cole¢do composta por {z € X : a €z} e{r € X : a € z}, para
a € L (conforme [P84]). No capitulo 2, os elementos da sub-base foram denotados por
¢_(a) e ¢4 (a), respectivamente. Neste capitulo, denotar-se-a {x € X|a € z} por ¢(a), ao
invés de ¢, (a).

Priestley mostrou que o espaco dual de L é um espaco Priestley.

o8
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Observacao 3.1.1. Na verdade, em [P84], Priestley definiu X como sendo o conjunto
dos ideais primos de L. Mas filtros e ideais sao dualmente equivalentes, pelo Principio da
Dualidade. Logo, para ficar de acordo com o que foi feito no capitulo 2, iremos considerar

X como o conjunto dos filtros primos de L.

Vimos no capitulo 2, na construcao da equivaléncia dual entre DLat e PStone,
que ¢_[L] e ¢[L] geram topologias sobre X, denotadas por 7_ e 7., respectivamente.
Por 2.1.1, ¢4 [L] U ¢_[L] forma uma sub-base para 7, V 7_. Logo, 74 V 7_ coincide com
7 de (X, 7,<).

Vale ressaltar ainda que podemos identificar o espaco dual de um reticulado
distributivo e limitado L com A := {f|f : L — 2 é morfismo }, conforme o resultado

seguinte.
Lema 3.1.2. Exziste uma correspondéncia 1-1 e sobrejetora entre filtros primos num re-
ticulado distributivo e limitado L e morfismos f : L — 2, dada por:

(1) Se P C L for filtro primo em L, entdo

1, sea € P;
f:L—2 a— f(a):=
0, sea & P

¢ morfismo de reticulados.
(it) Se f € X, entao f~'(1) é um filtro primo em L.
Dualmente:

Lema 3.1.3. FEziste uma correspondéncia 1-1 e sobrejetora entre ideais primos num re-

ticulado distributivo e limitado L e morfismos f: L — 2, dada por:

(i) Se I C L for ideal primo em L, entao

0, sea € I

1,sea¢gl

fla) =

€ morfismo de reticulados.

(ii) Se f € X, entio f~(0) é um ideal primo em L.

A demonstragido do Lema 3.1.2 pode ser vista em [D10]. A demonstragao de 3.1.3

decorre do Principio da Dualidade.
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Para o espago A supracitado, pode-se definir a seguinte relacao binaria, denotada

por <:
Dados f,g € X, f < g se, e somente se, f(a) < g(a) para todo a € L.

Nao é dificil verificar que < é uma ordem parcial.

Considerando em A a topologia induzida do espaco produto 27, tem-se o seguinte
resultado:

Para um reticulado distributivo e limitado L, conforme notacao utilizada acima,
tem-se que (A, 1,<) é um espago Priestley.

Portanto, podemos fazer uso tanto da definicao do espaco dual de um reticulado
distributivo e limitado L, quanto da sua identificacdo com A.

Também, para (X, 7, <) espago Priestley, pode-se definir o reticulado formado pe-
los abertos-fechados crescentes de (X, 7, <) e denotado por (CpUp(X, 7, <), C), o chamado
reticulado dual de X. O infe o sup de (CpUp(X,7,<),C) sao a intersecao e a uniao,
respectivamente.

O Teorema da Representacao de Priestley diz, basicamente, que dado um
reticulado distributivo e limitado L e seu espaco dual (X, 7, <), L éisomorfo ao reticulado

formado pelos abertos-fechados crescentes de (X, 7, <), e este isomorfismo é dado por:

¢: L — CpUp(X,T,<)
ar— ¢(a) :={z € Xl|a € z}

Vale ressaltar que ¢(a) pode ser identificado com o conjunto {f € A: f(a) =1},
conforme 3.1.2.

Doravante, salvo mencao em contrario, L denotard um reticulado distributivo e
limitado.

Assumindo os resultados e conhecendo as definicoes acima, torna-se possivel o

entendimento das descricoes duais que serao dadas a seguir.

Seja L um reticulado distributivo limitado e seja (X, 7, <) o espago Priestley de
L. Para cada filtro F' de L, associa-se o fechado crescente Cr := ({¢(a)|la € F} de X, e
para cada fechado crescente C' de X, associa-se o filtro Fo := {a € L|C C ¢(a)} de L.

Observacao 3.1.4. Cr de fato é um fechado crescente, visto que intersecao qualquer de
abertos-fechados é um subconjunto fechado e intersecao de crescentes é um subconjunto

crescente. Resta mostrar que Fo € filtro.
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Sejam a € Fo eb € L tais que a < b. Como a € F¢, tem-se que C' C ¢(a). Devemos
verificar que C' C ¢(b). Isso estard provado se mostrarmos que ¢(a) C ¢(b). Seja
entao f € ¢(a). Isso implica em f(a) = 1. Visto que a < b, tem-se a ANb = a. Logo,
1 = f(a) = fland) = fla) A f(b) = 1A f(b) = f(b). Assim, f(b) =1 e entdo
f € o).

Sejam a,b € Fo. Entao, C C ¢(a) N ¢(b) = ¢(a AD), pois ¢ é morfismo. Logo,
alNb€ Fgq.

Portanto, F¢ € filtro.

Lema 3.1.5. Seja L reticulado distributivo e (X, 7,<) seu espago de Priestley. Sejam
F.G filtros de L e C' um fechado crescente de X. Entao,

(1) F C G se, e somente se, Cp O Cg;

(Zl) FCF =Fe CFC =C.

Demonstracgao:

(4)

(=) : Trivial.

(<) : Sejaa € F fixado. Suponha que a ¢ G. Entao, | aNG = . Por 1.3.18, G pode
ser estendido a um filtro primo P tal que |aN P = (). Dessa forma, considerando f
conforme 3.1.2, tem-se que f € Cq. Logo, f € Cp, i.e., f(b) =1, para todo b € F.
Em particular, f(a) = 1. Entao, pela definicdo da f, a € P. Contradi¢ao, pois
a€laeanP =1(.

Seja F' C L um filtro. Seja a € Fg,.. Entao, Cp C ¢(a), i.e., [{o(b)|b € F} C ¢(a).
Para g € CF, tem-se que, para todo b € F, g € ¢(b), ou seja, para todo b € F,
g(b) = 1. Como ({o(b)|b € F} = Cr C ¢(a), tem-se que g(a) = 1. Suponha agora
que a € F. Visto que F é filtro, tem-se que | a N F = (). Logo, existe filtro primo
PC Ltalque FC Pe PN |a=0. Conforme 3.1.3, f : L — 2 é morfismo tal que
fe{o)b € F}, pois FF C P. Pelo que foi observado anteriormente, f(a) = 1.
Contradicdo, pois a € P. Portanto, a € F. Reciprocamente, seja a € F. E claro
que Cr C ¢(a) e entdo a € Fg,.

Seja C' C X um fechado crescente. Por 2.2.3, visto que os abertos-fechados cres-

centes sao da forma ¢(a) para a € L, C = ﬂ ¢(a), para algum L' C L. Entao,
acL’
C C ¢(a), para todo a € L'. Dessa forma, L' C F¢ e entao ﬂ o(a) C ﬂ o(a),
3 ac€F¢o ael’
ie., Cp, C C. E claro que C' C Cf,., o que completa o resultado.
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Portanto, sem mais detalhes, (F'i(L),D) é isomorfo & (ClUp(X,7,<),C). De
forma andloga, para cada ideal I de L pode-se associar o aberto crescente U; :=
U{¢(a)| a € I} de X, e para cada aberto crescente U de X pode-se associar o ideal
Iy = {a € L|¢(a) C U} de L. Entao I C J se, e somente se, Uy C Uy, Iy, = [ ¢
Uy, = U. Pelo Principio da Dualidade, (/d(L), C) ¢ isomorfo & (OpUp(X, 7, <), Q).

Seja (X, 7, 72) o espaco pairwise Stone correspondente a (X, 7, <). Tem-se que
7 = O0pUp(X,7,<) e 75 = OpDo(X,1,<), eentao d;= ClDo(X,7,<) e do=ClUp(X, T,
). Logo, (Fi(L),2) ¢é isomorfo a (d2,C) e (Id(L),C) é isomorfo a (71, C). Agora, seja
(X, 71) o espaco espectral correspondente a (X, 7, 7). Entdo, claramente, (Id(L),C) é
isomorfo ao conjunto parcialmente ordenado formado por 71 — abertos. Para caracterizar

(Fi(L), D) em termos de (X, 1), faz-se necesséria a seguinte definigao:

Definicao 3.1.6. Seja A um subconjunto de um espaco topoldgico.
(1) A € dito saturado se ele € uma intersecao de subconjuntos abertos do espago.

(17) A € dito co-saturado se ele é uma unido de subconjuntos fechados do espago.

Serd visto adiante que, para (X, 7) um espago topolégico Tp, dizer que um sub-
conjunto de X ¢é saturado equivale a dizer que o mesmo é um crescente de X na ordem
da especializacao. Relembremos entao esta tal ordem.

Sejam (X;7) um espago toplogico e z,y € X. Temos a seguinte pré-ordem, <,
em X:

<y & {2}C{y} o VWer(zeU-—ycl). (%)

Observagao 3.1.7. Sejam (X;7) um espaco topldgico e A C X. Considere em (X;7) a
ordem da especializacdo definida em (x). Se A € saturado entdo, A =1 A.
Prova: Se x €T A, entao existe y € A tal que y < x, i.e., todo aberto U € T contendo

y, contém x. Visto que A € saturado, existem abertos U;, com i € I, tais que A = m U;.
iel
Como y € A, tem-se que y € Uj, para todo j € I. Consequentemente, x € U; para todo

jel, e, x € ﬂUi = A. Logo, TA C A e, entao, A=TA.

icl
Decorre do Principio da Dualidade que se A é co-saturado, entdao A =] A.

Para um espago topologico dado, nos resultados a seguir, sempre estara sendo
considerada a ordem da especializacao deste espaco.

Proposicao 3.1.8. Seja (X;7) um espago topoldgico e x € X. Entio, {x} =] x.

Demonstragao:
Seja y € m, isto &, para qualquer U € 7, se y € U entdao U N {z} # 0, ou

seja, € U. Na ordem da especializacao, isto significa que y < z, ou seja, y €] =.

<
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Reciprocamente, sendo y €| z, tem-se que y < x e por (%), para todo U € 7, se y € U
entao = € U. Logo, y € {x}.

Com isso, pode-se demonstrar a seguinte reciproca de 3.1.7:

Proposicao 3.1.9. Sejam (X;7) um espago topoldgico e A C X. Se A =1 A, entiao A é

saturado.

Demonstracao: Seja A =1 A. Por 1.2.5, tem-se que X\ T A =] (X\ T A). Observe

que | (X\ T A) = U | z. Para ver isto, seja t €| (X\ T A), i.e., t < x para algum
zeX\TA

r € X\ T A. Logo, t €] = e, consequentemente, t € U | z. Reciprocamente, seja

zeX\TA
t e U | z, tem-se que t €| x, para algum x € X\ T A. Assim, ¢t < z e entdo
zeX\TA
t €l (X\ T A). Com isso, conclui-se que X \ A = U | x. Pela proposicaocao 3.1.8,
zeX\TA

temos X \ A é unido de fechados. Assim, A é uma interse¢ao de abertos.

Portanto, para um subconjunto A de um espaco topolodgico (X, 7), tem-se que
A =7 A se, e somente se, A & um subconjunto saturado de (X, 7). Em particular, para
um espago topologico Tp, (X, 7), A & um crescente na ordem da especializacao de (X, 7) se,
e somente se, A ¢ um subconjunto saturado de (X, 7). Esta caracterizacdo de saturado —

consequentemente de co-saturado — sera frequentemente utilizada nos resultados a seguir.

Proposicao 3.1.10. Seja (X, 7,<) um espago Priestley, (X,T1,72) 0 espago pairwise
Stone correspondente e (X, ) o espaco espectral correspondente. Entao, para A C X, as

sequintes condi¢oes sao equivalentes:

i) A € um crescente de (X, 1,<).

i1) A é um subconjunto T — saturado de (X, T, T2).

iii) A € um subconjunto T, — co — saturado de (X, 11, Ts).

iv) A € um subconjunto saturado de (X, 7).

De modo andlogo, para B C X, as sequintes condig¢oes sao equivalentes:

i) B é um decrescente de (X, T, <).

i1) B é um subconjunto 1, — co — saturado de (X, 71, 72).

iii) B € um subconjunto to — saturado de (X, 1y, Ts).

iv) B é um subconjunto co-saturado de (X, 7).

A demonstragao da proposicao acima é uma consequéncia imediata da caracteri-

zagao de subconjuntos saturados vista acima, bem como da proposi¢ao 2.2.11(zii).
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Para um espagco pairwise Stone (X, 71, 73) e parai € {1,2}, S;(X) denotara o con-

junto dos 7;—saturados e C'S;(X), denotara o conjunto dos 7;—co—saturados. Entao, pelo
que foi visto acima, Up(X,7,<) = S1(X) = CS3(X) e Do(X,7,<) = CS1(X) = Sa(X).
Isto nos da a seguinte caracterizacao dos fechados crescentes e fechados decrescentes de
(X, 7, <).

Teorema 3.1.11. Seja (X, 1, <) um espago Priestley, (X, 1, T2) 0 espaco pairwise Stone

correspondente e (X,71) o espago espectral correspondente. Para C' C X, as sequintes

condicoes sao equivalentes:

(1) C é um fechado crescente de (X, 7,<).

(2) C é um my—fechado de (X, 1, 72).

(3) C € um compacto saturado de (X, 7).

Prova:

2) e 1):

(1) = (3):

C um 7 — fechado de (X, 11,72) < X\ C é 7o — aberto & X \ C é um aberto
decrescente de (X, 7, <) < C é um fechado crescente de (X, 7, <).

Seja C' um fechado crescente de (X, 7,<). Como C é crescente, por 3.1.10(iv), C
é um saturado em (X, 7). Visto que C' é 7-fechado e (X, 7) é compacto, tem-se
que C' é um subconjunto compacto de (X, 7). Portanto, C' é também compacto em

(X, 7), pois 11 := OpUp(X,7,<) C 7. Logo, C é compacto e saturado em (X, 7).

: Seja C' um subconjunto compacto e saturado de (X, 7). Visto que C é saturado

em (X, 1), por 3.1.10, C' ¢ um < —crescente. Verifiquemos que C' é um fechado de
(X, 7). Seja x ¢ C fixado. Entao, para cada ¢ € C, tem-se que ¢ £ z. Logo, existe
um aberto-fechado crescente U, de (X, 7,<) tal que ¢ € U, e x &€ U.. Portanto,
C C UH{U.e € C}. Por 2.2.11, cada U, pertence a 3 e, por 2.3.6, f; = E(X, ),
isto é, cada U. € £(X, 7). Como C é compacto, existem ¢y, co, ..., c, € C tais que
CCcU,UU,U..UU,,. Assim, V:=UZ N...NUS € X\ C éum aberto-fechado
decrescente de (X, 7, <), contendo z e tendo interse¢ao vazia com C'. Isso significa
que se z € C, entao x ¢ Cl(C), ou seja, CI(C) C C. Logo, C' é um 7—fechado.

Uma argumentacgao semelhante nos da o teorema seguinte.

Teorema 3.1.12. Seja (X, 7, <) um espaco Priestley, (X, T1,T2) 0 espaco pairwise Stone

correspondente e (X, 71) o espago espectral correspondente. Para D C X, as seguintes

condicoes sao equivalentes:
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(1) D é um fechado decrescente de (X, T,<).
(2) D é um 17— fechado de (X, 1, 72).

(3) D é um compacto saturado de (X, Ts).

Para um espaco pairwise Stone (X, 71, 72) e para i € {1,2}, KS;(X) ird denotar
o conjunto dos subconjuntos compactos saturados de (X, 7;). Entdo, a seguinte carac-
terizacao de filtros e ideais de um reticulado distributivo e limitado é uma consequén-
cia imediata do isomorfismo entre (Fi(L), D) e (ClUp(X,7,<),C), e entre (Id(L),C) e

(OpUp(X, T, <), da definigao de 71 e de 75, bem como dos resultados vistos acima.

Corolario 3.1.13. Seja L um reticulado distributivo e limitado, (X, T,<) seu espago

Priestley, (X, 11, T2) seu espago Stone e (X, 1) seu espago espectral. Entao:
(1) (Fi(L),2) = (ClUp(X,T,<),C) = (02, C) = (K51 (X), C).

3.1.1 Filtros e ideais primos

Com a finalidade de descrever dualmente filtros e ideais primos, ha que se

acrescentar o seguinte resultado:

Lema 3.1.14. Sejam L um reticulado distributivo e limitado e (X, T, <) o espago Priestley

de L. Entao, as condigoes sequintes sao vdlidas.
(2) Um filtro F' de L é primo se, e somente se, Cr =1 x, para algum z € X.
(1) Um ideal I de L € primo se, e somente se, Uy = (| x)¢, para algum x € X.

Demonstragao:

(1) Seja f: L — 2 definida como em 3.1.2, para um filtro primo F C L qualquer. Seja
h € Cp. Entdo, h € ¢(a) para todo a € F. Logo, h(a) = 1, para todo a € F,
ou seja, f < h. Assim, h €7 f. Reciprocamente, como f € Cr e Cg é crescente,
tem-se que T f C Cr. Portanto, T f = Cp. Seja agora F' C L um filtro. Suponha
que Cr =1z, para algum = € X. Note que 0 € F, pois senao ¢(0) = 0 (cf. 2.4.1) e
entdo Cr = (). Logo, F é filtro proprio. Suponha que aVbe F. Sea g Feb g I,
entao JaNF =|bN F = (). Por 1.3.18, existem filtros primos P,, P, estendendo F'
tal que , em particular, a € P, e b ¢ P,. Considere f,, f, definidas como em 3.1.2
para P, e Py, respectivamente. Entao, f,, f, € Cr. Além disso, pela definicao de f,
e de fy, fa(a) =0e fy(b) = 0. Visto que f,, fp € Cp, tem-se que x < f,, f,. Assim,
z(a) = z(b) = 0 e entdo x(aVb) = x(a) Vx(b) = 0. Isso gera uma contradigao, pois
aV b€ F eissoimplica em z(a vV b) = 1. Portanto, a € F ou b € F, isto é, F' é

primo.
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(77) Para uma implicagdo, seja I um ideal primo de L e considere f : L — 2 definida
como em 3.1.3. Seja h € U;. Entao, existe a € I tal que h(a) = 1. Logo, h £ f,
pois f(a) := 0. Portanto, h €] f, ou seja, h € (| f)¢. Por outro lado, se h € (| f)¢,
entdo h £ f. Entdo, existe a € L tal que h(a) £ f(a), isto é, h(a) =1 e f(a) = 0.
Logo, pela definicao de f, a € I e entao h € U;. Assim, Uy = (| f)°. A implicagdo

reciproca decorre do item (i) e do Principio da Dualidade.

Serao dadas agora as descricoes duais de filtros primos e ideais primos de L por

meio dos espacos pairwise Stone e espectral de L.

Lema 3.1.15. Seja (X, 7,<) um espago Priestley, (X,m1,72) o espaco pairwise Stone
correspondente e (X, 1) o espaco espectral correspondente. Entdo, para cada A C X,

tem-se:
(1) Cli(A) =] Cl(A).
(i) Cly(A) =1 Cl(A).

Prova:

(i) Tem-se pela definicao de fecho que Cli(A) = ({B € 6]A € B} = [(|{B €
ClDo(X,7,<)|A C B}. Pelo lema 2.2.3, | Cl(A) é um fechado decrescente, e
claramente A C| CI(A). Portanto, Cl(A) C| CI(A). Reciprocamente, suponha
que © ¢ Cly(A). Entdo existe U € 7y tal que x € U e UNA = (. Visto
que 11 = OpUp(X,7,<), tem-se que U é um aberto crescente de (X, 7). Como
U é T—aberto, infere-se de UN A = () que U N Cl(A) = 0. Como U é cres-
cente, U N CI(A) = () implica em UN | CI(A) = (. Portanto, x €| CI(A). Logo,
ClL(A) =] CI(A).

(#7) Andlogo ao item (7).

Seja (X, 71, 72) um espago bitopologico. Para A C X e i € {1,2}, define-se e

denota-se a 7;—saturacao de A por:

Note que, como U € 7, U é um <; —crescente e assim Sati(A) =T, A e

Saty(A) =T9 A. Isto, juntamente com o lema 2.2.7, nos da o seguinte corolario do lema,
3.1.15:

Corolario 3.1.16. Seja (X, 7, <) um espago Priestley, (X, 1, 72) 0 espago pairwise Stone
correspondente e (X, 11) o espaco espectral correspondente. Entao, para cada subconjunto
fechado A de (X, 1), tem-se:
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(1) | A= ClL(A) = Satay(A).
(2) 1 A = Cly(A) = Sat,(A).
Em particular, para cada © € X, tem-se:
(1) | = = Cl(z) = Sats().
(2) T = Cly(z) = Sat,(2).

Juntando todos esses resultados, tem-se as seguintes descri¢oes duais de filtros e

ideais primos de L.

Corolario 3.1.17. Sejam L um reticulado distributivo,(X, T, <) seu espaco Priestley,
(X, 71, T2) seu espaco pairwise Stone e (X, ) seu espaco espectral. Para um filtro F de

L, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:

(1) F é um filtro primo de L.

(11) Crp =1 x para algum x € X.

(i1i) Cp = Cly(x) para algum x € X.

(iv) Cr = Saty(x) para algum x € X.

Também, para um ideal I de L, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
i) I é um ideal primo de L.

(

(i1) Ur = (| ©)¢ para algum x € X.
(i13) Ur = [Cli(2)]¢ para algum x € X.
(

iv) Up = [Saty(z)]|® para algum x € X.

3.1.2 Filtros e ideais maximais

Uma outra consequéncia dos resultados anteriores é a descricao dual de filtros
maximais e ideais maximais de L. Para (X, 7, <) espago dual de L, serd usado mazxX e
minX para denotar os conjuntos de pontos maximais e minimais de X, respectivamente.
O lema seguinte foi uma constatagao, necessaria como auxilio as descri¢oes duais de filtros

e ideais maximais.

Lema 3.1.18. Sejam L um reticulado distributivo e F' C L um filtro maximal. Entdo,
f L — 2 definida por:

1, sea € F}
fla) =
0, sea & F

¢ mazimal em (X, 7, <).
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Demonstragao:

Seja g : L — 2 morfismo e suponha que f < ¢g. Entao, f < gou f = g. Se
f < g, entao g(F) = {1} e existe a ¢ F tal que g(a) = 1. Portanto, a € g~ '({1}) e
FuU{a} C g '({1}). Mas G := g '({1}) é filtro proprio em L, com F C G. Isso contradiz
a hipotese de que F' é maximal. Portanto, f = g, isto é, f é maximal.

Observe que, f é maximal (minimal) se, e somente se, T f = {f} (respectiva-
mente, | f = {f}).

Pelo principio da Dualidade, um resultado analogo é valido para ideais maximais,

conforme o lema seguinte.

Lema 3.1.19. Sejam L um reticulado distributivo e I C L um ideal mazimal. Entao,
f L — 2 definida por:

0, sea € I
fla) ==
1, sea gl

é minimal em (X, 1, <).

Num reticulado distributivo e limitado L, filtros maximais sao primos (cf. 1.3.17)
bem como ideais maximais sao ideais primos. Entao, pelos lemas anteriores, por 3.1.17 e
pelo que foi observado acima, tem-se que um filtro F' de L é maximal se, e somente se,
Cr = {z}(=1 x), para algum = € marX. Também, um ideal I de L é maximal se, e
somente se, Uy = {z}¢, para algum x € minX. Isso, junto com resultados anteriores, nos

da imediatamente:

Corolario 3.1.20. Sejam L um reticulado distributivo e limitado, (X, T, <) seu espago
Priestley, (X, 1, 72) seu espaco pairwise Stone e (X, ) seu espaco espectral. Para um

filtro F' de L, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(1) F é um filtro mazimal de L.

(i1) Cp = {x}, para algum x € X com | v = {z}.
(i1i) Cp = {z}, para algum x € X com Cly(z) = {z}.
(

iv) Cr = {z}, para algum x € X com Sat,(x) = {z}.

Também, para um ideal I de L, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
i) I € um ideal mazimal de L.

it) Ur = {z}¢, para algum x € X com | x = {x}.

i1i) Ur = {x}°, para algum x € X com Cly(z) = {z}.

(
(
(
(

iv) Uy ={z}, para algum x € X com Sats(z) = {z}.
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3.2 Imagens homomorfas

Serao feitas as descri¢oes duais das imagens homomorfas de um reticulado dis-

tributivo e limitado L, em termos dos espagos pairwise Stone e espectral de L.

Lema 3.2.1. Sejam (X, 7,<) um espaco Priestley e (X, 7,72) 0 espaco pairwise Stone

correspondente. Para C' C X, as sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) C € fechado em (X, 1,<).
(2) C € compacto em (X, 1,<).
(3) C € pairwise compacto em (X, 1, 7).

Prova:

(1) < (2) : E uma consequéncia imediata de 1.1.29 e de 1.1.34, visto que (X, 7) é compacto
e Hausdorft.

(2) = (3) : E 6bvio, visto que 7,7, C 7.

(3) = (2) : Por hipotese, cada cobertura {U;|i € I} de C, com U; € 7, U 7y, para todo
1 € I, possui uma subcobertura finita. Como 7 = 71 V 75 e 7y U 7 é uma sub-base para

71 V Ty, tem-se pelo Lema de Alexander que C' é compacto em (X, 7).

Para um espago topologico (X,7) e um subconjunto Y de X, 7V denotard a

topologia de subespaco sobre Y, ie., 7¥ :={UNY|U € 7}.

Defini¢ao 3.2.2. Seja (X, 7) um espaco espectral. Um subconjunto Y de X € dito um
subconjunto espectral de X se (Y,7Y) ¢ um espaco espectral e U € E(X,7) implica
emUNY € E(Y,7Y).

Teorema 3.2.3. Sejam (X, 11, 72) um espaco pairwise Stone e (X, 1) seu correspondente

espaco espectral. Para'Y C X, as sequintes condigoes sao equivalentes:
(1) Y € pairwise compacto em (X, T, Ta).

(2) Y € um subconjunto espectral de (X, ).

Demonstragao:

(1) = (2) : Visto que Y é pairwise compacto, pelo lema 3.2.1, Y é fechado no espago
Priestley correspondente (X, 7,<) := (X, 7 V 7, <). Serd utilizado <Y para denotar a
restricio de < a Y. Entao, (Y,7¥,<Y) é um espago Priestley. Pela proposicao 2.2.11,
(Y, 7Y, 7)) é pairwise Stone e, por 2.3.6, (Y, 7)) é um espago espectral. Seja agora U €
E(X,m). Por2.3.6,U € 3 e, por 2.2.11, 8, = CpUp(X, 7,<). Logo, U € CpUp(X, T, <).
Portanto, UNY € CpUp(Y, 7", <Y, ouseja, UNY € E(Y, 7). Assim, Y é um subconjunto
espectral de (X, 7).

(2) < (1) : Seja Y um subconjunto espectral de (X, 7) e:
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AY, V) ={Y\U|U € (Y, 7)}.

Sera mostrado que 75 ¢ a topologia gerada por A(Y,7)). Para isto, é necessario provar

que E(Y, 7)) ={UNY|U € £(X,7)}. Visto que Y & um subconjunto espectral,
{UNY|U e E(X,m)} CEWY,T)).

Reciprocamente, suponha U € (Y, 7¥). Entdo, existe V € 7 tal que U =V NY. Como
V e mn e &(X,m) é base para 1y, tem-se que V = (J{V;|i € [}, para alguma familia
{Vili e I} C (X, 7). Entao,

U=U{Viiel}ny =J{VinYl|ie I}

Como U ¢é compacto em (Y,7) e V;NY & aberto em (Y, 7)), para todo i € I, existem
i1,y € 1 tais que U = (V;, NY)U ..U (V;, NY) = (V, U..UV;,)NY. Seja
W =V, U..UV, . Visto que £(X, 1) é fechado por unides finitas, tem-se que W &
E(X,7). Portanto, U = W NY € E(Y,7Y), para algum W € £(X, 7). Entao, E(Y, 7)) C
{UNY|U € £&(X,m1)}. Logo, EY, ) ={UNY|U € £(X,71)}. Consequentemente,
A7) ={Y\UIU € £, )}
={Y\(VnY)|Ve&X,n)}
={Y\ V|V e&(X,n)}

Assim, como 77" é a topologia gerada por {(X\U)NY|U € £(X,m)} = {Y\U|U €
EX,m)}e {Y\UIU € £&(X, )} = A(Y, 1)), tem-se o desejado. Pela proposicao 2.3.9,
(Y, 7Y, 7)) é pairwise compacto. Tem-se entdo que Y é pairwise compacto em (X, 7y, 7).

Juntando os resultados acima, tem-se a seguinte descrigao dual das imagens ho-

momorfas de L por meio de todos os trés espacos duais de L:

Corolario 3.2.4. Sejam L um reticulado distributivo e limitado, (X, 7,<) seu espago
Priestley, (X, 11, T2) seu espaco pairwise Stone e (X, 1) seu espaco espectral. Entao eriste

uma correspondéncia 1-1 entre:

i) imagens homomorfas;
i1) subconjuntos fechados de (X, 1, <);

iii) subconjuntos pairwise compactos de (X, 11,T) €

(
(
(
(1v) subconjuntos espectrais de (X, 11).
Prova:

De [P84] (Corolario 2.5), sabemos que imagens homomorfas de L estao em cor-
respondéncia 1-1 com subconjuntos fechados de (X, 7,<). O lema 3.2.1 garante que sub-
conjuntos fechados de (X, 7, <) estdo em correspondéncia 1-1 com subconjuntos pairwise

compactos de (X, 71, T2), que por sua vez estao em correspondéncia 1-1 com subconjuntos

espectrais de (X, 1), conforme teorema 3.2.3.
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3.3 Dualidades para algebras de Heyting

Uma subclasse natural da clase dos reticulados distributivos, e que merece desta-
que, é a classe das algebras de Heyting, as quais constituem uma importante ferramenta
para resolver problemas da Loégica Intuicionista. A primeira dualidade para algebras de
Heyting foi desenvolvida por Esakia, em 1974. Ela é uma versao restrita da dualidade de
Priestley. Nesta secao, estao descritas dualidades, que envolvem algebras de Heyting, por
meio dos espacos pairwise Stone e dos espacos espectrais, fornecendo portanto alternativas
bitopologica e espectral para a dualidade de Esakia.

Sera utilizado Heyt para denotar a categoria de algebras de Heyting e homo-
morfismos de algebras de Heyting. Também como notacao, C'p(X) se referird ao conjunto
formado pelos subconjuntos abertos-fechados de (X, 7, <), quando nao houver risco de

confusao.

Definigao 3.3.1. Seja (X, 7, <) um espaco Priestley. Diz-se que (X, T,<) € um espago
Esakia se A € Cp(X) implica em | A € Cp(X).

Definicao 3.3.2.

(1) Sejam (X, <) e (X', <) ordens parciais. Uma funcio f: X — X' é um

p-morfismo se ela preserva ordem e:
Ve e X eVa' € X/, se f(z) <" 2’ entdo Jy € X tal que x <y e f(y) =’

(2) Sejam (X, 7,<) e (X', 7, <) espagos Fsakia. Uma funcao f: X — X' é dita um

morfismo Esakia se ela é um p-morfismo continuo.

Nao é dificil verificar que a composicao de morfismos Esakia é um morfismo
Esakia. Claramente, a identidade é um morfismo Esakia. Sendo assim, os espacos Esakia

e os morfismos Esakia formam uma categoria, a qual serd denotada por Esa.
Teorema 3.3.3. Heyt ¢ dualmente equivalente ¢ Esa.

De fato, os mesmos funtores que estabelecem a equivaléncia dual de DLat e

Pries, restritos & Heyt e Esa, respectivamente, fornecem a requerida dualidade.

Com a finalidade de descrever os espacos pairwise Stone e espacos espectrais
duais as algebras de Heyting, é suficiente caracterizar quais os espagos pairwise Stone e
espectrais que correspondem aos espacos Esakia. Como uma consequéncia imediata do

Lema 3.2.1 e do Teorema 3.2.3, tem-se o lema seguinte.
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Lema 3.3.4. Seja (X, 7, <) um espago Priestley, (X, 11, T2) 0 espaco pairwise Stone cor-
respondente e (X, 1) o espaco espectral correspondente. Entao, para Y C X, as sequintes

condicoes sao equivalentes:
(1) Y ¢é aberto-fechado em (X, 1,<).
(17) Y e Y€ sao pairwise compacto em (X, Ty, T3).
(131) Y e Y sao subconjuntos espectrais em (X, 7).

Definicao 3.3.5. Seja (X, 71, 72) um espaco pairwise Stone. Y C X € dito pairwise
aberto-fechado se ambos, Y e Y sao pairwise compactos em (X, 1, 73). Serd utilizado

PC(X) para denotar o conjunto dos subconjuntos pairwise abertos-fechados de (X, 11, Ts).

Defini¢ao 3.3.6. Seja (X, 1, m2) um espaco pairwise Stone. Entdo (X, m,72) € dito um
espago bitopolégico Esakia se A € PC(X) implica em Cli(A) € PC(X).

Relembre que, para um espago pairwise Stone (X, 71,7) e para ¢ € {1,2}, J;
denota a colegao dos subconjuntos fechados de (X, 7;), que 51 = 71N dy e que f = 75N d;.

O teorema seguinte nos fornece uma caracterizacao de espacos Esakia bitopologicos.

Teorema 3.3.7. Seja (X, 11, 72) um espago pairwise Stone. Entdo, (X, 11, T2) € um espago
bitopologico Esakia se, e somente se, para cada A € (1 e cada B € By tem-se

ClL(ANB) € Bs.

Demonstracgao:

Seja (X, 7, <) o espago Priestley correspondente a (X, 71, 73). Suponha que (X, 71, 73)
¢ um espaco Esakia bitopologico. Sejam A € 5y e B € 35. Entao, A € dy e A € ;.
Portanto, como 73 U1 C 7, ambos A e A sdo fechados em (X, 7, <). Um argumento si-
milar mostra que B e B¢ sao fechados em (X, 7,<). Logo, ANBe (AN B)* = A°U B¢
sao fechados em (X,7,<). Pelo lema 3.2.1, ambos, AN B e (AN B)¢, sao pairwise
compactos em (X, 7, 7), implicando que A N B € PC(X). Visto que (X,7,7) é
Esakia bitopologico, tem-se que Cl;(AN B) € PC(X). Pelo Lema 3.34, Cl1(AN B)
é aberto-fechado em (X, 7,<). Além disso, como < é a ordem de especializacdo de
(X, 71), tem-se que Cl;(A N B) é um decrescente de (X, 7, <). Portanto, Cl1(AN B) €
CpDo(X). Pela proposicao 2.2.8, CpDo(X) = (5. Logo, Cli(AN B) € (3. Recipro-
camente, suponha que (X,7,72) é pairwise Stone e que, se A € 1 e B € [, tem-
se Clhb(AN B) € fBy. Seja A € PC(X). Pelo Lema 3.3.4, A é aberto-fechado em
(X,7,<). Como A é fechado e (X,7) é compacto, tem-se que A é compacto. Visto
que CpUp(X)UCpDo(X) é uma sub-base para 7 e que A é aberto e compacto em (X, 7),
tem-se que A = (U1 NWV) U (UNVy)U...U (U, NV,), com Uy, U,,...,U, € CpUp(X)
e V1,Va,..,V, € CpDo(X). Pela Proposicao 2.2.8, CpUp(X) = (1 e CpDo(X) = [s.
Portanto, para cada i € {1,2,...,n}, tem-se Cl;(U; N V;) € (5. Logo,
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Isto mostra que Cl;(A) é aberto-fechado em (X, 7, <). Assim, pelo Lema 3.3.4, Cl,(A) €
PC(X) e entao (X, 7, 7) ¢ um espago Esakia bitopologico.

De agora em diante, um espago pairwise Stone serd dito um espaco Fsakia
bitopologico se ele sastifizer a condicao do Teorema 3.3.7.
O proximo resultado nos diz exatamente quais sdo os (ja esperados) espagos

pairwise Stone que correspondem aos espacos Esakia.

Teorema 3.3.8. Seja (X, 7, <) um espaco Priestley e (X, T1,T2) 0 espaco pairwise Stone
correspondente. Entao (X, 7,<) € um espa¢o Esakia se, e somente se, (X, 71,72) € um

espaco Esakia bitopologico.

Prova:
Conclui-se do Lema 3.3.4 que Cp(X, 7, <) = PC(X). Sendo assim:

(=): A e PCX) = A e Cp(X) =| A e Cp(X). Pelo corolario 3.1.16, | A =
Cli(A). Logo, Cli(A) € Cp(X) = PC(X) e entdo (X, 7, 7) é um espaco Esakia
bitopoldgico.

(<): Ae Cp(X)=PC(X) = Cli(A) =] A e PC(X) = Cp(X). Portanto, (X,7,<) é

um espaco Esakia.

Com a finalidade de caracterizar morfismos entre espacos Esakia bitopologicos,
faz-se necessaria a seguinte caracterizacao de morfismos entre espagos Esakia — os chama-

dos p-morfismos:

Lema 3.3.9. Dados dois conjuntos parcialmente ordenados, (X,<) e (X', <), e uma
aplicacao f: X — X', as sequintes condicoes sao equivalentes:
(1) f € um p-morfismo.
(2) Para cada x € X, tem-se f(T x) =1 f(z).
(3) Para cada 2’ € X', tem-se f~1(| 2') =] f~1(2').

Demonstracgao:

(1) = (2): Sejam f: X — X’ um p-morfismo e x € X. Seja y € f(T x). Entdo existe a €] x
tal que f(a) = y. Como a €7 z, tem-se que x < a. Visto que [ preserva ordem,
tem-se f(x) <’ f(a) =y. Logo, y €] f(x). Reciprocamente, sejay €7 f(z). Tem-se
f(z) <" y e entdo, como f é p-morfismo, existe a € X tal que z < a e f(a) = y.
Mas x < a implica em a €7 z. Logo, f(a) € f(] z), i.e., y € f(] z). Portanto,
T f(@) = f(1 ).
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(2) = (1) : Sejam z,y € X e suponha x < y. Logo, T y CT z e entao f(T y) C f(T x), ie.,
T f(y) €1 f(x). Em particular, f(y) €7 f(z). Assim, f(x) <’ f(y) e f preserva
ordem. Sejam z € X e 2’ € X’ e suponha agora que f(x) <’ z/. Isso implica em
T2 C7 f(z) = f(T ). Em particular, ' € f(T z), ou seja, existe a €] z tal
que f(a) = 2’. Como a €7 z, tem-se que z < a e f(a) = 2’. Portanto, f é um

p-morfismo.

(1) = (3): Seja z € f71(| 2/). Entdo, f(x) €| 2/, i.e., f(x) <" 2'. Como f é p-morfismo,
existe y € X tal que z < y e f(y) = 2/. Logo, y € f~1(2') e entao z €| f~(z).
Reciprocamente, seja x €| f~!(z'). Entdo, existe b € f~(z') tal que x < b.
Como f preserva ordem, tem-se que f(xz) <' f(b) = 2’ e entao f(z) €] 2/, isto é,

re 7] 7).

(3) = (1) : E feito de forma similar a “(2) = (1)”

Observe que o Teorema 3.3.8 nos diz que, dado um espago Esakia bitopologico,
o espaco Priestley correspondente, (X, 7, <), é um espaco Esakia. Pelo Lema acima, um
p-morfismo f : X — X' deve satisfazer f(1x) =7 f(z). De acordo com o Corolario 3.1.16,
isso significa dizer que f(Cly(z)) = Cly(f(x)). Dessa forma, a definicdo seguinte ¢ feita

de forma natural.

Definicao 3.3.10. Sejam (X, 71, 72) e (X', 7{,7) espagos Esakia bitopoldgicos. Diz-se
que uma funcao f : X — X' € um morfismo Esakia bitopoldgico se f € bi-continua e
f(Cly(x)) = Cl(f(x)), para todo x € X.

Conclui-se entao do Lema 3.3.9 e do Corolério 3.1.16 que, dados dois espacos
Esakia, (X, 7, <) e (X', 7/, <’), e seus correspondentes espagos Esakia bitopologicos, (X, 71, 7o)
e (X',1,7), dada f : X — X' funcdo bi-continua, f é um morfismo Esakia se, e
somente se, f é um morfismo bitopologico Esakia se, e somente se, f é bi-continua e

SO () = CL(f~H(2").

Sera usado BEsa para denotar a categoria dos espacos Esakia bitopologicos e
morfismos Esakia bitopologicos. Obviamente, BEsa é uma subcategoria propria de

PStone. Além disso, juntando os resultados anteriores, tem-se o teorema seguinte.

Teorema 3.3.11. As categorias Esa e BEsa sao isomorfas. Consequentemente, Heyt

€ dualmente equivalente ¢ BFEsa.

De fato, os mesmos funtores ® : PStone — Pries ¢ ¥V : Pries — PStone,
como definidos no capitulo 2, restritos & BEsa e Esa, respectivamente, estabelecem o

isomorfismo.
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Seja (X, 7) um espago espectral. Um subconjunto Y de X é dito um subconjunto
duplamente espectral de (X, 7) se ambos, Y e Y sdo subconjuntos espectrais de (X, 7).

Sera utilizado DS(X) para denotar o conjunto dos subconjuntos duplamente espectrais
de X.

Definigao 3.3.12. Seja (X, 7) um espaco espectral. Diz-se que (X, T) € um espa¢o FEsakia
espectral se A € DS(X) implica em Cl(A) € DS(X).

Teorema 3.3.13. Sejam (X, 71, 72) um espago pairwise Stone e (X, 1) o correspondente
espaco espectral. Entao (X,71,72) € um espaco Esakia bitopoldgico se, e somente se,

(X, 7) € um espaco Esakia espectral.

Demonstracgao:

De acordo com o Lema 3.3.4, PC(X) = DS(X). Suponha que (X, 7, 7) é um
espacgo Esakia bitopolégico. Dessa forma, Ac DS(X)= A€ PC(X)=Cl;(A)e PC(X)=
Cli(A)e DS(X)=(X,7) é um espago Esakia espectral. A reciproca é analoga.

Definigao 3.3.14. Dados dois espagos Esakia, (X,7) e (X', 7'), a aplicagao f: X — X'
¢ dita um morfismo Esakia espectral se f ¢ espectral e f(Sat(x)) = Sat'(f(z)).

Sejam (X, 1, m) e (X', 7, 75) espacos Esakia bitopologicos e (X, 1) e (X', 7]) os
correspondentes espacos Esakia espectrais. Pelo Corolario 3.1.16, para cada x € X, tem-
se Cly(z) = Saty(x) e Cly(x) = Saty(x). Além disso, pela Proposicao 2.3.7, f: (X, ) —
(X', 7)) é espectral. Portanto, uma fungao bi-continua f : X — X’ é um morfismo Esakia
bitopologico se, e somente se, f é um morfismo Esakia espectral se, e somente se, [ é
espectral e f~1(Cly(z')) = ClLi(f~1(2)).

A categoria composta pelos espacos Esakia espectrais e morfismos Esakia espec-
trais serd denotada por SpecE. Esté claro que SpecE é uma subcategoria propria de

Spec. Além disso, os resultados obtidos anteriormente nos da o teorema seguinte.

Teorema 3.3.15. As categorias Esa, BEsa ¢ SpecE sao isomorfas. Consequente-

mente, Heyt é também dualmente equivalente a SpecE.

Os funtores F' : PStone — Spece G: Spec — PStone, restritos a BEsa e
SpecE, respectivamente, juntamente com o Teorema 3.3.11, nos garante os isomorfismos

acima.

Observacao 3.3.16. Em [BL11], os autores desenvolvem, entre outras coisas, uma

dualidade entre as categorias de logicas abstratas intuicionistas e de espacos espectrais
com uma implicacao. Nao deve ser dificil de estabelecer tal dualidade entre dlgebras de
Heyting e espacos espectrais com implicacao. Também acreditamos que as dualidades
bitopologicas para a categoria dos reticulados distributivos podem ser desenvolvidas com

ligeiras modificacoes para a categoria das logicas abstratas com e sem implicacao.
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