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Resumo

O presente trabalho tem como objetivo apresentar a validade de algumas pro-
priedades estatisticas para sistemas dinamicos associados a uma certa medida, a saber,
o decaimento de correlagoes e a validade do Teorema do Limite Central. Essas propri-
edades serao obtidas no contexto de um tipo especial de medida (as medidas zooming).
Nesse contexto, as partigoes de Markov tem sido um ferramenta muito 1til para analisar
o comportamento qualitativo de tais sistemas. Outra ferramenta 1til utilizada aqui € o le-
vantamento de medidas. Utilizaremos também algumas ferramentas intermediarias, como
conjuntos encaixados e componentes ergodicas, para obter a construcao de uma particao

de Markov associada a nosso sistema.

Palavras-chave: Medidas zooming; Decaimento de Correlagoes; Particoes de Markov;

Torre de Young



Abstract

This work aims to present the validate of some statistical properties for dynamical
systems associated to a measure, namely, decay of correlations and validate of Limit
Central Theorem. These properties will be obtained in the context of a special kind of
measures (the zooming measures). In this way, Markov partitions have been a useful tool
for to analyze the qualitative behavior of such systems. Another tool utilized here is the
lift of measures. We utilize also some intermediary tools, such as nested sets and ergodic
components, in order to obtain the construction of a Markov partition associated to our

system.

Keywords: Zooming measures; Decay of correlations; Markov partitions; Young Tower.
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Introducao

Os modelos de sistemas dinamicos em que estamos interessados mais diretamente
sao transformacgoes deterministicas, isto é, o estado do sistema em qualquer momento
determina toda a trajetéria futura. Por exemplo, se f: X — X é uma aplicagao definida
num espago X, se sabemos onde se encontra um certo ponto x € X, certamente saberemos
onde se encontra o seu décimo sétimo iterado. Para isso, basta computarmos f17(z).
Quando o sistema é invértivel, a trajetéria passada fica igualmente determinada. No
entanto, esses sistemas podem apresentar também um comportamento do tipo estocastico
(ou seja, ”parcialmente aleatério”). De um modo informal, isso significa que em num nivel
mais amplo que o das trajetérias individuais, a informagao sobre o passado vai sendo
esquecida a medida que o sistema é iterado.

Mais formalmente: Considere uma aplicacao f: X — X definida em um espaco
métrico X e uma medida invariante u associada f. Dadas func¢oes mensuraveis ¢, ¢ : X —
R, queremos analisar a evolu¢ao das correlagoes entre ¥ (em tempo zero) e ¢ o fm (em
tempo n). Podemos pensar em 1) e ¢ como grandezas observaveis que medimos no sistema
(num contexto fisico, essas grandezas poderiam ser a energia cinética, a temperatura ou
a pressao, por exemplo).

Em Sistemas Dinamicos, chamamos de correlagao de dois observaveis ¥ e ¢ com

respeito a f em tempo n ao nimero:

Cor(v, 60 ) = | [woo frdp~ [van [ od

Por exemplo, se 1) = X4 e ¢ = X sao fungoes caracteristicas de conjuntos men-

suraveis A, B c¢ X entao 1 da informacao sobre a posicao inicial de um ponto z € X,
enquanto que ¢o f informa sobre a posi¢ao do seu n-ésimo iterado f™(x). Se a correlagao
Cor(1), ¢o fm) for pequena entao a primeira informagao serd de pouca utilidade para fazer
previsoes quanto a segunda informacgao. Em outras palavras, se a correlagao Cor (1), ¢o f7)
entre ¥ e ¢ diminui a medida que n aumenta, temos que o sistema deterministico f tende
a se tornar probabilistico, visto que a posicao de um ponto nao teria muita utilidade para
prever a posicao um iterado grande desse ponto.

E conhecido que esse tipo de comportamento (o decaimento da correlagao entre
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duas fungoes observéveis a medida que n aumenta) é bastante comum em varios mode-
los importantes de sistemas dinamicos, como é o caso dos sistemas nao uniformemente
expansores (veja, por exemplo, [3] 14, [7]). Muitas vezes o decaimento ocorre numa taxa

exponencial, por exemplo, 30 < A < 1 e uma constante C' = C'(1, ¢) > 0 tais que

Cor(¢,po f)<CA" ——=0.

n—+oo

Ainda no nosso exemplo, em que 1 = X4 e ¢ = X, vemos que afirmar que a
correlagao entre ¢ e ¢ o fm decai (ou converge) a zero quando n — +oo equivale a dizer

que

lim Cor(¢,¢o f") = lim u(f™(A) " B) - u(A)u(B) =0

n—+00 n—+o0o
para quaisquer conjuntos mensuraveis A, B ¢ X. Em outras palavras, quando n cresce, a
probabilidade do evento {x € B e f*(x) € A} converge para o produto das probabilidades
dos eventos {z € B} e {f"(z) € A}.

Pelo exposto acima, é possivel perceber que estamos interessados no estudo
qualitativo de sistemas dinamicos. Desde o final da década de 1960, as particoes de
Markov foram uma das principais ferramentas para essa andlise qualitativa no caso de
sistemas uniformemente hiperbdlicos e até mesmo sistemas uniformemente expansores.
Para dinamicas uniformemente hiperbdlicas, a introducao sistematica dessas particoes
foi devida a Sinai, Ruelle e Bowen, e se tornou uma ferramenta técnica chave na teo-
ria ergédica de sistemas uniformemente hiperbélicos/expansores. Sinai, Ruele e Bowen
usaram particoes de Markov para associar estes sistemas com dinamicas simbdlicas, pro-
var a existéncia e unicidade de estados de equilibrio, e muitas outras propriedades, na
vizinhanga de qualquer conjunto transitivo hiperbdlico.

A estrutura estudada neste trabalho é mais geral, pois ela pode ser aplicada
nao apenas em dinamicas uniformemente hiperbdlicas, mas também em sistemas nao
uniformemente expansores, mesmo aqueles que admitam uma regiao critica ou singular.
Em geral, nesses casos nao se pode esperar a existéncia de uma particao de Markov finita
classica. Entretanto, iremos mostrar a existéncia de uma particao bastante similar, que
serda chamada de particao induzida de Markov.

Sabemos que as dinamicas expansoras sempre admitem contragao para o passado
(isto é, a distancia entre a imagem de dois pontos préximos é maior que a distancia
entre esses pontos). A grosso modo, veremos que no caso expansor (uniformemente ou
nao) as imagens de uma grande quantidade de pontos (no sentido de medida) se afasta
exponencialmente, enquanto seus iterados permanecerem proximos o suficiente. Como

se pode ver em [2], a existéncia desse fendmeno é possivel mesmo quando a dinamica f



admite algum subconjunto de pontos criticos ou singulares (para isso ocorrer, é preciso
supor que os iterados nao ficam muito préximos da regiao critica).

E nesse aspecto que consiste o grau de generalidade maior do contexto que esta-
mos abordando. Estaremos lidando com um caso mais abstrato, onde apenas suporemos
que o sistema dinamico admite um fenomeno de contracao para o passado, informalmente
descrito acima. Portanto, estaremos incluindo aqui tanto o caso uniformemente expansor
como o nao uniformemente expansor (mesmo admitindo regides criticas ou singulares).

Formalmente falando, considere uma aplicacao mensuravel f: X — X definida
num espago métrico, conexo, compacto e separavel. Dizemos que uma sequéncia « =
{an }1<nen de fungoes ay, : [0,+00) —> [0,+00) é uma contragdo zooming se satisfizer as

seguintes condigoes:
b Oén(T)<7‘, Vr>0e Vn>1;
o a,(r) <0y, (7), VO<r<7Te Vn<1;

® , 0 (r) < Apym(r); Yr>0e Vn,m>1;

e sup (i an(r)) < oo

0<r<l p=1

Sejam « = {a, }, uma contra¢ao zooming e § >0 uma constante positiva.
Dizemos que n > 1 é um tempo («,d)-zooming para p € X (com respeito a f) se

existe uma vizinhanga V,,(p) de p satisfazendo:

1. fm envia V,(p) homeomorficamente em W%

2. dist(f/ (), f7(y)) < an-j(dist(f"(x), f*(y))), quaisquer que sejam z,y € V,(p) e
je{0,1,...,n-1}

Estaremos assumindo que esse sistema admite uma medida (medida zooming,
conforme definigdo abaixo) com respeito a qual quase todo ponto admite infinitos tempos
zooming e que também a frequéncia de tempos zooming é positiva. Uma medida u, finita
e f nao singular definida na o-algebra de Borel associada a X, é chamada medida zooming

se p quase todo ponto possui infinitos tempos («,§) — zooming e além disto tem-se que
1
limsup —#{1<j<n;zeZj(a,0,f)} >0
n

para j quase todo ponto z € X, em que Z;(«,d, f) é o conjunto de pontos de X para os
quais j é um tempo («,d) — zooming.

Suponha que temos uma aplicacao f agindo num espaco métrico X associado a
uma medida de referéncia p (uma medida zooming, por exemplo). De maneira geral ocorre

que a medida de referéncia nao é invariante com respeito a f. Surge entao a necessidade



de obtermos uma medida invariante com respeito a dinamica mas que também tenha
uma boa relacdo com a medida de referéncia original (que seja absolutamente continua,
por exemplo). Desse modo, podemos estudar as propriedades associadas ao sistema, tais
como entropia métrica ou (no nosso caso) o decaimento de correlagoes. Nesse ponto
nos deparamos com um problema, visto que em geral nao é simples encontrar medidas
invariantes absolutamente continuas com respeito a uma dada medida de referéncia.

A ferramenta utilizada nesse texto para contornar esse problema consiste na uti-
lizacao das aplicagoes induzidas de Markov . De uma maneira bem simpléria, podemos
dizer que uma aplicacao induzida de Markov é uma aplicacao de um subconjunto A ¢ X
em si mesmo, que para cada x € A associa um certo iterado de x com relagao a dinamica
original, onde o ntimero de iterados depende do ponto x considerado. Se esse processo for
feito cuidadosamente, algumas propriedades da dinamica original (alguma expansao, por
exemplo) podem ser verificadas como propriedades da aplica¢ao induzida, ja na primeira
iteracao da induzida. E bem conhecido o fato de que, se assumirmos alguma condigao de
controle de distor¢ao para a aplicacao induzida, existe uma medida invariante ergddica
associada a essa aplicacao induzida, e que é absolutamente continua com respeito a me-
dida de referéncia. Uma vantagem de utilizarmos aplicagoes induzidas é que, em varios
sentidos, elas sao aplicagoes mais simples e que varias propriedades que valem para as
aplicagoes (que essencialmente consiste de um iterado da dindmica original, para cada
ponto) podem ser verificadas como propriedades vélidas também para a dinamica original
(apesar de em algumas vezes nao ser tao simples de fazer essa verificacao).

E é exatamente isso o que pretendemos fazer nesse trabalho. Vamos verificar que
para uma dinamica associada a uma medida zooming com algum controle de distor¢ao
existe uma aplicagao induzida de Markov que é compativel com essa medida (ver Definigao
4.0.33)). Poderemos assim obter uma medida ergddica invariante com respeito a induzida e
absolutamente continua com respeito a medida de referéncia. Para essa medida poderemos
garantir que existe decaimento de correlagoes associado a aplicagao induzida. A parte final
do trabalho ¢é verificar, a partir desse fato, que também existe decaimento de correlagoes
com respeito a dinamica original.

Para garantir a existéncia de uma aplica¢ao induzida de Markov associada a uma
medida zooming recorreremos a noc¢ao de conjunto encaixado, cuja principal propriedade
¢ que duas pré-imagens desse conjunto (pré-imagens por f", para algum n € N arbitrario)
nao podem se intersectar.

Além disso, para garantir a existéncia de uma medida ergddica invariante com
respeito a aplicacao induzida que é absolutamente continua com relagao a medida zooming
original, recorreremos ao trabalho de L. -S. Young em [16] [15], o qual fornece a construgao

de uma estrutura abstrata que se relaciona bem com aplicagoes induzidas por meio de uma



ideia bastante simples mas que por outro lado possui propriedades muito importantes, a
saber, as Torres de Young.
O corpo do presente texto estd dividido em seis capitulos e um apéndice cujos

contetdos e objetivos estao brevemente discriminados a seguir:

e Capitulo [1I} Conjuntos encaixados. Neste Capitulo apresentamos a nogao de con-
juntos encaixados (introduzida em [I3]) adaptados ao tipo de pré-imagens com as

quais nos estamos interessados.

e Capitulo 2] Componentes ergédicas. Aqui sao estudadas as componentes ergodicas
para medidas nao (necessariamente) invariantes associadas a aplica¢oes em espagos
métricos. E interessante notar que nesse trabalho estaremos lidando com a nocao
(talvez exética para alguns) de medidas ergddicas que ndo precisam ser invariantes

com respeito a dinamica considerada.

e Capitulo [3} Medidas zooming. Neste Capitulo sdo estudadas propriedades asso-
ciadas as medidas zooming , definidas anteriormente, bem como a sua relacao com
conjuntos encaixados e componentes ergddicas. O principal objetivo aqui é mostrar a
construcao de uma estrutura que possibilite garantir a existEncia de uma aplicacao
de Markov induzida com respeito a dinamica original, sempre que tivermos uma

medida zooming associada.

e Capitulo [4 Aplicacao de Markov induzida. Nesta parte sdo mostrados resultados
importantes associadas a medidas e conjuntos zooming . Além disto, é mostrada a
existéncia de uma medida invariante com respeito a aplicacao induzida de Markov
obtida no contexto zooming e, por conseguinte, a existéncia de uma medida invari-
ante v << p que ¢é absolutamente continua com respeito a uma dada medida zooming

i de referéncia com algum controle de distorcao.

e Capitulo [} Decaimento de correlacoes e Teorema do Limite Central. Neste
Capitulo estao os resultados principais deste trabalho, bem como é feita uma breve
descricao do método para andlise qualitativa das propriedades estatisticas associa-
das ao sistema em estudo. Este método, proposto em [I5], é baseado nas Torres de

Young.

e Capitulo [6} Defini¢oes bésicas. Apresenta algumas definigoes necessérias a com-

preensao do texto.

e Apéndice [A] Resultados envolvendo o levantamentode medidas. Encontram-se
neste Apéndice o enunciado de alguns resultados relacionados com a existéncia de

medidas invariantes absolutamente continuas e o levantamento de medidas (veja



4.0.32)). A demonstracao desses resulados pode ser encontrada em literatura indi-

cada.



Capitulo 1
Conjuntos encaixados

Neste capitulo iremos apresentar a construgao abstrata dos conjuntos encaixados.
Estes conjuntos sao uma generalizacao para o caso multidimensional dos intervalos nice,
introduzidos por Martens em [I0]. Considere, por exemplo, uma aplicacao f : [0,1] O.
Um intervalo nice é um intervalo aberto tal que a érbita futura O+(91) do bordo de I
nao retorna a [, isto é, O*(0l)n I = @. Estes intervalos sao faceis de construir quando
consideramos aplicagoes de intervalos. Por exemplo, dois pontos consecutivos de uma
6rbita peridédica definem um intervalo nice. Em geral a propriedade mais interessante dos
intervalos nice é que nao existem pré-imagens nao-lincadas de tais intervalos (isto é, se I
e 15 sao enviados homeomorficamente em um intervalo nice por f™ e f™2 respectivamente
entao [1nly =@, [ c Iy ou I, c Ih).

Seja f: X — X uma aplicacao definida em um espaco métrico X completo e
separavel. Um conjunto P c X ¢é dito ser uma pré-imagem reqular de ordem n € N de um
conjunto K c X se fm envia P homeomorficamente em K. Vamos denotar por ord(P) a
ordem de P (com respeito a K).

Neste capitulo iremos fixar uma colecao & de subconjuntos abertos e conexos de
X. ParacadaneNeV €&, considere uma colegao &,(V') de pré-imagens regulares de K
com ordem n. Note que nao estamos considerando que a colecao &,(V') contenha neces-
sariamente todas as pré-imagens de ordem n de V. Tome &, = (£,(V))ves,. Dizemos que
a sequéncia & = {&,}, é uma familia dinamicamente fechada de pré-imagens (requlares)
se f{(E) €&, s VE €&, e YO < <n. Esta condigdo nos garante que se uma pré-imagem
regular de ordem n de V' nao pertence a &,(V') entao as pré-imagens regulares de V' com
ordem maior que n também nao pertencerao a £(V'). Veja a Figura[L.1]

Dado @ € &,, denotamos f"|g por f@ e denotamos por f~@ o ramo E-inverso,
(f"lo)™t. Seja € = (&£,), uma familia dinamicamente fechada de pré-imagens. Um con-
junto P é chamado &-pré-imagem de um conjunto W c X se existe n € N e @) € £, tais

que W fr(Q) e P=f2(W), onde W é o fecho de W.
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0 fl< QL; Q V, O v,
: L

&

Figura 1.1: Esquema mostrando a construc¢ao de uma familia de pré-imagens fechada
pela dinamica. Se desprezamos um elemento em &, devemos também desprezar as suas

pré-imagens correspondentes em & e &s.

Observagao 1.0.1. Veja que se duas E-pré-imagens distintas, X, e Xo, de um conjunto
X c X possuem a mesma ordem entao elas nao podem se intersectar. De fato, sejam
X1 + Xy E-pré-imagens de X ¢ X com n = ord(X)) = ord(Xy) e suponha por absurdo
que Xy N Xy # @. Para cada i € {1,2}, escrevamos X; = f~Q:(X), com Q; € &, e P; =
J-(f7(Qu) 1 f(Q2)). Note que, por definicao, f(Q:) > X, logo P: > X, com i €
{1,2}. Seque que @ + X1 n Xy ¢ Pon Py Veja que Py #+ Py (do contrario teriamos:
Xy = f722(X) = (f"|p,) N (X) = (f"|p,) N(X) = [~Q(X) = Xy, 0 que contraria a hipdtese).
Como Py # Py e @ + Pin Py, obtemos que PLNOP, + @ ou Po,nOP, + @. (Para isto, usamos
o Teorema da Alfandega). Suponha sem perda de generalidade que Py n 0P, + @. Entao,
@ # ["(PLnOP,) c fr(P)nd(f(P2)) c (f"(Q1) n fr(Q2)) nd(f(Q1)n f(Q2)) =2, o

que € um absurdo, jd que Q; é um conjunto aberto e f@ é homeomorfismo, para i€ {1,2}.

Defini¢ao 1.0.2. (Conjuntos ligados). Dizemos que dois conjuntos abertos Uy e Uy sao

ligados se U\Us, Us\U; e Uy nUs $Go nao vazios.

Note que dois conjuntos abertos e conexos, U; e Us, sao ligados se, e somente se,

0U; nUy e U; n QU; sao ambos conjuntos nao vazios.

Us Uz Uy Uz
(2) ®)
Ui

Figura 1.2: Algumas situagoes segundo as quais dois conjuntos abertos conexos podem

ou nao se intersectar. Apenas no caso (a) eles sao ligados.



Defini¢ao 1.0.3. (Conjunto E-encaizado). Um conjunto V' é chamado £-encaizado se é

aberto e nao € ligado com nenhuma &-pré-imagem de si mesmo.

A propriedade fundamental de um conjunto encaixado é que quaisquer E-pré-
imagens P;, P, deste conjunto nao sao lincadas, como se pode verificar pelo resultado a

seguir.

Proposicao 1.0.4. (Principal propriedade de um conjunto E-encaizado). Se V€ um
conjunto E-encaizado e Py, Py sio E-pré-imagens de V, entao Py e P, nao sao ligados.

Ademais, as sequintes afirmagoes sao validas:
1. Se Pyn Py #+ @ entdo ord(Py) + ord(P,);

2. Se PL & P, com ord(Py) < ord(P,) entdo V estd contido em uma E-pré-imagem de

si mesmo com ordem maior que zero (isto é, fordP2)-erdP)(V)c V).

Demonstracao:  Vamos primeiramente mostrar que P; e P, nao sao ligados. Seja
l; = ord(P;), com j € {1,2}. Se l; =I5, temos pela Observacao que P; e P, nao sao
ligados. Assuma sem perda de generalidade que /; < [y e suponha por absurdo que P; e
P, sao ligados. Considere também p; € P;n0Ps_; ¢ Q; € &, tais que P; = f~2i(V). Como
& foi tomada como uma familia dinamicamente fechada de pré-imagens de elementos de
&y, temos que Q = f1(Qs) € &,, e que P = fu(Py) = f~Q(V) é uma E-pré-imagem de
V. Além disto, fi(P;) = V. Como fhi(py) € fu(P)nd(f(P2)) =V ndP e fli(ps) €
fi(P)no(fi(P)) = PndV, segue que P e V sao ligados, mas isto é impossivel pois V/
¢ um conjunto £-encaixado.

Suponha que P, n P, # @. Pela Observagao temos que P; e P, s6 podem ter
ordens diferentes (pois sdo £-pré-imagens de um mesmo conjunto). Isto conclui (1).

Para concluir (2), suponha que Py & P> e [ < ly. Entdo V = fu(P) c fl(Py)
(isto é, V estd contido em uma E-pré-imagem de si mesmo com ordem Iy —I; > 0) e, como
fi(Py) é uma E-pré-imagem de V', concluimos que fl2=1(V) c fl(PR) =V.

1.1 Construcao de conjuntos £-encaixados

Para o que serd exposto nesta secao, considere um subconjunto de A de X que
é aberto, conexo e nao esta contido em nenhuma &-pré-imagem de si mesmo com ordem
maior que zero.

Uma sequéncia finita K = (Fy, Py,--+, P,) de E-pré-imagens de A é chamada de

cadeia de pré-imagens de A iniciando em A se

1. 0<ord(Py) <ord(Py) < - <ord(P, 1) <ord(P,);
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2. A e P, sao ligados;

3. Pj_1 e Pj sao ligados, V1 <j<mn;

o
&

Figura 1.3: Uma cadeia (Fy, Pi, P2, P3) de pré-imagens comegando em A.

Denote chg(A) como sendo a colegao de todas as cadeias de pré-imagens de A

comecando em A. Como A é aberto e conexo, obtemos facilmente a seguinte observacao.

1

Observagao 1.1.1. Se (Py, P, ..., P,) € chg(A), com A€ A, entao | J P; é um conjunto
J=no

aberto conexo YO <ng<ni<n

Defina o conjunto aberto

- U Up, (1.1)

(Pj)jechg(A) J

Figura 1.4: No lado esquerdo é vista uma bola A (em cinza) e os bordos das pré-imagens

de A que pertencem as cadeias. No lado direito é mostrado A*.

Proposicao 1.1.2 (Uma construgao abstrata de um conjunto encaixada). Seja A € X
definido como acima tal que A* + & e escolha uma componente conexa A’ de A*. Entao

A" € um conjunto E-encaizado.

Demonstracao: Suponha que A’ +#+ @. Por contradi¢ao, assuma que existe uma E-pré-
imagem P de A’, com ord(P) > 0, tal que A’ e P sao ligados. Portanto, como A’ e P
sdo conjuntos conexos, Ip € PndA’. Sejam p = ord(P) e E € &, tal que P = f~E(A").
Definindo @ = f~#(A), obtemos que P c Q.
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Afirmacao. @) c A.
Demonstragao: Primeiramente note que QN A>@Qn A’ > Pn A’ #@. Por outro lado,
se QN OA # @, a sequéncia unitaria (Q)) serd uma cadeia de E-pré-imagens comegando
em A, isto é, (Q) € chg(A). Mas isto é uma contradigdo com a definigao de A*, pois
QnNA* > QnA +# @ Assim, QndA = @. Como () e A sdo conjuntos conexos e
QNA>Q + @, temos que @ > A ou @ c A. A primeira opgao nao é possivel pois (por
hipétese) A nao esta contido em nenhuma £-pré-imagem de si mesmo com ordem maior
que zero. Portanto, Q) c A.
O
Como p € JA’, para um dado € > 0 existe uma cadeia (Qo,-+,@Q,) € che(A) tal
que dist(p, U7 Q;) < € (isto é, como p € A", podemos obter uma cadeia tdo préxima de
p quanto quisermos). Por outro lado, como P e () s@o conjuntos abertos e p € P c @,

tomando € pequeno o suficiente, P n (Uj-, @Q;) # @ e, portanto,

QumnQ2>2QnnP+g, (1.2)

para algum 1 < m < n. Como QU - U@, é um conjunto conexo (Observagao
e Qon (X\Q) 2 Qon (X\A) # @ (pois Qo e A sao ligados), existe 0 < j < m tal que
Q; N 0Q # @. Portanto, definindo ! = min{0 < j < m; Q; n9Q) # &} (menor indice dos
elementos da cadeia que intersectam o bordo de @), segue que @Q); e @ sao ligados. De fato,
() nao pode conter @), do contrario A'n(QuuU--UQ,) + @ e isto contradiz A’ c A*. Além
disto, @; n (X\Q) # @ pois, pela definigao de @, tem-se que Q.1 NQ =T e QNQ; * 2.
Temos dois casos a considerar: Ou ord(Q;) < ord(Q) ou ord(Q;) > ord(Q) (o caso
em que ord(Q);) = ord(Q) nao precisa ser levado em conta pois @ e @); sao ligados e, pela
Observacao , duas £-pré-imagens de A com mesma ordem nao podem se intersectar).
Suponha primeiro que ord(Q;) < ord(Q). Pela minimalidade de I, @ # Q; Y0 < j < [
Assim, é facil verificar que K = (Qq, -+, Q;, Q) € chg(A). Como QnA*>QnA +#3, a
existéncia da cadeia K é uma contradi¢ao com e, portanto, este caso nao pode ocorrer.
Para o segundo caso (ord(Q;) > ord(Q)), considere a sequéncia IC = (fP(Q;), -, f*(Qm)).
E facil verificar que K € cke(A) (note que, como fP(Q) = A e fPlg ¢ homeomorfismo,
temos fP(Q;) NJA = fF(Q,nIQ) + @, isto ¢, fP(Q;) e A sao ligados. Analogamente se
verifica que K satisfaz as outras propriedades de uma cadeia de £-pré imagens comegando
em A). Mas como fP(P) = A’ c A*, segue de que fP(Qn) N A* > f*(Qn.nP) + @,
contradizendo novamente e concluindo assim a demonstracao.
O
O resultado anterior fornece uma maneira de construir conjuntos encaixados,
porém isto dependerda de o conjunto A* ser nao vazio. Uma maneira de assegurar a

existéncia de conjuntos encaixados é mostrar que as cadeias tém didmetro pequeno (o
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Figura 1.5: Diagrama contendo a ideia da prova da Proposicao [1.1.2

diametro de uma cadeia (P;); é definido como sendo o diametro de U; P;) ou entdo
assumir que as pré-imagens de um conjunto estao suficientemente separadas deste mesmo

conjunto. Veremos como usar isto mais adiante no Capitulo [3



Capitulo 2
Componentes Ergddicas

Antes de construirmos partigoes de Markov utilizando os conjuntos encaixados,
precisamos de algum conhecimento preliminar acerca das componentes ergodicas asso-
ciadas a medidas. FEste conhecimento é importante para assegurar boas propriedades
estatisticas para os conjuntos encaixados com relagao a classe de medidas que estaremos
estudando. E vélido ressaltar que existem resultados importantes que auxiliam o estudo
de medidas ergédicas se assumimos a hipétese de que a medida é invariante (a exemplo do
Teorema Ergddico de Birkhoff). No contexto em que estamos trabalhando, serd preciso
obter resultados que envolvam ergodicidade associada a medidas nao (necessariamente)
invariantes (isto é, 3A ¢ X; u(f~1(A)) = u(A)).

Para este capitulo, seja ¢ uma medida finita definida nos conjuntos de Borel de

um espaco métrico, compacto, separavel X e seja f: X — X uma aplicacao mensuravel.

s

Definigao 2.0.3 (Componentes ergédicas). Um conjunto invariante U, com u(U) >0 €
chamado de componente ergddica (isto é, componente p ergodica com respeito a f), se
VYV c U invariante satisfaz (V') =0 ou w(U\V') = 0, ou seja, se U nao admite nenhum
subconjunto com medida positiva menor que a sua. A medida p € chamada ergodica se X

¢ uma componente ergodica.

Exemplo 2.0.4. Como exemplo de medida ergodica nao-invariante, considere p € X, com
f(p) # p. Entdo a medida de Dirac 9, é ergddica e ndao-invariante. De fato, se V c X
é tal que f~Y(V) =V, obviamente teremos u(V) =0 ou u(X\V') =0, visto que no nosso
caso qualquer subconjunto de X possui medida 0 ou 1. Além disso, d, ndo € invariante
pois se A={p}, temos 6,(f71(A))=0#1=7,(A).

Além disto, dado um subconjunto finito A c O]Z(p) da pré-orbita de um ponto

1
H_A Z dg- Se f7Y(A) # A, entao p € ergddica e nao-invariante. De fato,
qeA

considere V ¢ X invariante. E claro que, como A c O; (p) entao ou VNA=2 ouV > A.

pe X, seja pu=

13
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Pela definicio de p concluimos que ou pu(V) =0 ou u(V) = 1. Além disso, p ndo €
invariante pois f~1(A) # A= u(f~1(A)) = u(A) =1.

Dizemos que o conjunto A ¢ X é um p-atrator (ou, simplesmente, atrator) se A
é compacto, sua bacia de atragao Bf(A) := {z € X;ws(x) c A} possui medida positiva e
a bacia de atrac@o de qualquer conjunto compacto A’ ¢ A possui medida nula. (wy(x)
denota o conjunto w-limite de = € X).

Uma colecao P de conjuntos com medida positiva é dita ser uma particao mod p

de U c X se esta colegao cobre U em quase todo ponto (u(U\ |J P=0) e p(PnQ) =0
PeP
para quaisquer P,() € P com P # (). O diametro de uma particao P é definido por

diam(P) = sup{diam(P); P € P}.
O proximo resultado nos garante a existéncia de um atrator associado a cada

componente ergddica de pu.

Proposicao 2.0.5 (Atratores ergédicos). Dada uma componente ergddica U c X, existe
um unico atrator A ¢ X que atrai quase todo ponto de U. Além disto, wy(x) = A para

quase todo ponto de U.

Demonstragao: Seja P; uma particao finita (mod p) de U formada por abertos tal que
diam(P;) < 1. A estratégia para esta demonstracao consiste em construir uma sequéncia
de particoes e obter assim uma familia de compactos satisfazendo a propriedade da in-
tersecao finita. A intersecao destes compactos ird formar o atrator procurado.

Vamos construir uma sequéncia de parti¢coes por inducgao, de modo que Py < Py <
- <P, <---. Considerando a particao P; construida acima, suponha que a partigao P,_1
jé esteja construida. Defina, para cada P € P,_1, o conjunto Up = {z € U; ws(x)n P # &}.
Como U é componente ergddica e f~1(Up) = Up (pois wy(z) =ws(f(x)), V), temos que
1(Up) =0 ou pu(U\Up) = 0.

Dado P € P,_1, definimos uma partigdo Pp (mod p) de P como segue: Se u(Up) =
0, Pp é escolhida como o refinamento trivial (isto é, Pp = {P}). Caso contrério, se
pu(Up) > 0, escolhemos Pp como sendo alguma particao finita (mod p) de P € P,_; formada
por subconjuntos abertos de P com diametro menor que §diam(P) (Para garantir que
existem tais particoes, veja .

Defina entao: P, ={Q e¢Pp; PP, 1}

Para cada n € N, defina P} = {P € P,; u(U\Up) =0} e K,, = Upeps P. Veja que
Ky > Ky > K322 K, > é uma sequéncia (encaixada) de compactos, satisfazendo a
propriedade da intersecao finita.

Afirmamos que cada compacto K; é nao vazio. De fato, se para um certo P € P;
tivermos que p-q.t.p. = € U satisfaz wy(z) n P = @ (isto é, u(Up) = 0), obtemos do fato

de que P; é uma particao finita que deverd existir ) € P; tal que o w-limite dos pontos z
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de um subconjunto de U com medida positiva sempre intersecta @), ou seja, u(Ug) > 0.

Como Ug ¢ invariante temos que u(U\Ug) =0 e, com isso, que K; # @.

Assim A = N, K, é um compacto nao vazio. Afirmamos que A é o atrator

procurado.

i)

ii)

iii)

iv)

vi)

De fato, temos que:

A é compacto.

Por construcao.

Vn € N e para p quase todo ponto x € U, temos que ws(z) c K,

Do contrario, terfamos que para algum n € N e algum z € U, Jy € ws(x) tal que
y ¢ K,,. Mas
y ¢ K, = y e P, para algum P € P,\P;} = u(Up) =0 (sendo que x € Up), isto é, x

pertence a um conjunto de medida nula.

sup{dist(y, Os(x)); y € A} <27 para todo n € N e para ;1 quase todo ponto z € U.

De fato, seja y € A. Logo y € K,Vn € N, isto é, y € P para algum P € P*. (Sem
perda de generalidade, podemos supor y € P).

Mas u(Up) = u({zx € U; we(z)n P # @}) = u(U), pois P € P,. Tome 2z € w(z) N
P. Logo, para p quase todo ponto x € U, temos: dist(y,Of(x)) < dist(y,z) +
dist(z, Of(z)) = dist(y, z) diam(P) < 27"

w¢(x) = A para p quase todo x € U.

A inclusdo “c’segue de ii) e do fato de que a intersecdo enumerdvel de conjuntos
de medida nula tem medida nula.

(13}

Para ver a inclusao “2”, considere y € A. De iii) podemos construir uma sequéncia

de pontos de Oy(x) convergindo para y da seguinte forma:

Como sup{dist(y, Of(x)); y € A} <27 para todo n € N, para cada n € N considere
fin(x) € O(x) tal que dist(fin(z),y) < (2" + 1)~!. Garantimos que existe um tal
fin(x) pois inf{dist(fi(x),y)} < 27. Por construgao obtemos que fi»(x) - y quando

n —> oo

Logo y € w(x).

#(Br(A)) >0

Pois, por i), Bf(A) o2 U e p(U) > 0.

A é minimal, i.e.m nao existe subconjunto A’ ¢ A compacto cuja bacia de atragao

tem medida positiva.
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Decorre de iv) e da propria definigdo de bacia de atragao.
vii) A é unico.
Decorre diretamente de iv).

O
Considere, para cada ponto z de um conjunto positivamente invariante U c X,

um subconjunto U(x) c Of(x) da drbita positiva de z € U.

Definigao 2.0.6. A cole¢io U = (U(x))zey € chamada assintoticamente invariante se,

para todo x € U, tivermos:
1 J{jeN: fix) eU(a)) = oo ¢

2. U(z) n O (f"(z)) = U(f(z)) n O;(f"(x)) para qualquer n € N suficientemente

grande.

Definigao 2.0.7 (ws,U). Sejald = (U(x))zerr. Defina para cada x € U o conjunto 6mega-U
limite de © (ou, abreviadamente, omega-U de x), denotado por wsy(x) (ou simplesmente
wy(x), quando o contexto nao apresentar ambiguidades), como o conjunto dos pontos de
acumulagdo de U(x), isto €, o conjunto dos pontos p € X tais que eziste uma sequéncia

nj — +oo satisfazendo U(x) 3 fri(z) — p.

E facil mostrar que wy(x) é um conjunto nao vazio, compacto mas nao necessa-
riamente invariante.
Dizemos que uma cole¢do assintoticamente invariante U = (U(x))zcy possui

1 ‘
frequéncia positiva se limsup — {1 < j <n; f/(x) eU(x)} >0, para todo z € U.
n

Definicao 2.0.8 (w. fy). Seld € uma colegdo assintoticamente invariante com frequéncia

positiva, definimos w. ru(x), o conjunto dos pontos U-frequentemente visitados pela orbita
1 )

de x, como o conjunto dos pontos p € X tais que limsup — {1 <j<n; f/(z) eU(z)nV} >
n

0, para toda vizinhanca V' de p.

E possivel encontrar, de uma maneira analoga a da proposi¢ao anterior, um con-
junto atrator (num sentido generalizado) dentro de cada componente ergddica contida em
X, como mostra o resultado seguinte. Nesse caso, ele ird coincidir com o conjunto wy(z),

para p-q.t.p. xeU.

Lema 2.0.9. Seja U = (U(x))zer uma colegdo assintoticamente invariante definida em
uma componente ergodica U c X e seja Ac X o atrator associado a U (conforme .
Entao existe um conjunto compacto Ay c A tal que wry(x) = Ay para v - quase todo
ponto x € U. Além disso, se U possui frequéncia positiva entao também existe A,y ¢ Ay

tal que wy ryu(x) = Avy para p-quase todo ponto x e U.
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Demonstracao: Construimos os conjuntos compactos Ay e A,y da mesma forma que
em . A tnica diferenca é que no lugar de wy(z) usamos wyy(x) (no caso de Ay)
ou w+, f,U(X) (no caso de A,y). Note que a propriedade chave de ws(x) usada na
demonstracao anterior também é usada de maneira andloga nesta demonstragao (a saber,
wra() = wra(F(@)) € wrpaa(@) = wrpaa(F(@)), V).

Para A, j; é necessario também mudar a definicao do conjunto Up de acordo com
o descrito a seguir. Dados z € U e K c X, denote a U-frequéncia de visitas de x a K
por ¢x(x) = limsup%ﬁ{O <j<mn; fi(r) e KnU(x)}. Escolha, para cada P € P, i,
Up={zeU; ¢p(x)>0}. Veja que Up ¢é invariante (pois wy ry(z) = wy ru(f(x)), V).
Por estarmos usando limsup na defini¢do de ¢, temos que ¢px(x) > 0 ou ¢px\x(x) > 0.
Isto é importante para garantir que K, # @; Vn € N (garantimos que existe pelo menos
um P € P, tal que Up # ).

Para finalizar a prova, observamos que cada ponto de A, =N, K, é acumulado
pela sequéncia {f"(z); n e Ne f*(x) e U(x) para p quase todo ponto x € U e, portanto,
Aiy c Ay c A Ademais, se B é um conjunto aberto satisfazendo B n A, # @, entao
para algum n grande o suficiente existira algum elemento P € P} contido em B. Portanto,
por construcao, teremos que limsup % 1{0<j<n; fI(z) e BnU(z)} 2 lim sup% {0<j<
n; f/(x) e PnU(x)} >0, o que conclui a demonstragao.

a

Definicao 2.0.10. Dizemos que uma medida p € f-nao-singular se a pré imagem por f
de qualquer conjunto com medida nula também possui medida nula (fop:=po f~1 < p).

As medidas ergodicas do exemplo [2.0.4] nao sao em geral f-ndao-singulares.

O lema abaixo garante que se p é uma medida ergddica f-nao-singular, entao a
restricao de p a qualquer subconjunto positivamente invariante de X com medida positiva

continua sendo uma medida nao singular com respeito a f.

Lema 2.0.11. Se p é uma medida ergddica f-nao singular (nao necessariamente invari-
ante) entao ﬁ,uh; ¢ uma probabilidade ergodica f-nao singular desde que E c X seja

um conjunto de Borel positivamente invariante com medida positiva.

~ Lo - . : 1 .
Demonstragao: E facil ver que, nas condigoes do enunciado acima, ———p|g é uma

u(E)
probabilidade ergédica. Dado Y ¢ X, teremos pu(f(Y)nE) <u(f~H(Y)n f71(f(E))) =
Y 0 (). Assim, se () = (Y 0 ) =0, entio 0.5 (/- () 5 u f-1(
f(E))) =0 (pois p é f-nao-singular). Como consequéncia disto, temos que ——pu|g é

1(E)

f-nao-singular.
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c

Figura 2.1: U é uma componente ergédica com seu atrator A e seu conjunto wy-limite

Ay.

Os resultados a seguir nos mostram que se conseguirmos uma cota inferior para a
medida dos conjuntos invariantes (ou positivamente invariantes) conseguiremos de alguma

maneira estimar a quantidade de componentes ergddicas associadas a essa medida.

Lema 2.0.12. Seja p uma medida finita. Se existe algum & > 0 tal que todo conjunto
invariante possui medida p nula ou maior que &, entdo X pode ser decomposto em um

numero finito de componentes p ergodicas.

Demonstragao: Seja W; ¢ X um subconjunto invariante qualquer de X (por exemplo,
Wi = X) com medida p nao nula e defina F(W7) = {U c Wy; U é invariante e u(U) > 0}.
Claramente temos que F(W;) é uma colegdo nao vazia (pois Wy ¢ F(W;)). Vamos
considerar a inclusdo (mod p) como uma ordem parcial sobre F(W;) (a saber, estamos
definindo: Dados A, B € F(W;), A< B < B c A(modu) < p(B\A) =0). Afirmamos
que toda cadeia totalmente ordenada I' ¢ F(W;) é finita. (Em particular, possui uma
cota superior).

De fato, suponha por absurdo que exista uma cadeia infinita 75 < 73 < 7% < ...
com v; # Y1, Vi € N (isto é, 79 271 2 72 2 ... com u(v;\viz1) > 0, Vi € N. Mas como
Zu(%\%ﬂ) = (o) < oo, segue que u(y;\Viz1) < 0 para ¢ suficientemente grande, o que
clontradiz a hipdtese pois 7;\7i41 € um conjunto invariante.

Pelo Lema de Zorn, existe um elemento maximal Uy € F(W7). Veja que U; é uma
componente ergddica (de fato, se supusermos que existe A c Uy invariante com pu(A) > 0
e u(U1\A) > 0, teremos que p(A) = u(U1\A) = u(Uy), pois U; é maximal com relagao a
ordem definida acima, e assim: u(U;) = u(Au U\A) = u(A) + w(U1\A) = p(Uy) + u(Uy),
o que é um absurdo).

Como Wy = X\U; é um conjunto invariante, ou ele possui medida nula ou pode-
remos usar o mesmo argumento acima para W, e obter uma nova componente ergédica
Uy ¢ Wy, Indutivamente, poderemos construir uma colecao de componentes ergddicas
Uy, Us, ..., U, enquanto tivermos pu(X\(UyuUsu...uU,)) > 0. Mas, como u(U;) > J, este
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processo ird terminar em tempo finito e, assim, conseguiremos a decomposicao de X em
um numero finito de componentes 1 ergddicas.
a
Note que o Lema anterior fornece um critério para conseguirmos medidas ergodicas
associadas a dinamica f. Para tal, é suficiente conseguirmos uma cota inferior para a me-
dida dos conjuntos invariantes (que possuem medida positiva) por f. Assim, a restrigdo
de i a cada conjunto invariante por f que tiver medida positiva serda uma medida ergédica
associada a f. Nessas condic¢oes, como estamos lidando com medidas finitas, é 6bvio que
sé teremos um numero finito de tais medidas (pois s6 teremoms um nimero finito de con-
juntos invariantes com medida positiva). Como todo conjunto invariante é positivamente

invariante, temos a seguinte generalizagao do resultao anterior.

Proposicao 2.0.13 (Um critério para ergodicidade). Seja p uma medida f-ndo singular.
Se existe algum § > 0 tal que todo conjunto positivamente invariante possui medida [
nula ou maior que §, entdo X pode ser decomposto em um numero finito de componentes
W ergodicas. Ademais, o atrator associado a cada componente ergodica possui medida [

positiva.

Demonstracao: Como todo conjunto invariante é também positivamente invariante,
temos pelo Lema[2.0.12|que X pode ser decomposto em um niimero finito de componentes
1 ergodicas.

Da proposigao [2.0.5] temos que cada componente ergidica é a bacia de algum
atrator A.

Suponhamos que p(A) = 0. Neste caso, podemos escolher uma vizinhanga aberta
V de A tal que (V') < d (isto ocorre pois no nosso caso a medida pode ser considerada
regular, ver observacao no Capitulo @ e um inteiro ng tal que p(U’) > 0, onde
U ={xeU; fr(x) € VVn >ng}. Note que pu(f(U’)) > 0 pois g é f-ndo-singular.
Como U’ é positivamente invariante, f70(U’) é um conjunto positivamente invariante
com 0 < p(fm(U")) < u(V) < J, mas isto, por hipétese, é impossivel.

Logo, u(A) >0 (na verdade, u(A) > 9).



Capitulo 3
Medidas zooming

No presente capitulo, introduziremos a no¢ao de tempos e contragao zooming para
a construcao das medidas zooming, associadas as quais obteremos resultados estatisticos
importantes para alguns tipos de sistemas importantes (conforme falamos na Introdugao,
dentro desses sistemas esta englobado o caso expansor e o nao uniformemente expansor,
mesmo onde se admite a existéncia de regioes criticas).

Seja f: X — X uma aplicagao mensuravel definida num espago métrico, conexo,

compacto e separavel.

Defini¢ao 3.0.14 (Contragdo zooming). Uma sequéncia o = {a, }1<nen de fungoes ay, :

[0,+00) — [0, +00) € chamada de contragdo zooming se satisfizer as sequintes condigoes:
e ap(r)<r, Vr>0eVn>1;
o a,(r)<a,(F), VO<r<rmeVn<l1;

o v, 0 (1) < apim(r); Vr>0eVn,m>1;
[e9)
e sup (3 (1) < o0
0<r<l p=1
Por exemplo, uma contragao exponencial corresponde a uma contragao zooming
an(r) = X com 0 < A < 1. Podemos também trabalhar com contragoes polinomiais

(an (1) =n~%, a > 1) ou até com contragoes que (em pequena escala) tornam-se tao fracas

2
1 an(r
quanto quisermos (o, (r) := (ﬁ) r define uma contracao zooming e 111% n(r) =1
+ N\/T r— r

veja Exemplo 9.14 de [13]).

Sejam « = {a, }, uma contracdo zooming e § >0 uma constante positiva.

Y

Definig¢ao 3.0.15 (Tempos zooming). Dizemos que n > 1 é um tempo («, §)-zooming para

pe X (com respeito a f) se existe uma vizinhanga V,,(p) de p satisfazendo:

1. fm envia V,,(p) homeomorficamente em Bs(f™(p));
20
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2. dist(f/(x), fi(y)) < an_j(dist(f™(z), f*(v))), quaisquer que sejam x,y € V,(p) e
je{0,1,...,n-1}

A bola Bs(f™(p)) € chamada bola zooming e o conjunto V,,(p) é chamado pré-bola

200MIng.

Figura 3.1: Exemplo em que n =4 é um tempo zooming para x.

Denote por Z,(a,d, f) o conjunto de pontos de X para os quais n é um tempo

(o, §)-zooming.

Defini¢ao 3.0.16 (Medida zooming). Uma medida u, finita e f-ndo singular definida na
o-dlgebra de Borel associada a X € chamada medida fracamente zooming se u quase todo
ponto possui infinitos tempos («,d)-zooming. Uma medida p fracamente zooming € dita

ser medida zooming se
1
limsup —#{1<j<n;zeZj(a,0,f)} >0, (3.1)
n
para . quase todo ponto x € X.

Defini¢ao 3.0.17 (Conjuntos zooming). Um conjunto positivamente invariante A c X é

chamado de conjunto zooming se € vdlida para todo x € A.

Definigao 3.0.18 (Distorgao limitada). Dizemos que uma medida zooming ju possui dis-
tor¢ao limitada se Ip > 0 tal que Yn € N e pu quase todo ponto p € Z,(c,0, f), o jacobiano
de f com respeito a p, J,f", € bem definido em V,(p) e

Juf™(2)

log £~~~
©T.()
para p quase todo x ey em V,(p).

< pdist(f™(x), [*(y)), (3.2)

(Para definicdo de Jacobiano de uma medida, ver [6.0.15).

Essencialmente, dizer que p tem distorcao limitada significa dizer que a dinamica
f sempre altera (ou distorce) dois dados subconjuntos de X de maneira bastante parecida
em tempos zooming, do ponto de vista da medida. Em outras palavras, a partir da

hipdtese de distorcao limitada pode-se provar:
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Afirmacgao. Suponha que p tem distorgao limitada, x € X e n é um tempo («, d)-zooming
para x, g : Bs(f*(x)) — V,(x) é a inversa de fm restrita a bola zooming em torno de
f™(x) (conforme a defini¢ao [3.0.15)) e que A, B c Bs(f"(x)) sdo conjuntos mensuraveis.

E possivel encontrar uma constante C' > 0 tal que:

an(A)  u(g(A)) . u(A)
B ) < uBy

A prova dessa afirmacao depende essencialmente de dois passos:

(3.3)

e Como J,f" é o Jacobiano de f" com respeito a p (ver definigao [6.0.15)), obtemos

que:

(A Sy Ju"dp

= 3.4
W) ™ Jyy 34
e 1K >0 tal que:
o DufMw)
Kt< uf”(Z) <K, (3.5)

para todo ponto y, z em V().

De fato, usando a Regra da Cadeia, a definicao de tempo zooming e sabendo que

vale a expressao [3.2] nds facilmente podemos concluir que:

Juf" @) T el U W))
e ey sl )
_ 5 M

2108 5 )

< Z_: pdist(f71(y), £71(2))
< Z:pan-i(dist(f"(y%f"(z)))
< Z_: par,_;(diam X))

IN

+00
> pay(diamX) =: K < +o0
i=0

A desigualdade contraria é obtida de maneira andloga.

Agora, utilizando [3.4] e 3.5 obtemos que:
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p(A) _Sun Tl L @A) pla(4)
W(B)  fypy Jufmdpn = Jufr(2)u(g(B)) 1(9(B))
Definindo C' = K2, obtemos a prova da afirmacao. Novamente, a desigualdade
contraria segue de modo anélogo.
O préximo resultado é uma ferramenta técnica til para a construcao de conceitos
e demonstragao de resultados presentes ao longo deste capitulo, tais como o conjunto de

imagens zooming e o fato de que este conjunto é uma colecao assintoticamente invariante

(conforme ([2.0.6)).

Lema 3.0.19. Os tempos zooming satisfazem a sequinte propriedade:
SepeZi(a,o0, f) entao fi(p) e Z;-i(a,d, f) para todo 0 <1< j.

Demonstragao: Seja V,,(p) a pré-bola zooming associada a p. Veja que, dado [ €
{0,...,n =1}, Vi (f~Up)) = fYV,(p)) é uma pré-bola zooming associada a f!(p). De
fato:

e Primeiro, veja que g = 1y, iy : Vot (F(0)) — Bs(F=1(f1(0))) (= Bs(F*(p)))
é inversivel. Suponha por absurdo que g(z) = g(y) € Bs(f"(p)), onde z,y «
Vot (fY(p)) sao tais que x # y. Como f"[V,(p) é inversivel, existe zq € V,(p) tal
que g(z) = g(y) = f*(wo) = f""(f'(20)). Veja que f!(xo) =z =y, pois se existisse,
por exemplo, yo € V,,(p) com fi(yo) = = e yo # o terfamos que f™(xo) = f™(yo),
o que contradiz a hipétese de que fm é injetiva em V,,(p). Mas isto constitui um
absurdo, pois supusemos que x # y. Logo, g é injetiva. Além disto, g é sobrejetiva,
pois dado z € Bs(f"(p)), existe y € V,,(p) com f"(y) = z, e assim, existe x = f*!(y)
tal que g(x) = z. Usando a contracdo para o passado associada aos tempos zoo-

ming , podemos facilmente mostrar que g leva V,,_;(f'(p)) homeomorficamente em

Bs(f™(p))-

e Além disto, o item i) de é satisfeito para V,,_;(f"!(p)) pois dados z1,; €
Vot (f7U(p)), tome zo,yo € Vo(p) tais que fYzo) = 21 e fYyo) = y1. Como
peZy(a,d, f), temos que dist(f7(x0), f7(yo)) < an_j(dist(f*(x), f*(y))), quaisquer
que sejam x,y € V,(p) e j€1{0,1,...,n—1}, e assim (fazendo m = j—[, para j > [) tere-
mos que dist(f/ (o), f7(y0)) = dist(f7~(21), f771(y1)) < an-j(dist(f(2), f(y))) =
Wg—(j-ny (dist(f(z1), 7' (y1))), qualquer que seja j € {0,1,...,n - 1},5 > [,
isto ¢, dist(f™(z1), [™(y1)) £ (nopy-m(dist(f™(x1), [™(y1))) qualquer que seja
me{0,1,...,n—-1}.
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Dada uma sequéncia qualquer de conjuntos {U, },, denote por limsup,, U,, o con-
junto de pontos que pertencem a infinitos elementos desta sequéncia, isto é,

limsupU, = (U U;.

n>1j>n

Usando a notagao acima, temos que uma medida finita f-nao-singular u é fraca-
mente zooming se p(X\limsup Z,,(a, 6, f)) =0.

A partir deste ponto iremos apresentar alguns conceitos e resultados que nos
possibilitem unir a nogao de conjuntos encaixados, familia dinamicamente fechada de
pré-imagens e medidas zooming, o que sera util para obter resultados importantes no
presente capitulo e também nos posteriores.

Seja Z o conjunto de todos os pontos de X com frequéncia positiva de tempos
({an}n,0)-zooming, isto é, o conjunto de pontos para os quais é valida. Denote por
Ez = (Ez.n)n como a colegao de todas as pré-bolas («, §)-zooming, onde €z, = {V,,(x); x €
Zn(a, 8, f)} é a colegdo de todas as pré-bolas (a,d)-zooming de ordem n. E possivel
verificar facilmente que a colegdo de todas as pré-bolas («,d)-zooming é uma familia
dinamicamente fechada de pré-imagens, como definido no Capitulo |1| (basta usar o Lema
5019).

Dados z € X e 0<r <, seja (B,(x))* o conjunto definido por associado a
Ez. Sex € (B,(z))*, segue da Proposicao[1.1.2] (fomando A = { B,(z)}) que a componente

conexa de (B,(z))* que contém x é um conjunto £z - encaixado.

Definicao 3.0.20 (Bolas zooming encaixadas). Se x € (B,(x))*, defina a bola (,0)-
zooming encaizada (com respeito a f) de raio v e centro x, denotada por B (x), como a

componente conexa de (B.(x))* que contém x.

Note que, como temos contragdo em qualquer tempo zooming, B,.(z) nao pode
estar contida em nenhuma pré-imagem zooming (com ordem maior que zero) de si mesma,
isto é, nao poderemos encontrar uma Ez-pré-imagem P € X de B,(z) tal que B,(z) c P
(e portanto diam(B,(z)) < diam(P)), do contrario, obteriamos E € £z, e um compor-
tamento contrativo (para o passado) entre £ > P e f*(E) > B,(x), e portanto teriamos
diam(B,.(x)) > diam(P), o que é um absurdo. Portanto, A = {B,.(x)}, na definigdo acima,

é de fato um conjunto aberto conforme as hipéteses da Secao [1.1]

Definigao 3.0.21 (Aplicagao inversamente separada). Dizemos que f € inversamente

separada se para todo x € X temos:

dist (:17, LnJ f_](x)\{x}) >0; Vn>1. (3.6)

j=1
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Um exemplo de aplicacao inversamente separada consiste em uma aplicacao f
com numero limitado de pré-imagens (sup f{f~1(z); x € X} < +00).

Na segao|l.1.2|é apresentada uma construcao abstrata de um conjunto encaixado.
Para essa construgao é necessario que o conjunto A* dado por seja nao vazio. O
proximo resultado fornecera uma condicao segundo a qual seja sempre possivel a existéncia

de bolas zooming encaixadas. Esta condi¢ao envolverd a defini¢ao anterior.

Lema 3.0.22 (Existéncia de bolas zooming encaixadas). Se f é inversamente separada

>0 r
definida YO <1 <rq e, dado qualquer 0 <~y <1, € possivel encontrar 0 <r, <rq dependendo

e sup(z Oén_(T)) < 400 entao para cada x € X existe 0 <rg< /2 tal que B}(x) estd bem
n>1

apenas de §,c,x ey tal que By (x) 2 By (z); VO <r<r,.

4
- °G
Ui 1 (x) By
Q / B,
&

Figura 3.2: Se Q é uma €z pré-imagem Figura 3.3: Toda cadeia de pré-imagens

de B,(z) entdo Q n B, (z) = @. em chg, (B,(x)) tem didametro pequeno
o suficiente, de modo que @ # B,,(z) c
B (x).

Demonstragao:

Suponha que sup(z an(r)/r) < +00. Dado 0 < v < 1, seja ng € N tal que

r>0 \p>1

Y an(r) < (1-9)r/2. Dado z € X, sejam € > 0 tal que dist (x,U;.LBl fA(@)\{z}) > e
n>ngo
r, =3z min{e, 6} e 0 <7 <7,

Note que se j < ng e @@ é uma Ez-pré-imagem de B,.(x) com ordem j entdo

B (z)nQ =2 VQ € Ez;. De fz;to, escrevendo () = f_V(BT(w)z = (fily) Y (B.(x)) para
algum V em €3 ; temos que Qn(lJ f7(2)) = (fj|v)_1(Br(%))ﬁ(L_J1 () 2 (fFlv) " (@)n

j=1
ng )
(U r7(z)) + 2. Como dist (x,U?fl f(@)\{z}) > € e diam(Q) < 2r < 2¢/3 (a pentltima
j=1
desigualdade decorre da hipétese de que @ é uma Ez-pré-imagem de B,(z) e do item 2

de 3.0.15)), temos que B,.(z)nQ = @.

Assim, toda cadeia de Ez-pré-imagens de B,.(x) comega com uma pré-imagem de

ordem maior que ng. Seja (P) = (P, P1,-+, P) uma cadeia de Ez-pré-imagens de B, (x)
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k k
com ord(P;) = n;. Entdo, como diam(P) = diam(|J P;) < )_ diam (P;) e, para cada
=1 -1

j
j €{1l,- k}, temos diam () = sup, ,cp, dist(z,y) <sup, ,ep o, ( dist(f"(x), [ (y))) <
O, (SUPg yep, ( dist(f™(z), [ (y)))) = o, (diam(B,(x))), concluimos que:

diam(P) < > a,, (diam(B,(2))) < > ay,(diam(B,(z)))

j:l n>ng

< (- B BAD) _ (s,

e, como qualquer cadeia intersecta o bordo de B,.(x), podemos concluir que esta cadeia
nao intersecta B.,.(x). Portanto, (B,(z))* (e também B} (x)) contém B.,,(x).

a

E importante observar que existem outras maneiras de garantir a existéncia de

bolas encaixadas zooming sem precisar impor hipoteses adicionais sobre a aplicacao f

(por exemplo, se conseguirmos controlar a soma Y a,(r), garantiremos a existéncia de
nx1
tais conjuntos, conforme o Lema 5.12 de [13]).

Se x € X possui tempo zooming, podemos definir o primeiro tempo zooming de
x como min{n; z € Z,(«, 0, f)}. Podemos verificar que, se 1 é uma medida finita f-nao-
singular e o primeiro tempo zooming esta bem definido para u quase todo ponto, entao p
é uma medida fracamente zooming. Isto é,

(XN Z3(0,8, 1)) = 0 = p(X\Tim sup Z (a8, £)) = 0

J=1

De fato, defina Gy = {z € X; 2 ¢ Z;(0,6, f), Vj} e G; = {xr € X; j é 0o maior tempo
zooming de x}, para j > 1. Veja que u(Go) = 0 (pois Go ¢ X\U3R, Z;(a, 6, f)) e u(G;) =0
(pois p1 ¢ f-nao-singular, u(Gy) = 0 e, pelo Lema [3.0.19] temos que f7(G;) c Gp). Como
X\limsup Z,,(«, 6, ) = Urso Gk, segue a afirmacao.

Denote a colecao de imagens zooming de f por 3 = (3(2))zetimsup Zn (a0,f), Onde
3(x) ={fm(x); meNexez,(ad, f)} é o conjunto de imagens zooming de = por f.

Usando o Lema temos que se z € Z,,(a, 4, f) entao fi(x) € Z,,_;(a,0, f),
para todo 0 < j <m. Assim, usando esta informacao pode-se provar que 3 é uma colegao
assintoticamente invariante. De fato, se z € limsup Z,,(«, 0, f) e mg é o primeiro tempo

zooming de x, entao:

e Por construgao, estd claro que f3(z) = +o0; Yz € limsup Z,, (o, 6, f);

o 5(x) nO;(fMor(2)) = {fm(z); m>2exeZn(a,d,f)} ={f"(f(x)); m>DMe
f(z) € Zy(a,0, f)} = 3(f(z)) n Op(fMo*(x)) onde My = max{mg— 1,1}, isto é, o
item (2) de continua valido.
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O préximo lema nos mostra que se as imagens zooming de uma quantidade grande
de pontos de um conjunto positivamente invariante U intersectam assintoticamente a
vizinhanga de um ponto p € X, entao esta vizinhanca esta contida em U do ponto de vista

da medida, desde que esteja presente algum controle de distorcao.

Lema 3.0.23. Seja p uma medida fracamente (o, d)-zooming com distor¢ao limitada.
Suponha que para algum 0 <19 <§/2 ep € X a bola encaivada (ov,§)-z00ming B}, (p) esteja
bem definida e contenha B, 2(p). Se U c¢ X € um conjunto positivamente invariante,
u(U) >0 e p({zeUs Byyp(p) nws(x) £ 2}) >0 entdo p(Bry2(p) N U) = pi(Bryp2) > 0.

Demonstragao: Seja p >0 a constante de distorcao presente na Defini¢ao [3.0.18] e seja
K c{x eU; Byy2(p) nw;(x) # @} um compacto com medida positiva.

Dado [ > 0 escolha uma vizinhanca aberta V' 2 K de K tal que pu(V\K) < pu(K)/I.
Veja que a existéncia de K e de V sao garantidas pois a medida em questao é regular.
(Ver Observacao no Capitulo[6). Escolha para cada x € K um tempo zooming n(x)
tal que Vi) (2) ¢ V e fr®)(z) € B, j2(p). Como V,(,)(x) é levada homeomorficamente
em Bs(f™®@(x)) por fM®) e além disto Bs(f™®) (x)) > By, (p) (pois 1o < 6/2), defina, para

cada x € K, o conjunto

W () = ()

Vo) (2)) (B (p)).-

Veja que cada W (z) é aberto (pois By, (p) é aberto e f*®)|y, ,y(x) é homeomorfismo)

e que | J W(x) é uma cobertura de K. Por compacidade, 321,29, x, € K tais que
rzeK
K c W(x1)uW(zg)u--uW(zp). Como Bj (p) ¢ um conjunto encaixado, podemos

assumir que W (z;)nW (z;) = @ sempre que j # i. (Cada W(x), x € K, é pré-imagem de um
conjunto encaixado e portanto quaisquer dois conjuntos W (x;) e W (z;) nao sao ligados
(ver Proposi¢ao([1.0.4). Desta forma, ou W (z;)nW (z;) = @ ou um destes conjuntos contém
o outro, digamos, W (z;) ¢ W(x;). Defina entdo uma nova cobertura finita de K que
consiste na cobertura anterior excluindo o conjunto W (z;). Repetindo este procedimento
sempre que houver interse¢ao entre W(z;) e W(x;) para i,j € {1,2,---,m}, a cobertura
de K resultante satisfard a propriedade acima).

Como os elementos da cobertura de K sao dois a dois disjuntos, existird pelo
menos um j para o qual teremos pu(W(z;)\K) < u(W(z;))/l (Do contrario, u(V\K) >
p((UW (@)NK) = 3 n(W(@)\K) 2 3 (W ()l = plUW ()]l > p(K)[1). Por-
tanti) para cada [ € Nj podemos encontra]r algum conjunto ajberto W, que é enviado por

algum iterado f™ de f homeomorficamente em B;(p) com distor¢ao limitada por C' (ver
B-3). Ademais, p(W,\K) < uw(W;)/1, V1. Pela condigao de distor¢ao limitada, temos:

p(Br,(\U) _ p(Br, (\["(K)) _  p(WAK) _C

WBL() - By S a1
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(Isto ocorre pois W; = (f7) |y, (Bz, (p)) e desta forma (f7) 1|y, (B, (D)\f* (K)) =

() v, (B, ()N, (fe () = WAG™)7H(f™(K)) € WK, Dessa forma,
usando [3.3] a expressido acima ¢ obtida facilmente.).

Assim obtemos que p(B; (p))\U) = 0. Veja que, como p é f-nao-singular, de-
vemos obter p(B,,2(p) > 0 (do contrério, terfamos que 0 < p(K) < Y p(W(zx)) =

zeK
%u((f”(“’”))’llvm)(BZO (r))) =0).
" Logo, 1(Buya(p) nU) = w(Byypa) > 0.
O
O proximo resultado ira mostrar que trabalhando no contexto das medidas zoo-
ming conseguiremos limitar por baixo a medida dos conjuntos positivamente invariantes
(e portanto, usando os resultados do Capitulo , garantiremos a existéncia de um nimero
finito de componentes ergddicas que contém conjuntos atratores, tais como em [2.0.5| e
2.0.9). Isto serd importante para a construcao de uma aplicacao de Markov induzida
com respeito a f e, por conseguinte, obter propriedades estatisticas para o sistema ana-
lisado, conforme veremos nos Capitulos 4] e E importante ressaltar que apresentamos
a demonstracao destes resultados para o caso em que f é uma aplicagdo inversamente
separada, mas é possivel obter os mesmos resultados sem essa restricao, bastando para
isso substituir f por f*, para algum k suficientemente grande de modo a obter contracao
suficiente para assegurar a existéncia de bolas zooming encaixadas (Veja o Lema .

Vejamos antes o seguinte lema.

Lema 3.0.24. Seja p uma medida finita f-nao-singular. Entao para p quase todo ponto

xr e X temos que wg(x) Nsuppp * &

Demonstragao: Mostraremos que u({z € X; wy(z) nsuppu = @}) = 0.

Suponha por absurdo que exista W e X com p(W) > 0 tal que ws(z) nsuppu = &,
VeeW.

Veja que se wy(z) Nnsuppy = @ entdo existem uma vizinhanca Bﬁ (suppp) = {z €
X; dist(z, suppp) < @} de suppp e um natural n(z) tais que fi(x) ¢ B% (suppp) Vj >
n(x), isto é, para cada x € W tal que ws(z) Nnsuppy = &, obtemos uma vizinhanca de
supppu tal que os iterados de x estao fora dessa vizinhanga, para um tempo suficientemente
grande.

Defina My := {z € W; n(z) < kem(z) < k}. E claro que W = Ugs; M. Assim,
K, tal que pu(My,) > 0. Veja que p(f*(My,)) = 0 pois, por defini¢ao, fro(M;,) n
BT (suppu) = @, isto é, fko(My,) nsupppu = @. Mas, como p é f-nao-singular, temos

1

que p(My,) =0, o que é um absurdo.
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O resultado anterior continua valido se trocarmos wy(z) por wy,(z). A demons-

tragao é andloga.

Corolario 3.0.25. Suponha que f € inversamente separada e que sup (Z a"(T)) < +o00.
r>0 n>1 T

Se € uma medida fracamente zooming com suporte compacto e distor¢ao limitada, entao
existe € > 0 tal que todo conjunto positivamente tnvariante possui medida p maior que €
ou igual a zero. Ademais, se flsuppu € transitiva, continua e K c suppu € um conjunto

compacto positivamente invariante com u(K) >0 entdo K = supppu.

Demonstracao: Seja p uma medida fracamente (v, §)-zooming (onde o = {c, },,) com

suporte compacto e distorcao limitada. Seja U um conjunto positivamente invariante com
w(U) > 0.

, . an(r
Como f ¢ inversamente separada e que sup(z M < +00, segue do Lema
r>0 n>1 r

existe o tal que para todo p € X a bola encaixada (a,0)-zooming B} (p) esta bem
definida e contém B, /»(p). Seja p um ponto qualquer no suporte de p tal que p(U,) > 0,
em que U, = {z € U; B, j2(p) nwy,(x) + o}

Veja que existe pelo menos um ponto p € X satisfazendo a propriedade acima.
De fato, como supppu é compacto, considere uma cobertura aberta finita {B,,/2(p:) }1<i<s
de suppp. Suponha por absurdo que p(U,) = 0, qualquer que seja p € suppu. Entdo
p({z € U; (Broj2(p1) YU Brgj2(p2) U. ..U By 2(ps)) Nwys(x) # @) = p(Up, U, U...0Up,) =
p({z € U; wrs(x) nsuppp # @}) = 0, o que contradiz o Lema [3.0.24]

Segue do Lema que

iU 2 1(Bropa(p) 0 U) = (Byyje) > 0. (3.7)

Seja € = inf{ (B, 2(x)); « € suppu}. E facil ver que € > 0, € niio depende de U
e u(U)>e>0.

Assumindo que U é compacto e que flsuppy, ¢ transitiva, afirmamos que B, /2(p) N
suppy ¢ U. Do contrario terfamos que B, /2(p)\U é um conjunto aberto com (B,,/2(p)\U)n
suppp # @. Assim, pela definicao de suporte de uma medida, p(B,,/2(p)\U) > 0, contra-

dizendo ([3.7]).

Afirmacgao. 3q € suppu tal que w(q) = supppu

Demonstracao: Este é o momento onde iremos usar que flupp, ¢ transitiva. Seja

q € suppy tal que O}(q) = suppu. Para demonstrar a afirmacgao vamos seguir trés passos:

o y(q)=0
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Suponha por absurdo que p(q) > 0. Da hipdtese de que p é f-nao-singular temos

que p(f7(p)) >0, ¥j e N. Além disto, como pu(O5(q)) = Y 1(f7(q)) < oo, temos
jeN
por um argumento comum da teoria de séries que

w(OF(f*())) = > u(f(q)) — 0,

izn

quando n — oco. Mas isto ¢ um absurdo pois f(O7(f"(q))) < O;(f"(q)) (isto

é, (’)Jt( f™(q)) é um conjunto positivamente invariante) e temos por hipétese que
1(O03(f"(q))) > €, VneN.

o 1(q)=0=qew(q)

De fato, dado € > 0, suponha por absurdo a existéncia de um certo ny tal que

f™(q) ¢ Bc(q), Vn >ng (podemos tomar e pequeno o suficiente de modo que ng = 1).
Assim teremos que (B.(q)\{q})nsuppu = @, isto é, u(B:(q)\{q}) = 0. Mas u(B.(q) =
p{ar v (B(o)\{a})) = n({q}) + n(B(9)\{4}) = n({q}) > 0, pois ¢ € suppu, o que ¢

um absurdo.

e gcw(q) = w(q) =suppy

Obvio. Basta usar as propriedades do conjunto w(q) e o fato de que (’)}'(q) =
03 (q) vw(q).

]
Concluimos assim que U = supppu. De fato, seja ¢ € suppu tal que w(q) = supppu.
Entao existe n > 0 tal que f"(q) € (B,,j2(x) nsuppp) ¢ U. Como U é positivamente
invariante e compacto, obtemos que suppu = w(q) c U c supppu.
|
Como uma consequéncia da Proposicao [2.0.5 Proposicao Corolério |3.0.25
e Lema temos o seguinte resultado.

Teorema 3.0.26. Se p € uma medida fracamente zooming com distor¢dao limitada entao
X pode ser particionado em uma colecdo finita de componentes p-ergodicas. Dentro de
cada componente ji-ergédica U existe um atrator grande A (i.e., p(A) > 0) tal que we(x) =
A para p-quase todo ponto x € U.

Ademais, existe um conjunto compacto A; ¢ A tal que wy;(x) = A para p-quase
todo ponto x € U e, se i é uma medida zooming, existe um conjunto compacto A, ; c A,

tal que w, f;(x) = Ay para p-quase todo ponto x € U.



31

Corolario 3.0.27. Se pu é uma medida fracamente zooming com distor¢ao limitada e

flsuppp € transitiva e continua entdo wy(x) = suppp para pi-quase todo x.

Para demonstrar esse ultimo resultado, essencialmente precisamos verificar que
w(x) c suppp, para p-quase todo (o que nao requer muito esforgo, a nao ser o de trocar

w(x) n B,,(p) por w(z) c B,,(p) e repetir o procedimento descrito no segundo e terceiro

paragrafos da demonstragao de|3.0.25)) e fazer K = w(x) no Corolario [3.0.25



Capitulo 4

Construcao de uma aplicacao de

Markov induzida local

Neste capitulo mostraremos alguns resultados importantes para conjuntos e me-
didas zooming. Provaremos a existéncia de uma medida v <« p absolutamente continua
com respeito a uma dada medida zooming p invariante. Isto serd mostrado também no

caso em que p possui apenas algum controle de distorcao.

Definigao 4.0.28 (Bacia de uma medida). Sejam X um conjunto, f : X — X uma
aplicagao em X e n uma medida em X. A bacia den, B(n) € o conjunto de pontos x € X

tais que
nl_l)fjloog Z do fi(x)= [ od,
para toda funcao continua ¢ : X — R.

Observacao 4.0.29. Facilmente podemos ver que a bacia de uma medida é um conjunto
invariante com respeito a f (isto é, f~1(B(n)) =B(n)).
De fato, considere y € f~Y(z), com x € B(n) . Logo,

lim — Zcﬁofj(y) =

n—>+oon
it j
nlilglwn{y+2¢of(x}
hmly+hm nZgzﬁ o fi(z) =
n—+oo 1, n%+oonn 1
- _ i(
Jm Z¢°f

1 ] o,

32
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isto €, f~Y(B(n)) c B(n). De um modo andlogo concluimos que f~1(B(n)) > B(n), o que

garante que B(n) € invariante por f.

Defini¢ao 4.0.30 (Partigao de Markov induzida). Seja f: U — U wma aplicagao men-
surdvel definida em um boreliano U contido em um espago métrico, compacto, separdvel
X. Uma cole¢ao enumeravel P = {Py, Py, Ps,--+} de subconjuntos borelianos de U € cha-

mada de particao de Markov induzida se:
o int(P)nint(P;) =2, sei+j
e para cada P; e P, eriste R; > 1 tal que:

1. I<R; e fi(P)nint(P;) +@ = fUYP;)cP;
2 fR(P)nint(P) + 2 = fR(P)> P,

o {/T(F); i €N} <oo;

e fRi|p € um homeomorfismo e pode ser estendido a um homeomorfismo enviando P;
em f1(F;);

e lim, diam(P,(z)) = 0, Vo € nyof(u;B;), onde Pn(z) = {y € U; P(fi(y)) =
P(fi(z)) VO<j<n} e P(x) denota o elemento de P que contém x.

Defini¢ao 4.0.31 (Aplicacao de Markov induzida). Considere uma fungio F : U — U
e uma particao P de Markov induzida com respeito a F. O par (F,P) € chamado de
aplicagcao de Markov induzida por f definida em U se existe uma fun¢ao R:U — N =

{0,1,2,3,---} (denominada tempo de indugao) tal que
e {R>1}={xelU; R(z) 21} =Upep P,
e R|p ¢ constante VP e P ¢
o F(z)=fE@(x)Vzel.

Além disto, a aplicag¢ao induzida de Markov (F,P) € dita ser uma aplicagao de

Markov induzida completa se F(P)=U, VP eP.

Definigao 4.0.32 (Medida levantavel). Dada uma aplica¢ao de Markov induzida (F,P),
uma probabilidade p ergodica f-invariante € dita ser levantdvel a F se existe uma medida

finita F-invariante v < u tal que

R(P)-1 )
M= Z Z fﬁ(V|P),
PP j=0

onde R € o tempo de indugao de F, v|P denota a medida dada por v|p(A) =v(AnP) e
f1 ¢ o push-forward por fi (flv=wvo f3).
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Definig¢ao 4.0.33 (Aplicagao de Markov compativel com uma medida). Dizemos que uma
aplicagao induzida de Markov (F,P) definida em um conjunto abertoY ¢ X é compativel

com uma medida [ se
1. w(Y)>0;
2. n é F-nao-singular;

3. wW(Upep P) = (Y) (em particular, p(0P) = 0 YP € P, pois cada P € P é um

conjunto aberto).

Definigao 4.0.34 (Aplicagdo de Markov com distorgao limitada). Dizemos que uma
aplicagao de Markov induzida (F,P) definida em um conjunto Y c X possui distor¢ao
limitada com respeito a uma medida | (ou, de wma maneira mais simples, possui fi-
distor¢ao limitada) se (F,P) é compativel com u, p possui Jacobiano com respeito a F e

AK >0 tal que
J F
‘log K ('I)
JuF(y)
para . quase todo ponto x,y € P e para todo P € P

< K dist(F(z), F(y)),

Sejam X, f, 6, = {an}n € 3 = (3(2) ) velimsup Zn (a0,r) cOmo definidos no Capitulo .
Seja
A climsup Z, (o, 9, f) c X

n—oo

um conjunto positivamente invariante.
Seja A um conjunto («,d)-zooming encaixado aberto. Suponha que diam(A) <

d/2 (por exemplo, se f é inversamente separada e sup Z ay(r)/r < +00, podemos tomar
>0 p>1

A como sendo qualquer bola zooming encaixada B;(q) dada pelo Lema .

Agora, seja 3 = (3(7))zea a colegdo de imagens zooming e seja £z a colegao de
todas as pré-bolas zooming. Dado z € A, seja (x) a colegao de Ez-pré-imagens V' de A
tais que x € V' (veja que, definindo desta forma, = pode ser visto como um ponto de A
que retorna a este conjunto pelo menos no tempo ny = ord(V)).

O conjunto (x) é nao vazio para todo z € A que possui um j-retorno a A. De
fato, se x e A e f(z) e Anz(z) entdao Bs(f™(x)) = f*(Vu(z)) 2 A (pois diam(A) < §/2).
Assim, para cada tempo de 3-retorno de um ponto z € A podemos associar a Ez-pré-
imagem P = (f"|v,(2)) ' (A) de x € P.

Definicao 4.0.35. O tempo de indugao em A associado ao “primeiro tempo de Ez-retorno
a A7¢ a funcao R: A — N dada por

R(x) = min{ord(V); V e Q(z)} seQ(x)+ @
0 se Q(x) =2 '
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Note que R(z) é menor ou igual ao primeiro tempo de j-retorno a A, isto é,
R(xz) <min{n > 1; f*(z) € 3(z) n A} (Basta ver que se Q(z) # @, entdao R(x) = min{n >
L; fr(z)ez(z)nA} ese Q(z) =@, entdao R(z) =0<min{n >1; f"(z)ej(x)nA} =+o0).

Definigao 4.0.36. A aplicacdo induzida F' em A associada ao “primeiro tempo de Ez-

retorno a A” € a aplicacao F : A — A dada por
F(z) = fi@(2), Vo e A. (4.2)

Como a colegao de conjuntos (z) é totalmente ordenada pela inclusao, segue da
Proposi¢ao que existe um tnico I(x) € Q(x) tal que ord(I(z)) = R(x), sempre que
Qz) * 2.

Lema 4.0.37. Se Q(x) # @ # Q(y) entdo I(x)nI(y) =@ ou I(x) =1(y).

Demonstracao:  Afirmamos que, se Q(x) # @, I[(x) oV, VV € Q(x). De fato, se
I(z) €V com V € Q(z), como ord(I(z)) < ord(V), segue da Proposicao [1.0.4] que A
estd contido em uma Ez-pré-imagem de si mesmo com ordem maior que zero. Mas isto é
impossivel pois temos contracao nos tempos zooming , isto é, o didmetro de uma Ez-pré-
imagem de A é menor que o diametro de A.
Sejam z,y € A com Q(x) # @ # Q(y). Como I(x) e I(y) sdo Ez-pré-imagens de
A, se I(z)nI(y) # @ entao [(x) 2 I(y) ou I(x) c I(y). Assim, I(z)nI(y) + @ implica que
I(x) € Q(y) ou I(y) € Q(x). em qualquer dos casos, pela unicidade, temos I(z) = I(y).
O

Definicao 4.0.38. A particio de Markov associada ao “primeiro tempo de Ez-retorno a

A7 € a colecao P de conjuntos abertos dados por
P={I(z); xe AeQ(x)+ T} (4.3)

O Corolério abaixo mostra que P é de fato uma particao de Markov de conjuntos

abertos.

Corolario 4.0.39 (Existéncia de uma aplicagao de Markov completa induzida para um

conjunto zooming). Seja F' dada por , R dado por e P dado por . SeP+&

entao (F,P) é uma aplicagao de Markov completa induzida para f em A.

Demonstracao: Por construgao os elementos de P sao conjuntos abertos. Pelo Lema
P satisfaz a primeira condi¢ao de uma partigdo de Markov para F. Como F(P) =
A>Q VP (Q € P, P também satisfaz a segunda e a terceira condicoes de uma particao
de Markov. Por outro lado, como Fl|p = fodP)|p e P é uma Ez-pré-imagem de ordem

n = ord(P), existe uma pré-bola zooming V,(x), = € Z,(a,d, f) contendo P e, além



36

disto, F|p pode ser estendida a um homeomorfismo entre P e A (pois f”|m ¢ um

homeomorfismo). Dado z € n,50F " (| P), defina P; = P(F7(x)). Como diam(P,(x)) =
PeP

diam(F|[p o F|p, o - o F|p (A)) < [] @oracp,)(diam(A)) < asn  ora(py)(diam(A)) — 0,
j=1
concluimos que P é uma parti¢ao de Markov para F. Finalmente, como {R >0} = | J P

PeP
e F(P) = A VP e P, segue que a aplicacao de Markov (F,P) é de fato uma aplicagdo

totalmente induzida de Markow.

Figura 4.1: A = B (z)

Seja p uma medida fracamente («, §)-zooming com pu(X\A) =0 e seja U ¢ X uma
componente p-ergédica. Sejam A o atrator associado a U e A; c A o conjunto compacto

tal que wy,(z) = A, para p quase todo ponto x € U (dados pela Proposicao e pelo

Lema aplicados a U =3).

Lema 4.0.40. Seja (F,P) como no Coroldrio e suponha que An Ay + @. Entdo

(F,P) € uma aplicacao totalmente induzida de Markov definida em A e é compativel com

il

Demonstracao: Sejape AnA;. Como pewys,(x) para o quase todo z € U, temos que

1l (U\Unso f7(A)) = 0. Assim, como ply o f~! < ply, ply(A) > 0.
Pelo Corolario 4.0.39, precisamos mostrar apenas que

/~L|U(A\H)P) = u((A\PLJJP) nU) =0.

Como p € wy;(x) para pu quase todo = € U, segue que 2(x) # & para p quase todo x € A.

Assim, gy ({R = 0}) = sl (A\Upep P) = 0.
O

Teorema 4.0.41. Suponha que para algum 0 < ro < §/2 e todo z a bola («,d)-zooming
encaivada B} () estd bem definida e contém B, (x). Sejam A c limsup Z, (o, 6, f) um

conjunto positivamente invariante e 3 = (3(2))zen a colecao de imagens («,d)-zooming.
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Seja p uma medida de probabilidade fracamente (o, 0)-zooming com distor¢ao limitada tal
que p(A) =1. Sejam U ¢ X uma componente ergodica para j1 e Ay o conjunto compacto
tal que wy;(z) = Ay para p-quase todo ponto x € U (dados pelo Teorema . Seja A
um conjunto (o, §)-zooming encaizado aberto com diam(A) <ro/2 e tal que AnA; #+ &.
Se (F,P) € a aplicagao induzida de Markov associada ao “primeiro tempo de
Ez-retorno a A” (como no Coroldrio entao (F,P) é uma aplicagao totalmente
induzida de Markov com p-distor¢ao limitada. Ademais, existe uma probabilidade v << p

ergodica F-invariante com log Z—Z € L> (u|{%>0}) ev(A)=1.
m

Demonstragao: Vamos mostrar que, como g tem distor¢ao limitada, u|y(A) = u(A).
Para provar isto, seja p € An A;. Pelo Lema , p(Broj2(p) NU) = p(Byy2(p)). Como
diam(A) <ro/2, Ac B, 2(p). Portanto, ply(A) = u(A).

Como ply(A) = p(A), obtemos do Lema que (F,P) é uma aplicagdo

induzida de Markov completa definida em A compativel com pu.

J, F

ZAC) < pdist(F(z), F(y)), Vz,ye P e VP € P (pois P
JuF (v)
estd contido em uma pré-bola zooming de ordem R(P) e u tem distorgao limitada nos

Finalmente, como [log

tempos zooming ), obtemos que (F,P) tem pu-distor¢ao limitada.
Aplicando a Proposicao[A.0.21], obtemos uma probabilidade ergédica F-invariante
v << i com logg—z € L“(u\{%m}) e, é claro, v(A) = 1.
|
Dado 6 > 0 e n € N, seja Z,(«,0,0, f) o conjunto de pontos x € X tais que
1{1<j<n; xeZj(a,d,f)}>0n. Assim, o conjunto de pontos que tém infinitos momentos
com f-frequéncia de tempos («, §)-zooming (com respeito a f) é
+o00
limsup Z,(a, 6,0, f) = (U Zn(, 6.6, ).
n j=ln>j
Se p é uma medida (a,d)-zooming com distorgao limitada, X pode ser decom-
posto em uma colegao finita {Uy,---,Us} de componentes p-ergédicas (Teorema (3.0.26)).
Pela ergodicidade, 36; > 0 tal que

1
limsup —4{1<j<n; zeZj(, 9, f)} >0
n n

para u quase todo z € U; Vi.

Obtemos assim a seguinte observacao.

Observacao 4.0.42. Seja A um conjunto zooming e 3 = (3(x))zen @ cole¢ao de imagens
zooming. Seja p uma medida zooming com u(X\A) = 0. Se p possui distor¢ao limitada
ou, mais em geral, possui um numero finito de componentes ergodicas, entao 360 > 0 tal
que

. 1 .,
limsup — §{j <n; j é um 3 — tempo paraz} >0
n n
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para |1 quase todo x € X. Em particular, para toda medida zooming p com distor¢ao

limitada (ou possuindo um nimero finito de componentes ergddicas) existe 6 >0 tal que
p(X\limsup Z,, (e, 6,0, f)) = 0.

Teorema 4.0.43. Suponha que para algum 0 < 1o < §/2 e todo z a bola («,d)-zooming
encaizada B (x) estd bem definida e contém B, 5(x). Sejam A c X um conjunto (o, d)-
zooming e p uma probabilidade zooming ergddica f-invariante com u(A) = 1. Sejam
3 = (3(2))zen a colecdo de imagens (a,0)-zooming e A, o conjunto compacto tal que
Wy r;() = Asy para p quase todo ponto x € X (dado pelo Lema aplicado a U =
3). Seja A um conjunto («,d)-zooming encaizado aberto com diam(A) < 1o/2 e tal que
AnA;,#o.

Se R € o “primeiro tempo de Ez-retorno a A7 e (F,P) € a aplicag¢do induzida de
Markov associada a R (como no Coroldrio[4.0.39) entao (F,P) é uma aplicagio induzida
de Markov completa compativel com u e, além disto, existe uma medida finita F-invariante

v << (de fato, v(Y') < u(Y) para todo conjunto de Borel Y ¢ A) tal que [ Rdv < +o0 e

+00

n= ;jz(:)f*(l/hbj)a

onde 7y = i:)fz(V|R>j)(X)'
i

Demonstracao: Seja A; o conjunto compacto (dado pelo Lema tal que wy;(x) =
A, para p-quase todo x € X. Como A, c A;, temos que An A, # @. Assim, segue do
Lema que (F,P) é uma aplicagao induzida de Markov completa definida em A e
compativel com pu.

Seja B = {x e A; Fi(x) e Upep P, Vj > 0}. Do fato de u ser f-invariante (em
particular, f-ndo-singular), obtemos que A = B(mod ). Como AnA,; + T e p é
f-ergddica, existe © > 0 tal que

limsuplﬂ{lngn; reGje fi(z)eA} >0

n—oo N

para p quase todo z € A, em que G; = {x € A; j é um 3 — tempo para x}. Assim, tomando
B=A, g=R e aplicando a primeira parte do Lema obtemos

n—oo 1

1 J
limsup — §{j > 0; Y>> Ro F*(z)<n}>© (4.4)
k=0
para £ quase todo z € A. Como

(>0 kiORoFk(x) <n)={0<j<n i) Op(x)),
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segue de (4.4) e do Teorema [A.0.22 que existe uma medida F-invariante nao trivial tal que
v(Y) < pu(Y) para todo conjunto de Borel Y ¢ A (em particular, v <« p) com [ Rdv < +00.
+o00

Assim, n = Z fZ(V|R>j) ¢ uma medida finita f-invariante (veja a Observacao|A.0.20)). Note
=0
que se n(Y') > 0 para algum conjunto de Borel Y ¢ X entao v(f~7(Y)) > 0 para algum

j20e, como v <<, u(Y)=p(f7(Y))>0. Assim, n < p. Como p é uma probabilidade

f-ergédica, obtemos
1 1 +00 i
pm—mn= 3 )
a0 () &7

O

Teorema 4.0.44 (Existéncia de medidas zooming invariantes). Se u € uma medida

: : R , . an(r
zooming com distorcao limitada, f € inversamente separada e sup(z M < +00
>0 \p31 T

entdo existe uma colecao finita de probabilidades ergddicas f-invariantes absolutamente
continuas com respeito a p tais que p-quase todo ponto em X pertence a bacia de uma

dessas probabilidades.

Demonstracao: Pelo Teorema [3.0.26] X pode ser particionado em uma colecao finita
de componentes u-ergodicas com respeito a f. Seja U uma destas componentes ergddicas.
Denote o conjunto de imagens («, d)-zooming de f por 3 = (3())zer, onde 3(z) =
{fr(z); neNeuxze Z,(a,6,f)} é o conjunto de imagens («,d)-zooming de = por f e
A =limsup Z,(«, 0, f).
nPelo Teorema , existe um atrator grande A (com respeito a f) tal que
wr(x) = A para p-quase todo ponto x € X. Ademais, existem conjuntos compactos
A, Ay c A com A, c Ay tais que wyy(z) = Ay e wy py(x) = Ay para p-quase todo
ponto x € X.

>0 \n> r
ro < 0/2 tal que By (z) estd bem definida V 0 < r < r(, onde B;(q) é a bola («a, d)-zooming

encaixada com respeito a f, com raio r e centro ¢ (Veja a Defini¢ao|3.0.20)). Seja r =rq/4 e
escolha qualquer ponto g € A, ;. Como A, ; c A;, temos que B} (q)nA; 2 Bi (q)nA,; + 2.

, . an(r .
Como f ¢ inversamente separada e sup (Z ﬁ) < 400, temos que existe 0 <
n>1

Sejam A = B (q), € a colegao de todas as pré-bolas («, §)-zooming com respeito
a f, R o primeiro tempo de E-retorno a A (com respeito a f) dado por , F=fRFa
aplicacao induzida associada R e P a particao de Markov dada por .

Aplicando o Teorema [4.0.41]a f, o, A = B} (q) (note que diam(A) = ro/2), (F,P)
e jt, obtemos uma probabilidade F-invariante v << u. Para provar a existéncia de uma
probabilidade ergddica f-invariante 1 << p precisamos apenas mostrar que o tempo de
inducao R é v integravel (veja a Proposicao .

Seja B = {z € Bi(q); F(x) € Upep P Vj 2 0}. Note que u(B;(¢)\B) =
v(B;(q)\B) = 0. Seja B o conjunto dos pontos = € B tais que 1imnsupﬁﬁ{1 <jJ

IN
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n; x € Zij(a, 6, f) e f(x) € B} >0. Como Bi(q)nA,; +a, v(B\B) = u(B\B) = 0.
Tomando G; = Z;(a,6, f), g= Re T = F, segue do Lema que

1 n-1 )
liminf — )" Ro F/(z) < +o0
n n i

1 n—-1 )
para todo x € B. Pelo Teorema Ergddico de Birkhoff, [ Rdv = lim — Z Ro Fl(x) =
n n 320

1 n—1 )
liminf — ZR o F/(x) < +o0o para v-quase todo ponto x € B. Assim, fRdV < +00.
n n =0

k-1
Como consequéncia, a projecao n = » > fi(v|p) ¢ uma medida finita, f-invariante e
PeP j=0
absolutamente continua com respeito a p.

Para completar a prova do teorema, precisamos apenas verificar que U pertence
a bacia de 7.

Seja B(n) a bacia de 1. Pelo Teorema de Birkhoff, como n é f-invariante e n|y
é ergddica, temos que n|y(B(n)) =n(B(n)nU) =n(U) > 0. Como n < u, obtemos que
u(B(n)nU) > 0. Veja que B(n) é um conjunto f invariante (conforme vimos na Observagao
no inicio deste Capitulo) e U é uma componente p ergédica com respeito a f (isto
é, UnB(n) é um subconjunto de invariante de U com medida positiva). Concluimos entao
que U = B(n) (mod u).

0

E importante enfatizar a diferenca entre a prova do Teorema e a prova
do Teorema [4.0.43] Em ambas as provas iniciamos com uma medida de referéncia p e
precisamos mostrar a existéncia de uma medida induzida invariante v << p e também a
v integrabilidade do tempo de indugdo R. Na hipdtese do Teorema [£.0.44] temos uma
medida zooming invariante p com distorcao limitada, mas nao sabemos se p é invariante.
Por outro lado, no Teorema [4.0.43], queremos estudar medidas zooming para as quais nao
sabemos nada sobre a distor¢ao, mas sabemos que elas sao invariantes. Na prova do Teo-
rema [4.0.44] a existéncia de v é dada pela Proposi¢ao e na prova do Teorema [4.0.43
a existéncia de v é assegurada pelo Teorema (este teorema é central na demons-
tracao do Teorema . Em ambos os casos, a estimativa para obter a integrabilidade
do tempo de indugao é dada pelo Lema (Este lema aparece na demonstracao dos
Teoremas [4.0.44] e [4.0.43)).




Capitulo 5

Propriedades estatisticas para

medidas zooming

Apresentaremos aqui algumas propriedades estatisticas com estimativa local para
medidas associadas a um sistema dinamico, a saber, o decaimento de correlagoes e a va-
lidade do Teorema do Limite Central. Tais propriedades ja foram estudadas por Alves,
Luzzatto e Pinheiro em [3] e [4] e sua andlise foi complementada por Gouézel em [7] para o
caso em que a medida de referéncia considerada é a medida de Lebesgue. Neste Capitulo
iremos apresentar a extensao destes resultados para medidas zooming. As condicoes es-
tatisticas analisadas estao de algum modo relacionadas com o decaimento da cauda dos
tempos de retorno zooming (veja [4.0.35). A estratégia para garantir propriedades es-

tatisticas consiste em verificar no contexto das medidas zooming , através dos Teoremas

14.0.44] e 4.0.43| que é possivel obter um ambiente similar ao proposto por L. S. Young

em [I5], a saber, as torres de Young. Desta forma, as propriedades estatisticas obtidas
para as torres sao transferidas diretamente para as medidas zooming associadas a uma
aplicagao induzida de Markov completa.

Primeiramente descreveremos a construcao da Torre de Young e enunciaremos os
resultados obtidos para as propriedades estatisticas associadas a estes objetos. Isso é feito
nas secoes ep.2l As demonstragoes para esses resultados podem ser encontradas em
[15]. Na secao iremos adaptar a teoria das medidas zooming , descrita nos capitulos
anteriores, ao contexto das Torres de Young, obtendo assim uma descricao de algumas

propriedades estatisticas associadas as medidas zooming.

5.1 Preliminares

O objeto matematico descrito nesta segao surge naturalmente em muitos sistemas

dinamicos com propriedades expansoras ou hiperbdlicas. No caso expansor, ele é obtido

41
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por meio de uma transformacdo de retorno completo (como a aplicagao (F,P) definida
em , por exemplo) a um disco arbitrario; no caso hiperbdlico (inversivel), é obtido
considerando aplicagoes de retorno a um conjunto com uma estrutura hiperbdlica produto
(ver Defini¢ao 1 de [16]). Veja [16] para uma discussao detalhada.

A construcao proposta consiste de uma aplicagao [ de um espaco A nele mesmo
(F e A serao definido de modo formal logo adiante), junto com uma medida de referéncia m
em A. Considere um conjunto A, arbitrario particionado em {Ag;}ic12.. eseja R: Ay —
N uma funcao de tempo de retorno que é constante em cada A ;. Note que ao assumirmos
a existéncia de uma funcao de tempo de retorno estamos assumindo implicitamente a
existéncia de uma aplicacdo f: X — X, com Ay c X tal que fE®)(z) € Ay, para todo
x € Ay (ou seja, cada ponto x de Ag retorna a Ay no tempo R(z)). Uma defini¢ao formal
de A é dada por:

Definicao 5.1.1.
A:={(z,n) e Agx{0,1,2,...};n < R(2)}.

Intuitivamente podemos dizer que o conjunto A é composto de varias torres,
cujos andares sao essencialmente cépias de um subconjunto A ;, sobre os quais as torres
comegam. Os andares ou niveis de cada torre serao determinados pelos niimeros naturais
n. Nos referiremos a A;:= An{n =1} como sendo o [-ésimo nivel da torre (aqui estamos
considerando {n =1} = {(z,n) € A, n=1}). Sejam A;; = Ain{(2,1); z€ Ay} e R; = R|a,,,
de modo que Ag,_1; ¢ o subconjunto do maior nivel da torre logo acima de Ay;. Veja a
figura abaixo. Iremos assumir, por simplicidade, que mdc{R;} = 1. Definiremos uma
aplicacao F : A — A de modo a enviar (z,l) em (z,l+1) se [+1 < R(z) e enviar cada

Ap,_1, bijetivamente em Ay. Em termos mais explicitos, podemos escrever:

Definicao 5.1.2.

F(x,l):{ ( (z,l+1) sel+1<R(z2) (5.1)

fEGE(2),0) sel+1=R(z)

Assumiremos ainda que a parti¢do n = {A;;} é geradora, isto &, GF “in é a
particdo trivial em pontos (ver Defini¢ao . 0

Por simplicidade de notagao iremos nos referir em alguns enunciados aos pontos
em A como x ao invés de (z,1), com z € Ay (desde que nao haja chances de equivocos).
Além disto, iremos identificar Ay com o subconjunto correspondente de A (a saber, Ag x
{0}) e denotar aplicacao definida por Ff(z) = FE®)(z) como FF : Ay — A, (esta é a
aplicac@o de retorno a A associada a aplica¢ao F na torre).

Note que podemos tragar (de maneira rude, talvez) um paralelo entre a construcao

proposta aqui e a construgao proposta para as torres de Kakutani e Rocklin (veja, por
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Figura 5.1: Diagrama mostrando a construgao da Torre. Os conjuntos Ag; e Ay ; possuem

tempo de retorno R(Ag;) =4 e R(Ag;) = 3, respectivamente.

exemplo, [12], pagina 66). Poderemos, por exemplo, garantir que para cada medida p
F-invariante em X (em que F é a transformacao de primeiro retorno) existe uma medida
It que é F-invariante em A.

De fato, suponha que p é uma medida F-invariante e considere a medida &
definida em A dada por fi(Ax{n}) := u(A), para todo subconjunto pu-mensuravel A c Ag;
e 0 <n < R;. Nos outros casos, podemos definir i de maneira conveniente. Por exemplo,
@ =0, se Ay, Ay estao em elementos Ag;,, Ag,, distintos, teremos fi((A; x {l1}) U (Ag x
{ls})) = (A1 x {l1}) + [i(As x {l2}), e se 1y, l5 sao indices distintos, teremos igualmente
T( A x {l YU Ay x {Io}) = Ti(Ay x {11}) + Ti( Ay x {I5}). E claro que, definida desta maneira,
fi ¢ uma medida o-aditiva. Considere A c Ay, e n € N. Para garantir 7 é invariante por

IF, teremos dois casos a considerar:

e n>0
Nesse caso, teremos F1(A x {n}) = (A x {n-1}) e portanto (F-1(Ax {n})) =
i((Ax{n-1})) = p(A) = (A x{n}).

e n=0
Nesse caso, teremos que:

A(F(Ax {n})) = ﬁ(L%(F’l(A) N Dog x {Ri})) = Y H(FT(A) n Do x {Ri}) =

1eN
O WEFTH(A) N Agy) = p(F(A)) = u(A) = i(A x {n})
1eN
Veja que nos dois casos acima usamos o fato de que p é F-invariante. Temos

entao que i é F-invariante.
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Definigao 5.1.3 (Projegao). Definimos a proje¢ao da torre A em X como sendo a
aplicacao m: A — X dada por
m(x,n) = f"(x).

Veja que definida desta forma a projecao 7 é continua e satisfaz:

fom=mol, (5.2)

isto é, m é conjugacao entre f e F. Portanto, considerando a medida 1 obtida acima,

teremos que 7, ¢ uma medida f-invariante. Temos também que fi(A) = f Rdy.

De fato, fi(A) = ﬁ(gigl Ao x {k}) = zﬁ(igl(AO,i x {k}) = zRiM(AO,i) =

Z / Rdy = / Rdp. Na penultima igualdade usamos o fato de que a funcao de retorno
i—1 < Ao,i

R: Ay — N é constante em cada Ay;. Com isto vemos que se a funcao de retorno, R,
for integravel com respeito a u, entao 1 sera uma medida finita.

Além disso, vemos facilmente que

R;-1
) ffmuo,i)(: fo(u|{3>k}>). (53)

€N k=0 ieN

Passaremos agora a descrever a estrutura de F : A — A com mais detalhes. Seja
B uma o-algebra de subconjuntos de A (ver Defini¢ao ??). Iremos assumir que todos
os conjuntos mencionados acima sdo B-mensurdveis, que I e (IF|5,,)™! sdo mensurdveis
e que existe uma medida de referéncia definida em (A, B) com m(Ag) < co. Nos niveis
superiores, a regularidade de F é ditada pela seguinte condicao do tipo “Holder” que
nés impomos sobre F® : Ag — A,. Primeiramente, introduzimos a no¢ao de tempo de
separagao para x,y € Ag. Defina s(z,y) como sendo o menor n > 0 tal que (F&)"x e
(FR)my se encontram em Ag;’s distintos, de modo que s(z,y) > 0 Vz,y € Ao, s(x,y) >
1 Va,y € Ay, etc. Para cada 7, assumimos que IFR|AOJ : Ag; — Ay e sua inversa sao
nao-singulares com respeito a m, de modo que o Jacobiano JF® de Ff com respeito a m

existe e é maior que zero m-q.t.p. Nés ainda precisamos que
3C =Crp>0e e (0,1) tais que Yo,y € Ag;, qualquer ¢,
JFE(x)

JFR(y)

Algumas vezes é conveniente ter s(-,-) estendida a todos os pares z,y € A. Uma

_ 1‘ < O/BS(FRx,FRy).

maneira de obter isto é fazer s(z,y) = 0 se x,y nao pertencem ao mesmo A;;; e para



45

x,y € Ay, fazer s(x,y) = s(z’,y’), onde 2’y sdo os pontos correspondentes em Ay ;. Fi-
nalmente, mencionamos alguns espacos de funcoes que sao compativeis com as estruturas

ja introduzidas. Seja <1 como acima e sejam

Cs(A) :={p: A — R|IC, tal que |p(x) — ¢(y)| < C¢Bs(z’y) Vir,ye A},

Ci(A) :={peCs(A)[3C; tal que em cada Ay, oup =0ou

p>0e |% - 1‘ < C’;ﬂs(x’y) Vo,ye A ;).

As fungoes teste a serem consideradas (tais como as fung¢es ¢ no Teorema [5.2.4]
as fungoes ¢ no Teorema e no Teorema [5.3.6)) irdo pertencer a Cg, enquanto que as

medidas de probabilidade terao suas densidades em CE.

5.2 Algumas propriedades estatisticas para a Torre

de Young

Considerando a medida de referéncia m descrita acima, é possivel garantir, con-
forme o Teorema [5.2.1| abaixo, a existéncia de uma medida de equilibrio, denotada por v
satisfazendo algumas propriedades. Considere uma medida de probabilidade A em A com
% € Cg+ e a aplicagao da torre F como descrito acima. Nesse caso, também ¢é possivel
fornecer algumas estimativas (conforme o Teoremal5.2.3|abaixo) para a velocidade de con-
vergencia de F? A\ a medida de equilibrio v ou, olhando de outra maneira, para a velocidade
com que |F7\ - v| tende a zero.

Comecaremos com o Teorema abaixo que garante a existéncia do equilibrio para

m.

Teorema 5.2.1 (Existéncia e propriedades de medidas de equilibrio). Assuma que R é

integrdvel com respeito a m, isto é, [ Rdm < oco. Entdo
i) F: A — A admite uma medida de probabilidade invariante v que € absolutamente

continua com respeito a my;

ii) ;—ZL €Cj e é maior ou igual a ¢y para algum co > 0.
iii) (F,v) € exata, e portanto € ergddica e mixing.

A partir de agora, nesta segao, assuma que [ Rdm < oo. Seja R:A—7Za

funcao definida por

R(z) = o menor inteiro n > 0 tal que F"z € A,.
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Observacao 5.2.2. E importante notar que, conforme se vé no pré-ambulo do enunci-
ado do Teorema quando estivermos analisando o contexto das medidas zooming
na proxima se¢ao nao serd preciso assumir a integrabilidade do tempo de indugao para
garantir a existéncia de uma medida com propriedades semelhantes as da medida v aqui
obtida. Na secao veremos como adaptar os resultados desta secao ao contexto das
medidas zooming.

Note que m{R > n} = Y m(4A;). O comportamento assintético de m{R > n}

I>n
quando n «— oo ird desempenhar um papel extremamente importante no resultado se-

guinte.

Teorema 5.2.3. (Velocidade de convergéncia ao equilibrio).

(i) (Cotas inferiores.) Existem medidas de probabilidade X\ em A com 4 € Cg+ tais que

IF?\ - v| > em{R > n}
para algum ¢ =c(A) > 0.

(ii) (Cotas superiores.) Para uma medida \ arbitrdria com 42 € Cg+, uma cota superior
para [FA—v| é determinada pelo comportamento assintético de m{R >n} associado

a certas funcoes de decrescimento exponencial. Dois casos especiais sao:

(a) Se m{R>n}=0(n"*) para algum « >0, entio para toda X como acima,

[FeA = v = 0(n™);

(b) Se m{R>n}=0(0") para algum 0 <1, entdo 30 < 1 tal que para toda \ como

acima,

IF?\ - | = O(0™).

A velocidade do decaimento de correlagao para variaveis aleatérias do tipo {¢ o
F7},-012.. (onde o espago de probabilidade associado é (A,v) e ¢ : A — R é um
observével) estd estritamente relacionada com a velocidade de convergéncia ao equilibrio.
Vamos denotar por Cor(+,-) a correlagao entre varidveis randomicas com respeito a v, que

¢ dada pela expressao:

Cor(z/;,qﬁoIF”):‘f(¢oF”)¢dV—f¢dvf¢du
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E possivel mostrar, conforme a se¢ao 5.1 de [15], que se A satisfaz as hipdteses
do item (i7) acima ent@o a correlagdo entre varidveis randomicas tal como descrita acima

possui uma certa relagao com |[F7?\ - 1|, a saber:

C = Ow7¢7)\ > O; COI’(’QD,¢O Fn) < C¢,¢7)\|FZL)\ - I/|

Desta forma, estimando a velocidade de convergéncia de F?\ ao equilibrio v
estaremos estimando o decaimento da correlacao entre as variaveis randomicas ¢ e ¢, e o

proximo teorema se torna de fato um corolario do teorema anterior.

Teorema 5.2.4 (Decaimento de correlagoes). Os resultados na parte (ii) do Teorema
continuam vdlidos se |F\ —v| € substituido por Cor(¢ o Fn, v), com ¢ € L=(A,m)
€ ¢ € C/g(A)

Para ¢ : A — R com [ ¢dv = 0, dizemos que o Teorema Central do limite vale
para 1 (com espago de probabilidade associado sendo (A, v)) se ﬁ Y 4p o Fi converge

(em distribui¢ao) a uma distribui¢ao normal N'(0,¢). Quando o > 0, isso significa que

1 n—-1 ) 1 z 2
virx, —= » YolF(x)<z; — / exp2-2 dt
{ N ,-zzo (@) } 2o J-oo

quando n — oo, para todo z € R. Quando o =0 o limite é a distribuicao de Dirac. Para

maiores detalhes, ver o Apéndice E de [5].

Teorema 5.2.5 (Teorema do Limite Central). Se m{R>n}=O(n") para algum o> 1,
entao o Teorema do Limite Central € vdlido para toda v € Cg com [ dv =0, com o >0

se, e somente se polF #+ ¢ oF — ¢ para alguma ¢.

5.3 Conclusao

Vamos agora unir a abordagem proposta no contexto das torres por L. -S. Young
com as medidas zooming.

Para isto, considere uma aplicacao f : X — X mensuravel inversamente sepa-
rada definida num espaco métrico compacto, conexo e separavel X. Considere também
§ >0 e uma contragao zooming o = {e,} com sup{ ¥, a,,(r); > 0} < 0.

Seja p uma medida de referéncia. Suponha que p seja uma medida zooming
com distor¢ao limitada. Segue do Teorema que existe uma unica medida ergddica
invariante v << p. Sem perda de generalidade, assuma que f|gp , Seja transitiva. Pelo

Corolério [3.0.27, w(x) = suppu para u-q.t.p. = € X. Ademais, suppr = suppu. Isso é
importante pois as propriedades estatisticas serao obtidas com respeito a medida v para
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a dindmica avaliada num conjunto que esté contido no suporte de u (a saber, o conjunto
By (p)). Assim, é interessante que a medida v também enxergue este conjunto.

Pelo Teorema , existe um conjunto compacto A, ; ¢ suppu tal que w, r;(x) =
A, ; para p-q.t.p. z € X.

Tome p e A, ; e 0 <7 < /2 pequeno. Para ;i quase todo ponto = € B} (p), seja

z,(x) o primeiro tempo zooming de retorno a B} (p), isto é,

zp(x) =min{n > 1; f*(z) e B (p) ex € Z,(a,0, )}

Conforme o que foi visto no Capitulo [, com as hipSteses propostas nesta se¢ao
garantimos que (F,P), tal como definida em e ¢ uma aplicacao induzida de
Markov completa definida em B} (p) e que existe uma medida F-invariante n << v tal que
[ Rdn < +00 (veja o Teorema 4.0.43)).

Observamos que existe uma identificagao natural entre uma aplicagao totalmente

induzida de Markov com p-distorgao limitada e uma Torre de Young. Defina Ag = B (p).
Usando o Corolario temos definida em Ay uma particdo (de Markov), digamos,
{Ay;} =P, em que P é definida conforme Neste caso, o tempo de indugao (conforme
definido em serd tomado como o tempo de primeiro retorno z, definido acima. Pela
argumentacao vista na secao 5.1, a partir da medida n F-invariante obtemos uma medida
7 que é F-invariante. Como o tempo de indugdo R é integravel com respeito a 7 (isto é,
é integravel com respeito a 7] restrita ao primeiro nivel da torre), obtemos pelo Teorema
que existe uma medida F-invariante 77 que é absolutamente continua com respeito
a 7. Utilizando os teoremas e podemos entao obter boas estimativas para o
decaimento de correlagoes com respeito a 7, bem como a validade do Teorema do Limite
Central associado a essa medida.

A partir desse ponto o objetivo é estimar o decaimento de correlagoes associado
a v com respeito a dinamica original f. Considere funcoes ¥, ¢ : X — R, com ¢ Holder
e ¢ limitada. Sendo 7 a aplicacao definida em definamos as aplicagoes W := ¢ o7
e ® := ¢ om. Verificaremos abaixo que essas aplicagoes se encaixam no contexto que

abordamos no final da segao [5.1}

Lema 5.3.1. Nas condigoes definidas acima, temos que:
1) ¥ eCs(A)
2) ®eL>(A,m)

Demonstragao:

1) Suponha que % seja uma fungao Hdlder, isto é, existem C>0ea>0 tais que
[W(x) = ¥(y)| < Cd(x,y)?. Vamos mostrar que ¥ = 1) o1 € C5(A). Considere
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x’,y" € A. Sem perdas, podemos tomar sempre 2’ e ¥y’ em um dado A;; contido na
torre (podemos escrever z/ = (x,n), ¥y’ = (y,n), com z,y € Ng; e 0 <n < R, —1)
isto é, s(z,y") > 0, pois caso tenhamos s(z’,y’) = 0, considerando C' como sendo o

diametro de X e Cy = CC4, teremos obviamente que

| (2") = U(y)| < Cy = Co .

Seja sg = s(x’,y") = s(z,y) >0 o tempo de separacao de z’ e y'. Veja que |V (x,n) -
U(y,n)| = [ (x(x,n)) - (n(y,n))| < C(d(x(z,n),7(y,n)))* = C(A(f"(x), f"(y))".
Observe que pela definicao de tempo de separacao obtemos que FJ(z) e Fi(y)
estao na mesma vizinhanga zooming, digamos, Ag;,. Logo, para cada 0 < j < sg
teremos que R;; é um tempo zooming para FV(z) e para F/(y). Logo, usando

3.0.15|, podemos escrever:

ap-n(d(fT(2), f7(y))) = aren(d(F(2), F(y)))
ap-n(or, (A(F*(2), F*(y)))) = ar,-n 0 g, (d(F*(z), F*(y)))
QR;—n © QR © R, (d(F3(J}), Fg(y)))

d(f" (), f*(v))

IN IN

IN

IN

AR;—n OOJRH O"'OOéRZ.SO_l (d(FSO(aj)ano(y)))
(@),

IN

O[Ri_n (¢] aRil O+ 0O O{Riso_l
onde C é o diametro de X. Veja que na definicao de contragao zooming , podemos

tomar Z an(r)/r tdo pequeno quanto quisermos. Em particular, podemos tomar
n=1
essa soma como sendo menor que 3¢, Dai, a,,(C) < pY/2C, ¥n € N, e obteremos

da expressao anterior que d(f*(z), fr(y)) < fYa.ga. . gla.C = gso/a.C e assim
teremos: |WU(xz,n) - ¥(y,n)| < C(d(f*(z), f*(y))* < CB0C*. Tomando novamente

Cy = CC@ teremos entdo que

(W (z,n) = ¥(y,n)| < CyB.

Como (x,n) e (y,n) foram tomados arbitrariamente, temos entao que ¥ € Cg(A),

como queriamos.

Como X é compacto e m é continua, temos que 7 ¢é limitada, e assim ® = pom

também serd limitada.
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O

Devemos projetar a medida 7 na base A da torre por meio do push-forward desta

medida pela proje¢ao m. Usando o que foi visto anteriormente na segio [5.1] poderemos
garantir que a medida dada pelo push-forward é invariante por f e que ela coincidira com
o push-forward, isto é, v = m,U = Vomr~!. Com isso serd possivel obter para a medida v boas
estimativas para o decaimento de correlagao e também a validade do Teorema do Limite
Central, a partir dos resultados obtidos para a medida 77 por meio dos Teoremas |5.2.4] e

5.2.5. Primeiramente iremos verificar alguns resultados basicos de Teoria Ergddica.

Lema 5.3.2. Se uy e ps sao medidas de probabilidades invariantes tais que 1y € ergodica

e g € absolutamente continua com relacdo a py entao 1y = fs.

Demonstracgao:
Seja ¢ : X — R uma func¢ao mensuravel limitada. Como p; é invariante e

ergédica, temos pelo Teorema Ergddico de Birkhoff que

im -5 o)) = [

7=0
em j1-quase todo ponto. Como py << 1 temos que esta ultima igualdade vale também
em fp-quase todo ponto. Usando novamente o Teorema Ergédico de Birkhoff (desta vez

aplicado a ) obtemos da igualdade acima que

fsoduz:fgggoigw(fj(x))duff(fdm)duz=fdu1.

Concluimos que as integrais de ¢ com relacao a p; e ps sao iguais para toda
funcao mensuravel limitada ¢. O resultado fica entao provado quando consideramos as

funcgoes caracteristicas. |

Lema 5.3.3. Sejam n uma medida e f : X — X uma aplicacao mensurdvel definida

num espaco métrico X. Entao para toda funcao ¢ : X — R limitada temos

f@dfm:fswfdn

Primeiro observe que se ¢ é a funcao caracteristica de um conjunto mensuravel

Demonstragao:

Ac X, entao fin(A)=n(f"1(A)), pois n é invariante. Logo, a expressao acima é vélida
para funcoes caracteristicas de conjuntos mensuraveis. A linearidade da integral nos
permite estender a validade dessa expressao para o caso em que ¢ é uma fungao simples.
Sabemos que toda funcao mensuravel limitada pode ser aproximada uniformemente por

fungoes simples (veja, por exemplo, a Proposigao 0.3.7 de [12]). Logo, usando teoremas
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de convergéncia da Teoria da Medida, temos que o lema vale no caso geral em que ¢ é

limitada.

Sabemos pela discussao anterior ao Lema que 7 < 7. Logo, .V < w0 =

Ri-1
Y fE(nlay,) (nesta ultima igualdade usamos [5.3). Mas sabemos também que 1 < v.
ieN k=0

Logo, fFn « fky, Vk € N e assim 7,7 < v, isto é, 7,7 < v. Como w7 é f-invariante,

usando o Lema [5.3.2| concluimos que 7,7 = v, como queriamos.

Proposigao 5.3.4. Considere funcgoes 1, ¢ : X — R, com 1 Hélder, ¢ limitada e 7 a
aplicagao definida em[5.1.5 Definindo W :=1om e ®:= pom, temos que

Cor(¥,® o F") = Cor(¢p,po f*)

Demonstragao:
Sabemos pela discussao no paragrafo anterior que 7,7 = v. Agora, usando o Lema
5.3.3}, concluimos que f ddv = f pomdr = / ¢dr, o mesmo valendo para V. Utilizando

isto e o fato de que m é uma conjugacao entre f e F (e portanto f/om=moF/ VjeN),

obtemos que

Cor(¥,® o F")

f\If@oF”d’ﬁ—f\I}d’ﬁf Oy
= [¢o7r¢o7r015'"d'17—f@/}owdﬁfgbomfﬁ
_ fwomﬁof"OWd'ﬁ—f@boﬁd?/’fgboﬂd’ﬁ

_ f(q/;¢of")ondﬁ—[wowd’ﬁfcﬁondf/'

_ [¢¢of”dy fwdufgédu

= Cor(y, ¢ o f").

|

A proposicao|.3.4lnos garante que as estimativas para o decaimento de correlacao

associado a dinamica original f considerando funcgoes ¥, ¢ : X — R, com ¢ Holder e ¢

limitada serao as mesmas que obtivemos por meio do Teorema para o decaimento
de correlacao na torre considerando as correspondentes fungoes ¥ e ®.

Vamos agora analisar a validade do Teorema do Limite Central no contexto da

medida v.
Proposigao 5.3.5. O Teorema do Limite Central vale para o sistema (f,v).

Demonstragao:
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Considere uma funcao ¢ : X — R Holder satisfazendo / Ywdv = 0 e tal que
Yo f # ¢o f—¢ para alguma ¢. Utilizando argumentos similares aos que foram vistos

acima, vemos que a func¢do W := ¢ o pertence ao conjunto Cz(A) e também que [ Ydv =

0= f Vdr = 0. Sabendo que 7 é conjugacao entre f e [, vemos facilmente que 9o f #
¢of—¢ para alguma ¢ = po form # pofor—-—gomr=tpomolF # pomolF-¢on
para ¢pom, isto é, WolF # ®oF — &, para ® := ¢ ow. Nessas condigoes o teorema [5.2.5
nos garante que ﬁ Y W o Fi converge (em distribuigdo) a uma distribuigdo normal
N(0,0). Observe (novamente usando o fato de que 7 é conjugacao entre f e F) que
ﬁ Yl WoFi = —= Yl omoRi = - Yo fiom. Mas como v = 7,7 temos que
T/’(ﬁ Yo flom) = 1/(% Y b o fi). Concluimos entdo que ﬁ Yy o fi também
convergird (em distribui¢do) a uma distribuigdo normal N (0,0), isto é, o Teorema do
Limite Central é vélido no contexto da medida v.
i
As proposicoes e nos permitem obter boas estimativas para o decai-
mento de correlagao e também a validade do Teorema do Limite Central associado ao
sistema (f,v), j& que estes resultados foram obtidos para o sistema (IF,7) por meio dos

Teoremas e[5.2.5l Desta forma, a discussao realizada desde o inicio desta secao nos

possibilita provar o seguinte teorema, que conclui este trabalho.

Teorema 5.3.6 (Decaimento de correlagdo e Teorema do Limite Central para Medidas
zooming com estimativa local). Para quaisquer fungoes i, ¢: X — R, com ¢ Hélder e ¢

limitada, temos as sequintes estimativas para o decaimento de correlagao:

Cor(z/;,qﬁof”):‘/wqbof”dy—fzpdz//(bdy

1. Se p{z, >n} =0(n") para algum v >0, entao Cor(y),po f*)=0(n=")

2. Se p{z, > n} = O(exp(-pn?)) para algum p,v > 0, entao existe p > 0 tal que
Cor(¢, ¢ o f) = O(exp(-pn?))

Além disto, se pi{z, >n} =0(n"") para algum v > 1 entdo o Teorema do Limite Central
é vdlido para qualquer fungao Hélder i : M — R com f Ydv =0 tal que o f#dof—-0¢

para alguma .



Capitulo 6
Definicoes basicas

Definigao 6.0.7. Um subconjunto U ¢ X €é chamado conjunto invariante (com respeito

a f)se fY(U)=U, e é chamado de positivamente invariante se f(U) c U.

Definigao 6.0.8 (o-dlgebra). Sejam X um conjunto e A c P(X) um subconjunto do

conjunto das partes de X. Dizemos que A € uma dlgebra se:
e e A(=> XeA)
e ABeA=AuBeA
e ABeA=>AnBeA
e Ac A= Acec A

Em outras palavras, A contém X e € fechada para unices finitas, intersecoes
finitas e passagem ao complemento. Se além disto as unioes e interse¢oes acima podem

ser tomadas enumerdveis, diremos entdo que A é uma o-dlgebra.

Defini¢ao 6.0.9 (Conjunto mensuravel). Seja X um conjunto e A uma o-dlgebra de
X. Os elementos de A sao chamados de conjuntos A-mensurdveis ou simplesmente de

conjuntos mensurdveis, quando a o-dlgebra A estiver subentendida no contexto.

Defini¢ao 6.0.10 (Aplicacao mensurével). Seja X um conjunto e f: X — X. Dizemos
que f € uma aplicagao mensurdavel se a pré-imagem de qualquer subconjunto mensurdvel

de X for ainda um subconjunto mensurdvel.

Definig¢ao 6.0.11 (o-algebra gerada). Seja P = { P, }icz uma familia de subconjuntos de X .
Definimos a o-algebra gerada por P como sendo a menor o-dlgebra que contém a familia
P, ou seja, € a intersecdo de todas as o-dlgebras que contém P (aqui estamos assumindo
implicitamente que a intersecao arbitrdria de o-dlgebras é ainda uma o-dlgebra, o que

ndo é um resultado dificil de se verificar).

23



o4

Quando X € um espago topolégico e P € a familia dos subconjuntos abertos de
X, chamamos a o-dlgebra gerada por P de o-dlgebra de Borel (ou o-dlgebra boreliana) de

X. Neste caso, 0s conjuntos mensurdveis recebem o nome de borelianos.

Definig¢ao 6.0.12 (Medida). Sejam X um conjunto e A uma o-dlgebra sobre X. Chama-
mos de medida (o-aditiva) a qualquer fungdo p: A — Ru{+o00} satisfazendo as sequintes

condigoes:

e (o) =0

o Se {A;}jen € uma familia de elementos de A dois a dois disjuntos (j #i= A;jnA; =
@) tais que UjenA; € A entdo
(U Ay) =3 n(Ay)
jeN jeN
Em geral neste trabalho so consideraremos p: A — [0,+00), isto é, trabalharemos

com medidas positivas finitas.

Defini¢ao 6.0.13 (Medida). Sejam A uma o-dlgebra sobre X e p: A — [0,+00) uma

medida. Dizemos que i € reqular se V.S € A vale:

1. u(S) =inf{u(A); Ae A € aberto e contém S}

2. pu(S) =sup{u(C); C e A é compacto e estd contido em S}

A seguinte Observagao mostra o quao comuns sao as medidas regulares. Sua
demonstragao pode ser vista na Proposi¢ao 10.1.6 de [§] num contexto um pouco mais

geral.

Observacgao 6.0.14. Sejam X um espa¢o métrico compacto e p uma medida boreliana

finita. Entao p € regular.

Definigao 6.0.15 (Jacobiano de uma medida). Dizemos que uma medida p tem um

Jacobiano com respeito a aplicacao f : U — X, com U c X, se existe uma funcdo

J.f € LY (p) tal que p(f(A)) = / J fdu, para todo conjunto mensurdvel A tal que f|a €
A

injetiva. Nesse caso também dizemos que J, f € o Jacobiano de p1 com respeito a f.

Observagao 6.0.16. Quando o Jacobiano existe, ele é essencialmente unico. Em geral
o Jacobiano pode nao existir, mas se, por exemplo, i é uma medida f-invariante e cada
ponto de X tem pré-imagem com cardinalidade enumerdvel, entao o Jacobiano de p com

respeito a f estd bem definido.
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Defini¢ao 6.0.17 (Partigao geradora). Sejam P e Q parti¢oes de um conjunto X. De-
finimos a soma das particoes P e Q, denotada por Pv Q, como sendo a parti¢cao de X
cujos elementos sao as intersecoes do tipo PN @), com PeP e Qe Q. Mais geralmente,

dada qualquer familia enumerdvel de particoes Py, definimos

\/ Pn={()Pn; Pn€P,paracadan €N}

Observacao 6.0.18. Se f : X — X ¢ uma transformacao sobrejetora agindo em X
e P € uma particio de X, € facil ver que a colecao de subconjuntos de X dada por
fY(P) = {f1(P); P e P} étambém uma particio de X. De fato, X = f1(X) =
7 U P) = U f7(P). Desta forma, dada a particio P de X, faz sentido definirmos a

PeP PeP

n-1 ) [ )
partigio P":=\/ f7(P), para cada n > 1, ou mesmo a particaio \/ f~*(P).
i=0 1=0



Apeéendice A
Alguns resultados importantes

No presente apéndice, iremos apresentar alguns resultados que serao assumidos,
a maioria deles, sem demonstracao. Alguns desses resultados asseguram a existéncia
de medidas invariantes absolutamente continuas com respeito a uma dada medida de
referéncia na presenca de condicgoes especiais, a exemplo das particoes de Markov . Outros
sao lemas essencialmente técnicos.

Iniciaremos com um resultado que garante a existéncia de partigoes finitas (mod

@) com diametro arbitrariamente pequeno em um espago métrico compacto separavel X.

Lema A.0.19. Euxziste uma particao finita de X em conjuntos com diametro arbitraria-
mente pequeno que estao contidos nos fechos dos seus interiores e cujas fronteiras tém

medida nula.

Demonstragao:

A ideia aqui é usar a compacidade para cobrir o espago X essencialmente com
bolas de diametro pequeno e que possuem fronteira com medida nula.

Seja € > 0 o diametro pretendido e considere um conjunto finito {z;}* , tal que as
bolas de raio €/2 centradas nos pontos x; cobrem X. Para cada z; as fronteiras das bolas
de raio r, com 0 < r < €/2 sao disjuntas duas a duas, e logo existe r; tal que a fronteira
da bola de raio r; em torno de z; tem medida nula (caso contrario, a bola considerada
nao possuiria medida finita). Considere a colegao de bolas B(z;, ;). Tome Cy = B(xy,r1)
e indutivamente C; = B(x;,r;)\|JC;. Facilmente podemos ver que esses conjuntos sao
conforme o pretendido. .

O

A observacao abaixo é um fato bem conhecido acerca de projecoes de medidas
invariantes associadas a aplicagoes induzidas. Veja, por exemplo, o Lema 3.1 no Capitulo
V de [11].
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Observagao A.0.20. Seja (F,P) uma aplicagiao de Markov completa induzida associada
a [ definida em algum Y c X e seja R o seu tempo de inducdo. Se v € uma medida finita

F-invariante tal que [ Rdv < oo entao

R(P)-1 +o0
0= 3% £000(- 3 R0
PeP  j=0 J=0

¢ uma medida finita f-invariante.

Note que, se (F,P) é compativel com uma medida u, a o-algebra gerada por
{f7™(P); PePen>0} éigual a colegao dos conjuntos de Borel de U (mod p). Assim,

usando por exemplo o Lema 4.4.1 de [I], é facil obter o seguinte resultado.

Proposicao A.0.21 (Teorema folclérico). Seja p uma medida f-nao-singular. Se (F,P)
¢ uma aplicagao de Markov induzida completa para f com p-distor¢cao limitada entao
existe uma probabilidade ergddica F-invariante v < p cuja densidade pertence a L™ (u).
De fato, logj—z € L°°(,u|{%>0}).

Ademais, se o tempo de inducdio R de F € integrdvel com respeito a v, entdo

R(P)-1
n = Z Z fl(v|p) € uma medida ergddica finita f-invariante absolutamente continua

PeP  3=0
com relacao a fu.

Em [13], Pinheiro obteve uma melhoria para o resultado anterior, por meio do
Teorema [A.0.22, no qual é obtida uma medida v absolutamente continua F-invariante
substituindo a condicao de distorgao limitada (que aparece na Proposigao [A.0.21)) pela
condicao e o fato de p ser f-invariante. Além disto, esta condigao estatistica garante
que projetando v pela dinamica de f recuperamos a medida u, pois assegura a integrabi-

lidade do tempo de indugao para a medida F-invariante obtida (dai usamos a Observagao

A.0.20). Isto é, toda medida invariante satisfazendo pode ser levantada.

Teorema A.0.22. Seja (F,P) uma aplicagio de Markov completa induzida associada a
f definida num conjunto aberto B c¢ X. Sejam R o tempo de inducao de F' e p uma
medida de probabilidade ergddica f-invariante tal que p({R =0}) =0 e O (z) n O3 (y) #
@ = 01(x)nO%(y) # @ para p-q.t.p. x,y € B. Se existe © >0 tal que
1 .
limsup — {0 < j<n; f/(z) e Of(x) >0 (A1)
n—soco N

para |1 quase todo x € B, entao existe uma medida nao trivial (£0) v finita e F-invariante

tal que v(Y') < u(Y') para todo conjunto de Borel Y c B e tal que [ Rdv < ©71.

O Lema [A.0.23] cuja demonstragao pode ser encontrada no Lema 4.7 de [13], é
util para acotar a média espacial do tempo de inducao a partir de alguma informacao
sobre a média temporal do tempo de inducao. Isto serd necessario para projetar uma

medida invariante associada a aplicacao induzida em uma medida f-invariante.
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Lema A.0.23. Seja {G,} en uma colecao de subconjuntos de X tais que fi(x) € G,—; V0 <
j<nVzeG,. Seja BcX e sejaxeB um ponto tal que §{j >0; x € G, e fi(x) € B} = 0.
Seja T : Of(x)nB — Oj(x)n B uma aplicagao dada por T(y) = f9W)(y), com 1< g(y) <
min{j eN; ye G, e fi(y) € B}. Entao

H1<jsn:weGye fi(z)e B < 4j20: ;zog@’f(x)) <n).

1 .
Ademais, selimsup—§{1<j<n; xeGje f/(x) e B} >0 >0, entdo

n—oo T

1 n-1 )
liminf — ) goT7(z) <O~
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