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Resumo

Este trabalho tem como principal objetivo apresentar a teoria algébrica nao-
associativa que pode ser dada as variedades dotadas de uma conexao afim. Nesta teoria,
denominada Geometria Nao-associativa, podemos destacar os nomes de Lev V. Sabinin,
e Alexander I. Nesterov. Apresentaremos este estudo tanto no caso suave quanto discreto
realizando pequenas alteracoes com o objetivo de simplificar a compreensao e a intuicao

geométrica do objeto em questao.

Palavras-chave: Algebra Nao-associativa; Geometria Diferencial; Geometria

Nao-Associativa.



Abstract

This work has as main objective to present the non-associative algebraic theory
that can be given to a manifold endowed with an affine connection. In this theory, called
the Non-associative geometry, we can mention the names of Lev V. Sabinin and Alexander
I. Nesterov. We will present this study both in discrete and smooth case. Performing
small changes in order to simplify the understanding and the geometric intuition of the

object in question.

Keywords: Nonassociative Algebra; Nonassociative Geometry; Differential Geometry.
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Introducao

Seja G um conjunto dotado de uma operacao -. Dizemos que (G,-) é um loop
se para cada a, b € G existem e sdo Unicos x, y € G tais que a-x =y-a =0, e (G,-)
possui um elemento neutro. Quando G é uma variedade diferencidvel M e a operacao é
uma func¢ao suave de z e y, chamamos de loop suave.

Um exemplo que ocorre naturalmente em Geometria é o chamado loop geodésico
ou loop suave, definido e estudado de forma independente por Michihiko Kikkawa [Kik64]
e Lev Vasil’evich Sabinin [Sab72] em 1964 e 1972, respectivamente. Seja M uma variedade
diferencidvel com uma conexao afim, exp, a aplicacao exponencial em um ponto p € M e
TPv o transporte paralelo do vetor v € T, M do ponto p até o ponto x ao longo da geodésica
liga p a x (desde que essa geodésica exista e seja tnica). Em alguma vizinhanga aberta
U de p € M ¢ possivel definir um loop dado pela operagao parcial = - y = exp,Thexp, Ly,
Assim obtemos sobre a variedade M uma familia de loops geodésicos, cada qual tendo um
diferente ponto p como elemento neutro, gerando o que é chamado de estrutura loopuscu-
lar. A estrutura loopuscular de M é unicamente determinada pela conexao dada, porém
a reciproca nao ¢ verdadeira.

Em 1977, Sabinin [Sab77] enriqueceu o conceito de loops suaves introduzido por
Kikkawa fundamentando os conceitos de édulos e diddulos suaves. Odulo geodésico é uma
estrutura que além da operacao - definida acima, possui a operacao * dada por t x x :=
expytexp, 1z, em que z é um elemento do 6dulo e ¢ é um escalar. Esta operacao satisfaz a
seguinte propriedade denominada monoassociatividade, isto é, (txx)- (uxx) = (t+u)*x.
Um 6dulo suave ¢é dito diédulo suave quando nele definimos uma terceira operacao + que
essencialmente trata-se de uma outra forma de operar segmentos geodésicos. Posterior-
mente Sabinin trabalhou com estas estruturas de forma puramente algébrica chamando-as
simplesmente de 6dulo ou diédulo.

Quando ¢ possivel definir um loop/édulo/diédulo suave em todos os pontos de
uma variedade M, dizemos que a variedade tem estrutura loopuscular/odular/diodular
respectivamente. Quando M é uma variedade com uma conexao e os objetos em questao
sao geodésicos, dizemos que M tem estrutura loopuscular/odular/diodular suave.

Ainda em [Sab77], obtemos que as estruturas odulares/diodulares geodésicas pos-
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suem propriedades denominadas identidades geoodulares, que relacionam diferentes pon-
tos da estrutura. Quando um édulo (diddulo) satisfaz tais propriedades, este é chamado
de geoddulo (geodidédulo). Portanto, toda variedade com uma conexao gera uma estru-
tura geoodular/geodiodular. Além disso, a partir de uma estrutura geoodular suave (nao
necessariamente obtida de uma conexao afim), podemos gerar unicamente uma conexao
afim. Essas duas construcoes permitem estabelecer uma correspondéncia biunivoca entre
variedades com conexao afim e variedades com estruturas geoodulares, possibilitando as-
sim uma descrigao algébrica da geometria da variedade (ver [Sab77] e [Sab81]).

Como exemplo de estrutura geoodular, podemos citar os espacos girovetoriais
que fornecem uma estrutura algébrica ao espaco hiperbolico. No final da década de 1980,
Abraham Albert Ungar deu inicio aos estudos dos girogrupos e dos espagos girovetori-
ais, ver [Ung88|, [Ung89] e [Ung94]. Tais objetos sao estruturas algébricas com menos
propriedades do que os grupos e espacos vetoriais, respectivamente, que utilizando-se de
um automorfismo chamado de girador, obtém propriedades semelhantes as propriedades
que definem um grupo e um espago vetorial. Sabinin, em 1995 publicou um artigo, ver
[Sab95], demonstrando que os objetos definidos por Ungar eram casos particulares de
loops e 6dulos.

Apesar da ressalva de Sabinin, Ungar continuou a desenvolver sua pesquisa na
mesma linha. Em seu trabalho, Ungar define no disco unitario D em C centrado na ori-
gem (o raio e o centro do disco podem variar, tomamos estes valores por conveniéncia)
a operagao ¢ de adicao de elementos de D, a multiplicagao ® por um escalar real e um
automorfismo baseado nas transformagoes de Mdebius, de modo que (D, ®) e (D, ®, ®)
tém estrutura de girogrupo e espago girovetorial, respectivamente [Ung09].

Tendo em maos a equivaléncia entre estruturas geoodulares e variedades afins, Sa-
binin e Alexander I. Nesterov em 2000 utilizaram conceitos da geometria nao-associativa
geoodular como base para a descricao de uma possivel estrutura discreta do espago-tempo
ver [NSa00]. Ainda com interesse em aplicar a teoria de estruturas geoodulares na fisica,
Nesterov no artigo [Nes06] substitui o corpo dos reais na defini¢do de geoédulo por um
corpo finito (e portanto discreto) qualquer. A partir deste geoddulo, ele consegue definir
uma conexao afim em um conjunto discreto de modo puramente algébrico, podendo entao
definir nesta estrutura conceitos como curvatura e torcao algebricamente.

No presente trabalho, apresentamos as estruturas nao-associativas de forma pu-
ramente algébrica conforme encontrado comumente na literatura, ver [Sab99]. Enquanto
que para tratar dos objetos suaves, fizemos uma ligeira alteragao nas defini¢oes, possibi-
litando uma maior compreensao e intuigao geométrica do objeto de estudo em questao.
Apos esta abordagem, apresentamos os conceitos necessarios para estabelecermos a relagao

biunivoca que existe entre a categoria das variedades diferencidveis dotadas de uma co-



nexao afim e os germes das variedades geoodulares. Tendo feito tal correspondéncia,
apresentamos como pode-se trabalhar de forma puramente algébrica com variedades di-
ferencidveis discretas, apresentamos por fim a descricao da geometria nao-associativa (no
caso suave e no caso discreto) da esfera de raio r, S2.

As variedades geoodulares e geodiodulares mostram-se como uma outra alterna-
tiva para o estudo de variedades dotadas de uma conexao afim. Apesar de ser complicado
chegar a uma boa defini¢ao, obter tal objeto nao é algo complicado. Visto que um loop
suave e sua transformagao de holonomia elementar determinam unicamente uma varie-
dade geodiodular, como apresentamos no capitulo 3.

A teoria apresentada das variedades geodiodulares é extremamente similar a te-
oria das variedades geodulares. A relevancia deste estudo vem do fato desta estrutura
obter um equivalente algébrico aos espacos tangentes estritamente ligada a essa estru-
tura nao-associativa. Assim, em se tratado de variedades discretas, as variedades ge-
odiodulares mostram-se como uma ferramenta algébrica para trabalhar com conceitos
geométricos, como curvatura e tor¢ao, mesmo sem termos diferenciabilidade nestas es-
truturas geométricas. Elemento essencial para trabalharmos de forma cldssica com estes
conceitos.

Ademais, o estudo de geometrias nao-associativas torna-se relevante, indepen-
dente da equivaléncia entre as estruturas algébricas e geométricas supracitadas, devido ao
fato de os loops suaves serem uma generalizacao da Teoria de Lie, Ver [NSa97], pdginas
220-226. Apesar de tal resultado ser bastante interessante, nao o abordamos neste traba-
lho. Nos limitando apenas a apresentar a teoria e a dar exemplos de variedades dotadas
de uma estrutura nao-associativa suaves e discretas.

Dividimos o trabalho em trés capitulos e dois apéndices:

Capitulo 1: Preliminares Neste capitulo apresentamos os conceitos algébricos nao-
associativos basicos para a compreensao deste trabalho, tais como as defini¢coes de loops,
6dulos, estruturas loopusculares, estruturas odulares, variedades geoodulares, etc.
Capitulo 2: Conexoes Afim e Estruturas Loopusculares Neste capitulo apresen-
tamos uma estrutura nao-associativa que pode ser dada a uma variedade ditada de uma
conexao afim (M, V), a tal estrutura chamamos de Variedade Geoodular Natural. Pos-
teriormente, apresentamos a demonstragao de que dada (M, V), existe uma variedade
geoodular que coincide com a variedade geoodular natural.

Capitulo 3: Estruturas Diodulares e Estruturas Holonomiais Neste capitulo
apresentamos conceitos para o entendimento da construcao da geometria nao-associativa
de uma variedade geoodular discreta. Posteriormente, apresentamos a geometria nao-
associativa que pode ser dada & esfera de raio 7 e dimensao 2, S2.

Apéndice A: Variedades Geoodulares Discretas Neste apéndice apresentamos a



proposta de Alexander Nesterov e Lev Sabinin para trabalhar de forma algébrica as varie-
dades discretas utilizando-se das estruturas geodiodulares. Posteriormente, apresentamos
como exemplo a Geometria Nao-associativa Discreta de SZ2.

Apéndice B: Girogrupos versus Loops Neste apéndice apresentamos brevemente a
estrutura algébrica sugerida por Ungar e comparamos esta estrutura com os loops. Pos-
teriormente apresentamos rapidamente uma estrutura de girogrupo que pode ser dada ao

espaco hiperbdlico.



Capitulo 1
Preliminares

No presente capitulo, apresentaremos os conceitos algébricos fundamentais para
o entendimento dos assuntos que serao abordados nos demais capitulos. As principais

referéncias utilizadas neste capitulo foram os livros [Sab99] e [Pf190].

1.1 Quasigrupos e Loops

Na presente secao, sao apresentados os conceitos de quasigrupos e loops. Ademais,
apresentamos algumas defini¢oes equivalentes a estes conceitos. Inicialmente, devemos
definir alguns objetos.

Seja A um conjunto. Dizemos que f : A x A — A é uma operagao total , se
todos os pontos de A x A possuem uma imagem. Caso exista algum ponto de A x A que

nao possua uma imagem, dizemos que f é uma operagao parcial .

Definicao 1.1.1 (Magma). Seja G um conjunto ndao vazio. Dizemos que (G,-) € um
magma quando - : G X G — G é uma operagao total. Caso - seja uma operac¢ao parcial,

diremos que (G,-) é um magma parcial.

Nesta sessao, a menos quando for mencionado o contrério, as operagoes sempre

serao totais.

Definigao 1.1.2 (Translagao a esquerda (a direita)). Seja (G, ) um magma e seja a € G
fizado. Uma translagao a esquerda L, : G — G (translagao a direita R, : G — G)
¢ definida por:

Lix=a-x (R =x-a)

para todo x pertencente a G.

Defini¢ao 1.1.3 (Quasigrupo). Um magma (G,-) é dito quasigrupo se as aplica¢oes

L,:G— G e R,:G— G sao bijecoes para todo a € G.
5



Decorre de imediato da definicao de quasigrupo o seguinte

Teorema 1.1.4. Um magma (G,) € um quasigrupo se, e somente se, para todo par

ordenado (a,b) € G X G, existe, e € unico, par ordenado (x,y) € G X G tal que
a-r=1vy-a=n>b.

Demonstragao:

De fato, suponha inicialmente que (G,-) é um quasigrupo. Fixe (a,b) € G x G
arbitrario. Como L, : G — G e R, : G — G sao sobrejetivas, obtemos que existe
(r,y) € G x G tal que a-x =y -a =b. A unicidade do par (z,y) decorre da injetividade
das translacoes.

Reciprocamente, suponha que ¥(a,b) € G x G, I (z,y) € G x G tal que a - x =
y-a=>b. Logo, Lyx = R,y = b. A existéncia de (z,y) € G X G que satisfaz tais equagoes
nos garante que L, e R, sdo sobrejetivas. Como (z,y) € G é tnico, temos que L, e R, sdo
injetivas. Como tal propriedade é vélida para todo (a,b) € G x G, concluimos que L, e
R, s@o bijetivas para todo a pertencente a G. Portanto (G, -) é um quasigrupo. Ademais,
dados dois elementos z, y de um magma (G, -), os elementos z = z -y e w = y - T estao
unicamente determinados. |

Chamamos atengao que ao longo do trabalho utilizaremos a Definigao (1.1.3) para
verificar se um magma é um quasigrupo. Quasigrupos satisfazem a lei do cancelamento,

ie.,
Teorema 1.1.5. Seja (G, ) um quasigrupo. Entao:

(i) Para todo a,z,y € G tais que a-x = a -y, temos que x = y (cancelamento a

esquerda);
(i) Para todo a,z,y € G tais que x-a = y-a, temos que x =y (cancelamento a direita).

Demonstragao:
De fato,

a-r=a-y Lox = Lay
=
rT-a=y-a R,x = R,y

Como L, e R, sao injetivas, concluimos que

a-r=a-y=x=y (cancelamento a esquerda)

r-a=y-a=x=y (cancelamento a direita).

O que conclui a demonstracao. [ |



Do Teorema 1.1.4, obtemos que para cada a € G, (G,-) um quasigrupo, existem
l, e r, tais que

l,bra=a e a-r1,=aq.

l, e T, sao chamados de identidade local a esquerda e identidade local a direita ou
neutro local a esquerda e neutro local a direita , respectivamente. Em quasigrupos,
dados a, b € G distintos, nao necessariamente valem as seguintes identidades: [, = I,

To = Tb, lu = 74. Ver Exemplo 1.1.7, pagina 7.

Teorema 1.1.6. Seja (G, ) um magma finito. Entdo as sequintes sentengas sao equiva-

lentes:
(i) (G,-) é um quasigrupo;

(W) Lo : G — G e R, : G — G sao injetivas Va € G

(ii) Ly : G — G e R, : G — G sdo sobrejetivas Va € G;
(i) (G,-) satisfaz os cancelamentos a esquerda e a direita;

(v) cada elemento de G aparece apenas uma Unica vez em cada linha e cada coluna da

tabela de Cayley de (G, .)

Demonstragao:

[(1)] = [(#9)] e [(i)] = [(#i7)] decorrem da definigdo de quasigrupo. Como em
dominios finitos injetividade e sobrejetividade sao conceitos equivalentes, obtemos que
[(i7)] < [(#i)]. Ademais, como [(7)] < [(ii) e (ii7)], obtemos que [(i)] < [(i7)] < [(4i7)].

[(i)] = [(iv)] é sempre vilido. Vamos mostrar que [(i)] < [(iv)]. Suponha
que (G,-) satisfaz o cancelamento a esquerda e a direita, i.e., para todo a, =, y € G
a-x=a-y=r=ylelx-a=y-a =[x =y]. Assim, [Lyx = Ly = [z = y| e
[R,x = Ryy] = [z =y, ie, L, : G — Ge R, : G — G sdo injetivas para todo a € G, e

consequentemente é um quasigrupo. [(i)] < [(v)] é imediato. |

Utilizando a tabela de Cayley, podemos dar exemplos de quasigrupos que possuem
neutros locais a esquerda I, [, distintos e o neutro local a direita r, é distinto do neutro

local a esquerda [,.

Exemplo 1.1.7. Sejam G = {a, b, ¢, d, e}, - uma operagcio em G dada pela tabela de
Cayley abaixo.



a cld|e
a dlcle|a
ble|lc|blal|d
cla|el|d b

eld|lalelbdb]ec

Observe que l, =c¢, ly,=d er, =€, comc#d e c # e.

A partir das translagoes a esquerda e a direita, podemos definir comutatividade,

associatividade e elemento neutro.

Defini¢ao 1.1.8. Seja (G,:) um magma. (G,-) € dito comutativo se, e somente se,
Lo = Ry, V a €G. (G,-) € dito associativo se, e somente se, R,, = RyR,, Va, b € G.
Um elemento e € G € chamado de elemento identidade a esquerda (a direita) ou
elemento neutro a esquerda (a direita) de (G,-) se, e somente se, L. : G — G
(Re : G — G) € a aplicagdo identidade. Quando e é um neutro a esquerda e um neutro a

direita, e € chamado de elemento identidade ou elemento neutro.

Decorre de imediato da definicao de magma comutativo e translacao a esquerda
e a direita que um magma (G, -) é comutativo se, e somente se, z -y =y -z, Vz, y € G.
Também decorre da defini¢do que e é elemento neutro de um magma (G, -) se, e somente
se, z-e=¢c-x =ux, Vr € G. A associatividade foi definida através de translagoes a direita,

mas 0 mesmo conceito poderia ter sido definido utilizando translagoes a esquerda.
Lema 1.1.9. As sentencas abaizo sao equivalentes:

1. (G,-) € associativo;

2. (z-y)-z=x-(y-2), Vo, y, z € G;

3. Lgp = LaLb, Va, bed.

Demonstragao:

[R,.. = R.R,,Vy, z € G| 2t = R, Rz, Ve, y, 2 € G
( ) R.T y_(x y) Z7vx7y7ZEG}
oY 2= Lyyz, Vo, y, 2z € G

=4
=4
<~
& [LyLyz = Lyy2,Vx,y, 2 € G

(R
[z
L
[

_

Chamamos atencao que, neste trabalho, serd é mais viavel verificar se as fungoes
satisfazem tais propriedades do que trabalhar de forma elementar. Isto é, caso seja ne-

cessario verificar se (G, -) possui elemento neutro (por exemplo), analisaremos se existe



e € G tal que L, = R, = Id (Id a funcdo identidade) em vez de analisarmos se

e-r=x-e=1x.
Lema 1.1.10. Se e e f sdo elementos neutros a direita e a esquerda respectivamente de
um magma (G, -), entio e = f

Demonstragao:

Como e é neutro a direita, R, : G — G é dada por Rex = v -e =z, Vx € G.
Como f ¢é neutro a esquerda, Ly : G — G é dada por Lyx = f -2 =z, Vx € G. Em

particular, temos que

f-e=e, pois f é neutro a esquerda de (G, -)
=e=f
f-e= f, pois e é neutro a direita de (G, -)

O que implica que e = f, pois f - e estd unicamente determinado visto que Lse = f - ¢

possui Unica imagem. [ |
Decorre da proposicao acima o seguinte resultado.

Corolario 1.1.11. Um magma (G, -) tem no mdzimo um elemento neutro.

Demonstragao: Suponha que existam dois elementos neutros e; e e;. Em particular, e;

¢ uma identidade a esquerda e e, é uma identidade a direita. Portanto,
€1 = €1 - €2 = €9.
|

Teorema 1.1.12. Se (G,-) € um quasigrupo associativo, entio (G-) possui um unico

elemento neutro.

Demonstragao:

Como G # @, existe a € G. Decorre do Teorema 1.1.4 que existe e € G tal que
a-e=a. Seja b € G qualquer. Também decorre do Teorema 1.1.4 que existe y € G tal

que y - a = b. Portanto,

Rb = = (y-a)-e

b-e
y-(a-e) = y-a
b
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De modo que R, : G — G é a funcao identidade. O que implica que e é um elemento

neutro a direita. Seja b € G' qualquer.

b-b = (b-e)-b

Portanto, decorre da lei do cancelamento a esquerda que
b-b = b-(e:b) = b=e-b = b= Lcb,

ie.,, L. : G — G é a funcao identidade. Logo, e é um elemento neutro a esquerda. Como
e é elemento neutro a esquerda e a direita, e é neutro. Visto que magmas tém no maximo

um elemento neutro, concluimos que e é o inico elemento neutro de G. [ |

A reciproca do Teorema 1.1.12 nao é verdadeira. Veja o exemplo abaixo.

Exemplo 1.1.13. Sejam G ={1, a, b, ¢, d} e - uma operagio em G dada pela tabela de
Cayley abaixo.

Ilal|b|c|d
1|1]a|blc|d
alalc|d|I1]|Db
blb|d|c|lal|l
clec| b1 a
d|id|1|a c

Observe que 1 € G € o tnico elemento neutro de (G,-), porém
(@a-b)-c=d-c=1b
a-(b-c)=a-a=c

Como b # ¢, (a-b)-c# a-(b-c). Portanto (G-) € um quasigrupo que possui um Unico

elemento neutro, porém é nao-associativo.

A existéncia de estruturas com tal propriedade, torna pertinente as seguintes

definicoes:

Defini¢ao 1.1.14 (Grupo). Seja (G, -) um magma. (G,-) € um grupo se, e somente se,

(G,-) é um quasigrupo associativo.

Defini¢ao 1.1.15 (Loop). Seja (G,-) um magma. (G,-) é um loop se, e somente se,

(G,-) € um quasigrupo e possui um elemento neutro.
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Como as translagoes em um quasigrupo sao bijecoes, podemos definir duas operacoes
denominadas divisao a esquerda e divisao a direita. Tais operacoes estao associadas as

funcoes inversas das translagoes. Formalmente temos:

Defini¢ao 1.1.16 (Divisdo a esquerda (a direita)). Seja (G, -) um quasigrupo. Entende-se

por divisd@o a esquerda (a direita) a sequinte operacao bindria:

\: GxG —» G </:G><G% G )
(@.y) = (Lo)7'y (z,y) +— (R) 'z

para todo x, y € G.
Observe que dados z, y, z € G. Obtemos que
Ny=z&ex- 2=y
rfy=zez-y=ux.

Notamos que é possivel definir de forma alternativa um loop como sendo um

conjunto com trés operacoes binarias apropriadamente relacionadas.

Defini¢ao 1.1.17 (Loop). Um loop (G,-,\,/) € um conjunto G nao vazio dotado de trés

operagoes bindrias -, \ e / tais que:
1. a-(a\b) =b, a\(a-b) =b, Ya, b € G;
2. (b/a)-a=0, (b-a)/a=0b,Va, beG;
3. a\a =b/b, Va, b€ qG.
Encerramos aqui esta primeira se¢ao com a seguinte equivaléncia:
Proposicao 1.1.18. A Definicao 1.1.15 e a Defini¢ao 1.1.17 sao equivalentes.
Demonstracao: (<) : Para todo a € G defina L, : G — G e R, : G — G dadas
por Lyx = a-x e Ryo = x-a. L, é bijetiva para todo a € G. Isto é, para todo par
(a,b) € G x G, existe um unico x € G tal que a -z = b.
De fato, fagamos x = a\b. Como a - (a\b) = b, por hipGtese, obtemos que

a-x =b. O que prova a existéncia. Suponha que exista um elemento x; € G tal que

x1 # x e a-x; =b. Note que
a-x1=b=a\(a-z1) =a\b.

Como por hipétese a\(a - 1) = x; e a\b = z, obtemos que x; = x. Absurdo. O que

demonstra a unicidade e portanto a bijetividade da translacao a esquerda L,. Como
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a € G foi tomado arbitrariamente, obtemos que L, é bijetiva para todo a € G. Para
mostrar que R, é bijetiva para todo a € GG, o procedimento é anédlogo.

Visto que para todo a € G, L, e R, sdo funcdes bijetivas, existem L' e R,' que
sdo as funcdes inversas de L, e R,, respectivamente. Observe que L, 'b = a\b para todo

a, b € G. De fato, L' satisfaz as condicdes do item I da Definicao 1.1.17, i.e.,

a-(L;'0) = LyL;'b =1
Va, b € G.
L (a-b) = L, (Lyb) = b

Analogamente, podemos mostrar que para todo a € G, (R,)™! satisfaz as condigoes do
item 2 da Definicdo 1.1.17 e, portanto, R, 'b = b/a, para todo a, b € G.
Seja e = a\a = b/b para todo a, b € G. Seja x um elemento qualquer de G,

obtemos que

rre=x-(\r)==2x

e-x=(x/x)-x=x
O que implica que e é um elemento neutro que, consequentemente, é tinico (ver Corolario
1.1.11). Portanto (G,-) é um quasigrupo que possui elemento neutro, i.e., (G,-) é um
loop.
(=) : Sejam \ e / como na Defini¢do 1.1.16. Mostraremos item por item. Sejam a, b € G

arbitrarios

1.a-(a\b) =a-((Ly)7'0) = Ly(Ls) "0 =0, Va, b e G;
a\(a-b) = a\(Lyb) = (L)' L,b =0, Va, be G.

2. (b/a)-a=((R,)"'b)-a= R,(R.)'b=0,Va, b€ G;
(b-a)/a = (Rsb)/a=R,"(R,)b=0b,Va, beG.

3. Seja e o elemento neutro de (G,-). Portanto, R, = L. = Id, em que Id é a fungao
identidade. Portanto,

e/e=R'e=e
=ec=c/e=c¢c\e
e\e=L'e=e

Sejam a, b € G quaisquer, temos

a=a-e a\a=a\(a-e)=L'Lie=c¢
=

b=e-b b/b=(e-b)/b= R, 'Rye=ce

Decorre das equacoes acima que
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e=a\a=0b/b,Va,bedq.

[ |
A Defini¢ao 1.1.17 e a Proposigao 1.1.18 tem grande relevancia. Ao longo do
trabalho utilizaremos as propriedades 1., 2. e 3. desta definicao devido a sua forma

compacta para obter certos resultados.

1.2 Odulos e Estruturas Geoodulares

Na presente se¢ao, apresentamos as estruturas algébricas principais do trabalho
que sao os 6dulos e as estruturas geoodulares. Estas estruturas podem ser dadas a varie-
dades diferenciaveis, ver préxima segao. Neste contexto possuem propriedades que serao
essenciais para a demonstracao de diversos resultados (como a monoassociatividade) ou

possuem uma interpertegao geométrica forte (como as identidades geoodulares).

Definicao 1.2.1 (K—Odulo). Sejam G um conjunto nao vazio e K um anel com unidade.
Dizemos que (G,-,*) é um K-6dulo (ou apenas édulo quando K estiver subentendido)

se (G,-) € um loop, cujo elemento neutro é e, com uma aplicag¢ao

x: GXK — G
(r,t) +— tr=txzx

que satisfaz as sequintes propriedades:
1. tr-ux = (t+u)x, Vo € G, Vt, u € K (monoassociatividade);
2. t(uz) = (tu)z, Yo € G, Vt, u € K (pseudoassociatividade);
3. le=z,Vre M, em que 1 € K é a unidade do anel;
4. te=¢e, V€ K.

Observagao 1.2.2. Se K = Z, entdo tx é a poténcia ' de um elemento v € G. Mais

precisamente,
2 = x-...-x,set>0
L vezes
¥ = e
ot = g7t ol set <0
|t| vezes

Pelo item 1 da definicdo de ddulo, obtemos x* - x% = x!+.
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Observacao 1.2.3. Se em particular (G,-) € um grupo abeliano e (G, -, x) satisfaz adici-
onalmente t(x-y) =tx-ty, Vit € K,V x, y € G, entio (G,-,*) € um K-mddulo. O que

Justifica o uso do termo “odulo”.

Proposicao 1.2.4. Seja (G, -, *) um K-ddulo cujo elemento neutro é e, temos que 0z = e,

para todo x € G, em que 0 € K € o elemento neutro do grupo abeliano (K, +).

Demonstragao:

Da propriedade I da Definicao 1.2.1 temos que
tr -ur = (t+u)z, Vo € G, Vt, u € K.
Em particular, para t = 0 e u = 1, obtemos

Oz-1lz = 1lx = Ox-x = e-x

= Ox = e

Nas duas ultimas igualdades utilizamos a condicao 2 da Defini¢ao 1.2.1 e a lei do cance-

lamento, respectivamente. [ |

Defini¢ao 1.2.5 (Estrutura Loopuscular). Sejam M um conjunto ndo vazio, L opera¢ao

terndria definida em M que denotaremos por:
L(x,y,2)=Llz2=x-, 2 Vz,y, 2 € M.

M = (M, L) é uma estrutura loopuscular se, e somente se, para todo a € M, M =

(M,-q) € um loop cujo elemento neutro é a.

Lema 1.2.6. Seja M = (M, L) uma estrutura loopuscular. Para todo a, b € M, temos
que L} = Id e Lia =b.

Demonstragao:

Facilmente verificamos que

Lir=a-,x=xVreM
Lya=b-,a=10
pois, a é o elemento neutro de M?. [ |

Definigao 1.2.7 (Estrutura Odular). Sejam K um anel com unidade, (M, L) uma estru-

tura loopuscular w; uma operagao bindria para todo t € K, que denotaremos por:
wi(a,z) =t*,x =t,x Va, z € M, Vt e K.

M = (M, L,w;) € uma estrutura odular se, e somente se, para todo a € M, M* =

(M, -4, %q) € um K-ddulo cujo elemento neutro € a.
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Definicao 1.2.8 (Estrutura Geoodular). Uma estrutura odular M é uma estrutura

geoodular se para cada a, b, x € M, t € K as sequintes identidades

LZ‘beLfabx = Ly & (Primeira Identidade Geoodular)

Lit,x = t,Ljx (Sequnda Identidade Geoodular)

sao satisfeitas.

1.3 Estruturas Suaves

Como foi comentado na secao anterior, nesta secao apresentaremos como as es-
truturas algébricas apresentadas naquela secao podem ser dadas a uma variedade dife-
rencidvel. Tais estruturas sao estruturas suaves (ver Definigdo 1.3.4) que satisfazem pro-
priedades adequadas para que possamos definir uma operacao suave em uma vizinhanca
de um determinado ponto. Veremos posteriormente que tal operagao esta fortemente

ligada as geodésicas e aos transportes paralelos. Comecemos dando a seguinte

Definig¢ao 1.3.1 (Quasigrupo Suave). Um quasigrupo suave é uma tripla (M,U,-) em

que U € um aberto de uma variedade diferenciavel M e
2 UxU—->M

¢ uma aplicagdo diferencidvel tal que

L,: U = Ly U) Ro: U = Ry(U)

sao difeomorfismos para todo x € U.

Observacao 1.3.2. Alguns autores, como o L. V. Sabinin, ver [Sab99] pdgina 47, usam

uma definicao um pouco mais geral, na qual
oM x M — M

€ uma operacao parcial. Essa abordagem requer que condigoes extras sejam acrescentadas

a definicao a fim de especificar quais elementos de M operam entre si.

Em um quasigrupo suave (M, U, -), dizemos que e € U é elemento neutro se, e
somente se,

a-e=e-a=a,VaeU.

Observe que se existe elemento neutro em um quasigrupo suave, entao ele é tinico. De

fato, se existirem e, e5 € U elementos neutros de um quasigrupo suave (M, U, -), entao

€1 — €1 - €9 = €9.
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Defini¢ao 1.3.3 (Loop Suave). Dizemos que M = (M,U,-) é um loop suave se, e

somente se, M € um quasigrupo suave com elemento neutro.

Definicao 1.3.4 (Estrutura Suave). Uma variedade suave M dotada de uma familia de

operacoes diferencidaveis parciais € chamada de estrutura suave.

Defini¢ao 1.3.5 (()dulo Suave). Dizemos que M = (M,U,-,I,*) é um ddulo suave
se (M,U,-) é um loop suave (cujo elemento neutro denotaremos por e), I € um intervalo

aberto contendo [0, 1], e
x: IxU — M
(t,a) +— ta=txa
¢ uma aplicacdo diferencidvel satisfazendo:

1. tr-ux = (t+u)x, comt,u €I, z €U, tais que os dois lados da igualdade fa¢am

sentido;

2. t(uz) = (tu)x, com t, w € I, x € U; tais que os dois lados da igualdade facam

sentido;
3. le=x, Ve e U;
4. te=e, Vt e I;
5. Ya:l— M, v.(t) =ta, é um mergulho Ya € U,
6. SeT, ={ta,t € I}, entao T, N T, # {e} implica que T, C T, ou T, DT,.

Uma definicao de édulo puramente algébrica foi dada na pagina 13, ver Definicao
1.2.1. As novas condigoes, 5 e 6, que surgem na definicao de édulo suave tem um propédsito
geométrico. Veremos adiante que curva {tb};co1 é a “geodésica” que liga e ao ponto b

em um o6dulo, e a condi¢ao 6 servira para garantir a unicidade dessa geodésica.

Observacao 1.3.6. Podemos generalizar a definicao acima substituindo R por uma dlgebra
R-linear K. Ao fazer isto, em vez de tomarmos um intervalo aberto I D [0, 1], tomamos
abertos do tipo estrela K, C K tais que 0, 1 € K, C K. Além disso, substituimos o item
5 pelo item

5. Ya: Ky — M, v, =ta, é um mergulho, Ya € U

6. SeT, ={ta,t € K,} el = {th,t € K,} sdo subvariedades imersas abertas de M,
entao T, N Ty, # {e} implica que T, C Ty ouT, D Ty.

Neste caso, dizemos que tal estrutura é um K-édulo suave. Ver [Sab99|, pdgina 51.
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Seja K um anel com unidade. Quando podemos definir para cada ponto da
variedade M um K-6dulo suave cujo elemento neutro é este ponto, podemos definir uma
estrutura que chamamos de variedade odular (ou variedade k-odular). Mais precisamente,

temos a seguinte

Defini¢ao 1.3.7 (Operacao Diferenciavel Parcial (Global)). Seja @ : M x M x...x M :—
M uma operagao parcial em uma variedade diferencidvel M. Se para todo (aq,. .., a,) no
qual @ estiver definida existirem vizinhancas abertas Uy, ... ,U, de a1, ... ,a, respectiva-
mente tal que

(P|U1><...><Un: U x...x Un — M

¢ uma aplicacao diferencidvel, entdo @ € dita uma operac¢ao diferencidvel parcial.
Se além disso @ estd definida em toda M x ... x M, dizemos que @ ¢ uma operagao

diferencidvel global.

Definicao 1.3.8 (Variedade Loopuscular). Uma estrutura suave M = (M, L) € dita uma
variedade loopuscular se
L:MxMxM-—M

¢ uma operagdo diferencidvel parcial e para todo a € M, M* = (M,U,, ), com T -, y =

L(z,a,y) Yz, y € U, € um loop suave cujo elemento neutro € a.

Definigao 1.3.9 (Variedade Odular). Seja M = (M, L, (w;)ier) uma estrutura suave em
que L : M x M x M — M € uma operagdo parcial e w; : M x M — M (t € R) é
uma familia de operacoes diferencidveis parciais. M € dito uma variedade odular, se
para todo ponto firado a € M, existem vizinhang¢a aberta U, de a e um intervalo aberto
I, D [0,1], tais que My, = (M, Uy, 4, L4, *a) € um R-édulo suave cujo elemento neutro é

a e as operagoes -, € x, sao dadas por:
T-qy = Ly = L(z,a,y)
t %, x = wy(a, )

para todo x, y € Uy, t € 1,.

Observamos que a Defini¢ao 1.3.9 pode ser generalizada tomando os escalares em
uma algebra R-linear K. Deste modo, para que a defini¢ao faga sentido, exigimos que I,

seja um aberto do tipo estrela que contem os elementos 0 e 1.
Defini¢ao 1.3.10 (Variedade Geoodular). Uma variedade odular M = (M, L, (w¢)icr) €

dita geoodular se adicionalmente as sequintes igualdades sao satisfeitas:

Leb LYo = LYo (Primeira Identidade Geoodular)

Lytax = tLjx (Segunda Identidade Geoodular)

para todos t, u € R, a, b, x € M tais que as operacoes facam sentido.
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As identidades geoodulares tém as seguintes interpretacoes geométricas. A se-
gunda identidade mostra que “geodésicas” {t x, x}icr sdo levadas em “geodésicas” pela
translagao a esquerda definida em a, i.e., L{t %, x}er = {t %y (Lyx)}ser. Ademais, o
parametro ¢ é preservado. Chamamos atencao que {t*,x}icpo1) € a “geodésica” que liga a
a r. Enquanto que a primeira identidade geoodular nos garante que dados a, t *, b, u *, b

ontos da “geodésica”’ {t *, b}er, entdo o grafico abaixo comuta.
€lRy

a

Ltab
M—M
O | tab
Lb\\x lL
M
Além disto, posteriormente veremos que Lix corresponde a um “transporte pa-
ralelo” da “geodésica”’ que liga a e x ao longo da “geodésica” que liga a e b. Assim, a
Primeira Identidade Geodular diz que dados os pontos a, ¢ = t,b, d = u,b pertencentes
a uma mesma ‘geodésica”, o transporte paralelo de a para c seguido de outro transporte

de ¢ para d é igual ao transporte paralelo de a para d .

Lema 1.3.11. Seja M = (M, L, w;) uma variedade geoodular, (L)™' = L®

a’

Demonstragao:
Como M é uma variedade geoodular, esta satisfaz a primeira identidade geoodu-

lar
Lt Ly o = L

uabx'

Em particular, para t = 1 e u = 0, obtemos

labTa _ b bra _ a
Lbrs o = Ibx = ILMLE = L

a

= Loy = Id.

Para concluir que (L§)~! = L% resta verificar que L% é inversa a direita de L¢. Para isto,

basta repetir o raciocinio trocando a por b. O que conclui a demonstragao. |

1.4 Campos de Vetores Fundamentais e Odulos Canénicos

A priori, as variedades diferenciaveis nao estao dotadas de uma conexao afim.
Portanto, ficamos impossibilitados de definirmos um mapa exponencial nesta estrutura
de forma usual. Nesta secao apresentamos o conceito de campos de vetores fundamentais.
Ferramenta necessaria para definirmos o que vem a ser mapas exponenciais sobre loops
suaves. No capitulo seguinte, veremos que sob determinadas condigoes, este mapa coincide

com o mapa exponencial usual encontrado na geometria diferencial.
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Defini¢ao 1.4.1 (Campos de Vetores Fundamentais). Seja M = (M,U,-) um loop suave
definido em uma variedade suave M de dimensao n. Um campo de vetores A em U é

fundamental se

Az) = (La)seAle)

para todo x € U, em que (Ly).. representa o pushforward de L, no ponto e (elemento
neutro de M ).

Em um sistema de coordenadas local x = (x', ..., x™), escrevendo A = A’ 8%- essa equacao
se torna
, oz -y) -
Ay = 28I i
o =

Observagao 1.4.2. Os campos fundamentais correspondem aos campos invariantes a
esquerda dos grupos de Lie. Porém, a nao-associatividade dos loops nao nos permite que

tenhamos
Al - y) = (La)wy Aly)

para todo x, y € M.

Como a operacao - do loop é uma aplicagao diferenciavel, os campos de vetores
fundamentais sao diferenciaveis. Analogamente, poderiamos ter definido os campos de
vetores fundamentais a partir das translagoes a direita, obtendo campos B. Restringire-
mos nosso estudo aos campos A.

Observe que cada X € T, M determina um tnico campo fundamental X (x) em
U tal que X(e) = X.

Sejam M = (M, U, -) um loop suave, X € T,M e X(x) o campo fundamental tal

que X(e) = X. Considere a seguinte equagao diferencial ordinaria

9 _ Xot). 0l0) =e. (1)

Obteremos a solugao unica @ = @(t, X), para t em um intervalo aberto (cujo tamanho

depende de X)
Afirmacgao: @(t,uX) = @(ut, X). De fato, seja

@:(—0,0) > M

solugao da EDO (1.1) e defina
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Note que

Defina agora

Assim,
9(0) = 9(0,X) = @(0) =e

dg
dt|,_,

Pelo teorema de existéncia e unicidade de EDO, decorre o desejado.

=uX(p(0)) =uX(e) =uX

Entao, para t = 1, obtemos que @(u, X) = @(1,uX).

Definigao 1.4.3 (Mapa Exponencial). Seja @ = @(t, X) solu¢ao da EDO (1.1). Fazendo
o(u, X) = @(l,uX) = Exp(uX), obtemos uma fun¢ao exponencial u — Exp(uX) e um

mapa exponencial
Exp: T.M — M
X — FErpX

Decorre de imediato das definicoes anteriores que

d(Exp(tX))

o = (LExp(tX))*,eX, Exp(0) =e. (1.2)

De acordo com a propriedade de diferenciabilidade dos loops suaves e do teorema

de dependéncia de solugoes para a equagao (1.2), as aplicagoes

(t,X) — FExp(tX), X — ExpX
sao suaves. Entao,
X' = [(Le)ueXT
[(

LExp(tX )* eX]i 0
{dExp (tX) }
t=0

Z {8Emp tX) L:O {d(z};)j}tzo

J

— Z{ EW‘ } X7,

J n=0
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Como X foi escolhido arbitrariamente, obtemos que

O que implica que (dEzp)y = Id. Portanto, decorre do teorema da fungao inversa que
Ezp é localmente um difeomorfismo, em particular existe (Fzp)~! em uma vizinhanga de
e.

Se M = (M,U,-) é um loop suave, entdo podemos definir em uma vizinhanga

U" C U de e e um intervalo aberto I D [0, 1] a seguinte operagao:
txx =tr = Exp(tBxp 'z),tc I,z U.
tal operacao é denominada operagao canénica de M.

Definicao 1.4.4 (()dulo Canénico). Seja (M,U,-) um loop suave. Dizemos que M =
(M,U’,-, %) € o 6dulo candnico do loop suave se x é a operagdo candnica de (M,U,-).
Lema 1.4.5. Seja FExp:T.M — M o mapa exponencial definido em e. Entdo

d(t = b)
dt

= (Exp)~'b,

t=0

em que t x b= Exp(t(Exp)~'b)

Demonstragao:

Denotando X = (Ezp~'b), temos

d(t +b) d
= —(Fxp(tX
= )|
(LE:vp(tX))*,eX|t:0

= X
|

Proposicao 1.4.6. Seja M = (M,U,-,I,w;) um ddulo suave. Entao o édulo candnico

do seu loop (M,U,-) coincide com M

Demonstragao:
Denotaremos por th = w;(b) o produto por escalar vindo do édulo e por ¢ x b =
Exzp(tExp'b) o produto por escalar vindo do édulo candnico do loop. Pela defini¢ao da

aplicagao Exp, temos:

d(Ezp(tExp'b))
dt

d(t *b)
dt

= (LEa:p(tEa:p—lb))*,eExp_lb = (Lt*b)*ﬁEl’p—lb.
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Decorre do Lema 1.4.5 que

Buph = d(t = b)
at  |,_,
assim,
d(t * b) d(t *b)
= (Lisp)se . 1.3
dt (Leso)ee = o (1.3)
Ademais, 0 % b = e. Portanto, @(t) =t * b é solucao da EDO
d(e(t)) d(e(t))
— (Lo)se , - 1.4
G = L) NG e = (14)
d(th
Seja & = % . Pela definicao de édulo, temos:
t=0
th-ub = (t + u)b,
portanto,
d(th - ub) _d(t+u)b (15)
du |, du  |,_o '
Note que
d(tb - ub) _ dLypub
du u—0 N du |,_o
d(ub)
= (Ltb)*e d
U fyu=o (1.6)
= (Lp)se§
d(tb)
- (Ltb)* e 1, .
dt |,
Por outro lado,
d(t+u)b d(t+u)b d(t+ u)
du |, d(t +u) |40y du |, (1.7)
(b '
o dE |,
Decorre das equagoes (1.5), (1.6) e (1.7) que
d(tb) d(tb)
2 (L) e—l
i = Lokeg o

Decorre da Proposi¢ao 1.2.4 que 0b = e. Portanto, @(t) = tb é solugao da EDO (1.4).
Pelo teorema de existéncia e unicidade, temos que t x b = tb. |

Em uma variedade loopuscular M = (M, L), para cada a € M nds temos as
seguintes equagoes definidas nos loops suaves M® = (M, U,, -,):

d(Exp,(tX))
dt

a

= (LEzpa(tX))*,aX’ Emp(I(O) = a.
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Além disso, podemos definir a aplicacao exponencial
Exp, : T,M — M.

Tal aplicacao é invertivel em uma vizinhanca de 0. Ademais, Fxp, é diferenciavel e
(Expa)«o=Id, em que Id é a aplicagao identidade.
Adicionalmente, para todo a € M podemos definir a seguinte operacao dife-

renciavel parcial:

tor = Exp,(tExp,'z), Yo € M, t € R de modo que t,x faca sentido.



Capitulo 2

Conexoes Afins e Estruturas

Loopusculares

No presente capitulo, dentre os conceitos apresentados podemos destacar os se-
guintes: Conexao Tangente Afim de uma Variedade Geoodular e a Estrutura Geoodular
Natural de (M, V), em que (M,V) denota uma variedade M dotada de uma conexao
afim V. Posteriormente, apresentaremos a demonstracao de que dada (M, V), a conexao
tangente afim V da estrutura geoodular natural de (M, V) coincide com a conexdo afim
V de M. Ademais, a Variedade Geoodular M = (M, L, (w;)icr) € a Estrutura Geoodular
Natural de (M, V) coincidem, i.e., estes dois conceitos sdo equivalentes.

A principal referéncia utilizada na elaboragao deste capitulo foi o livro [Sab99].

2.1 Conexoes Tangentes Afins de Estruturas Loopus-

culares

Na presente secao, podemos destacar os seguintes conceitos que sao apresenta-
dos: conexoes tangentes afins e transformacoes de holonomia elementar de uma estrutura
loopuscular (M, L). A partir destes, apresentamos propriedades que as variedades loo-

pusculares suaves herdam naturalmente de uma estrutura loopuscular.

Proposicao 2.1.1. Seja M = (M, L) uma estrutura loopuscular definida em uma va-
riedade diferencidvel M. Entao para cada curva suave y(t), com y(0) = a, V'(t) = X,

X, €T,M e para todo campo diferencidavel de vetores Y em uma vizinhanca de a, temos

d. .
%(Ly(t))*é}/}/(t) =Vy,Y,
t=0

em que V € uma conexdao afim. Tal conerao afim é chamada de conexao tangente

afim.
24
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Demonstragao:

Para tal, vamos mostrar que %(L%))*’ S » satisfaz todas as condigoes sufi-
cientes para que um operador binario atuando no conjunto dos campos diferenciaveis em
M, X(M), seja uma conexao afim.

Sejam X, Z € X(M), z(t), z(t) curvas suaves com z(0) = 2(0) = a e 2/(t) = X,
2'(t) = Z, respectivamente.

Denotando F(z,z) = x -, z = L%(z) = R%(x), temos

d d
St ax(t) = LFG(),2(0)

= Fu(x(t), 2(1))2'(t) + Fa((t), 2(1)) 2 (t)
= dRI (1) +dL3 (< (1))

8

gtz 0)| = dR(0) + dLi(Z(0)
= 2/(0) + 2/(0)
= Xa + Za
Além disso,
l‘(O) ‘a Z(O) =a-,a=a.
Assim,
VxizY], = [Vx.1zY]

d —
- % (L;(t)'az(t))*7111}/;:(@.&2(15)

t=0
d

= E(Lg:(t)-aa);,éyx(t)'aa

= [VxY], +[VzY],.

o)== ([ 1ato))

—_—
t)

d _
+ E (Lg-az(t))*,}tn'az(t)

t=0 t=0

Seja f € C*(M), a curva

é tal que @(0) =a e @'(t) = fX. Logo,
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VixY]e = [Vix,Y]
d a
= dt (L(p(t)) 2Y. o(t) o
d a —1
= %( o)) ma YD) »
d, . dt
. dt(LI(t))*“ O
_ 4 Lo, )y - t
- d_t”( x(f))*,a z(t) * f(ﬂ?( )) o
= [f(vXY)]a
O que mostra a linearidade de VxY em X. Ademais,
Vx(Y+2)l, = [Vx.(Y +2)]
d
= L3 ea(Ye Z
dt< )ea(Ya) + Zow) -
d _ d, .
= dt(La ) (Y'Z(t)) o d_(L )* a(ZZB(t)) o
= Vx,Y+Vx 72
= [VXY]a + [VXZ]Q N
Por fim,
Vx(Y)l, = Vx(fY)
d _
= E(L;(t))*,}z (@(t)) Y o
= —f( () (L z(t));}zyx(t)
t=0
= CH@)| Vet fla) (L) i
A dt" e/ wate®]
= XofYo+ f(a)(Vx,Y)
= [(XNHY], +[f(VxY)],
[ |
Proposicao 2.1.2. Introduzindo coordenadas locais x',..., 2" em uma vizinhanca de

a € M, nos obtemos as componentes dos simbolos de Christoffel I' da conexao V.
(2 0 y)'
_ 1! ! = — a
Vo) =T @ Ty =~ ||

0
em que 0; = 55 Pare todoi € {1,...,n}.
xl
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Demonstragao:

De fato, trabalhando em coordenadas locais, temos x = (z!,...,2"), com a =

0=1(0,...,0). Sejam

~
1‘l)(s) = (07 ’07\5‘;_/7 O’ 707)
j
temos que
Y(0)=0=a, v(0)=0
11’(0) =0= a, 1~l)/<0) * a]
Ora,
Py Pa)-v(s)
Or 0y |,y Otds a0
ik 2.)
= Lo o(s) 2.1
dtos Y P—
d
= _( v )*,aa'
dt v ! t=s=0
Note que,
a -1 d a
(Ly)alLy)ads = 05 = 7 ((L5)za(L50)4a0s) |, = 0
portanto,
d a - a a d a
o (Lyw)es - (L)wad] o+ (L)os - = (Ly)wadl],_, = 0.
Assim
d a d a
V05|, = ( ) 0, =— %(Ly(t))*ﬂaj (2.2)
t=0 t=0
Decorre entao das equagoes (2.1) e (2.2) que
0*(x - y)
Vo, 03], = — Oridy e
[ |

A seguir, apresentamos o conceito de holonomia que vem a ser uma ferramenta

poderosa para obtermos variedades geodulares.

Definigao 2.1.3 (Holonomia). Seja M uma estrutura loopuscular. A operagao
h(a,b,c;x) = h*(b,c)x = (L) L2 Lix
¢ denominada operacao de holonomia elementar. A transformacao
he(b,e) = (Lg) ' LeLy

¢ chamada de transformacao de holonomia elementar.
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Defini¢ao 2.1.4 (Curvatura Nula). Seja M = (M, L) uma estrutura loopuscular. Dize-
mos que M tem curvatura nula se, e somente se,
LY =Llo LY.

Decorre da Definigao (2.1.3) e da Definigao (2.1.4) que M tem curvatura nula se,

e somente se, h®(b,c) = Id.

Proposicao 2.1.5. Seja M = (M, L) uma estrutura loopuscular. M tem curvatura nula

se, e somente se, x -, (LY)'w =z, wVr,y, z, we M.

Demonstragao:
De fato,
Iy = Liol! & Lio(I)" = L
& Llo(LY)'w = Liw
s oy () w = z,w

[ |
O préximo resultado nos garante que todo loop suave gera de forma tinica uma

variedade loopuscular de curvatura nula.

Teorema 2.1.6. Todo loop suave (M,U,-), cujo elemento neutro denotaremos por e,

gera de maneira unica uma variedade loopuscular de curvatura nula, U = (U, L), tal que
L(z,e,y) =z -y.
Demonstragao:

Seja U como acima e defina a operagao parcial

L: UxUxU — U
(@ay) = x-(L)'y

Afirmamos que U = (U, L) é uma variedade loopuscular. De fato, seja a € U qualquer,

vamos mostrar que U* = (U, U,,-,) é um loop suave cujo elemento neutro é a, em que

roy =Ly =L(x,a,y) e U, =UnNLy,(U).
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L% é bijetiva, Yz € U,. De fato, (L2)~! = (L?):

Lolgy = Lz

LyLiy = Li(a-(La)™")y

Naturalmente, definimos translagao a direita Rjr = Lyy = x - (L,) 'y, para todo
z,y € U,. Note que Ry = R,\, ¢ uma bijegao. Concluimos entao que Ly e Ry sdo bijegoes

para todo z, y € U,. Resta mostrar que a é elemento neutro de 4. De fato,

L(a,a,x) = a-(Ly) 'w
Lo(L,) 'z

= T

L(xz,a,a) = z-(Ly) 'a

8 8 8

Portanto, 4 é um loop. Como tomamos a € U arbitrariamente, obtemos que U*
é um loop Va € U, i.e., U é uma estrutura loopuscular. I/ tem curvatura nula. Afinal,

LYa = L2o L%,V x, vy, za € U, tal que as operagoes facam sentido. De fato,

LZol¥% = Li(z-(L,)'a

= LY%a
Mostremos agora que U é a unica variedade loopuscular de curvatura nula gerada pelo

loop (M, U,-). Suponha que U’ = (U, L’) seja uma variedade loopuscular com curvatura
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nula gerada por (M, U, ) tal que L'(x,e,y) =z - y. Isto é,

LI': UxUxU — U
(z,a,y) +— L'(z,a,y)=Llv=x-qy

é uma operagao parcial que satisfaz x -, y = x -, (L/?) 1y, ver Proposigao 2.1.5, para todo

x, Yy, 2, a € U tais que a operacao faca sentido. Em particular, para z = e, temos:
L(zv,a,y) =x-0y=x-(Ly) 'y = (L) 'y = L(z,a,y),

pois L(z,e,y) = L'(z,e,y), para todo x, y € U tal que x - y estd bem definido. Portanto,

U =U'. O que conclui a demonstragao. [ |

2.2 Estrutura Geoodular Natural de uma Variedade

com Conexao Afim

Na presente secao, apresentamos o conceito denominado Estrutura Geoodular
Natural. Além disso, apresentamos a demonstracao de que tal estrutura coincide com
a variedade geoodular cujo todos os édulos sao candnicos. Iniciamos o nosso estudo,
definindo duas operagoes diferenciaveis parciais em M que dard a esta variedade uma
estrutura de variedade geoodular.

Seja V uma conexao afim de uma variedade suave M. Definimos em (M,V) as

seguintes operagoes parciais.

L(z,y,z) =LYz =1,z :=exp, ot o (exp,) 'z

(2.3)
wi(y, 2) = tyz := expy(t(exp,) ' 2)

em que exp, ¢ o mapa exponencial em z, ¢ : T,M — T, M denota o transporte paralelo
ao longo de uma geodésica que liga y a x. Note que podemos tomar uma vizinhanca
de y tal que esta geodésica seja tnica. Ademais, decorre do teorema de dependéncia
diferenciavel com respeito as condicoes iniciais que as as operacoes definidas acima sao

diferencidveis.

Observacao 2.2.1. Chamamos atencdo que as exp, e Exp, denotam funcoes distintas.
O mapa exponencial da variedade (M, V) serd denotado por exp,. Enquanto que o mapa
exponencial de um loop suave (M,U,-) dado como na Defini¢ao 1.4.5, pdagina 20, serd
denotado por Exp,. Sob determinadas hipoteses, veremos que estes mapas coincidem.

Ver Teorema 2.2.4, pdgina 35.

Lema 2.2.2. Sejam (M,V) uma variedade com uma conexao afim, x, y € M e T o

transporte paralelo ao longo da geodésica que liga y a x. Obtemos que (LY)., = T¥.
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Demonstragao:

De acordo com nossas hipéteses,
L(z,y, z) = exp,T(exp,) "z

é diferenciavel. Além disso, decorre da linearidade de t¥, que

(LY)uy = (e2Pe) e 0 Th 0 (€D )y
Visto que
(expy)sp = Id e (ea;py);; =1d
obtemos, (LY),, = Y. [

Teorema 2.2.3. Sejam (M,V) uma variedade diferencidvel com conexdo afim, L, w;
operacoes diferenciais parciais dadas por:
L(z,y,2z) = z-,2 = exp,oTlo(exp,) 2
wi(y,2) = t,z = expy(tlexp,) '2).

Entio, M = (M, L, (wy)ier) € uma variedade geoodular. Tal variedade é chamada de

(2.4)

estrutura geoodular natural de (M,V).

Demonstragao:
Para demonstrar o desejado, devemos mostrar que M é uma variedade odular

que satisfaz as identidades geoodulares. Assim, seguiremos o seguinte roteiro:

e Fixado um a € M, mostraremos que M?® é um loop suave, i.e, M é uma variedade

loopuscular;

e Fixado um a € M, mostraremos que M* é um 6édulo suave, ver Definicao 1.3.5,
concluindo que M é uma variedado odular;
e Por fim, mostraremos que M satisfaz as identidades geoodulares.

Mostremos que para qualquer a € M fixado, existe U, tal que (M, U,, -,) é um loop suave

cujo é elemento neutro é a. De fato, defina o mapa

f: UxUCMxXM — M

(z,y) = Ly
em que U é uma vizinhanca de a tal que exp, é um difeomorfismo local para todo x € U.
Note que escrevendo x e y em coordenadas locais z = (x!,...,2"), y = (v},...,y")
obtemos:
df (z,y) = (i(ea:px'to (expo)ty)’ i(expx’to(wpo)ly)i)
oxJ v oyl *
df(0,0) = (i(expm’to(empo)l())i i(expoftg(expo)ly)i> ’
oxJ v Oyl

= <[n|[n)
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em que [, é a matriz identidade de ordem n. Fixado x € M, defina

fa::f|{x}><R”: R* - M
y = Ly

Ora, df (0,y) = ([*]|I,) em que [*] é uma matriz invertivel para y em uma vizinhanca de
0, portanto df(0,y) é sobrejetiva. Decorre do teorema da funcao inversa que df,(y) é um
isomorfismo. Consequentemente, existe vizinhanca aberta \7,1 de 0 tal que fx|/‘7a : 17,1 —
f2(V) é um difeomorfismo. Portanto, L& : V, — L%(V,) é um difeomorfismo, em que
@(V,) =V, e @ é uma carta de M com ¢@(0) = a.

Analogamente, fixando y defina

Gy = flenxgy: R* = M
r — Rjx=Ljy

Ora, df (z,0) = (I,,]*) em que [*] é uma matriz invertivel em uma vizinhanga de 0, portanto
df (x,0) é sobrejetiva. Decorre do teorema da funcao inversa que dg,(x) é um isomorfismo.
Consequentemente, existe vizinhanca aberta W, de 0 tal que gyl W, — gy(VIN/a) ¢ um

difeomorfismo. Portanto, Ry : W, — Ry (W,) é um difeomorfismo, em que @ (W,) = W,,.
Assim, U, = V, N W, é uma vizinhanca aberta de a € M tal que

Le: U, — La(U,)

x

R : U, — R%(U,)

sao difeomorfismos.

Facilmente verificamos que a € M é elemento neutro de (M, U,, -,). De fato,

L(z,a,a) = z-,a
exp, o T o (exp,) ta
expo12(0,), 0, € T,M
exp,(0;), 0, € T, M

= T

L(a7a7y) = Q-qY
exp, o T o (exp,)ty
exp, o (expy)ty

Portanto, (M, U,, -,) é um loop suave.
Mostremos agora que fixado a € M, M* = (M, U,, 4, Z,, %) € um 6dulo suave.
A operagao wy(a,x) =t *, v = t,x é diferencidvel pois é composta de fungdes

diferenciaveis.
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Mostremos agora que existe Z, D [0,1], tal que se x € U,, entdao wy(a,z) esta

definida para todo t € Z,,. Note que

wo(a, ) = expy(0(exp,) " )
exp,(0)

= a

wi(a,z) = expy(1l(exp,) ")
expq((exp,) ')

= T

Como U, ¢ vizinhanga normal de a, visto que exp, ' estd bem definido em U,, e {w;(a, z) }1er
é a geodésica que passa por a e z, entao wy(a,x) estd bem definida Vo € U,, Vz € U,,
Vt € [0,1]. Tomando uma vizinhanga aberta U! C U,, se necessario, podemos extender
w¢(a,x) a um aberto Z, de modo que esta aplicacdo esteja definida para todo z € U,

para todo t € Z,. Verifiquemos item por item da Definigao 1.3.5 (ver pagina 16):

1. tyx - ugx = (t +u)gz, com t, u € Z,, x € U,.

De fato, definindo @(u) = t,z - u,x, temos

Q(u) = tur-ux

a -1
eTPy e © Tf , © (€TPa) ™ U

1

exPr,e © TL , 0 (expq expy(u(expy,) 1x)

= cxpr,a(uty,,(expa) ' 7)

Deste modo, ¢'(u) = (L?p(u))*ﬂ(e:vpa)_lx). Portanto, decorre do Lema (2.2.2)

@(0) =tz
(p/(O) = (L?ax)*ﬂ(expa)_l = Tix(expa)_l
Por outro lado, definindo P (u) = (¢ 4+ u),x, obtemos

P(u) = expa((t +u)(ezpa) ' x).

Assim, V'(u) = (Lé(u))*va(exp“)*lx. Decorre também do Lema (2.2.2) que

P(0) = exp,(t(exp,) 'x) =tz
W'(0) = (L) )walexp®) "o = T¢ 4 (expa) '@

Assim, @(0) = P(0) e ¢’(0) =1’(0) o que implica que @(u) = P(u) (pois @(u) e
@ (u) descrevem geodésicas), i.e. t,T - uex = (t + u),x
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. ta(ugx) = (tu)qzx, com t, u € Z,, x € U,. De fato,

ta(uaw) = ta(expa(u(ezpa)™)z)
expa(t(expy) texp,(u(exp,) ™))
exp(tu(erp,) ')
= (tu),x

. 1x,x =2, Vo €U, De fato,

Lx,z = expa(l(exp,) )
= expy((expy) ')

= .
. tya = a ¥t € Z,. De fato,

ta = expa(t(erps)ta)
exp,(10)
exp,(0)

= Q.

. Fixex e U, esejay, : Z, = M, v.(t) = wi(a,z). Note que v, (t) é uma geodésica
que passa por a e x (ver equagoes (2.5)). Consequentemente, vy, é um merguho para

todo z € U,.
. Sejam vy, (t) e vz(t) geodésicas dadas por:

Y2(t) = wy(a,x), t € Z,, x € U,
va(t) = w(a, ), t €Z,, T € U,

Defina I', = {v.(t);t € Z,} e I'z = {yz(t);t € Z,}. Tais curvas, v.(t) e yz(t),
sao geodésicas que passam por a e x, € a e T, respectivamente. Suponha que
I, NIz # {a}, i.e., que existe z € ', N Tz, com z # a.

Digamos que z = vy, (to) = yg,;(t/(\)), para algum to € Z, e &y € Z,. Como z, y, z € Uy,

U, vizinhanca normal de a, temos que

r, =TIs | (2.6)

Ttg to

em que
Loy = {Va(t);t € Ty et <to}
s, ={ys € Zaet <to}.

Caso contrario, terfamos dois segmentos geodésicos distintos contidos em uma vizi-

nhang¢a normal de a ligando a a z.
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Decorre da equagao (2.6) que v.(t) e yz(t) sdo geodésicas que partem do mesmo
ponto e possuem a mesma direcao no instante ¢t = 0. Portanto, I', C I'zouI', D I';.
Caso contrario, teriamos duas solugoes distintas para a equacgao diferencial ordindria
de 1
— =t(exp,)” %, 0) =a.
o = tleapa) ®(0)
Absurdo.

Até entao mostramos que para todo a € M, M* = (M, L%, (wy, )i, er) ¢ um R-
6dulo, i.e., M é uma variedade R-odular. Para concluir que M = (M, L, (w;)¢er) é uma
variedade geoodular, resta mostrar que M satisfaz as identidades geoodulares.

1 identidade geoodular:

Sejam ¢, a, x € U,; t, u € R tais que as operagoes facam sentido. Entao,

Lig (L7 = Lig(erpua o T, 40 (expe) ™ (7))

tea Ul

Uc

€TPtea © Thty © (€TPuca) ™ © €TPya © Ty o © (€2pc) ™ (2)
exPy.q © Ty 0 T, 0 (exp.) ' (z)
€TPy.q © T q © (€xpe) " (2)
= Li,r
2% identidade geoodular:

Sejam ¢, a, x € Uy; t, u € R tais que as operagoes facam sentido. Entao,

Le(ter) = LE(ewpe(t(exp.)™')x)

exp, 0 T, o (expe) ' (expe(t(expe) )z

exp, o t1¢ o (exp.) ! (x)

expa(t(exps)™") o expa 0 T; 0 (exp.) ' (2)

= t(L5(0)).
O que conclui a demonstracao. [
A préxima proposigao € essencial para a demonstracao do resultado central deste

capitulo, a saber, que existe uma variedade geoodular que coincide com a estrutura geo-

odular natural de uma variedade dotada de uma conexao afim.

Teorema 2.2.4. Seja (M, V) uma variedade com uma conexao afim. A conexdo tangente
afim ¥V da estrutura geoodular natural de (M,V) eriste e coincide com a conexdo afim
V. Além disso, o mapa exponencial em a € M com respeito a V coincide com o mapa
exponencial com respeito ao loop (M,U,,-,) da estrutura geoodular natural para todo a €

M, i.e., exp, = Exp, Ya € M .

Demonstragao:
Decorre do fato de (L%)., = % (ver Lema 2.2.2, pagina 30) que, caso exista a

conexao tangente afim da estrutura geoodular natural, esta é definida por:
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— d
VY = {E[(Ls(tﬂz,(lzy;/(t)]}
t=0

- {Sm Y}

= VyY

Mostremos agora que o mapa exponencial Exp de (M,U,,-,) (ver Definicao 1.4.3, pagina

1

20) coincide com o mapa exponencial de (M, V) em a € M. Visto que t,x = exp,(t(exp,) ')

(ver (2.3), pdgina 30) temos,

%(tw’lﬁ) = %(expa(t(eﬂfpa)_l)l)

= 7. (ep;x)

= (Lf,)wa((ezpa) " )

Fazendo (exp,) 'z = X, temos que t,x = exp,(tX), logo

d a
%(empa(tX>) = (Leacpa(tX))*ﬂX? e:Epa(O) = a.

O que implica que exp, é a aplicagao exponencial Fzp, definida em M* = (M, U,,-,). B
Para podermos enunciar o proximo Teorema, antes devemos fazer algumas de-

finicoes.

Definigao 2.2.5 (Variedades Geoodulares Coincidentes). Sejam M = (M, L, w;) e M =
(M,z, W) duas variedades geoodulares. Diremos que M e M coincidem se para todo
a € M existe uma vizinhanga aberta V, de a na qual as operagoes de ambos sejam iguais,
i.e.,

L, =L y

a

Wely, = Wiy,

Facilmente verificamos que coincidir é uma relacao de equivaléncia. Chamare-
mos de germe da variedade geoodular (M, L, w;) a classe de equivaléncia [(M, L, wy)].
Observe que se duas estruturas (M, L, w,), (M, L, ®;) estdo no mesmo germe, entao suas
conexoes tangentes afins sao iguais, i.e., V = V. Afinal, tais conexodes foram definidas por

uma derivada que é uma operacao local.

Teorema 2.2.6. Sejam M = (M, L, (w;)er) uma variedade geoodular e M= (M, L, (Wy)ier)
a estrutura geoodular natural de (M,V), V a conexao tangente afim de M. Entio M

coincide com M.
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Demonstragao:
Mostremos que T = (LY),, é o transporte paralelo relativo a V ao longo da

curva t,z (0 <t < 1) que liga y a x. Decorre da primeira identidade geoodular, que

Litruy,e © Luye = Ligyu),o

0 que nos garante que

(Luyx )yr)*,y © (Ly )*,y = (LZ(Jt-i-u)yx)*,y?

(t+u Uy
ie.,
T uyye © Toyr = Tletu)ye (2.7)
Em particular,
= (1) (2.8

Tome um campo de vetores Y paralelo ao longo da curva t,x (0 <t <1). Assim,

- tyx —1 -
%(tym)y - a( (iIJFU)yI) Yv(t+u)yx 0 =0.
Ora, para @(u) = (t + u),z, temos que
¢(0) = tyx
d d
—o(u) = ()
du o At
Portanto, usando as equagoes (2.7) e (2.8) temos:
_ y \—1 2ty -1
0 = (Ttya;) du (T(Lu)yx) Yv(tJru)yx o
) e (T, )Y
du" e (t+u)yx (t+u)yz o
d
_ Yy -1
o du (T(t—i—u)yx) (t+u)y —o
d _

Consequentemente, (T?yz)_lYtyx =(C =Y, parat =0 (C uma constante). Pondo ¢t =1,
temos TVY, = Y,, afinal
Y, = (. Y
Tg(TZyx)Ytym
Y0
(TF,2) " Ve

= Y., parat=1.
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Isto significa que T¥ é o transporte paralelo ao longo de ¢,z (0 <t < 1), curva que liga y
ax.

Vamos agora mostrar que as curvas t,z (0 < t < 1), e apenas estas, sao localmente
geodésicas para a conexao tangente V. Derivando a equagao dada pela monoassociativi-

dade por u, temos. p p
@((t +u)yr) = (L?t-i-u)yz)*’y@(uyx)
para u = 0 temos,

d d . d d
E(tﬂ) = T, @(ny) = () 1&(%95) = @(Uﬂ)

Portanto, o campo de vetores 4(t,z) é paralelo ao longo da curva t,z (0 < t < 1).

Consequentemente, t,x (0 <t < 1) é uma geodésica e em uma vizinhanca de y temos
d
tyr =exp,(tX) (0<t<1)com X = E(tyx).

Em particular, decorre do fato de exp, ser invertivel, que se x = exp, X, entao existe uma
geodésica da forma t,x, partindo de y na diregao X.

Portando, qualquer geodésica em alguma vizinhanca de um ponto arbitrario y é
da forma

tyr, (0<t<1)

wy(y, x) = t,x = exp,(t(exp,) 'x) = Wi(y, z). (2.9)

Diferenciando a segunda identidade geoodular
Lityz =t,LYz,

em relacao a t, temos
(L)wry=(ty2) = (taL32) -
Para t = 0, temos
(LY)sylexpy) ™2 = (t.L¥z)i—
= ewxp,' LYz
portanto

LYz = (exp, o T¥ o (exp,) ')z = L(x,y, 2). (2.10)

As equagoes (2.9) e (2.10) mostram que a variedade geoodular coincide (ao menos local-
mente) com a estrutura geoodular natural de (M, V). Portanto, as curvas y,(t) = t.a sdo
geodésicas para V, assim, a estrutura geoodular é uma restricao da estrutura geoodular

natural. Logo, a variedade geoodular maximal coincide com a estrutura geoodular natural
dada por (M, V). |
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O Teorema 2.2.4 e o Teorema 2.2.6 estabelecem uma correspondéncia biunivoca
entre as categorias da variedades diferencidveis dotadas de uma conexao afim (M, V) e os

germes de variedades geoodulares [(M, L, w,)].

Observagao 2.2.7. Alterando a definicao de loop suave de modo que - : M x M — M
seja parcial, realizando 0s ajustes necessarios na teoria, € possivel selecionar para cada
germe uma estrutura geoodular maximal, levando assim a uma correspondéncia entre as
categorias das variedades diferencidveis dotadas de uma conexao afim e as variedades

geoodulares mazimais. Ver [Sab99|, pdginas 50-51 e 137-139.



Capitulo 3

Estruturas Diodulares e Estruturas

Holonomiais

No presente capitulo, apresentaremos a teoria que resta para abordar variedades
discretas utilizando-se de estruturas algébricas. Devido a falta de um espaco tangente
que seja localmente difeomorfo com a variedade em questao, introduziremos um con-
ceito algébrico denominado Variedade Geodiodular que nos permite calcular propriedades
geométricas, tais como curvatura e torcao.

As principas referéncias utilizadas neste capitulo foram o livro [Sab99] e o artigo

[NSa00].

3.1 Estruturas Geodiodulares

Dada uma variedade diferenciavel dotada de uma conexao afim, (M, V), podemos

definir uma operacao diferencidvel parcial ternéria

N: MxMxM — M
(v,9,2) = eapy[(exp,) 'z + (exp,) 2]
Para simplificar a notacao, denoratemos N (z,y, 2) = x+,z. Verifica-se que se (M, L, (w;)ier)

for a estrutura geodular natural de (M, V), M = (M, L, N, (w;)cr) possui as seguintes
propriedades:

1. (M, N, (wy)ier) é uma variedade geodular;
2. tyN(z,a,y) = N(t,z,a,t,y).

Ver [Sab99], pagina 135. A demonstragao da validade dessas propriedades é andloga a
demonstracao do Teorema 2.2.3, pagina 31.

Ora, a operacao +, trata-se da imagem do mapa exponencial da soma de dois
40
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vetores em T, M, i.e., +, associa a pontos da variedade uma adicao que esta definida em
T.M. Deste modo, obtemos que o loop suave (M,U,,+,) é associativo e comutativo.

Devido as observagoes acima, podemos definir as seguintes estruturas algébricas.

Defini¢ao 3.1.1 (Didédulo). Sejam G um conjunto nao vazio e K um anel com unidade.
Sejam - e + operacoes bindarias em G e x uma multiplicagao por escalar, cujo escalares
sao tomados em K. Dizemos que G = (G, -, +,*) é um K-diddulo se, e somente se,
(G,-,%) e (G, +,*) sio K-6dulos. Quando K estiver subentendido, diremos apenas que G
¢ um diodulo. Se (G, +,*) em particular for um K-mddulo (espago vetorial caso K seja

um corpo), G é denominado diédulo linear.

Defini¢ao 3.1.2 (Estrutura Diodular). Sejam K um anel, M um conjunto néao vazio, L,

N e w; operacoes que denotaremos por:

Lz,y,z) =Llz=x-y2, Vo, y, z€ M
N(z,y,z) =Nlz=x+,2, VYV, y, z€ M

wi(a,z) =t*, x =t,x, VYa, v € M, Vt € K

M = (M,L,N,w;) é uma estrutura diodular se, e somente se, para todo a € M,
M = (M, 4, +a,*%,) € um K-diddulo tal que a é elemento neutro de (M,-,) e (M, +,).
Quando M*® for um K-diodulo linear para todo a € M, diremos que M é uma estrutura

diodular linear

Definicao 3.1.3 (Estrutura Geodiodular). Uma estrutura diodular (linear) M € dita
estrutura geodiodular (linear) se para cada a, b, v, y € M, t, u € K as sequintes
identidades

Lieb LY = Ly ,o (Primeira Identidade Geoodular)
Lytab = LLjx (Segunda Identidade Geoodular)
to(N(z,a,y)) = N(tux,a,tyy) (Terceira Identidade Geoodular)

sao satisfeitas.

As definigoes seguintes sao estruturas algébricas definidas em uma variedade di-

ferenciavel.

Defini¢ao 3.1.4 (Di6édulo Suave). Seja M uma variedade diferencidvel. Dizemos que
M = (M,U,-,+,%) € um diédulo suave quando (M,U,-,*) e (M,U,+,%) sao ddulos

suaves cujo neutro das duas estruturas coincidem e serd denotado por e.

Definicao 3.1.5 (Variedade Diodular). Seja M = (M, L, N,w;) uma estrutura suave

em que L e N sao operacoes diferencidveis parciais terndrias e wy @ M x M — M
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(t € R) € uma familia de operagoes diferencidveis parciais. M € dito uma variedade
R-diodular (ou apenas variedade diodular), se para todo ponto firado a € M, M, =
(M, Uq, 4, +as *a) € um K-diddulo suave cujo elemento neutro € a e as operagoes -, +4 €
*q Sa0 dadas por:

vy = Lyy=L(z,ay)

T +.y =Ny = N(z,a,)

txg = wy(a, )
para todo x, y € Uy, t € R tais que as operacoes L*, N* e w; facam sentido. Se M® for

um diodulo linear para todo a € M, M ¢é dita uma variedade diodular linear.

Observacgao 3.1.6. A definicio acima pode ser generalizada substituindo R por uma

algebra R-linear K.

Uma variedade K-diodular M = (M, L, N, (w;):ek) ¢ dita geodiodular se adi-

cionalmente M satisfaz as identidades geoodulares, ver Definicao 3.1.3 pagina 41.

Teorema 3.1.7. Sejam (M, V) uma variedade diferencidvel com conexao afim, L, N e

wy operacoes diferenciais parciais dadas por:

L(z,y,2) = x-yz = ewxp,otdo(exp,) 'z
N(LE, Y, Z) = THyz = €Ipy[(€$py)_1x + (el'py>_12] . (31)
wy(y, 2) = 1,z = expy(t(expy)*lz)

Entao, M = (M, L, (w;)icr) € uma variedade geodiodular. Tal variedade é chamada de

estrutura geodiodular natural de (M,V).
A demonstragao do teorema acima é analoga a demonstragao do Teorema 2.2.3.

Teorema 3.1.8. Sejam M = (M, L, N, (w;)icr) uma variedade geoodular, V a conexdo
tangente afim de M e M = (M, L, N, (®;)cr) a estrutura geoodular natural de (M, V).
Entdo M coincide com M.

Demonstragao:
Na demonstracao do Teorema 2.2.6, pagina 36, demonstramos todas as condigoes

suficientes para verificar o desejado, exceto que

N(z,y,z) = expy(expy’lx + e:r;p;lz) = N(x, Y, 2).

A terceira identidade geoodular nos garante que

tyN(z,y,2) = N(t,z,y,t,2).



43

Aqui utilizaremos a seguinte notacao:
Y — Y Y — Y
NY,x = N}z, NJz=N]z

Derivando, obtemos

d

d d
E(tyN(% Y, Z)) = (N?,Jtyz)*iyx%(tyx) + (Nzéyyxf)*,tyza(tyz)

em t = 0, temos

€$p;1N(l', Y, Z) = (Ny )*,yexpzjlﬁ + (Ni.)*,yempy_lz.

»Y

Afinal,
d d .
—(tyN(z,y,2)) = —(eapy(t(exp,) " N(z,y,2))
dt t=0 dt t=0
= (exp,) 'N(z,y,2)
Levando em consideragao que NY w =w e N w = w, obtemos
(V) = (Ny )uy = Id.
Finalmente,
N(z,y,2) = eacpy(exp;lx + expglz).
O que conclui a demonstragao. [ |

O teorema acima nos permite trabalhar de forma puramente algébrica as varie-
dades com conexao afim e alguns objetos a elas associados. No caso do espago tangente
em a € M, T,M, de (M,V) temos que o édulo suave (M,U,,+q4,%*,) é 0 equivalente
algébrico do espaco tangente T,M. Ainda neste capitulo, apresentaremos outros con-
ceitos geométricos de forma puramente algébrica, permitindo deste modo trabalhar com

variedades discretas.

3.2 Odulos e Diédulos Holonomiais

Definicao 3.2.1 (Odulo Holonomial). Seja G = (G, -, %) um K-édulo e

h: GxGxG — G
(a,b,x) +— h(a,b)x

uma operagao terndaria tal que h(a,b) é uma fungao bijetiva. (G, h) é um édulo holono-

maal se h(a,b) satisfaz:
1. h(a,b)tz = th(a,b)z;

2. h(a,a - ub)tb = l(a,ub)tb;
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3. h(a-tb,a-ub)h(a,a-th)x = h(a,a - ub)x;
4. he,b)xr = .
Em que a, b, e, x € G (e elemento neutro de G) et, u € K. Ademais,
I(x,y) = (Lyy) o LyoL,
é dito o assoctador de G.

Lema 3.2.2. Seja G = (G, h) um ddulo holonomial. Entdo
h(a,a) = Id.

Demonstragao:

Sejam a, b € G arbitrarios. Do item 2 da Definicao 3.2.1, temos que:

h(a,a)b = h(a,a-0b)1b
l(a,00)1b
l(a,e)b
(Lawe) ' LaLeb
(L) Lab
b

Y

i.e., h(a,a)b =0, para todo a, b € G. Ou seja, h(a,a) = Id, Va € G. [ |

Proposicao 3.2.3. Um ddulo holonomial (M, h) define uma estrutura geoodular dada

por

L({L‘, a, y) =T q¥y = Lxh(a7 x)(La)ily

wt<a7 y) =1y = Lat(La)ily
Reciprocamente, dada uma estrutura geoodular M = (M, L,w;) dotada da holonomia
elementar

h(a,b)x = h¢(a,b)x = (L{) ' L{Ltx
(M, h) € um ddulo holonomial.

Demonstragao:

Seja a priori (M, h) um 6dulo holonomial com M = (M, -, %) cujo elemento

neutro é e. Ora,

L(z,e,y) =x-y= Lyh(e,z)(L.) 'y = Lyy
wy(e,y) = Let(Le) 'y =t xy.
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Mostremos que M, = (M, -4, *,) é um édulo para cada a € M.

a

¢9. Como as

Fixe um a € M arbitrdrio. Denotemos Ly = L(x,a,y) e Rjx = L
funcoes L., L, e h(a, ) sao bijetivas, L% = L,h(a,z)(L,)"" é bijetiva.

Mostremos agora que R} ¢ uma bijecao para todo z € M. Note que
Ry = Lyh(a, y)a\z.
Seja ¢ € M o tnico tal que a - ¢ =y, entao

Rly = Lyh(a,a-c)a\x

Ly(l(a, c)a\z)
Ly(Lge) tLyLea\x
= Ly.L.a\x.

Logo, sejam 1,15, c1, o tais que

a-C =Y
e Lylh(aa yl)a\x = Lyzh(avyZ)a\x7
a-C=1Y2

para um x € M fixado, temos que
L,L.a\x = L,L.,a\z.
Portanto,
Le,a\x = Le,a\x = Rap\o¢1 = Ra\oC2 = ¢1 = ¢z
e, consequentemente,
Y1 = Y.

Ou seja, RS é injetiva para todo x € M.

Mostremos agora que R% é sobrejetiva para todo z € M. Seja y € M, existe c € M tal

que
y=a-c.
Tomes d € M tal que
c=d-a\z,
e seja
f =a- d7
temos

Rif = LgLga\x
Ly(d-a\x)
L,c
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Portanto, RS é sobrejetiva para todo x € M.
Note que a é elemento neutro de (M, ). De fato, seja b € M tal que a-b =z

temos:

L(z,a,a) = Lyh(a,z)L; a
L.h(a,x)e
Lawh(a,a-b)0b
LasL - LoLye
Lq(b - €)

L.b

= T

L(a,a,x) = Lgh(a,a)L'z
L,IdL; 'z
L,L;'x
=z
Portanto (M, -,) é um loop. Para concluir que M, é um 6dulo, resta mostrar os
itens 1, 2, 3, e 4 da Definicao 1.2.1, pagina 13.

1. tyw - ugr = (t + u),x. De fato,

to® g U = Lyoh(a,ter)(Ly) tugx
Li,t(pa)-1ah(a, Lat(La) " @) (Le) 'L U(L )l
Li.tpa)-1ah(a, a - t(Ly) "' a)u(L )
L) ol(a,t(La)~ )u( )
Laut(La)*lac(Lat(La) 12)” 'L L( Lg)~1 (La)ilx
Lo((t(La) ™ ) + (u(La) ™))
Lo((t +u)(Ly) ')

= (t+u).x

2. to(ugx) = (tu),z. De fato,

ta(ua) = ta(Lau(Lai

3. 1,z = z. De fato,



47

4. t,a = a, Vt € R. De fato,
taa = Lut(L,)7?
= Lq(te)
L,e

= a

Portanto, (M, L,w;) é uma estrutura odular. Para que (M, L, w;) seja uma estrutura

geoodular, basta mostrar que satisfaz a primeira e a segunda identidade geoodular.

1% Identidade Geodular:
Lyt Ly e = Lig(tad- hla, tab)(Le) ™)

= Ugb - h(tab, ugb)(Lip) "t (tab - h(a,t,b)(Ly) 1)
g - h(tyb, ugb)(Lip) (L, bh(a tab)(Lo) ')
ab - hltab, wab)o(a tab) (L)
ugb - h(a,ugb)(Ly) tw
Ly ph(a,ugb)(Ly)ta

= Ly

2% Identidade Geodular:
Liw(a,b) = LE¢(Lat(Ly) ')
Lyh(a,b)(Ly) ' Lat(Lo) 'z
Lyt(Ly) ' Lyh(a,b)(L,)
Lyt(Ly) "t Lix
= wy(b, Lix).

Portanto, (M, L, w;) é uma estrutura geoodular.

Reciprocamente, sejam M = (M, L, w;) uma estrutura geoodular e
h(a,b) = h%(a,b)x = (L§) ' L{Ltx

mostremos que (M€ h) é um 6dulo holonomial. Como M é uma estrutura geoodular,
em particular M¢ é um 6dulo. Basta mostrar que (M€, h) satisfaz os itens 1, 2, 3 e 4
da Definicao 3.2.1, pagina 43. Nas equacoes abaixo utilizaremos as seguintes notagoes:

T-Y=2T-.Yyetx=1tr.
1. h(a,b)tz = th(a,b)z. De fato, decorre da 2* Identidade Geoodular que

h(a,b)tz = (L§) 'L{Léwq(e,
(L5) ™' Lywi(a, L
(L&) w, (b, LELE
wy(e, (LE) 'Ly Léx
w(e, h(a, b))
= th(a,b)x

T
T

)
)
)
)
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2. h(a,a - ub)tb = l(a,ub)tb. De fato, decorre da Segunda Identidade Geoodular e da

monoassociatividade que

l(G,Ub)tb = ( aub) lLeLebtb
LLE(ub-tb
) 17 o : (3.2)
(L) Lg((u+1)b)
= (L&) Hu+t)a L.
Por outro lado,
h(a,a-ub)th = (LE,,) 'L, Loth
(LZ-ub)fle.uba tb
(L(ez-ub) 1(& ub - o Q- tb) (33)
(L(el-ub)_1<Lan ‘a Laﬂ))
(L&)~ (ta Lgh -a ta LED)
= (Lgu) H(u+t)aLih

Decorre entao das equagoes (3.2) (3.3) que h(a,a - ub)tb = l(a, ub)tb.
3. h(c-ta,c-ua)h(c,c-ta)x = h(c,c-ua)zx. De fato, decorre da 1* Identidade Geoodualr

h(c-ta,c-ua)h(c,c-ta)x = yrLgte e, (LE,,) P LS, Lex

( cua cua“cta cta c
( cua) 1ngaaLgtaL§
( cua

) 1Lc Lex

cua C

= h(c,c-ua)z

4. h(e,q)xr = x. De fato,
hle,q)x = (L) 'L¢Lix

= X.

O que conclui a demonstragao. [ |

Em se tratando de diédulos, temos a seguinte

Definigao 3.2.4 (Diédulo Holonomial). Sejam G = (G, -,+,%) um diddulo e h uma
operacao terndria em G tal que (G, -, *,h) seja um ddulo holonomial. Dizemos que (G, h)

¢ um diédulo holonomial se (G, h) satisfaz a sequinte equagao:
h(a,b)(z +y) = h(a,b)x + h(a,b)y.
Proposicao 3.2.5. Um diddulo holonomial define uma estrutura geodiodular dada por
L(z,a,y) = v oy = Lsh(a, z)(La) "'y

wi(a,y) = tqy = Lot(Ly) ™ty
N(z,a,y) =z +,y = LE((Lg) " o + (L) 'y)
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Reciprocamente, dada uma estrutura geodiodular M = (M, L, N, w;) dotada da holonomia

elementar
h(a,b)x = h®(a,b)r = (L) *L{L¢x

(M, h) é um diddulo holonomiall.

Demonstragao:

Seja (M, h) um diédulo holonomial. Na Proposicao 3.2.3, pagina 44, mostramos
que (M, L, w;) é uma estrutura geoodular. Para que (M, L, N, w;) seja uma estrutura
gediodular, resta mostrar que (M, N, w;) é uma estrutura odular e que (M, L, N, wy)
satisfaz a terceira identidade geodular.

Fixado a € M arbitrarios vamos mostrar que (M, +,, *,) é um édulo. Seja z € M

fixado temos,
Nyy = Li(a\z+ (L)"')

LENS,(LE) 'y, Yy e M.
Portanto,
Ng = LZ a\:c(Lz)_l'

Como L¢ e N¢

o\ 580 bijecoes, NI é uma bijecao.
Seja Py a translagao a direita de (M, +), ie., P} ¢ uma funcao tal que Pjx =

Niy =z 4, y. Temos que

Pz = Lg((Ly) o +a\y)
LoNGpey-1,0\y, Ve M.

Como Lg e Ni sao bijegoes para todo k € M, temos que Py é uma bijegao.

Para que (M, +,) seja um 6dulo, resta verificar que a € M é elemento neutro de (M, +,).

N(a,a,y) = Lg((Lg) ta+ (L) 'y)
Li(e +a\y)
a-(a\y)
=y

N(z,a,a) = Lg((Lg) 'z + (Lg) 'a)
Le(a\x + e)
~ a-(a\0)

= X.

Logo, (M,+,) é um loop. Vamos agora verificar as quatro propriedades da Definigao

1.2.1, pagina 13.
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L. tox +4 ugr = (t 4+ u)qz. De fato,

to +quqr = LEt(LE) 'a +4 Léu(LS)  x

)T LGH(LE) T e 4 (L) T Lou(Lg) ]

a

2. ta(uqx) = (tu),x. De fato,

ta(uar) = ta((LG)u(Lg) ' x)

(La[t(Le) " Lau(Lg) ™ x])
(L (tu)(Ls)™H)
(

tu) .

3. 1,z ==z.

Demonstracao idéntica ao item 3. da demonstracao Proposicao 3.2.3.

4. Por fim, temos que t,a = a, Vt € R.

Demonstracao idéntica ao item 4. da demonstracao Proposicao 3.2.3.

Portanto, como a € M foi tomado arbitrariamente, (M, +,,*,) é um 6dulo para todo
a € M. Ou seja, (M, N,w;) é uma estrutura odular. Para concluir que (M, L, N, w;) é

uma estrutura geodiodular, resta mostrar a
3% Identidade Geoodular:

L§(N(y,a,2)) = L(Le((Lg) 'y + (L5) '2))

Lgh(a, z)(Lg) " Le((Lg) "ty + (Lg)™'2)

Lgh(a, z)((Lg) "'y + (Lg)~'2)

Lg(ha, z)(Lg) 'y + h(a, x)(Lg) ' 2)
Lg((Lg) ' Leh(a, x)(Lg) 'y + (LS) " L h(a, @) (L) ' 2)
Lg((Lg) ™ Lyy + (Lg) ' Lg2)

= N(Lly,zL%z).

Reciprocamente, seja M = (M, L, N, w,;) uma estrutura geodiodular dotada da holonomia

elementar

h(a,b)z = h®(a,b)x = (L§) ' L{LEx.
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Em particular, M® = (M, -, +¢,%.) = (M, -, +,%) é um diédulo. Na Proposicao 3.2.3,
pégina 44, mostramos que (M, -, %, h) é um 6dulo holonomial. Para mostrar que (M, h)

¢ um diédulo holonomial, resta verificar que
h(a,b)(z +vy) = h(a,b)x + h(a,b)y.
Ora, decorre da 3% Identidade Geoodular que

h(a,b)(x +y) = (L§)'LYLEN(z,e,y)

(L5)~

(LY)'L¢N(Lex, a, Liy)

(L) N(L§ Lo, b, L L5y)
N((L)) L, e, (L§) ' L§ Ley)
N(h(a,b)z, e, h(a,b)y)

= h(a,b)x + h(a,b)y.

O que conclui a demonstragao. |

Teorema 3.2.6. Sejam M = (M, L, N, w;) uma estrutura geodiodular e
h(a,b) = h®(a,b) = (L;) "' LyLg

a transformagao de holonomia elementar em e. Entao, a estrutura geodiodular M =
(M,[N/,N, ;) coincide com M, em que

L(x,a,y) = Lsh(a,z)(Lg)y

N(w,a,y) = Le((Lg) ™+ (L5)'y)

@y(a,y) = Lgte(LG)™

Demonstracao:
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Note que

L(z,a,y) = Lgh(a,z)(Lg) 'y
Lo(Lg) ' LyLg(Ls) 'y
L3y
= L(z,a,y),
N(z,a,y) = Lg((Lg) e+ (L) 'y
Lo(N((Lg) e, (L) 'y))
N(Lg(Lg) ', a, Lg(Lg) 'y)
= N(z,a,y),

Di(a,y) = Lgte(Lg)™
Lawi(e, (L) 'y)
Lo (Lg)  wi(a, y)
= wt(a’ay)'
Portanto, M = M. [ |

Deste modo, dado um édulo (diédulo) holonomial cuja operagao ternaria envolve a
transformagao holonomial elementar, existe uma tnica estrutura geoodular (geodiodular)
associada a este 6dulo. Assim sendo, utilizaremos das variedades 6dulares (di6dulares)
holonomiais para trabalhar com as variedades diferenciaveis dotadas de uma conexao afim
de forma puramente algébrica.

Identificando o espago tangente T,M de (M,V) com o édulo (M, +,,*,), para
todo a € M, temos que a holonomia elementar corresponde ao transporte paralelo ao
longo de triangulos geodésicos. No caso diferencial, temos o tensor de curvatura dado por

i 0> (h*(z,y)2)’
jkl( ) =2 [ OxlOykdzi Lyza‘
Ver [NSa00].

Proposicao 3.2.7. Seja (G, h) um dédulo holonomial tal que h® € a transformacgdo de
holonomia elementar (ver Defini¢ao 2.1.3, pdgina 27). Entdao h® satisfaz as identidades

odulares de Bianchi:
he(z,x) 0 h*(y, z) o h*(x,y) = (L3) ™" o h¥(y, 2) o L.

Demonstragao:
Note que
h(z,x) o h®(y,z) o h*(z,y) = (L%)toLZoL%0 (L) tol¥o Ly o (LZ)_l oLyolLg
= (L3)'oLioLioLyoLs
= (LY 'h*(y,z) Lo
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[ |
Segue abaixo uma tabela que compara objetos da Geometria Diferencial e da

Geometria Nao-associativa.

Geometria Diferencial Geometria Nao-associativa
Variedade com Conexao afim (M, V) | Estrutura Geodiodular (M, L, N, wy)
Espago Tangente T, M Espago Osculador (M, +,, *,)
Fibrado Tangente 7'M Estrutura Osculadora (M, N, w;)
Curvatura R(X,Y)Z Holonomia Elementar h®(z,y)z
Identidades de Bianchi Identidades Odulares de Bianchi

Na proxima segao, apresentaremos uma estrutura de variedade geodiodular que
pode ser dada a esfera bidimensional no apéndice trabalhamos com este objeto no caso

discreto.

3.3 Exemplo: A Geometria Nao-associativa da Es-

fera Bidimensional S%z

Apresentaremos nesta secao a estrutura nao-associativa que pode ser dada a esfera
bidimencional de raio r, S = {(z,y,2) € R32? + y*> + 22 = r?}, com r # 0. Devido a

projecao estereografica
e:SHN\{N} - C
1 + 179

(xluanx:ﬂ) —
T — X3

em que N = (0,0, r), podemos realizar nosso estudo de S? em C. Sejam portanto &, n € C
e defina a seguinte operacao parcial:
®: CxC —» C

) — oEm =tog=—21_"

1—&n/r’

Lema 3.3.1. Seja ® a operagio acima, (C,U,®) € um loop suave, em que U = B(0,7).

Demonstragao:

Fixe um £ € C arbitrario, temos que

LES U — C
£+
1—&n/r
¢ uma bijecao. De fato, note que L¢n = Z—;’I—s coma=10=¢& ¢c = —r% ed=1.



Mostremos que L¢ é uma transformacgao de Moebius. Ora,

ad—bc = 1-1-¢-(=¢/r?)

= 114 ([¢]/r)?
> 1

Como ad — be # 0, segue o desejado e a inversa de L, (L¢) ™', é dada por

Lt L(U) - U
dn—b _ n-&

—en+a  &n/r2+1

i — Lgln =

ou seja, L¢ é uma bijegao para todo £ € U.

Mostremos agora que a fungao

Rg: Uu — C
n+¢§
1 —7&/r?

¢ uma bijecao. De fato, R, possui inversa e esta ¢ dada por

W+ ) = &%+ o)

n = Rn=no§=

(Re)™'n = :
¢ 4 — [€[2]n|?
winal 22 1 |E[2) — &2 + o)
B nre(re + —&re(r°+ |n
Re(Re)™ = R ( )
o 5 =[PP
2 (r2+[€[2)—€r (r2+1n]?)
_ P JeP P +¢
Fr2(r24|€)2)—r2 (r2 2
11 ( +l§\_)|§|§|n‘g +nl )5/7“2

nr? (r2 +1€]%) —€r? (r? +n|*) +6r% (r2 —[€]%|n[?)
rt—[€[2[nl?
1 — TEr2(r2+[E2) — €272 (r2 +nl?)
r2(ri=[€1nl?)

nr2(r2+1€12)—&r2 (€12 nl2 /r3+|n|%)
r4—[€]2]n|?
(r1—=1€12|n|?) —7E(r2+|€12) +1€]2 (r24|n]?)
rd—[¢]2]n|?
nr?(r? + 1E]2) = Er2(IEPnl?/r* + |nf?)
(T~ EPT) — 702 + €P) + 60 + [P

r2(r? £ 1€1%) = &n(r*/Inl*) (€2 /r* + Inl*)

42l - el - G
i+ r2lE] — Enef — &
=1

R U
rt = (€2 [n? + |§ 2 [nf* —mEr® —mElE)? + [€]*r

o4
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e, além disto, é possivel demonstrar que

(Re) 'Ren =1

Para concluir que (C,U, ®) é um loop suave, resta mostrar que existe elemento

neutro. Ora, 0 € U é elemento neutro de (C,U, ®). De fato,

§+0

Le(0) = %0/ =¢
0 )
Re(0) = #;/7,2 =¢
para todo £ € U [ |

A partir do loop suave acima concluimos a construcao da geometria nao-associativa

de S? do seguinte modo.

Proposicao 3.3.2. O associador do loop suave (C,U,®) é dado por

o B

Demonstragao:

Visto que I(&,7)¢ = (Lewy) ™' Le Ly¢ mostremos que

1 —(&7/r?) >
LL, (=1L ——( ). 3.4
3218 300/ <1_(§n/T2)C (3.4)
Ora,
n+¢
LeL = L ———
bt = ke (1—ﬁ</r2>
+C
g a + l_T%C/TQ
1- (g 1*7%257'2) /TZ
a(1=7¢/r*)+n+¢
_ 1-7¢/r? (3.5)
r2=7iC
a(l—7¢/r*) +n+¢  1-7q¢/r?

L—7¢/r? r? = n¢ = &n+¢)
r’€+n+¢) - &ne.
r?=n¢—£&mn+¢)
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Por outro lado,

_ ) 1—(&x7/7%)
Les (1—(£n/r2)g> St g
n (T /02 - 7o 1=(¢n/r?) 2
1 (577/7') 1 g nlf(gn/ﬂ)C/r

E+n L=(gn/r?) -
1—€n/r2 ~ 1—(&n/r?)
_ _&n  1=(&/r?) 00
1 1-¢n/r? 17(271/7"2)(/71
Ent+(1-€7/r%)¢
1—¢n/r?
1 — _Ema=gn/r?)
r2(1-¢&n/r?)(1—¢&n/r?)
Etn+(1-€7/r2)¢ (3.6)
1-En/r?
r2(1-€7/r?)(1-&n/r?) —(E+7) (1-€7/r2)¢
r2(1-&n/r?)(1—€n/r?)
§+n+¢—&¢/r
(1—&n/r?)[r2(1—E&n/r?)—(E+m)¢]

(1=&m/r?)
_ €+ -
r? —&n—&C—T¢

r(E+n+Q - &nd
r2 =7 = &(n+¢)

Decorre entao das equagoes (3.5) e (3.6) a equagao (3.4). Dai segue o resultado. |

Como a esfera é um espaco simétrico, a transformacao de holonomia elementar
de (C,U,®) é dada por h(&,n) = I(€, Lgln) ver [Sab99], pagina 157. Decorre deste fato a

seguinte

Proposicao 3.3.3. No loop suave (C,U,®), a transformag¢ao de holonomia elementar é

dada por B
_1+é&n/r?

h(&,n)¢ = W

(3.7)

Demonstragao:
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I& Le 'n)¢
1—(ELg'n/r?) ¢
1— (E(Lg'n)/r?)
_ (m=9¢/r?
14+£7/r2
1— (n—=8)&/r?
1+(&n/r2)
1+£n/r%—(E7—£8) /r?
L+én/r? (3.8)
1+€n/r2—(En—€€) /r?
1+(&n/r?)
1+ &q/r* = &q/r* + &§/r° 1+ (En/r?)
14 &n/r? L4+ &n/r2 —E&n/r? +£E/r?

+(En/r?) 1+E)r°
+(E7/r?) 1+ €€/
1+ (En/r?)

1+

¢

e

£n/r?)

~—~

A partir da holonomia elementar definida no 6dulo canénico de (C,U, ®), pode-

mos entao encontrar a variedade geodiodular natural S?, ver Proposigao 3.2.5 e Teorema
3.2.6, paginas 44 e 51, respectivamente. O que descreve bem a geometria nao-associativa
de S?. Continuaremos o estudo de tal objeto calculando comprimentos de arcos em 52

tendo o intuito de verificar que este comporta-se como esperado.

Defina em (C, U, ®) seguinte métrica

fato, ¢°(a, b) satisfaz:

e bilinearidade:

9°(&,m) = " (L'E, L tn)

g°(a,b) = 2(ab + ab).

Facilmente verificamos que ¢g%(a,b) é uma forma bilinear, simétrica, positiva definida. De

P a+bec+d = 2((a+b)(c+d) +(a+b)(c+d)

e simetria:

(
2(abc + aab) + 2(abd + aab) + 2(abc + bab) + 2(abd + b + ab)
= ¢%(a,c) +¢%(a,d) + g°(b,c) + ¢°(b, d).

¢°(a,b) = 2(ab+ ab)
= 2(ba + ba)
= go(b> a)'
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e ¢ ¢é positiva definida:
¢°(a,a) = 2(aba+ aab)
= 4)a]* >0
além disto,

¢°(a,a) =4a> =0 a=0

Como ¢%(a,b) é diferencidvel e as translagoes & esquerda sao difeomorfismos cujo diferen-
cial é um transporte paralelo, temos que ¢°(£,7n) varia diferenciavelmente. Portanto esta

define de fato uma métrica Riemanniana. Assim,

E-06-0 , E0w-9 )
T+ G/ e/ (1L+ O +Tn/r)

g%&WZQ(
Afinal,

g (&mn) = (L7'E L)
_ §—¢

2( €E=00=0 (€-Om—-9 ).
(L+¢§/r) (A +n¢/r?)  (1+¢E)(1+Cn/r?)

Em particular,

e AP
N
Seja & = ( + d(, entao temos que
4d¢dC

9(de. ) = TR eR

que corresponde ao elemento de comprimento de arco em S2.



Apeéendice A
Variedades Geoodulares Discretas

No presente apéndice, apresentamos a proposta de Nesterov e Sabinin para tra-
balhar algebricamente com variedades discretas utilizando as estruturas geodiodulares.
Apresentando como exemplo a geometria nao-associativa discreta de S2.

A principal referéncia utilizada neste apéndice foi o artigo [Nes06].

A.1 Geometria Discreta Nao-associativa

Entende-se por geometria nao-associativa o estudo das variedade geodiodula-
res com o intuito de trabalhar com variedades dotadas de uma conexao afim de forma
algébrica. Apresentamos nesta secao o programa de pesquisa sugerido por Alexander I.
Nesterov, ver [Nes06], no qual aponta para uma nova ferramenta de estudo de estruturas
discretas. Apesar de nao haver nenhum resultado fisico proveniente desta abordagem
ainda, todos os elementos de um novo formalismo estao presentes no programa supraci-
tado.

Para que a geometria discreta seja util em aplicacoes fisicas, visto que a elaboracao
de uma Teoria da Gravitacao Quantica venha a requerer o uso de um espaco-tempo dis-
creto, esta deve suportar as principais caracteristicas da geometria diferencial. Uma vez
que ¢é preciso omitir a estrutura suave, podemos recorrer apenas a estrutura algébrica.
Portanto, é natural utilizar as variedades geodulares (geodiodulares) como um modelo
algébrico adequado para o estudo de variedades diferenciaveis de uma conexao afim. Em
se tratando de variedades discretas, tomaremos uma variedade geodiodular linear em que
os escalares sao tomados em um corpo finito. Mais precisamente, nosso objeto em questao
é uma variedade geodiodular linear M = (M, L, N, (w;);er), M variedade discreta, F

corpo finito. Sobre M, temos as seguintes observacoes a fazer:

1. Tomamos F um corpo por simplicidade, poderiamos ter tomado os escalares em

um anel por exemplo. Os corpos finitos estao bem caracterizados. Tais objetos

29
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sao conhecidos na literatura como Corpos de Galois e sdo denotados por FG(p™),
em que p um numero primo e m € N. Neste caso, FG(p™) possui p™ elementos e
P =z, Vo € FG(p™). Ver [Jac80] p. 287-290;

2. O espago vetorial M = (M, +,,*,) atuard como o espago tangente em a € M,

cada b € M pode ser considerado como um vetor em M, Va € M;

3. Toda curva (t,b); € F pode ser considerada como a geodésica que liga a, b € M. O
mapa y — b -, y significa que o vetor b-, y € M, é o transporte paralelo do vetor

y € M} ao longo da geodésica (t,b)icr;

4. A presenca de curvatura na variedade resulta em uma transformacao de holonomia

elementar nao trivial, i.e.,

h*(z,y) = LYLILY # 1d.

a ™~y

No nosso contexto, definimos uma “curva” v em uma variedade discreta M como

o conjunto de pontos ordenados de M, nao necessariamente distintos
v=(a1,...,as), a; €M, Vie{l, ... s}

e, além disso, definimos o vetor y € M paralelo ao vetor x € M, ao longo de v como
y=Ly"'o...ol2olgly (Lyz="0-x)

Algo que ainda precisa ser ajustado nesta abordagem é o que diz respeito ao
calculo discreto em espacgos discretos. Temos que toda funcao cujo dominio é um produto
direto de corpos finitos

f:Fx...xF—=F

¢ um polinomio. Lembramos que devemos representar os termos do polindmio no grau
. . m . ~ . .
minimal. No caso do corpo FG(p™), por exemplo, P = x, i.e., a representagdo minimal
meo,
de zP" ¢é z.

Seja P(x) = ag + a1z + ... + a,x", a, # 0, podemos definir a derivada de P(x)
P(z)=ay+ ...+ (a, -n)a" "

Devemos ficar atento para a algumas propriedades destes calculos. Por exemplo, em
FG(p™) temos (aP)" = p(xP~1) = 0 (sendo p a caracteristica de FG(p™)).

O Teorema de existéncia e unicidade de solugoes de EDO’s com PVI nao é valido,
ver Exemplo A.1.1. O que significa que no nosso caso, nao podemos trabalhar com objetos
infinitesimais apenas, a estrutura algébrica de uma variedade geoodular deve sempre ser

levada em conta.
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Exemplo A.1.1. Sejam f(x) = z, g(x) = 2P + = polinomios tais que f(x) ,g(x) €
FG(p™)[x]. Entao
fay =1 [e@=poi1=n
e
f(0)=0 9(0)=0

Logo, f(z) e g(x) sdo solugoes da EDO

Por fim, a nocao de um espago tangente, campos de vetores, dentre outros, pode

ser introduzida. Bem como a nocao da conexao afim

d
V&Y:{—<“>3ym}
dt ’Y(t) ) Y =0

em que ¥(0) = a, (0) = X, e X, Y sdo campos de vetores. Além disto, podemos

introduzir de modo canonico a no¢ao de torcao e curvatura:

T(X,Y) = VY —VyX —[X,Y]
R(X,Y)Z = VxVyZ—VyVxZ—VxnZ

em que [ , ] é o colchete de Lie.

A.2 Exemplo: A Geometria Nao-associativa Discreta

da Esfera Bidimensional S%g

Nesta secao apresentamos a construcao da geometria nao-associativa discreta de
S2. A cada ponto p = (4, k), j,k € {0,1,...,n — 1} associamos ao par ordenado (0;, @x),
assumindo 0; = mj/n, @ = 2nk/n. Com esta associacao, obtemos uma triangulacao

definida por n? pontos alocados na superficie esférica
¢, = rtan(0;/2)e" "

A operagao nao-associativa definida na se¢ao anterior, assume a seguinte forma

"o1- <_p<q/7"2.

Sejam p = (4, k), ¢ = (I,m), podemos escrever (,, da seguinte forma

Cog =T tan(epq/Z)ei‘P”q
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em que
(
0, = 2tan™? (1 —ij S ) ,
ml = Cqu/TQ
©pg = arg(Cp + Gg) — In(l(Gp: o))
1—¢C/r
1GC,) = %
\ 11— Cqu/T’
A métrica diodular e a holonomia elementar sao dadas por
416, — P 1+ GG,/r
ng (€ Ge) = “;—q|22 ) MG, Cg)Gm = %Cm
11+ G/ 72 1+ GpGy/T
respectivamente.

Até certo ponto, as informagdes relativas a geometria da esfera estao escondidas
na estrutura do loop finito. A simetria esférica estd determinada pela relacao entre o

associador e a holonomia elementar

h(Cpa gq) = Z(Cpa LZPICq)'

A esfera S? diferencidvel pode ser considerada como o resultado do “processo limite” da
construcao acima fazendo n tender ao infinito. De fato, quanto maior o parametro n,
maior o nimero de pontos e as triangulagoes tornam-se mais finas. Tendo o intuito de

obter este processo de forma correta, consideremos ¢ = p + 4, |6| < n. Seja 6 = (I,m),

99 (G C) = G+ (g) ((1 W)2n+@|§f’|22m)+0<<%)2>

e a métrica diodular fica da seguinte forma

9 (G Gg) =1 <(%l) + (%) (%”)) o <(%>>

simplificando, temos

entao

ng (Cq7 Cq) — rz((Aeq)z + sin2 GP(A(pq) + O <(|6|> ) ’

n
em que A, = %l e Ap, = %Tm Pondo n tendendo ao infinito, temos:
A, — db, Ap, = do

g% (¢4, ) — ds* = r2((dh)* + sin® 0(d)?)

Podemos trabalhar de forma similar para obter a seguinte expressao para a holonomia

(G Ca)n = G (1 pitlntd 4o (('2') ))

elementar



em que

A<CP’CQ) =

216,14,

1+ |Gf?/r

63



Apeéendice B
Girogrupos versus Loops

A estrutura algébrica proposta por Abraham A. Ungar, os girogrupos e os espacos
girovetoriais, surgiu como uma ferramenta adequada para estudar de forma algébrica os
espago hiperbdlico, ver [Ung09], e a Fisica Relativistica, ver [Ung98] e [Ung08]. Historica-
mente, Ungar trabalhou de forma independente aos demais matematicos que tinham uma
afinidade com os loops e os loops suaves. E, da forma como ele apresentou os girogrupos,
a primeira vista pareceu se tratar de uma nova estrutura algébrica.

Porém, no artigo [Sab95], Lev V. Sabinin mostrou que os girogrupos do Ungar
trantam-se de loops que obedecem propriedades especificas que ja foram bem estudadas.
Mais precisamente, girogrupos sao Bol Loops a esquerda que satisfazem a Identidade de
Bruck. Além disto, Sabinin mostrou que algumas das condi¢oes postas por Ungar na es-
trutura que ele definiu, eram desnecessarias. Apesar da ressalva dos matematicos russos,
Ungar nao aderiu a teoria dos Loops Suaves, fazendo algumas alteragoes e corregoes a sua
estrutura algébrica.

Neste apéndice, apresentamos brevemente os girogrupos e como eles podem ser-
vir de ferramente para os espacos hiperbdlicos, também apresentamos a definicao de Bol
Loops assim como a Identidade de Bruck. Posteriormente, apresentamos a demonstracao
da afirmagao enunciada no paragrafo acima presente no artigo [SSS98].

As principais referéncias utilizadas neste apéndice sao os artigos [Ung94]|, [SSS98]

e o livro [Ung09].

B.1 Girogrupos e Loops

Em [Ung94], Ungar deu a seguinte

Defini¢ao B.1.1 (Girogrupo). Seja G' um conjunto ndao vazio,

+:GxG— G, girlzy]:G—G
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operacoes em G, em que giré chamado de girador. (G,+) € um girogrupo se satisfaz
(G.2a) x+ (y+2) = (x+vy)+ gir[z;y]2 (Giroassociatividade a Direita);
G.2b) (z+4y)+z=x+ (y+gir[y;x]z) (Giroassociatividade a Esquerda);

(

(G.3)  x+y=gir[z;y|(y + x) (Girocomutatividade)
(G4) O4+z=2+0=z (Existéncia de elemento neutro)
(G5) z+(—z)=(-2)+z=0 (Existéncia de um inverso)
(G.6)  gir[0;y] = id;

(G.7)  girlx + y; y] = gir[z; y] (Loop & Esquerda)

Nas publicagdes mais recentes, Ungar define como um girogrupo o par (G, +)
que satisfaz as condigdes (G.2a), (G.4), (G.5), (G.7), e exige que

(G.6)  gir[z;yl(z + w) = gir[z; y]z + gir[r; y|w

Enquanto que girogrupos que satisfazem (G.3) Ungar define como girogrupo giroco-
mutativo.

No artigo [SSS98], p. 13-15, observa-se que a condigao (G.2.b) é redundante e que
caso (G, +) satisfaga as condigoes (G.2a), (G.4), (G.5), (G.6), (G.7), obtemos a condigao
(G.6"). Em [Ung09], pagina 11, verifica-se que a condigao (G.6) pode ser demonstrada
na presenca de (G.2a), (G.4), (G.5), (G.6") e (G.7). O que justifica a mudanga da de-
finicao de girogrupo. Utilizando as defini¢oes atuais para girogrupos, obtemos que estes
sao Bol Loops e os girogrupos girocomutativos sao Bol Loops que satisfazem a Identidade

de Bruck. Definimos estes objetos abaixo.

Defini¢ao B.1.2 (Loop a esquerda). Seja (G, +) um magma. Dizemos que (G,+) é um

loop a esquerda se L, sdo bijecoes para todo v € G e existe elemento neutro a direita.

Defini¢ao B.1.3 (Bol Loop a Esquerda). Seja (G, +) um loop a esquerda. Dizemos que
(G,+) € um Bol loop se satisfaz

v+ W+ (@+2)=@+@Wy+z)+z (B.1)

Definigao B.1.4 (Identidade de Bruck). Dizemos que o magma (G,+) satisfaz a Iden-
tidade de Bruck se
z+y+y+r)=>@+y +@+y) (B.2)

Lema B.1.5. Em girogrupos, (L;') = L_,.
Demonstragao:
Observe que de (G.7), (G.6) e (G.5), nds temos:

id = gir[0; y] = gir[—y;y] (B.3)

id = girjx + (—x); —z] = gir[z; —z]
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Portanto, decorre de (G.2a) juntamente com (G.5) e (B.3) que
LoL_,z = Ly((—1)+2)
r+ ((—z)+2)
(x — x) + gir[z; —xz

ie., (Ly)'=L_,. u

Corolario B.1.6. Girogrupos sao loops a esquerda

Demonstragao:
Decorre do Lema B.1.5 que L, é bijetiva para todo z € G. Decorre de (G.4) que

0 € G é elemento neutro (portanto elemento neutro a direita) do girogrupo. [ |

Lema B.1.7. Seja (G, +) um girogrupo. Entao

girfz; y] = Iz, y).
Demonstragao:

Decorre de (G.2a) que

L,L,z = L,(y+=z)
T+ (y+2)
(z +y) + gir[z; yz
= Lyygir[z;ylz.
Portanto,

gir[z;y|z = (L$+y)_1L$Ly =(z,y).

Corolario B.1.8. Em girogrupos, a condi¢ao (G.6) € redundante.

Demonstragao:

De fato, decorre de (G.2a) que

gir[0;z] = (0, z)
- (L0+m)_1LOLx
(Ly) 'Ly
= Id.
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Lema B.1.9. Girogrupos girocomutativos satisfazem a identidade de Bruck.

Demonstragao:
De fato, decorre de (G.3) que

r+y = girlr;yl(y+ )
= (Lery)_lL:vLy(y‘i‘x)

ie.,

Lyiy(x+y) = L,Ly(y+ x)

Portanto,
(z+y) +@+y) = Loy+(y+a))
= v+ (y+(y+u)

que coincide com a identidade de Bruck. [ |

Proposicao B.1.10. Seja (G, +) um loop. (G,+) é um Bol Loop se, e somente se, (G, +)
satisfaz (G.7).

Demonstragao:
Decorre de (G.7) e do Lema (B.1.7) que

(LHy + 3/>71Lz+yLy = (Lw+y>71LzLy = Lw+y(L(w+y)+y)71Lw+y =L,

Portanto,
Ligtyyry = Lovy(Le) " Loyy = Loyy Lo Loy,

Em particular, pondo y = (—z) + w, temos
Lyti(—a)ytw) = Lwl—y Ly
Para cada w, x € G. Pondo x = —¢q, temos
LuwLqLw = Lut((g)+ul;

w+ (¢+ (w+2)=(w+(g+w))+ 2

que é um Bol Loop a esquerda.

A reciproca pode ser encontrada em [SSS98], pagina 13. [
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B.2 Girogrupos e o Espaco Hiperbdlico

Segue abaixo a geometria nao-associativa que pode ser dada ao espago hiperbdlico.
Tome no plano dos complexos D = {z € C;|z] < 1} e em D defina a seguinte
operagcao:
+: DxD — D

(a,2) = =a+wz:=2 '

(B.4)

Juntamente com o girador (associador)

B 1+a5
C14ab

girfa, bz = l(a,b)z

2

Temos que (D, +) é um girogrupo girocomutativo (Bol Loop que satisfaz a Identidade de
Bruck), ver [Ung09], p. 2-3. As figuras abaixo esbogam o papel do girador (associador) e

dao um exemplo de que a operacao definida acima nao é comutativa nem associativa.

Figura B.1: Nao Comutatividade

Figura B.2: Nao Associatividade
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Na figura acima, nos permite visualizar o significado da operacao a + b:
1. sejam u, v € TyD tais que expyu = a e expyv = b;

2. seja v’ € T,D o transporte paralelo de v ao longo do segmento geodésico de O até

a, i.e, v =100 e v = (expy) b

«

3. entdo a + b = exp, v’ = exp, 70(expy) b que corresponde & operagao “,” da estru-

tura geoodular natural de .

Podemos tomar a estrutura canoénica de (D, +), D, e a partir da transformagao de holo-
nomia elementar de D, h, obter o 6dulo holonomial (D, h). Assim, a partir deste 6dulo

holonomial, geramos a geometria nao-associativa do espaco hiperbdlico.



Conclusao

A partir deste trabalho concluimos que as variedades geoodulares e geodiodulares
oferecem uma boa ferramenta para o estudo de variedades dotadas de uma conexao afim.
Apesar desta estrutura obter tantas exigéncias em sua defini¢ao, obter tal objeto torna-se
um trabalho simples. Afinal, visto que um édulo holonomial esta associado a uma tnica
variedade geoodular, dado um loop suave podemos tomar a seu 6dulo canénico (que é um
6dulo suave) e a partir desta juntamente com a transformacao de holonomia elementar
obtemos um 6dulo holonomial. Ou seja, um loop suave e sua transformacao de holonomia
elementar determinam unicamente uma variedade geodiodular.

Apesar da similaridade entre os resultados encontrados nas variedades geoodu-
lares e as geodiodulares, justificamos o estudo das variedades geodiodulares apresentado
neste trabalho devido a associacao que ha entre o Espaco Tangente e o Espago Osculador,
ver pagina 53. Desta forma, utilizando-se da estrutura algébrica nao-associativa da va-
riedade, pode-se apresentar alternativas para lidar com objetos presentes nas variedades
discretas que nao podem ter tratados como seus analogos nas variedades suaves devido
a falta da diferenciabilidade desses objetos. Desta forma, as variedades geodiodulares
apresentam-se como uma ferramenta que pode ser aplicada em teorias nas quais faz-se o
uso de espagos discretos, como a Teoria da Gravitagao Quantica.

Independente da equivaléncia entre as variedades geoodulares e as variedades com
conexao afim, outro fato que torna o estudo da geometria nao-associativa relevante é o
fato de os loops suaves serem um generalizacao da Teoria de Lie. Para obter este resul-
tado, é necessario realizar um estudo da teoria infinitesimal dos loops suaves, denominada
v-hiperélgebra. Ver [NSa97], paginas 220-226. Ademais, visto que os girogrupos tratam-
se de Loops Suaves que satisfazem propriedades adicionais, temos que esta teoria também

pode ser aplicada na fisica relativistica.
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