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Resumo

O problema da Maior Subsequéncia Comum é um problema classico da Ciéncia da
Computacao que consiste em encontrar a mais longa subsequéncia de caracteres comuns
a duas strings. A solucao genérica é obtida pelo uso de uma matriz que combina estes
caracteres dois a dois, com alto custo de tempo e uso de memoria. Este trabalho busca
solugoes para o calculo mais eficiente do comprimento da Maior Subsequéncia Comum.
Para isso, propoe dois novos algoritmos denominados limpeza de matriz e diagonal.
Para confirmar os resultados destes novos algoritmos sdo apresentadas e avaliadas as
implementacoes de diversos trabalhos bem estudados na literatura que sao comparados nas
mesmas condi¢oes de ambiente. Adicionalmente, as solu¢oes sao submetidas ao repositorio
do Sphere online Judge (SPOJ) para confirmar os resultados pelo confrontamento com

diferentes solugoes de programadores de todo o mundo.

Palavras-chave: Maior Subsequéncia Comum; bit-paralelo; paralelizacao; diagonal; lim-

peza de matriz.



Abstract

The problem of Longest Common subsequence (LCS) is a classic problem of computer
science which is to find the longest subsequence of characters common to two strings. The
general solution is obtained by use of a matrix that combines these two by two characters,
with a high time cost and memory usage. This work seeks solutions for more efficient
calculation of the length of the LCS. To this end, proposes two new algorithms called
matrix cleaning and diagonal. To confirm the results of these new algorithms are presented
and evaluated the implementation of several works well studied in the literature and
compared in the same environmental conditions. In addition, these solutions are submitted
to Sphere online Judge (SPOJ) repository to confirm the results by confrontation with

different programmer solutions worldwide.

Keywords: longest common subsequence; bit-parallel; parallelization; diagonal, matrix

cleaning.
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1 Introducao

A esséncia do problema de encontrar a maior subsequéncia comum (LCS, Longest
Common Subsequence) entre os elementos de um conjunto de sequéncias de simbolos
de qualquer natureza é determinar o grau de similaridade existente entre elas. Talvez
o exemplo mais impactante para sua utilizacao seja a comparacao de sequenciamentos
genéticos (ALSMADI; NUSER, 2012), mas a LCS tem outras vérias aplicagoes, tais
como a comparagao de textos (MYERS, 1986), comparagao de cddigos de programas de
computador (HUNT; MCILROY, 1976), similaridade de imagens ou texturas (WANG,
2003), corregao ou sinalizagao de erros de digitagao e busca de documentos (KENT; SALIM,
2010). Outros problemas da area de Ciéncia da Computagdo derivam solugdes a partir
da LCS ou estao intimamente relacionados, como por exemplo: distancia de Levenshtein
ou distancia de edi¢do (LEVENSHTEIN, 1966; WAGNER; FISCHER, 1974), RFLCS
(Repetion Free Longest Common Subsequence Problem) (TJANDRAATMADJA, 2010) e
LIS(Longest Increasing Subsequence) (CROCHEMORE; PORAT, 2008).

Definimos como sequéncia o encadeamento ordenado de objetos naturais repre-
sentados por simbolos, comumente caracteres alfa-numéricos. Como exemplo, as letras
A, C, G e T representam os quatro nucleotideos de uma cadeia de DNA (i.e. as bases
adenina, citosina, guanina e timina), e sequéncias como ACCCGGTTT representam uma
sequéncia de DNA. Uma subsequéncia qualquer pode ser obtida extraindo-se zero ou mais
caracteres da sequéncia original, mantendo seu ordenamento. Por exemplo, as sequéncias
ACCCGGTTT, ACC, AGTT e ACGT sao todas subsequéncias de ACCCGGTTT. Por
extensao, a sequéncia vazia é subsequéncia de todas as sequéncias da natureza, e toda

sequéncia é subsequéncia de si propria.

Definimos subsequéncia comum a duas sequéncias como uma sequéncia que é
subsequéncia de ambas as sequéncias. Uma subsequéncia comum maxima é aquela que,
dentre todas as subsequéncias comuns, tem o maior comprimento. Para efeito do estudo
da LCS, podemos abstrair completamente o significado de cada simbolo em uma sequéncia
qualquer e manter o foco somente em encontrar a subsequéncia maxima entre sequéncias
de caracteres. Por esta razao, é comum definir o LCS como o problema de determinar
a maior subsequéncia de caracteres comuns a duas sequéncias de caracteres, também

chamadas de strings.

O problema da LCS tem duas vertentes: Multiple Longest Common Subsequence
(MLCS) e Length of the Longest Common Subsequence (LLCS). MLCS é o problema de
encontrar a maior subsequéncia entre um conjunto de subsequéncias (WANG; KORKIN;

SHANG, 2009). LLCS é o problema de encontrar apenas o comprimento da maior sub-
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sequéncia entre duas sequéncias, e é particularmente 1til para se medir numericamente o

grau de similaridade entre duas sequéncias.

O problema da LCS também possui duas variantes: o caso em que as sequéncias
comparadas tem um alfabeto finito e limitado (CHIN; POON, 1991), e o caso em que o
alfabeto é finito, mas nao conhecido previamente (CROCHEMORE; PORAT, 2008). O
primeiro caso permite a otimizacao de codigos explorando particularidades da sequéncia e

do alfabeto, enquanto o segundo caso requer a uma solu¢ao mais genérica para o problema.

O problema da LCS é um problema de natureza combinatoéria com complexidade de
tempo quadratica, por essa razao, este problema possui dificuldade crescente de realizacao
pratica com o crescimento do tamanho das strings comparadas. Em Agosto do ano de
2012 foi proposto no repositorio Sphere online Judge (SPOJ) o problema de calcular o
comprimento da LCS de duas strings com até 50.000 caracteres mintsculos em menos
de 676 ms usando um computador de uso popular. Em fins do ano 2014, apenas 18
programadores em todo o mundo, num total da ordem de 3800 tentativas, tinham realizado
a tarefa. Este fato ressaltou que as solugoes tradicionais apontadas pela literatura nao
eram capaz de lidar com o problema de forma satisfatéria e que novos algoritmos sao
necessarios para o problema da LCS para strings muito longas. Este trabalho foi motivado
pelo desafio proposto no SPOJ e consiste no estudo da LCS pela implementacao de
algoritmos que busquem melhorar a eficiéncia do calculo do seu comprimento, buscando
comprovar resultados tedricos apresentados em diversos trabalhos ja publicados. Ao longo
do desenvolvimento deste trabalho, o estudo minucioso das propriedades da matriz LCS
conduziu a criacao de dois novos algoritmos cujas implementacoes denominamos de limpeza
de matriz e de diagonal. O primeiro teve como principio o mapeamento de pontos de
casamento dos caracteres em uma estrutura de dados em listas e a redugao sucessiva por
eliminacao sisteméatica destes dados associado-os as camadas da LCS e o segundo é o
resultado otimizado da aplicagdo do primeiro algoritmo em duas metades da matriz LCS

dividida através da sua diagonal.

O restante deste trabalho estd organizado da seguinte maneira: no Capitulo 2
apresentamos um referencial tedrico para sustentar o desenvolvimento dos capitulos
seguintes; no Capitulo 3 delineamos o ambiente utilizado para as implementacoes; no
Capitulo 4 apresentamos as implementacoes realizadas, seus resultados e consideragoes
particulares; no Capitulo 5 apresentamos resultados préaticos obtidos ao submeter os
c6digos ao Sphere Online Judge (SPOJ), visando comprovar o desempenho obtido quando
comparado com solugoes apresentadas por usuarios de todo o mundo; por fim, no Capitulo 6
apresentamos a conclusao do trabalho e apontamos uma possivel continuidade na pesquisa

buscando solu¢oes cada vez mais eficientes.



15

?2 Referencial Tedrico

Definimos S = {5}, 52, S3, ..., Sy} como uma sequéncia de caracteres de compri-
mento m, onde Sy representa o k-ésimo elemento de S, S;.; representa a subsequéncia
dos elementos i até j de S, Si.,, representa o sufixo de S a partir do elemento k, e Sy

representa o prefixo da sequéncia S até o elemento k.

Dadas duas sequéncias X e Y de comprimento m e n, respectivamente, onde X =
{X1,Xs, .., Xt eY ={Y,Y;,.... Y, } definimos LC'S(X,Y) como a méxima subsequéncia
comum entre X e Y. A equagao de recorréncia para o cdlculo de LCS(X,Y’) pode ser

deduzida a partir de duas propriedades:

1. Se X; =Y, entao LOS(X,Y) é a concatenagao de X; com LCS(Xo.m, You).

2. Se X; # Y1, entao LCS(X,Y) = max(LCS(Xom,Y), LCS(X, Ya,,).

Estas propriedades constituem a sub-estrutura 6tima para a resolucao continuada do
primeiro caractere de cada string com a aplicagdo recursiva dessas mesmas propriedades ao
sufixo remanescente. As mesmas propriedades sao validas quando as strings sao analisadas
do fim para o comeco, resolvendo o ultimo caractere e aplicando a recursao ao prefixo

remanescente:

1. Se X,, =Y, entao LCS(X,Y) é a concatenagdo de LC'S(X1.p,—1, Yi.n—1) com X,,.

2. Se X, # Y, entdo LCS(X,Y) = mazx(LCS(X1m-1,Y), LCS(X,Yi—1).

As defini¢oes matematicas das recursoes da LC'S por sufixo e prefixo sdo respecti-

vamente apresentadas nas Equagoes 2.1 e 2.2:

0 se m=0n=0
LOS(X,Y)=q X, + LCS(Xom, Youn) se X;j=Y; (2.1)
max(LCS(X,Ys.,), LCS(Xom,Y)) se Xy #Y)

0 se m=0n=0
LCS(X7 Y) = LCS(Xlzm—la le:n—l) + Xm Se Xl == le (22)
maZL'(LCS(XLm_l,Y),LCS(X,Yi:n_l)) se X1 7é }/1
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As Equacgoes 2.1 e 2.2 podem ser adaptadas para a recursao da LLCS, como

apresentado nas equagoes 2.3 e 2.4, respectivamente:

0 se m=0n=0
max(|LCS(Xoum, V)|, |[LCS(X, Ya,)|) se X1 #Y)

0 se m=0n=0
ILCS(X,Y)| = { |LCS(X1n—1, Vi 1)| + 1 se Xi =Y, (2.4)
mCL.T(’LCS(Xl:m_l,Y”,|LCS(X,§/1;TL_1)|) se X1 %Yi

A prova destas recursoes é apresentada por Cormen et al. (2009).
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3 Ambiente

As implementagoes realizadas neste trabalho tem o protétipo "int LCS(char x
X, char«Y)” onde X e Y sao as entradas da fungdo LC'S e representam duas sequéncias
de caracteres alfabéticos mintuisculos, sem espacos. A Tabela 1 descreve os casos de teste de
entrada da funcao. O retorno da funcao ¢ um ntimero inteiro com o valor do comprimento

da LCS correspondente. O Codigo 3.1 apresenta o programa elementar para a chamada
da fungao LCS(X,Y).

Teste Arquivo Tamanho X | Tamanho Y Descrigao
1 les50krnd. txt 50000 50000 X e Y aleatorios
2 les50kid. txt 50000 50000 X =Y aleatorio
3 lesbOkrev.txt 50000 50000 Y = palindromo de X
4 lesh0kaa.txt 50000 50000 X=ad"Y =ad"
5 les50kab.txt 50000 50000 X=ad"Y ="0b"
6 les25krnd.txt 25000 50000 X e Y aleatorios

Tabela 1 — Casos de teste.

1 #include <stdio.h>
2 #include <stdlib.h>

4 #define MAXs 50001 // tamanho maximo da string

5 #define INF Ox7FFFFFFF // infinito, maximo int 32 bits

6 #define max(a,b) a<b?b:a // macro max(a,b)

7 #define min(a,b) a<b?a:b // macro min(a,b)

8

9 typedef unsigned int uint; // tipo inteiro 32 bits sem sinal

10

11 int LCS(char *X, char *Y) {
12

13}

14

15 int main() {

16 char X[MAXs],Y[MAXs];

17 scanf ("%s %s",X,Y);

18 printf ("%d\n",LCS(X,Y));
19 return O;

20

Cédigo 3.1 — Programa elementar para chamada da funcao LCS(X,Y).
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Todos os resultados experimentais apresentados neste trabalho utilizam programas
desenvolvidos na linguagem C e foram executados em um computador doméstico com o
Sistema Operacional Windows 7, cujas configuragoes sao apresentadas na Figura 1. Os
tempos de execugao sao obtidos em segundos tomando-se o menor valor mais recorrente
para minimizar a interferéncia da caracteristica multi-tarefa do sistema operacional.
Este programa em linguagem C executa a leitura das strings X e Y e em seguida faz
uma chamada a funcdo LC'S(X,Y), que calcula o comprimento da LCS e retorna o seu
valor para ser impresso no terminal. Esta estrutura se repetird em todos os experimentos,

substituindo-se apenas o conteido da fungao LCS(X,Y).

Sisterna
Classificagdo: mfndice de Experiéncia do Windows
Processadon: Intel(R) Core(Th) 13-2120 CPU @ 3.30GHz 3.30 GHz
Merndria instalada (RAM): 4,00 GB (utilizavel: 3,41 GE)
Tipo de sistema: Sistermna Operacional de 32 Bits

Figura 1 — Configuracdo do computador utilizado nos experimentos.
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4 Implementacoes para o Problema da LCS

As solugoes apresentadas neste trabalho foram ordenadas da mais simples para
as mais complexas. Algumas delas poderiam ser simplesmente omitidas, dado que a
inviabilidade das mesmas ja estda exaustivamente comprovada. Entretanto, para efeito
didatico, achamos conveniente introduzi-las neste capitulo a fim de se obter ntimeros

comparativos em termos de tempo de execucao.

Usaremos como exemplo ao longo do texto as strings CAGAXTCACGACGTA e
TCGTGTTGCGTYACT, que possuem duas LCS de comprimento 8, uma delas CGTGCGTA
e a outra CGTCGACT.

4.1 Solucdes > O(N?)

As solugoes a seguir sao convencionais por serem fundamentadas diretamente nas
Equacgoes 2.1 a 2.4, cujo principio é a comparacao de caracteres. Estas solu¢oes apresentam
um limite assintético inferior de O(N?) pois realizam ao menos uma vez a comparagao,

dois a dois, de todos os caracteres das strings de entrada.

4.1.1 Solucdo recursiva

O Coddigo 4.1 apresenta a solucao recursiva da LCS, que nada mais é do que a
transcrigao direta da Equacao 2.3, apresentada no Capitulo 2. Embora matematicamente
correta, é exageradamente custosa. B facil perceber que em strings sem correspondéncia,
quando a recursao chamar L(Xs.,,Y) e L(X,Ys,), ambas chamardao LCS(Xo.m, You)
causando uma superposicao desnecessaria que se propagara exponencialmente até o fim
da execugao (CORMEN et al., 2009). Apenas no melhor caso, quando uma das strings é
prefixo da outra, havera uma quantidade de chamadas recursivas igual ao comprimento da

menor string. A complexidade desta solucido ¢ O(2(m™) ou O(2%).

1 int LCS(char *X, char *Y){

2 if (¥xX==0]||*Y==0) return O;

3 if (¥X==*xY) return (1+LCS(X+1,Y+1));

4 else return max (LCS(X,Y+1),LCS(X+1,Y));
5 }

Cédigo 4.1 — Solucao recursiva.
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Para um par de strings de apenas 12 caracteres diferentes entre si (i.e. LCS=0), esta
solugdo levou 45 segundos para gerar o resultado. Para efeito comparativo, consideraremos

o tempo de resposta como infinito para os casos de testes descritos no Capitulo 3.

4.1.2 Solucdo matricial

A solugao matricial se utiliza da técnica de programacao dinamica, que consiste
em armazenar em tabelas, numa sequéncia logica apropriada, os resultados das recursoes
previamente obtidos para que sejam reutilizados quando necessario (CORMEN et al., 2009).
Considerando que uma string qualquer com n caracteres tem n + 1 prefixos, incluindo o
prefixo vazio, a combinacao dois a dois de todos os prefixos de duas strings X e Y com m
e n caracteres possui (m + 1) x (n + 1) possibilidades. Desta forma, os valores de LCS
calculados para cada combinagao de prefixos podem ser armazenado em uma matriz L
com m+ 1 colunas e n+ 1 linhas, totalizando (n+ 1) x (m+ 1) elementos. Considerando-se
que o comprimento da LCS na combinagao de qualquer prefixo com o prefixo vazio é igual
a zero, tais combinagoes sao previamente preenchidas restando calcular apenas m x n
possibilidades. O pressuposto elementar da programagao dindmica é que os novos elementos
a serem calculados tenham sua dependéncia previamente calculada, o que pode ser obtido

seguindo uma ordem especifica de acesso a matriz.

Desta forma, ao calcular o elemento L[i][j] numa matriz organizada por prefixos, o
resultado dependera de L[i — 1][j], L[i — 1][j — 1] e L[i][j — 1], conforme Equacao 2.3. O
ultimo elemento a ser calculado estara na posicao inferior direita e contera o comprimento

da LCS.

Como exemplo, observamos na Figura 2 que os prefixos Xi.5 e Y;.3 possuem LCS
com comprimento igual a 2, previamente calculado e armazenado no elemento L[3][5]. No
momento do calculo do elemento L[4][6] é verificado que Xg e Yj s@o iguais, e assim vale a
segunda linha da Equacao 2.3, portanto L[4][6] = 1+ L[3][5]. J& no momento do calculo do
elemento L[6][10], é verificado que X e Y sdo diferentes. Assim, vale a terceira linha da
Equagao 2.3, e L[6][10] deve receber o maior valor entre L[6][9] e L[5][10]. Neste exemplo,
L[6][10] recebe o valor 4 previamente calculado e armazenado no elemento L[5][10]. Ao

fim do processo, o elemento L[15][15] contera o comprimento da LC'S(X,Y).

O mesmo processo pode ser igualmente repetido seguindo a légica por prefixo da
Equacao 2.4, onde os elementos da matriz L sao calculados da direita para a esquerda e

de baixo para cima, e o resultado do comprimento da LCS é armazenado em L[0][0].

A implementacao da solugao matricial em linguagem C é ligeiramente mais eficiente
se for adotada a recursao por prefixo da Equacao 2.4, pois strings em C sao indexadas a
partir de 0 e o fim de uma string é marcada com o caractere especial NULL, com isso,

teremos naturalmente a simulacao do sufixo vazio neste caso.
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X = CAGAXTCACGACGTA m = 15

Y = TCGTGTTGCGTYACT n = 15
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LCS = CGTGCGTA
CGTCGACT

Figura 2 — Matriz LCS preenchida por programacao dinamica, considerando a légica de
recursao por sufixo, ordenada por prefixo. Os valores sao calculados sequencial-
mente da esquerda para a direita e de cima para baixo.

A solugdo matricial tem complexidade de tempo e de espago O(mn) ou O(N?), e
por essa razao nao é viavel para a comparacao de strings muito longas. Ao considerarmos m
e n iguais a 50.000 caracteres, a memoria necesséaria ultrapassaria 4GB, o que é impossivel
de se enderecar em um Sistema Operacional de 32 bits. Por nao ser possivel resolver uma
LCS com 50000 caracteres com este algoritmo no ambiente utilizado, truncamos as strings
de teste em diversos tamanhos e as medi¢oes do tempo de execucao foram utilizadas para

estimar por interpolagdo o tempo que seria necessario para o tamanho desejado.

Na méquina de referéncia (Figura 1), o comprimento méaximo viavel para cada
string foi de 22.000 caracteres, consumindo toda a memoria disponivel em alocacao estatica
global e executando em 4,45 segundos. Por interpolacao quadratica estimamos que o tempo
necessario, caso fosse possivel a execucao nesta maquina, seria de 21,81 segundos, conforme

apresentado na Tabela 2.

A implementacao da solugdo matricial é apresentada no Codigo 4.2. Para viabilizar
o uso dos casos de teste foi necessario efetuar pequenas modificagdes no codigo: introdu-
zimos uma varidavel LIMs (Linha 1) para limitar o tamanho da matriz de programacao
dindmica alocada (Linha 2) e truncar as strings de entrada (Linha 9). O restante do cédigo
¢é essencialmente a programacao dindmica que preenchera todos os elementos dessa matriz

(CORMEN et al., 2009).
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X = CAGAXTCACGACGTA m = 15

Y = TCGTGTTGCGTYACT m =15
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LCS = CGTGCGTA
CGTCGACT

Figura 3 — Matriz LCS preenchida por programacao dinamica, considerando a logica de
recursao por prefixo, ordenada por sufixo. Os valores sao calculados sequencial-
mente da direita para a esquerda e de baixo para cima.

Comprimento | tempo real(s) | tempo interpolado(s)
1000 0,01 0,01

5000 0,20 0,22

10000 0,81 0,87

15000 2,01 1,96

20000 3,25 3,49

22000 445 422

50000 - 21,81

Tabela 2 — Estimativa de tempo de execucao para string com 50.000 caracteres.

1 #define LIMs 22000
2 int L[LIMs+1][LIMs+1];

3 typedef unsigned int uint;

4

5 int LCS(char *X, char *Y) {
6 register int 1i,j;

7 uint k,m,n;

8

9 X[LIMs]=0;Y[LIMs]=0;
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10

11 for (m=0;X[m];m++) ;

12 for(n=0;Y[n];n++);

13

14 for (i=n;i>=0;i--) {

15 for (j=m;j>=0;j--) {

16 if (X[jl==’\0’|IY[il==>\0’) L[i][j]=0;
17 else if (X[jl==Y[il)

18 LIil[j1=L[i+11[j+11+1;

19 else

20 L[i]l[jl=max (L[i+1]1[j],LLi]1[j+11);
21 }

22 }

23 return L[0][0];

24}

Codigo 4.2 — Solugao Matricial

4.1.3 Solucdo matricial em espaco linear

Analisando a solugdo matricial anterior, observamos que cada elemento calculado
depende apenas de duas linhas da matriz, a anterior e a atual. Na verdade, cada elemento
L[i][j] depende apenas de outros trés elementos, gracas a ordem de preenchimento da
matriz: o elemento anterior L[i|[j + 1], o elemento adjacente inferior L[i 4 1][j] e o elemento

anterior ao adjacente inferior L[i + 1][j + 1].

Diante deste fato, com o uso de duas variaveis auxiliares, apenas uma tnica linha
¢é necessaria para armazenar os resultados. Para cada novo elemento a ser calculado,
o resultado sera armazenado temporariamente nestas variaveis auxiliares, que por sua
vez irdo gradativamente sobrescrever a linha atual. Ao final do processo, restara apenas
uma linha equivalente a primeira linha da matriz no algoritmo matricial e o resultado
estard na primeira posi¢ao desta linha. A programacao dinamica precisara apenas de um
vetor, que podera ser alocado diretamente na fungao, melhorando a solucao em termos
de portabilidade e modularidade. Enquanto o espaco necessario para os casos de teste
na solucao matricial é de 10GB, a solucao de espacgo linear requer apenas 200KB. Esta
economia de espago permite a aplicagao do algoritmo em strings maiores, mas como a
complexidade ainda ¢ O(N?), o tempo de execugao permanece insatisfatério. Apresentamos

a implementacao da solugao matricial em espaco linear no Codigo 4.3.

1 int LCS(char *X, char *Y) A{
2 int i,j,k1,k2,m,n;
3
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4 for (m=0;X[m];m++);

5 for(n=0;Y[n];n++);

6

7 int L[m+1];

8

9 for (i=n;i>=0;i--) {

10 k1=0;

11 for (j=m;j>=0;j--) {

12 if (X[j1==>\0’[||1Y[i]l=="\0") k2=0;
13 else if (X[jl==Y[il)
14 k2=1+L[j+1];

15 else

16 k2=max (L[j],k1);
17 L[j+1]=k1;

18 k1=k2;

19 }

20 L[0]=k1;

21 }

22 return L[0];

23}

Cédigo 4.3 — Solucao matricial em espaco linear.

Para os casos de teste, este programa executou em 13,05 segundos. Este tempo é
bem menor do que o tempo estimado da solu¢ao matricial plena, pois o uso de memoria
de forma intensiva forca o processador e o sistema operacional a gerenciar meméria cache

e memoria virtual com mais frequéncia, atrasando a execugao do programa em si.

4.2 Solugdes < O(N?)

As solugbes apresentadas até o momento requerem que todos os caracteres que
compoe as strings sejam comparados dois a dois, impondo o limitador intransponivel de
O(N?) no tempo de execucio. Como a LCS ¢ composta apenas de caracteres que ocorrem
simultaneamente nas duas strings, algoritmos que considerarem somente o conjunto de
pontos de coincidéncia na matriz serao mais eficientes, como mostrado na Figura 4, em

que apenas 41 dos 225 pontos existentes precisam ser considerados na busca da LCS.

Denominamos L o conjunto de pontos da matriz da programacao dindmica, e R
o conjunto de coincidéncias de caracteres em um par de strings qualquer. O tamanho
do conjunto L é dependente apenas do comprimento das strings comparadas e é igual a
m X n, onde m e n sao o comprimento das strings X e Y, respectivamente. O tamanho

do conjunto R é variavel e dependente do contetido destas strings. Strings formadas por
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X = CAGAXTCACGACGTA m: = 15
¥ = TCGTGTTGCGTYACT i = 45
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Figura 4 — Mapa de coincidéncias comum as strings X e Y.

alfabeto grande e distribuicao uniforme dos caracteres possuem conjunto R muito pequeno
em relagdo ao conjunto L, enquanto que strings com alfabeto pequeno ou com distribuicao
nao uniforme geram conjuntos R maiores (CROCHEMORE; ILIOPOULOS; PINZON,
2003). Em qualquer destas hipdteses, o conjunto R é subconjunto préprio do conjunto
L, e esta caracteristica é explorada no desenvolvimento de algoritmos eficientes para a
busca da LCS. Sejam ¥ = {0y, 09, ..., 01|} o alfabeto que compde as strings X e Y, Q%
a quantidade de ocorréncia do caractere o; em X e Q7' a quantidade de ocorréncia do
caractere o; em Y, o tamanho do conjunto R é calculado pela Equacao 4.1 que ¢ igual ao
somatoério dos produtos da quantidade de ocorréncia de cada caractere em cada uma das

strings.

15|

Rl = > Q% x QY (4.1)

a=o1

Para os casos de strings que possuem distribui¢ao uniforme de caracteres do alfabeto,

podemos estimar o tamanho de R pela Equacao 4.2.

|L[*

|R|
%]

(4.2)

A utilizagao do conjunto R como base para a solu¢ao do problema da LCS substitui
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a abordagem da comparacao de caracteres pela abordagem grafica. Nesta nova abordagem,
as coincidéncias de caracteres das strings X e Y agora sao apresentadas como pares
ordenados (i, j) sobre o plano, mantendo-se uma correspondéncia posicional com a matriz
da programacao dindamica original. Uma subsequéncia somente pode ser formada por
pontos do conjunto R ordenados de forma crescente, ou seja, dados dois pontos R [i1][j1]
e Rylia][ja], Re > Ry se e somente se ig > i1 € jo > J1. Se iy = iy OU j; = Jja, 08
mesmos estarao dispostos na mesma linha ou mesma coluna, respectivamente, e nao podem
pertencer a uma subsequéncia ao mesmo tempo. Nestes casos, aquele ponto que tiver o

indice oposto menor, obstrui o maior tornando-o irrelevante.

Hirschberg (1977) demonstrou que, escolhido um ponto qualquer na matriz de
coincidéncias, este ponto dividira a matriz em 4 quadrantes, como mostrado na Figura 5.
Na busca da LCS, todos os pontos dos quadrantes 1, 2 e 3 sao irrelevantes em relacao
a este ponto porque sao menores ou iguais ao ponto escolhido e podem ser desprezados.
Caso o ponto escolhido seja parte da LCS, somente os pontos dentro do quadrante 4

devem ser considerados para sua continuidade, seguindo a ordem crescente mencionada

anteriormente.
X = CAGAXTCACGACGTA m = 15
Y = TCGTGTTGCGTYACT n = 15
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Figura 5 — Mapa de coincidéncias de caracteres das strings X e Y. O ponto em (4,6)
domina os pontos dentro do quadrante 4, que sao candidatos a dar continuidade
a LCS.

Chamamos de conjunto dominante D, os pontos do conjunto R que sao relevantes
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na formacao da LCS. Ao demarcar linhas de fronteira na matriz de programacao dinamica,
verificamos que o conjunto D é exatamente composto pelos pontos que marcam os vértices
externos destas linhas, como ilustrado na Figura 6a. Na Figura 6b verificamos que apenas

24 dos 41 pontos do conjunto R sao relevantes para a busca da LCS.

X = CAGAXTCACGACGTA m = 15 X = CAGAXTCACGACGTA m = 15
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(a) Matriz Programagcao Dindmica. (b) Conjunto D.

Figura 6 — Matriz de Programacao Dindmica e mapa de coincidéncias com pontos domi-
nantes marcados com circulos e os pontos irrelevantes com x.

Ao numerarmos as linhas de fronteiras através de um indice k£, chamamos os
pontos dominantes que delimitam a fronteira k de k-Dominantes ou D*. A distribuicdo do
conjunto D sobre a matriz é resultado das seguintes propriedades: somente 0 ou 1 fronteira
é acrescentada a cada linha da matriz, e o ponto relevante D* a cada nova linha é sempre
aquele que esta mais préximo e a direita da fronteira £ — 1 na linha anterior. Consideramos
a existéncia universal da fronteira D° que representa a subsequéncia vazia e é observada

na Figura 6Ga.

Assim, podemos verificar na Figura 6b que:

O ponto R[1][6] delimitou a fronteira 1 na primeira linha por ser o mais a direita da

fronteira DY e descartou o ponto R[1][14];

O ponto R|[2][1] moveu a fronteira 1 para a coluna 1;

O ponto R|[2][7] delimitou a fronteira 2 e descartou os pontos R[2][9] e R[2][12];

e A cada nova linha, as fronteiras existentes podem ser movidas para a esquerda, e no

maximo uma nova fronteira pode ser criada.
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A regiao da distribuicao dos pontos D comeca no canto superior esquerdo e é

delimitada por duas arestas, simétricas a diagonal, com inclinacao calculada pela razao

N
1%l

provavel de estar distribuido.

Na Figura 7 vemos as duas retas que delimitam a regiao onde o conjunto D é mais

X = CAGAXTCACGACGTA m = 15
¥ = TCGTGTTGCGTYACT n = 15
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Figura 7 — Mapa de distribui¢ao do conjunto de pontos. Conjunto D em circulos azuis e
conjunto K demarcados com circulo laranja.

As sequéncias de pontos dominantes e crescentes que rapidamente atingem a lateral
direita ou a base da matriz podem ser interpretadas como sequéncias comuns que foram
abortadas por nio poderem mais ser prolongadas. Todos os pontos D* que ndo podem
dominar pontos D**! poderiam ser desconsiderados, restando apenas o conjunto K com
todos os pontos que podem pertencer a uma LCS. A area delimitada pelos dois arcos
mostrados na Figura 7 representa, empiricamente, a area provavel que contém o conjunto

K.

A Equacgao 4.3 mostra a relagao entre estes diversos conjuntos.

LCSCKCDCRCL (4.3)

As implementagoes a seguir se utilizam das propriedades delineadas nesta sec¢ao,
buscando identificar o menor subconjunto de R que contém K na determinagao do

comprimento da LCS.
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4.2.1 Solucado dltima linha

A solucao matricial em espaco linear chama a atencao pelo fato da ltima linha
calculada possuir uma relevancia especial. Todas as fronteiras de transicao da LCS cortam a
ultima linha calculada. As transi¢oes de uma unidade na ultima linha tem uma correlacao
direta com o momento que ocorre uma igualdade entre os caracteres das strings. Ao
observar as transigoes de uma unidade nos comprimentos da LCS em todas as linhas,
percebemos que existem linhas de fronteira separando claramente as regioes de transicao,

como mostrado na Figura 8.
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Figura 8 — Matriz preenchida por programacao dindmica delineando as fronteiras de
mudanc¢a de uma unidade no comprimento da LCS.

A solucao ultima linha explora a possibilidade de se obter a sequéncia da tltima
linha da matriz, inferindo suas transi¢oes a partir das coincidéncias relevantes dos caracteres,

linha apds linha (HUNT; SZYMANSKI, 1977).

A implementacao usa listas encadeadas para indexar a posicao dos caracteres
nas strings e vetores auxiliares para armazenar a primeira posicao de um caractere do
alfabeto na lista encadeada sem que seja necessario a comparacao entre eles. A cada linha,
verificamos quais fronteiras podem ser melhoradas e qual é melhor candidato para uma
nova fronteira, descartando todas as demais coincidéncias até o fim da linha. Quando
uma fronteira ndo pode ser mais melhorada, esta posicao pode ser descartada das listas
encadeadas e fronteiras sao atualizadas somente no intervalo que ainda pode ser melhorado.

Em suma, o algoritmo inicializa com todas as fronteiras situadas no infinito e vai puxando-
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as em direcao ao inicio da matriz conforme ocorrem coincidéncias dos caracteres nas duas
strings comparadas. E importante reiterar que, a cada linha processada, zero ou uma
fronteira é trazida do infinito e adicionada a lista de fronteiras. Naturalmente o niimero

final de fronteiras refletird o comprimento da LCS.

1 2 3 4 5 -] T & 3 W # 12 13 14 15
CAGAXTCACGACGT
1) 4 ¥ B x
1 2 3 4 5 & T & 3 0 #H 12 13 M 15
C AGAXTCACGACGTA
L | o X
2) 2 ¢C | o | 0 X X
1 ) 3 4 5 & T [ o0 fo"2E |’ M s
C A G AXTOCACGATUCNG A
17T | o X
e Clo o X X
3] 3G i) | ] X

T
g C|o o X X
3G ] |0 X

0 o o
o o
4 B 8 9 12 14

Figura 9 — Sequéncia de andlise linha a linha do algoritmo ultima linha. O nimero de
fronteiras é o comprimento da LCS.

“ Cl|x

‘]5] 5 T

Na Figura 9, mostramos passo a passo como definir as fronteiras presentes na
Figura 8a. Na linha 1, o ponto (1,6) descarta o ponto (1,14) colocando a coluna 6 como
melhor candidata a fronteira de valor 1. Ao analisar a linha 2, verificamos que o ponto
(2,1) é melhor que (1,6) para a fronteira 1 e que (2,7) é melhor candidato a fronteira 2,
descartando assim os pontos (2,9) e (2,12). Além disso, a fronteira do ponto (2,1) nao
pode mais ser melhorada, pois esta no limite esquerdo da matriz, e por isso todas as linhas
subsequentes podem desconsiderar esta fronteira. Na linha 3, a fronteira 2 foi melhorada
para coluna 3 pelo ponto (3,3) e o ponto (3,10) é melhor candidato a fronteira 3. Ao final

do algoritmo, teremos o conjunto {1,2,4,6,8,9,12,14} das colunas onde ocorrem os limites
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das fronteiras. O nimero de elementos deste conjunto é o comprimento da LCS.

O Cédigo 4.4 apresenta a implementacao da solucao ultima linha. As listas enca-
deadas sao codificadas com vetores lineares Qx e QQy, que representam coordenadas do
conjunto R mencionado anteriormente. Usamos SigmaX e SigmaY para apontar a posigao
inicial de cada caractere do alfabeto nas strings de entrada. Estes vetores sao criados e
inicializados nas Linhas 15 a 31. Nas Linhas 33 e 34 criamos um vetor L de tamanho m
que inicialmente assume que todas as possiveis colunas de fronteiras situam-se no infinito.
A partir disso, para cada elemento de Y verificamos se ele ainda contém coincidéncias
em X. Se nao houver, marcamos qual a primeira fronteira que ainda podemos melhorar
e descartamos este caractere de Qy (Linhas 42 e 43); verificamos entdo se a fronteira
da ocorréncia em X do caractere sendo analisado em Y melhorou ao maximo possivel
e marcamos esta posi¢ado para nao mais ser atualizada (Linhas 45 a 50); atualizamos as
posigoes das fronteiras ja conhecidas (Linhas 51 a 58); verificamos se uma nova fronteira
foi encontrada (Linhas 59 a 62); e finalmente retornamos K como o nimero de colunas
validas encontradas (Linha 64). O vetor L conterd as colunas da matriz onde passam as
fronteiras divisérias do comprimento da LCS na ultima linha processada. A complexidade
do pré-processamento para indexar as strings é O(m +n). O processamento da LCS ocorre
sobre o conjunto R, entdao a complexidade de tempo é O(R) + O(m + n). A utilizacao de
espago € linear com comprimento das strings e portanto é O(N). O tempo de execugao
foi de 2,4 segundos, comprovando a melhora de eficiéncia ao reduzir significativamente o

conjunto de dados a serem processados.

1 int LCS(char *X, char *Y) {

2 int i,j,k,1,m,n,0,K,P,INF;
3

4 for (m=0;X[m];m++) ;

5 for(n=0;Y[n];n++);

6

7 if (m==0]||n==0) return O;
8

9 if (m<n) A

10 char *T;

11 T=X;X=Y;Y=T;

12 k=m;m=n;n=k;

13 }

14

15 int SigmaX[256], Qx[m];
16 int SigmaY[256]1, Qyl[n];

17
18 for (i=0;i<256;i++) {
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19

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

for

for

int

for

SigmaX [i]=INF;
SigmaY [i]=INF;

(i=m-1;i>=0;i--) {
Qx[i]l=SigmaX [X[i]];
SigmaX[X[i]]l=1i;

(i=n-1;i>=0;i--) {
Qy[il=SigmaY[Y[i]];
SigmaY[Y[ill=1i;

L[m];
(i=0;i<m;i++) L[i]=MAXs;

P=INF;K=0;1i=0;j=0;k=0;1=0;

int
int
for

{

ini=0;
mel=0;

(i=0;i<n;i++)

k=ini;
while (SigmaY[X[mel]]==INF) mel++;
SigmaY[Y[i]l]=Qy[SigmaY[Y[i]]1];

P=SigmaX[Y[i]l];

if (P==mel) {
SigmaX[Y[i]l]l=Qx[SigmaX[Y[i11];
mel++;
ini++;

}

while (P<INF&&k<K) {
if (P<=L[k]) {

o=P;
while (P<=L[k]&&P<INF) P=Qx[P];
L[k]l=o0;

}

k++;

}
if (P<L[k]) {
L[k]=P;
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61 K++;
62 +

63 }

64 return K;

65

Codigo 4.4 — Solugao udltima linha

4.2.2 Solucdo limpeza de matriz

A solucao limpeza de matriz é uma solucao proépria derivada da simplificacao
da solucao ultima linha. O objetivo é simplesmente contar a quantidade de camadas
que correspondem a cada fronteira, e assim obter o comprimento da LCS, sem o custo
da manutencao de qualquer outra informacao. Esta contagem é realizada eliminando-se
de uma matriz de coincidéncias (i.e.conjunto R) todos os pontos pertencentes a uma

determinada camada k, sequencialmente, até a matriz ficar vazia.

O algoritmo utiliza listas encadeadas para representar a matriz. A eliminacao dos
pontos de cada camada k é realizada recalculando os ponteiros da lista para que os pontos
que estao sendo eliminados nao sejam mais apontados. A Figura 10 ilustra o esquema da
lista encadeada onde o espaco ocupado tem o mesmo comprimento da string representada.
A Figura 11 ilustra os passos necessarios para limpar totalmente a matriz. O niimero de

passos ¢ igual ao comprimento da LCS.

1 al2]

ecz\.

3Gi ! //-;

¢ T|6| s F

s x[51 4/ 99599,
|?|¢|1D|3|==|1¢|9|11|12|:!.3|15|=»=|==|==|==—|
1 2 3 4 5 & T g 8 10 1 12 13 14 15
CA G EKTEXE S B L & ITA

Figura 10 — Lista encadeada para a string X.

O cédigo Codigo 4.5 apresenta a implementacdo da solugao limpeza de matriz. O
tempo de execucao desta solucao foi de 2,387 segundos, praticamente igual ao da solucao
ultima linha. A melhora obtida com a eliminacao do custo de manutencao do vetor de
posicoes das fronteiras foi totalmente perdida pela falta da indexacdo da string Y. A
estrutura de representacao do conjunto R por listas encadeadas somente para a string
X, ou seja, somente nas linhas da matriz, nao permite que sejam eliminados numa tinica
operagao toda uma coluna de pontos irrelevantes. Por conta disso, o ganho sobre a base R

foi pequeno e a solugao degenera para alguns casos como por exemplo o de duas strings
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(d) Passo 4
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Figura 11 — Sequéncia

(h) Passo 8

de exemplo da solucao limpeza de matriz.
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idénticas com alfabeto de tamanho unitario. A complexidade de tempo no pior caso é
O(N?/2) + (O(m + n). E no caso médio é O(R) + O(m + n).

1 int LCS(char *X, char *Y)

2 {

3 int i,j,k,1,m,n,o0,K;

4

5 for (m=0;X[m];m++) ;

6 for(n=0;Y[n];n++);

7 if (m==0||n==0) return O0;

8

9 if (m<n)A{

10 char *T;

11 T=X;X=Y;Y=T,;

12 k=m;m=n;n=k;

13 }

14 int Sigmal[256], Q[m], MxI[n];
15

16 for (i=0;i<256;i++)

17 Sigma [1i]=1INF;

18 for (i=m-1;i>=0;i--) {

19 Qlil=Sigma[X[i]];

20 Sigma[X[i]]=1i;

21 }

22 for (i=0;i<n;i++)

23 Mx[i]=Sigma[Y[i]l];

24

25 for (K=0,i=0;i<n;i++) {

26 if (Mx[i]l<INF) {

27 j=Mx[i];

28 for (k=i+1;k<n;k++) {
29 if (Mx[kl<=j) {
30 o=Mx[k];

31 while (Mx[k]<=j&&Mx[k]<INF)
32 Mx [k]=Q[Mx[k]];
33 j=o;

34 }

35 }

36 K++;

37 }

38 }



Capitulo 4. Implementagoes para o Problema da LCS 37

39 return K;

40 }

Cédigo 4.5 — Solucao limpeza de matriz

4.2.3 Solucdo diagonal

A Solugao diagonal é uma solucao préopria. Durante a fase de pesquisa, nao foi
encontrado nenhum trabalho utilizando esta abordagem, donde podemos supor ser esta
solugao uma contribuicao inédita ou rara. Foi desenvolvida a partir da solugao limpeza de
matriz para explorar melhor o uso das listas encadeadas. As listas apresentam a vantagem
de poderem ser abandonadas ao atingir-se um elemento limite a partir do qual todos os
demais sao irrelevantes, porém, na solugao limpeza de matriz, esta vantagem somente ¢é
aproveitada na porc¢ao superior da diagonal principal e se mostra pouco efetiva na porc¢ao
inferior. A ideia da solugao diagonal é dividir a matriz em duas metades através da diagonal
principal e representar a metade superior em listas baseada em linhas e a metade inferior
em listas baseada em colunas. Como pode ser visto na Figura 12, as linhas de fronteira
mudam de direcao proximo de cruzarem a diagonal da matriz sugerindo que a porcao
superior ¢ melhor representada por listas ao longo da string X e a porc¢ao inferior por

listas ao longo da string Y.

A T
A G A XTCACGATCGT A
(1] X

8

o
- O I = o OO0 0O O o o 0o & 0O o

Figura 12 — A diagonal caracteriza um eixo de semelhanga na matriz LCS.

A Figura 13 ilustra os passos necessarios para limpar totalmente a matriz. O

numero de passos € igual ao comprimento da LCS.
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Figura 13 — Sequéncia de exemplo da solu¢ao diagonal.
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O processamento é realizado de forma sincrona para linhas e colunas, e consiste
em eliminar sequencialmente os grupos de pontos pertencentes a cada fronteira, até que as
listas fiquem vazias. Num primeiro passo, selecionamos as linha e coluna mais externas de
cada fronteira k, detectamos o primeiro ponto dominante de cada uma através de sua lista
e descartamos o restante, que é constituido totalmente por pontos irrelevantes. Em seguida
verificamos sequencialmente se este ponto pode ser melhorado delineando a continuidade
da linha de fronteira até tocar a diagonal. Como a LCS desenvolve-se alinhada préoxima
da diagonal, este segundo processamento é interrompido muito cedo, contribuindo para a

eficiéncia do codigo. O Codigo 4.6 apresenta a implementacao da solucao diagonal.

Neste codigo criamos as listas encadeadas exatamente como na solugdo tltima linha
(Linhas 15 a 31). Em seguida, atualizamos dois novos vetores M X e MY para dividir a
matriz em duas através da sua diagonal. Estes vetores apontam para a primeira ocorréncia
do primeiro ponto das listas a partir da diagonal (Linhas 33 a 43). Por fim, as camadas sao
contadas e eliminadas das duas metades sincronizadamente (Linhas 45 a 67), onde, nas
Linhas 46 a 49, sao eliminados os pontos mais externos. E nas linhas 50 a 64 sao eliminados

os pontos mais internos da fronteira k£, em cada metade, até tocarem a diagonal.

O tempo de execucao foi de 1,326 segundos. O processamento ocorre parcialmente

sobre o conjunto R e a complexidade de tempo é O(R) + O(m + n).

1 int LCS(char *X, char *Y)

2 {

3 register int i,j,k,l1,m,n,o0,K;
4

5 for (m=0;X[m];m++) ;

6 for(n=0;Y[n];n++);

7 if (m==0]||n==0) return O0;

8

9 if (m<n) {

10 char *T;

11 T=X;X=Y;Y=T;

12 k=m;m=n;n=k;

13 }

14

15 int SigmaX [256] ,SigmaY [256];
16 int QX[m], QY[n],MX[m], MY[n];
17

18 for (i=0;i<256;i++) {

19 SigmaX [i]=1INF;

20 SigmaY [i]=INF;

21 T
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43

22
23
24
25
26
27
28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53
54
55
56
57
58
59
60
61
62

63

for

for

for

for

for

(i=m-1;i>=0;i--) {
QX[il=SigmaX [X[i]];
SigmaX [X[i]]l=1i;

(i=n-1;i>=0;i--) {
QY[il=SigmaY[Y[i]];
SigmaY([Y[i]]l=1i;

(i=0;i<m;i++) {

while (SigmaY[X[i]]l<i)
SigmaY[X[i]]=QY[SigmaY[X[i]]];

MX[i]=SigmaY[X[i]];

(i=0;i<n;i++) {

while (SigmaX[Y[i]l<i)
SigmaX[Y[i]]=QX[SigmaX[Y[i]]];

MY[i]l=SigmaX[Y[i]];

(K=0,k=0;k<n;k++) {
if (MY[k]<INF||MX[k]<INF) {
1=k;
i=MY[1]; MY[1]=1INF;
j=MX[1]; MX[1]=INF;
while (1<i&&1<j) {
1++;
if (MY[1]1<=1) {
o=MY[1];
while (MY[1]<=i&&MY[1]<INF)
MY[1]1=QX[MY[1]1];

i=o0;

}

if (MX[1]1<=j) {
o=MX[1];

while (MX[1]1<=j&&MX[1]<INF)
MX[11=QY[MX[1]1];
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64 }

65 K++;
66 }

67 }

63 return K;

69 }

Codigo 4.6 — Solugao diagonal

4.2.4 Solucido bit-paralelo

Sabendo que um ponto da matriz LCS precisa de um tinico bit para representar a
ocorréncia de um casamento de caractere (Figura 14), pode-se obter ganho de velocidade
de processamento ao aproveitar-se da arquitetura da maquina na construgao da solucao.
De fato, a solugao tradicional O(mn) pode ser reduzida por um fator w correspondente
ao comprimento em bits da palavra suportada pelo computador, uma vez que operagoes
logicas afetardo w bits paralelamente. Nota-se, entretanto, que a solucdo passa a ser
dependente da maquina e, idealmente, o Sistema Operacional e o compilador deveriam
utilizar plenamente o potencial do processador igualando o comprimento da sua palavra

binaria ao comprimento da palavra binaria do processador.

O algoritmo é similar a solucdo tultima linha apresentada na subsecao 4.2.1,
mantendo-se a ideia de processar e identificar o inicio das sucessivas fronteiras da matriz
LCS. Mas agora no dominio binario, em vez de listas encadeadas no dominio dos inteiros
Figura 14, os bits marcados em azul sao os casamentos de caracteres relevantes e marcam

o limite de uma fronteira mais a esquerda na sua linha.

O principio utilizado na movimentacao do bit marcador mais para a esquerda é
fundamentado na operagdo de decrementar um nimero binario. Esta operacdo marca
todos os bits 0 menos significativos com valor 1 até encontrar o primeiro bit 1 menos
significativo, que é marcado com 0, deixando demais bits mais significativos inalterados.

Este bit pode ser isolado com as operacoes abaixo:

1000101110010100
-0000000000000001
1000101110010011
0111010001101100
0000000000000100

|
= =
\_/\_/\_/l—‘

Se entendermos que o 1 a ser subtraido é uma referéncia para encontrar o bit
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Am = CAGAXTCACGACGTA m = 15
¥n = TCGTGTTGCGTYACT n: =15

B BE F AR S B Wy WE di: i B seam B

C AGAXTCACGATCOGTA
T 00000 | 1(0(0(0| @ O0|Q|0]|1/(0
S (Y| 0| Q| 00|00 (| 0| Q|T|0|00
SG(0| 2100|000 (01| 0|0|1]|0(0
¢ T(O|O0(0| Q2|01 (00 (00| 0| 0|0|1(0
G100 (0[O0 |0|0Q|2]0|0
6 T(O| O Q| Q)09 (0000 G| 00|10
TT(| 00010000 0|0 010
s G0 O[T 2| 0|0(0 (0 (DY | Q| Q|T|0|(0
st | (G| Q|0 Q1|0 (1| 0| Q10|00
GO0 (D000 0 (0100
nTIo00(0|0 01000000010
Y| 0000|0000 0|0(0(0(0|0
A0 1| D[ Q]| 0]1]0|0 | 10001
e 0|0 (D00 T|0) 10|01 (00[0
B T|0(0 0|0 O IT ofofo 0 0j0 0|1 0

LCE = CGTGCGTA
CGTCGACT

Figura 14 — Representacao binaria da matriz de casamentos de caracteres. Bits 1 marcam
os casamentos dos caracteres, sendo que os bits em azul sao relevantes e
delineiam as fronteiras.

menos significativo mais préximo desta referéncia, podemos aplicar o mesmo principio, em

paralelo, conforme o exemplo abaixo:

x | 1000101110010100
d | -0000101000100001

(x-d) | 1000000101110011

—(z —d) | 0111111010001100

r = z&—(z —d) | 0000101010000100

E como se estivéssemos decrementando diversos niimeros bindrios simultaneamente
em paralelo e houvesse um espago ficticio entre eles. O exemplo redesenhado a seguir

demostra 4 operagoes simultaneas realizadas em um registrador ficticio de 16 bits.

x | 10001 01 1100 10100
d | -00001 01 0001 00001
(x-d) | 10000 00 1011 10011

—(z —d) | 01111 11 0100 01100

r = 2&—(x —d) | 00001 01 0100 00100

QU
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Para aplicar este principio na resolucao do problema LCS devemos fazer os seguintes

ajustes:

e Organizar a string X em ordem reversa para que a marcagao dos casamentos de
caracteres estejam na mesma direcdo da movimentacao dos bits da operagao binaria,
que ¢ no sentido do bit mais significativo para o menos significativo, conforme

Figura 15.

e Pré-processar o alfabeto da string para criar uma representacao binaria dos casa-

mentos deste caractere sobre a string X.

e Cuidar para que carries e borrows sejam propagados além do limite do comprimento

da palavra de bits do computador utilizado.

e Para que o bit ja detectado como elemento pertencente a LCS nao seja considerado
em duplicidade, a descoberta do préoximo bit representando o préximo elemento da

LCS se faz através da rotacao para a direita de 1 bit do resultado atual corrente.

Am = CAGAXTCACGACGTA m = 15

¥Yn = TCGTGTTGCGTYACT n =15
5 e EG B W gt B SER o B B @ o B 4
A TGCAGCACTHXAGATC
TT 212|000 (00001 | 0(0(0|0|4
e 1) 0|0 0|00 0001
s G 0|0 (0| 1(0|0|0 000|100
AT D1 (2)0) 00000100000
e 00100 T (000|000 1|00
6T 0|1 (02| 0|00 |0 (0|10 Q)00 0
T O3 [0 0|00 00| 0|3 (00000
s G D01 00|00 (0000100
SIC DO 0| %0010 | O(0|0)0]|0|1
wa 001 (001 0|00 00100
T D1 (0|0 0000|100 000
Y 000000000 0|0(0(0(0|0
A 10001 | O[O0 T(0] 0 00 (T(0
L I A T O O e O O O O
5T 010000000 TI o ojo ofao

LCS = CGTGCGTA
CGTCGACT

Figura 15 — Representacao da matriz de casamentos de caracteres em reverso para uso da
técnica de bit-paralelo.
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Para as formulacoes a seguir, considere que L; é a marcagao das fronteiras na
i-ésima linha da matriz e L;_; é a mesma marcagdo para a linha anterior, U e V sao
variaveis auxiliares, e que T; ¢ a string bindria dos casamentos do caractere Y; sobre a

string X.

A solucao bit-paralelo levou a experimentac¢oes visando reduzir o nimero de
operagoes de maquina e assim obter maior eficiéncia. Allison e Dix (1986) sao os precursores

desta metodologia, e em seu trabalho apresentaram as Equagoes 4.4 e 4.5:

U=LiV T (4.4)

retornando a quantidade de bits 1 em L, como tamanho da LCS.

Crochemore et al. (2000) apresentaram a versao complementar, como mostrado na

Equagao 4.6:

Li=(Liyi+ (Lica NT;) V (Li—y A (—(Th) (4.6)

retornando o numero de bits 0 em L,, como tamanho da LCS.

Hyyro6 (2004) alega que sua formulacao apresenta melhor eficiéncia que as anteriores.

As Equacoes 4.7 e 4.8 apresentam a mesma.

U= (Li-1 NT;) (4.7)

Li=(Lioy+U)V (Li-y = U) (4.8)

retornando o nimero de bits 0 em L, como tamanho da LCS.

Para exemplificar, segue o cdlculo para L3 utilizando Allison e Dix (1986):

L5 | 011001001100101

Ty3 | 100010010001010

U=LyVvT3 | 111011011101111

(L2 << 1)V 1| 110010011001011
V=U-(Liz<<1)Vv1|001001000100100
-V | 110110111011011

L3 =U A=V | 110010011001011

A implementacao desta solugao bit-paralelo é apresentada no cédigo Codigo 4.7.
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29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

int LCS(char *X, char *Y) {

register int i,j,k,m,n;
for (m=0;X[m];m++) ;
for(n=0;Y[n];n++);

if (m==0||n==0) return O;

if (m<n) {
char *T;
T=X;X=Y;Y=T;

k=m;m=n;n=k;

int w=(m+31) >>5;

uint S[256] [w];
for (i=0;i<256;i++)
for (j=0;j<w;j++)
S[il[j1=0;

uint set=1;

for (i=0,j=0;i<m;i++) {
S[X[ill[jlI=set;
set<<=1;

if (!set){set++;j++;}

uint L[w];

uint bl,b2,c;

for (i=0;i<w;i++) L[i]=0;

register uint U,V;

for (i=0;i<n;i++) {

bl=1;b2=0;

for (j=0;j<w;j++) {
U = L[j1 | SLY[ill[jl;
c = L[jl>>31;
V = U-(L[j1<<11b1+b2);

bl=c; b2=(V>U);
L[j] = U & (~V);

// ceill[m/32]

// Sigma {all char}

// Vetor L(i)

// borrows and carries
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43 for (k=0,i=0;i<w;i++)

44 for (;L[i];k++) L[il&=L[i]-1;
45 return k;

46 ¥

Codigo 4.7 — Solugao bit-paralelo.

Esta solucao apresenta variaveis contadoras operando no registrador para ganhar
velocidade (Linha 2); deteccao do comprimento das strings (Linhas 3 e 4); escolha da
maior string para representagdo binéria (Linhas 7 a 11); cdlculo do ntimero inteiro de
palavras de 32 bits necessarias para representar o mapa de casamentos de caracteres da
string Y sobre a string X (Linha 13); inicializagdo das strings bindrias de ocorréncias
para cada caractere do alfabeto utilizado (Linhas 15 a 25); inicializa¢do do vetor linha
L da matriz LCS com bits 0 em toda sua extensao (Linhas 27 a 30); implementagao
do c6digo segundo o algoritmo de Allison e Dix (1986) (Linhas 32 a 42); e finalmente
a contagem dos bits 1 do vetor L[w] usando o método de Kernighan e Ritchie (1988),
que representa o comprimento da LCS (Linhas 43 a 46). A complexidade de tempo é
naturalmente O(mn/w), e o algoritmo apresentado acima executou em 453 ms para os

casos de teste considerados.

Hyyro (2004) apresenta referéncias para os algoritmos de Allison e Dix (1986) e
Crochemore et al. (2000), sustentando que seu algoritmo é o mais veloz entre as solugoes
de bit-paralelo por usar menos operacoes de maquina no nicleo do algoritmo. Entretanto,
as nossas implementacoes destas 3 versoes, mantendo uma equivaléncia nos recursos e

técnicas usadas, nao confirmaram as afirmagoes de Hyyro (2004).

Como mostrado na Tabela 3, a implementagao de Allison e Dix (1986) ainda é
a mais veloz. Embora as solugdes de Allison e Dix (1986) e Crochemore et al. (2000)
usem 5 operagoes basicas no niicleo do método, contra 4 da solugao de Hyyro (2004), a
necessidade de propagacao de carries adiciona operagoes binarias que deixam todas as
solugbes marginalmente idénticas. Concluimos que a solugao de Allison e Dix (1986) foi
mais eficiente por usar um niimero maior de operagoes computacionais unarias, e que a
solugao de Hyyro (2004) vence marginalmente a de Crochemore et al. (2000) por eliminar

um acesso a variavel indexada.

Solucao Tempo (ms) | Op Método | OP carry | Total | Unary

Allison 453 5 4 9 3
Crochemore 530 5) 4 9 1

Hyyro 514 4 6 10 0

Tabela 3 — Tabela comparativa entre implementagoes Allison e Dix (1986), Crochemore et
al. (2000) e Hyyro (2004).

Os fragmentos de cddigo a seguir, se substituidos nas linhas 32 a 45 do Cdodigo 4.7,



Capitulo 4. Implementagoes para o Problema da LCS 50

alteram o mesmo para se obter as solugbes Crochemore et al. (2000) e Hyyro (2004). Vale
lembrar que o comprimento da LCS nestas solucoes é obtido pela contagem de bits 0. Por
razoes praticas é melhor apenas acrescentar uma linha na contagem de bits para negar
L, e contar os bits 1 usando o algoritmo de Kernighan e Ritchie (1988), que conta bits

em O(k), onde k é o ntimero de bits 1 da palavra binaria.

1 register uint U,V;

2 for (i=0;i<n;i++) {

3 c=0;

4 for (j=0;j<w;j++) {

5 U= LI[jl1+(L[jI1&SLY[i11[j1)+c;
6 c = U<c|U<L[jI;

7 LL[jl=UIL[jl&(~SLY[i11[j1);
8 }

9 }

10 for (k=0,i=0;i<w;i++) {

11 L[i]l=~L[i];

12 for (;L[i];k++) L[iJ&=L[i]-1;
13 }

14 return k;

Cédigo 4.8 — Fragmento para obter a solu¢ao Crochemore et al. (2000) para bit-paralelo.

1 register uint U,V;

2 for (i=0;i<n;i++) {

3 c=0;b=0;

4 for (j=0;j<w;j++) {

5 V = L[jl&SLY[i11[j];
6 U = L[jl+V+c;

7 c = U<c|(U<L[j1);

8 V = L[j1-(V+Db);

9 b = (V>L[j1);

10 L[j] = UlV;

11 }

12 }

13 for (k=0;i=0;i<w;i++) {

14 L{il=~L[il;

15 for (;L[il;k++) L[iJ&=L[i]-1;
16 }

17 return k;

Cédigo 4.9 — Fragmento para obter a solugao de Hyyrd (2004) para bit-paralelo.
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4.2.5 Solucdo bit-paralelo com limites

As solucoes que consideram a matriz de casamentos de caracteres entre as strings
exploram os limites das fronteiras de transicao da LCS. Estas fronteiras apresentam a
caracteristica fundamental de que, a cada linha processada, zero ou uma fronteira é
acrescentada, representando o crescimento parcial da LCS em 0 ou 1 caractere no seu
comprimento. A solucdo bit-paralelo atua, a cada linha processada, movendo os limites
das fronteiras ji descobertas da direita para a esquerda, e acrescentando zero ou uma nova

fronteira na posicao mais a esquerda possivel apés todas as fronteiras ja descobertas.

A Figura 16 mostra um exemplo do desenvolvimento do vetor L; para as strings
de exemplo utilizando o algoritmo bit-paralelo. Simulamos nesta figura um hipotético
processador cuja palavra tem 4 bits de comprimento. Para efeito didatico, a string X foi
alongada para ocupar 10 palavras de processador de 4 bits.

Z wl

ACTH AGAC
o0 "oooo T oooo

wid w3 wid Wy wE w5 wd w3
TACG GGTT GGAC AALC GTCC AGTC MATG CA
Foooo "oooo Moooo Moooo Foooo Moooo Moooo

1 7 Foooo oooo Foooo Moooo Moooo Moooo Moo pooo " oo Toooo
z € "oooo "oooo Moooo Moooo Moooo Moooo Medoo Moooo Moo Fooo
5 G Toooo Toooo Moooo Moooo Toooo oooo Moo Toooo 7ol
¢ T Toooo Toooo Moooo Moooo Toooo oo "o "oooo Moo T oo
5 G "oooo "oooo Moooo Moooo Foooo "ooto Moo "o
§ T Toooo Toooo Toooo Toooo Foooo Tooio Tooio Foom T oo
7 T Toooo Moooo oooo Foow Toowo Toowo Foom Fomm
& G "oooo Toooo Toooo Foooo Fomo Fooo Toowm Toom T om
5 € "oooo Toooo Moo o000 "ooo1 T oot Toooo Moo Foono 7o
0 G Toooo Toooo Foooo " 1001 Towo Tooo Toom Fomo T om
11 7 Toooo Moo oooo Toooo "ot Toooo Moo Toowm Moo Mo
iz v Toooo "oooo "oooo T oot Moooo Moot Moo Tomo o
15 A oooo "oooo "oo oo Toooo Toto oo T otoo

4 ¢ "efioo Toooo oood Foood Toooo Foood Moo Tioo oo

5 o000 oooo oot Toooo Toooo Toom Foowo Fom Tio

‘IE b ¥ 3 T T L N N E

w=d btz

Figura 16 — Representacao da evolucao do vetor L; através do algoritmo bit-paralelo.

Para observar a Figura 16 definimos que o inicio do vetor esta mais a esquerda
e o bit menos significativo representa o primeiro caractere da string X. O fim do vetor
se estende até a ultima palavra binaria do lado direito. Duas importantes observagoes
podem ser feitas nesta figura: a primeira é que a solucao de bit-paralelo processa toda
a linha até o seu final para buscar o bit 1 mais relevante, mas o bit 1 mais relevante é
encontrado muito antes do processamento atingir o final do vetor de bits. Logo, o restante
do processamento resulta em nenhuma alteracdo no vetor L;, pois o objetivo do algoritmo
¢é justamente detectar apenas o bit 1 mais relevante e mais a esquerda, desprezando todos
os demais até o fim do vetor, que serdao mantidos com o valor 0. A segunda observacao é

que os bits relevantes que ja tenham sido localizados e que nao podem ser mais movidos
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sao recorrentemente repetidos no Vetor L;, linha apdés linha, e como sao movidos para a
direita, estes bits 1 vao se acumulando do lado direito do vetor. Assim, nao tendo mais
espaco para mover estes bits, as palavras binarias que os representam nao se modificam

mais, embora a solucao bit-paralelo reprocessem-nas inutilmente a cada linha.

Estas duas observagoes sugerem que o processamento binario pode ser feito dentro de
uma janela limitada. Porém os limites desta janela sao varidveis e ainda nao desenvolvemos
um algoritmo que permita estabelecer precisamente este contorno. O que fazemos é uma
estimativa do comprimento da LCS em funcao do contetido das strings e do tamanho do

alfabeto utilizado.

Se definirmos que um par de strings, cada uma com comprimento N tenha uma
LCS de tamanho A, é facil perceber que geometricamente tal LCS nao pode estar situada,
nem em parte, dentro dos dois tridngulos retos opostos a diagonal principal de hipotenusa
de comprimento A\. Vamos chamar a hipotenusa deste tridngulo de diagonal de corte e o

triangulo de triangulo de corte, ambos ilustrados na Figura 17.

X = CAGAXTCACGACGTA m = 15
Y = TCGTGTTCCCTYACT n = 15
15 4 13 12 1 4
A T G C A A
tTo|t[0[0]0 /a/* =
) ecolofof1]0
Triangulos o
deCorte - GO 0 1 0 Diagonais
Superior Py de Corte
a1llo 1o 0
sGflo o /00
.I".
L L 000 /
S ilo|o|0 =)
Gl 0 0 10 : %
sciolalo 0 /w’ 0 Tridngulos
de Corte
v.6 00 00 010 0 Inferiar
T olo 0 1|0 0 y
i
2y ojo|o o0 0 ofo olk—
A 1(0fo/0 x| 00]|1 0 0
“C 0|0,01 o[ 10 1
5T 0 1|u #lo o ofo 0
| ]
20%

Figura 17 — Representacao de diagonais e tridngulos de corte sobre no processamento da
LLCS.

Estabelecido que buscamos uma LCS com tamanho maior ou igual a A, o algoritmo

bit-paralelo nao precisara processar as palavras binarias dentro dos tridngulos de corte
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com hipotenusa de comprimento igual a A, pois certamente a LCS buscada nao caberia
dentro desta area, reduzindo assim o tempo de processamento. Este argumento tem
aplicacao clara quando estabelecemos um limiar para verificar se duas strings sao similares.
Digamos por exemplo que se a LCS for menor que 20% as strings nao sao similares,
estamos estabelecendo um limiar de corte e podemos eliminar definitivamente toda a
regiao da matriz onde este limiar de 20% nao caberia. Isto nao quer dizer que o algoritmo,
ajustado para um limite de corte maior que 20%, aplicado a duas strings cuja LCS tenha
o comprimento de 20%, nao entregaria o valor correto do comprimento da LCS, pois hd

uma grande probabilidade de que sua LCS esteja realmente fora dos tridangulos de corte.

Em algumas aplicac¢oes, onde o tempo de processamento é critico, podemos tracar
uma diagonal de corte mais longa. Neste caso, o algoritmo pode entregar um valor com
erro, mas este erro sera devido aos pontos da LCS que se desviaram da regiao diagonal
central e cairam dentro dos tridngulos de corte. Este tipo de erro pode ser controlado com
estudo estatistico da repeticao dos caracteres nas strings comparadas. Assim, a regiao

diagonal 1util pode ser um multiplo pequeno do tamanho do alfabeto das strings.

No exemplo da Figura 17, as strings tem duas LCS de comprimento igual a 8. O
tracado da diagonal de corte em vermelho elimina toda a regiao onde certamente nao
havera subsequéncia de comprimento maior ou igual a 8 e, consequentemente, o algoritmo
entregara corretamente o comprimento da LCS. No entanto, as diagonais de corte em azul,
ajustadas para cortar 80% do comprimento das strings comparadas, ainda assim entregam
corretamente o comprimento da LCS, embora o método tenha processado apenas uma das
LCS existentes. O Cdédigo Codigo 4.10 apresenta a implementacao do método bit-paralelo

com Limites.

1 int LCS(char *X, char *Y) {

2 register int i,j,k,m,n;

3 for (m=0;X[m];m++) ;

4 for(n=0;Y[n];n++);

5 if (m==0||n==0) return O0;

6

7 if (m<n) {

8 char *T;

9 T=X;X=Y;Y=T,;

10 k=m;m=n;n=k;

11 }

12

13 int w=(m+31) >>5; // ceillm/32]
14

15 uint S[26][w]; // Sigma {a..z}

16 for (i=0;i<26;i++)



Capitulo 4. Implementagoes para o Problema da LCS

54

17
18
19
20
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22
23
24
25
26
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28
29
30
31
32
33
34
35
36
37
38
39
40
41
42
43
44
45
46
47
48
49
50
51
52
53

54

for (j=0;j<w;j++)
S[il[j1=0;

uint set=1;

for (i=0,j=0;i<m;i++) A
S[X[il-971[j]I=set;
set <<=1;

if (!set) {set++; j++;1}

int 1i=0,1ls=w;
int x=w*0.20;

float r=(float)m/n;

uint L[w];
uint bl,b2,c;

for (i=0;i<w;i++) L[i]=0;

register uint U,V;

for (i=0;i<n;i++){
k=(int) (i*r+31) >>5;
li=max (k-x,0);

ls=min (k+x,w) ;

//
//
//

//
//

//

bl1=1;b2=0;

for (j=1li;j<ls;j++) {
U = L[j] | s[Y[il-971[j];
c = L[j1>>31;
V = U-(L[jI<<1|bl+b2);

bl=c; b2=(V>U);
L[j] = U & (~V);

for (k=0,i=0;i<w;i++)
for (GL[il;k++)
L[il&=L[i]l-1;

return k;

words limits
length of w tested
relation length/height

Vector L (i)

borrows and carries

ceil k/32)

Codigo 4.10 — Solugao de implementagao bit-paralelo com limites.

Neste codigo, os limites foram estabelecidos nas Linhas 27 a 29 para acelerar o laco

de processamento nas Linhas 42 a 48. O tempo de execucao para um corte de 80% foi de
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156 ms e para um corte de 95% foi de 46 ms. Ambos entregam o comprimento correto da
LCS das strings dos casos de teste. A complexidade é O((mn/w) x (1 — z?)) onde w ¢é
o comprimento em bits da palavra e x é o fator de redugao no tamanho da string para

definir a diagonal de corte, neste caso, w é igual a 32 e x é igual a 0,8.

4.3 Discussao

Embora o problema da LCS seja um problema do tipo combinatério e tenha uma
férmula de recorréncia imutavel, como visto na fundamentacao teérica no Capitulo 2,
podemos obter solugoes eficientes pela utilizagao de outros algoritmos que explorem
um subconjunto menor dos dados. Este trabalho buscou apresentar solugoes explorando
caracteristicas nas trés vertentes conhecidas do problema: comparacao de caracteres;
analise grafica; e poder da arquitetura. A Tabela 4 apresenta o resumo de todas as solugoes

apresentadas.

As solucoes que utilizam comparacao de caracteres por programacao dindmica tem
uso restrito para strings pequenas ou onde é desejado obter a propria LCS. As solugoes
que dependem da arquitetura do computador sao muito rapidas, mas utilizam mais espago
pois necessitam de uma tabela para armazenar o padrao de bits para cada simbolo do

alfabeto enquanto que as solugoes graficas levam grande vantagem em utilizacao de espaco.

A solugao bit-paralelo pode ficar inviavel para casos onde o alfabeto seja muito
grande. Por exemplo, se considerarmos somente os 256 simbolos ASCii, nossos casos
de teste ocupariam 1,6 MB. Por esta razao a solugao apresentada utilizou a restricao
do alfabeto nos 26 caracteres mintsculos. Como veremos no Capitulo 5 dos Resultados
Praticos, a solucao bit-paralelo nao foi adequada para o problema XMEN por causa da
matriz ser muito esparsa e o alfabeto ser muito extenso, comprovando sua inviabilidade
nestes casos. Observa-se que a solugao bit-paralelo tem complexidade de tempo fixa de
O(N?/w) e independente do conteido. Como a solugao diagonal tem complexidade de
O(R) que é aproximadamente O(N?/|3|) é fcil perceber que em termos de complexidade
a solucao diagonal ultrapassa a solucao bit-paralelo quando o tamanho do alfabeto for
maior que o tamanho da palavra binaria do processador. Na pratica, a solu¢ao bit-paralelo
ainda leva alguma vantagem sobre a solucao diagonal por usar cédigos de maquina de

nivel mais baixo mas é superada em algum momento quando || cresce além de w.

A solugao diagonal é a mais rdpida das solugdes que nao dependem da arquitetura, e
apresenta a grande vantagem de utilizar espaco linear independente do conteido das strings
e do tamanho do alfabeto. O critério de limitacao apresentado na solugao bit-paralelo
também pode ser aplicado nesta solugao levando a trabalhar muito mais préximo do

conjunto K que qualquer outra apresentada.
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ne Solugao Tempo (s) O(tempo) O(espago)

1 Recursiva infinito O(22V) O(N)

2 Matricial 21,810 O(mn) O(mn)

3 Espago linear 13,050 O(mn) O(m)

4 Ultima linha 2,400 | O(R)+O(m +n) O(m + n)

5 Limpeza de matriz 2,387 | O(N?/2)+0(m+mn) | O(m +n)

6 Diagonal 1,326 | O(R)+O(m +n) O(m +n)

7 Bit-paralelo 0,421 O(mn/w) O(m|X|/w)
8 | Bit-paralelo limitado 80% 0,156 | O((mn/w).(1 —z?)) | O(m|X|/w)
9 | Bit-Paralelo limitado 95% 0,046 | O((mn/w).(1 — z?)) | O(m|X]/w)

Tabela 4 — Resumo dos tempos de execugao e das complexidades das solugoes apresentadas.
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5 Resultados Praticos

As solugoes apresentadas foram submetidas ao Sphere Online Judge (SPOJ) com
o objetivo de comparar seu desempenho com as solugoes submetidas por usuarios de
todo o mundo em igualdade de condi¢des. O SPOJ é um repositério de problemas da
area da Ciéncia da Computacao, e esta disponivel a qualquer usuario que deseja testar
suas habilidades como programador. O SPOJ tem atualmente mais de 300.000 usuarios
representando mais de 6.000 universidades de todo o mundo. Mais de 30.000 problemas de
diferentes niveis de complexidade estao disponiveis para serem solucionados. Os problemas
do SPOJ sdo apresentados pela sua descrigao e suas restrigdoes de tempo, uso de memoria e
linguagem de programacao. E importante destacar que os usudrios néo tem acesso aos casos
de teste, evitando fraudes na solucao. Os usuarios, ao submeterem suas solugoes, recebem
como resposta Accepted (AC) se resolverem corretamente os casos de teste e atenderem as
suas restricoes ou podem ser ter suas solucoes rejeitadas recebendo uma mensagem de erro.
As mais comuns sao Time Limit Fxceded (TLE), caso a solugao exceda o tempo limite
para a execugao, e Wrong Answer (WA), caso a resposta de algum dos casos de teste esteja
errada. Um tutorial detalhado pode ser encontrado em http://www.spoj.com/tutorials/.
As solugoes aceitas sao listadas em um ranking e ordenadas pelo desempenho em tempo. O
usuario recebe uma pontuacgao inversamente proporcional a dificuldade do problema, sendo
que a dificuldade do problema é estabelecida pelo niimero de usuarios que apresentam
solugoes aceitas, isto é, quanto mais usuarios apresentarem solucoes para um mesmo
problema, menor é a pontuacao distribuida entre os mesmos. A pontuacdo acumulada
de cada usuério compoe o ranking individual mundial e contribui para os rankings por
instituicao e por pais. No SPOJ, o Brasil ocupa o 8° lugar e a UFBA ocupa o 327°
lugar. A India lidera o ranking por paises e tem quase a metade dos usudrios inscritos.
Apresentamos em seguida os problemas do SPOJ relacionados com o problema da LCS

que foram utilizados para testar as diversas solu¢oes apresentadas.
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5.1 Problema Longest Common Subsequence - LCSO

O Enunciado do problema LCS0 esta descrito na Tabela 5. O problema Longest
Common Subsequence - LCS0 (SPOJ-LCS0, 2012) é bastante objetivo e consiste em
implementar um algoritmo que calcule a LLCS de duas strings com até 50.000 caracteres,
considerando um alfabeto restrito as letras minisculas e o tempo de execugao limitado em
676 ms.

Enunciado LCS0O

Input: You will be given two lines. The first line will contain the string A, the
second line will contain the string B. Both strings consist of no more than
50000 lowercase Latin letters.

Output: Output the length of the longest common subsequence of strings A and
B.
Example:
Input: abababab
bebb
Output: 3
Time limit: 0.676 s

Source limit: 50000B

Memory limit: 1536MB

Tabela 5 — Problema LCS0 do SPOJ.

Este problema foi lancado como desafio durante a disciplina de Laboratério de
Programagao II (MATAS80) no semestre 2014.2 da UFBA, dando origem a este trabalho.
A primeira solugao foi realizada em 08/Nov /2014, mas o resultado Accepted foi obtido
somente apds a 43 submissao, em 04/Ago/2015, obtendo o terceiro lugar no ranking de
usuarios, com a solugao bit-paralelo. Todas as demais solugoes nao passaram no limite
de tempo para este problema. Posteriormente, submetendo a solu¢ao bit-paralelo com
limites, aplicando limitador de 80% do comprimento da string, obteve o primeiro lugar em

18/Fev/16, conforme apresentado na Figura 18 .

Apoés algumas otimizacoes para melhor tratar as matrizes retangulares, aquelas em
que os comprimentos das strings comparadas sao diferentes, e parametrizando o c6digo
para que o mesmo ajuste a limitacdo para qualquer caso de teste, obtivemos tempo de 90

ms para todos os casos de testes deste problema, utilizando limitacao de 95%.

Conforme pode ser visto pela Figura 18, o problema recebeu um total de 3.889
submissoes, e que apenas 110 submissoes entre 20 usuarios foram aceitas, demonstrando
que este problema é realmente desafiador. Dentre os usudrios listados, destacam-se: Michael
Kharitonov (Universidade de Moscow), 259° lugar no ranking mundial; Damian Straszak
(University of Wroctaw - Polénia), 27° no ranking mundial; Takanori Maehara (Academic

Researcher at Shizuoka University - Japao), 322° no ranking mundial e Mark Gordon
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Longest Common Subsequence statistics & best solutions

Users accepted Submissions Accepted Wrong Answer Compile Error Runtime Error Time Limit Exceeded

20 3889 110 304 529 1605 1336

All ADA ASM ASMGCC AWK BASH BF dang ¢ C C# C++ 5 dang cpp G+ 4.3.2 C++14 99 strict CLPS CLOJj COB LISP clisp LISP sbel D dmd clang d elixir ERL F# fantom FORT GO gosu 1.6.1 GROOVY HASK
ICON ICK JAR JAVA |S ]52 LUA NEM NICE nim NODE]JS objc dang_objc CAML PAS gpc PAS fpc PERL PERL 6 PHP pico PIKE PRLG PYTH 2.7 PYPY PYTH 3.4 PYTH 3.2.3 n RUBY rust SCALA SCM guile SCM chicken

SCM qobi SED ST TCL VB.net WSPC
< Previous 2 | Next | =

RANK DATE USER RESULT TIME MEM LANG
1 Antonio Roberto Paoli accepted 003 22M C
2 Michael Kharitonov accepted 0.63 2.2M C
3 K_operafan accepted 132 3aM CH+
4332
4 popopolong accepted 1.62 43M G+
4332
5 Arunkumar accepted 218 1.8M &
6 ok Antonio Roberto Paoli accepted 263 41M  C+t5
7 20120800 Damian Straszak accepted 269  3.1M CHt
11233 4332
8 Geoffry Song accepted 281 66M HASK
9 Mark Gordon accepted 295 2.9M CHt
432
10 2013-03-09 Takanori MAEHARA accepted 3.03 29M CH+
004733 432

Figura 18 — Ranking do problema LCS0 no SPOJ http://www.spoj.com/ranks/LCS0/
em 15/Mai/16.

(USA) 439° no ranking mundial.

Também pode ser visto na Figura 18 que a posi¢do 6 no ranking é o resultado da
submissao da solugao diagonal com limitagdo de 95%, demonstrando a potencialidade
da solucao. A solucao diagonal estd implementada considerando a sincronia das linhas e
colunas e esta otimizada para strings do mesmo tamanho. Como é muito provavel que os
casos de testes deste problema tenham matrizes retangulares, a solucao diagonal pode ser

melhorada para comportar estas variantes.



Capitulo 5. Resultados Prdticos 60

5.2 Problema Aibohphobia - AIBOHP

O enunciado do problema Aibohphobia (AIBOHP) é apresentado na Tabela 6.
Este problema busca obter a minima distancia de edi¢ao de uma string com até 6100
caracteres para transforma-la num Palindromo. Trata-se nao da distancia de Levenshtein
(LEVENSHTEIN, 1966), mas sim de um caso particular onde s6 é permitida a insergao e
a remocao de caracteres, mas nao a substituicao. Este caso particular pode ser resolvido
pela férmula m — LLCS(X,Y), onde X é a string de entrada, m é o comprimento de
X, Y éastring reversa de X e LLCS(X,Y) é o algoritmo que retorna o comprimento
da LCS entre X e Y. Este problema nao especifica o alfabeto usado, portanto deve ser

implementado para receber qualquer caractere ASCIi.

Enunciado AIBOHP

Text: BuggyD suffers from AIBOHPHOBIA - the fear of Palindromes. A pa-
lindrome is a string that reads the same forward and backward. To cure
him of this fatal disease, doctors from all over the world discussed his
fear and decided to expose him to large number of palindromes. To do
this, they decided to play a game with BuggyD. The rules of the game
are as follows: BuggyD has to supply a string S. The doctors have to add
or insert characters to the string to make it a palindrome. Characters
can be inserted anywhere in the string. The doctors took this game very
lightly and just appended the reverse of S to the end of S, thus making it
a palindrome. For example, if S = "fft", the doctors change the string to
"fittff". Nowadays, BuggyD is cured of the disease (having been exposed to
a large number of palindromes), but he still wants to continue the game
by his rules. He now asks the doctors to insert the minimum number of
characters needed to make S a palindrome. Help the doctors accomplish
this task.For instance, if S = "fft", the doctors should change the string
to "tfft", adding only 1 character.

Input: The first line of the input contains an integer t, the number of test cases.
t test cases follow. Each test case consists of one line, the string S. The
length of S will be no more than 6100 characters, and S will contain no
whitespace characters.

Output: For each test case output one line containing a single integer denoting
the minimum number of characters that must be inserted into S to make
it a palindrome.

Example:
Input: 1
ftt
Output: 1
Time limit: 1,94 s

Source limit: 30000B

Memory limit: 1536MB

Tabela 6 — Problema AIBOHP do SPOJ.

O algoritmo bit-paralelo superou todas as demais solu¢des obtendo o topo do
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ranking entre 3853 usuarios que obtiveram sucesso em 17649 submissoes, como atesta
a Figura 19. Nao foram aplicados limites na solu¢ao submetida. Vale ressaltar que as

solugoes matriciais também sao aceitas no problema.

Aibohphobia statistics & best solutions

Users accepted Submissions Accepted Wrong Answer Compile Error Runtime Error Time Limit Exceeded

3853 17649 5438 3287 1490 3309 4112

All ADA ASM ASMGCC AWK BASH BF clang ¢ C C# dang cpp C++ 4.3.2 C++ 5 C++14 (99 strict CLPS CLOJ COB LISP dlisp LISP sbcl dmd clang d D elixir F# fantom FORT
GO GROOVY HASK ICON ICK JAR JAVA |52 LUA NEM NICE nim clang_objc objc CAML PAS gpc PAS fpc PERL PHP pico PIKE PRLG PYTH 2.7 PYPY PYTH 3.4 PYTH3.2.3n
PY3.4 RUBY rust SCALA SCM chicken SCM gobi SCM guile SED 5T TCL TECS TEXT WSPC

< | Previous - 2 | Sl 4| S e |NF (08 || 3 90 | 12 Next | =

RANK DATE USER RESULT TIME MEM LANG
1 231:121_,1;5 Antonio Roberto Paoli accepted 0.01 21M C
2 ‘292;;’ [Rampage] Blue.Mary accepted 0.02 7.2M C
3 2007-02-22 Gogu accepted 0.14 1.8M  PAS

11:33:14 fpc
4 2010-10-03 Zvonimir Medic accepted 0.6 2.7M  C++
11:2826 4372
b 2012-10-21 Witold Dtugosz accepted 0.6 2.8M  C++
23:19:40 4372
6 2012-04-29 kagamin! accepted 017 27M  C++
09:40:25 432

Figura 19 — Ranking do problema AIBOHP em www.spoj.com/ranks/AIBOHP/ em
15/Mai/2016.
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5.3 Palindrome 2000 - IOIPALIN

O enunciado do problema Palindrome 2000 - IOIPALIN ¢é apresentado na Tabela 7.

Este problema ¢é essencialmente idéntico ao problema anterior, exceto por usar strings de

comprimento de até 5.000 caracteres como casos de teste e apresentar um alfabeto maior,

que inclui digitos. O algoritmo bit-paralelo foi bastante eficiente, entretanto nao obteve o

topo do ranking porque o critério de colocacao é tempo de execucao e ordem de submissao,

ficando entao no quinto lugar. Observa-se, entretanto, que o uso de memoria foi o menor

entre as submissdes vencedoras, conforme verifica-se na Figura 20.

Enunciado IOIPALIN

Text:

A palindrome is a symmetrical string, that is, a string read identically
from left to right as well as from right to left. You are to write a program
which, given a string, determines the minimal number of characters to be
inserted into the string in order to obtain a palindrome. As an example,
by inserting 2 characters, the string "Ab3bd"can be transformed into a
palindrome ("dAb3bAd'or "Adb3bdA"). However, inserting fewer than 2
characters does not produce a palindrome.

Input:

The first line contains one integer: the length of the input string N,
3 < N < 5000. The second line contains one string with length N. The
string is formed from uppercase letters from A to Z, lowercase letters
from a to z and digits from 0 to 9. Uppercase and lowercase letters are to
be considered distinct.

Output:

The first line contains one integer, which is the desired minimal number.

Example:

Input:

5
Ab3bd

Output:

2

Time limit:

0,158 s

Source limit:

500008

Memory limit:

1536MB

Tabela 7 — Problema IOIPALIN do SPOJ.
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Palindrome 2000 statistics & best solutions

Users accepted Submissions Accepted Wrong Answer Compile Error Runtime Error Time Limit Exceeded

1446 7782 1878 1331 450 861 3258

All ADA ASM ASMGCC AWK BASH EF dang_c C C# dang_cpp C++ 4.3.2 C++ 5 C++14 (99 strict CLPS CLOJ COB LISP disp LISP sbel dmd clang d D elixir ERL F# fantom
FORT GO GROOVY HASK ICON ICK JAR JAVA JS J52 LUA NEM NICE nim clang_objc CAML PAS gpc PAS fpc PERL PHP pico PIKE PRLG PYTH 2.7 PYPY PYTH3.4 PYTH3.2.3n
PY3.4 RUBY rust SCALA SCM chicken SCM qobi SCM guile SED ST TCL TECS TEXT WSPC

< Previous - 2| 3| 4 Tl O T N - O - 10 1 Next | >

RANK DATE USER RESULT TIME MEM LANG
2010-03-18
1 iani [Rampage] Blue.Mary accepted 0.00 7.0M €
2 20110722 YAMADA accepted 0.00 43M  C++
1219:54 432
3 2012-08-25 Tooru Ichii accepted 0.00 B87M  C++
220709 432
4 gl o Tooru Ichii accepted  0.00 15M C++5
5 2;?121;' Antonio Roberto Paoli accepted 0.00 2.1M (=
20150817 I d
6 S arunpatala accepte 0.14  2.2M C
20120114 ‘e
7 e Aleksandar Ivanovic accepted 0.15 3.1M  C++5

Figura 20 — Ranking do problema IOIPALIN em www.spoj.com/ranks/IOIPALIN/ em
15,/Mai/2016.

O cédigo submetido foi o bit-paralelo sem nenhum limite. Foi também submetido
um codigo bit-paralelo com limite em 20%, que recebeu Wrong Answer. Nota-se que
o problema pede solugoes para strings contendo letras maitisculas, letras mintsculas e
numeros, sendo provavel que as strings dos casos de testes sejam preparadas especificamente
para resolucoes de palindromos, com distribui¢oes de caracteres com regularidades proprias
para casos limite. Este é um caso onde o uso de limites nao se aplica. As demais solugoes

nao passam neste problema porque o limite de tempo do problema é bastante restrito.
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54 Problema X-Men - XMEN

O enunciado do problema XMEN ¢ apresentado na Tabela 8. O problema XMEN
nao é um problema de LCS, e sim um problema de Subsequéncia Crescente Maxima
(LIS, Longest Increasing Subsequence). A distribui¢ao dos simbolos em cada string deste
problema é uma permutagao de um alfabeto finito, continuo e ordenado, de tamanho igual
ao comprimento da string. Para resolver este problema como LIS é preciso reindexar as
duas permutacoes, renomeando seus simbolos, para que tenhamos uma string ordenada a
ser comparada com uma permutacao, e calcular a mais longa subsequéncia crescente desta
permutagao. A complexidade da solugao tradicional para a LIS é O(NlogN) existindo, para
o caso particular da permutagao uma solugao com complexidade de tempo de O(NloglogN),

nao sendo este o objeto deste trabalho.

Enunciado XMEN

Text: Dr. Charles Xavier is trying to check the correlation between the DNA
samples of Magneto and Wolverine. Both the DNAs are of length N,
and can be described by using all integers between 1 to N exactly once.
The correlation between two DNAs is defined as the Longest Common
Subsequence of both the DNAs. Help Dr. Xavier find the correlation
between the two DNAs.

Input: First line of input contains number of Test Cases T. ach test case starts
with an integer N, size of DNA. Next two lines contains N integers
each, first line depicting the sequence of Magneto’s DNA and second line
depicting Wolverine’s DNA.

Output: For each test case print one integer, the correlation between the two
DNAs.
Example:
Input: 2
21221 3123 132
Output: 1
2

Constraints: 1<T <10
1 < N < 100000

Time limit: 1ls

Source limit: 50000B

Memory limit: 1536MB

Tabela 8 — Problema XMEN do SPOJ.

Na Figura 21 apresentamos do lado esquerdo, um modelo do problema XMEN com
duas permutacgoes e do lado direito o mesmo problema apds a reindexacao resumindo o
problema a uma tunica permutacao. A reindexacao é equivalente a uma renomeacao dos
simbolos e a sequéncia a ser analisada com a utilizacdo de um algoritmo LIS é {5, 7, 10,

2,14, 15, 4, 6, 11, 9, 8, 12, 13, 1, 3}, conforme apresentado nesta figura. A matriz que
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Figura 21 — Exemplo para o problema XMEN. (a) matriz de permutagoes e (b) matriz
reindexada.

combina duas permutagoes é bastante esparsa, contendo apenas um ponto em cada linha

e um ponto em cada coluna, ou seja, o conjunto R tem tamanho igual a V.

Embora este problema seja apresentado como LCS, nao é para ser resolvido como
tal, pois existem algoritmos mais eficientes para tratar permutacoes, mas, aqui a solucao
diagonal surpreende e mostra todo seu potencial. De fato, exceto a solu¢ao diagonal, todas
as demais solugoes apresentadas neste trabalho falharam ao tratar o problema como LCS,

inclusive a solugao bit-paralelo.

A razao do sucesso da solucao diagonal pode ser facilmente explicada pela com-
plexidade de tempo da solugao que é O(R) ou O(N?/N), assim R é igual a N. A solugao

bit-paralelo falha por ter complexidade constante de O(N?/w) e neste caso w << N.

Como nao temos acesso aos casos de teste do SPOJ, criamos 3 casos especiais
de teste com tamanho de 100.000 simbolos para comparar o desempenho das solugoes
em ambiente controlado. Os resultados foram resumidos na Tabela 9. A primeira coluna
lista a solucao usada, a segunda coluna apresenta o tempo para um caso de teste em que
as strings X e Y sao idénticas, a terceira coluna mostra um caso de teste onde Y é o
reverso de X, a quarta coluna mostra o tempo para um caso de teste com strings geradas
aleatoriamente, que possui LCS de comprimento 820, e a quinta coluna o resultado da

submissao no SPOJ.

Algumas conclusoes podem ser tiradas desta tabela. (1) A solugdo Limpeza de
Matriz degenera-se para O(N?/2) quando as strings sio iguais, devido ao fato do algoritmo

testar, a cada linha, todas as linhas seguintes para verificar se as fronteiras podem ser
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Solucao Caso Dir | Caso Rev | Caso Rnd | SPOJ
Limpeza de matriz 9189 31 140 | TLE
Bit-paralelo 1310 1310 1310 | TLE
Bit-paralelo com limite 203 202 202 | WA
Diagonal 31 31 46 | ACC 210 ms
LIS 31 31 31 | ACC 180 ms

Tabela 9 — Tempo em ms das solucoes aplicadas ao Problema XMEN e resultado no SPOJ.

melhoradas, o que nunca ocorre, mas possui desempenho 6timo para strings reversas,
onde todos os testes sao positivos. (2) A solugao bit-paralelo obteve tempo de execugao
idéntico para todos os casos de teste, provando que é independente do contetido. A solucgao
bit-paralelo é inviavel para permutacoes, pois calcula desnecessariamente toda a linha
para mover um unico bit. (3) A solugao bit-paralelo com limites poderia ter acelerado
o tempo de execuc¢ao, mas com uma matriz extremamente esparsa, um tnico ponto que
nao seja considerado implicara necessariamente em uma resposta errada, como ocorreu no
SPOJ. Isto mostra que a limitacao somente se aplica a problemas de alfabeto pequeno em
relagdo ao comprimento das strings comparadas. (4) A solugao diagonal foi a tnica aceita,
com desempenho 6timo nos dois casos extremos de teste, deteriorando-se levemente no

caso randomico em que alguns pontos dominantes se afastaram da diagonal principal.

Para comparacao, a solugao LIS em O(NlogN) foi submetida e verificou-se que esta
solucao depende integralmente do tamanho do conjunto R, mas nao da sua distribuicao.
Com este problema mostramos que a solugao diagonal proposta neste trabalho é muito
promissora para a LLCS pois os seus resultados, pelo menos para permutacgoes, sao

comparaveis aos obtidos pela LIS e superaram a solucao bit-paralelo.
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6 Conclusao

O problema LCS é um problema combinatério e envolve operar direta ou indire-
tamente nos pares ordenados (x,y) que duas strings geram ao combinar seus caracteres
alinhados sobre os eixos z e y, respectivamente. EE um problema bidimensional em sua
esséncia e uma abordagem convencional sempre nos levara a solugoes de complexidade

O(N?) de tempo e espaco, pois o conjunto destes pares contém (m x n) elementos.

Solugoes viaveis para o uso cotidiano envolvem a diminui¢ao do tamanho deste
universo tomando como base somente os dados essencialmente necessarios, pré-processando
e descartando imediatamente todos elementos que nao contribuirao para a solugao. Trés
subconjuntos sao bem definidos no universo de pares da matriz L: o subconjunto R dos
pares ordenados que possuem coordenadas cujos caracteres correspondentes possuem uma
coincidéncia; O subconjunto D de R com os pares que possuem maior relevancia no tragado
das zonas de fronteira da LCS; e o subconjunto de pares ordenados K cujos elementos

pertencem a pelo menos uma das LCS possiveis.Desta forma, LCS C K C D C RC L.

A solucao recursiva é inviavel para qualquer aplicagao porque seu tempo de execugao
cresce exponencialmente. A solucao matricial opera totalmente em L e nao é eficiente,
pois o seu tempo de execucao cresce quadraticamente com crescimento do comprimento
das strings. Porém, a solucao é 1til para strings pequenas e para aqueles casos onde é
preciso recuperar a propria LCS. As solugoes ultima linha, limpeza de matriz e diagonal
operam parcialmente em R e nem mesmo utilizam uma matriz como apoio de dados,
porém sua execucao depende do contetido das strings. Destas trés solucoes, a diagonal ¢ a
que opera mais proximo do conjunto D. As solugbes bit-paralelo operam completamente
em L, obtendo ganho de velocidade por meio de paralelismo de acordo com o tamanho em
bits da palavra do processador. Estas solug¢oes nao tem dependéncia direta do contetido das
strings mas tem dependéncia do tamanho do alfabeto, além da dependéncia do hardware

empregado.

Embora os casos de teste tivessem um comprimento longo, de 50.000 caracteres,
permitindo experimentacoes praticas, nao foi abordado neste trabalho os casos de busca
da LCS para strings verdadeiramente longas. Estes casos requerem processamento em
linha, ou seja, sem o pré-processamento utilizado em algumas das solu¢oes apresentadas. A
abordagem utilizada nas solucoes bit-paralelo com limites e diagonal sao mais promissoras
para resolucao do problema da LCS em linha. A solucao diagonal apresentada é promissora,
pois obteve o menor tempo de execugao entre as solugoes independentes da arquitetura e
tem complexidade de espaco independente do tamanho do alfabeto, por isso, a solugao

diagonal supera a solugao bit-paralelo quando o alfabeto se torna muito grande. Como
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demonstrado no exemplo pratico XMEN, a solugao bit-paralelo tem complexidade de
espago de O(|X]| x N) e mesmo que o processamento do alfabeto seja feito em linha,
a execugao é em O(L/w) que é muito maior que O(R) da solugao diagonal. Por outro
lado, acreditamos que é promissor pesquisar o uso do bit-paralelismo na solucao diagonal.
Durante a etapa de pesquisa, nao foram encontrados trabalhos que dividam a matriz LCS
pela diagonal principal, sendo esta a principal das contribui¢oes deste trabalho. Assim
concluimos que a analise das propriedades da LCS ao longo da diagonal de sua matriz

abre uma nova linha de pesquisa para este problema.
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