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Na tradicSo da economia politica cléssica, o valor das mer
cadorias constitul uma estrutura complexa, do trabalho necessa-
rio aos pregos de mercados, através dos precos de producao. A
investigacio da relacdo entre guantidades de trabalho e pregos
de produgdo recebeu um poderoso impulso da obra de Piero-SRAFFA.
Este filtimo mostrou inequivocamente que o sistema dos pregos de
produc8o, articulado unicamente a partir da descrigao dos pro: -
cessos produtivos e da estipulagao de uma regra de reparticao do
produto liguido, permite obter os pregos sem referéncia direta
ao trabalho. Sraffa apontava, porém, para esta relagdo, atra =
v8s de doils tipos de operacdes possiveis: a redugdo dos pregos
a quantidade de trabalho datado e a construgdo de subsistemas.

0 mBtodo dos subsistemas ficou relativamente esguecido na
ampla literatura sobre os precos de producgdo jas g i retomado com
brilhantes desenvolvimentos por Luigi Pasinetti, sob a forma dos
setores verticalmente integrado. S3o as sugestSes de Pasinetti
que queremos apresentar e explorar. Cremos dispor aqui de uma
construgdo 1l8gica fornecendo not@veis esclarecimentos sobre o
sistema dos precos clidssicos, e , apds apresentar os resultados
de Pasinetti,ilustraremosaperrinéncia da construgdo considerando o
caso da producgao conjunta e temas ligados a "transformacdo" dos
valores (no sentido de Marx) em precos de producdo. E talvez opor
tuno, para honrar a excepcional criatividade de Marx, lembrar gue
o método de subsistemas foi de fato implicitamente introduzido por
ele. Estudando, nos primeiros cadernos das Teorias sobre a
Mais-Valia, o problema da circulagao do valor do capital comstante
e o da formagdo e da circulagdo da renda, Marx propunha um modo de
decomposicdo da circulagdo do valor entre esferas de produgdo subs

tancialmente parecido com o método dos subsistemas.



SUBSISTEMAS, _SETORES VERTICALMENTE INTEGRADOS: O CASO
DA PRODUCAO SIMPLES

Consideremos inicialmente o caso mais simples, o de um
sistema econdmico onde cada processo de produc3ao pro -
duz um s& bem(indiistrias com produto @inico) e utiliza

unicamente capital circulante.

0 periodo de producao de cada processo serd também su-

posto uniforme.

Cada bem & produzido através de outros bens e de tra -

balho. Este sistema pode ser caracterizado a partirde:

- uma matriz quadrada A= [aij_]_ ; (i,9=1,2...n).tal gue
aij representa a quantidade do bemi necessaria para

produzir uma unidade do bem j. Naturalmente aij =2 0.

- um vetor linha 1 = lj + = 1,2 ...n), tal gue lj
corresponde & quantidade de trabalho, suposta homo -
génea,  para produzir uma unidade de bem j. Temos por
hipotese 14 20.

- um vetor =-coluna X = {ki s d= 1,2 s..n0), cujo elemen

to x. corresponde a quantidade bruta produzida do bem i

1

- um vetor-coluna Y Ey{] 3= 1,;2;.s:0)y chijo elemento

yi corresponde & quantidade liquida produzida do bem, i

- um vetor—-coluna S= [si] ,{i= 1,2,...n),cujo elemento
si correspcnde a quantidade do bem i necessa3ria como

estoque de capital para obter o produto bruto X.

O sistema serd suposto produtivo, isto &, suposto capaz
de produzir um produto liguido positivo & partir de ni-
veis n3ao-negativos de atividade dos processos produti -

vos. (1)

As relacoes de quantidade do sistema econdmico conside-

rado podem ser entao descritas a partir das seguintes ¢

quagoes:
(1) X -AX =Y
(2) AX = S



A descrigao do sistema de pregos correspondente necessi
ta, por sua vez, da introdugdo de:

- um vetor-linha p= [pi] , (i= 1,2,...n) cujo elemento
pi representa o pregco unitario do bem i

r, escalar denotando a taxa de lucros, suposta uniforme(Z)
w, escalar denotando a taxa do saldrio unit@rio, suposta

uniforme.

Podemos entdo escrever o sistema de pregos unitdrios cor
respondendo a& equi-remuneracao do prego do capital inves
tido’ em cada processo de producdao, supondo que o salario

& adiantado:

(3) (pa + wl) (1+ 1) = p

O sistema (3) & o dos precos naturais dos classicos, ou

ainda o sistema dos pregos de produgao de Marx,

Parece-nos oportuno, antes de definir os setores verti -

calmente integrados de Pasinetti, de considerar brevemen

te uma construcao 1ldgica proposta por Piero Sraffa

(cf [101. Apéndice A p.89), denominada por ele de “sub-sis

tema". Dé fato, como o indica Pasinetti (cf.[6]‘p.20),0

setor verticalmente integrado corresponde a uma caracte-

rizagado particular do subsistema de Sraffa,singularizadapela in
troducdo do cenceitode "' _unddades = - de capacida-—
de produtiva verticalmente integradas"”.

Sendo dado o sistema econdmico produzindo o produto bruto
X, Sraffa propoe de subdividi-lo em "sub-sistemas", cada
um formando um novo sistema cujo produto liquido & com -
posto de um Ginico bem, escolhido entre os bens compondo
o produto liquido do sistema original. Teremos assim o
mesmo nimero de subsistemas que o dos diversos bens que
integfam o produto liquido do sistema original. A opera
¢ao consiste portanto em construir, para o bem i, corres
pondendo a um dos bens do produto liquido original, um
sistema constituido de fragdes dos processos produtivos
do sistema original, tais gue ,neste "subsistema":

a totalidade de cada bem capital consumido para obter o
produto liquido do subsistema corresponde ao produto bru

to de cada bem capital produzido (isto &, cada processo



produtivo produzindo um bem-capital utilizado no subsis-
tema & considerado na proporgao correspondendo & quanti-
dade total deste bem utilizada no subsistema),excegﬁofqi
ta para o bem 1 se este for bem capital consumido no sub
sistema; o' processo produtivo produzindo o bem i de re-
feréncia & tomado na proporgao correspondendo a obtencao
de um produto liguido des€e bem cuja guantidade & igual

a quantidade 1Iquida produzida no sistema original.

- -

Formalmente, se consideramos o produto liquido Y,podemos
constituir um vetor-coluna Yi cujos elementos sao todos
nulos, salvo o elemento da i€sima jjpha, igual ayi , o
i€simo giemento do vetor Y. O subsistema correspondente
& dotencdo do produto liquido Yi serd tal gque:

(4) AXi + Yi = Xi

se Xi 8 o vetor correspondente ao produto bruto necessa-
rio & produgdo de Yi. Portanto , a partir de (4) temos:
5) xi = [1 - 2]-1 v

se a inversa de [? - ﬁ] existir. Como A & uma matriz nao
negativa produtiva, sabemos que [. = érlexiste e & nao
negativa. (3) Podemos agora observar gque o vetor Xi cor-

responde também a um vetor de niveis de atividades para

os m processos produtivos que compoem o sistema original.
Expresso de outra maneira, podemos dizer que Xi define um
conjunto de multiplicadores permitindo construir o subsis
tema correspondente ao produto liquido Yi. O vetor Xi &

certamente n3o nulo; se acrescentamos que existe pelo me-
nos um bem basico(4) e se ficarmos atentos &s relagoes en
tre bens basicos e nio b3asicos do sistema, podemos melhor
caracterizar o vetor Xi. De fato, observando que Xi, dada
a natureza de vetor Yi, corresponde a i€sima coluna de
H} - Al i multiplicada pelo escalar Yi, este vetor pode
ser estudado a partir do exame da matriz E: = A]‘l. (5) pa
ra este fim, temos gue primeiro reorganizar a matriz A ,
decomponivel no caso geral, através de permutagbes simul-
tineas das linhas e colunas adequadas, obtendo assim

matriz cuja estrutura é:




(6) A, Bp; Aby ... Bby |
0 A
nl Anzl L m}kl
0 0 Anz LA A Ankz
u 0 D 0 e s @ Ank

A diagonal principal & composta de matrizes gquadradas in

decomponiveis, a matriz A, corresponde aos bens basicos,

e as matrizes An; (I = 1,2,... k) aos grupos de n3o basi

cos formados através da consideracdo da existéncia de

bens ndo basicos tais que todos entram, diretaou indire-

tamente, na produgao de todos (temos assim, neste caso

'hipotético, X grupos, um grupo podendo ser reduzido a um

bem, e sendo possivel, neste caso, que a matriz correspm
dente Any seja nula). As matrizes Abi (i=1,2,...k), em

geral retangulares, correspondam aos coeficientes dos

bens basicos que entram na producdo dos ni3o basicos do

grupo i; uma destas matrizes no minimo & n3o nula. Enfim,.
as matrizes Anij { 3= 2eusk)y (A= 1,2,...k:i)f também

retangulares em geral, sao matrizes correspondendo aos

coeficientes dos n3o b3sicos do grupo i que entram na pro
ducao dos n3o-bisicos do grupo j, matrizes em geral nulas
na medida em que os bens nao basicos formam grupos que
nao sdo interligados. J3& que por hipdtese existe um bem

basico, temos também que, para cada coluna i(i=1,2,...k)

da matriz(6),pelo menos uma das matrizes situadas acima

da matriz Ap; da diagonal principal & ndo nula.

1

Voltando agora a matriz [I - }q- , podemos ‘er que ela

terd, em correspondéncia com a matriz (6), a forma:

& T V J ¥ =
0 Ay, A
1 ny ]
: T nk,
' ]
0 O A n2 s -A nkz
‘ 0 0 0 L -Alnk




e sabemos(cf [1] p.257-260)que as matrizes AHD- r B'ta
o '
(l_ 1;2; PR k) e Ani

vas; enqguanto que as matrizes A'

(i=1,2,...k)s30 matrizes positi-

nj (i=2,...k) (j=1.2..,k-1)
sd3o positivas( se, pelo menos, a producao de um dos bens
nido basicos do grupo j necessita pelo menos do consumo pro
dutivo de um dos bens nao basicos do grupo i)ou nulas.

Podemos assim concluir que o vetor Xi, correspondendo a
coluna i da matriz [% - al-3- multiplicada pelo escalar

- -

yi, € tal que:

- se o Indice i corresponde a um bem bisico, os elementos
de Xi correspondentes aos bens basicos sao todos positi -

vos; os outros elementos de Xi sao nulos.

— 8e o Indice i corresponde a um bem nio-bisico, os ele -
mentos de Xi correspondentes aos bens basicos, os que cor
respondem aos bens nao basicos do mesmo grupo de ndo basi
cos que aquele do bem i, e os dos n3o biasicos pertencendo
a grupos ¢« de” nio-basicos que entram na produgao do gru
po de nao-bisicos ao qual pertence o bem i sdo todos posi

tivos; os outros elementos de Xi s3o todos nulos.

Interpretando, como sugerido, os elementos de Xi como con
junto de multiplicadores permitindo de definir os subsis-
temas, temos assim a caracterizagdo desejada dos subsiste
mas: sabemos quais sd3o os processos produtivos que vao fa

zer parte de cada subsistema.

O vetor Xi permite ainda definir a quantidade total de
trabalho do subsistema correspondente ao produto liguido
Yi:ela serd igual ao produto vetorial Lj=1Xi. Enfim, o
estogque de bens capitais necessarios no subsistema consi-

derado & evidentemente S; = BAX;.

Resumindo, para a quantidade yi do bem i construimos um sub
sistema caracterizado pelo produto bruto Xi necessd3rio &
obtencdo desta quantidade como produto ligquido do subsiste
ma; pela quantidade de trabalho Li e pelo estoque de bens-
capitais Si. A intenggo de Sraffa, nesta construcgao, é

clara: como, com excegao do processo produtivo produzindo



© bem i, todos os outros processos reproduzem simplesmen
te os bens capitais gastos no subsistema, " o trabalho
total empregado pode ser considerado como indo, direta ou
indiretamente, para produzir tal mercadoria"(isto & a merca

. (6) i
doria.a .

Cabera a Pasinetti propor um novo olhar sobre o subsiste
ma Sraffiano, e sugerir a construcao de subsistemas de

ordem superior.

Seguindo as definigOes de Pasinetti (cf [Q] p.19-21), va
mos considerar o vetor v tal que:

(7) v= [v:i‘.]s 1 [I - Zq-l (d=1 2, . aeli)

e a matriz quadrada H assim construida:

(8) H = [hi] = A Ec - ]‘1 (i= 1,2,...n)

sendo que hi corresponde a i&Sima coluna de H.

-

Se &'y & o vetor coluna unitdrio cujo i€simo elemento &
igual a 1, todos os outros sendo nulos, entao podemos re

escrever: )
i [i - %}1 e'i
A [I - a'l e'i

Nossos desenvolvimento anteriores a respeito dos subsis-

I

Ni

hji

temas permitem agora interpretar V; como sendo a quanti-
dade total de trabalho necessaria, direta e indiretamen-
te, para obter uma unidade de produto liquido do bem i
no subsistema correspondente. Pasinetti chama o coefi -
ciente vi de "coeficiente de trabalho verticalmente inte
grado" para o bemi (i = 1,2,..n). Da mesma maneira,hi
aparece agora como o conjunto dos bens capitais, isto &,
um bem composto, necessarios direta e indiretamente como
estoques para obter uma unidade de produto liguido do bem
i. Pasinetti propoe chamar este bem~composto de "uni-
dade de capacidade produtiva verticalmente integrada"para
o bem i(i=1,2,...n){7) 0 sector verticalmente integrado
para produzir o bem i enquanto {inico bem final (isto & ,
enquanto Gnico produto l1iguido do subsistema corresponden
te) & definido pelo escalar vi e pelo vetor hi. O nosso

sistema economico, composto de n processos produtivos pro



duzindo m bens, permite definir n setores verticalmente
integrados. Parafraseando Pasinetti, podemos - declarar
que, através do conceito de setor verticalmente integra
do, estarliamos reclassificando a quantidade total de
trabalho utilizada e a quantidade total de estoques de
bens-capitais disponiveis na economia, o critério de
reclassificagcdo sendo o de passar dos processos produti
vos (as indlistrias, objetos reais) aos setores vertical-
mente integrados (construgao 1ldgica, integracdo vertical

ou ainda definigdo de subsistemas). N&s temos de fato:
L = 1X S= AX
se L & a gquantidade total de trabalho utilizada na eco-

nomia. Utilizando os setores verticalmente integrado

definidos a partir de (7) e (8) podemos entdo escrever:

L = vY

Il

| ol

H
|
>

1

[

S=AEI—A]‘1Y=HY

n
ou ainda, wvisto que}: Yi = Y por construgao:
5t
n
n i i
L=Y wivi - s=2 hiyi
) 13-

expressoes que descrevem a reclassificacdo aludida.

Da mesma maneira que caracterizamos as colunas da matriz
[% - ég'l podemos enfim caracterizar as colunas da ma -
triz H, as unidades de capacidade produtiva verticalmen
te integrada : basta considerar o produto de matrizes
A [? = é]“l. E facil mostrar (cf. a forma da matriz(6))
que' . a j&sima coluna hl da matriz H serd em geral
:semi—positiva: os coeficientes correspondentes aos bens
basicos serfo sempre positivos assim como os que corres-
pondem aos grupos de nio basicos que entram na produgdo
dos nao basicos do mesmo grupo; os coeficientes dos ou -
tros ndo-bidsicos serdao positivos ou nulos. Este resulta

do era esperado : temos de fato (8);

H= A (I— ]_1=A[I+A+A2+...J = A+A2+A3+, ..

. - 3 - . - .
isto &, hl , a capacidade produtiva verticalmente inte -

grada necessaria & obtencdo de uma unidade liquida de



de bem i corresponde acs estogues de bens -capitais
5( 3= 1,2, ...n) direta e indiretamente necessarios

a obtencao de 1.

Os coeficientes de trabalho verticalmente integradc ,por
sua vez, s3o todos positivos(dada nossa hipbtese que o
trabalho & necessirio para a producao de cada bem, & que

existe pelo menos um bem basico).

O cenfirio estf agora pronto para uma abstragdo tebdrica
de ordem superior. A nosso ver, a grande contribuigao
tedrica de Pasinetti reside em propor uma nova integra
cdo vertical, a do setor verticalmente integrado obti

@0 suprgﬂg) Consideramos o vetor Vi tal que:

(9) sz[vki]§VH 0 Rl AL A ; =3l D ny

e a matriz Hg

(10)_H2 = [hza = H.H= A [I - ]“l H (i=1,2,...n)

sendo que Vkx; & o i€SimO elemento de Vi enguanto que
hg; & a i€sima coluna de H2. Qual & a significacdo des
ta construcao? A familiaridade que tentamos desenvol
ver com o conceitode subsistema nao deveria agora dei -
xar margem a estranheza. O elemento Vx; do vetor corres
ponde., . 8 quantidade de trabalho direta e indiretamente
necessiria para obter uma unidade liguida da nossa unida
de de capacidade produtiva verticalmente integrada defi-
nida supra; quantidade que chamaremos, com Pasinetti ,
de coeficiente de trabalho verticalmente integrado de se

gunda ordem. Paralelamente, o vetor h, constitui uma no
i
va unidade de capacidade produtiva verticalmente integra

da, isto &, o que podemos chamar de unidade de capacida-
de produtiva de segunda ordem para obter uma unidade de
capacidade produtiva de primeira ordem hi (esta ~ "dltima
perTigindo por sua vez obter uma unidade liquida de bem
L)

mo n coeficientes de trabalho verticalmente integrado -

Teremos assim m novos subsistemas aparecendo co

do vetor Vi e m capacidades produtivas verticalmente in-
tegrada da matriz H2 (isto &, as n colunas h, de H2) .

; . i
Poderiamos de novo caracterizar estas unidades com res -

peito aos coeficientes dos bens basicos e dos ndo basi -



02.

cos; nos parece inQitil reutilizar um raciocinio agora
familiar. E porém importante observar que o vetor Vi
& positivo: de fato, o vetor v sendo positivo e dada

a matriz H que ja descrevemos, Vi € um vetor positivo.

Doravante, uma sequéncia 18gica impSe-se. Temos que
construir sucessivamente setores verticalmente integra
dos de ordem superior. Os m setores verticalmente in
tegrados de ordem s corresponderdao ao vetor.

(11) Vys-1 = V.HS~l = Vys-2 H e & matriz

(12) uS = wS~1 | H

isto &, o vetor Vgs-1 representa os m coeficientes de
trabalho verticalmente integrado de ordem s , e a ma -
triz H® as m unidades de capacidade produtiva vertical
mente integradas de ordem s,Claramente, o vetor Vgs-1

& positivo.

E tempo agora de considerar o sistema dos precos a luz
dos setores verticalmente integrado :. Uma notdvel ex-

pressdo nos aguarda.

SETORES VERTICAIMENTE INTEGRADOS E PRECOS (CASO DA.PRODU
CAD SIMPLES)

Vamos sucessivamente estudar o sistema dos pregos uti-
lizando primeiro, os setores verticalmente dintegrado.
da primeira ordem e, segundo, a série completa dos se-

tores verticalmente integrado; de todas as ordens.

A expresslo (3) dos precos de produgao de Marx(dos pre
cos naturais cléssicos) pode ser facilmente manipulada
de maneira a obter os setores verticalmente integrado

de primeira ordem:

p= pA (1+ r) + wl(l+ r)

p(I - A) = rpA + wl(l+r)
p = rpA [I -a_l + wl EI -—i 1(1+r)

e relembrando as expressoes (7) e (8):
(13) P = rpH + wv(l + 1)

Portanto, o preco pi do bem i aparece como sendo

a soma dos salarios e dos lucros sobre os salarios cor




respondentes ao coeficiente de trabalho verticalmente in
tegrado do setor i; e dos lucros sobre o prego da unida
de de capacidade produtiva verticalmente integrada:

pi = rphi + wvi (l+r) (i=1,2,...n)

A expressao & notdvel: a operagao de integraclBo verti -
cal torna transparente a proposicdo de Adam Smith segun
da a qual o prego reduz-se & soma dos sallrios , dos lu -
cros e da renda da terra(ndo considerada no nosso siste
ma). Quando a taxa de lucro & nula, os pregos se tor-
nam proporcionais ds quantidades de trabalho direta e
indiretamente necess&rias & obtengdo de uma unidade de

produto liquido i. Medidas em termos de trabalho co -

mendado, os precos s3o ent3o iguais aos valores de Marx L)
Quando > @& taxa dos salBrios & nula, a taxa de lucro &
maxima.

Exprimindo a taxa de lucro maxima por R temos:
pP= RpH

p ( I - RH) =0
e sabemos que o vetor nao negativo dos precos p & O ‘auto
vetor a esquerda da matriz H associado & raiz de Frobenius
)L(H) desta matriz, Ginica raiz caracteristica fornecendo

resultados economicamente significativos(%z) Portanto te

mos:
1

R= —

A

Enfim, quando o€ r<R, nossa hipdtese que cada processc
produtivo utiliza trabalho garante que os precos sdo po-
sitivos. Temos a partir de (13):

(14) p= wv (I - rH)-1 (1+r)

e como v & positivo os pregoé sdo positivos.(l3) Se
medirmos os pregcos em termos de trabalho comendado (w=1),
temos na expressado(l4) o operador linear que transforma -
os valores v em precos de producdo medidos em trabalho
corandado. Podemos observar que nesta transformag8o, as
unidades de capacidade produtiva verticalmente integradas

tem um papel fundamental (isto &, a transformacao depende




das colunas de H). Uma possivel relagdo entre o "pro-
blema" da transformagdo e a construgao lbégica de seto-

res verticalmente integradas afigura-se. Voltaremos
ao assunto.

Podemos porém utilizar um procedimento mais sugestivo

para obter o vetor dos pregos p; basta recorrer as in-
tegragoes verticais de ordem superior(cf.[b]p.29—3l) .
Vimos (equacgido(13)) que os pregos s3o a soma dos sala-
rios, e dos lucros sobre o prego das unidades de capa-
dade produtiva verticalmente integrada. Vamos examinar

mais de perto os lucros sobre os bens-capitais.

O produto pﬂ.é um vetor, cujos elementos sdo os precos

das n unidades de capacidade produtiva verticalmente in

tegrada de primeira ordem. Escrevemos,Seguindo. Pasinetti:
Pk = [pk#] = pﬁ

e pki = i fi= 1,2, ..10])

Ora, utilizando (13) obtemos:

Pk = rpH2 + _wvH (1l+r)
e a partir de (9):
(15) pk = rpHZ + wvg (1+r)

O vetor pk aparece assim, por sua vez, COmoO soma de sala
rios e lucros, mais exatamente como soma dos salarios e
lucros sobre os salirios correspondentes aos coeficientes
de trabalho verticalmente integrado de segunda ordem, €
dos lucros sobre o prego das unidades de_capacidade integrada
de segunda ordem. Portanto, a expressao (13)pode

ser reescrita agora como (utilizando (15)):

. p= r2 p HZ + rka(l+r) + ww(l+r)
O produto pHQ, vetor dos precos das unidades de capacida
de produtiva verticalmente integrada de segunda ordem ,
pode ser sua vez decomposto de novo em saliarios e lucros.
Escrevendo: pkg = PHQ = pk. H
Temos a partir de (15):
Pk2 = rpH3 + wvyH(l+r) e o vetor dos pregos p pode ser a
gord escrito como sendo:
pP= r3pH3 + r2 WYy 2 (1 + r) + rka(l+r)+ww(l+r)
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j& que (cf.equagdo(ll)) Vi H= Vs, ,Bgifl
Estamos agora lidando com a integracao verticalka§5593f
ceira ordem(isto &, colunas de H> e os coeficientesém;
sdo os elementos de Vx2). Repetindo a operacdo de de-
composigdo dos pregos das unifades de capacidade produtivaver
ticalmerite integrada, chegaremos a uma expressdo dos pre

cos do tipo:

pP=r s+1 pHS"'1 +[§(1+r)(v+r#k. F ee ot rsts)

onde figuram um "residuo", os lucros sobre O prego das
unidades de capacidade produtiva de ordem(s+1l), e os
saldrios e lucros sobre os saldrios de uma soma de coe
~ ficientes de trabalho wverticalmente integrado pondera-
dos pela taxa de lucro. Ora, como o indica Pasinetti,
o residuo pode ser eliminado: basta operar a decomposi
cao ds_precos dag'unidades de capacidade produtiva verti-
calmente integrada em sald3rios e lucros até o :hﬁinﬁuﬁ14)
Finalmente teremos:

(16) p= w(l+r) (virvk + r2 Viot...)

e todos os coeficientes de trabalho wverticalmente inte
grado contribuem ao calculo dos precos. Medidos em
trabalho comandado,o0s pregos sao iguais & soma infini-
ta dos coeficientes de trabalho verticalmente integra
do ponderados pela taxa de lucro (ser € menor que a taxamé
xima de lucro R, cf.nota(l4)), isto &, & guantidade(de

trabalho incorporado ponderadas(152

Temos ainda que provar que a soma infinita(v+rw{hﬁvk2+.d
€ canvergente, o que imediato: basta observar que:

VHrvgt r? VK2 + ... = v( T+rE+ r2 H2 + _..)
e que para r€{ R(isto &, r(%@)), temos:
(I+ rH + r2 H2 +...) converge para (I - rH)'%(ls)
Portanto a expressio (16) corresponde & expressao (l4).
Pesumindo.: atrav@s da construgdo dos setores verticalmen
te integrado ., Pasinetti chega & notavel propriedade de
que os precos em trabalho comandado sdo iguais a uma
soma de quantidades de trabalho incorporado ponderadas
pela taxa de lucro(se esta Qltima for menor que a taxa

de lucro mdxima R), e mais exatamente, & soma dos coe -



03.

ficientes de trabalhc werticalmente integrado de todas

as ordens ponderados pela taxa de lucro.

Esta expressio promete uma fé}til aplicacdo ao proble-
ma da transformacdo dos valores em precos de produgao.
Por&m, antes de abordar o assunto, gostarlamos de exa-
minar rapidamente a extens8o ao caso da produgao com ca
pital fixo.

SETORES VERTICALMENTE INTEGRADO: CASO DA PRODUGAO CONJUN
TA

Desenvolvemos at& agora os conceitos de subsistema e de
setor wverticalmente integrado com referéncia ao caso da
producao simples, envolvendo unicamente capital circulan
te. Esta situagdo & evidentemente irrealista: temos que
procurar investigar, ainda que brevemente, se a constru-
ca3o conserva sua legitimidade no caso da produgao utili-
zando capital fixo, E se nfo for o caso, temos que indi

car porgué.

E sabido que esta situagdo deve ser abordada no ambito da
producdo conjunta (cf. [ld] p.63,§ 73). Os bens capitais
duraveis s3o ent3o considerados como bens do mesmo tipo
que os constituindo o capital circulante, dando lugar ,
porém no final do periodo de produgdo, a um novo tipo de
bem, aparecendo como produto conjuntamente com os bens
que s3o o objeto proprio do processo de produgdo; mais e-
xatamente, reaparecem os mesmos bens-capitais duraveis ,
porém de idade diferente, considerados como bens especi -
ficos. A descricdo dos processos produtivos deve  entao
incluir, além da matriz A - incluindo todos os bens capi-
tais, circulantes e fixos — e do vetor 1, uma nova matriz,

a matriz:

B = [bij] {(4,551,2,«cen)

cujo coeficiente bjj denota a quantidade do bem i produzi
da pelo processo j., Devemos também neste caso escolher

uma procedura de normalizagdo dos coeficientes de A,B,e 1;



para conservar as nossas definicoes adotadas no caso da
produgao simples, suporemos gque todos os coeficientes de
cada processo (as colunas de A,B e de 1) se referem a
unidade produzida do bem i=j (4,j = 1,2,,.,..n). Neste ca

so, as expressdes (1), (2) e (3) tornam-se as seguintes:
(17) (B -A) X =Y

(18) "AX = 8
(19) (PR + wl) (l+r) = pB

A decomposicdo em subsistemas & la Sraffa ndo serid for-
malmente afetada neste caso mais complexo. De fato, po
demos sempre reagrupar fracgoes de processos de maneira
a obter o produto ligquido Yi composto unicamente da quan
tidade yi do bem i, parte do produto ligquido original do

sistema. Escrevemos:

AXi + ¥Yi = BXi

e o vetor Xi dos niveis de atividade necessirias para ob

Xi = [B—j"l Yi

se a matriz [B - gfor ihve psivel. 7 Analogamente ao caso

ter Yi seri:

da produgao simples, a estrutura dos multiplicadores para
obter o subsistema correspondente ao bem i & dada pela
coluna i de [% = é]'l. Poré&m , nada garante que este ve-
tor-coluna sera nao negativo. A interpretacdo deste re-
sultado & direta: n3ao podemos obter o bem i como Gnico pro
duto liquido do sistema se a coluna i da matriz [B —ﬁ]‘l
ndo for n3ao-negativa. Mas isto nao acarreta que seja im-
possivel obter o bem i como produto liquido; podemos e-
ventualmente produzir produtos liquidos incluindo o bem i.
E de observar que se & possivel obter o bem i como {nico
produto liquido(isto &, se a coluna i de {B = al for
semi-positiva ou positiva), entdo diremos que i & separa
damente produtivel(lsl. Evidentemente, se [? -af-1 for
nao-negativa, entao serd possivel obter qualquer produto

1iguido com niveis positivos de atividade.




A caracterizagdo do subsistema como setor werticalmente
integrado & também direta, e nao acarreta dificuldades
formais., Vamosredefinir(7) e (8), o wvetor dos coefi -
cientes de trabalho verticalmente integrado e a matriz
das unidades de capacidade produtiva wverticalmente inte
grada, como sendo:

(20) v = [b - é] =

R

Sabemos — por causa da eventiial nao nao-negatividade de

(21) H

[B = é]'l — que tanto v como a matriz H podem incluir
coeficientes negativos. E porém interessante notar que
se todos os bens do sistema s@o separadamente produtiveis,
ent3o v serid um vetor positivo. Mas como interpretar um
coeficiente de trabalho verticalmente integrado negativo?
Para este fim, & esclarecidarrealizar uma pequena manipu-

lacdao a partir de (20):

v= 1[3—}3'1 —1[3-;1]'1[3—33[1-3—91]1

Ora, vi{ & a quantidade de trabalho direta e indiretamente
necessiria para obter uma unidade liguida do bem i, como

o conceito de subsistema o deixa claro; a matriz A[B -—11]"'1
tem a mesma significagdo que no caso de produgdo simples,
e a sua coluna i corresponde das quantidades de bens capi-
tais necessirias para obter uma unidade liguida de i jen-
fim a matriz B[B - I-g_l € tal que sua coluna i indica as
quantidades brutas a serem produzidas para obter uma uni-
dade liquida de i. A conclusdo & portanto que se vj for
negativo na expressio(22), entdo a quantidade direta e in
direta de trabalho para obter uma unidade liquida de i su
plementar diminui (19), Este resultado n3o & de surpreen
der no caso da produgao conjunta: as combinacdes das quan
tidades produzidas nos diversos processos podem ser tais
que a prrducio de uma unidade a mais de produto ligquido i
implique diminuig8o da guantidade de trabalho direta e in

diretamente necessaria. Gostariamos aqui de sublinhar a



grande transparéncia proporcionada pelo m&todo dos sul
sistemas( ou ainda dos setores verticalmente integrado)
para a compreengao da produgdo conjunta. :Como Sraffa o men
cionoy (cf [ié]p;SG-SS , enquanto que€ a reducac a quantidades de tra
balho dstadas € impossivel, o método aqui empregado & li'mrivl&

Quanto & matriz H, a presenca de elementos negativos nas
suas colunas(as unidades de capacidade produtiva wverti-
calmente integrada) ndo destrdi a sua significacdo., Re-
tomando a nossa discussdo da matriz[% —%f_l, podemos di
zer simplesmente que alguns produtos liquidos, implican
do uma capacidade produtiva verticalmente integrada n3o
nao-negativa, serdo impossiveis, porqué necessitando de
niveis negativos de atividade. Da fato, se a jesima co
luna de H inclui elementos negativos, isto & necessaria
mente consequéncia da presenga de elementos negativos na

- . - . - - .
iesima coluna deE;‘i Y , J& que A & n3o negativa.

Continuarido o processo de construgao de setores verti-
calmente integrados, o setor de ordem s seria caracte -

rizado pelo vetor Vy s-1" e a matriz HS seguintes:
F— - —1 s=-1
(22) Vys-1 = 1[5 5’3 HE™ S 1[5—@‘1HS‘2 H=Vis-2 H

(23) HS = [A[B - g-l]s

equivalentes &expressdes(11) e (12) no caso da produgdo sim
ples. E claro que o sistema dos precos(19), do seu lado,

pode ser rescrito:

p|B - P]= rpa + (1 + r) wl ,_
= fp BB = A:]'l +(1+ ) lea "

(24) p= rpH + (1+ r)wr

A utilizagdo dos setores verticalmente integrado de todas
as ordens permite escrever analogamente & expressido (16);

(25) p= w(l +r) (vHrvi+rl vi2 + ...)

De fato, a convergéncia da expressao (v + rvy + r2vyg2+...)
€ independente da n3o negatividade ou ndo da matriz =i

A Unica cgndigao a ser respeitada continuada sendo
r <f-.1-( - et

A )|

, € o residuo p(rH

desaparece com S —» oo



nestas condigoes. Como sublinhado por Pasinetti
LCE [ﬁ] p.37), este & um resultado notdvel: os pregos
medidos em trabalho comandado continuam a ser iguais a
uma soma de quantidades de trabalho incorporado pondera
das pela taxa de lucro. Porém, podem surgir precos ne-
gativos: os coeficientes de trabalho wverticalmente inte
grado, de fato, podem ser negativas, como foi wvisto. No
entanto, se os bens i s3o todos separadamente produtiveis
(caso da matriz [% - él—l ndo nao-negativa), a possibili
dade de precos negativos & descartada.

A explicagao da possibilidade de precos negativos estd
fornecida por Sraffa( cf. [lO] §69 p.59): para uma taxa de
lucro dada, um prego pode tornar-se negativo se o prego
de um produto conjuntamente produzido & tal gue o precgo
agragado _._dos.. dois produtos continua maior que o dos
seus meios de producdo na proporcao requerida pela taxa

de lucro.

E claro que os valores também podem ser negativos: com
r=0 e w=1, se o vetor v nao & nao negativo, concluimos
que temos valores negativos. A significagdo deste re -

sultado ja foi esclarecida supra.

Devemos concluir que, apesar da construcao de setores ver
ticalmente integrado ser um procedimento de maior generali
dade que a redugao & quantidades de trabalho datado, & ne
cessirio investigar as condigoes de produgao suscetiveis
de fornecer resultados economicamente significativos no
caso da producgdo conjunta com o maior cuidado. Nao pare
ce que para esta tarefa a construcdao de Pasinetti seja a
mais indicada(2l). No entanto , como indicado por Sraffa,
este método fornece meios potentes de explicar alguns re

sultados a priori singulares da producgao conjunta,



N O T A S

(1)' Um sistema econbSmico & chamado produtivo se existe um vetor
:x)tO de niveis de atividade dos processos produtivos tal
que, para a matriz A nao-negativa, x> Ax. Neste caso A (a),
a raiz de mbdulo maximo da equacgao caracter:i_st:l.ca[A I—AJ ;que
chamaremos raiz de Frobenius, & menor que 1. Esta proprie-
dade equivale a supor que a matriz A verifica as bem conhe-
cidas condigbes de Hawkins - Simons, e o sistema & capaz de
produzir qualquer produto liguido nio-negativo.

Para uma apresentacdo completa destas propriedades, ver [S]
pP. 7-23 e p.107-154.

(2) A hipOtese da uniformidade da taxa de lucros pode ser evi-
dentemente substituida pela da existéncia de uma estrutura
constante das taxas de lucros prdprias @ cada processo de
produgao. Neste caso, utilizarlamos em vez de r, a expres
sao r. ﬁ, produto do escalar r pela matriz diagonal R des-
crevendo a estrutura das taxas de lucros, sem prejuizo dos

resultados a serem obtidos infra.

(3) Propriedade das matrizes nao negativas, j3 que A(A) ( 1
cf [5] teor. 17.1 p.118.

(4) Relembramos que sao chamados basicos os bens gue entram na
produgao, direta ou indiretamente, de todos os outros benc
produzidos no sistema. A hipotese da existéncia de pelo
menos um bem b3sico assegura que a matriz A ndo & totalmen
te decomponivel, caso no qual ndo poderiamos mais falar da

"n

existéncia de "um" sistema econdmico. O artigo de referén
cia a respeito destes problemas no caso da produgdo simples
€ VARRI P. (1979), Basic and Non-basic commodities in Mr.

SRAFFA'S price system, Metroeconomica 31(1) p.55-72.

(5) Retomamos agui observagdes feitas por Eurico ZAGHINT em{ii].
Zaghini discute tamb&m no seu artigo um caso de impossibili

dade de definigdao do vetor Xi, isto &, quando a inversa de



(6)

(7)

(8)

(9)

(10)

(11)

[I a“ A] inexiste.. Este casc foi por nds excluido guand-
supomos que A & uma matriz produtiva.

Citamos aqui a traducao de [1@],550 Paulo,Abril Cultural
(1983), p. 251. Evidentemente, o prego do produto liquido
do subsistema & igual @ soma dos sald@rios pagos no subsiste

‘ma, do lucro sobre estes salarios — ji& que consideramos

aqui o saldrio como adiantado— e do lucro sobre o precgo dos
bens capitais. Quando a taxa de lucro & nula, o preco do
produto liquido torna-se proporcional & gquantidade de traba
lho do subsistema.

Vimos de fato que Xi = [? - A] -1l ¥i no subsistema i para
produzir o bem i como produto liguido. Tomando yi=l,temos:

xi = [1 - 2]t ey

Li= 1Xi = 1 [I—A]'l ey = vel -

' = = =3
51 = BX1 = A [} - —] e}_: Hej = hi

A matriz A sendo produtiva por hipdtese, sabemos que a soma:
I +A+ A2+ ...

converge em [? - Al"1l cf. [5] teor. 19,1 p.129

cf. [Gj]p. 25 = 26: "Vertically integrated sectors. for in-
vestment goods expressed in physical units of vertically

L =

integrated productive capacity".

£ P
Temos: Vki g = vH e, = vhi

(e hy & a_unidade de capacidade produtiva verticalmente inte
grada para obter uma unidade liguida do bem i)

- .
Também: ho4 = H e

T
H.Hei—H. hi

Sabemos que o sistema dos valores de Marx (aqui identificados
a quantidades de trabalho incorporado, sem esguecer que a i-

dentificagdo & problemadtica) & dado pelo sistema:

VA + wl = v



colocando w = 1 (isto &, escolhendo como unidade de medicao
a unidade de trabalho homogéneo). Neste caso, os . precos
medidos em trabalho comandado guando r = 03

PA+ 1 =0p

sao iguais aos wvalores de Marx (mais exatamente, &s quanti-
dades de trabalho incorporado, aqui identificadas aos valo

.res).

(12) Estamos aqui fazendo implicitamente a hipbStese que, para a
matriz H, a sua raiz de Frobenius & a raiz de Frobenius da
matriz positiva situada em cima da diagonal principal da
sua forma normal. Podemos declarar entao, neste caso, que
a finica solugﬁo economicamente significativa & associada &
raiz de Frobenius A(H) de H. Mais: um teorema nos garan
te que neste caso todos os precos (autovetor & esquerda
de H associado a AJH))SQO positivos , incluindo os dos
bens n3o-b&sicos. cf. F.R. GANTMACHER(1960), The theory of
‘Matrices,vol'v 2 (New York: Chelsea), teor.6 p.77.

Podemos observar, por sinal , que esta propriedade corres-

ponde efetivamente & hipdOtese de Sraffa mencionada por

Pasinetti(té] pP.23 nota 8) segunda a qual a taxa de repro-

ducao interna dos bens ndo-basicos & maior gue a dos basi-

cos. E facil mostrar gque existe de fato uma relacdo entre
A(R) e A(H); mais exatamente:

Ay = 1
TR

\(H)

e nossa hipbtese a respeito de AJH) corresponde a hipotese
i~ qgue A(n) & raiz de Frobenius da {inica matriz isolada da

forma normal (6) de A,

(13) Quando 0% r< R, [I - 1:[-1‘]_:L & uma matriz nd3o negativa cula
forma pode ser estudada a partir de nossas indicagses supra

sobre a forma de matriz H.



(14)

of, [5]teor. 17.1 p.118 (teorema de Frobenius)

Quando s+o0 a expressdo r® p HS = prsH® tende a zero, para

valores de r { R, taxa mixima de lucro.

De fato, se p e um vetor finito, & suficiente que (rH)® ten

da a zero para verificar nossa assercio. Sabemos que isto

@ ocaso si r . ¢_1 , isto & se r<R.

|l

cf. para uma prova [7] ¢ Appgndice Matematica, p.3009.

E portanto importante observar que a expressao(l6) sd & va-
lida se r , a taxa de lucro, & inferior a taxa mixima de
lucro R,

(15) pe fato , o vetor Vys, sendo igual a vH® » pode ser interpre

(16)

(17)

[

(18)

(19)

(20)

tado como sendo o vetor dos wvalores das unidades de capaci-
dade produtiva wverticalmente integrada de ordem s, isto & ,

como vetor de quantidades de trabalho incorporado .
ct. [5] teor, 19.1 p.12%9

A inversibilidade da matriz [? = A]equivale a supor gue oOs
n processos produtivos sao linearmente independentes, como
requerido._por Sraffa (cf. [?@] p. 43 nota 2). Isto & facdl
mente verificab através da utilizagdo de transformagles elemen
tares sobre a matriz [g} de tamanho (2n,n): posto[%] = posto

. 3
B-A{ °

cf. terminologia adotada por B. Shefold (1980), Fixed Capital
as a joint-product and the Analysis of accumulation with dif
rerent forms of techmical progress" p.141,in Pasinetti(ed.),

Essays on the theory of joint production.
Resultados similares sdo apontados por Paola Potestio in [é].
Deve ser ressaltado que a raiz caracteristica de maior mddulo

em valor absoluto da matriz H perde no entanto sua significa-

¢do no caso da produgcdo conjunta: nada autoriza, em geral, a



considerar que ela & associada a vetores prdprios nao Nie
gativos (isto &° a pregcos economicamente significativos) .
Além disso, o intervalo de variacdo da taxa de lucro for-
necendo resultados economicamente significativos nao B

necessariamente limitado por /i(H).

Essas observagdes enfraquecem bastante a significacdo do

intervalo garantido a convergéncia.

(21) A nosso conhecimento, os trabalhos que mais avancaram nes
ta direcao sa@o os de Bertram Schefold (cf. em particular o
trabalho citado na nota 18). Os not&veis resultados obti
dos por Schefold correspondem, para o caso especifico dos
bens capitais fixos, a um método diferente do dos seto -
res verticalmente integrados. Trata-se de construir o
equivalente a um sistema de producdo simples, porém com
coeficientes de trabalho e coeficientes da matriz A gque se
tornam fungdes da distribuic8o. O procedimento & parecido
ao da redugao a quantidades de trabalho datado no caso da

produgcdo com capital circulante.
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