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PREFACIO

No ensino de equilibrio geral, e em particular do mode
lo de egquilibrio geral de dois setores e dois fatores, tem-se
enfrentado a dificuldade da falta de texto caracterizado por
tratamento conjuntamente algébrico e grafico, que permita .a
nivel aceitavel a acessibilidade da matéria a estudantes do
primeiro estagio de pds-graduagdo.

Consequéncia direta da aus@ncia desse textc & o'.farto
dispéndio de tempo, gasto em aula em simples desenvolvimentos
algebricos, O gue necessariamente torna as aulas muito cansa
tivas tanto para o professor como para os estudantes.

O presente texto procura oferecer subsidic ao ensino
da matéria. Ele inicia-se com uma introdugdo ao equilibrio ge
ral, no capitulo I; ai simplesmente se procura localizar o
leitor na problematica da andlise, sem nenhuma pretensao de
esgotar o tdpico.

Imediatamente apds, 0 texto concentra-se no estudo do
modelo de equilibrio geral de dois setores e dois fatores,com
dada dotagdo de fatores. No capitulo II estuda-se .o equili-
brio geral de produgac com preco relativo dos bens exogenamen
te determinado. No capitulo III levanta-se essa restrigdo, po
¥ém de maneira simples, supondo~se a existéncia de dado mapa
de indiferenga social.

No capitulo IV introduz-se no modelo o progresso tecno
10gice, e estudam-se os impactos das suas diferentes caracte-
rizagOes na estrutura de produgado e pregos relativos. Final ~
mente, o capitulo V analisa os efeitos da existéncia de dis -
torgoes no mercado de fatores na estrutura de produgdo, curva
de transformagao e precos relativos.

O presente trabalho nao apresenta contribuigdo origi -
nal do autor; a matéria exposta encontra-se de algum modo in-
sexida na bibliografia citada no final de cada capitulc.
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carPiTuiO I
INTRODUCAO A TEORIA DO EQUILIBRIO GERAL

1.1 INTRODUCZO

De acordo com a andlise neocldssica o elemento funda
mental na determinagdo do comportaments é a maximizacido ou
otimizacdo: o PRODUTOR maximiza o lucro, sujeito a restri -
cao imposta pela fungdo de producao: o CONSUMIDOR maximiza
utilidade, sujeito a restricao or@amentéria; a, oferta de
trabalho se origina da maximizacdo de utilidade entre renda
e lazer (ou, equivalentemente, de assinacio do tempo dispo-
nivel entre trabalho e lazer).

Se cada membro da sociedade procura alcancar seus ob-
jetivos individuais independentemente do comportamento dos
demais, € possivel que seja encontrada uma posicao de equi-
iibrio para todos - isto &, com a agdc individual chegare -
mos a uma posicao onde todes estejam em equilibrio? A res -
posta a esta pergunta € dada pela anilise do equilibrio ge-
ral estacionirio.

1.2 MERCADO DE UM PRODUTO

Para entendimento do problema fagamos uma c¢colocagao
simples:

Numa economia sb existem duas pessoas,
que se dedicam & cultura do milho.Ca-

da uma possul uma quantidade fixa de

terra e produz um 80 produto homogé -

neo (milho). O fator &e produgao va -~

yiavel &€ finico: trabalho. Cada agri -

cultor tem duas atividades:
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Como empresario: Como consumidor
~gmprega trabalho; . =consome produto da ter-.
-paga salario de mercado,em xra;
- termos do produto homogéneo; ~pode ofertar trabalho
-aufere renda. 20 saldrio de mercadc

{a0 outro agricultor ou
para i mesmo).

A yenda total, em milho, de cada agricultor, consiste
de renda da terra por ele possuida mais a renda salarial re

recebida pelos servigos prestados para si mesmo ou para um
outro agricultor.

Como estamos examinando situagao estacionfiria a renda
é integralmente gasta em consumo:

renda total = consumo: ou

produgao liguida de milho = consumo: ou alnda

produgao bruta de milho= consume 4+ ropO3icAn de semen
te,

0 equilfbrio econdmico geral resultzra da agcac de duas
pessocas nas suvas atividades conjugadas de empresirios e con-
sumidores. Antes,porém, devemos analisar separadamente  as
respectivas atividades.

1.2.1 O AGRICULTOR ENQUANTO EMPRESEARID

Coerentemente com © retroexposto faremos os seauintes
supostos: '

-

19 suposto: Como o trabalho é o iinito fator varidvel,
e a terra é fator fixo, temos funglo de producdo do tipo

g = £(L) {1.2.1)

q representando produto ffsico, L trabalhs e £ a relagio fun
cional. Ademais,suporemos que cada produter opexa:é no setox
relevante da fungao de produgao; onde o produto marginal do
insumo € positivo mas decrescente:

£'> 0 e £ ¢ 0 , onde
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f' e £" denotam respectivamente as derivadas primeira e se-
gunda da fungao de produgao.
22 suposto:Como competitive que €, o empresirio enfren

ta pregos dados no mercado, (Eventualmente poderia ser levan
tada a objegao de inviabilidade de concorréncia perfeita ,por
existirem sO dois agentes.Isto pode ser resclvido supondo ‘que
cada individuo atua como se o prego de mercado fosse dado,is-
to é,estivesse fora do seli controle;caso contririo teriamcs o
problema de indeterminagac do equilibrio,ptréprio do monopdlioc
bilateral) .Em nosso modelo milho pode ser trecado por.trabalho
ou-vice-versa:temos mais de um elemento e assim conseguimos troca
num mercado,e em consequéncia surge o problema de determinar
um prege relativo.

Por simplicidade tomaremos como numerario o prego do mi
lho: p=l.Dai resulta que o saldrio & o termc de troca de tra-
balho por milho,e portanto & definido em termos reais.Como sb
temos dois produtos‘envolvidos,e o0 pregc de um & numerario, o
sgaldrio w € o Gnice prego relativo relevante.

39 suposto:Cada agricultor procurari maximizar seus iu
cros.A fungao de produgdo do agricultor 1 pode ser representa
da por ‘

dgy, = £, (Ty) (1.2.2)

-——

onde ggy & produgdo do agricultor 1 e Lyy € trabalho total

empregado, proprio ou alhelo, utilizado pelo agricultor 1 pa
ra obter aguela produgao.

Sendo w_ o dado nivel de saldrios,os custos totals se-

. o
rao

ha M
e a fungao a ser maximizada &

=gy T Vg . LDl £1.2.3 )

onde € 0 lucro do empresdrio em termos de milho.

A primeira condigado de maximo requer gue a primeira de
rivada seja nula:

9

3 L

= £, - w_ = Q
Dl
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Entdc o elemento de controle do maximo lucro serad a de
terminacao do nivel 6timo de emprego conseguido guando:

f'l £, {1.2.4.)

No grafico (1.2.1 ) nSs representamos a fungdo de pro-
ducaoc ¢ a linha de gasto total. O salirio & representado por
tg @ ; no ponto A a curva dg; tem inclinacdo ieual 2 tq o
{comprindo~se. a condigac acimz de méximo lucro). A Projecac
de A sobre abceissa Loy da E, o nivel de trabalho ©Otimo que
sera empregado. Empregando-se OE cbtém—-se o produto EA, com
© gqual se remunera o trabalho (EB) e ainda sobra a renda da

terra AB para o agricultor empresario.Note-se que a distdn -
cia AB & um maximo.

No grafico inferior é representada z cvemanda de traba-
iho pelo agricultor 1, para o caso linear, identificada pela
produtividade marginal do trabalho; também neste ¢aso dado

‘w_ e a relagao funcional acha-se o emprego OF de eguilibrio,

o
CBJW & o pagamento total ao trabalho e ¥_oH a renda da LEYs

‘ya auferida pelo agricultor um egquivalente a seu lucro.

Aplicando © mesmo procedimento ao agricultor Z obtemos
sua correspondente curva de demanda de trabalho ; agregendo
as duas curvas obtemos a curva de demanda de trabalho para
toda a economia, como se vé no grifico 1.2.2. Nele, o Gltiro
diagrama mostra a demanda total de trabalhe inversamente re-
lacionada com ¢ salario real.

l.2.2 O AGRICULTOR ENQUANTO CONSUMIDOR

Agul tambdm estabeleceremos trés supostos:

- 19 suposto: o consumidor tem uma fungao de  utilidade
da forma
U

= U L

g = Uy lapg | Lgy)
onde qp. & quantidade consumida do bem e I

11+345 )

‘g4 é oferta de tra
balho pelo i-8simo agricultor, trabalho comparecendo a& fimn -

¢&o coro um desbém,
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0 agricultor procura maximizar a utilidade, que é cres
cente com O consumo do bem e descrescente com a quantidade
de trabalho:

-

onde U‘q e a utilidade marginal 'auferida pelo consumo
do milho? e U', & a utilidade marginal do trabalho (desu
tilidade). >

29 suposto: O consumidor estd sujeito a restricao orga
mentaria

Receita Total = renda + receita salarial =
Riiw) * g . LSi {w) (1.2.6}

Essa equagad expressa a receita de cada agricultor co-
mo fungao do salirio real; a renda Ry {(w} & fungao inversa
de w, mas o oposto ocorre, no casc normal de oferta de traba
lhe com inclinacao positiva, com as receitas salarviails,

¥ Igy (w)°

3¢ suposto: Cada agricultor trabalha para si, para o
outro, ou parte do tempo em cada terra. Vejamos como ¢ agri-

cultor 1, por exemplo, decide distribuir seu tempo disponi -
vel. '

O consumidor 1 maximizara sua utilidade
sujeito & restrigdo orgamentiria
dpy = Ry W) +w . Lgy (W)
Pela técnica dos multiplicadores de Lagrange,
G = I.'!.1 ‘qDl " le} - A [Rl (w) +w . Lgl {w) = qDl]

{(1.2.8 )
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Sabemos gue a utilidade méxima ocorrerd quando a taxa
marginal de substituiglo entre os elementos de escolha (ofer

ta de trabalho versus receita auferida) for igual ao salda -
‘ric:

§¢ _ Uiq ‘+ X=0 g A6, = u‘L -~ Aw =0
991- b1 . 3 Lgy =
L S ' A ' _ i
Assim v = e Uy
pl S1

Dividindo membro a membro,conseguimos a condigdo,onde
a taxa marginal de substituigao entre trabalho e renda,TMS,
& igual ao salirio de mercado.

1
 dapyy ¢ Lgy
TMS = e = = sl = W (1.2.9}
daL vt
51 dp3

No grafico (1.2.3), a taxa marginal de substituicao
(TMS )} & positiva Gecorrente de estarmos relacionando, num
mapa de indiferenca, renda (bem com utilidade marcinal posi
tiva) e trabalho {com utilidade marginal negativa), © que
nos 43 curvas de indiferenca positivamemte 4inclinadas. A
tangente © indica o szlario de mercade. © equilibrio maximi
zador da utilidade ocorre no ponto H, onde a quantidade Ley
de trabalho & oferecida no mercado cm trcca da renda sala -

‘rial wLS

"

No“gréfico (1.2.4) resumimos o processo global de oti
mizagao do agricultor. O agricultor 1 empreqga Lny de traba
l1ho, do gqual LSl é a oferta de trabalho feita a si mesmo e
{(Lny ~ Dgy! & quantidade de trabalho alkeic., C & a folha de
pagamento salarial (incluido o seu proprio saladrio) e aufe
re a maxima renda T como empresaric. No mesmo grifico, con-~
- sideramos a sua posicaoc como consumidor, transladando a ori
gem do sistema de eixos de O para O'; eano 2le 33 dispde da
renda de sua ferra, assim tracamos a partir do nivel A} uma
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iinha com inclinacdo dada pelo salario de mercado. Sendo U,
a sua curva de indiferenca, oferecera a quantidade Lay de
trabalho ao salério dado pela tangente © ; neste caso terad,
além da renda g, 0 ganho salarial T, pelo seu trabalho na
sua prdpria fazenda. O consumo 4o bem, milho, pelec agricul-
tor que estamos analisando, serd igual a 7 + T,qual a8 sua
renda liguida total.

-~

Fazendo variar a taxa de saldrie real (isto &, em ter
mos de milho) encontramos a curva de oferta de trabalho de
cada agricultor. A soma de ambas as curvas dara a oferta gde
trabalho no mercado, como esquematicamente sSe mostra no gré
fico {1.2.5).

1.2.3. EQUILIBRIO GERAL E A LEI DE WALRAS

0 salirio real e o emprego de equilfibrio serze d¢ados
pela oferta e demanda no mercadc de trabalho.

Ao salirio w* determinado no mercado o agricultor 1 &
- demandante 1iquido, enguanto o agricultor 2 & oferente 13i-
quido de trabalho no marcadoj;a existéncia de eqqilibrio no
mercado impSe gue os dois excessos (de procura e de oferta

de trabalho individuails) sejam iguais (vide gréfibc(l.z.ﬁﬁ.

No mercado, para haver eguilibrio estacionario,

A, - 1%

b1 21 {1.2.10)

Igp = Iha

onde ¥ denota situscao de equilibrio.

Isto decorre de gue em equilibrio a demanda total por
trabalho deve ser igual & oferta total dele:

Lﬁ' T'&
= -t
5 9
g ”-ﬁ‘ H T& 3 & Ti.‘ *
mas  Lg = Ly * Lg, Ly ® Iy + In
® L] =® 3

e portanto Lo, = Lo = Lpy o Lgy
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Entretanto, nossa economia nac tem um, mas dois produ
tos;portantc existirlo dols mercados: de produto e de traba
1ho. Demonstremos que o equilibrio num mercade implica em
equilibrio no outro; por exemplo, ¢ eguilibric  no mercado
de trabalho,ac salario w*, necessariamente implica equili -
brio no mexrcado do produto.

As eguagOes de ofertas individuais de procduto sao

q81 - R'l (‘V) + W e I’Dl (W}

qsz = R2 {(w) + w . LDZ {w)

em gue (w) mostra dependéncia funcional, & onde se observa
ter sido aplicadc o tecrema de Euler na funcgao de PIOQQQEQ
homooénea linear (os pagamentos dos fatores esgotam o produ
to liguido}.

% * i
B oferta agregada e

Qg = g5 * 95

Qs =5 Rl (W) + Rz (W) FTOW . LD (W} {1.2.11)

Como a totalidade da renda € consumlda, as demandas '
individuais szo

4y Rl {w) + w . le {w}
9py = B W) + w . Lg, {wi

A demanda agregada é

+ d

Op, = 9p Inz

= 'Rl {w} + Rz w) + w i“LSI fwi + Ls2 (vf):l‘

Q, = R

5 L W)+ Ry W) + bg W) . w {1.2.12)

2
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0 excesso d¢ oferta no mercado de bens serd

Qg = 9y = wlip 0 - Lg (W] {1.2.13)
0 equilibrio no mercado do produto, obtido guando Qg =
Qpye s ocorrerd quando ( excetuando-se & solugao trivial

w = ) ¢
Ly, (W' = Ly (W)

isto &, guandsc ao saldric real w* for nula a expressac acol
chetada em (1.2.13) a taxa salarial w¥ é tal que pernite
igualar as guantidades ofexecidas e demandadas de trabalho;
dai, Q5 = Qp nmwo mexcado de bens.

Se ocorrer excesso de demanda {oferta) no mercado de
tyrabalho necessariaments teremos excesso de ofarxta {demanda)
no mercado do produto.

Estes elementos nos permitem estabelecer uma formula -
cao simples da Lei de WALRAS:

Numa economia COM I mercados, equili -
bric em n-1 mercados implica em eauili

brio no n-ésimo mercado (numerario).

Alternativamente,a lei diz que em desequilibrio o excesso ce
oferta eventualmente existente em alerum mercado deve ser con
pensado por excesso de demanda no n-ésimoc mercado (numerario).

O modelo demonstrou como as decisfes individuais dos
agentes econdmicos gerou equiiibrio geral do sistema, median
te a determinagaoc de guantidades e preges relativos compati-
veis com todos os mercados; ele constitul o gue costumeira -
mente se chama de "Teoria do Valor Neccldssico® ou entao de
"meoria do Valor de WALRAS". o gue passaremos a analisar de
maneira mals complexa.

Porém,no modelo nada garante 2 existéncia do equilibrio;
isto &,8 possivel que no grafico(l.2.6)n2o tenhamos equilibrio
nio negativo.Ainda tendo equilibrio nio negativo,& possivel que
seja miltiplo.Havendo diferentes niveis de equilibrio & neces-
sirio caracterizd-los quanto a sua estabilidade ou instabilida
de.
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3.3 MODELO DE EQUILIBRIO GERAL DE WALRAS

Mo medelo estao presentes dois grupos de agentes eco-
nomicos: de um lado,os INDIVINUOS, pesscas fisicas, que de-

tém a propriedade do conjunto de fatores de produgao, inclu
sive do trabalho. Obtém renda mediante a venda de fatores
produtivos nos respectivos mercedos; renda essa gue utill -~
zam na compra de bens de consumo, no mercado correspondente;
de outro lado, existem as FIRMAS, agentes de transformacao
de insumos em produtos, que wtilizam fatores para produzir
bens.

830 elementos exdgenos ao modelo, e nele comparecerao
como dados (conquanto necessarios a resolucac do sistema de
equilibrio geral):

19 - os gostos, que estfo definidos nas funges de utilida-

de;
29 ~ a dotagdo de recursos de cada individuo;
39 - a tecnologia d disposiczo das firmas.

Nessa economia existe interacio de pessoas e Firmas.
Nesta interacio- devem-se determinar as condigdes que se de-
vem cunprir para que exista equilibrio; ¢, existindo, em que
condicbes o equilibrio & {nico - situagao na qual estamos
particularmente interessados; ainda, se O equilibrio & estd
vel ou instavel; e, finalmente, as guestles de estatica com
parativa (impacto sobre o equilibrio de mudangas nos parame
tros gostos, tecnologia ete.). Estes sao og problemas cen -
trais do equilibrio geral,e podem ser classificados de acox
do com a eénfase dada na literatura académica:

~ puropéia: 1. existéncla do equilibrio
2. unicidade do equilibrio:

-~ americana: 3. estabilidade do equilibrio;
4, sstitica comparativa.

Walras n3o traton desses problemas do egquilibrio ge-
ral {exceto quanto a estabilidade, cque fol o primeiro a éis



cutir): sua preccupacaoc limitou-se 3 consisténcia do mode -
lo, istc &, nimerc de equacbes igual ao nimers de incdgni -

D

tas. Mas, sabemos gue a igualdade equagdes-incdgnitas nao
suficiente para resolugao dos guatro problemas apontados.

A discussdo dos citados problemas centrais & essendi~
almente matematica, utilizando, entre ouﬁros, cs conceitos
de topologia; pela sofisticacac dos recursos matematicos re
gqueridos tal estudo nds seri abordado aquil :  assim,limi-
tar-nos-emos a examinar o enfoque de Walras, o qual apenas
enumerou as condigdes que garantem equilibrio de cada indi-
viduo ¢ cada firma na economia, bem Ccomo a comsistéencia a -
través da contagem das ecguagdbes e varidveis no sistema - de
equilibrio geral.

1.3.1 O SISTEMA ECONOMICO

"Na econémiz existe concorréncia perfeita, com todas
as consequéncias desse fato, inclusive due wada individuo
cn firma em particular enfrenta pregos dados. Temos n bens
e m fatores produtivos. O prege do bem J & Py para

jﬂl’ 2, -1100'“

e o conjunto desses precos pede sexr resumido no vetor-linha
de pregos dos bens:

' = Py v Pyr eevner Ppie © {1s %)
A remuneragdo do fator i & w, para

i

#

3-; 23 ..-o.,m

e chama~la-emos genericamente de saldrio ; ¢ conjunto des =
ses saldrios pode ser resumido no vetor~linha de salarios
de fatores:

.

1Para'o leitor desejoso de estudar esses problemas sao
feitas referéncias biblioaraficas no final do ~presente
capitulo.



wt = {w1 e Wo § seeses wm) | {1.3.2}

1.3.2 EQUILIBRIO NO SETOR PRORUTIVOC

Existem F firmas,competitivas.Cada firma adquire fato
res nos respectivos mercados e com eles produz bens que S30
vendidos no mercado de bens,sendo:

gquantidade do insumc primério i adguirido e
utiiizado pela firma £;

3 guantidade do bem 3J produzide e vendido pela
fixrma £. D lucro da firma tipica, ™ , seréd

£. - g . W £
i T E p'c ™ E w.¥ 7 = o= %
. ; jm}. w‘j j F 'éil ii f af l; 2; &« ® B g -l\'.'} {J-n3-3}
receita despesas em
total fatores da
- da firma £ firma £
£ o vetor-coluna das quantidades de insumo adouiridos
pela firma f:
£ £ £ 5
r - {rl g rgf o @ 8 7 rm ) (fp}: 1; 2; & c & F F}
Cf o vetor~coluna das gquantidades de bens produzidos pe
la firma f£:
» i .
Cf E icgf C; ¢ ®e3 g C; 1 (£ g 29 L F)
- Entac nf pode ser escritoc como
Vfaﬁ pqcf = W' rf 5 {fz:lp 2; EEN F}

Cada firma maximiza seu lucro sujeita d restricao im-
posta pela fung3o de preodugdo, a gual pode ser escrita  em
suva forma implicita geral % como

f * 3 e
e ¢ (cfa Cir'v*r Ci? Tg; L £oef

rz’h-eq; rﬁ} o éf(c 33’-":? = (}
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¢f indica a fronteira de possihilidades de transformagao entre

produtns para dadas quantidades de fatores, e a translacado des-
ga fronteira por mudanga na disponihiiidade de fatores. A firma
wtilizard a quantidade de insumos e obterd uma combinagdo de
produto final {respeitada a fungac de nroducao) cue torne maxi-
mo o lucre. Encontremos esse maximo pelo multiplicador de La -
grange, |

of = pref ~wiet 4af [of (cf, rfzi . (£=1,...7)
(1.3.4)

Supondo que a firma utiliza alguma quantidade positiva
de cada fator e produz algo de cada bem; a condicao necessdfia
para a obtencao do lucro maximo € que a primeira derivada deva
ser nula para cada incdgnita:

sct . . if aef

S 2 P A QT = = 0

sef %+ apt

£ £ :
Eﬁf o w it & §F Eif = 0 {i.3.5)
ar ar
agt £ £ £ '
——F = $ (C,xr) =0 (f =1, ...F)
A

Assim obtemos p sequinte sistema de ecuacOes para cada
firma, gue resume o setor produtivo da economia, mantendo cons-
tante o nivel de utilizacgao de fatores:

E £

AT 3 " .

_Q¥ =~ p : n equacoes
sC

ﬁi; representa movimento ao longo da fronteira de possibilida-
oc des na producac de um bem; a diferencial resume n dife ~
renclais parciais, pois Cf é um vetor. Se, com a mesma dispo-
nibilidade de fatores, aumentaros a producao de wm dos hens, ne
cessariamente temos gque reduzir a producaoc de outros bens. Na
verdade a diferencial representa o custo marginal de produzir o
bem em questao, traduzido em termos do que se perde em outros

bens, ou custo de oportunidade. Quando consideramocs o0 efeito de

mudanca nas disponibllidades de fateres temos:



4 £

A .‘j’-----'lﬁ = in Eq&ai;(ﬂiﬁ‘ﬁ
sxr
:
amgwwﬂ vevela o deslocamento na fronteira de possibilidades

ax
ao se verificar uma mudanca na disponibilidade de Ffatores ;

gorresponde ao traslado da fronteira ds possibilidades,ou ao
“produto marginal glcbal® de cada um dos fatores: cada uma
das m diferenciais representa a mudanga no nivel de produgac

de cada bem decorrente da variacgao nos respectivos fatores.
£ £
¢ (C™ , )

gue & restriglo dada pela fung3o de produgdo.

0 1 sguacao

i

No total temos para cada firwma um montante de equagoes
n+m+1
Para cada firma temos as seguintes incognitas:

-~ as quantidades produzidas de cada bem:

Cf ;Cf g e ey Cf

1 > - n incognitas

- 33 guantidades adquiridas de cada fatorx:

£ E i

Iy # To 5 eeer Yo i incognitas

~ o multiplicador de Lagrange X £ 1 incdanita

e portanto, para cada fiyma considerada., encontramos um to -
tal de incognitas n o4+ om+ )

Para as F firmas em conjunto dlspomds, destarte, de um
nimero igual [F {n+m+1a de equaqr'}'as e incdinitas,.com o que fica
definido © cquilibrio das F firmas competitivas, desde que
dados os pregos dos insumos e dos produtos.
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1.3.3 EQUILIBRIO DOS INDIVIDUOS

Existem H individuos.Estes desempennam duas atividades:
sao consumidores de bens e sao ofertantes dé recurscs produ-
tivos.O individuo possui renda de duas naturezas:a decorren-
te da posse dos fatores,cujos serviges sao vendidos as fir -
mas a dado salario; e a derivada da participagic na proprie-
dade das firmas (j& gue estas devem pertencer a alguém), que
toma a forma de lucros. A renda total de cada individuo (sa-
l3rios + lucros) € completamente gasta na aguisicio de bens,
no mercado. Seiam

h
= gquantidade adgquirida do bem 3§ pelo individuo h;

3
x? guantidade vendida do fator i pelo individue h.

A utilidade derivada pelo individuc tipico h depende
dos fatores oferecidos e dos bens consunmidos:

Uh = Uh (C? i Cg ¥ e Cﬁ : r? ¥ rg i sy rg)

cu simplesmente

o = o, | (1.5:6)

]

em que

Ch € o vetor-coluna dos bens consumidos pelo indivi -
duo h:

b h h
- S S .., C:" =1, 2 couy B @

rh € o vetor-coluna dos fatores ofertados por esse

mesmo individuo:

h _ h h
r - {rl g rz F & re fF I'::I): {hﬂ 1‘ 2; L EI)Q

2 restrigdo orgamentaria para o individuo h é consti~
tuida por:



m ¥ n "
h ht . f S n
i 'W'i ri + I & o ﬁ'.‘! C,
f=1 =i
Lﬁﬁw-ﬂw.kwg L Vo, J Lm‘ﬁ_r"-hm_!
renda rznda de PYCpri riastos totais
salarial edade de firmas g0 individuo h

= ; h$ e
eXPYesSsasc em gue representamos por s a participacaoc que o
h=-écimo individuo tem nos lucros da Ff-&8sima firma. Defini -

h
mos 3' come o vetor-linha

hl hy,

Sih .m {S 2 Shzf L 5 j (hﬁl; 2' e e p H}
das participacoOes na propriedade das F fivmas poxr parte do
h-ésimo individuc;os lucros sao pagos proporcionalmente 3
participagao no capital.

Os lucres de todas as Ffirmas se resumem no vetor—~colin
na

Utilizando a notacao matricial podemos colocar a res-
tricao oxcamentiria como

h +h h

w'lt + st'w = p'C 11:3.7}

Sujeito a essa restrigfo o individuo h procura maximizar a
utilidade, com respeito 4 quantidade dos bens consumidos e
dos fatores fornecides. Utilizande os multiplicadores de-Lg
grange,

¥ h s "
thﬁjiﬂ‘,rhj+}h(w‘rh+s‘hﬂ ~p*ch; £1.3.8)
Svpondo que o individuo consuma algo de cada bem, as-
sim como gue oferega algo de cada fator, a primeira condi -
¢ao de méxima utilidade {condicicnada 3 restricio orcawentd
ria) implica

h -
267 _aU' " ah _,

Bch n

i
Lo
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h

ear——G p— Uh «I-}\h w’ =

5 .h 3 .h
x x {1.3.9)
h

-3—9—-—— = w‘rh + s'h'ﬂ' - n'Ch = 0

3 ah

de onde tiramos as equagdes que permitem cbter ¢ equilibrio
do consumidor h, e que san:

3 gt

ach

= AR

p! n eguagoes

onded Uh/a ch € a utilidade marginal no consumo de cada bem;

s U

3 L0

m equagoes

2? w'

onde 3 Uh/ 3rh € a.desutilidade marginal da oferta de cada

fator; e

h h h

Wir" % 8% = p'C 1 equagio

é a restrigdc orcamentiria.
Computamos, entao, paraz cada individuo um total de e-
quacoes .
Contemos agera as incOgnitas pars cada individuo;elas
Sa0c:
- as quantidades consumidas de cadz bem:

C? i C? PRI Cg n incognitas

- as quantidades oferecidas de cada fator:
r?, rg, LY r; m incognitas

- o multiplicador de Lagrange A h 1 incdgnita

Obtivemos, assim, um total de incdgnitas para cada in
dividuo de n+m+1l
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Come a situacao do individuo considerado € a mesma
dos demals, para a totalidade deles temos um nimers igual
de equagbes e de incdgnitas, g {n+m+1} , .que resolve o pro
blema do equilibrioc no sstor dos indivfduos: desde gue da -

dos os pregos dos fatores e dos bens.

1.3.4 O MERCADO

Agora devenos considerar a interacfo dos dois siste -
mas anteriores. A soma de todas zs demandas por qualquer
bem ou fator deve ser igual 3 soma de todas as ofertas des-
ge bem ou fator.

No mercado de bens eguilibrio impiica, para cada um
dos n bens,

H 4 Fog
z ‘j = Cj {3 =1, 24 »esy D) n equagoes
h=i f=1
demanda oferta
do bem 5 do hem j
peles con pelas fiy
sumidores mas

No mercado de fatores deveremos ter para cada um dos
fatores,

H h F £ .

L xry = % g (L = 3, 24 5503 ) m eguacoes
e f=1 )
oferta do procura

fator 1 pe do fator
los 1nﬁiv£ i pelas
duos - firmas

Geradas pelas condigoes de equilibiric nos mercados de
bens e fatores obtivemos, entdn, um total de equagées n + m

As incdgnitas para os mercados sio os pregos:
~ 08 salarios dos fatores (w?) m incégnitas

Py

~ 08 pragos dos bens {p') n incounitas
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o que nos da um total de incdgnitas n 4+ m

1.3.5 DE NOVO O SISTEMA ECONOMICO

Resumamos os resultados encontrados:

N@ egquacoes NQ incognitas

-~ do lado das firmas F{n+m+1) F{n+mtl)
~-~ do lado dos individuos H{n+m+1) H{n+m+1}
~=-= do mercado {n+m) {n+m)
Total de equacGes = Total de incOgnitas = F{n+mt+l)+H(n+m+l)+

{n+m) .Assim; o sistema fica determinado.

A Lei de Walras estabelece que o valor total da deman~
da iguala o valor total da oferta a qualquer conjunto de pre
¢cos;isto implica gue uma das equagtes nao € independente das

outras. Para encontrar essa Lei usaremos a restrigao orgamen
tiria dos individuos: somando a restricdo orgamentéria para'
todos eles, resulta

H m F H n
I 1 wirz % £ nf . ) . pj C%
h=1 i=1 £=1 = h 3 J
1 "~ r \.——-—m—-—' J
renda sala- lucro total valor total
rial de to- de todas da produgac
dos os indi as firmas de bens
viduos
Em termos de contas nacionais,
3 - I ' d
" remuneragao dos fatores valor da produgdo
Substituindo " . por sua definiczo (vide 1.3.2}) re -
sulta, : '
H m F n In H n
h £ T h
I I wr +1 1 g pyC y wir() = 3 psC
hoi b4 $° 473173 g 1t E 371
raiacd
receita gasto em fa
de cada tores de ca

da firma
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Ordenando,
m H , | n H F
h f..
g wy gy -3 riJ*zpjsz?“zcg}
i h £ 3 h £
\ o ” A ” /7(1.3.,10)
A B

Os te¥mos entre parénteses da eguacao ({1.3.10} representam:-

A: excedente de oferta(se for positivo} ou de procura
{se for negativo)nc mercado dos respectivos fatores;

B: excedente de oferta(se for negativo) ou de procura
{caso seja positivo) no mercado dos respectivos bens;

se o contelido entre parénteses nao & zero os respectivos
mercados estao deseguilibrados.

1.3.6 UM GRAU DE LIBERDADE

Mostremos gue uma das equagOes do eqguilibrio geral
nd3o & independente das demais, mas € delas derivada. Supo -
nhamos que todos os mercados, excaeto © do fator m-8simo, es
tejam em equilibrio; indicamos equilibrio nos m-1 mercados
de fatores e nos n mercados de bens por

H F £

zc}j‘ = I cy {3 =1, 2, veeees 1)

h

H F

_E r!; e z rf {i R 1' 2; 2w m-zf m"'l)

h %

Aplicando as condigOes de equilibrio nos mercados,B=0
em (1.3.10) ,para todos os n mercados de bens e A = O para
todos os m-1 mercados de fatores. De (1.3.10), resulta,

H ¥
w (£ -- Eefy=o (1.3.11)
m o m ¢ m

Para um saldrio w, # O (solugao nao trivial) necessariamen-
te devera haver equilibrio no mercado do m-&simo fator.

A Qiltima eguagdo, como vimos, foi derivada das outras,
de gue depende. Isto nos permite no sistema eliminar uma e~
quacao, e ficarmcs com :
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{F+H} {n+m+l) + {n+m-1}

equagoes independentes.
Como nosso total de incognitas continua sendo
(F+H) (n+m;1) + in+m}

temos, até este ponto, uma incSgnita a mais que eguagdes.
1.3.7 PRECOS ABSOLUTOS, PRECOS RELATIV(OS

A existéncia de uma incSgnita a mais que eguacdes n3o
é tudo. A maximizacdo do lucro em cada firma, sujeita a restri
¢ao da fungado de producdo, & feita por um vetor prego-saldrio
{(p', w'), mas também resulta a mesma sclucio com o vetor
(ap', aw'), onde a € uma constante positiva qualquer, pois ma
ximizacao de at & equivalente a wmaximizacao de ant . Isto &
facilmente verificavel,no sistema (1.3.5), considerandc o ca-
so de dois produtos e dois fatores, de gue resultam as seguin
tes condigbes de otimizagdo guando o bem um & considerado co-

me numerario.

£ -

£
3(!1* = 3_2_ -Bcl “ _ Wl e 3("1 o Wz
e ¢ me e = o TP
8C, 3 ary ¥3 3r, £y

0 que interessa para a firma sao os precos relativos, nao ab-
solutos ;um aumento equiproporcional em todos os precos nao
altera o equilibrio.

Do mesmo modo, a restrigao orgamentaria (1.3.7) dos
individuos & homogénea de grau zero nos precos absolutos: da-
do o vetor de pregos (p', w') o equilibrio nao se altera se o
substituimos por outro (ap} aw'),obtido da multiplicacao do
primeiro por um escalar positivo; também aqui o gque importa
sao 0s pregos relativos. Assim, todas as funcoes de oferta e
ﬁrocura s@o homogéneas de grau zero em todos 08 pregos. Por
causa disso podemos normalizar os pregos, e.g., selecionando
um insumo ou produto como"numeririo" e medindo todos os ou -
tros precos em relagac.a ele. Tomemos ¢ produto um como nume-
rario;em assim sendo podemos fazer a ﬂ-%m e aplicar ao vetor
de pregos, que se torna: 1
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s ' P P p. v w W,
(B ety =R 2 i Bied gl sl el
Py Py P, P Ps P By Py

o que nog deixa com {n+m-1) pregos relativos [% n® incdgnitas,
vide final da segao anteriox] . Agora coincidem o numero de
incognitas e de equagoes independentes.

Inicialmente se pensava que para solucao deste modelo
matemarico bastava termos igual nimero de eguacbes e de incog-
nitas: o sistema seria determinado. Hoje sabemos que essa con-
digdo ndo & necessidria nem € suficiente para eauilibrio, e tam
pouco nos assequra gue exista solucao. Além disso & possivel
gue, a existir solucao, seja ela multipla, nao Gnica; e mesme
assequrada soluqﬁoyﬁnica, nada nos garante que ela seja econo-
micamente significativa, & dizer, que cuantidades & precos de
equilfbrio sejam nd3o necativos. Ainda mais, ecxistindo solu-
¢ao, precisamos saber se o ecuilibrio & dinamicamente estavel
ou nao.

1.4 ESTRUTURA DA DETERMINACAO DE PRECOS E UNICIDADE DO EQUILI
BRIO

Na andlise do problema proposto consideraremos o siste
ma simplificado de Walras, utilizadc por Cassel, considerando
os sequintes supostos:

; 78 0Oz bens produzidos sao utilizados exclusivanente para
consumo;

5 5518 Os fatores produtivos sac originarios: nao temos bens
intermediarios;

XKL, Cada hem & produzido com coeficientes fixos de insumo-
produto;

Iv. A disponibilidade de fatores na economia é dada (€ ele

mento exdgeno ao modelo);
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V. Nac ha produgdo conjunta; cada atividade produz um ani
co bem.

Sejam as variavels assim representadas:
V, a quantidade disponivel de cada fator (i=1,"2, ..., m)
X a.quéntidade produzida de cada bem (3=1, 2, ..., n)

Viy 2 quantidade do fator 1 utilizada na producdo do bem j

v :
g 1 a quantidade do fator i utilizada por unidade
xj de produto j

Py © Prego do bem j

*

r; © prego do fator i

1.4.1 MERCADO DE FATORES

E condi¢ao de equilibrio no mercado de fatores que a de
manda iguale a oferta, para cada um e todos os fatores: isto
se expressa por

oy Xy o=V, (i1, 2, ..., m) (1.4.1)

Se expandimos o sistema implicito no somatdrio resulta

X

a11 1 + alzxz s B a]hXh = Vl

¥y tagnX, t .o +ay X =v, {(1.4.2)

LA LR 4 ® ae e 8 @ o a0

k; =
amlxl + angz + awe ¥ amnxn vh

onde estao presentes m ( = n? de fatores) equacoes e n ( =n9
de bens) incognitas.

Em termos matriciais, sendo,

a matyiz dos coeficientes téenicos (matriz tecno-~
16gica) com m linhas e n colunas;

p‘imxn)
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x(nxl} vetor-colwna de producao;

Vimx2) vetor-coluna de disponibilidade de insumos,

podemos reapresentar desta manelra a condig3o de equilibrio
no mercado de fatores (demanda = oferta):

Amen) Fxny = Vimxy) (1.4.3)

1.4.2 CUSTO DE PRODUGAOD

Se cperamos sob condi¢Oes de concorréncia pexfeita nao
existirdo lucros puros nc equilibrio de longo prazo { apenas
lucros normais); a condig3o de cada bam ser produzido com ze
Yo lucro se expressa por

m : _ R
f aijri o Pj (j""’"l[ 2' »eeyg n) tludad)
%

Por exemplo, no casc do bem 1:

= P4

B31F3 F @pqTg wer mi T 1

em gue aii s & a parcela de custos correspondente ao fa -
tor 1 no custo do bem um, e Py é o prego=custo do bem um.

O sistema completo &:

+ a

Rpa®y ® Bgqke ¥ sus T Bk, * Py
8y9Fy + A5 Ty e BT = ?2 (1.4.5)
BnTy ¥ 3ppTy toeee P 3T, = Py

O sistema (1.4.5) pode sexr resumido em termos matriciais:

A

= (1xm) (mxn) = P ) . (1.4.6)

onde

' .
¥ (ixm) & o vetor-linha de precos dos imsumos;
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A (mxn) é a matriz tecnoldgica ja examinada;-
P’(bm] € o vetor«-linhﬁ de precos dos bens.

n equagdes (= n? de bens); e m (= n? de pregos de fatores)
mais n (n? pregos bens) incognitas.

Os sistemas {(1.4.3) e (1.4.6) tém conjuntamente (m+n)
equacdes e (2n+m) incSgnitas. Com mais incdgnitas que equa-
coes nosso sistema ainda nao esta determinado; para comple-
tar o0 sistema devemos acrescentar as funcgdes de demanda pe-
los bens.

1.4.3 FUNCOES DE DEMANDA

A renda total se define por
m

f viri

a demanda de cada bem & funcao dos respectivos pregos e da

renda total:

g 5

Xj = Xj {pl 1 pz P ®eagyg pn H Viri} (114.7)

Essa expressio poce ser simplificada, pois os V; sao dados,

portanto a demanda fica dependendo apenas do conjunto de
pregos (de bens e fatores):

xj = Xjfplr sz eee g pn? rlr 22””1-!11) (j=1,2,,..,n)
(1.4.8)
Com isso adicionamos mais n equagoes ao modelo.

Considerando conjuntamente o gue encontramos em(l.4.1),
{1.4.4)e(1.4.8)nosso sistema passa a possuir

Equacoes Incdgnitas
-= no mercado de fatores  _ m ‘ n
-~ no sistema custos produgao n m+n
-- nas funcoes de demanda n__
Total 2n + W 2n + m

e desta felta o sistema fica completo.
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1.4.4 OBSERVACOES A0 MODELO

la. Observacao: O sistema (1.4.3) constitul por si s6
wn sistema completo de ecuagoes, nas variaveis xj {bens) ;em

édlgebra matricial, trata-se de resolugao de eguagao simultad
neas, Como os fatores sao dados e temos coeficientes fixos'®
de produgao, resulta um sistema linear compléto,

Representames por p(A) o posto da matriz do sistema ;
a matriz do sistema &, em outra terminciogia, também chama-
da matriz incompleta, e em nosso caso corresponde & matriz
tecnologica. Posto de uma matriz € a ordem da submatriz qua
drada de maior ordem gque se pode ohter com determinante nao
nulo. O posto de uma matriz indica o nimero de colunas=fi -
las linearmente independentes.

Chamamos p {A{V) o‘poste da matriz aumentada (em outra ter-
minologia: da matriz completa) definida como,

a11 a12 e aln Vi\
aZl By oon aZn V2 {(1.4.9)

q m®s ows esea e8s uo-?

aml amz L amn Vm

b,
onden &€ © numero de varidveis (bens); e m & © nimero de
equagOes (fatores).

Para que exista a possibilidade de solucao do sistema
precisamos p (A) = p (AEV)Z_ . Além disso, somente comp (A)
< n teremos solucao para o sistema:

. Se P{A) = n a solucao & Unica,
se P{A) < n hé infinitas solucdes. .

2~W3e © posto da matriz 6o sistema e o da matriz aumenta-

da forem.iguais existird sempre e no .minimo uma solugao
para o sistema® G. Hadley [Linear Xlaebra AD, Wesley
Publishing Co 1964 USA,
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Figuremos um exemplo, em gue n< m (ha menor nimerc de bens
que de fatores), seja

X, = V

314% *t a3.% =Y
a21x1 o+ azzxz = Vé (1.4.10)
a31X) + azX, =V,

Neste caso p{A)& 2; mas podemos ter P(Aiv) = 3, Em  geral,
quando © nimero de bens € inferior ao nimero de fatores nao
encontramos soluc3o para o sistema, pois o vetor V poderd
ser linearmente independente das colunas de A e portanto
nac existiri nenhum % tal que

I w,a, =V

i

onde a, representa as colunas de A. Isto é o mesmo que dizer
que nao existe solugéo para o sistema (1.4.10).

Se p(a) = p(AiV) = 2 haveri uma tnica solucido parxa o
sistema (1.4.10). Se p{A) = p(Asv) = 1, mencr que o nume-
ro de variaveis, haverd infinitas solucoes.

Num exemplo inverso, em gue n> n, seja

X, 4+ a

1’ =

1373 1
(1.4.11)

ne *+ 2

851%; * 255%, Xa = ¥

2373 2

em geral sempre teremos solucao, pois sempre podera ocorrxer
que p{A) = p(AlV). Todavia n3o teremos solugdo Unica , e
sim infinitas solugdes, pois sempre p (A)< n.No maximo p (A)=
2, que € igual & p(AEE'V)\m@no;s gue o numero de varidveis

(n = 3 bens). ' '

2a. Observacio: Existem alguns fatores que zao livres:

seu uso da-se a custo = prego = zero. Por exemplo, a paisa--
gem, o ar, etc.,Tais fatores nao entram no sistema Cassel.

Entretanto, a divisZo de fatores entre escassos e li-
vres nao deveria ser estabelecida a prieri. Para superar es
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sa limitagao podemos definir }

um fator & livre guando sua utilizagao & menor que sua ofer
ta. Em geral, o uso de um fator nio pode excedex sua oferta;
no modelo representariamos esta colocagao via substituigao
de (1.4.1) por
n
I a

- 1% £ Y (1=1, 25 soe0 W) (1.4.22)

entendendo que se se cunpxe a desigualdade estrita © prego
do respectivo fator & zero:

r, = o (i=1, 2, »..s, Q) Parag fatores livres.
Sendo assim todos os fatoxes seriam incluides no medelo, ca
bendo ao sistema dizer quais dos fatores sao livres.

Na linguagem de proqrama¢30 1inear as igualdades sao
substitufdas por desigualdades; dessa maneira ~introduzimos
a nogao vital de complementary slackness de gquantidades e

pregos: se uma restricdo & satisfeita no sistema com uma de

sigualdade estrita & sorrespondente varidvel no dual € oti-
mamente zero. No Caso especifico,

n
 a

3 ijxj<vi@ riﬂe

para todos 0s 4 fatores livres.Como .8& v& no qrafico {1.4;1},

se a oferta do fator 1 excede a demanda a todos os ni -

veis nao negativos de salirios, entdo o salario de equili -
brio sera zero.

pambém no mercado de bens podemos utilizar o conceito
de gpmplementary slackness ; para isso em (1.4.4) substi -

tuimos a condicao de "zero jucro" pela de "nao lucro":

in
ii aijti > pj - {j”l; 2; see § n) (1.4«13)

¥os casos em que se cumpre & desigualdade estrita o bem nao
sers produzido: ndc se produzem bens que dao prejuizos.'hs-
gim ¢

aijri > pj = xj = 0. (3= 1, 2, eser k)
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Grafico {(1.4.1)
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A complementary slackness , pelo aque vimos, nao somente se

aplica & definig3o de fatores escassos como nos revela por-
que alguns bens n3o sao produzidos.

1.5 RELACAC ENTRE PRECOS DOS FATORES E PRECOS DOS:BENS PRO
DUZZIDOS

Com os supostos de I a V do inicio da segao 1.4 e a

condicao de zero lucro para todos OS pProcessos geramos o sis
tema.linear de equagoes

x’ {1xm) A{mxn) = pt(lxn} ; © gual relaciona e ma

neira simples-os precos dos fatores e os pregos cos produ ~
tos.

1,8.1 FATCR PRIMARIO mIco

Ho caso em que utilizdssemos um dnico fator primario
os pregos relativos de todos os bens estariam ~ determinados
&3 pelos coeficientes técnicos de producdo fixos, indepen-
dente da demanda; nestas circunstancias r' deixara de ser

vetor para tornar-se ascalar, (1x1)

Supondo que o primeiro fator primario seja o unico disponi-
vel, nossa relagao sera

o
=
pns

H
Tt

i
o
fal

85,T) T Py -{1.5.1?

O sistema ficarla, desse modo, perfeitamente determinado.

Tomando o bem um como numerario (p; = 1) o prego do
finico fator sera 1 e os precos dos demais bens se-
rao _

a a a

niz . 13 1
r Py ™ t cesvccey Py = = ¢
313 %11 211
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onde os precos relativos se obtém como razac de coeficientes
tdcnicos de produgao.

Sob tals supostos o sistema (1.4.1) ficaria reduzido a

¥ cee F alnxn = Vl (1.5.2)

a3 ¥y v 3%
e o papel da demanda (pquag50(1.4‘8f!seria unicamente deter-
minar a 81006950 3o fator entre as diferentes atividades pro

dutivas.
1.5.2 MAIS DE UM FATOR PRIMARIO

gxistindo mais de um fator origindrio a relagdo entre
o8 pregos dos fatores e OS pregos dos bens estard dada pelo
sistema (1.4.6): |

i o '
T m) mxn) P’ (1xn)
cabendo as Sseguintes consideragoes:

a) Se o nimero de fatores & menor ou igual que © numero de
pens produzidos, ou seja,
m {= n® varidveis = n® de fatores) < n (= n® _equagoes

= n? de bens)

e p(a) = o (aip) =m haverd uma Unica solucao para © ve-
tor de precos dos fatores, dado o vetor de precos dos bens.

i

b) Se o {A)
de Cramers

o {(aip) = m = n podemos resolver pela yeqgra

i
=
]
e

r* A A" = p' A

ct = p* ATH (pois A.A Y = 1)

e, assim, a partir do vetor p' determinamos o vetor r' .
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1.6 MODELO LINEAR DE LEONTIEF

Por esse nome & conhecido a ampliagac do modelc de Cag
sel para o caso geral onde consideramos bens ‘intermediarios
{bens utilizados como insumo na produgac de outrcs bens).

Consideremos sd bens produzidos em quantidades positix
vas: tal que a condigao de zero lucro seja obtido em cada
processo produtivo. O sistema (1.4.4) de producdo serd subs-
tituido pelo sistema (1.6.1) que passamos a descrever. Sejam

8gy 2 guantidade do bem X, 2roduzido e utilizado na
producao de uma unidade do bem xjg

bkj a quantidade do fator originario V.. utilizado
na produgdo de uma unidade do bem - X,
A condigao de zero lucro & que o prego dJdo bem seja

igual ao custo de produgao:

n _ m
Pj = f‘piaij + T rkbkj {(3=), 2, <v=s D)
i k
' el  SBR————— | {1.6.1)
soma das des~ despesas com fa
pesas feitas tores originails
em ingredientes que entram na '
producao
O sistema ampliado fica
Py=Py35q ¥ Polggees o) anl 11 + r b21 s L rmbml
Py=Py8yg *+ Pagpees Ppdpy + TPy + Iybyy Feeet Xbop

L B a & o = 30 LI LA - g8 & - &0 L O LI N

pngplhln * Pop2sn®- Pr%an * rlbln i rzbzn et rmbmn

BEm termos matriciails,

Pt(lxn} = p'ilxn) h{nxn) + ri{lxm} B (xn) (1.6.2)

onde .0s preges f£icam ﬁﬁépostbs em vetor—-linha.
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Podemos extrair o fator comum, ¢ fazer o ordenamento:

p' (I - A) = r' B {1.6.3)
sendo que I denota a matriz identidade.

Caso ( I - A ) seja ni3c singular ela terid inversa, e
nasse caso

p' = r' B (I-a)t (1.6.4)

Segue-se que os pregos dos bens estac determinados pelos
pregos dos fatores.

1.6.1 UM S8 FATOR ORIGINARIO

Em particular, caso o sistema produtive seja caracte~
rizado por produgao de bens com bens e tenha somente um fa-
tor origindrio voltaremos a concluir que os pragos relati -
vos dos bens produzidos estao completamente determinados pe
los coeficientes técnicos de produgao fixos, independente -
‘mente da procura:

Exemplo:

Py = Py * Paagy + Fyby
(146:_5)
Pr " PP Y By P By v oAGe

X = quantidade produzida do bem $,43% 1, 2);

Yude

bj = guantidade do fator originario Unico utilizado por
unidade de produto: j;

Py = prego do bem j , {j= 1, 2); bem 1} & numerdrio: Py=1;

ry = prego do fator originario um, gue, a forca de terxr-
mos eleito o bem um como numerario, tornou-se sala
rio em termos do bem um (os pregos sao agora rela-
tivos). Entie
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1= 819 1 Ppayy rlbl (1.6.6)

PoZ 3y, F Pyay, * by
Em nosso modelo ambos os bens szo utilizados comoc hens

de consumo e como ingredientes no processo produtivo; oortan

to, hd execedente de produgao, (1 - ajj}b 0, nos respectivos
processos produtivos.,

Temos duas sguagdoes e duas incOgnitas, ry & Pyl © sis~
tema tem solugdo, Resolvendc para r,, temos :

¥ghy ¥ Palts, % 2= Ry

~ryb, + p,{l-a,,) = 2y,

Por regra de Cramer,

Ki~843) Ray |
ay, {1~a22}

i) By Pos
-k, (1-a,,)

fazendo as operacdes indicadas, resulta:

(1 - a,.) {1 = a,,)} - a,,a
- 11 22 1% o . -y
by(l = a55) *+ ayyb,

Vejamos porque o sinal de r, & positivo;jad sabemos serem to-
dos os coeficientes positivos,assim como-(lmall) a {l~a22) .
Ent3c o denominador € positivo. Quantc ao numerador:

Xz = Cz + &22x2 + a21xl
Sy ot Nyl | SR Sensenprmeail
produgao CONSUMO o que vprecisa 2 como bem
de 2 de 2 mos de 2 para intermediario
produzir 2 na producgao de

Xy
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Similarmente,

X = c + a

1 1 - 1 s |

Estas eguagles podem ser escritas como

X, {2 — & = C
. P 22!
'S

excedente da produ
¢ac de 2 sobre sua
propria utilizagao

Do mesmo modo; _
£, 4 a,,Xx

e ; . R 1272
xlil all) = Cy + alzxz “,_> xl = _,1

Substituindo este resultado em Xz(l = azz) encontramos

8y, (C) + a;,X%,)

.
Xy (1 = agy) = Cy # e
11

Dividindo pox Xz, e em seguida multiplicando por (1~ all}‘
C

1 ==
21 F BoynBaya
Xy

C
§ e oaled]l - 8

%2

resnltado que admite a seguinte interpretacao:basta que qual

{1 - a,,){(1l - a Y + 2

22 1l X1

quer quantidade de um dos bens seja utilizada para consumo (i .
e.,cl> 0 ou C2> 0)para que o numerador de {1.6.7) seja posi-
tivo.No mundo de s8 dois bens pelc menos um serd de consuro.

Uma vez visto gue ry 50 determinaremos agora o sinal
de Py

2y (- ay,)

B A

Por simples inspecdao nos assequramos de que P, * O, desde
que haja excedente de cada bem sobre sua propria utilizagso.
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Concluimes, por conseguinte, que numa sconomia com s&
um fator originario e com hens intermedidrios Os precos sao |
determinados sd por condicdes técnicas de produgao, indepen
dentemente da procura. Observe que nas expressoes de ry @
Py §d estdo presentes coeficientes tecnoldgicos que sao fi
KOS,

Este & essencialmente o modelo cldssico: sO que consi
deramos produgio instantdnea, cnde o tempo nao varticipa de
maneira essencial no processo produtivo.

1.6.2 SOLUCOES SIGNIFICATIVAS

Continuando com o casc geral, vemos gque o sistema

(1.5.3) ,se (I-A) & inversivel, a {1.6.4) nos diz gue 0s pre
gos dos bens se relacionam com OS dos fatores.

Caso p (B) =m<nm {(ntmero dc fatoxres nao malor que
o nimero de variaveis) de (1.6.3) podemos dizer gue existe
solugdo Unica para os pregos dos fatores, em funcac dos pre
¢os dos produtos.

No caso especial em gque p (B) = m =n podemos fazerx
p' (I - A) Bl = ¢

Importa destacar gue oS pregos oS bens determinados
pela equagac (1.6.4) s3o necessariamente nao negativos: se
os pregos dos fatores o s@o, e se uma condicac natural ou
necessiria da matriz A que deve sex satisfeita é existir ex
cesso de producido sobre utilizag@c, os pregos relativos dos
bens sao mera decorrencia.Bspecificamente isso se seque das
definicbes de A & de B e do suposto de que nao ha produgao
conjunta, de tal modo que & cearto serem O8 elementos de A e
de B n3o negativos (o minimo coeficiente técnicrn de produ -
g3o € zero).

Suponhamos que o sistema seja produtive, no sentido
de que & possivel uma quantidade positiva de cada bem, igno
rando as limitagoes devidas a escassez de fatores. Ou seja,
a produgao de cada bem é superior ao requerimento do bem em



todos os processos produtivos: o excedente de producac do bem
(sobre o uso dele como bem intermediario) & destinado a consu
mo e algo é consumido descada bem. Em simbclos existe um ve -
tor- coluna nao negativo de producgao tal que

A % é< % {(1.6.8)
requerimento como -
bem intermedidrio o
2 denotando o duplo sinal &< ~gue cada componente de

A X & menor gue o0 correspondente componente de x:

= " v - ~ ™ - 5
all alz e 'ﬂln Xl Xl
- a21 azz P e @ a?.n Xz - xz (106-9)
£ i
LI L L cou.} i .l'> '(‘ o.}
%h1  %n2 e By *n *n
* i e b, J \ o
N Xi <' Xi (i“l,zg,..;ﬁ) (1»6,10)

_ O requerimento total do bem como intermedidrio no pro-
cesso produtivo deve ser menor que a producao do proprio benm.

Cumprida a condigdo A x << ¥, e ainda assegurando que
A e B sio nao negatives, aplicamos o teorema de Perron e
Frobenius, em uma de suas varias formulagoes.

"Se ge cumpre a condigdo A X << x a matriz (I - A ) &
- p " — ~ G 3
nao singular e os elementos da matriz sao nao negativos™

Logo, em {(1.6.4), para saldrios n3o negativos, teremos
precos de bens nado negativos. N6s testamos esta conclusaoc de
maneira simples, resolvendo para um fator originirio, € encon-
tramos assim que OS pregos sao nac negativos. Neste caso espe-
cial a remuneragao do fator original e os pregos dos produtos
dependerao sd de condigoes técnicas.

3ARROW, K.J. e Hahn, F.H (1971) General Compectitive Analysis,
'Holden-Day, Inc., San Francisco; Oliver & Boyd, Edinburgh;
pag.371.
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1.7 CONTRIBUIGEO RECENTE

4 ;, demostraram — que

Samuelson 2 Ceorgescu-Roegen
quando temos métodos alternativos de producac (diversas ma-
trizes tecnoldgicas) com sd um fator primfério de producao
continua a verificar-seé que os pregos relativos dos  bens
produzidos sac determinados exclusivamente pelas condicdes
de oferta (ou de producao; ou tecnoldgicas), independente -
mente das condicdes de demanda, Também sob condicoes de pro
dugio competitiva, e tendo como mével a minimizagao de cus-
tos, a escolha da tecnologia independe @a procura pelos pro
dutos.

De certa maneira esses resultados sao uma surpreenden
te ressuscitagdo da teoria classica do valor.

Nos proximos capitulos concentrar-nos-emog 1O estudo
do modelo casseliano com coeficientes variaveiz para dois
setores, muito utilizade, tanto em eccnomia aplicada - como
em teoria pura do comércio internacional, finangas publicas,

economia regional, etc.

4Samuelson , P.A. (8) e Georgescu-Rocgen, N.(4)
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MODEIO DE
PRODUTOS

carITuio IX

EQUILTBRIO GERAL ¥ PrONUCAG COM OIS FATORMS E reis

Ivemos considerar dcis cetores,

res origin
{ndtstrias especializa~se na nroducao
zendo s8 os dois fatores G

¥ e v, & 80 dois faton-

ais, capital (K) e trahalho (L) .Cacda uma Gas  Guzs

de um tnico her, utili -
riainais. 0s bens Tinais sdo XN e ¥ .

Neste capitulo consideramos O Prego yelativo Jdus bens dados

exogenaren

te.

2.1 OFERTA DOS FATORES

Supomos ,
de trabalho,

cao.

primeiramente,

firxas

a ofercte de canitul e

e cque existe pleno empiago dos fatores &z pirofu -

A disponibilidade de capital e trabalbo & alocada da

seguinte forma:

——

K
L

o

distribufda entre os setores

L
}f

sistema acima ros Q& &

(2.1.1)

disvonibilidade de fatoxes .

., no qual os Indices % e ¥ repre -

sentam os bens X e Y resnectivarente. Portantn, k & a cquanti-

dade de capital empreqado no
pital empregado no setor ¥, e X é

setor X, Y\ e a ﬂuun*iéat ¢e ca-

a disponihilidade de canital.

T & a diswonibilidade de trabalho, do qual, L, estad emnreaado

no setor X e Ly no setor Y.

Chamaremos a razao entre Os

setor de ki

para i =

X, ¥

fatores erpregados em cada

{2.1.2)
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2 segunda suposi¢io & de gue O setor X é mais intensi-~
vo no usc 3o fator capital que © selor Y. A gualquexr prego re-
lativo Jos fatores teremos:

X i K
— = k3w k P |
L x ¥ L

£ y

3 dotacio relativa de capital-trabalto na economia &
dada pela razao: .
k=X/%T | (2.1.3)

Tomando o sistema de equagdes (2.1.1). e dividindo
a segunda equagac por L teremos a seguinte. relagdo:

L L L,
_" = —
T il L

x 4 (2.1.4)

onde 1, & a .proporcio da mao de obra empregada no se-=
tor X em relagao a ndo de obra empraqada na sconcmia € M a

e
& y
correspondente proporgao pard o setor Y. (eneralizando pocemos

escrever:

vrhiﬁ

para 1 = X , ¥ {2.1.5)

Se tomarmos a primeira equagao do sistema {2.2.1) e 4%
vidirmos por L tcremos:

K,
m = %
L

BIL%!
vIL;ﬂ

Multivlicando, agoras © nrimeiro terro do lado fivelito
da cguagio por Ly/Lx e o0 segundo texsd pOY L?/Ly tearemns o
seguinte: '

E . EBle e
: O ) A
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que de (2.1.2) (2.1.3) fica

kesk, 1+ Ky o ly (2.1.6)

A dotagao relativa capital-trabalho na sconomia & a wé-

Gta. das proporgoes capital-trabalho setoriais, . ponde-
rada pela respectiva proporgao da forga ¢e trabalhoe absorvida

em cada setor.

O sistema (2.1.1}, apds feitos os arranjbs que conduzi-

ram a (2.1.4) e (2.1.6), transforma-se éem:

x X yy

{2.1.7)
1 ES 1 = 1
x b4

2inda podemos escrever O sistema (2.1.7) na sua forma
matricial

-~ .] =
k k 1 k
X X »
¥ " & = > (2.1.8)
1 1 1
|y :
Resolvendd este sistema pela regra de Cramer para 1i
teremos: '
; %
% Y
1 1 k -k &
1, = = ‘ (2.1.9)
kK, ky kx— ky
L 1
K k
. 1 1 k, - k
y = oo e e - : {2.1,1(}}
k., ky kx w ky
| 1




pas relagBes (2.1.10) e (2.1.9) podenmos concluir aue
a2 proporgao de mio de obra total empregada em cada setox detex
minade {1i} axpressa-se em fungéo dzs proporcoas de canital -~
trabalho empregados em cada setor.e na econonmia ( ki e k1l .

Do suposto que o setor X & mais intensivo no uso do fa

tor capital teremos gue:

0 A 9’ - ¥ 5
k, >k implica que L3 k) 2 o {2.1,11)

pal sarem os denominadores de (2.1.9) e (2.1.10) posi-

tivos. Sendo k uma média ponderada, ele serd intermediiric an
tre k e K .

* ¥
k. > k >kv immlica em = (kx - ki > 0 12.1:32)

1

e
x -%) >0  (2.1.13)
&

Podemos entdo concluir gue o5 1, s3o positivos

1 . e % 0 porém menor que um, pois:
» X k
Xx- Y
g, = Ryt 2 (k-%k, ) > 0 (2.1.14)
k - k -
1 o e > 0 porém menor do que um, pois:
v k. - k
X y
{kx - ky} > q kx - X} > 0 (2.1.15)

2.2 TFUNCAO DE PRODUCAQ SETORIAL

Supomos que as funcdes de produgzo selov.als sejam ho-

mogéneas lineares, continuas € Guniste 0 Tarivaveis.
Temos entao:
X=g { X, L} £2.2.1)

¥ g
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Generalizando temos o produto setorial comos:

Fy = Fy (Ki ' Li) para i = x,y (2.2.3)
Cue por ser homogénea linear:flca:

F, =Ly Py (Ky/ Ly s Iy/ By ) para 1 = x,¥

O produte médio setorial do.trabalho &,

£, = £, ky) (2.2.5)

Na equagao (2.2.5) temes o produto setorial médioc do
trabalho (f,) . Ele & fungio somente da velagao capital-traba-
lho do respectivo setor ( k ). ‘

0 produto marginal do capital pode ser obtido derivando
se o produto setorial total (2.2.4) em relacdo ao capital empre
gado no respectivo setor; assim,

", F L £ k . o=
oFs _ M 371371 . ;o oev (k) A= £ (k) (2.2.6)
.- .y - T B T §5%4
i i °71 i

para i = x;y

0 produto marginal do trabalho é&:

B e k) 4L, £, (k) (=K /D)
"y i %y g By &y 1/
i
-"’-r:-’*—-:f(k)—'k £, (x,) sra i =  (2.2.7)
- 174 3 %5 P 0 f yhe
i

Portanto, os produtos marginais denendem gd das respecti-
vas proporgoes entre os fatores de produczo. Rdmitindo ainda que
os produtos marginais sdo positivos, mas decrescentes:

fti (ki) > 0 implica que 3F1 .0 e ?EL_ L0 (2.2.8)
' 3Ky KN
£9: (k.) implica que a2y RZF

T LR "Ti .0 e i Lo (2.2.9)
2

2
2R N S B
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No grafico (2.2.1) poderemos ver melhor essas relacoes.
No grafico superior temos o nroduto médio setorial éo trabalho
aumentando infinitamente, a taxas Aecrescentes, a medida que au
menta a razao capital-trabalho, o que implica em rendimentos ne
dios e marginais positivos, mas decrescentes. No grafico infe -
rior vemos que o produto marginal do capital é positivo, mas de
crescente, & medida que aumenta a razao capital~trabalho.0 pro-
duto marginal do trabalho & positivo,mas crescente a medida que
aumenta kj,pois, &Ma y TR

= > p i
aky

i . § .

Ainda supomos que o produto médio:

1) 11m £ (k) =0

k.+ 0 {(2.2.10)
i

Isto &, n3o haverid nrodugao guando a relaca@o capital-
trabalho for zero.

2) 1 im fi (ki) = @

k =5 o0 (2.2.11)
i
ou, que a funcio & sempre crescente
3) 1im f'i {ki) = %
ki+ 0 (2.2.12)

OQue & o mesmo gue dizer cue,no grafico (2.2.1) inferior,
guando ki tende para a origem, a ordenada tendera a infinito.
O PMa L;
que o limite serd igual a zero., 2

& indeterminado, mas pela regra de I'Hospital resulta

‘o PMa Li & decrescente da direita para a esquerda, isto &,

em relacdo & origem do fator trabalho para dado K, Assim

aPMa Li & :“_{_%_ " < 0
aLi Ly i |
‘ 1 imPMaL, =0 - 0 », que & indeterminado, diferenciando-

1
ki-" 0

se PMaL; com relagao a k,, temos:



Grafico

{2.2.1)

2
of ks
A
f ek 3 1)
ky
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4):L+4im £' (k

k,» o=

i {2.2.13)
i -

Isto &, quando k; tende a infinito o produtc marginal
do capital & assintdtico 3 abscissa. O PMal, & indeterminado,
mas pela regra de L'Hospital, teremos que O limite serd igual
a infinito.Zb a

pividindo-se a equagdo (2.2.4) pela oferta total de
trabalho, teremos © produto setorial per capita, que & igual a

proporgac de m3o de obra empregada nc respectivo setor (1i )
multiplicada pelo seu produto médio do trabalto [fi(ki)], ou se

ja:

Fi Li ; '
Simplificando

g =1, £ & (2.2.15)

g £y Gky)

2.3 REMUNERACEO DOS FATORES

Consideremos W como a notagao de salirio @ R como a no
tagdo da xemuneragdo do capital (aluguel}. O salario e o alu -
guel sao iguais aos respectivos valores da sua produtividade
marginal em cada setor. O valor da produtividade marginal é i-
gual ao prego do bem vezes a produtividads marginal do fatox;

assim,
= - $ ¥ =
W, P, (fi ki £ i) para ¥ = X,¥Y
- 1
Ry =Py £y
d PMa Ly - ' ,
— L} i 1 - " - = L
= £ i £ i ki £ i ki £ 5
a ki .

Tomando~se O 1imite'quando ki rende & zero, resulta que
PMa L & zero. :

2bconsiderando a expréssao obtida no redapé (2); tomando=

se o limite guando k. tende a infinito, resulta que PMaLi

tende a infinito. -
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Desig.naremos os salarios e aluguéis reais por Wi - Ri,

sendo gue o Indice inferior representa a remuneragac no setor
considerado e © indice superior representa o hem utilizado como
numerario, isto &, em termos de que bem que definimos o poder 2
quisitive das remuneracoes ; a tabela seguinte resume as diferen
tes expressdes que pode assumir o salario.

TABELA A

Salarios Peais

EM TERMOS DO BREM X M TERMOS DO BEM '
z w"i’i‘-(f -~k _£!)=f -k _£! wyazﬂ(f-k £')
e X P x "x'x' T Tx Tx'x ‘x P x X 0%
& = y
w
> P P

=Y (£ k, £ w=YX(f ~k_£!)=Ff -k £
& w; 5o (57 %y £y y o, Ey N S e
B X . Y
3]
w

0 preco relativo do bem Y em termos do bem X pode ser re

presentado por:
P

P = ﬁx (2.3‘1)

X :
consideramos que o saldrio real na mesma unidade de medi-

da deve ser O mesmo para O8 dois setores devido ao sunosto de corn

corréncia perfeita no mercado de fatores, assim
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Substituindo

- ¥ e i o
fx kx £ x = »{ fy ky £ v }
temos

*x
wi=rp -k £
R=POE mk £

Substituindo a exnressi3oc entre parénteses, conseguinos
a f£Hrmula gue transiorma o salario real em termos de Y para X,
ou vice-~versa:

X _ v '
W, P wy _ {2,3.2}
TABELRA Iz
Aluguéis Reais
EM TERMOS DO BEM X EM TERMOS DO BEM Y

» P 15

X . ‘_ﬁ 4 y = w,}_‘.“'_ ] - — _1.. ¥
g B T 5 flx = £ X Ry = % £ x £ x
= X Y
i
D)

£' = P £°F

JSETOR Y
kﬁ&
i

i

* b
et
et
kﬁ%
it

i M
e ¥
h
I.c
]
"
o
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Como existe uma Gnica remuneracao real do fator capil -

tal na economia em termos da mesma unidade, temos:

- X - ' = i
Rx RY ;, isto e, I x P £ y
Mas,

(2.3.%

Portanto ,conseqgulimos a relacaoc que transforma o aluguel

real em termos de Y para expressa-lo em termos de X, ou vice-

versa.
A razdo salidrios-alugquel, devido 3 concorréncia e & per

feita mobilidade dos fatores ser3d a mesma nos dois setores.
W w Bowl
R’ R’ P R
“x Ry y
Portanto, © serd o mesmo gualquer que seja © numerdrio
escolhido. Com esta condicdo satisfeita carante-se o equilibrio
no mercado da fatorxes.
os valores de wi e Pi encontrados

Substituindo
nos gquadros I e II, respectivamente, na relagao {2.3.4), encon-

traremos:
£ -~k £ £ = X £t
b ¥ ox .. ¥ f*v N
¥

o b

9= o
X

Recrdenando, temos:
{2.3.5)

X
' (z.3.6)

. £
8 = ?% - ki = —= -
i ﬁ y tki)

Generallzando:
{ki} .
i

{(2.3.7)

i Isolando-se k, , fica
f {kﬁ)
k e :‘m-—-_—-—_.:-’“-—-— @

¥
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A relagao (2.3.6) indica que para qualguer razao sala-
rio-aluguel, 0, obtém-se a determinagadda Otima razdo capital
trabalho setorial, k,.Isto decorre do fato de as fungoes de pro
dugao serem homogéneas lincares;conseqientemente,os respectivos
produtos médios e marginais sdo sd fungao das respectivas xrazoes
capital~trabalho.No grafico(2.4.1)pode-se apreciar que dado um
valor de O representado por OS e a fungac do produto médio seto
rial do trabalho,a tangéncia nessa fungao duma linha qgue parte
do ponto S define a razao otima k,.Assim,a equagéo(2.3.?)€' s0

funcao de 6, k; = k; (@),

Desta maneira os produtos medios e marginais setoriais
para cada fator serao funcac de fungao de, € . Indicamos esta
reiagao para o produto médio setorial do trabalho e o produto
marginal setorial do capital respectivamente como:

£, = £, [gi (0) ]

£1, = f'i[ k, (@ ﬂ

{2.3.8)

.2.4 DISTRIBUICAO E PARTICIPACAC DOS FATORES NA PRODUCAO

Sequndo © Teorema de Fuler nds podemos dizer que remu-
nerando os fatores de acordo com as suas rcspectivas produtivi
dades marginais serd esgotado o produto. Podemos dizer aque pa
ra cada setor teremos a sequinte divisde da producao:

Fi = ?Maxi i Ki + PmaLi i Li
Substituindo vem:

= e t N
Fyo= £'y Ky + (£ = €5 kg b %y

-

0 produto médic setorial do trabalho & conseguido divi
aindo ambos os membros porx Li? assim:

F K L
i i i
f, === = —— ' + £ -k, f'_} ==
i L Ly i i i i Ly

_ fi = ki f'i + ( fi - ki f'i }
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Substituindo~se pelos aluguéis e sal3rios reais, que
nds temos nos gquadros I e II, fica:

= i i
onde o0 primeiro termo representa a participagao do ca
pital no produto médio setorial e o segundo a correspondente

participacdoc do trabalho ou saldrio real setorial. No grafico

(2.4.1), teros:

Dada a razac capital-trabalho (k. ) que representamos
por CA = NH resulta:

Produtc mé&dio do trabalho no setor i &: fi = AH = ON

i : i &: Vo e S =
Produto marginal do capital no setor i e: £ i %8 = TH R

: |
Razao salarios-aluguéis de {2.3.6) 8: 0O = Al _ on = AS - OA = 08
. ) AS ’
Participagao do capital no produte medic do trabalho e:
i_ NM _
ki Ri = NH i = MN

- S 1 . - &
Wi = Ii ki Ri On MN oM

A participacg3o do fator trabalho ¢ produto setorial
é definida:

Remuneracao gicbal dos trabalhadores empregados no setor

a; = A
Produgao Setorial
i i
) Wi Li
a, =
4 P
i
Substituindo Fi pelc resultado do teorema de Euler,
vem:
o
wy =y i 1
Wi Li + Ri Ki
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Dividindo o denominador e o numerador nor Li Ri fica :
9

a, = para i = x 2.4.1

1 e + ki ’¥ : : }

Portanto,a participacao relativa do fator trabalho & fun
¢30 da remuneracdo relativa dos fatores e da razio capital-tra

.balho no respectivo setor.

A parcela do produto setorial correspondente ac fator ca
pital &,

(1-a1)' & iw2
0+ X,
Ordenando,
kg
(1-a) = —i— £2.4.2)
0+ k

2.5 ELASTICIDADE SUBSTITUICAD SETORIAL ENTRE 0S FATORES

Das equagoes (2.3.7) € (2.3.8) sabe-se:
4
kK, = % -9
i

fi = fi[ki ( © }]

Derivando k; em relacac & © temos:

= ) -

duki ‘ ' d.ki . a ki I 1

T S Lig 37y o = &y £y == -~ 4

a9 d e ae_i(f'i)
d kg

Evidenciando - e introduzindo no colchete 5
a e (f’i}

temos :
Gl ki a ki f1 1

= 1 - e = 1
d 6 da e (f‘i)
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Ordenando = -

d k T I
3
ao (£,

Simpiificando :
a ki ' £

R T _imﬂ_%
48 {f i}
Ordenando novamente:
a ky [y (2.5.1)
i P > 0 L -
4]
d 0 fi o i

A equacdo (2.5.1) serd sempre positiva, pois as deri
vadas segundas da funcac foram admitidas como negativas.

A proporcao capital-trabalho setorial esta diretamente
relacionada com a remuneracao relativa do trabalho, isto €, um
aumento na remuneragao relativa ao trabalhoc tornard os setores
mais intensivos em capital. O inversoc sucederd quando a remune
ragdo relativa do trabalho diminua.(vide grdfico (2.4.11).

Através de logaritmos podemos encontrar a elasticida-
de substituicdo entre fatores em cada setor, gue é definida co
no:

k ax
dLn ‘i A 8 L {2.5.2)

an o 4o ks %

De {(2.5.1) e {2.5.2), wvem:

2
dn k ke _
din © £ 1 £y ki

No grifico {2.5.l) podemos ver que o encarscimento re-
1ative do trabalho é renresentado pela mudanca de 00 nara 31,
concomitantemente com o gque ocorrxe um aumento na proporgao ca-

pital-trabalho setorial.
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v

Grafico (2.5.1)
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2.6 A RELAGCAO ENTRE O PPECO RELATIVO DOS BENS E O PREGO
RELATIVO DOS FATORES

Quando n3o tivermos especializacio na producao e
houver plena mobilidade de fatores, 2 renuneracao real de ca-
da fator serda a mesma em qualquer setor.

A remuneracao real do capital em termes de X ( do qug

dro I ) é:
R = f' =P f! {2.6.1)
X v :

Isto implica que ¢ preco relativo dos bens pode serx
expresso por:

P £ _
P =-—-Y- = ..._..3,. {206.2)
fl
Px v
Como sabemos, o produto médio e marainal setoriais

( £, e £, ) sao fungOes continvas da respectiva relagao capi
tal-trabalho setorial, auespor sua vez, depende da remunera -
¢3o relativa dos fatores ( ©), isto &,

£, = £, [ki (o))
£f, =8y [ki { e)]

Ent3oio prego relativo dos bens serd funcao da remung
racao relativa dos fatores:

fix [kx { B ﬂ {(2.6.3)
f‘y [ky {0 )}

Pepresentando de outra forma:

P =

p=P {0) (2.6.4)
o gque demonstra a existéncia de uma relagdao entre o
pregco relativo de ¥ e a remuneragao relativa do trabalho.

Aplicando-se logaritmos naturails a ecuacao (2.6.2)

vem,

= b ) § Y A . s
Ln P= Ln £', In.f - (2.6.5)
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Derivando agora com relagac a € temos:

&n 1 4 0g n
dLl‘l P e x dz\x . ﬁ .l Gkv

dtn © £', dIne f'_  dLn®

P

~Mas como dLn 8 = a8 , substituindo-se fica:

: e
= de_- . £° dk
ginP _ 6 _x _x_98.¥Y X {2.6.6)
din © T 49 sl d 6
X ¥
. Substituindo a eouacac {3.5.1) na eguacao {2.6.6) te
remos:
A AR S L T L b
dln P 2__6 o ® :_g_G v v
= t ’ g W
dLn @ £y fxf:}: fx .Eyfy
Simplificando ,
£ . B
- 4P L. Xe + =~Lp (2.6.7)
din & - 38 fy

Pelo Teonrema de Euler, substituindo os denominadores da

equacao (2.6.7) por
i i i

£, = R kg + W, = R (ki + @)
resultard em:

din  _ _© fzx F o :f;y

dIn 6 ﬁ; k, + 9) u§ sky + 5 )

Simplificando, devido a Ri = f‘1 , temos

din P _ = 0 % &
dn O kx + © ky 4+ 8 -

Substituindc o resultado de {2.4.1) na equagao anterior,

vem:

_ 8Im P _ _
Npg = — = ay a, (2.6.8)
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A equacao (2.6.8) expressa a elasticidade do preco re-
lative de Y em relagdo a3 remuneracao relativa do trabalho, que
& igual a diferenca entre as participacoes do fator trabalho
em cada setor.

Caso tenhamos a mesma intensidade do uso dos fatores
em ambos 0Os setores ikx = ky], logo a, = a & claro que a
elasticidade preco relativo dos bens em relacao & remuneracao
velativa serd igual & zero. Isto &, ambos ©os pregos :relativos
=30 independentes.

Considerando que a utilizac@o dos fatores nos dois
processos produtivos seja diferente e respeitando o suposto
inicial de que o setor X é mais intensive em capital que O se-
tor ¥, temos:

k, > k, implica que a, < a, pocrtanto @

= g~ a > 9 e 0<*nP9 < 1

Como sabemos que a, e a_ 530 menores dgue a unidade, a
elasticidade prego relativo .dos bens com relacac a remu-
neracao relativa dos fatores nao serad somente pesitiva,mas tam

bdm menor que a unidade.

0 sinal de ngg dependeri de qual hem & intensivo no

uso do fator itrabalho. Podemos representar

Sinal de Npg = Sinal ikx - ky)

Portanto, um aumento na remuneracao relativa do traba~
iho conduzira a aumento menos gue proporcional no prego xe-
lativo do bemn relativamenté mals intensivo em trabalho (no nos
so suposto,¥).

Ceneralizando, um aumento na remuneracac relativa de
am fator implica em aumento menos gue pronorcional no prego re

1ativo do bem que usa esse fator mais intensivamente.

No qrafico {(2.6.1}, que & o diaagrama de Lerner-Pearce,
nds admitimos, inicialmente, que ambos os bhens tinham o mesmo
custo de produgdo. Isto & possivel através de uma conveniente
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Grafico (2.6.1)
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definicac de unidades de produto, representadas pelas isoquan -
tas unitarias X e Y,que resumem os respectivos mavas de isoquar,
tas pelo suposto de homogeneidade linear.

Inicialmente, a remuneracao dos fatores & dada por 9, ,
que € a inclinagao da reta AB. Conseguimos também os correpon -~
dentes raios vetores (kx e kyi, gue indicam as proporgoes capi-
tal-trabalho setoriais.,

- 0 prego relativo dos bens inicialmente serd igqual a urm,
pois por suposigao foram manipuladas as unidades de medida, tal
que o custo de produgdo unitdrio de cada unidade de bens seja ¢
mesmo.OB representa o custo de produgao de cada bem em terros de trz
balho,enquanto que OA € o custo de producao de cada bem em termos <2 capitz”.

Quando aumentamos a remuneracao relativa do traralho re
ra ©; obtemos uma nova solucao de tannéncia que determina as ng
vas proporcoes canital-trabalho setoriais (', e k'v}.

Agora, teremos o custo de ¥ maior cue o de X, en termcs
de qualguer fator, isto &, o novo preco relativo de Y seré
maior que um.

Assim, apls o aumento na remuneragao relativa do trabe-
" lho ocorre um aumento nc preco relative do bem intensivo em trz
balho (Y¥)..

Veremos que a relacdo estudada entre os precos relati -
vos de bens e fatores € independsnte da substituicao entre fatc
Yes.

Isto €, ocorrendo uma alteragao na remuneracao relativa
dos fatores, ocorrerd uma variacdo no nreco relativo dos hens,
mesmo cue as relacOes capital-trabalho setcriais nao se modifi-
cquem, Para isto, supomos que nroporcoes sejam mantidas constan-
tes, ou melhor gue ki seja uma constante, e -.conseguentemente

(kx = a e ky = b))

Esta relacao estd representada no aradfico (2.6.2) qus
mostra que aguando a remuneracao relativa do trabalho dininui e
mantendo-se as relacoces capital-trahalho setoriais constantes .
no ¢aso kx = 3 @ ky = b, pode-se inferir que o vrec¢o relativo
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Grafico (2.6.2)
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de Y diminui, poils o custo unitdrio de producao de X, medido
em termos de canital ou trabalho, sera maicr do que o custo
unitirio de Y..

Mostraremos aligehricamente que a equacao {(2.6.8) ain-~
da vigora no caso das proporcoes ki setoriais manterem-se ’
constantes. De acorde com o0 Teorema de Fuler,o valor da produ
¢ac no setor Y & igual aos pagamentos efetuados aos respecti-
vos fatores de produgac nele emprecadc. (Notar ocue o setor Y
remunera "seus” fatores em termos do bem nroduzido no setor
X).

b 4 X
PY = W L + R K
* ¥y, . ¥ ¥ ¥

bDividindo por Y = Ly fy temos:

2y "

= it +

Al o

| gl
5'<”. MN
ol T

b 4

£

Ou; ainda P

X RX

W
P=—4 + L x

£ £ Y
y v

Diferenciando-se, jembrando gue dky = §, resulta
£, 4 W £, k, d K
ae .-.-._.X.._..ﬁ_.z + il
£
4 ¥

ou melhor:

. padt b4
ad W k. 4 R

aw art x

P r £
P fy v

: R
Multiplicando o] primgiro termos por —§ e o segun

do termo do lado direito por .EX temos : wy

RX

}?
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" " WX 5 R® x
P = X " " o+ R;; i
Y Pf p £
¥ 4

onde o circunflexo nas varidveis indica a variacao re-

lativa na respectiva variavel, e P fy é igual ao valor do pro
duto médio do trabalho medido em termos de X ., no setor Y.

Substituindo £ por . - e ky por f& ; temos

- % Ly by
« we WO " O
Ps:l_fo+ Rx N S
Y py b4 Py
W & x
como ——=L = ay; Lt =1~ a temos
P Y P .Y
P = w; a, + p§ (1-a,) (2.6.9)

Portanto, a variacao relativa no preco relativeo de ¥
em termo de X & a média das variagOes relativas das remunera-
¢Oes dos respectivos fatores ponderadas nelas respectivas par-

ticipacOes relativas.

Ordenandc,

Pe a (Wr-r%) +§8® ' (2.6.1¢)

Mas a expressao entre parénteses & ioual 3 variacao re
u =

lativa na remuneracao relativa do trabalho 6 3 » assim,

- ~ -x :
P o= 3] + R 2.6.11)
ay ( ) . (

L ]
xkf%

temos 9 = - , aplicando logaritmos

-~ 1n R¥

4

dtn O= gLn w¥ - amn B
\ LY = Ty

in 9 = Lo W e diferenciando~se fica

oM
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Encontramos na Tabela II:

X =‘ '
Ry fx
Aplicando logaritmos,

x _ ‘
Ln Ry Ln £ -

Diferenciando em relagao a & ,

X ]
sLn R _ 8Lln £ it
20 20

_ 4
Mas como fx = fx[kx {© }] temos, g

-~

dLnRX £" 9k
Yo X x (2.6.12)

230 f'y 0

(2,5.1) temos

Substituindo em (2.6.12) a expressdo encontrada em
3Ln KX £" (£' )%
.l T . el
a ' o "
£y £fx T'x
Simplificaﬁdo,
X g
e i
30 £,

Multiplicando ambos oS lados por © temos:

X
Lm £
? - - X g (2.6.13)

oLn @ £

2k
_Aqui a expressio —% indica a inclinacio para um
dado kx' ¢ O
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Substituindo @ por -~ e £ i st temos
L

x X
n
oLl B We Ly (2.6.14)

&Ln © X

que € o mesmo que:

= - a . (2.6.15)

®>L?§

ou seja

{2.6.16)

"4”3‘
]
§
2
(o]

Substituindo em (2.6.11) o valoxr de %; encéntrado
em (2.6.15) temos:

L] - -

P= a ©-a_. o

y x
P = a, = ay ) ®© (2.6.17)
ou entao
n o dLn p - _

A expressao (2.6.18) corresponde ao suposto de propoxr
¢oes entre fatores mantido constantes,& a mesma expressio encon
trada caso tivéssemos o suposto de variagdao nas propor =
goes por efeito substituigao, isto &, a expressdo (2.6.8).

Assim, a  reduq§0-nds custos por efeito substituigao &
de segunda ordem de importancia. ia

A relacdo inversa, isto é:

1 1 - ; "
N, CD - = 51 {2.6%19)
ap Npo ay a,
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nos diz que um auvento no prego relativo de um bem esta diretamen-
te relacionado com o aumento na remuneracao relativa do fator
usado mais intensivamente neste bem, Esse aumento se~
ra mais do gue proporcional.

No caso especifico em que (k. > ky), um aumentc no pre
g¢o relativo de Y gera um aumento mais do que proporcional na
remuneracao relativa do trabalho: dado gque temos um  aumento
mais do gue proporcional;convencionou-se chamar esse efeito de
"magnificagao”.

Recapitulagdo Grafica.

Resumindo o que foi visto até agora e mantendo o su
posto de que a indistria do bem X & mais intensiva em capital
(14:.}t > k), #0 grafico (2.6.3) nds representamos no eixo hori-
zontal .do lado direito as relagdes capital-trabalho, enquanto
que do lado esquerdo esta representado O prego relativo do bem
Y . No eixo vertical representamos a remuneragac relativa do
trabalho.

As curvas k_ e ky t8m  inclinagdo positiva devido &
relagdo (2.5.1) referente ao efeito substituicao entre fatores
ocasionadc por mudangas na remuneragao relativa deles. A
curva kx se encontra a direita da correspondente a k__ devido
ac suposto da intensidade de uso dos fatores. Isto €, a gual-
quer remuneragao relativa dos fatores, sempre k, > ky' |

No mesmo lado direito do grafico representamos a dispo
nibilidade relativa dos fatores na economia (k). No ponto em
gque a ordenada que representa k encontra a curva kx tere -
mos a especializagao da economia na produgdo de X, pois empre-
ganse todos os fatores na indfistria intensiva em capital (k=k ).

Quando k = ky' a especializagdo serd na produgao de Y.
Nos casos em gue nao ocerre a especializagﬁo, observamos que a
gualquer remuneragao relativa dos fatores, teremos que Kk
serd um valor intermedidrio entre kY e k_, ( ky< k€ k, ¥

-

Sabemos gue a remuneragao relativa do trabalho ( O ) e
fungao do prego relativo dos bens: assim,podemos indicaxr a re-
lagao no lado esquerdo do grafico. A reta devera cortar o eixo
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do preco relativo dos bens (P),pois a elasticidade (ngq ! e
maior do que um, Por@m essa relagao sd se verifica no interva-
lo de ndo especializagdo na produgao.

No caso de especializagao em ¥, (k = ky);todos cs fato
res estarao empregados neste setor, sendo gue a praporgEO em
gue se combinam corresponde d disponibilidade rela-
tiva dos fatores na economia. Como a remuneragao relativa - dos
fatores { © ) & fungdo das proporgCes em gue eles se com -
binam neste ponto de especializagdc em Y atinge-se o maximo
k. possivel, obtendo-se a maxima remuneracao relativa de traba
lhe | o ) ,Aumentos posteriores no pregc relativo dos bens (P)
nio mudario a remuneragio relativa dos fatores ( © ). Isto &,a0
atingir a especializagdo em Y a remuneragac relativa dos fa
tores torna-se independente do prego relativo dos bens. As re-
muneragoes reais dos fatcres em termos de ficam constantes ,
correspondendc ao miximo salario real e ao minimo aluguel, po-
rém elas aumentardor,em termos de X.por efeito prego relativo
dos bens, exclusivamente. Mutatis mutandi no caso de especiali

zagao em X. Portanto:a relagao entre o prego relativo dos bens
e a remuneragao relativa dos fatores iarna~se horizontal para

valores de P maiores que P, e menores que P,

Dado o valor de P' {(nossa varidvel exdgena) consegui -
mos determinar @', através do conhecimento das caracteristi -
cas técnicas dos processos produtivos. Determinado ©' consegue
se distribuir a disponibilidade de fatores entre os setores
{k‘x e k‘Y). )

Se P passa de P' para P" podemos ver gque @' aumenta
mais gue proporcionalmente para ", sendo gue ambos os seto -~
res passam a utilizar maior proporgac de capital trabalho. As
elasticidades das curvas k, do grafico {2.6.3) sao as elastici
dades substituicdo técnica entre os fatores no respectivo

setor.

Para o casc em que a indlstria de X seja intensiva em
trabalho a representagio gradfica sofre as seguintes alteracgoes:
a) as relagCes entre 9 e ks mudam de ordenamento, pois agora
temos kx < ky: b) a relagao entre P e @ passa a sexr negativa,



pois o aumento no prego relativo do bem intensive em capital
(Y} gera uma queda mais que proporcional na remuneragao relati
va 8o trabalho { 0 }.Vide grafico (2.6.4).

Utilizando-se © diagrama LERNER-PEARCE, (2.6.5),podemos
representar a mixima e a minima remuneragao relativa do traba-
lho. Inicialmente, o preco relativo dos kens 2 igual & um, ac
gual corresponde uma dada remuneragcao relativa ao trakalho inci
cada pela inclinagdo da linha AB, definindo as proporgdes  en
gque se combinam 0S8 fatores em ambos 0s setores, {kx e kyi, C
“yvetor k define a disponibilidade relativa de capital~trabalhc
na economia. '

A remuneracio relativa do trabalho minira & representz
da pela inclinag3o da linha A'B', tangente i isoquanta X nc
ponte H, definindo uma preporgcao de uso dos fatores no setor
igual ao da economia, (kx = k), isto é,_temos completa especiz
lizacgao na produgao do bem intensivo em capital (X). A mézima
remuneragao relativa ao trabalho & indicada pela incliragao de

£

A"B", tangente A& isoquanta ¥ no pontoc J, isto &, guando a pro-
porgio de uso de fatores no setor intensivo em trabalho (¥} &
igual a disponibilidade relativa na economia, (kv = k}; impli-

ca,portanto,na especializagio na produgao de Y.
2.7 REVERSZO NO US0 DOS FATORES

At® agora supusemos.gue gqualguer que fosse a remunera-
cao relativa dos fatores, permaneceria a wmesma classificagze
setorial de acordo com a intensidade de uso dos fatores. Anali-
saremos a possibilidade gue exista reversao na intensidade

de uso dos fatcres. Isto pode suceder devido a que:

{a) as elasticidades substituigao entre os fatores ,

embora sejam constantes, difiram ncs dois setores.

(b} as elasticidades svbstituicao setorial entre fa~

tores sejam diferentes e variaveis.

Consideremas o primeiro caso jsuponhamos que a elasti-
cidade substituigdo enire fatores no setor X seja mencor que no

setor ¥ (0 é g ), Tsto &, ambas as isoguantas sao convexas

“q"’

com relagio & origem, mas 2 correspondente ao setor X terad uma

curvatura maior.
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Grafico (2.6.5)



No grafico (2.7.1) podemos ver a representacdo do pri-
meiro caso. A baixas remuneracoes relativas do trabalho
temos que k "> ky. K medida que aumenta a remuneracio relativa
do fator trabalho, teremos que a divergéncia entre as intensi-
dades diminui até chegar a um ponto correspondente a 0, em que

-

k, = ky. Aumentos posteriores na remuneragﬁo relativa do traba

lho levam a gue kx < ky'

No segundo caso a relagao entre as elasticidades subs-
tituigcdo dos fatores setoriais alternam~se em valor. No grifi-
co (2.7.2) temos que o, < o, para baixas remuneracoes
relativas do trabalho e que g, = cy no intervalo de altas re-~

muneragbes relativas do trabalho.Respeita-se a convexidade & origem.

_ Quando © & menor do gque as tangentes as isoguantas no
ponto A, isto implicard em que k, > ky; em Ak serd igual a

ky; entre A e B,kx < kyf em B novamente teremos kx igual a

ky: e acima de B teremos kx > ky.

A presenga da revers3o na intensidade do uso de fato -
rés complica o relacionamento entre P e 6; nac teremos mzis
relagac monotOnica como a conseguida com o suposto de forte in
tensidade.

Como vpodemos ver ne graficc {2.7.3),quando considera
mos a reversao de fatores poderemos ter para O mesmo preco re—
lativo dos bens (P) diferentes remuneragcdes xelativas dos fato
res,.Existirao duas remuneragces relativas para um dado P, quan-
do for o caso (a), pois existird somente uma reversao. No caso
(b), teremos duas ou mais reversdes, portanto pcderemos para
um dado P ter duas ou mais remuneragdes relativas dos fatores.
Mas, dada a disponibilidade relativa capital-trabalho na econo
mia, ela determinard um segmenio relevante gue implicarid em
uma relagao univoca entre P e 6, que poderi ter inclinagZo po-
sitiva ou negativa nesse segmento.

No grafico (2.7.3) vemos gue para o prego relativo dos
bens P temos as correspondentes remuneragoes relativas dos fa-
tores 0', 0", ©7'', Vemos ainda, que para a dispcnibilidade de
fatores na economia (k) determina~se uma relagao univoca entre |
P e 0, negativa no segmento relevante.
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Grafico

(2.7.2)
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2.8 TEOREMA STOLPER-SAMUELSON

Nesta segdo analisaremos a relagao entre a remuneragao
real dos fatores e o prego relativo dos bens; ou melhor, procu
raremos demonstrar que um aumento no prego relativo de um bem
(Y) aumenta a remuneragio real, em termos de ambos os bens, do
fator usado mais intensivamente neste bem (no caso, trabalho)e
que diminui a remuneracao real do outro fator (neste caso, KX).

Do quadro II conhecemos a remuneragao real do capital
em termos de cada bem. Da condigao de equilibrio nos respecti-
vos mercados de fatores tem-se a mesma remuneragao para cada

5
fator em termos de cada bem em ambos os setores; assim :
- X

o B ' Yo B
R" = ¢ . P £ " e R (2.8.1)

d

No guadro I temos as mesmas relagbes para o salario

real.
= - ¥ = - v ymﬁ
W= (£, - £ k) P = k) m W . (2.8.2)
Aplicando logaritmos em (2.8.1) fica:
' i L ¢ i v
In R Ln £ % in P + In £ ¥
Diferenciando, temos:
iy 9k,
arn B » arn B % =L -t 92 g
' o 20 e
Y .
3k, ~
Substituindo —= pela expressao encontrada em
{(2.5.1) temos: 90
5Daqui em diante R* representari o aluguel real em ter
mos de X e o salario real em ternos de X, sendo que

em termos de Y teremos respectivamente RY e W



" v 32
£ (£ y} a0

dLnR* = dunp - _
f' f fll 9
y vy

Simplificando:
f'

atnR® = arnp - —Y.30 0
fy )

Come sabemos que

8Lng n ou 4arm® = n

dLnP i oP or

Substituindo vem:

fl
arnR® = drnp - —X. © Npg dLnP

Ty

Temos de (2.4.1) que

8
e + ki

ay

De (2.3.7) temos

k nf.j-'—_ _9
i

Subhstituinde ki em a; temos:

o)

£
0 + s
£

ai=

©

darnP
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(2.8.3)

(2.8.4)

Substituindo o valor encontrado (2.8.4} na equagao

(2- 803) s temos:

drnr® = qunp - dLnpP

%y Nop

Substituindo MNg, pelo seu valor de (2.6.19), temos:
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amne® _ . %

3T 4T -
arnt {ay ax}

A elasticidsde do aluguel real do capital, em termos
de ¥, é assim definida:

x a
NaX . 4in P =
R7,P = g a, _'?i; < 0 (2.8.5)

Dado que o setor Y € intensivo em trabalho a elasti-
cidade & negativa; ainda mais, a variacio em R poderd ser
mais ou menos gue proporcional que a mudanca em P, isto &,

l“nx -

< X

Caso o setor Y seija intensivo em canital (av -aJ)< o, |
a elasticidade sera positiva e maior gue um. ’

Visto o que ocorre com o aluguel real em termos de X,

passemos a estuda-lo quando esta expressc em termos de Y.
x

R = -

Aplicando logaritmos e diferenciandc, temos:

an B _amm R _ amrp
dtn P dtn P arn P

Substituindo o valor de dlm P° encentrado em {2.8.5)

resulta: din P
M = - ax — e ]
din P (ay - ax)
Temos ,entdo,
Y p - Gn rY = 2y < 0 (2.8.6)
&in P a - a
y ®

Sendo o setor Y intensivo em trabalho, a elasticidade
da remuneragao real do capital em termos de Y serad negativa e
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malor que a uwnidade em termos absolutos.Quando o setor ¥ for
intensivo em capital, a elasticidade sera positiva, podendo

ser maior ou menor que a unidade.

Comparando-se as maanitudes das duas elasticidades.
em termos de cada bem, e mantendo-se o suposto de gue O se -
tor ¥ é intensivo em trabalho, temos:

o, |1t 1]
portantejn

rRYp

} -
- I
Elxl a

P {2.8.7)

y X

e

Portanto a retribuicio do capital diminui (cresce)
rais em termos de Y do gue em termes de X quando O prego re
lative de ¥ aumenta (diminui).

No caso em que o setor Y & intensivo em capltal im -
plica em que a remuneraczo real do capital aumenta (diminui)
mais em termos de X 8o que em termos de Y, quando o prego re
lativo de Y aumenta (diminui).

a ‘ a L =
¥ » X portanto ﬂ.y .

a ~-a a -a e R'P (2.8.9)
x Y Xy

Veremos agora o que ocorrxe com a remuneracao real do
trabalho com relacdo d variacdo no prego relativo do hem Y.

Aplicando logaritmos naturais 4 equagao (2.8.2 )
temos:

In W =1InP + In (f - £' Kk

n n n 5 ¥ f v y)

Evidenciando f’y:

: g £
X r = }
In W = In P + Ln}f' “
oy : £ Y
. ;
Substituindo i A ky pelo valer encontrado na equa-
t

cio (2.3.6) temos: oy

n Wx = In P + Ln{f'y o)

Que € 0 mesmo que:



an"nmp+1.nf' +.Ln 6

Diferenciando-se ,
ak

87.

dtn WX = din P + -I 4 4 8 ,+dme  (2.8.10)

f' a6 (3

Substituindo (2.5.;} em (2.8.10)

X f"v (f“)z o
dLn ¥* = gtn p - ha -ge-r dLn o
. £ £ _ £
Yy Y ¥
Simplificando;
|
dn W2 ginp-—Y 068 | a0 o0
£
Yy
Substituindo-se,
ding = Nop din P = din P
ay—ax
fica
; fi
fy (ay-ax) (aywax)

Substituindo-se (2.8.4) em (2.8.11) fica
a

n W =dmn P - —Y gunp 4 AN P
(év—ax) : (ay-axi
Evidenciando e simplificando, temos:
WP . - (2.8.12)
din P ay ax

Caso o0 setor Y seja intensivo em trabalho, a elasticica
de do salario real com relagao ao prego relativo de ¥, em temos e
X, sera positiva e maior do que um. Se o0 setor Y fosse intensi-
vo em capital, a elasticidade seria necativa, nodendo ser maicr

ou menor que a unidade em termos absolutos wipl 2z 3.

Pl <
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Estudaremos a sequir a relacao entre o salirio real ,
em termos do bem Y,e o preco relativo do hem Y. '

Diferenciando a relacao (2.8.2) temos:
: 5 wX
‘ y In =— X
dtn W _ P .d&nw (2.8.13)

drn P 6Ln P dIn P

Substituindo em (2.8.13) o valor de (2.8.12) temos:

atn w1 - B

aln P | ayﬂax

~ 1

Simplificando, vem:

_ anw 3 -3
W p T T (2.8.14)
: y

Caso o setor Y seja intensivo em trabalho, o salaric
real em termos de Y aumentara mais ou menos proporcionalmente
a P, Caso o setor Y seja intensivo em capital, a elasticidade
sera regativa e maior que a unidade em termos abSOllItOS:ﬁngy P] > J] ’

Considerando-se que a, <3, < 1, isto e, ky <k s

L X > : T e portanto
ay-ax ay-ax

WX p g "W p

Isto &, guando o preco relativo de Y aumenta, a remu-
neragdo do trabalho em termos do bem X.cresce mais do aque er
termos de Y.

Supondo-se um aumento no preco relativo do bem Y, is-
to €, um aumento em P,e que k, > ky, o que implica em que
(ay-— a,) > 0, teremcs a seguinte cadeia de reagoes:

re oy Eal -~
6 > w > w s 9 > R
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: .a . a _a . a
1 > 1 - x > 1 s 0 > E 5 o
Yy x Yy X y X Yy By av 8y

Ou seja, um aumento no nreco relativo de ¥, supondo-ce
que ele seja intensivo em trabalho, aumenta mais que proporcis
nalmente a remuneracio relativa do trabalho e o salario rezl
em termos de X. O salZrio real em termos de ¥ aumentard, mais
ou menos que pronorcionalmente. O aluguellzgsi-Eo capital dir?
nuirad em termos de qualquer bhem. Ele diminuir3 mais que pPropo:x
cionalmente em termos do bem cujo prego aumentou, que neste cz2
so é Y.

Uma das aplicagSes do Teorema Stolper-Samuelscn em cc-
mércio internacional € a sequinte: considerando-se cue um pe -
queno pais encontre os pregés internacionais dados;que sez
setor agricola seja intensivo em trabalho e seu setor industri
al seja intensivo em capital. Esse pais' exporta bens agricola:
e importa industriais.

Se este pais decide impor tarifas 3s imnortacoes, qual
seria o efeito na remuneracido aos fatores? :

O prego relativo interno dos nrodutos industriais au -
menta e provoca aumento da remuneracao relativa do fa-
tor usado intensivamente na nroducaoc de importaveis, ou seja,_
remuneragdo real ao capital aumentari em detrimento do saldris
real.

2.9 A FRONTEIRA DE REMUNEPRACEO DOS FATORES

A fronteira dz remuneraciao dos fatores ilustra de for—
ma simples a relagio entre as retribuicBes aos servigos produ-
tivos de maneira reduzida. Para consequir - a elasticidade €=
fronteira das remuneragdes, em termos de X,dividamos as respez
tivas elasticidades das remuneracles reais com relagdo ao prs
¢0 relativo de Y, nortanto:

X

4

NX X =
RW W p
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Substituindo a elasticidade do saldrio real e a do
alugquel real do capital dados em (2.8. 12} e {2.R8.5), respecti
‘vamente, temos:

S I a_-a a
W 1 -a 1-a
x 3 X
&Y"‘&x

Ou seja, a elasticidade da remuneracao real do capi -
tal em relacao aos salirios reais em terros de X & iqual a ra
zao entre a participacao do trabalho empregado no setor X, dai
vidida pela participacao do capital amnreqado no mesmo setor.
Independentemente da classificacdo dos hens com relacao a 1n—
tensidade de usc dos fatores a inclinacdo da fronteira das re
muneragoeg dos fatores serd negativa. Do sunosto que o bem Y
€ intensivo em trabalho tereros que a elasticidacde da frontei
ra das remuneracoes serd menor que a unidade em terros absolu
tos -~ o numerador é menor gue o denominador em (2.9.1) .

Da mesma forma teremos a elasticidade da renmneracao

real do capital em relacao aos salirios reais, em termos de Y:

np_

p
Y=‘
R W ’%y p
Substituindo acima as expressdes, encontradas para

nRY P e WP em (2.8.6) e (2.8.14), respectivamente, te
mos :

v
a_-a_ a
l1-a 3 - a,
ay"ax

Isto €, a elasticidade da remuneracdo real do capital
em relacao ads salirios reais, em termos de Y, & iaual a par-
ticiracdo do trabalho emvrecado no setor Y dividida wela par-
ticipacao do capital emnreqado no mesmo setor. A elasticidade



91.

sempre serd negativa e em termos absolutos serda maior ou menor
que a unidade ,dependendo do setor Y ser intensivo em trabalho
ou em capital, respectivamente.

para o caso em que o bem ¥ & intensivo em trabalhe, po
demos representar a relagdo entre os saldrios reais e o aluguel
real . do capital no grdfico (2.9.1).

Se tragarmos, no grafico (2.9.1),uma linha a partir da
origem que passe pelo ponto P e Q nds teremos gque:

n R _ In RY

In W' Ln W

E portanto uma correspondéncia entre as relagdes a0
longo de um mesmo raio vetor.

2.9.1 Uma Aplicagao do Teorema Stolper-Samuelson: Andlise do

Impacto dos Impostos Indiretos Sobre a Remuneracao Relativa dos
Fatores.

Fm uma economia na qual existem apenas dois fatores e
dois setoreé, supondc que exista concorréncia perfeita e ausén
cia de impostos e subsidios, teremos gue OS pregos a custo de
fatores (recebidos pelas indistrias) correspondem aos Pregos de
mercado; obviamente estamos ignorando os custos de transporte

e comercializagao:

Sendo

Pi = prego a custo de fatores (recebido pelas firmas).
i=2x,9

P? = prego de mercado, i=XxX,¥

Pf = prego relativo de Y a custo de fatoxes

P" = prego relativo de ¥ no mercado

Sabemos que em .concorréncia quando nao temos impestos
indiretos: '

m £
P = P
Y Y
™ £
Px Px
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Grafico (2.93.1)



93.

o
)]
]

g -
A PN
i
3 ae)
w3 ‘<§
fl
]

3

Consideramos agora, a existénciu de um conjunto de im-
postos e subsidios ad valorem incldindo sobre os bens.Levare
mos em conta s6 o efeito liquido desse conjunto de distorcoes,
poeis o subsfdic 3 produc3o do hem X equivale a um imposto so-
bre a producao do bem Y.

Suponhamos que esse efeitc liguido do conjunto cde dis-
torcoes (imrostos e subsidios) corresponde a um subsidio 3 pIe
dugﬁo de Y. Supomos, ainda, que os precos relativos de rercade
sao dados exogenamente,

Assim, temos:

£ m m 7 m .
= P + = P 8 = P 2.9.1.%
PY v (1 s) v {8} e Px - ( )

onde S = {l4s) e

s = taxa ad valorem como proporgac do wreco de mercac-.

A relaqio entre preco relativo de mercado e a custo da
fatores, agora & :

£ m
P P
f = p"
p =.§ = L s=p"§ (2:9:3:2)
P Py
X X

Utilizando a definicao de elasticidade de remuneragée
relativa com relagao ao nreco relativo dos bens (2.6.19) temos
que:

dLn® = —= . ain pf

a..~a
Yy X

(209_-1.3)

Substituindo dLn Pf de (2.9.1.2)

1

a_ ~a
Y X

dind =

{GLn P" + arn 8)

Como os precos de merxrcado sao fados, -entao dln P = 0 ,
portanto:
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dtn o 1

din & ay = ax

(2.9.1.4)

Se o setor Y & intensivo em trabalho entio:’ _£2_9_1,4)
serd .positivo e maior aue a unidade. Portanto, um suhsi-
dio concedido 3 producao do bem Y proporciona um aumento =2is

‘que proporcional na remuneracao relativa do fator usado rais

intensivamente neste setor, isto &, o trabalho.

0 subsidio, quando os precos de mercado sao constantes, |
é transferidc ao fator usadec mais intensivamente, por meio de
uma maior remuneracac relativa deste fator. O aumento na remu-
neragao relativa do fator usado mais intensivamente & mais que
proporcional.

Consideramos agora o caso em aque o efeito liguidoe do
conjunto das distorcdes no nreco dos bens implique em um imnos
to sobre Y. O imposto & cconsiderado como um percentual do cus-
to dos fatores, dai vem:

f

P = pf (14¢t) = B, @

Y b4
onde T =(1 + t) e

t = taxa ad valorem do imposto como proporcao do Dre
£o a custo de fatores.

m
P
pfa_}l
¥y |
, m ,
B P ~m
: ¥ Y P
P = o = o -:-‘--ﬂ—-—- 2 )
P? pit i " (2.9.1.5)
% %
Utilizando novamente a expressao (2.6.19) tomarc:
£
duno = £RF
Ay -
£

Substituindo P*, de (2.9.1.5), temos:

_ €Ln P - dIn T

w0
aV b.d

dLno




dal, vem para um dadc prego de mercado:

atne _ . 1 (2.9.1.6)
din T a ~a

v X

Portanto um aumento relativo no imnosto que incide so-
bre o bem ¥ diminul mais que proporcionalmente a remuneracao
relativa do fator usado mais intensivamente na producao de Y,
no caso trabalho.

Representando-se no grafico (2.9.2) os casos aci-
ma estudados {imrosto e subsidios) temos que quando damos um
subsidio 3 industria Y (imposto & industria X) passamos de(%)o
para (%)l e o Pg sobe para P§ , tornando-se meaior do que
( ™). No caso de imposto sobre ¥ (subsidio a X), a proporgao
de Y com relacao a X diminui decorrente de uma gqueda no prego
relativo da Y a custo de fatores.

O efeito magnificac3o neste - problema &  consegiiéncia
da estrutura bisica do modelo,que considera o preco relativo
de mercado dos bens fixos, isto &, dado exOqenamente.

Quando se introduz a funcac da demanda, O preco relati
.vo dos bens & determinado no modelo, ccorrendo portanto um
ajustamento no prego relativo de mercado dos bens, decorrente
de variacoes nos impostos ou subsidios. €om © preco dado exdae
namente, somente os produtores sofrem o imnacto dJdos impostos
ou subsidios, dal o efeito magnificacao. Se a demanda fosse en
dogena o impacto do imposto, ou subsidio, seria compartilhado
com 0§ compradores, diminuindo o impacto na remuneracac rela-
tiva dos fatores.

2,10 FELASTICIDADE DA OFERTA EM EQUILIBRIO GERAL

Para saber qual € a variagao relativa no produto seto-
rial per carita muando ocoOrre uma variaca relativa no preco

relativo dos bens, € necessario calcular a elasticidade cor

respondente ( Eq P)’ no contexto do modelo de ecuilibrio ge ~
i

ral de produczo.
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O produto setorial per capita é dado pela equacio
(2.2.15):

a; =1 £, (k)

Por definigao sabemos que elasticidade &

> P = - = + (2.10.1)
9y din P dLn P dLn P

A elasticidade do produto setorial per capita er rela-
¢ao ao preco relativo do hem Y no setor Y &:
dln g dLn éLn f
- Y

2y .
£ ] = -+ (2.10.2]
%P gy dLn P aLn P

Da equacac (2,1.10) temos

5 kx-k
Y -
Aplicando logaritmos temos:

In 1y = In (kx“k) = In (kx“ky)

diferenciando-se resulta

9k ok 3k

(5 ) {-——-’ﬁe--;‘im
atn 1, - 30 0 _ 230 : a0
kx-k kx-ky B

Multiplicando e dividinde y G0 lado direito da e-
quagéo, nor kx o numerador do primeiro termo; e no sequndo ter

mo por k. e ky os resnectivos diferencials parciais: temos:

Py aver,  Hxoo % e,
30 © kx X a6 K, ® ElS) k, Y a
dLn 1Y = - =
kx~k kx - PY
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Substituimos (2.5.3) na expressao acima.Na (2.5.3) te-
mos as elasticidades substituicao setoriais ( ai), assims:
P 3
a5 - c, k, a8 _,Gx By "9y Xy a8

kx~k 6 kx“ky 8

Substituindo £ por (2.6.19}) e ordenando:
8

din P ay-ax kxwk kx - ky

Multiplicando e dividindo o denominador do primeiro
termo entre parenteses por {kx-kv) temos:

dLn 1v _ 1 - kx _ O kx . UY kY
e -k | W E o~k s
dLn P ay ay (kx ?V)( i k) Lx Ky kx ?Y
{kx-ky)

Substituindo nor 1y dado em (2.1.10) fica:

din ly . 1 Oy kx : 1 i kx 0 . c§ ky
din P ay-ax kx~ky ly kx-ky kx_ky
Ordenando:
din 1 o, k¥ ok
. 1 X X ( . - I
P - k_=k -
dtin (ay ax) Vo ly kx kY
Colocando L em evidéncia e suhstituindo-se
1
Y
1 = 1y = lx temos:
o_k_ 1 g k. 1
din lv ” 5 1 S T T . . (2.10.3)

dln P (ay—ax} ly kx- ky kx_ ky
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Fazendo as substituicdes corresnondentes , conse
guimos:
din 1 _ _
= Y - 1 5 %_ o, 1x (1= ax} aY + UY 1y {1 ay) a,
P -
t (ay ax) v
; (2.10.4)

A expressao (2.10.4) é o primeiro termo da elasticida-
de do produto setorial per capita com relacao ao preco relati

vo do bem Y referida em (2.10.2). Essa expressio da a variacao
relativa da proporcao da forca de trabalho emprenada no setor
Y com relacdao a variac@o no prego relativo de Y, e € sempre po
sitiva.6

Deduziremos agora o segundo termo da elasticidade :do
produto setorial per capita de Y com = relaqao a seu prego re
lativo, isto &, a elasticidade do produto médio do trabalho no
setor Y.

® Dividindo-se em (2.10.3) o numerador e denominador dos elermen
tos entre colchetes por 8 e somando e diminuindoc 8 em cada

um dos denominadores temos:

k k
dLn 1X . 1 1 o 1x @5 . lelv EZ
aln P tay"ax) 1y {8+ kx)—(%y+9 )y (0 + kx)-(kv+8 )
8 6
Sabemos de (2.4.1) que
1 _ Sk
84 8

substituindo na equagao anterior temos:

.1--ax i - f

dLn %y _ 1 1 o, 1x a, ey a,
din P ) Hy | el w e y'y 1 __1.
e A, 8 a, a,
- Ordenando vem:
oL ;1 I 1 o, LS (1“ax) Ay A + Uy 1y (lﬁav) 8y 8y
aln P a8, I, a {ay— a ) 8, A8 0.0

e sinplificando-se resulta (2.10.4).
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£ ) d
iy L a
dLn fY = g;w Y & 5

Multiplicande e dividindo nor kv temos:

£1 3x
e oy ¥y o
oin £, £, 3 kg Y

Substituindo na equacao acima a expressao dada por.
(2.5.3) ,temos:

f!
ae
din f = —Y k ae
y " T %y @

Substituindo a variaczo relativa na remumeracao relati-
va do trabalho pela relagéo dada em {(2.6.19) ,temos:

f'v o, kx“
v v X
2 Ccomo
f‘v k.
y Y
temos que:

dLn fY _ (1- av) o

dln P (av-ax)

v : (2.10.5)

Exnressao essa cue indica cue a variagao no nrocuto mé-
dio do trabalho no setor Y estda diretamente relacionado com o)
preco relativo de Y desde aque este seja intensivo em trahalho.z

expressao (2.10.5) é o sequnde terro da elasticidade da orodu -
cao setorial per canita no setor Y com relacao ao nreco relati-

vo de Y.

Portanto substituindo (2.10.4) e (2.10.5) em (2.10.2)
consequimos a elasticidade de oferta do nroduto ver cabita de ¥,
isto é:
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dln q {1-a_)
P : 7] UY 1y ax(l-ay)+ 0. 1. ay(1~ax) * —*—fx- 9y
dLn P ly (ay*ax) (ay—ax)
Introduzindo o segundo termo dentro do colchete:
dln g - . -
Y - 1. 1 5 [ay 1y a, (1 ay) L 1x ay (1 ax) +
dLn P 1y (ay-ax) . -
°§ ly aY ax) ayﬂ
Agrupandc
din g - . -
A 1 ; [oy 1, ayli-a) + oy 1,8, 41 Iax}]
dln P 1Y (ay~ax)
Evidenciando, temos:
dLn q_Y ay_ ]
€ = = .1 (l-a ) +0_1 (1-a )} (2.10.6)

Essa expressac nos da a elasticidade do produto setOrial
per capita no setor Y em relagao ao prego relativo de Y. Ela e
pésitiva e independente da intensidade do usc dos fatores, pois
o_denomiﬁador é sempre positivo, exceto no caso de igual inten-
sidade, 0 que implica custos constantes, isto &, a elasticidade

sera infinita.

Da mesma forma podemos conseguir a elasticidade da produ
cdo per capita no setor X com relagao ao prego relativo de Y.

Definindo o prcduto per capita no setor X como:

q, =1, f, (k)

Fazendo a diferencial do 1logaritmo do produto per ca
pita no setor X temos: ‘

édLn g dn 1 diln £
X = X 4 3% (2.10.7)
dln P dln P de P
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Couseque-se o primeiro termo da exnressao acima da se-
guinte forma; toma-se a relagao (2.1.9) e anlica~se o logarit-
mo natural:

Ln 1x = LQ {k - ky) = In (kx - ky)

diferenciando—se

k EEELE. (x ﬁkx e 8 Eii.k )
A v 28 ky TH x 2 kx ky 26 Y ap
k ky ) kx ky 8

Substituindo-~se Qgi pela expressac dada em (2.6.19)
e a elasticidade substituicao dada por (2.5.3) e multiplican-
do-se e dividindo-se o denominador do primeiro ‘termo por
(kx - ky)' usando (2.1.9), resulta: '

dIn lx _ 1 N kY Uv ¥ kx ox +'°v kv
- 1 - = e

din P (ay ax) x(kg ky) kx ky 2K ?YJ
Réagrupandq;
din 1x _ 1 _ES kv ;5 1 ; ,Ux kx
din P (av—ax) i'(kx-'-k}],) 1x kx- k
Colocando em evidéncia N e suhstituindo lxml = - lY

1x :

temos:
dLn 1x y 1 _— ) Qv 1v kv b Ux 1x kx
din P (ay-ax) 1x | kx - ky kx - kY
(2.10.8)

Fazendo~se as substituig¢oes correspcndentes no colche-
te, seguindo o nrocedimento indicado no rodapé seis e agru-
pando fica:

1x 2 F 1 (1 Yy +0_ 1 (1 )
din P 1x(av_ax}2 y v X v X Xy x

(2,10.9)
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A expressao (2.10.9) & o vrimeiro terrn da elasticida-
de. Ela sera semnre negativa. Portanto um aumentoO no nre¢o re-
lativo do hem Y diminui a nroporcao da forca de trabalho emnre
gada no setor X,

A expressac do sequndo termn da slasticidade do produ-

to per carita de X com xelacao ao preco relativo de Y pode ser
encontrada ahaixo:
Tx o
£'. k. %8 Xk
arn fx - X X ¥ ap

£ 6
X

(2.10.1n)

. N 2
Introduzindo~se as substituicoces corresnondantes
fica:

{1 - ax)
. £, = o g GEE P

= x
(aY ax)

(2.10.11)

Um aumento no preco de ¥ imrnlica em aque auvmenta o nro
duto médio do trahalho no setor X desde aue ¢ hem cujo nreco
relativo aumenta seja intensivo em trahalho.

Usando a definicdo de elasticidade sghstituicio entre ‘a
tores setorizis (2.5.3) e substituindo - nela relacao en-
contrada em (2.6.19), temos:

L din P

b, X
dLn fx & =g d, & “a

vas, f£' k £'_K x K

Subgtituinde~se

dln fxr—{l“ax) -
dln P (ay - ax)

aque € (2.10.11).

e /e
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Substituindo as exnressoes (2.10.8) e {2.10.10) na
equacao {(2.10.6) temos:

= e

2
din P 1x (ay ax)

= e 1x (ay-ax) (1~ax%

dln o . - o
X 1 1 [gy 1 (eay) + o, 1, Goadty

Arrumando
dln g . -

- N | 1 -2 [%y 1Y (1 ay} a, ¥ 0, 1, (1 ax)
din P 1 (a_-a_)

x Yy *
(ay-ay+ ax)]

Simnlificando e evidenciando a, temos:

8ln g - a -
'hgx-P = x _ % 2[ﬁy 1Y (1-ay)4— Oy 1x(1 axﬂ
dtn P 1x (av-ax) .
5 (2.10.12)
Ou seja, um aumento no vreco relativo de ¥ imnlica em

uma diminuicdo da producao rer canita de X. O produto ner cani

ta de X estd inversamente relacionado com O prec¢o relativo do
bem ¥, independentemente da intensidade de uso cos fatores nos
dois setores. Porém, o nroduto per canita de X estara direta -

mente relacionado com o seu nreco relativo, isto e;
din Iy dLn fl,

> 0 (2.10.13)

= - g

e, 1 =
9% P dLn(%J drn P Uy P

Portanto, a elasticidade <¢a producao per capita de X

com relacao ao prego relativo de X,(%}, & positiva.

No caso narticular em que as intensidades de uso dos
fatores forem iquais nos dois setorss, a elasticidade do produ
to per canita seterial com relaczo ao nreco relative dos hens

sera infinita, aque & o caso @e custos constantes.

Podemos ver reprasentados no qrafice {(2.10.1) .as cur-
vas aque renresentariam a relacao entre © nreco relativo dos
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bens e produto per capita de cada setor, para o caso em que ti

véssemos iguais intensidades de uso dos fatores em amboS ©0s
setores.

Caso a elasticidade substituigdo entre os fatores enm
ambos os setores sejam iguais a zero, isto &, guando trabalha-
mos em condigdes de proporgdes de fatores fixas, teremos
gue, no caso em gue exista pleno emprego dos fatores, as cur-
vas de ofertas setoriais serdc inelasticas, o que estd repre -
sentado graficamente em (2.10.2).

2.11 A RENDA PER CAPITA E TERMOS DE TROCA

A renda per capita da economia, em termos do bem X, e

soma dos produtos per capita setoriais em termos de X, jsto

a
e:
q = Px qx + Py qy

Fazendo P, de numerario, temos:

P b
x .
_.9.-. = — q}[ e ...X. qy
o P 2
X X X

ou, ainda,
.,.S_.. e 4+ P
?x - qy

N6s pesta parte procuramos encontrar gqual & a variagao
.da renda per capita da economia quando O prego relativo do bem

Y varia; q

a {— )

T a g

< S qx+P_-EX+q (2.11.1)
ap arp ap Y

Queremos provar gue a variagﬁo na renda per capita da

economia & igual ao produto per capita de setor Y, para tanto

€ necessario provar que

d g d g
X4 poed=00 (2,11.2)
arp dap
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Usando a relagcdo (2.10.12) e reagrupando temos:
k. TN Ix
g 9, P 3 (2.11.3)

ar "a® R | (2.11.4)
De (2.6.2} sabemos que:
-

f'Y

De (2.1.15) sabemos que:

De {(2.6.2) e {2.1.15) temos:

¥
E§ - lx fx & lx fx £ v $2.11.5)
a1 | [
P : 3 " £ ”
fl
Y
Substituindo eam (2.11.3) os resultados encontrados em

(2.11.5) e {2.10.5), temos:

f f' =a 3 1_
x y X - ”
- [c 1. (1 ay) + Oy 1x (1 axﬂ (2.11.6)

. 2 Y Y
. 5 (ay-ax)
Chamando a expressao
3 g 1 (l-a ) + o_ 1_ {E-a )}l =A
(a,-a ) y ¥ o st -
Yy X

temos gue
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- T - R (2.11.7)
ap f'x

Para 0 setor Y, substituindo em (2.11.4) a relaggo en-
contrada em (2,10.6) temos:

dgqg a f_£©
t - L X X 2[. Oy 1x (l—ax} + oy 1y"i14ayﬂ
3 s
aPp Py Fay a,)
Chamando a mesma expressao de A, temos
dq £ £
—X =5 XX (a) (2.11.8)
ap y g
»
Somando {2,11.,7) e (2.11.8) teremos gque
d g Pdqg. _a £ ¢ ‘f'aff‘
X . b R X YX(A)+ X . ¥ ¥ Y (a)
1 ] ¥
arp arp £ £ L,
Evidenciando A temos:
dgq_ Pdg ' £, £
- EBnk. FEET (TIPS
arp arp y ¥ £

Substituindo a participagdo do trabalho setorial temos:

a P4 WL WL f
qx + qy = A ¥ Y fY . X X X
ap a.p | Ly £, L £, ¥
Simplificando
d g d g W
Eep—X=a (wW-2)=a(w-w)
arp ap y P Y

A expressao entre parénteses indica a diferenga entre o=
saldrios reais setoriais em termos do bem ¥.Da condigao de equi
1ibrio no mercado de fatores sabemos que encontraremos um sd sz
13rio no mercadec, logo:
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d g a q :
d P a e

De {(2.11.9) temos que ,

g
d(*§~ )
X =g
ap y

isto &, que a renda real per capita varia diretamente

em ‘propoégﬁo ao produto per capita do setor Y,quando o ter-

mo de troca desse bem varia.

DPa equacdo (2.11.9) podemos deduzir a seguinte rela~-

gao
d q d g
E4postsl
d P d P
d a
- qsz__(;.X
apP apr

Multiplicando-se ambos os membros por P,e multiplican
do-se e dividindo-se por q do lado esguexdo e por qY do lado
direito, fica: :

d-qx A - qy p

il PRE = q, P
X '
dap q, a P dy

Substituindo
- £ € 5

U fqp = “qr %

Y.

Usando a relagao (2.10.3) temss
g € = ¢ q, P

X 1

9y = AP Y

pividindo ambos os lados pelo produto per capita em
termos de X, tem—se:

ap (2.11.10)
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onde o, indica a proporgcao do produte do setor i no
produto nacional. ‘

A equagd@o (2.11.10) nos di uma relagdo pratica para o
calculo da elasticidade prego da oferta de um determinado &e-~
tor, a partir do conhecimento das participagOes setoriais e da
elasticidade do outro setor.g.

2.12 A CURVA DE TRANSFORMACEO

Ela também & chamada de fronteira de possibilidades de
produgao,que &€ uma funcao implicita gue relaciona os niveis de
produgao dos bens para uma dada dotagao de fatores. Isto &, da
da a dotagao de fatores e a tecnologia, a curva de transforma-
¢ac indica a m3xima producio de um bem para dado nivel de
produgao dc outro bea.

Mostraremos gue a taxa marginal de substituicao entrxe
os bens corresponde ao prego relativo deles. Portanto ° iremos
procurar a inclinagdo da curva de transformagao dada a
dotagao de fatores. Ou seja:

X 2
daq, &
] g a¥
e |
8 Exemplo:
DadDSEEqY » = 938‘ -G’y = 0;45 ax = 0:6
I3 -
Podemos atravis de simples calculo determinar
q, & = 0,53
9 X i
x L aX- X3 L
d (&) . L d¥- X4 L
d g d () L a¥% ¥YaL L aY¥- ¥Yd1i
Y ~ -
LZ
Como supden~se Joita¢ao dos fatores fixa, sendo portanto L
uma consfante, d L= 0, dai entao:
i =
daq &y

b
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Dividindo o denominador e o numerador da equagac ante-

rior por d P temos:

Q

q

%" p

ax. _ 3w

ay a
o Sy
d P

Substituindo na equagdo anterior as relagoes

das em (2.11.7) e (2.11.8) temos:

oo

ax Sx Aa f_ f£f' f£°
S e G . X X V¥ %
ay d A f' £ f' a
Yy y Ty Tx %y
ap
Simplificando,
ay
_ ay fy
como.
WxLx wx
a, = = = , e
fox f_x
o w T, i
y PL P £
Yy Y Y

Substituindo em (2,12,1}, temos :

x_ v Py Zx
ay £ W :
Simplificando, fica:
dax

— = = P
ay

encontra-

(2.12.1)
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Assim a taxa marginal de substituigao de X por Y na pro
dugdo & o prego relativo de Y.
fl
x
fI
b 4

e s .
TMSTxy Eroy > P =
Mas o prego relativo de Y corresponde a razao dos respec

tivos produtos marginais, por definigao.
2.12.1 CURVATURA DA CURVA DE TRANSFORMAGAO

Sabemos que a -a inclinagdo Aa curva de transformagac en
tre X e Y & negativa.Ainda nao sabemos qual & a forma da curva,
isto é,se & coOncava,convexa ou linear. Para conhecermos a sua
curvatura precisamos obter a diferencial segunda,

_@i}%._-..é.?., P My gq ap| 1,
ay ay Y 59 dp ay (£ )
%y @ ar|_1 _
_ vy Fx 30 48P ay| (£’ )2
dk,y ¥
Substituindc. & pelo valor de (2.5.1) e colocando
em evidéncia, temos:
2 5
a’x _ _1 B & | g g [ -y 1+ g |otey ]
2 g n ,‘.J’Lu Y x u
ar (£ )% @ av | : £, 2, ]
Evidenciando-se f‘ i - simplifiﬂapdo
a®x  f'x a a0 Ex_fly
pr Rgbronliosdbiodil B walal: s
ay i dp 4y X Yy

&2
Multiplicando e dividindo por o , fica:

T ? [ ]
§3§ = f_ﬁ g ap 1 { o Ew_ ., f_i )
% = £
av’ £' ar av o £y £y



£ : ik

Como temos P = - e ai = i
£? £
y : 3

Substituindc ,temos:
2

f-—x—zgg..e..g.g(a—a]

ay2 6 ap ay * ¥

De acordo com (2.6.19), temos:

dn® _goep _ _1
dln P dap 6 ay- ay
Substituindo .temos:

2: -
x _laray ) e

2 e
ay? (a-a ) ay

-

Ogdenandd, temos:
E~§'= - (av-ax) _ap
: {a~-a ) &
y X

day

Simplificando temos:

a’x

=

— = - aP
ay gy’

Como & dotagdo de fatores & fixa temos:

dq
€ =g e -—iz:-du':fn 2;——
q,? “yP ap P L

Assim,em (2.11.8) tinhamos:

£

g ay ; S .
e = a _X.._x (A) = gz ¥ .'.g.é_'.)_
ap idp ¥ £ . XY Y p

Substituindo em (2.12;10.1}, +emos:

2

.‘.ﬂj —g-?.- =—-—:-.-I:-—-—-— < 0
2 ay A) L

ay ay fY (A)

=
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Substituindo o valor de A, temos:

gzx { &~ axlz 1
D e o s v _ < 0
i G- I Y
ay ay . fy L Oy lx £ ax) + ay ly (i ay;
(2.12,1.2)

Como a primeira e a segunda derivada sdo negativas, po
demos dizer que a curva de transformagdo & cOncava em relagao

.5 origem, independentemente da intensidade de uso dos fatores

entre os setcres., No caso em que &s intensidades de uso dos fa
tores sejam iguais em ambos os setores a carva de transforma -
cao serda linear.’

o fato de ser cdncava com relagdo a origem implica em
gue a taxa makginal de substituicdo, entre X e ¥, & crescente,
jsto &, cada vez o sacrificio de X sera maior para obter incre
mentos adicionais de ¥,que & o mesmo que dizer que ‘temos cus«

tos crescentes.

Graficamente representamos a curva de transformagao em
(2.12.1). Se tivermos o prego relativo dos bens (P) dado, nds
teremos determinada a estrutura produtiva (X, e Yo) no ponto
de tangéncia da reta gue representa o prego relativo a custo
de fatores com a curva de transformacao implicando na iguala -
c3o da taxa marginal de cubstituicdo técmica na produgdo com o
preco relativo ¢os bens. Os pontos ao lorgo da curva de trans-
formagdo indicam a mixima producdo possiwvel com uma dada tecng
logia e dotacgdo de fatores; gualguer ponite no interior da cur-
va 8e transformacaco indica um ponto de inmeficiéncia.

Podemos tambim representar as variagoes na estrutura
de produgdo decorrente de mudancga no prego relativo dos bens u
sando o diagrama Lerner-Pearce.

Tnicialmente temos gue O prego elativo dos bens é
iguala um e corresponde & remuneragdo relativa dos fatores da-
da no grafico (2.12.2) pela inclinacdo da reta II. A remunera-
¢cio relativa determina as respectivas preporgoes setorials de

.uso dos fatores daZos pelos vetores kx e ky. NOos conhecemos a
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Grafico (2.12.2)

L7
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dotaqﬁo de fatores na economia, o vetor k, que pode ser obti-
do também através da lei do paralelogramo de adigdo de veto -
res., Somando-se, através desta lei os vetores setoriais encon
tramos o paralelogramo OBEA, gque define a distribuicdo de fa
tores entre setores., As coordenadas do ponto B indicam respec
tivamente as quantidades de capital e trabalho empregados em
¥ e o ponto A indica o correspondente para a produgao de X.

Aumentando-se o prego relativo do bem X teremos um au
mento na remuneragao relativa do capital, representada no gri
fico (2.12.2) pelas inclinagdes das linhas I'I' e I"I", deter
minando-se as novas proporgoes de uso dos fatores setoriais.

Refazendo~se 0 paralelogramo conseguiremos agora o
ponto A', localizado a ncrdeste de A, que indica uma maior ab
sorgac de ambos os fatcores no setor X, o gue necessariamente
implicard em uma maior produgao nesse setor. O ponto B', ao
contrario, localiza-se a sudoeste de B, implicando uma redu -
¢80 no uso de ambos os fatores em Y e consequentemente reduz-
se a produgao nesse Setor.

2.13 A CAIXA DE EDGEWORTH-~BOWLEY.
A caixa de Edgeworth~Bowley & um instrumento geométri
co gue resume o egquilibrio geral ce produgac no modelo de

dois fatores e dois produtos.,

-

O tamanho da caixa & definido pela dotagaoc de capi-
tal e trababtho disporivel na economia. A diagonal da caixa
- representa a disponibilidade relativa de fatores da economia,
como podemos ver no grafico (2.13.1).

Os pontos Ox e O sao, respectivamente as origens na

producac para o setor X g ¥. Considerando o nosso suposto de
gue kx > ky teremos um mapa de isoguantas da produgao de
X e Y. As isoguantas dn X e ¥ serao tangentes em determina -
dos pontos. O lugar geowétrico dos pontos de tangéncia das
isoquantas de X e Y chama-se linha de cohtrato, ao longo da
qual teremos taxas marcinais de substituigao técnicas de fato

res iguals em amwos cg setores. Os pontos da linha de contra-
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to serdo os pontos de mixima eficiéncia na produgdo, e sdo xe

presentados pela trajetoria Ox Q Oy.

Para melhor compreensao do significado da curva de
contrato consideramos duas isoguantas quaisquer, X e ¥, do ma
pa que representamos no grafico (2.13.2), no ponto A de produ
¢cao onde temos pleno emprego dos recursos produtivos. Mas, em
A, as TMST,, sao diferentes em ambos os setores. Existe,pox
tanto, uma distorgdo na alocagdo dos recursos, isto e; a remu
neragao relativa do trabalho & menor em Y que en X, o ponto A
nio pertence & curva de contrato, pois com a mesma dotagao re
jativa de fatores da economia & possivel aumentar o volume de
produgao,assim :

a) Mantendo-se © mesmo nivel de produgdo de Y,mas' des
locando-se de X para X". O ponto H" pertence a curva de con-
trato, pols temos iguais taxas marginais de substituigao téc-
nica entre os fatores em ambos os setores, Portanto,com a mes
ma disponibilidade de fatores na economia obtivemos um aumen=
to na produgdo de X, mantendo constante o nivel de Y.

b) Aumentando a produgdo dos dois bens ( X para X' e
Y para ¥' ) quéndo desloca~-se para o ponto H'. Em termos da
curva de transformagdo, o ponto A estd no interior da frontei
ra de possibilidades de transformagao, mesmo consideranéa o
pleno emprego dos fatores, pois o ponto A tem uma ineficiente
absorgao de recursos.

c) Aumentando a produgdo de ¥ para Y7, mantendo
constante a produgdo de X, iremos ao ponto H.

Qualguer ponto da curva de transformagao corxresponde
a um ponto da linha de contrato ; veremos que a linha de con =
trato & uma transformagio da curva de possibilidades de produ
gao, do espagc de bens para o espago de fatores.

Ao longo da curva de contrato, a medida em que aumen-
tamos a produgao de X, isto 8, que estamos nos deslocanéo de
0, até' 0_,0s setores X e Y,tornam-se mais intensivos em traba

b 4
1ho, aumentando por outro lado a remuneragao relativa dc capi

tal.
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Grafico (2.13.2)
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Considerando o ponto Q sobre a linha de contrato
{ 0x Q OY ) e fazendo as respectivas projegoes verticais e
herizontais determinamos as demandas setorials por fatores, da
da a remuneragac relativa do trabalho { igual & inclinagdo
de FF).

Ao nivel de produgao dado pela isoguanta X, 1 © setor X
regquer Ox Lx de trabalho e Ox Kx de capital; enguanto que o
setor ¥, produzindo ao nivel Y . utiliza Oy Ly de trabalho e
O, K de capital, ocorrendo assim pleno emprego de fatores na

Yy Y
economia,

Supondo-se a existéncia de rendimentos constantes de
escala em ambos os setores, a quantidade do bem X pode ser me-
dida, para qualquer ponto de producao localizado sobre a linha
de contrato, pela distdncia ao longo de um raic entre a origem
0x ce o ponto em que este ralo cruza a isoquanta de bem X. Da
mesma forma mede-se a guantidade produzida do bem Y com rela -
¢ao a origem Oy. A diagonal O, 0y & um raio conveniente e co
mum aos dois mapas de isoquantas, portanto a produgao de X no
ponto Q@ pode ser medida pela disténcia do raio 0x S; enguanto

que a produgdo de Y em Q pode ser medida pela distancia OY R,

O_ 8 O R
As razdes -= e —4—— representam as - proporgoes
Ox OY Oy 0x

da produgdo maxima possivel de X e Y, produzidas no ponto Q.

A distancia O, 0, e O, O, representam as producgoes ma
ximas quando existe especializagao em X, cu em ¥, respectiva -

mente.

Através de uma projecao vertical, o produto do setor X
podera ser medido na abscissa O Oy.Considerando n nivel de
produq&o Xo no ponto Q, temos qgue a projecac de sua produgao
serd O X_,pois por semelhanca de triangulos temos que Ox S -
0 X p : o 0.

P x Y
00
Y
O mesmo pode ser feito para o setor Y com relagao a

abscissa O O, .A projegao horizontal de Y indica o nivel de pro
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dugdo correspondente ao ponte Q, isto e, A corresponde a 0 Yp,
pois por semelhanga de tridngulos temes O R 0 ¥,

0Y Ox &) OX

As coordenadas do ponto P correspondem aos respectivos
niveis de produgdo X, e Y¥,. O ponto P pertence 3 curva de
transformagao (que tem a origem no ponto 0} e gue corresponde
ac ponto { sobre a linha de contrato. Repetindo-se o exercicio
para cada ponto na linha de contrato conseguinos a curva de

transformagao 0, P O, gue supomos concava com relagao 2 ori -

¥
gem O. O que poderiamos na verdade afirmar a respeito da curva
de transformagio & que ela estara localizada a sudceste da dia
gonal Ox Oy, devido ao suposto de forte intensidade no uso dos

fatores setoriais.

Para provar graficamente a concavidade com relagdo a o
rigem da curva de transformagio, faremos a seguinte anilise no
grafico ( 2.13.3). Seja o ponto inicial de produgzo Q na curva
de contrato, ao qual corresponde uma remuneracac relativa dos
fatores dada pela inclinagao de FF. Determina-se assim as pro-
porgoes kx e‘ky. Supondo a remuneragao relativa constante fa-
camos deslocamentos equiproporcionais paralelos da linha FF pa
ra F'F! e F'F", isto &, as mesmas proporgoes capital—-trabalho
continuam vigorando. O deslocamento é feito ~na magnitude
suficiente para conseguir iguais mudangas, em ambas as dire -~
goes, nas respectivas produgoes, sendo que a produgao de X au-
menta em uma unidade em A e diminui na mesma guantidade em A’,
com relacdo a Q. A producao de ¥ diminui em B & avmenta em B'
com relagdo a Q no mesmo volume ndo especificado,

Na situac3o de produgdo de X em A e ¥ em B ocorrera de
semprego de trabalho e excesso de procura por capital, temos
desequilibrio. 0 equilibrio no nercadc de fatores im-
pde um encarecimento na remuneragio relativa do capital,o gue
representamos pela inclinagZo da linha JJ.Para manter o nivel
de produgzo de X igual ao de X1 & preciso que a produgio de
Y diminua ainda mais para o nivel Y' . O novo eguilibrio en
produgao fica estabelecido em QF.
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A posigao de produgao de X em A' e Y em B' gera desem-
prego de capital e excesso de procura por trabalho, ¢ que re -
sultara em um aumento na remuneragao relativa do trabalho, da-
do pela inclinagdc de J'J', Para mantermos o nivel de produgac
de X igual a X_; serd necessdrio que o nivel de produgao de Y
nao aumente na quantia indicada inicialmente, fixando-se em Y;.
O novo equilibrio em producdc & determinado em Q".

Resumindo, ao aumentar a produg¢dao de X em uma unidade
a partir de Q" para'Q foi necessaria uma dada contragao na prc
dugdo de Y. Continuando a aumentar a produgao de X em mais ume
unidade, ao passar de Q para Q',provocou uma gqueda ainda maior
na produgao de Y. Fica entdo demonstrado que temos custos cres
centes, isto &, a curva de transformagao & cdncava com relagac
3 origem, como podemos ver indicado no grafico (2.13.4).

Também mostramos que:a medida que aumenta a produgac
de um bem a expensas de outro, aumenta a remuneragao relativa
do fator usado mais intensivamente na produgao do bem em expar
s3o. A maxima remuneragio relativa do trabalho serd conseguida
guando nos especializamos em ¥, isto €, quando o ponto de pro-
dugao corresponde a origem Ox. A ninima remuneraqio relat:
va do trabalho ocorre no ponto Oy,correspondentehé especialize
¢30 na produgao de X.

2.14 ELASTICIDADE SUBSTITUICEO NA PRODUGAO

A mesma informag¢ao contida na curva de transformacac pc
de ser representada num grdfico gue relacione a estrutura da
producdo com o prego relativo dos bens, como vemos no ~graficc
(2.14.1).

Queremos saber a elasticidade da curva S8, mais conhe-
cida como elasticidade substituicdo na produgao, que & cefini-
da como:

q,,
dLn (=X) atn { = )
S qx

. n g, (2.14.1)

— — - -

dln P dln P din P dLn P
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Conhecemos os valores dds réspectivas elasticidades sz
toriai# de produtho com relagfo ko prego relativo de v, ¢z
"(2.10.6) e (2,10.12); substituindo em (2.14.1) temos:

. : v T 100 B
og = o )2 l}y 1y (1 ay) * By, 1x (1 axﬂ ( y + : )
Yy X Y x
(2,14.2;

Na equa¢ac (2.12.2), chamaremos de B a expressao entrs
parénteses. Nela as respectivas proporgoes da forga de traba -

lho setorial podem ser expressas da seguinte forma.10

a, (4~ a) 2. fa.~a ]
1 @ X & J. o=tk (2.14:2%
Y & = x =

a (aY a,) a (ay a,)

Substituindo esses valores em B, temos:

o iz . iﬁ _ a.(ay- ax) % a (ay~ ax}
ly 1x | (a - ax) {ay~ a)
e a (ay- ax) (ay— a+a =~ ax)
{a - ax) {ayw a)
Simplificando

2
a (a~- a.))

(a~ ax) (ay— a)

Substituindo B em (2.14.2) temcs:
1 - ; —
y a (1 ay) _— lx (1 ax) a

x o
a - ax) (ay~ aj {a - ax) (aY a)

g, = g
S Yy (

Substituindo 1x 2 1Y pelos valores de (2.14.3), re-

sulta:
. a QY (1 - aY) o a, a - ax) (2.14.4
S Y (a-a) (a~ a) X ity ) (a .- a )
a, a) (ag~ a, Sy y “x
10

De (2.1.10) ,temos:
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Portanto no caso -em que n3o temos fungcas
de produgdc com proporgoes fixas a elasticidade tera sempre s.-

‘nal positivo Og > 0, isto &,independentemente da intensidade <2

uso dos fatores, um aumento no preco relativo Qe Y aumentara a
razao da sua nroducao com relacao i do outro sator,

Quando ambos os setores usam a mesma proporgao de fz-

tores temos que Og = * . No caso de proporc¢des fixas, no supcz~-

to de que ocorra nleno empreco, og = 0.

2,14.1 COFFICIENTES FIXOS

Fazendo o suposto de pleno emprego e coeficientes fix-s
de produgao resulta em que a curva de transformagiao se reduz a
um ponto. As curvas de ofertas setoriais s3o ineldsticas. Ana_i
saremos aqui o caso no qual admite-se desemprego de algum fat-r,

isto €, que o usc total de cada fator possa ser menor Ggue a s:a
disponibilidade; em simbolos:

LA K
K - X
Y %

Somando— se, diminuindo-se e dividindo-se por 8 o numerader
e o denominador, fica:

k.t 6 = (k+8) k, + 8 X+ 0
1 = ] _ E 0
b4
ke o+ 8 {ky+8) k, + 8 _ EY + 8
6 ;] 8
Mas,de (2.4.1), temos que :
= 8
a, =
6 + ki
Substituindo,
i 1
i _ "—a§ - -'a- _ ay (a ax)
Y . .2 a (a ~ a)
3, ay Y
onde a & a participac@c do trabalho no produto tota..
Como
a-a. ) - a a- a_) a_ (a - a
s a ( ¥ X) i ( x) 3 (ay )
x Y i =
a {ay a,) a {aY a)



130*

Lx + Ly <L {2.14.1.1)
K, + K, <K
Sendo

e (2.14.1.2)

Onde bi e hi’ para i = x, y, correspondem aos coefi
cientes fixos de produgao setoriais de trabalho e capital res
pectivamente, substituindo (2.14.1.2) em (2.14.1.1) ten-se:

L
X

=g
e
+
o
<
Ia iaA

Isolando X,nés desigualdades,resulta:

L
X 5Fx--~§§ Y (2.14.1.3)
& 3o .._;;x ¢ O (2.14.1.4)
- E;- X

(2.14.1.3) representa a restrigiao do trabalho na
produgao de X, para um dado nivel de producao de Y;a desigual
dade (2.14.1.4) corresponde a restrigdc do capital nas mésmas
condigGes. A curva de transformagao & representada pela fun -
Gao

h b
x=m1n{55—-ﬁl’—y;s-l‘—-~sl—y) . ou
p'e % x x
R L
x=min{H-—~JkY,g-—-——JLY)
_ x X
onde
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A representagao grafica da fronteira de possibilidades
dado o suposto que o bem X & intensivo em capital ( Jp <1le

J, > 1), & indicada, no grafico (2.14.1.1), pela linha quebra-

da By E Ay , onde A, E A'y, corresponde a restrigao do

trabalho e BK E B'K corresponde a restricao do capital, ca
da uma mostrandc a maxima quantidade possivel de X para cada
nivel de producao de Y, dadas as dotagOes de trabalho e  capi

tal, respectivamente.

Os pontos possiveis de producgao gue nao violam nenhuma

das restrigoes estao indicados pela area O Aé E By. O ponto By

corresponde a »%— e a inclinagao de BK B'K (representada pe-~
la tangente do xéngulc o ) corresponde a JK.
responde a S&" e a 1nc1inaqao de An, A‘ {(dada pela tangente

do Angulo Y )* corresponde a I,

O ponto AT coxr-

No intervalo O ¥, de producao de Y, a produgac de X
esta localizada ao longo de By E, pois opera a restrigao do ca
pital, & claro, ficando desempregada parte da forga de traba -~
lho, correspondendo a um salario igual a zero.

No intervalo Y_A'y, de producao de Y, a produgao de
X estd localizada ao longo de A‘T E, operando entao a restri -
¢ao do trabalho, e & claro que o capital torna-se redundante
e conseqlientemente a sua remuneragao sera zero. SO em E tere -
mos pleno emprego de ambos os fatores.

Derivaremos agora as curvas de oferta setoriais.Quando
a produgao de Y encontra-se localizada no segmento ¥, Aty a
produgao de X corxresponderd ao segmento oxo e o0 prego relativo
de Y serd dado pela inclinagao da linha A, A'p, isto &,

b
P:JLR% > 1

Quando o prego relativo de Y for maior que J; ‘teremos
completa especializagaoc em Y em A'T. Se a produgao de Y encon
tra-se na regiao de O Y , a produgao de X correspondera ao seg.
mento X, Bys © © prego relativo de Y sera dado pela inclina -

¢ao de BK B'K, isto e,
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(2.14.1,1)

Grafico
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oyt 4

Pregos relativos de Y ainda menores causarac a comple

ta especializagao na produgdo de X ao nivel By.

Nos graficos(2.14.1.2 e 3) estio representadas as’cux
yva de oferta de X,em fung3do do prego relativo de Y,P,resultan
do uma funcao escalonada decrescente;e em fungao de seu pxd -
prio prego relativo,resultando uma fungao escalonada crescente.

Também representamos a curva de oferta de ¥ em fun-

¢do de seu prdprio prego relativo, grafico (2.14.1.4).
2,15 TEOREMA DE SAMUELSON~RYBCZYNSKI

Nesta segio queremos avaliar o efeito da mudanga na
disponibilidade dos fatores sobre a oferta relativa de bens,
mantendo-se constante O Prego relativb dos bens e conseqguen-
temente a remuneracao relativa dos fatores. O teorema de Sa-
muelson-Rybczynski nos responde a essa questao.

0 produto setorial per capita & dado por:

9 = 1y, & (2.15..1)

Substituindo os valores de 1, dados em (2.1.8) e
{2.1.10) na equagao (2.15.1) resulta em gue a produgao seto~:

rial per capita ficas

kK -k
q = —= £ (2.15.2)
y ¥y
x -k
x 'y
X =k '
IR il T (2.15.3)
X % -k X
X Y

Recordemos que, por suposigao, @ setor ¥ & intensi-~
vé no uso do fator capital, a gualquer prego relativo dos fa

tores.
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Grafico (2.14.1.2)



135.

s L e e T B e i

a o s mm wm me o G ew Sm e

Grafico (2.14.1.3)
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Grafico .
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Observando as equagdes (2.15.2) e (2.15.3) vemos que
as produgdes setoriais s3o fungdes das proporgoes em qus se
combinam os fatores de produgdo e da disponibilidade relativa
dos fatores na economia; como nds mantemcs o pPrego  relativo
dos fatores constante , as proporgbes em que se combinam os
fatores em ambos os setores também serdo constantes, dal os

produtos per capita setoriais serem sd fungdo da dotac3oc dos
fatores na economia.

Em primeiro lugar, suporemos gue a alteracao na dispo
nibilidade relativa dos fatores na econoria {8X) decorre de
um aumento na dotagdo do fator capital. Zs consequentes varia

¢Oes ocorridas nos produtos setoriais per capita s3o indica -
dos por:

a9y . (k- k) . -
—— 5 o kﬂ§__-X§ fy = <0 (2.15.4)
d k (kx-ky) (kx—ky)
aq =~ k) £

X . X 3’2 £ = . S . §£2.15.5)
4 k (kxﬁky] (kx—kyl

De (2,15.4) e (2.15.5) temos gue -Um zumento na dota =
gao relativa de capital, com o preco relativo constante,aumen
ta a produgao per-capita do setor mais intensivo em capital e
diminui a produgao per-capita do setor irtensivo em trabalho,
mas supondosse gue dL = 0, vem:

L dy - Y4L
34
k' S S L’ -
dk d ()  LA&K-KdL &K
2
L
Que implica:
da ay
Wk W euw < 0 (2.15.6)

d k ar
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Da mesma forma:

>. 0 (2.15.7)
4k &K

Como (kx— ky) > 0, o aumento na disponibilidade do fa -
tor capital, mantendo-se constante © prego relativo, causa uma
diminuig¢do na produgdo do bem intensivo no usc do fator traba -
l1ho, e eleva a producao do bem intensivo em capital.

Agora passemos a analisar o caso em gque a variagao na
disponibilidade relativa dos fatores na economia (k) & devida
ao aumento da dotagac do fator trabalho.

Os produtos setoriais sao expressos da sequinte maneira:

k - k K L~ K
Yy = & L £ Bl £ (2.15.8)
k - k Y k - k Y
x Yy X Yy
VI k. RPN ek, "L o (2.15.9)
kX - k % k.~ k. ®
x Ty X Y

A variacao no produto setorial quando varia a disponibi
lidade total de trabalho & dada por:

ay . k.,
dL ko ke
ax -k .
i y £ = @ {2.15.11)
aL k -k ®
Xy

Ou seja, guando a disponibilidade do fator trabalho au -
menta (supondo-se que kx > ky) a produgao do bem intensivo no
uso de mdoc de obra (no caso Y) aumenta e a producdo do bem inten
sivo no uso do fator capital (no caso X) diminui.

De acordo com ¢ teorema de Samuelson-Rybczynski, manten-
do-se constante o prego relativo dos bems (e também dos fatores)

um aumento na dotagao de um dos fatores causard o aumento na pro
do bem que utiliza esse fator intensivarente, e yeduzira a produ
¢ao do outro bem,
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Iremos agora procurar a elasticidade da oferta a res-
peito da disponibilidade dos fatores na econcmia. Suponhanos
que a mudanga na disponibilidade global decorre de um :aumentc
na dotagao do fator capital, mantendo-se constante a guantida-
de existente do fator trabalho. Em (2.15.6) e (2,15.7) encon -
tramos que a reagao observada na produao per capita - setorial
& igual 3 variagdo na produgac setorial em relagao 3  dotagac

de capital:
aq ay dag
Y = = o X .o & (2.15.12)
4 k ax k dx

‘ Multiplicando-se ambos os membrcs das duas eguagoes
por X e dividindo-se ambos os membros da primeira expressao
por ¥ e da segunda por X, resulta em:

X i° X
EE?.Y. = Qg.'ﬁ & T'; dqx —— g'g. E
Y dKk Y %2 dk X
. o : L o
Que fica
€ i o= £ : :
g4k Fik para i = X,y _ £2.15.13)

Para o setor X, observa-se:

£

. X K
€ = €y = °
q.k XK _

X (kx ky) Lx fx
Simplificando e dividindo o numerador e o denomi

nador por L temos:
X
4 = L 2= K
XK L
(kxw ky) iﬁ (kx ky) 1x

Substituindo 1, pelo valor de (2.1.9) temos

- k
Eoy & k = k)

(ke ky) G~ k)
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Simplificando-se:

e - k

XK = ——— > 1 (2.15.14)
k - ky

Portanto um aumento na dotagao de capital, mantendo-se
o prego relativo constante, gera um aumento mais que proporcic
nal na produgac do bem intensivo em capital.

No setor ¥, temos:

- £ X
o _ i
R —Yk ) L £ (k-%) 1
b4 Y Y Y X Yy Y
E.YK = e k = -—«--}-(-—-- < 0
K-k k-k (2.15.15)

Essa elasticidade & negativa, mas em termos absolutos
ela poderad ser maior ou menor que a unidade. Isto €, um aumen-
to na dotag¢do do fator capital, mantendo-se o prego relativce
constante, causa uma queda na produgao do.bem intensivo no usc
do fator trabalho, porém a diminuigao pode ser mais ou menos
que proporcional, isto é&:

i-‘”‘YK!E 1 - h_ (2.15.16)

Agora encontraremocs a elasticidade do produto setc
rial com respeito ao trabalho substituindo a expresséo dada er
(2,15.11)

ax L . » K f); 1
G - & X '“(’Ex“"—: k) X
Substituindo X por Lx fx temos:
-~k £ L -k
e = Yy X - Y
XL
(kx ky} L, £, (kx ky) 1,

Substituindo'lx pelo valor gde (2.1.9 ), temos:

i kK -
] ) k, (k, ky)

XL _ -
(k- k) (k= k)
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Simplificando, temos:

X
PP ST R (2,15.17)
k.~ X_) |
y
. ’EXL’ s % (2.15.18)

Para o setor Y, temos:

k4 = .é.?.‘

L
YL ar v

Substituindo oY pelo valor dado em (2.15.11) e Y por

Ly-fy temos: dL
: N kx fy L . kx
YL
k. -k L k -
( X Y) Y fY (kx ky) ly

Substituindo o valor de 1y pelo dado em (2.1.10)e sim
plificande, temos:

k
X

{kx" k)

]

€yr, > 1 - (2.15.19)

Portanto, um aumento na dotacdoc do trabalho, mantendo-
se O prego relativo dos bens constantes, produziri um zumento
mais que proporcional na produgdo do bem gue usa intens:ivamen~
te o fator trabalho (no caso Y) e diminuirid a producao ¢éo ou -
tro bem (no caso X), mais ou menos que proporcionalmente,

Podemos concluir gue um aumento ra dotagao de um fator,
mantendo-se o prego relativo constante, implica em um azumenté
mais que proporcional na produgao do bem em que esse fator & o}
sado intensivamente (efeito magnificacd@o). Ele diminuirZ mais
Ou menos gue proporcionalmente a produgac do bem gque utiliza
esse fator menos intensivamente.

Mostraremos agora a representag%o grafica do tecrema
de Samuelson-Rybczynski através do diagrama de Lerner-~Pearce .
Admitimos que o prego relativo dos fatores & constante, o gue
implica em gue a relacao capital—trabalhc em ambos os setores

nao se altera quando varia a disponibilicade relativa global
dos fatores na economia,
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Inicialmente, temos a disponibilidade relativa dos fa-
tores na economia dada pelo vetor k_. O equilibrio em produgac
& conseguido, dada a remuneragdo relativa dos fatores (9):-pe-

la inclinagdo da reta I I, no ponto A para X e em B para ¥
Um aumento na dotagcao do fator capital, que '€ in-
dicado no grafico (2.15.1) pela mudanga de K, para K;, impli
cara em que o vetor ko passe para kl' Observa~se tambén ax
mento na produgac do setor X, dado que A passa para A’ €

gueda na produgdo do setor Y, pois B passa para B'.

No grafico (2.15.2) representamos © caso em que temos
um aumento na gquantidade do fator trabalho na economia de LO
ﬁaga Lj. A relacao capital-~trabalho na economia passa de ko
para kl quando ocorre o aumento na forga de trabalho. Verifi
ca~se também que ocorre um aumentc de produgac no setor Y,
pois B' estd a nordeste de B, ¢ uma gueda no nivel de produ =
¢ao no setor X, pois A' estd a sudoeste de A.

Utilizaremos agora a caixa de Edgeworth-Bowley, para
mostrar o teorema de Samuelson-Rybczynski.Comegaremos pelo ca
so em que aumenta a dotacao de trabalho na economia. Inicial-
menté, as origens na produgﬁo setorial sao 0x e Oy' determi
nadas pela disponibilidade dos fatores, Dada a remuneragao re
lativa dos fatores, indicada pela inclinacdo da reta FF no
grafico (2.15.3), o equilibrio na produgao fica determinado
em Q, estabelecendo-se as proporgtes k_ e ky e tambén os
correspondentes niveis de produgao de X e Y.

Quando aumentamos a quantidade de trabalho, a base da
caixa aumenta, mudando a origem de X de Ox para 0‘x (conc no
grafico (2.15.3)), ou,alternativamente, muda-se a origem de
OY para a direita. Mantendo-se constante a remuneracgao rela-
tiva, o novo equilibrio & consequido mediante o deslocamento
paralelo do raio kx para k‘x. Na nova posicao Q' a produgao
de Y aumenta claramente de Q 0y para Q' Oy, porém a produ -~
gao de X diminui de O, Q para O' Q'. A produgido de ¥ au-
menta mais que proporcionalmente em relagao ad aumento obser-
vado na dotagdo do fator trabalho,

O incremento relativo na produgdo de Y & dado por:
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Grafico (2.15.1)
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Grafico (2.15.2)
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AY _ 0'¢ _ EE
X 0 EM
y Q
O incremento relativo na disponibilidade do fator tra
dado por:
¥
AL S& 0«
L O_ M
X

O numerador da variagao relativa de ¥ £ maior gue O nu
da variacdo relativa em trabalho, poxrém os denominado-

relagdo inversa, assim:

i}

Q' J o, 0’ , por construgao

X

Q' J E'H por projegao; segue-se ent2o

E'E > E'H=0_ O
% X

e graficamente temos:

EM <O _M
X

Conclui-se entao que:

Ay _E'E , E'H _ AL
o
Y EM OM L

ou rainda melhor,

Ay

Y

o = Pt >

Eyk oy :
L

Aumentos sucessivos na oferta de trabalho na economia

leva a especializaqéo na produgao de Y. Aumentos posteriores
na oferta de trabalhoalterarao a relagdo capital-tabalho e,con

seqlentemente,a remuneragdo relativa do fator trabalho diminui

Ta.
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Como vemos no grafico (2.15.4) no poﬁte O“X obtemos a
especializagao em Y ; se continuarmos aumentando a disponibili
.dade de trabalho e mantendo © pleno erprego, teremos gque
intensificdr mais ainda o uso de trabalhc em Y, dJdetericrando
2 reﬁuneragﬁo relativa do trabalho e modificando *a -razao
capital-trabalho,

Passemos agora a estudar essas mudangas através da
curva de transformagac. No grifico (2.15.5) encontramos a cur
va T T que representa a curva de transformaciac para uma dada
disponibilidade de fatores. O preco relativo dos bens, dado
pela inclinagado da reta P, P,» determinz em sua  tangéncia
com a curva de transformagdo o ponto A de predugdo. Se a dota
gac relativa do fator trabalho na economia aumenta,a curva de
transformagao desloca-se assimetricamente,transformando-se na
curva T' T', Mantendo constante o prego relativo dos bens,
teremos um novo ponto A' gue determina a producao. Neste pon
to a produgdo de Y serd maior e a de X menor., De A e A' pode~
mos obter a reta R R que & chamada linha de expansic de
Rybczynski.

Analisemos agora a variagdo relativa na composigdo re
lativa do produto setorial em relagdc & disponibilidade rela
tiva dos fatores, ou seja:

9
A( g )

q q

X s

— din ;

ay Gy _dng, dlndgy (5 15.20)
E(?.x k) = = - = .y - - .

q. ¢ Ak dln X dLn < GLn X

Substituindo em (2.15.20) os valcres ce Eq k e quk
encontrados em (2.15.15) e (2.15.14) temcs: &

- S 2
. g N k B Kk _ K=k ky W+ k kx
{"‘"rr ¥ k) o - - k — k
a, X kx k ky (k x} (k y)

; i
Ordenando e substituindo . teros:

A a mudanga da elasticidade em termos de proporgdes para parx-
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A

Grafico (2.15.5)
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k (k- x_) ) (1~a) a (ﬁy“ a,)

" (k*kx}{k-ky) (ay~ a) {(a - ax}

<0 ,, :

{2.15.21)

Fodemos dizer alguaa coise a meis cw relagdo & expres-

sao {2.15,21): o valor abscluto decsta elasticidade € nmaior do
gue um, pois:

oy 3 P b ¥ e ) - P . A

k> (k kx, e (kx ky) {k ky,, ficando portanto

N

X k) > 1 {2.15.22)
9,

Da expressao {2.15.22) sabemos gue, guando o setor X &
intensivo em capital, um aumento na disponibilidade relativa
do capital gera wwa redugao mais gue proporcional na producao
relativa de Y.

No grafico (2.15.6) podemus ver gue a um dado prego re
letivo, um aumento na dispenibilidade relativa do capital im -
plica em uma redug@o na propergao | % Y, Isto €, quando a dis-
ponibilidade relativa do capital aumenta ko para kl’ a pro

e
o B g Y . Y
porgao da produgdo cai de {g)_ para (§ ) _y-

ticipagoes.pode ser conseguida dividindo ambos 08 e ros
por 9 ¢ somando e diminuindo & em cads parénteses, assim:

k, + 0 R, + 8

X
3 = e

0 ©

4 « .\ 4 ’\:\
kro 5V ke 7T
D 9 6 o

6 + X !

o ...___.'.‘._..,_.l e o5 .-_H...‘?._...-._
COliy 5 g : + 0

i
Substituindo encontramos a expressao descjaeda.
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Agora procurarcmos & elasticidade da estrutura de pro-

-~ Y ~ .. - . . -
dugao ( = } com relagac & proporgac trabalho-capital,

: atn ¢~ din aln o GLn
W I PR, S ok o W acihe ko
9% atn { ¢ ) - dLo X ataik aLnk
Ordenando ¢ substituindo, ftemns:
g E (k- K.} (1<a} a (g~ a.)
;_.X-;b}: ) = - ST B et % 3. 19,15.2355
g, K

(kx~ ky){k» k {ay—a; (a=~ ax}

)
Yy
Isto &, we aumento na disponibilidade relativa de tra-

palho na economia, mantide consiante o prego relativo dos bens,
gerard wm aumento mais gue proporcional na producso do bem in-
tensive no uso do fator itrabaiho. Mo gréfico (2,15.6) podemos
ver a representacio do aumento da disponiblilidade relativa de

tyabalho quande k diminui de k pora ke a respectiva mu -

1 o
danga na predugao relativa,
Se aumcntarmos a dotagzo absocluta dos. :fatores,

mantendo a mesma dotagto relaliva, isto &, ambos os fatcres de

ven aumentar na meshia pl‘G}_‘?i’)Iggﬁ, s OCOTrari um aumenits na pro

o]

ducis absoluta, pois a fronleira ¢o possibilidades de produgao

Y F Ly

se desloca paralelamente, como podaios vax no grafico {2:384 1)
P ’ E Q

A0 mesmo prego relative de bers, pudouos a produgﬁo, da ponto

A pava A', A produgao absclvic doe onda wn auwentol na mesua

propoxrgio, isto €, a compesigan relativa da produgao nao wa -

dou.
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Grafico (2.15.7)
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