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Resumo

Mostramos a existéncia e unicidade de medida de méxima entropia, para dife-
omorfismos parcialmente hiperbdlicos semi-conjugados a uma classe de aplicacoes nao
uniformemente expansoras. Bem como provamos a estabilidade estatistica do sistema. E
principalmente obtemos propriedades estatisticas para tal medida. Mais precisamente,
usando a teoria de métricas projetivas em cones, provamos o decaimento exponencial de
correlagoes para observaveis Holder continuos e o teorema do limite central para a medida
de maxima entropia. Além disso, utilizamos tais técnicas para obter resultados analogos

no contexto de sistemas parcialmente hiperbdlicos derivados de Anosov.

Palavras-chave: Formalismo Termodinamico, Sistemas Parcialmente Hiperbdlicos,

Operador Transferéncia.



Abstract

We show the existence and uniqueness of the maximal entropy measure for par-
tially hyperbolic diffeomorphisms which are semi-conjugate to a class of nonuniformly
expanding maps. As well as show the statistical stability of the system. And especially,
we obtain good statistical properties for such measure. More precisely, using the theory
of projective metric on cones we prove exponential decay of correlations for Holder con-
tinuous observables and the central limit theorem for the measure of maximal entropy.
Furthermore, we use such techniques to obtain similar results in the context of partially

hyperbolic systems derived from Anosov.

Keywords: Thermodynamic Formalism, Partially Hyperbolic Systems, Transfer

Operator.
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Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

O formalismo termodinamico aplicado a mecanica estatistica tem como precur-
sores os trabalhos de Sinai, Ruelle e Bowen para sistemas uniformemente hiperbdlicos e
potenciais Holder, no inicio dos anos 70. Tal teoria foi bem aplicada a outros sistemas
como Axioma A e difeomorfismos de Anosov. Fora do contexto uniformemente hiperbélico
ainda nao temos dissecada a teoria. Muitas contribuicoes neste sentido existem, para citar
algumas temos [BK98, BF09, Yur03, OV08, SV09, BF09, Sar99, Cas02, VV10, CV13].

Especificamente, Varandas e Viana provaram em [VV10] que dados um homeo-
morfismo local f : M — M, nao uniformemente expansor, com inversa lipschitziana e
um potencial continuo ¢ : M — R satisfazendo certas propriedades, existem um nimero
finito de estados de equilibrio ergdédicos com respeito a f e ¢ tais que todo estado de
equilibrio é combinacao linear convexa destes. Na hipoétese da dinamica ser topologica-
mente exata, existe entdao um unico estado de equilibrio. Além disso, Varandas e Viana
provaram que os estados de equilibrio sao absolutamente continuos, em relagao a alguma
medida conforme.

Com este ultimo resultado, através de uma abordagem da analise espectral, Cas-
tro e Varandas em [CV13], apresentaram uma outra prova de existéncia e unicidade de
estados de equilibrio associados a uma dindmica como em [VV10] e a potenciais Holder
continuos, de baixa variacao e contidos em um cone de funcoes apropriado. Mais ainda,
aplicando técnicas de cones e métricas projetivas ao operador de Ruelle-Perron-Frobenius,
Castro e Varandas em [CV13], provaram boas propriedades estatisticas destes estados de
equilibrio, a saber, o decaimento exponencial para observaveis Holder continuo e o teo-
rema do limite central. Os autores provaram também outros resultados de estabilidade

sobre pertubagcoes deterministicas e aleatorias.



Nosso trabalho aqui é provar a existéncia, unicidade, decaimento exponencial
de correlacoes para observaveis Holder continuos e o teorema do limite central da me-
dida maximizante da entropia, relativa a difeomorfismos parcialmente hiperbélicos semi-
conjugados a aplica¢oes como em [CV13]. Tal medida serd construida a partir do tinico
estado de equilibrio garantido em [VV10, CV13|. E a partir de resultados de estabilidade
obtidos em [CV13], provamos a estabilidade estatistica do sistema. Aplicando também
técnicas de cones e métricas projetivas ao operador de Ruelle-Perron-Frobenius para ob-
ter contracao num cone de fungoes adaptado, estendemos tais técnicas a difeomorfismos
parcialmente hiperbdlicos derivados de Anosov.

Neste capitulo encontra-se a definicao precisa do nosso contexto parcialmente
hiperbdlico e uma familia de exemplos. Além disso recapitulamos as principais defini¢oes
com designio de enunciar os principais teoremas deste trabalho.

O segundo capitulo estabelece a existéncia e unicidade de medida de maxima
entropia, com base no estado de equilibrio garantido em [CV13]. A construcao de tal
medida surge naturalmente da idéia de que nas regioes de contragao o sistema nao gera
entropia, assim, a complexidade do sistema do ponto de vista da entropia é determinada
pela dinamica nao uniformemente expansora como em [CV13]. Provamos aqui também a
estabilidade estatistica do sistema.

No terceiro capitulo provamos boas propriedades estatisticas da medida de maxima
entropia. Mais precisamente, o decaimento exponencial de correlacoes e o teorema do li-
mite central. Aplicamos as técnicas de cones e métricas projetivas e para tal fizemos um
breve resumo destes conceitos e principais resultados aqui utilizados. O trabalho mais
laborioso ¢é a prova da invariancia de um cone de fungoes apropriado, no sentido de que
0 mesmo seja estritamente invariante pelo operador de Ruelle-Perron-Frobenius. Além
disso, encontra-se também a prova, nao menos ardua, que a imagem do cone por tal ope-
rador possui diametro finito na métrica projetiva. KEstes sao os requisitos basicos para
obter contracao na métrica projetiva. De posse disto, devido a dualidade nos espacos
das medidas de probabilidade, podemos através do operador de Ruelle-Perron-Frobenius
herdar o decaimento exponencial de correlagoes e como consequéncia o teorema do limite
central.

Reservamos ao ultimo capitulo a extensao natural dos resultados a sistemas de-
rivados de Anosov onde admitimos uma particao de Markov com propriedade mixing,
porém com diametro nao necessariamente indo a zero. Estabelecemos de forma precisa o
contexto e provamos os principais resultados do terceiro capitulo. Mais ainda, construimos

uma medida candidata a medida de maxima entropia com boas propriedades estatisticas.



1.2 Contexto

O objetivo principal deste trabalho é provar propriedades estatisticas da medida
de maxima entropia, relativa a difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos semi-conjugados
a aplicagoes g : N — N como em [CV13]. Tais aplicagoes sao homeomorfismos locais de
uma variedade riemanniana N, compacta e conexa, de grau maior que dois, de modo que
dado qualquer y € N existe uma pré-imagem z € N onde localmente existe expansao
global. Além disso, nas demais pré-imagens eventualmente pode existir contracao em
alguma direcao, porém tal contracao é limitada de modo que a dinamica nao contraia
muito.

Mais precisamente, seja g : N — N um homeomorfismo local e assuma que existe
uma fungao continua = — L(z) tal que, para todo z € N existe uma vizinhanga U, de x

tal que g, : U, — g(U,) é invertivel e

A9, (y), 9, (2)) < L(x) d(y,2), Vy,z € g(Uy). (1.1)

Em particular todo ponto possui o mesmo nimero finito de pré-imagens deg(g) que coin-
cide com o grau de g. Existem também constantes 0 < A, < 1, L > 1 e uma regiao aberta

Q2 C N tais que

(H1) L(z) < L para cada z € Q e L(xz) < A\, para todo = ¢ Q, com L préximo de 1.

(H2) Existe uma cobertura finita & de N por dominios abertos de injetividade para g,

tais que €2 pode ser coberto por ¢ < deg(g) elementos de U.

A condigao (H1) diz que em N\ existe expansao global e na regiao 2 pode haver
contracao em alguma direcao pela aplicacao g, em uma taxa maxima de I A condicao
(H2) garante que para todo ponto, ao menos uma pré-imagem deste, encontra-se na regiao
de expansao.

Seja entao f : M — M um difeomorfismo sobre sua imagem, onde M é uma
variedade riemanniana compacta, tal que exista II : M — N continua, sobrejetiva e de

modo que
[Tof=goll (P1)

Dado y € N, seja M, = II"!(y). Podemos entao escrever M = U M,. Observado que
yeN
f(M,) C My, suponha ainda que f seja uma contracao forte restrita a M, ou seja,

existe 0 < Ay < 1, suficientemente pequeno, tal que para todo y € N, f: M, — M) ¢é
uma Ag-contragao, isto é,

d(f(2), f(w)) < Asd(z,w) (P2)
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para todo z,w € M,,.
Nosso objeto de estudo é uma medida de méxima entropia que em particular
¢ uma medida f-invariante, logo pelo teorema de recorréncia de Poincaré tal medida é

suportada no atrator
A=) (M),
n=0

Observe que A é compacto e invariante pela aplicacao f. Portanto do ponto de vista de
medidas f-invariantes, é suficiente estudar a dinamica de f restrita a A.

Dados x,y € M denotando a projegao II(x) por & e a projecao Il(y) por 7,
exigiremos que M;NA e M;NA sejam homeomorfos e que a métrica de M seja equivalente
a uma métrica produto. Mais precisamente, existe um homeomorfismo 7z 4 : Mz N A —
My N A de modo que

1

ol [dn(2,9) + du(Ta,9(7),y)] < du(z,y) < Cldn(2,9) + du(ma5(2), y)] (P3)

para alguma constante C' > 0. Onde dy; e dy representam as métricas riemanniana de
M e N, respectivamente. Por simplicidade representaremos ambas as métricas por d.

Além disso teremos como hipdtese que tais homeomorfismos sao invariantes, isto

f(m3.4(2)) = Tg(@).a) (F(2)) (P4)
para todo z € M; N A.

Observacao 1. Um sequndo objetivo deste trabalho € utilizar as técnicas aplicadas ao
caso das dindmicas semi-conjugadas a aplicagoes como em [CV'13] e construir uma me-
dida invariante para derivados de Anosov parcialmente hiperbolicos. Bem como, provar
boas propriedades estatisticas para tal medida. O contexto especifico para este caso serd

explicitado no capitulo 4.

1.3 Exemplos

1. A mais simples familia de exemplos sob nosso contexto corresponde a sistemas do
tipo skew-product. Mais especificamente, tome um skew-product obtido de uma
aplicacdo g : N — N como em [CV13] com N uma variedade riemanniana, com-

pacta, conexa e um difeomorfismo local & : N x K — K | tais que

fi: NxK —- NxK
(z,y) = (g9(), ®(z,y))



seja um difeomorfismo sobre sua image, e para cada x € N, ®(z,-) : K — K seja

uma Ag-contracao. Em tal caso, II é a projecao canonica na primeira coordenada, e

N x K = U K., onde K, = {z} x K para todo x € N.
zeEN

. Como um subexemplo, podemos considerar o solendide gerado em um toro sélido
St x D. Definimos f por

f. S'xD —=S'xD
(0,2) = (9(0), 0(0) + A(2))

Figura 1.1: Solendide

em que g € a aplicacao de Manneville-Pomeau dada por

0 O(1 + 226%) ,se0<H <1
g —_=

0—1)1+221—-0)")+1 ,se3<0<1
onde a € (0, 1), ¢ é um difeomorfismo local e A é uma contragao.

. Podemos modificar os exemplos acima de modo a obter classes C%-robustas (con-
tendo um conjunto aberto) de exemplos. Estes exemplos sao ditos tipo Derivados
de Solendide (Derived from Solenoid-like).

Para fixar ideias, trabalharemos em dimensao trés, comecando com um exemplo
analogo ao do item anterior. Nossa construcao é facilmente adaptavel para di-

mensoes mais altas.

Seja entao um sistema tipo solendide no toro sélido tridimensional, isto é, um

CO? — skew-product difeomorfismo hiperbélico fy : S* x D — S x D.



Figura 1.2: Manneville-Pomeau

Identifique S* com S' x {0}, e considere II; a projecio na primeira coordenada.
Suponha entao que Iy o fy|g1 : ST — S! x {y} seja uma aplicacao expansora (a qual
nao depende de y € D), e que fy seja contrativo ao longo das folhas {z} x D, z € S*.
Ademais, suponha fj injetiva restrita a cada folha estavel {z} x D, e portanto fy

seja um difeomorfismo sobre imagem.

Suponha que a norma de D fy ao longo do subfibrado estdvel e a norma de D f;™*
ao longo do fibrado instavel sejam limitadas por uma constante Ay < 1/3. Seja p
um ponto fixo de fy e seja & > 0 pequeno. Denote Vy = B(p,d/2). Entao, como
em [Cas02], deformamos f ! dentro de V; por uma isotopia obtendo uma familia

continua de aplicacoes f;,0 < t < 2 de tal forma que

i) A continuacao py, do ponto fixo p vai através de uma bifurcacao tipo flip, ou outra

genérica, ocorrendo por todo o tempo, em V. Parat = 1, com f; conjugado a

fo. Supomos que a derivada D fi|ges nao expanda vetores.

ii) No processo, sempre hd um campo-cone estavel forte C** (cf. [Vi97] para de-
finigdes) e um campo-cone centro-instavel C, definidos em toda parte, tal que

C contém a diregao instavel da aplicagao inicial fj.

iii) Finalmente, a abertura dos campos de cones C* e C° é acotada por uma

pequena constante o > 0.

iv) Existe uma constante ¢ > 1 e uma vizinhanca V; C Vo N W#(p), tal que
J¢ = ||detD | geu|| > o fora de Vi;

v) As aplicacdes f; ' sdo §—CC-préximas de f;* fora de V; de modo que ||(D f; | geu)|| <
Ao < 1/3 fora de V.

Note que as propriedades expressas nas condigoes i) a v), vélidas para f;,0 < v <

2, sao validas também em uma C'-vizinhanca U/ do conjunto de difeomorfismos
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{ft,0 <t < 2}. Em particular, por [HPS77] as condigoes i) a iii) implicam que
todo f € U possui uma folheacao central ivariante, ja o campo de cones central
nos permite definir uma transformagcao de grafico a ele associado, com dominio no
espaco de folheacoes tangentes a C°’, o qual nao é vazio, uma vez que a folheagao
instavel de fy é tangente a este campo de cones. Por outro lado, toda f € U também

exibe uma folheacao estavel forte variando continuamente com o difeomorfismo.

Como uma consequéncia do lema 6.1 de [BoV99] existe uma C'-vizinhanga U; C U
do conjunto { f;, 1 < t < 2} tal que para todo f € U, o maximal invariante de S* x D
é um atrator parcialmente hiperbdlico, que nao é hiperbdlico, por ser transitivo e

conter pontos com diferentes indices.

Considerando condigoes C?-robustas sobre as derivadas como em [HP70, HPS77],
temos que as holonomias (projegoes ao longo das folheagoes invariantes) podem ser

tomadas de classe C.

Desse modo, podemos considerar para cada f € U; o circulo N = Ny = S que
passa por py (paralelo a primeira componente do produto S* x D), e gy : Ny — Ny a
aplicagao dada por g(z) = Iy f(z), onde I1;(y) é o tnico ponto da variedade estével
forte W3* (y) de y que intersecta N;. Como a folheacao estédvel forte é f invariante,

temos que
g(My(x)) =11 f (),
dando-nos a semiconjugacao desejada.
Nesse exemplo, é facil verificar, que g é nao uniformemente expansora no circulo,

com todo ponto possuindo um ramo inverso contrativo, sendo o outro nao muito

expansor, conforme as hipéteses em [CV13].

1.4 Definicoes e Principais Resultados

Considerando que a entropia topoldgica mede a taxa exponencial de crescimento

do nimero de érbitas distintas da dinamica, daremos énfase a definicao de entropia to-

polégica segundo Bowen, usando a defini¢ao de conjuntos (n, €)-separaveis. Para este fim

relembramos que um conjunto compacto K contido num espago métrico (X, d) é dito ser

(n, €)-separavel se

Vo,y € K,z # y,max {d(f(z),d(f(y));5=0,-- ,n—1} > ¢

Denotaremos por S(n, e, K) a méxima cardinalidade de um subconjunto (n, €)-separdvel

de K. Definiremos a entropia topoldgica de f relativa a um subconjunto compacto K de

7



X, nao necessariamente invariante, por

h(f, K) —hr%hmsup—logS(n ¢, K).

n—oo 1
E assim podemos definir a entropia topoldgica de uma aplicacao uniformemente continua

f: X — X, (X nao necessariamente compacto) como sendo
h(f) =sup{h(f, K); K compacto }

Como no nosso contexto A é compacto, a continuidade de f é suficiente para a definicao
da entropia. Notemos também que a definicao acima depende da métrica. Mas se X ¢é
compacto e f é continua por [W93] temos que h(f) = h(f, X) e ndo depende da métrica.

Abrimos mao da definicao puramente topoldgica da entropia, que pode ser vista
também em [WO93], pois a definigdo acima serd mais adequada para determinarmos a
entropia de f. Mas precisamente, provaremos que a entropia de f é igual a entropia de g.

Agora, com o intuito de estabelecer nossos principais resultados daremos a de-
finicdo de entropia segundo Shannon [S48], em 1948, nos seus estudos em teoria da in-
formacao. Tal definigao, quantifica a complexidade da dinamica relativa a uma medida,
ou seja, estaremos interessados em estudar a taxa de crescimento exponencial de érbitas
que sao relevantes a uma determinada medida.

Iniciaremos definindo a entropia de uma particao relativa a uma medida. Dado
um espaco de medida (X, B, y1) tal que p € M}(X), isto é, u é uma medida de probabi-
lidade f-invariante, definiremos a entropia de uma particao finita P de X por:

== u(P)log u(P).
PeP
Tendo em mente que se P e Q sao parti¢oes de X, entao PVQ :={PNQ;P € P,Q € Q}

e f~1(P) sao ainda partigoes de X, podemos definir

.1 _ _
Bl P) = lim Thy(PY [ (P)V -V [ (P)).
A entropia de f relativa a p é dada por h,(f) := sup {h,(f,P); P finita }. O principio

variacional estabelece uma relacao natural entre a entropia topolégica e a entropia to-
polégica relativa a uma medida. Precisamente ele nos diz que, se f é uma aplicagao

continua e X é um espaco métrico compacto entao

h(f) =sup {hu(f);p € MH(X)}.

Dizemos entao que uma medida de probabilidade f-invariante p ¢ uma medida de maxima

entropia para f se

Estamos em condigoes agora de enunciar os principais resultados deste trabalho:
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Teorema A. (Medida de Mdxima Entropia) Seja f : N — A um difeomorfismo

satisfazendo (P1), (P2) e (P3). Entao existe uma unica medida v de mdxima entropia

para f.

Provaremos também propriedades estatisticas de tal medida. Mais precisamente
provaremos que tal medida de maxima entropia possui decaimento exponencial de cor-
relacao para observaveis Holder continuos e satisfaz o teorema do limite central que é
bastante relevante na mecanica estatistica.

Dizemos que uma medida v possui decaimento exponencial de correlacoes para
observaveis Holder continuos, se existe alguma constante 0 < 7 < 1 tal que para todo
v, a-Holder existe K (p,1) > 0 satisfazendo

’/(gpofn)l/JdV—/godV/l/JdV

Utilizando a teoria de cones e métricas projetivas provaremos o seguinte teorema:

< K(p,¢)-1", paratodon > 1.

Teorema B. (Decaimento Exponencial de Correlacoes) A medida v de mdzima
entropia para f: N — A, satisfazendo (P1), (P2), (P3) e (P4), possui decaimento expo-

nencial de correlagcoes para observdveis Holder continuos.



Vale ainda o teorema do limite central para a medida p, isto é:

Teorema C. (Teorema do Limite Central)
Seja p de mdxima entropia para f : A — A, satisfazendo (P1), (P2), (P3) e
(P4). Dada ¢ uma func¢ao Hélder continua e

03:=/¢2du+2;/¢-(¢oﬁ>du, oude o= [ o

Entao 0, < 00 e 0, = 0 se, somente se, ¢ = uo f —u para algum u € L*(11). Mais ainda,

se o, > 0 entao para todo intervalo A C R

. . 1n—1 . B 1 722722
7111_{1()10/1(3:6]\4% 0(¢(f9(x))—/g0d,u)€14> _Ugo\/ﬁ/Ae dt.

j=
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Capitulo 2
Medida de Maxima Entropia

Provaremos neste capitulo a existéncia de uma tinica medida de maxima entropia
para f, que sera construida a partir do tnico estado de equilibrio para ¢, associado aos
potenciais constantes, que é garantido por Castro e Varandas em [CV13]. Além disso

provaremos a estabilidade estatistica do sistema.

2.1 Construcao da Medida de Maxima Entropia

A ideia da construcao da medida de maxima entropia é que, devido a contracao de
[ M, — My, a dinamica das drbitas distintas de f : M — M vai ser determinada pelo
comportamento da aplicagao g : N — N. Tal aplicagdo possui, como visto em [C'V13],
uma uUnica medida de maxima entropia, a qual denotaremos por v, que coincide com o
unico estado de equilibrio para ¢ associado aos potenciais constantes. Nada mais natural
entao definir uma medida em M a partir de conjuntos da forma IT"!'(A) onde A é um
mensuravel da o-algebra de Borel em N.

Como II é continua, sobrejetiva e ITo f = g o I, pode ser visto em [W93] que,

h(f) > h(g).

Mais ainda, devido a Bowen [Bow71] segue que

h(f) < h(g) +sup{h(f, 11" (y));y € N}

Provaremos que h(f,II"!(y)) = 0 para todo y € N. De fato, como f : M, — My, ¢ uma
As-contragao, fixado € > 0, os tnicos conjuntos (n, €)-separaveis em bolas de diametro e
restritas a M, sdo os conjuntos unitdrios. Assim, como II™!(y) pode ser escrito como uniao
de m(e) € N bolas de diametro €, concluimos que a maior cardinalidade de um conjunto

(n, €)-separdvel em I171(y) é m(e). Portanto, para todo n € N temos S(n, e, [T (y)) <
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m(e) e pela definigao da entropia segue que h(f,II7(y)) = 0 para todo y € N. Logo
h(f) < h(g), garantindo que h(f) = h(g).

Esta informagao nos permitird construir uma medida de méxima entropia para
f a partir de uma medida de maxima entropia para g. De fato, sabemos por [CV13]
que existe uma unica medida de probabilidade g-invariante, a qual denotamos por v,
que realiza a maxima entropia de g. Pelo principio variacional, como h(f) = h(g), a
medida v possui entropia relativa a g, maior que a entropia relativa a f de qualquer outra
medida de probabilidade que seja f-invariante. Assim, é suficiente obter uma medida de
probabilidade f-invariante, que possua entropia relativa a f maior que a entropia de v
relativa a g.

Para tal, seja I, a restricao de II ao conjunto A. Seja Ay a o-dlgebra de Borel
de N. Claramente, Ay := II,'(Ay) é uma o-dlgebra em A. Os elementos de A em Ay
sao da forma A = I1;'(B) onde B € Ay. Como f é uma bijecio em A e Ily o f = goll,
temos que

A=TG}(B) = Jo [ o T3 (B) = [ oll; 0 g'(B).

Sabemos que g~ '(B) pertence a Ay. Segue entao que Ay C f(Ag) e assim A, := f*(Ap)
é uma sequéncia de o-dlgebras tais que A4y C A; C --- C A, C ---. Seja agora ju, : A, —
[0, 1] definida por:

pn(f"(Ao)) = v(I1a(Ao))
para todo Ay € Ay. Observemos que u, é f-invariante para todo n € N. De fato, dado
A= f(Ap), onde Ay = II;'(B) e B € Ay, segue da g-invariancia da v e sobrejegao das

aplicagoes g e I, que:

pn(fHA)) = (ffl(f"(Ao))) pn(f (7 1( 0)))
( 0))) = v(TIa(f~" 0TI (B)))
Log i(B))) =v(g (B ))

12



f
. po(B) = po(f 1 (B))

Figura 2.1: Invariancia da Medida po no solenoide

o0
Agora, como A, C A1, temos que A := U A, é uma édlgebra em A.
n=0

Definiremos entao p : A — [0, 1] tal que p(A) = p,(A) se A € A,,. Claramente u
esta bem definida e além disso é finitamente aditiva visto que u, osdaoe A, C A, ;. Para

provar que u é o-aditiva utilizaremos o seguinte critério, que pode ser visto em [Mane]:

Proposicao 1. Seja A uma dlgebra de subconjuntos de X e p: A — [0,1] uma fungao

tal que

p(ArU---UA,) = ZM(Az‘)

para toda familia (A;)i1<i<n de subconjuntos disjuntos de X em A. Suponha que ezista

uma familia C C A tal que
e C ¢ uma classe compacta, isto é, se C17 D Cy D -+ D C, D --- sao elementos de C

entdo ﬂ Cy # 0.
n=1

e C salisfaz a propriedade de aprorimacao, isto €, para todo A € A temos u(A) =
sup{pu(C);C C A,C € C}

Entao y é uma medida.
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Seja entao Ky a reuniao de todos os compactos de N. Podemos definir uma
o0

subfamilia Ky := II,' (Ky) de Ag tal que Ky 1= U f"(Ko) contida em A é uma classe
n=0
compacta e satisfaz a propriedade de aproximacao. Provemos estes fatos:
e SejaCy D Cy D -+ D C, D --- subconjuntos de K,. Para cada i € N, existe
D; € Ky en; € N tais que C; = f™ (HK1 (Dz)) Como I ' (D;) é compacto, pois é

fechado e estd contido no compacto A, segue pela continuidade da f, que (C;)en €
oo

uma familia de compactos encaixantes, em particular ﬂ C, # 0.

n=1

e Dado agora, A € A queremos provar que p(A) = sup{u(C);C C A,C € Kp}. Sa-

bemos que pela regularidade da medida v, para todo B € Ay temos v(B) =

sup{v(D);D C B,D € Ky}. Observemos que C' € K, se, somente se, existe
D € Ky tal que f/(II;'(D)) = C. Além disso

u(C) = p(f" (I H(D)) = v(ITx o T (D)) = (D),

portanto sup {v(D); D C B,D € Kx} = sup{u(C);C C A,C € Kp}. Como para
todo A € A existe B € Ay tal que pu(A) = v(B) obtemos que

p(A) =sup {u(C);C C A,C € Ky}

Logo, pelo critério de aditividade dado acima, segue-se que p ¢ uma medida o-
aditiva. Mais ainda, p é f-invariante, ja que todas as u, sao f-invariantes. Resta-nos
entao provar que a extensao de A coincide com a o-algebra de Borel. Para tal, como A
estd contida na o-algebra de Borel de A, pois I, é continua, é suficiente notar que A
contém uma sequéncia de particoes cujo diametro vai a zero, pois f : M, — Mg, ¢ uma
As-contracao.

Com efeito, para todo n € N, pela continuidade(uniforme) de ¢g", dado A\” existe
d(n) > 0 tal que d(z,w) < d(n) implica que d(¢9™(z), g"(w)) < AZ, para todo z,w € N.
Seja entao P uma sequéncia de partigoes em N formada por borelianos e cujo diametro

da partigdo é menor que §(n). Definiremos agora a sequéncia de partigoes
P = " (I (P)) (2.1)

de A cujo didmetro vai a zero. De fato, dados Z,j € P, onde P, = f" (Il (PY))
para algum elemento P € P existem x,y € A tais que 7 = f"(z) e y = f"(y) com

(z),1(y) € P°. Assim, definindo & = II(z),y = I1(y), 7 = I1(Z) e g = [I(y) e observando
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=>

) = g"(l(x)) = II(f"(x)) = & e g"(9) = g"(Il(y)) = T(f"(y)) = § obtemos que

d(f"(x), ["(y)) < Cld(z,9) + d(mzg 0 ["(2), ["(y))]

que g"(

= Cld(g" o Il(x),g" o I(y)) + d(f"(7z,5(x)), ["(y))]
< C N+ Nd(ms5(2), )]

< C[1+ diam(M)] A2

S

Com abuso de notacgao, denotaremos ainda por p sua extensao a o-algebra de
Borel. Sabemos que i é também f-invariante.

Agora provaremos que a entropia de p relativa a f é maior que a entropia de
v relativa a g. Para isto observamos que o estado de equilibrio construido em [V'V'10] é
ergddico. Denotaremos por B!'(g,v0) a (n,€)-bola dinamica de g no ponto yo € N, isto
é, o conjunto de pontos y € N, tais que d(¢’(y), ¢’ (o)) < €,Vj € {0,--- ,n — 1}. Segue
entao, por Brin-Katok, que existe /' C N de medida v total, onde

1
(9) = g lim sup Zlog e o)

para todo ponto y € F.

Seja agora BI'(f,x) a (n,€)-bola dindmica de f restrita a A no ponto x € A, ou
seja, os pontos z € A tais que d(f7(z), f/(z)) < ¢,Vj € {0,--- ,n — 1}. Pela continui-
dade(uniforme) de II dado € > 0 existe 0 < § < € tal que II(Bs(w)) C B(II(w)) para
todo w € M. Observaremos entdao que Bf(f,x) C II,' (B™(g,y)) para todo x € I1;*(y).

De fato, dado z € B} (f,x) devemos provar que II(z) € B(g,y). Como II(z) =y
temos para todo j € {0,---,n — 1}

d(g’ oI(2), ¢’(y)) = d(¢’ o1l(2),¢’ o Il(x)) = d(Il o f7(2), 1o fi(x)) <.

Por esta razao
p (B3 (f,2)) < p (" (B! (9,9))) = v (B! (9, 9))

e portanto como § — 0 quando € — 0 temos que

1
h, < limlimsup —log —MMM
(9) < Jimlim sup - log )
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para todo ponto z € IT'(F). Observe que pu(II'(F)) = v(F) = 1, assim

1 1
P R S B
=t Do s

V4
=
|
>
S
s
Q.
=

e entao concluimos que, h,(f) > h,(g) = h(g) = h(f), ou seja, p é uma medida de

maxima entropia para f.

2.2 Unicidade da Medida de Maxima Entropia

Provaremos agora a unicidade da medida de maxima entropia para f construida
na secao anterior. A prova baseia-se na unicidade da medida de maxima entropia de g.
Suponha que p; é também uma medida invariante de maxima entropia para f diferente de
p. Seja vy = (IIp), p1, o push-forward da medida p;. Como p; é diferente de p segue-se
que vy é diferente de v. De fato, como pu; é diferente de pu, existe A € A tal que pq(A)
¢ diferente de p(A). Sabemos que A = Ay U f(Ag) U---U f*(Ap) U---, assim existem
Ay € Ap e n € N tais que f"(Ay) = A. Pela definicao de Ay existe By € Ay tal que

I1,1(By) = Ap. Observemos agora que

vi(Bo) = (I1a), tn(Bo) = m (I3 (Bo)) = pa(Ao) = p(f"(Ao)) = pua(A)

e por outro lado

v(Bo) = v(TIa(Ao)) = pu(Ao) = p(f"(Ao)) = pu(A)

e como consequéncia temos que v é diferente de v. Pela f-invariancia de p; segue ime-
diatamente que 14 é g-invariante.

Provaremos entao que v; é também uma medida de méxima entropia para g, o
que é uma contradicao. Para isto é suficiente provar que hy, (g) > h,, (f), ja que estamos
supondo j; uma medida de maxima entropia para f e sabemos que a entropia de f é
igual a entropia de g.

Com efeito, podemos assumir que a sequéncia de partigoes P° é obtida por refi-

namento. Entdo P, = f™ (I, (PY)), como em 2.1, é tal que Py < Py < -+ <P, <o

o0

€ como U P, gera a o-algebra de Borel temos

n=0

hﬂl(f) = Slrle {hul(fv Pn)} .
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Assim, para todo € > 0 existe n € N tal que

h#l(fa Pn) Z hul(f) — €.

Por outro lado, segue da definicao de v4 que para todo n € N
huy (9. Py) = by (F, 1030 (P))-
De fato, para qualquer particao P a entropia de g relativa a medida v, é dada por
Iy (9, P) = lim %h,,l (PVg  (P)V---vg " (P))

pela definicao de v; e a semi-conjugacao das dinamicas f e g obtemos

21 (\} g_j(Pi]-)) = I (HX1 (\? g_j(Pz'j)>>

m

e consequentemente

' gf<7>>) I, ( /£ (I (P))

0 que nos garante que h,, <
j=0

obtemos
Py (9, P) = Dy, (f, T (P))

e segue da f-invariancia de u; que

s (F, 11X (PR) = T, (f, Pn)

pois P, € P, se somente se existem Py € P} tais que P,; = f*(II[;*(Py)). Assim

)
)
)

i (VI £9(P)) = (Vi 72 (1 (M3 RY)
= (Vi (£ (i)
= ( (Vi (R es)

= (VI (m ).

17



Obtemos entao que para todo € > 0 existe n € N tal que

hiy (9) > iy (9, P)
b (R RY
- h#l (fv Pn)
> hu(f) —€

provando que hy,, (g) > h,, (f). Logo p é a uma tnica medida de maxima entropia para

f.

2.3 Estabilidade Estatistica

Provaremos agora a estabilidade estatistica para a medida p. Mais precisamente,
provaremos que se f, — f na topologia C', e II, — II na topologia C° onde I, semi-
conjuga as aplicagoes f,, e g,(como em [CV13]) entdo u, — u na topologia fraca-, onde
i, (respectivamente p) é maximizante da entropia para f, (respectivamente f).

Para tal para f, considere a cole¢ao C cujos elementos sao abertos A no ambiente
M cuja fronteira tem medida p nula da forma A = U,egM,., com B C N uma bola aberta
de fronteira medida v nula, e dos abertos iterados de tais abertos por f7, j > 0. Observe
que f*(UpenM,) é uma vizinhanca dos atratores A, onde as p, estdo suportadas, para
todo n suficientemente grande. Note que a colecao C formada por C e as imagens por
iterados positivos de f de seus elementos forma uma base de vizinhancas de A.

Primeiro mostremos o seguinte lema
Lema 1. Seja A € C. Entio ji,(A) — u(A) quando n — +oo.

Prova: Dado A = fE(A), com A = UpepM,. Como f¥(U,enyM,) é uma vizi-
nhanca dos atratores A,, onde as pu,, estao suportadas, para todo n suficientemente grande,
basta mostrar que pu,(A) — p(A).

Seja entao A, := II,1(B). Temos que p,(A,) = v,(B), onde v,, é a medida de
méxima entropia associada a g, como em [CV13]. E sabemos também que u(A) = v(B),
onde v ¢ a medida de méxima entropia associada a g como em [CV13].

Dado € > 0, tome BT D B D B~, com fronteira v—nula tais que
v(BT) —€/3 <v(B) <v(B7)+¢/3,

Suponha ainda AF := I 1(B*), com fronteira y—nula tais que existe ny onde, para todo

n > ny temos AF DADA, e
PAY) — €/3 < p(A) < u(Ay) +€/3,
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Tais conjuntos sao possiveis pela convergéncia C° das folheacoes de f,, a f.

Dai, por um lado, In; > n, tal que
_ _ 2e

para todo n > ny, uma vez que v,(B~) — v(B~) pela estabilidade estatistica provada
em [CV13].
Analogamente, provamos a outra desigualdade, implicando que existe ng > ny tal
que
|1(A) = pn(A)] < €,Yn = ng.

Isso finaliza a prova do lema. O

Estamos agora em condigoes de provar o seguinte teorema:

Teorema 1. Dada ¢ continua. Entdo/ wd, —>/ wdy.
M M

Prova: Este teorema estd fundamentalmente provado em [Cas08]. Relembramos
a prova para a completude do texto. Seja e > 0 dado, e 6 > 0 da continuidade uniforme de
¢ correspondente a €¢/9. Tome entao uma cobertura U?lej, C; e C de A, com diametro
menor que /3. Existe ng tal que tal cobertura também cobre A,,, ¥n > ng. Em particular,
p (M \ UE_,C)) = 0, ¥ > ny.

Tome uma partigao da unidade {v;,j = 1,...,k} associada a U?ZICj.

Para cada C}, tome z; € C; e escreva

Dai, [[¢ — ¢l < €/3.

Tome entao ng tal que

€

| (b = 1)(C5)]

Dai,

< ——.
3Hlols
‘/ sodun—/ wdu’s’/ sodun—/ @dunJr‘/ @dun—/ sﬁduH/ sodu—/ @du‘é
M M M M M M M M
k

o = @lloe + D lellocla(Cy) = 1(C) + llp = @l < € ¥n = no.

J=1
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Capitulo 3
Propriedades Estatisticas

Neste capitulo, provamos boas propriedades estatisticas da medida de maxima
entropia. Utilizamos aqui as técnicas de cones e métricas projetivas para obter contracao
num cone estritamente invariante pelo operador Ruelle-Perron-Frobenius, onde tal cone
possui diametro finito em relagao a métrica projetiva. Com isto, provamos o decaimento
exponencial de correlacoes para observaveis Holderes e como consequéncia obtemos que

também é valido o teorema do limite central.

3.1 Cones e Métricas Projetivas

Relembraremos aqui alguns resultados sobre a teoria de cones e métricas projetiva
associados a operadores lineares. Mais precisamente apresentaremos o teorema de Birkhoff
o qual garante a contracao, na métrica projetiva, de operadores lineares restritos a cones
invariantes. Enunciaremos aqui alguns resultados sobre a teoria, cuja prova pode ser visto
em [Li95, Bal00, Vio7].

Seja E um espago vetorial. Dizemos que C' C E\{0} é um cone se
t>0evelC=t-vel.
Um cone ¢ dito convexo se
ti,ts >0ev,v9 € C =t v +ty-vy €C,

tal condicao permite combinar quaisquer direcao do cone.
Mesmo na auséncia de uma topologia, definiremos o fecho C' de C, como sendo o
conjunto dos pontos w € FE tais que existem v € C' e uma sequéncia de elementos positivos

(tn),en- tendendo a zero, tais que w +t, - v € C para todo n € N. Segue da definicao de

20



fecho que 0 € C qualquer que seja o cone C' C E. Além disso estamos interessados em

eliminar cones degenerados, como por exemplo, semi-planos. Para tal exigiremos que
cn(-C)={0}.

Denominaremos os cones convexos com a propriedade acima de cones projetivos. Pas-

saremos agora a definir a métrica projetiva associada ao cone projetivo C'. Sejam

a(v,w) =sup{t > 0w —t-veC}

Figura 3.1: Métrica Projetiva - Funcao «

Bv,w) =1inf {s > 0;s-v—w € C}.

Observe que {t > 0;w —t-ve C}e{s>0;s-v—w € C} podem ser vazios. Assim, por

Figura 3.2: Métrica Projetiva- Funcao 3

se tratar de valores positivos, convencionaremos que sup () = 0 e naturalmente inf ) = +oco.

Definiremos agora
Bv,w)

alv,w)’

0(v,w) = log
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Convencionando que § = +00 se &« = 0 ou § = 400 e observando que (v, w) < (v, w),
segue que (v, w) toma valores em [0,4o00]. A préxima proposi¢ao estabelece que 6 é
uma métrica no espago quociente C'/ ~, onde v ~ w se, somente se, existe t > 0 tal que

v=1-w.

Proposicao 2. Seja C um cone projetivo. Entdo 0(-,-) : C x C — [0, +00] € uma métrica

em C/ ~, isto €,
e O(v,w) =0(w,v).
o O(u,w) < 0O(u,v)+0(v,w).

e J(v,w) =0 se somente se existet >0 tal que v="1-w

A métrica 0 é denominada métrica projetiva associada ao cone C'. A dependéncia
do cone é dada de forma mondtona, isto ¢, dados dois cones C; e Cy projetivos, tais que
C7 C (s, denotando por 0, = log ety = log & suas respectivas métricas projetivas,
temos que 0; > ;. Com efeito, Coar;m {t >0;w th veCi} C{t>0w—t-velCy}e
{s>0;sv—weC} C{s>0;s-v—wéeC} segue-se que a; < g e 1 > [y. Logo,
0, > 05.

Uma observagao sobre a métrica projetiva é que vetores na fronteira do cone
0C := C '\ C, possuem distancia infinita para qualquer outro vetor no cone. Com efeito,
se w € C entao w ¢ C. Dados v € C' et > 0 tais que w — tv € C, obtemos que
w=w—tv+tv € C. O que é uma contradigdo. Logo a(v,w) = supf = 0 e assim
0(v,w) = +o0.

Outro fato interessante associado a métricas projetivas, é que dados F; e Es
espagos vetoriais, L : Fy — Ey operador linear e C, Cy cones projetivos tais que L(Cy) C

Cs, temos que L é uma contragao fraca restrito a C';, mais precisamente,
05(L(v), L(w)) < 61 (v,w), para todos v,w € Cy

Porém, podemos obter uma contragao forte sobre a hipdtese de que o fy-diametro de
L(Cy) ¢é finito. Este resultado é devido a Birkhoff, que pode ser encontrado, por exemplo,

em [Vi97, Proposigao 2.3].

Teorema 2. Sejam E; e FEy espacos vetoriais e sejam C; C Ey e Cy C Ey cones projetivos.

Se L : Ey — Ey € um operador linear tal que L(Cy) C Cy e
D = sup{0s(L(v), L(w));v,w € C1} < o0

entao

Os(L(v), L(w)) < (1 — e_D) 01(v,w),

para quaisquer v,w € C.
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Uma boa aplicacao do teorema anterior é que ele nos permite provar a existéncia
de um unico ponto fixo para L, através da convergéncia de sequéncias no cone projetivo.
Em particular, é sabido na teoria do formalismo termodinamico, que se L é o operador
transferéncia, o qual definiremos na préxima segao, obtendo medidas conformes (auto
medidas do dual do operador transferéncia) podemos a partir destas obter bons candidatos

a medida de maxima entropia.

3.2 Operador Ruelle-Perron-Frobenius e Cones Inva-

riantes

Relembramos que o objetivo principal deste trabalho ¢ deduzir boas proprie-
dades estatisticas da medida de maxima entropia associada a dinamica f. A técnica
aqui presente é utilizar o operador Ruelle-Perron-Frobenius(por simplicidade denominado
operador transferéncia) para obter a partir da dualidade com o operador de Koopman,
U(p) = po f, o decaimento exponencial de correla¢oes e em consequéncia o teorema do
limite central.

Porém, tal técnica permite também provar o decaimento exponencial de cor-
relagoes e em consequéncia o teorema do limite central para estados de equilibrio de
modo geral, nao sé particularmente para medidas de maxima entropia. Lembramos que
dada uma dinamica f : A — A, fixado um potencial ¢ : A — R, dizemos que uma medida

1 ¢ um estado de equilibrio para f com respeito a ¢ se

hy(f) + /gf)dn = sup {hu(f) + /¢du; 1 ¢ uma medida f—invariante} :

Ou seja, pelo principio variacional, n realiza a pressao topoldgica P(f,¢). O leitor pode
observar facilmente que, no caso em que o potencial ¢ é constante, obter um estado de
equilibrio é equivalente a obter uma medida de maxima entropia. O que faremos aqui
é obter alguns resultados, mas nao todos, para potenciais mais gerais que potenciais
constantes, a saber, potenciais de baixa variacao, ou seja, existe ¢ > 0 suficientemente
pequeno tal que sup ¢ —inf ¢ < €. Além disso tais potenciais devem pertencer ao seguinte
cone:

|e¢|a < ginfe? (3.1)

onde |e¢‘a = inf {C > 0;|e?(z) — e?(y)| < Cd(z,y)*,Vz,y € A}. Seja entdo E o espago
das fungoes continuas ¢ : A — R. Definiremos o operador Ruelle-Perron-Frobenius
L : E — FE dado por



onde ¢ satisfaz as condigoes acima.

Nossa inspiracao encontra-se no trabalho desenvolvido por Castro e Varandas
em [CV13], onde os mesmos provaram, entre outros resultados, propriedades estatisticas
para o tunico estado de equilibrio desenvolvido inicialmente por Varandas e Viana em
[VV10], com a hipétese da dinamica ser topologicamente exata, relembrado também que
em [CV13] os autores deram outra prova da existéncia e unicidade de estado de equilibrio
eliminando tal hipétese. No contexto nao uniformemente expansor, Castro e Varandas
definiram cones apropriados ao operador Ruelle-Perron-Frobenius £, no sentido que foi
possivel provar a sua invariancia e diametro finito da imagem destes cones por L.

Mais precisamente, eles definiram um cone de fungoes positivas e Holder continuas
¢ tais que |p|, < kinf. Em nosso contexto os pontos em II7!(y) sdo contraidos expo-
nencialmente. Sabendo que o operador £ , no caso da entropia(¢ = 0), nada mais é
do que avaliar o observavel ¢ na pré-imagem dos pontos(no passado), ou seja, calcular
o(f~Y(x)), entdao a constante de Holder de L(¢), mesmo para ¢ como em [CV13], nio
teria muitas chances de melhorar sua regularidade, pois para z e w restritos as folhas
estaveis d(z,w) < A\d(f71(2), f~1(w)), o que compromete a invariancia estrita do cone
como em [CV13] pelo operador transferéncia.

Gostariamos entao de evitar este efeito indesejavel nas direcoes onde certamente
existe contragdao, ou seja, em II7'(y). Para tal, analisaremos a acao de £ em médias
calculadas em folhas estaveis, entendendo aqui uma folha estavel como um subconjunto
de A da forma I '(y) onde y € N e I é a restricao de Il : M — N ao atrator A.
Denotaremos tais folhas por v e a uniao destas folhas por F*. Observe que F* particiona
A em folhas . Salientemos também que devido ao comportamento intrinseco do operador
Ruelle-Perron-Frobenius, nada mais natural que tal média nas folhas estaveis seja dada
pela integral das funcoes testes nas mesmas, relativa a uma medida de probabilidade
adequadamente escolhida em cada folha, .

Fixado y € N, sejam y; tais que ¢g(y;) = y, onde j € {1,--- ,deg(g)}. Sendo
v =, (y) e v; = I, (y;), segue-se que f(v;) C v, pois se z = f(z) onde x € 7; entdo
II(z) =1l o f(z) = go Il(z) = g(y;) = v.

Como desejamos provar o decaimento exponencial de correlagoes para a medida
de méaxima entropia construida, necessitamos comparar a integral de funcoes testes em
folhas estaveis variando as densidades de integracao. Isto induz naturalmente um operador
linear definido em cones auxiliares nas folhas v e 7;. Denotaremos tal cone por D(v, k) e
chamaremos de cone auxiliar de densidades Holder continuas. Mais precisamente diremos
que p : v — R pertence a D(v, k) se somente se p > 0 e |p|, < kinfp, onde |p|l, =
inf {C" > 0;[p(z) — p(y)| < Cd(z,y)*,Vz,y € 7}.
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As fungdes no cone D(, k) possuem uma importante cota para o supremo a partir
do infimo, mais precisamente se p € D(v, k) entdao sup p < inf p (1 + k- diamM®). De
fato, para todo § > 0 existem g, yo € 7 tais que sup p — 3§ < p(zo) e p(yo) < inf p+ 4. Da
hipétese |p|lo < kinf p obtemos que |p(zo) — p(yo)| < Kd(xo, yo)* inf p, logo

sup p — inf p < p(z9) + 0 — p(yo) + 0 < Kd(z0, yo)“inf p + 2§

como ¢ é arbitrario concluimos que sup p < inf p (1 + & - diamM®).
Seja p o grau da aplicacao g. Provaremos agora que existe uma familia de medidas

~

1
{1y} cre em A, tais que para todo ¥, onde f"(§) C 7, temos p, (f"(¥)) = —, em

7

particular g (y) = 1. Além disso, para toda 7;, com f(y;) C 7 obtemos a seguinte

relacao

1
| v = [ v s,
fOr) P Jy;

Com efeito, fixado v = HXI( ), para todo n € N maior que zero, definindo

.= I, (y;), onde y; € g7"(y), podemos escrever 7 = U f (7j), pois cada f" é uma
bljegao em A eIlo f* = ¢g" oll. Portanto, {f”(’yj) _, ¢ uma sequéncia de partigoes de
7. Como v, = HA (y;) e [+ My, — Mgn(y,) é uma /\" contracao segue-se que o diametro

de { f”(%) , tende a zero. Basta deﬁmr entao p, nos elementos desta particao por

distribuicao de massa
1y (" () =

e em seguida, por restricao a folha 7, estendemos naturalmente z, a um elemento A da
o—algebra de Borel de A.
Agora definindo ; = I, ' (z;), onde z; € g~*(z) podemos escrever

p

uw(A)Zuw(Aﬂv)zm<AﬂUf )—m(U Aﬂf%) Z (AN £(7))

j=1

Definindo j1,,(A) := p- p1,(f(AN;)) obtemos que i, (AN f(7;)) = Z—lyuw (f7(A)) e assim

1< -
:—Zﬂvj<f !
pj:1

Concluimos também que para todo A mensuravel, a funcao caracteristica x4 satisfaz

1
/ Xadpy = —/ Xa© fdpuy,
F(v5) D J~;
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Figura 3.3: Distribuicao de Massa

e pelo teorema da convergéncia dominada, segue que para toda g : A — R continua que

1
/ g, = —/ go fdpu,,. (3.2)
f(vs) P Jy;

J

~

1

Observe ainda que como para todo 7, onde f" () C v, temos ., (f" (7)) = —, segue que
pn

para todo 7, onde " (¥) C v; e f(v;) C -, obtemos

Hoy; (") = Dby (f(f" () ﬂ%’))

= iy (f"(9))
P 1

ptt o p
Ou seja, p,, ¢ também uma distribuigao de massa em 7;.
Mais ainda, visto que para cada y € N existem y;, tais que ¢g(y;) = y, onde
j € {1,---,p}. Podemos definir, v = I '(y) e v; = I, (y;), onde f(v;) C 7, e assim
v = U?ﬂf(%)- Portanto para toda v : v — R segue que

p
Jodi =" [ v,
v j=1 f(Wj)
Concluimos entao, para todo p : v — R, que

/ o) piyt = Z / [ ey, = Z / o) f-pofdps, = Z /906 pofdp,
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1
definindo p; := —po fe? podemos escrever
p

p
/ L(p)pdpy = / ©pjdisy,
gl j=1""7

Observemos que p; estd definido em «;. E importante verificar se p; pertence a algum
cone, desde que p pertenga ao cone D (v, k). Mais ainda, determinar a relagao entre estas
densidades no que diz respeito a métrica projetiva associada a estes cones. O lema abaixo

responde a estas questoes.

Lema 2. FExistem 0 < A < 1 e k > 0, suficientemente pequenos, tais que valem os

sequintes items:
1. Se p € D(7, k) entdo p; € D(v;, Ax) para todo j € {1,...,p}.

1+ A
2. Para todo v € Fi . se p,p € D(v,A\k) entdo 0(p, p) < 2log (14_—))

o 1-2)°
3. Se p,p € D(v,k) entdo existe Ay =1 — <1+—/\> tal que 0;(py, pj) < Mb(p, p7)

para todo j € {1,...,p};

onde 0; e 6 sao, respectivamente, as métricas projetiva associadas aos cones D(vy;, k) e
D(v, k).

Prova:

Procederemos agora a prova de (1). Em nosso contexto estamos supondo que
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sup ¢ — inf ¢ < € and ’e‘i"a < einfe?. Portanto

1
‘—/mf-e‘Zs
’pj|a — p a
inf {p;} inf{lpof-e¢}
p
|pO f ’ e¢|a

inf {po f-e?}

[po fla-e™?+sup{po f}-]e?|s

< -

- inf p - einf @

< lpofla-e?  sup{po f}-|e’la

~  infp.enfo inf p - einf @

- Nokinf p - eP? (1 + k- diamM®)inf p - [e?|,
- inf p - einf @ inf p - einf@

< ANke® + (1 + k- diamM®*)e

= (AYe® + diamM%e)k + ¢
Para garantir a existéncia de 0 < A < 1 tal que
(AJe® + diamM“e)k + e < Ak
é suficiente obter

(A\eef + diamM“e)k + ¢
K

<A<l

para isto devemos ter
(A\eef + diamM“e)k + ¢
K

<1

ou, equivalentemente,

€
. 3.3
A (A2ef + diamM ) (3:3)

Note que A e k podem ser escolhidos suficientemente pequenos, visto que € > 0 pode ser

escolhido arbitrariamente pequeno, assim como 0 < A; < 1. Isto finaliza a prova de (1).
Para provar (2), observemos que pela desigualdade triangular é suficiente encon-
trar uma limitagao para 6(1, p) onde p € D(v, k). Sabemos que p € D(v, Ak) significa
que p é positivo e que |p|, < Axinf p . Podemos assumir sem perda de generalidade que
inf p=1. Assim parat =1 — \ temos
o —tl, 1Pla AR AR

inf (p — 1) :infp—t< -t A

28



como inf p = 1 segue que p—t > inf p— (1—X) = XA > 0 o que nos garante a(1,p) > 1—A.
Por outro lado, tomando s =1+ A
ls—pla _ lpla A6 AR

inf(s—p)—s—infp<s—1:7:ﬁ'

Como sup p < inf p (1 + kdiamM®) = 1+ rkdiam M escolhendo « tal que A > rdiamM®,

segue que s—p=14+AX—p>1+AX—supp > 1+ X— (14 rdiamM*) > 0 portanto
1+ A
B(1,p) <1+ A Logo 0(p,p) < 2log (1+—A>
Finalmente, para provar (3) é suficiente notar que pelo item (1) temos que p; €
D(vj, Ax) para todo j € {1,...,p} e pelo item (2) o diametro de D(y;, Ax) em D(v;, k)
1+ A 1L+ A
¢ no maximo 2 log (1+—>\) Assim, pelo teorema 2, considerando A = 2log (le—)\) e
aplicagao linear
1 ¢
pr— —po fe
p

temos 6;(pj, pj) < M160(p', p») onde

1—A\?2
O I S I (e
' ‘ (HA)

O

Precisaremos agora de uma nocao de distancia entre duas folhas v e 7 em F*. Para tal,

dados 7,y € N sejam v = I1'(x) e ¥ = I '(y). Suponha que 7 = m,, : 7 — 7 satisfaz

/sodm:[sowd/w
Y Y

para toda ¢ continua e defina a distancia d(v,7) = sup{d(7(p),p);p € 7}
Estamos agora em condigoes de definir nosso cone principal. Denotaremos por

D1 (7) o conjunto das densidades p € D(v, k) tais que /pd,uw =1. Dadosb>0,c>0e

.
k como no lema 2, seja C'(b, ¢, ) o cone de fungoes ¢ € E satisfazendo para todo v € F*

as condigoes abaixo:

(A) Para todo p € D(v, k):
/ ppdpiy >0

~

(B) Para todo p, p» € Di(y):

/ pp dpy — / opdpy
Y Y

< (p,p”) inf / d
(pp )pemm){ o Nv}
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(C) Dada qualquer folha estavel 7 suficientemente proxima de :

/ edpuy — / pdyiz| < cd(v,7)” inf { / @dﬂv}
¥ ¥ v ¥

Nosso primeiro passo ¢ mostrar que nosso cone principal possui as condigoes

necessarias para obtermos uma métrica projetiva associada ao mesmo. Provaremos entao

o seguinte lema:

Lema 3. C (b,c,a) € um cone projetivo, isto €, convexo e C (b,c,a) N —C (b, c,a) = 0.

Prova: Provemos inicialmente a convexidade de C' (b, ¢, ). Dados ¢, 1 € C (b, ¢, )

e s,t >0 temos

(A) /(8@ + t)dp, = S/SOdﬂv +t/wduv > 0.
vy v il

opdjiy — / pp dpiy pduw / Yo dp,
Y Y < b

O(p, p») inf d 0 f d
<p’p>pe%11<7>{/fp“”} (p, elpnl {/Wm}

Por propriedades do infimo segue que

inf t) pdp, $ > s inf d ¢t inf d
pelpnm){/(8<p+ V) p uv} _S,oe%ll(v){/vw u»y}Jr ot {/W u»,}

~

(B) Por hipdtese

(s + tY)prdpy — / (s + ty) prdypu,
2l

~y

0(p,p») inf {/(8¢+t¢)pduv}

PED1(7) /4

< b.

Portanto,

(C) Analogo ao item (B).

Resta entao provar que C (b,c,a) N —C'(b,c,a) = 0. Suponha que ¢ € C (b,c,a) N
—C'(b,c,a). Se p € C'(b, ¢, a) existe 1 € C (b, ¢, a) e uma sequéncia (t,)nen N\ 0 tais que
o +t,p € C(b,c,a) para todo n € N. Em particular, dados v € F* e p € D(v, k), temos

que /gopd,u7 > —tn/v,bpdy7 para todo t, > 0. Como ¢, — 0 e /@/de,u7 > (, segue
7 g gl

que /gp,odu7 > 0. Por outro lado se ¢ € —C' (b, ¢, ) entao ¢ = —p onde p € C (b, ¢, «)
il

e assim /gopd,u7 = —/@pdu«, < 0. Portanto, /gppduw = 0 para todo v € F° e
v v

v
p € D(~, k). Basta provar entao que

/cppdu7:0,‘v’76]:5epED(%l@):@:OemA.
”
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De fato, fixado v, dada qualquer ¢ : v — R Holder continua podemos escrever ¢ =
YT — 7, onde ¥T, 1~ pertencem ao cone auxiliar D(v, k). Para tal, basta definir ¢* =

1
— + 1) + B e escolher B suficientemente grande. Por linearidade temos dp, =
9 ¥ ¥

0. Visto que toda fungao limitada pode ser aproximada em L'(u.) por fungoes Holder

continuas segue-se que / pYdu, = 0, para toda fungao limitada ¢ : v — R. Tomando

.
Y = ¢|a, onde A é um elemento da o-dlgebra de Borel de A restrito a «y, obtemos que

¢2|Adu7 = 0 e assim ¢|4 = 0 para p,-quase todo ponto de A. Como A e 7 s@o

y
arbitrarios, concluimos que ¢ = 0 em A.

3.3 Invariancia do Cone Principal

Nesta se¢do provaremos a invariancia do cone C(b,c,«) pelo operador Ruelle-
Perron-Frobenius £, que é uma das hipéteses do teorema 2. Porém, devemos ter também
como hipédtese que o diametro de L£(C'(b, ¢, «)) na métrica projetiva referente ao cone
C'(b, ¢, ) seja finito. Observamos anteriormente, que pela definicao da métrica projetiva,
vetores na fronteira do cone possuem distancia infinita para qualquer outro vetor no cone.
Entao, necessariamente devemos ter uma invariancia estrita do cone C(b, ¢, o) pelo ope-

rador Ruelle-Perron-Frobenius £. Mais precisamente provaremos a seguinte proposicao:

Proposicao 3. Seja ¢ um potencial constante. Eziste 0 < o < 1 tal que L(C(b,c,a)) C

C(ob,oc,a) para b e ¢ suficientemente grandes.

Prova: Invariancia da condigao (A):

p
Seja ¢ € C(b,c,a). Sabemos que /,C(c,p)pdu7 = Z/ wp;dy, e pelo lema 2
j=1 Vi

o

pj € D(v;, k). Portanto, /ﬁ(gp)pdu7 > 0.

.
Invariancia da condigao (B):
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Pj

/ pidiy,
.

J

p
inf L d > inf (L,
pemm{ / @ uv} > ;peplm / oy,

o

Denotando por p; podemos escrever

vV

S
=
Y

0l inf e
/’Y' PP M%}peanﬂv) {/% Pj N%}
p
> inf / A, inf / di,.
ZpeDl(w) { y PPy, } p€ED1 (7) { . Pj Mw}

Dados p, p» € D;(7y) denotando pj// TR pj// pidp,; por p; e p;, respectiva-
Vi Vi

mente, segue-se que
/ ©p;diy, — / ©p;dity, / Py,
Vi Y Vi

J J J

/ PyApiy; — / Py dpy,
Vi Vi

J

p

<2

=1

/ L(p)pdpiy — / L(p)prdpy

v v

(3.4)

p
+ Z/ %ﬁjdﬂw
j=1“7

Por hipotese ¢ estd no cone e pelo lema 2, temos

bo; (p.,p;) inf / dyi-,.
/% . J (py PJ) pepl(')/j){ W.SDP M%}

0D dpy; — / 0Dy,

— W9, (p,py) inf di, 3.5
j(p],pj)pegim{fyw w} (3.5)

J

< b (p,p7) inf dpi, ¢ -
< MO (p p)peplm{/ww Mw}

Vamos observar um pouco mais. Para todo p € D;(y) obtemos a seguinte esti-

mativa
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[ @y,
% < (1 + rdiamM®)? (3.6)

inf ‘d,.
pED1(7) {/% Pi M%}

De fato, dado 6 > 0 existe p € Dy () tal que/ (p)jdp, < (1+0) %lf( : {/ ,ojdu%}
pED1(y v;

o
e mais ainda, como p e p estao normalizados pela integral, devemos ter necessariamente

infp<1esupp > 1. Logo,

pofe’ sup p (1 + kdiamM*®) inf p
< < = (1 + rdiamM®)* .

~infp T (1 +/<adiamMa)_1 sup p

1
(P _p
1

(P); —po fe¢
p

J

Assim / (p)jdp, < (1+ /{diamMO‘)Q/ (p)jdp,, obtendo para todo § > 0 que
et v

[, @8 1k wdiamdr? [ @i,
5 < n < (1+0) (1 + kdiamM®)?
inf e / (P);dhir,
pED1(7) {/7] P ,u%} Vi
0 que prova a afirmacao acima.
Agora, para j fixado, obtemos
/ ©p;dpy, — / wD;dyLy, / Pydpi, bALO (pr, p) / p;idpis,
Vi Vi Vi < Vi
inf dit-, inf du-, » 0(p, p» inf du,. 2 0(p, p»
pemm{/w ©p ””’f}pevlm{/w p; uw} (p,p) pepm){/ﬁ pj u%} (P, p”)

< (14 wdiamM®)* Ayb
(3.7)

Analisaremos entao a segunda parcela de 3.4. Para tal observaremos primeiro

que para todo p € Dy(7), denotando (,6)]// (p);dpy, por p;, segue-se que

Vi
/ ©pidiy,
Vi

inf 0.
pED1(7) {[yg @pj :u’YJ

1 2
—l—)\) 1
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Com efeito, analogamente ao que foi feito em 3.6, é suficiente notar que como ¢ esta no

/ wpidpy,
.

- <b0(pjp;) +1=00((p)j, pj) + 1

/ ©p; d:U”Yj
o

J

cone temos

pelo lema 2, segue a afirmacao anterior. Agora estabeleceremos outra estimativa ne-

/ Pyt = / Py i,
Vi Vi

J J

0 (p,p+) inf / Ay,
(0, p )pepm){ | Nw}

Para mostrar isso observaremos que

cessaria:

< 2(1 4 rdiamM®)* .

p_} < ?;up o3 < ‘SUP p/ inf p — e+ () < 0
p; — infp» 7 inf p~ / sup p-

Assim, assumindo sem perda de generalidade que / Py, = / pjdp.,; temos

i Vi
/ Pilptn, — / Py (f1r) 1) / pydi,
Vi i ]

Vi

<
0 (p,p) inf du,, o 0(p,p) inf i,
(p p)pe%ﬁ(»y){/wpﬂ uw} (p p)pelpnl(w){/ij u%}

0(p.p)

e ) —1

para 6 (p, p7) < 1 segue que TS ( ) < 2 a assim neste caso obtemos a estimativa
PP

requerida.

Se 0 (p, p) > 1 também temos

/ Pty = / P iy, / Pyt = / Py i,
Vi Vi Vi i

<
0 (p,p) inf / i, inf / L,
(o, p )pepm){ | m} PGDl('Y){ | m}

e novamente para j fixado e denotando (1 + rdiamM®)* por M(k, )

< 2(1 4 rdiamM*®)?
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/ wp;dty,
¥

inf
p€D1(v) {

/ PyApty; — / P d iy,
Vi Vi

J J

/ ©p;dity,
.

2 2M (k, @)

il inf dy-, » 0(p, p» inf e
/V.sopg u%}pepm){/%pg u%} (0, p7) pepl(v){[ﬁm u%}

1+ 1)
< <blog (11_—)\) +1> 2M (K, o)

IN

1+ A\
< 2M(k,a)log <1i_—)\> b+ 2M(k, @)
(3.8)
As estimativas 3.7 e 3.8 nao dependem de j, entao
/ L(p)pdpy — / L(p)pdpiy a2
v 0 < M(k,@)Ab+2M (k, «) log <m) b+2M(k, )

inf L(o)pdp., v 0(p, p
pe%lm){/w (v)p uw} (r,p7)

2
- (Al + 2log (%) ) M(k,a)b+2M(k, «)

Desejamos que o termo que multiplica b acima seja menor que 1. Relembrando que pelo

1-\\’
lema (2), Ay =1— (1—1-—)\) devemos entao garantir que

1—-2\? T+ A\? )
11— —— 21 T 1 amM“ 1
( (1+)\> + og(l_/\)>( + kdiamM®)” <

e ainda pelo lema 2, na prova do segundo item, escolhemos k, suficientemente pequeno,

de modo que kdiamM® < A. Portanto basta encontrar 0 < A < 1 de modo que

1—-A\? 1+ A\° )
1—(—2 2log [ —2 1 1.
( (1+)\) + og(l_)\))( +A)° <

Tal escolha é possivel pois no lema 2, 0 < A < 1 pode ser tomado suficientemente pequeno.

Assim, existe 0 < 67 < 1 tal que

1+ A\?
<A1+210g (1—1——)\> )M(H,Oé) <6’1.

Como M (k,«) nao depende de b. Para b suficientemente grande, podemos obter o < 1
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tal que

/ L(p)pdpy — / L(p)pdyiy

2 2l < O_lb
inf L(p)pdu, b 0(p', p
ot { A (p)p Uv} (P, p)

isto prova a invariancia estrita da condigao (B).

Invariancia da condicao (C): Provaremos o caso onde ¢ é constante. Isto implica

inf {/ﬁgpduv} > e?inf {/Wd/h}-
v Uy v Uy

Observemos que a aplicagdo g como em 1.1 satisfaz as condigoes (H1) e (H2), logo todo

que

ponto y € N possui uma pré-imagem na regiao 2 onde L(y) < A,. Desta forma para
v =TII"Yy) e ¥y = IT"(y) suficientemente préximo de v de modo que ; pré-imagem de
gy, proximo de y;, esteja em U, obtemos que d(7;,7:) < Ad(7,7).

Com efeito, seja x € 7; que realiza a distancia d(+;,7;). Representando ainda por

d a métrica produto equivalente a métrica original obtemos,

d(vi, %) = d(x, 754, (2) = d(Fi, y:) < Aud(9(9:), (i)
= Md(Y,y) = A [d(G, y) + d(mg,,(f(2)), 75, (f(2)))]
= Nd(f(@), m,(f(2))) < Md(F,7)

analogamente nos demais casos temos d(v;,7;) < Ld(v,7). Além disso, podemos assumir
sem perda de generalidade, que d(vy1,71) < Mud(7,7), € nos outros casos d(v;,7;) <
Ld(v,7). Segue entdo que

1) p
(&
/ Lodpy — / Lodpz| < — / @dpiy, — / pdpiz,
Y 5 j=1 Vi %‘
e?C' E o
< —mf{/sﬁdm}zd(%ﬂj)
~p ! 7 ~ ‘7:1
< AN+ (p—1)L

Cd(y,7)" inf { / ﬁsodm}
p v Ly

< 1 e isto é equivalente a

A4 (p—1)L”
p

Devemos ter entao

- )\
L°‘<p—“
p—1

pelo fato de que L > 1, devemos ter necessariamente

p— Ay
p—1

>1
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e isto é verdadeiro porque A < 1. Portanto, existe 0 < o5 < 1 tal que

/ Lodpy — [ Lodpiz
v ol

0 que prova a invariancia estrita da condigao (C'). Para finalizar a prova da proposigao

< 02Cd(7,7)" inf { / Ewduv}
v ¥

basta tomar o = max{oy, 02 }.

3.4 Diametro Finito do Cone Principal

De posse da invariancia estrita do cone principal C' (b, ¢, ) pelo operador Ruelle-
Perron-Frobenius £, provaremos aqui que £(C' (b, ¢, &) possui diametro finito na métrica
projetiva ©, relativa ao cone C' (b, ¢, ). Para tal, calcularemos agora a expressao para a
métrica ©. Relembramos que a(p, 1)) = sup {t > 0;¢ —tp € C (b,c,a)}. Entao observe-
mos que pela condi¢do (A), para todo v € Fj. e p € D(y) temos /(w — typ)pdpy, > 0

) ¥
dai

Pela condicao (B),

<0 (p,p) inf {L(w - tw)pduw}

pED1(7)

/ (Y —tp)prdpy — / (¥ = tp)prdpy

ol 8!

e assim para todo p, p~, e p em Di(7) temos

/ Ypdp, — / bprdpiy, + b0 (p, p) / Ypdy,
v o v

/ pdpiy — / epdpy +08(p7, p) / ppdiy
Y Y i

t <

/ Yprdp, — / bpdpy +b0(p, p7) / Ypdp,
ol 2l i

/ P dpy — / pp dpiy + b0(p, p7) / ppdyu,
Y

v v

t <

Pela condicao (C),

< cd(y,7)* inf {/ (¥ —tp) duw}

o

/ (v — tp)dpy — [ (1 — t@)dus

Y Y
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portanto, para todo 7,4 € F; . e 7 suficientemente préoximo de 7 temos

é Yy — / bdp, + cd(7,7) / W
<

[ pdpz — / pdpuy + cd(,7) / pdpy
vy vy v

/7 Yy, — / by + cd(7,7) / by
<

/ edyiy — /~ pdpz + cd(7,7) / pdpy
v v vy

(/7 Yprdp, — /Wwp’duv) //vwﬁd“” +0(p, p)

(v PP Py, ) =
( / pp dpny — / @p’duy) / / ppdpy + b0 (p, p)
vy Y

Y

/ Ydp, — / ?ﬂdm) / Ydps + cd(v,7)

/ odiy — ‘Pdﬂw) / / wdpiy + cd(%v)
Y

Definindo

n(v, %% P, (
B

Podemos escrever

[ o, / whdu, [ v
= inf 0 "D 0

Ev s 07 P, ), (7, 7,7, s 0, )
/ ©pdyiy / ©pdyiy / edps,
v Y Y

como B(p,¥) = a(y, ) temos

/ ppdyiy / ppdy, / pdps
v Y A ol x

ﬂ(%l/}) = sup 9 §<77p77p”7p7¢790)7 —n(7777§/71§77ﬁ/}7@)
/ Ypdjiy / Ypdyiy / Vs,
Y Y Y

com tal expressdo podemos mostrar que o ©-diametro de £ (C(b, ¢, «r)) é finito.

Proposicao 4. Para b e ¢ suficientemente grandes e o € (0, 1] temos
A :=sup{O (L, L) ;9,9 € C(b,c,a)} < 0.

Prova: Dados ¢, 1 € C(0b,oc, ) observemos que

1l—0 1+o

—<
o E(vL 0, P, @) < e
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1—0 1+0o

— < A, P <
T o (Y, 7.9, 6 ¥, ) .

De fato, dados p, p~, p € D1(7y) podemos garantir que

/ p dpty — / ppdu,  abd(p,pr) inf { / sopduv}
. ~ pED1(7) v

<
/ pdy / pdpy
Y i

/ ppdpn, — / ppdpy  —obf(p, pr) inf { / @pduw}
y oy PED1(Y) oy

>
/ pdpy / pdy
vy Y

O mesmo vale para ¢ e como ¢ < 1 concluimos que

. ( / Yprdpy, — / wp’duw) / / Updpy +00(p, p)

—0 - ~ ~ ~ - 1+0
l1+o R 1—0
( / ppdpiy — / wfdu»y> / / ppdyiy + b0 (p, p)

Y il v

— 0

< abb(p,p”)

e que

> —abd(p, p).

ou seja,
l1—0 R 1+0o
— < P < :
T, <) <
Analogamente prova-se que
1—0 140

<079 0, @) <
T <1 p ) < T
Denotando por ©, a métrica projetiva associada ao cone definido pela condigao (A)

expressa através de

/ pdi, / Ypdpy
66+(‘P7¢) 2l 5

= sup
7,p€D(7)7,p€D(Y) / opdyiy / Ypdu,
g v
segue da definicao de © e das expressoes de a e 3 que

2
O(p, 1) < O4(p,9) + log (H—O) :

1—0
Entao resta somente provar que o ©,-diametro de £ (C(b, ¢, «)) é finito. Para tal, obser-

varemos que devido a desigualdade triangular é suficiente mostrar que {O,(Lp,1);¢ €

C(b,c,«)} ¢ finito. Pela expressao de ©, basta encontrar um limite superior para

/ Lppdyiy

2l

/ Lppdyiy
Y

39



para todo ¢ € C(b,c,a), p € Di(7y) e p € Dy(§). Observemos primeiro que

/ Lppdys Z / 0)j i,

/ Copdy, Z / opidiis,
Y .
j=1 773

o que reduz nosso problema a limitar a expressao

/ e(p)jdps, / 0) jdps, / pdpis, / pdjiy,
Vi Vi

J J

/ ©pjdy, / pdps, / pdiuy, / ©pjdiy,
Vi Vi Vi

J J J

Denotando Pi e (P); por p; e ﬁj, respectivamente, aplicando a condicao

/ pidiiy, / (P)jdps,
. 5

J J
(B) e o lema 2, temos

f p(p)idps, / wp;dus, / (h)jdps,
Vi . .

J J J

/ edps, / pdpig,
5 Y

J J

< (1+09 (p;, ))/(ﬁ)jdﬂ%

]

1+ A .
< (1+blog(1_k))[(,ﬂ)jdu%
Vi

1+ X
pdpy; /@duj _ (1+b1 ( ))
A_ " SR (10 (15)) _ 1=

J _ J

/ PpjdiLy, / ©pdy, / Pidy, / pidpty, / pidpy,
Vi Vi Vi Vi Vi

J J J J

1 1
Sabemos que (p); = —po f-e® e p;j=—po f-e?. Como p e p estido normalizados, segue
1 1
que (p); < = (1 + kdiam(M)*)e® e p; > =(1 + kdiam(M)*)"'e?. Portanto
p p

/ (P)sdps; / e?dys,
i Vi

; < (1 + kdiam(M)™)?

/ pidiiy,; / ed)d:“%'
v 5

J J
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por outro lado |e¢|a < einfe? e assim sup e? < (1 + ediam(M)®)inf e? . Obtendo que

/ ed)d:“’w
r’y .

’ < 1+ ediam(M)*

/ eqjdﬂw
"

J

e por consequéncia

A (@),

= < (14 kdiam(M)*)?(1 + ediam(M)>).

/ pidpiy,
"

J

mais ainda, sem perda de generalidade podemos assumir que 7 e 7 estao préximos

o suficiente. Entao podemos aplicar a condigao (C') dai

/ pdps,
4;

- <1+ cd(¥5,7)" <1+ cdiam(M)*

/ pdpy,
o

J

e temos

/ p(p)jdps, L2
< (1 + blog (ﬁ)) (1 + max{x, ¢, eydiam(M)™)*,
/ PP,

5

J

finalizando a prova da proposicao.

3.5 Decaimento Exponencial de Correlacoes

Estamos agora aptos a provar o decaimento exponencial de correlacoes para ob-
servéveis Holder continuos. Seja ¢ constante e £ o operador Ruelle-Perron-Frobenius
normalizado pelo potencial, isto é, £ = - Portanto ﬁ(gp) = p o f~1. Sabemos que estd

e

bem definido o operador dual, £*, tal que

/ﬁ(pdu: /apdﬁ*u.

para toda ¢ continua e toda medida de probabilidade . E verdadeiro o seguinte resultado:
Proposicao 5. Se f ¢ invertivel entio L* (1) = o se somente se j é f-invariante.
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Prova:
Para toda ¢ continua, temos que:

Se £*(11) = p entdo

/wOflduz/ﬁ(w)duz/sodf*(u) =/<pdu-

Agora dado p f-invariante

/sodﬁ*(u) = /3(90)du=/<p0f1du=/s0du

Outra relagao importante obtida pela f-invariancia da medida p é que
/(soo ") dp = /sof:”(w)du
De fato, como L£(¢)) = 1) o f~* obtemos

[wonvin=[(osorwesin= [ bwin

e por indugao, supondo
/(@O f*) dp = /wﬁ”(zb)du'

obtemos que

/(sﬁof”“)wdu = /(waf”)wdu
= /(@Of)ﬁn(zb)du
- / (g fo f YL W) o fY)du

= [y

(3.9)

O decaimento exponencial de correlacoes é facilmente obtido por contracao do

operador Ruelle-Perron-Frobenius restrito ao cone de fungdes C'(b, ¢, «). Portanto, preci-

samos garantir que toda funcao Holder continua pode ser escrita como soma de fungoes

no cone. A préxima proposicao atende a este requisito:

Proposicao 6. Para toda ¢ € C* (M) existe K(p) > 0 tal que p + K(p) € C(b,c, ).

Prova: Provaremos primeiro que existe K3 = K3(¢) > 0 tal que ¢ + K3 satisfaz

a condicao (C') na definigao do cone C'(b, ¢, ). A projecao nas folhas estaveis garante que

/sodm:[soowd/w
Y Y
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e pela defini¢ao de d(v,7), dado ¢ € C* (M) temos

Assim

/ Pdpiy — /~ edpy
sup v v

e~ <o, <00
v d(7,7) ]

Por outro lado para todo K > 0, temos inf {/ (p+ K) duv} = inf {/ wduw} + K. E
v Y o

ol
suficiente entdo escolher K3 = K3(¢) > 0 tal que

cigf{/(¢+Ks) d,uw} > |l

v

Para provar que existe Ky = Ks(p) tal que ¢ + K, satisfaz a condigdo (B) basta notar

/ pdpy, — / pd,
sup v v

p,p€D1(7) e(p’vp”)

que

< 00

De fato, como p, p» € Dy(7y) temos 7 < e?PP") g assim para todo ¢ limitado

pn
din. — d — o 1 sdu| < K—l vl
o dpy pprdpy| = - pprdpy| < - ol pdpy
gl v v \P v 1P
P _ P
< sup|— — l|suppsupp’ = |sup — — 1|sup ¢ sup p»
p77 p77

< !ee(p”p”) — 1| sup @ sup p”

Seja B tal que sup (¢ + B) = 1. Segue-se que

/ pp dpy — / opdpy
2l 2l

/ (p+ B) pdpy — / (¢ + B) prdpy (¢ — 1) sup p-

8i Y
0 (p,p) 0 (p,p) N 0 (p,p)
eflep) 1
Se 0 (p, p7) < 1 sabemos que ﬁ < 2 e como p» € Dy(vy) podemos afirmar que
PP
/ P dpy — / pdpy

1 1 < 2(1 + rdiam(M )~

0(p.p) ( (M%)
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Agora se 6 (p, p7) > 1 chegamos que

/ pp dpy — / pdy
2l 2l

< (¢ + B) pdp —/(¢+B) prdpu
0(p,p) /7 LS !
< /|(90+B) (0 = p7)ldpy
v
< sup (¢ + B) (sup p +sup p~)
< 2(1 + rdiam(M)®)
e isto prova que
/ opdpy — / sop”duw'
i Y
sup < 00
p,p€D1(7) 0 (p77 p”)

A escolha de Ky = Ks(yp) é andloga ao que foi feito na condi¢ao (C'). Na condigao (A) ,

como ¢ é em particular continua sabemos que num dominio compacto existe Ky = K;(y)
tal que p + K7 > 0 e portanto /(@+Kl)pdu7 > 0 para todo v € S, e p € D(v).

y
Completamos a prova definindo K (¢) = max{K;, Ko, K3}.

|

Para provar o decaimento exponencial de correlagoes observemos que definindo

uma medida p, X v por

fy X V() = / /7 edpiydv ()
obtemos que p = ji, X v. Para tal, provaremos inicialmente que j, X v é f-invariante.
Com efeito, para todo z € M dados v = I '(z) e v; = II,'(x;), onde f(v;) C 7 e
g(x;) = x temos p,(A) = %iuw (f7'(A)). Por outro lado, sabemos que a medida
de méaxima entropia v coinci(jizlcom os estados de equilibrio de g relativo a qualquer

potencial constante ¢. Por Castro e Varandas em [CV13], tais estados de equilibrio sao

auto-medidas do dual, £} , do operador transferéncia
Logp)(x) = Y e"™op(xy),
g9(zj)=x
mais precisamente tais auto-medidas estao associadas ao raio espectral de £, 4, denotado

aqui por 1 =1(Ly4), logo L} ,(v) =rv.
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P
Em particular, para ¢ = log " temos Lys(p)(x) = - Z ¢(x;) e assim
D ,
j=1

[ etare =3 [ ety =1 [ g = [ 13 sto

Portanto,
py X v(fTHA)) =y X v(xp //Xf aydpiydv
= /,U'y (f d’/_/ ZM%

= /;M du—//XAd,uvdu

=y X v(A)

Além disso g1, x v(A) = p(A) para todo A € Ay. De fato, seja A = II,'(Ay)
onde Ay € Ay. Temos que

u(I5H(A)) = v (I (I (Ay))) = v (Ay) = /N Xandy

e por outro lado,

py x v (I3 (An)) = //XHAl(AN)dedV
gl

Como XHXI(AN)(ZC) = xay(IIa(z)) e para todo v existe o € N tal que v =
1! (z0) obtemos

/XnAl(AN)(f’?)de = /XAN(HA(l"))dM - /XAN(Q”O)CZ“V = Xax (20)

il

e assim g, x v(A) = p(A) para todo A € Ay. Agora dado qualquer A € A =
U A, como A, = ["(Ap), temos que existem n € N e Ay € A tais que A = ["(Ap) e

n:U'
ass1m

iy X V(A) = iy X V(F(Ao)) = iy X ¥(Ao).
Por outro lado g é também f-invariante, logo u(A) = u(f"(Ap)) = p(Ap), o que nos

permite concluir que pu = p., X v.

Teorema B. A medida p possui decaimento exponencial de correlagoes para observdveis

Holder continuos.
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Prova:
Devemos provar que dada ¢, a-Holder, existe uma constante 0 < 7 < 1 e
K(p,1) > 0 tais que

‘ oo rrdn [ oan | Wu' < K(p,) - ™,

para todo n > 1, e isto, por (3.9) é equivalente a mostrar que

‘/(p/j” (¢) dp — /god,u/wd,u‘ < K(p,v)-1", paratodon > 1.

Provaremos inicialmente o caso onde ¢, € D (y) para todo v € e € Cb,c, ),
supondo ainda [ @dp #0e [du = 1.

Sabemos que £(1) = 1o f = 1. Como ¢}, € D(7) para todo v € F;;

loc

S
loc

temos, pela

condigao (A), que

/ PL"(1)dpy
S <5 (L)1)

/ pdpy
y

A normalizagao de 1 nos diz que / E"(w)dp = / wdp = 1. Agora, como observado antes

f = fi,, X v. Portanto,
J ([ &rwan)aw= [ e

e assim existe 4 tal que / ﬁ"(zﬁ)du@ < 1. Podemos entao concluir que
v

ar (£1(w).1) < W - /ﬁ”(z/z)d/m <1
dpy !

e que para todo v € F;

loc

/y L7 ()dp

/ pdfiy
.

Como, pela proposi¢ao 3, o cone C (b,c,«) é invariante e, pela proposi¢ao 4, o cone

Be (£7().1)
Q4 (E”(w): 1)

< O+ (L)1) < O(Lmw)1).

<

C (0b,0c, ) possui O-diametro finito menor ou igual a A, segue da proposicao 2 que
existe 0 < 7 < 1 tal que para todo ¢, € C (b, ¢,a) temos O(L"(p), L(¥)) < Ar™L.
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Logo,

/gpﬁ"(zﬂ)d,u //Spﬁnw)dﬂvdV i
_ v < e@(cn(¢),1) < AT
/ pdp / / pdyiydv
ol
AT 1A -

Observemos agora que lim ———— = = portanto existe A > 0 tal que e2™" ' —1 <
n—00 TN T

AT”, para todo n € N. Isto nos permite provar que

[ an W [ (1) < | [ o ar

edp

Se [4dp # 1 entao

‘/wfn (¥) du—/sodu/wdu' = /wdu /905" (%) du—/sodu'

IN
—
<
S,

=
—
©
Q.
=

para todo n > 1.

Para toda ¢ a-Holder, vimos que existe K (1)) > 0, suficientemente grande, tal
que ¥+ K () € C(b, ¢, ). Portanto, escrevendo ¢ = ¢ + K(¢) — K (1) e observando que
/wﬁ”(K(@b))du — /s@du/K(ib)dM obtemos

’/wf" (w)du—/sodu/wdu‘ = ‘/@E" (w—l—K(w))du—/(pd,u/(w—ir[((w))du’

< (‘/wdu‘ +K<w>) ‘/wdu'&"

Agora, se ¢ é a-Holder ¢é suficiente notar que existe K(¢) € R tal que p, + K(p) + B €
D () para todo v € Fj . e que /go + K(p) + Bdp > 0, para todo B > 0 . De fato,

“Plv + K(g0)|a < kinf {aph + K((p)}
se, somente se,

K(p) > @ —inf {¢, }

|90"Y‘o¢
K

Seja entao K(p) = sup {
K

V€ foc

} — inf . Observe que K(p) < Pla _ inf p < o0.

Como ¢}, + K(¢) > Phla > 0 para todo v € F ., segue que ¢, + K(p)+ B € D(y) e
K
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que /(go + K(p))du + B > 0, para todo B > 0. Logo, analogamente ao caso anterior

'/905" (¥) du—/sodu/wdu’ < (’/wdu’ +K(¢)> <‘/¢dﬂ‘ +K(¢)+B) Arm

e pela arbitrariedade de B obtemos

‘/903” (¥) du—/wdu/iﬂdu‘ < (‘/%ﬁdu’ +K(w)) (‘/wdu‘ +K(s0)> Arn

Observando que ’/ gpdu’ —inf ¢ > 0, temos que ‘/ gpdu‘ + K () > 0. Portanto, definindo

K(p, ) = (‘/¢d,u‘ + K(q/))) (’/god,u‘ + K(gp)) A, conclufmos a prova do teorema.

O

3.6 Teorema do Limite Central

Nesta se¢ao obteremos o teorema do limite central devido ao decaimento expo-
nencial de correlagoes. Antes relembraremos alguns fatos gerais. Seja G uma o-algebra
de Borel de M e G, := f7"(G) uma familia de o-algebras nao crescente. Uma fungao
£ M — R é G,-mensuravel se somente se & = &, o f* para algum &, G- mensuravel.
Seja L*(G,) = {£ € L* (1) ;€ é G,-mensurével }. Note que £L2(G,+1) C L*(G,) para cada
n > 0. Dado ¢ € L*(u), denotaremos por E(¢|G,) a L?-projegao ortogonal de ¢ em
L*(G,).

A estratégia agora é aplicar o seguinte resultado devido a Gordin, cuja a prova

pode ser vista em [Vi97]:

Teorema 3. [Teorema de Gordin] Sejam (M, F, 1) um espago de probabilidade, ¢ € L? (1)
tal que [ ¢pdp =0, f: M — M uma aplicagao invertivel tal que f e [~ sejam mensurdveis
e p f-invariante e f-ergddica. Seja Fo C F tal que F,, := [f~"(Fo), n € Z, é uma

sequéncia nao crescente de o-dlgebras. Defina
a; = /¢2du+22¢- (po f7)dpu.
j=1
Se . .
D IEGIF) 2 <00 e Y [l — E(GF )2 < 00
n=0 n=0

entao o, < 00 € oy = 0 se somente se ¢ =wuo f —u para algum u € L' (p). Mais ainda,

se o4 > 0 entdo para qualquer intervalo A C R

48



n— 1
1
e A "3 dt
a ( 7”& ) OpV 2T

]=0
com n — o0.

Seja entao JFy os conjuntos da o-dlgebra de Borel de A que sao unides de folhas
estaveis locais, mais precisamente, B € Fj se, somente se, B é um subconjunto de Borel
de A e dado qualquer folha estavel local v, ou v N B = () ou v C B. Observe que, se ¢ ¢
Fy-mensuravel entao ¢ é constante ao longo de folhas estaveis locais.

Provaremos inicialmente o decaimento exponencial de correlagoes para fun¢oes em

L' (Fy), isto ¢, fungoes Fy-mensurdveis que sao também integrdveis em relagao a medida,

5

Proposigao 7. Sejam ¢ € L' (Fy) e 1 a-Holder. Entao existem constantes 0 <17 < 1 ¢
C(v) > 0 tais que

o= [oan [ val < cw) [ el

para todo n > 1.

Prova:

Basta observar que se ¢ é Fy-mensuravel entao ¢ é constante ao longo de folhas
estaveis locais, daf, [¢[,|, = 0 para todo v € F;,.. Suponha ¢ > 0 e sejam K(¢) e K(1)
como na prova do teorema B. Logo

‘90|7|

K(p) = sup { a}—inf@z—infcp

_FS

loc

K

Como

/ gpdu’ —infy < / |o| di, analogamente a prova do teorema B, segue que

oo v [ein [van| < (| [ wau] + 50) [1etan-7

(l¢] £ ¢). Observando que / o™ | dp <

N —

Agora, podemos escrever ¢ = ¢t —¢~ onde p* =

/ |o| di segue da linearidade da integral que

‘/(sOOf”)iﬁdu—/sodu/wdu‘ < (J(¢)/|¢|du.7n

onde (1) <‘/¢du‘ + K(z/z))
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Em consequéncia disto provaremos o seguinte lema:

Lema 4. Para toda funcao ¢ Hélder continua com /(pdlu — 0 eziste R = R(p) tais que
IE(o|F)ll2 < RT™ para n > 0.

Prova:

Devido a proposigao anterior se ¢ € L*(Fp) e / ||dp < 1 entao

‘/(@DOf")wdu—/@Ddu/wdu' <C(p)- 7"

Sabemos que ||¢||; < ||| como /<pd,u = ( temos

IE(@IF): = sup { [eviue e 27 Dl = 1}

_ sup{ [ o 5y € 22, il = 1}

IN

R(p)T"

Estamos agora em condigoes de provar o teorema do limite central:

Teorema C. (Teorema do Limite Central)
Seja p de mdxima entropia para f : A — A, satisfazendo (P1), (P2), (P3) e
(P4). Dada ¢ uma func¢ao Hélder continua e

03i=/¢2du+2;/¢-(¢0ﬁ)du, e

Entao o, < 00 e 0, =0 se somente se o = uo f —u para algum v € L'(n). Mais ainda,

se o, > 0 entao para todo intervalo A C R

- RISV _ 1 2z
nh_{IOlOu(a:EM.%;(go(f(x))—/god,u)GA)—meée dt.

(e o]

Prova: O lema acima prova que Z IE(p|Fn)||2 < oo, 0 que assegura a primeira

n=0
condicao do teorema de Gordin. A segunda condigdo do teorema de Gordin segue da
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Holder continuidade de . De fato, E(¢, F_,) é constante em cada n-ésima imagem

n = f"(v) de uma folha estavel vy e

inf(gly) <E(p, Fon) < sup(d]y).

Visto que o diametro de 1 é menor que CsA? para alguma constante Cs que nao depende

de v, A\s € (0,1) e ¢ é (A, a)-Hdlder para alguma constante A > 0, obtemos que

10 —E(, F_n)ll2 < |6 — E(), F_n)llo < ACTAT™.

o0

Isto nos garante que Z |l — E(pp, F_,)||]2 < oo. O resultado segue como coroldrio do
n=0

teorema de Gordin.
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Capitulo 4

Resultados Ulteriores: Derivados de

Anosov

Este ultimo capitulo é reservado a dinamicas parcialmente hiperbdlicas derivadas
de sistemas Anosov. De posse das técnicas e resultados provados no capitulo anterior,
provamos a invariancia pelo operador transferéncia e diametro finito na métrica proje-
tiva, de um cone de fungoes andlogo ao contexto de semi-conjugacoes com dinamicas nao
uniformemente expansoras, como em Castro-Varandas. Além disso, construimos a partir
da convergéncia nos cones uma medida com decaimento exponencial de correlagoes, e por

consequencia, que satisfaz o teorema do limite central.

4.1 Contexto

Nosso objetivo neste capitulo é provar o decaimento exponencial de correlacoes e
como consequéncia o teorema do limite central, para uma medida invariante associada a
uma dinamica f : M — M derivada de um sistema Anosov.

Sejam M uma variedade riemanniana compacta e f : M — M um difeomorfismo

sobre sua imagem. Seja A um subconjunto compacto de M com as seguintes propriedades:

1. Existe uma vizinhanca aberta @ de A, f-invariante, tal que f(Q) C Q e
A=)Q).
n=0

2. Suponha A parcialmente hiperbélico, no sentido que existe uma decomposicao continua
D f-invariante
TAM = E** @ E*“, dim(E**) >0
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do fibrado tangente restrito a A, tal que, fixada uma métrica riemanniana em M

temos:

(a) E*° contrai uniformemente:
IDfES] < OX

(b) E“¢é dominado por E**:
IDfEZIIDS B o | < CAY

paratodon >1ex € A, onde 0 < A\, < 1.

uc

»° de uma vizinhanga de A, invariante, tangente

3. Existe uma foliacao centro instavel
ao subfibrado centro instavel E* em A, além da foliacao estavel

subfibrado estavel £ em A.

S
e tangente ao
Para seguir com as consideragoes sobre a dinamica f, necessitaremos do conceito

de Particao de Markov no nosso contexto parcialmente hiperbdlico. Iniciaremos

definindo um retangulo proprio de Markov:

Definicao 1. Dizemos que R C A € um retangulo proprio de Markov, se para
todos x ey em R existir um unico ponto z = [x,y] em R que € a interse¢ao de
uma variedade estdvel local passando por x, com uma variedade centro instdvel local
passando por y. Além disso, R € o fecho do seu interior(na topologia relativa a A\)

e em particular fechado.

Podemos observar que a fronteira de retangulos préprios de Markov sao unioes de

variedades estaveis e centro instaveis locais.

Definicao 2. Dizemos que a colegio R = {Ry,---,R,} de retangulos prdprios é

uma Particao de Markov para [ restrito a A, se:

(a) A= LPJRZ,
(b) int (R_Z) Nint (R;) = 0 para i # j;

(c) Se ~y é a interse¢ao de uma variedade estdvel local com R; e f(y) N R; # 0
entdo f(y) C R;. Analogamente, se I' é a intersecao de uma variedade centro
instdvel local com R; e f~Y(T) N Ry, # 0 entdo f~'(T') C Ry,.

4. A dinamica f restrita a A admite uma particdo de Markov R = {Ry,--- ,R,}, p > 2

com a propriedade mixing: dados i,7 € {1,--- ,p}, existe ng > 1 tal que
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[T (R)NR; #0

para todo n > ny.

Distinguiremos dois tipos de retangulos em R de acordo com o seu comportamento

na direcao E*. Fixado 0 < ¢ < 1, diremos que R; € R é um retangulo bom se
IDflegell™ <¢

para todo x € R;. Ou seja, E"¢ contrai uniformemente em R;. Chamaremos de
retangulo ruim todos os outros retangulos de R. Nossa proxima hipdtese sobre o

sistema dinamico f é que
5. Existe algum retangulo bom e para todo x num retangulo ruim
IDflpel ™ < L

onde L > 1 é necessariamente préximo de um. Isto nos diz que nesta direcao a

dinamica pode contrair, mas nao muito.

Uma classe robusta de aplicacoes satisfazendo as condicoes 1 a 5, acima, pode
ser obtida por A. A. Castro em [Cas02]. De fato, seja g : M — M como em [Cas02].
Considerando f = g~', os subfribados instdvel forte( E“*) e centro estavel(E**), de g como
em [Cas02], s@o respectivamente os subfibrados estavel forte(E**) e centro instavel( ")
de f, como no nosso contexto.

Seja R = {Rl, e ,Rp} a particao de Markov associada a g com propriedade
mixing. Definindo R; = g(R;) temos que R := {Ry,---, R,} é uma particio de Markov
para f e f"(R;)NR; # ) implica que R;Ng"(R;) # (), dai R também satisfaz a propriedade
mixing.

Além disso um retangulo bom de f é a imagem de um retangulo bom de g, pois
se R; é tal que || Dg(y)|E*|| < ¢ para todo y € R;, segue que para todo = € R; = g(R;)

temos = = g(y) onde y € R; e assim

Ecs ‘_1

-1 _ -1
IDflmel ™ = IDg " |sg:,

~1
_ —1
- (HDg'Eg—l(g(y))” >
= ||Dg <.

cs
Ey
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4.2 Cones Invariantes

Dado = € A denotaremos por ~ a intersecao de uma variedade estavel local no
ponto x com um retangulo da particao de Markov. Podemos supor que a propriedade
mixing ¢ dada na primeira interagao, ou seja, dados quaisquer retangulos R; ¢ R; de R
temos

f(R)NR; #0.

Caso contrario, provariamos os resultados para um iterado da f. Sendo assim, se v ¢é a
Py

intersecao da variedade estavel local W} (x) com algum retangulo R;, temos v = U F(v5),
j=1
onde 7; ¢ a interse¢ao de um retangulo R; com a variedade estdvel local no ponto f~*(y),

para algum ponto y € W (z) e p, € N.

Observemos agora que pelas propriedades da Parti¢ao de Markov, se v = W} (z)N
Ry, 4 =W;.(y)NR; e x,y € R; entdo W _(x)N f(R;) # 0 se somente se W, (y)N f(R;) #
(). Assim existe s € N tal que v = U f(yj)ed = U f(%j), ondev;,9; C Rjep, =ps=s.

Jj=1 Jj=1
Nao temos garantia disto no caso onde x e y estao no interior de retangulos distintos da

Particao de Markov.

A observacao acima é importante para o calculo do diametro finito e além disso
modifica ligeiramente a definicao das medidas de probabilidades definidas nas folhas v €
F} ., comparado ao caso onde a dinamica é semi-conjugada a uma aplicagao g como em

[CV13] e assim p., é constante igual a p, que por sua vez representa o grau da aplicagao g.

Py
Fixada entao v € Fj . temos 7 = U f(v;). Dado n € N, n > 1, por inducao
j=1
podemos escrever
pio pil pin,1
yv=U U U reu..)
i=lig=1  in=1
Pin
onde f(Viyeinir) C Yireeins Yirein = U f(Viyingr) € Pip, k € N. Observe também que
int1=1

Piy = Dy- Como a uniao acima ¢ disjunta, para cada n € N, n > 1, os conjuntos da forma
f™(Viyq,) com iy € {1,~" ,pik,l}, k € N, k > 1 definem uma particao para 7. Nada
mais natural entao que definir uma medida de probabilidade em v da seguinte forma:
fy (" (Yiyoin)) = L
piopil o 'pinfl
Como o diametro de f™(7;,..;,) tende a zero, pois ¥;,..;, estd contida numa variedade

estavel local, temos que 1, estd bem definida em v e ¢ uma medida de probabilidade em
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Yiris = V11

Yiris = V22

Figura 4.1: Distribuicao de massa para derivados de Anosov

7 pois,

Pig  Piy Pip_1 Piy  Piq Piy_q

() =D > (i) =D e Y vy

i1=lio=1  in=1 tig=1  in—1 PioPin " Pins

Naturalmente é possivel estender tal medida ao atrator A. Seja entao A um elemento da

o—algebra de Borel de A. Podemos escrever

o) = i (409) = (A U fm) -, (U (4n fwm) I AELIH)

j=1 j=1

Definindo 1, (A) := pyu,(f(AN~;)) obtemos que pi,u%.(fl(A)) = py (AN f(;)) e assim

(A) = -3 (71 (4)

B 1
DjoPji =" Pjn ]
lidade em ;. Observemos agora que fi,(A N f(7;)) = —p,(f'(A)) implica que para
Dy

Além disso iy, (f" (Vjy-5n)) e em particular ¢ uma medida de probabi-

todo A mensuravel, obtemos que a funcao caracteristica y 4 satisfaz
1
Xadpy = — [ Xxao fduy,
F(v) Py Jy;
e pelo teorema da convergéncia dominada, segue que para toda g : A — R continua que
1
/ gdpy = — | go fdp,,. (4.1)
f(vs) v/
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Nosso operador transferéencia £ definido no espago de Banach E das fungoes

by
¢ : A = R limitadas , é dado por £(p)(z) = o(f(x))e?V @) Como ~ = U f(vyj) e

j=1
utilizando a mudanca de variavel como em 4.1 obtemos que
Dy
/ L(@)pdpy =Y / epjdisy,
v j=1 "7

1 & : :
onde p; == —po fe?. Ou seja, o operador de Ruelle-Perron-Frobenius atua sobre as

Dy

funcoes testes no caso do derivado de Anosov da mesma forma que no caso onde a dinamica
é semi-conjugada a uma aplicagao g como em [CV13]. Isto nos motiva a definir de forma
similar nosso cone de fungoes apropriado, isto é, um cone estritamente invariante para o
operador de Ruelle-Perron-Frobenius e diametro finito da imagem do cone pelo operador,
em relacao a métrica projetiva.

Para isso devemos modificar os critérios da definigdo do item (C) do caso onde a
dindmica é semi-conjugada a uma aplicagao g como em [CV13]. Pois, mesmo para folhas
préoximas 7 e 7 necessitamos acrescentar a hipdtese que as mesmas estejam no mesmo
retangulo da Particao de Markov, ja que sem tal hipdtese nao garantimos a existéncia da
projecao 7 : 7 — v entre as folhas de forma que possamos definir a distancia entre v e 7,
como sendo d(v,7) = sup {d(7(p),p);p € 7}.

[gualmente ao contexto onde a dinamica é semi-conjugada a uma aplicagao ¢
como em [C'V13], definiremos o cone auxiliar D(v, k) das densidades p : v — R tais
que p > 0 e |p|la < kinfp. Como = estd contida numa variedade estavel local e ainda
assegurando as hipdteses sobre o potencial ¢, ou seja, sup ¢—inf ¢ < € and {e‘z"a < einfe?,

temos ainda valido o lema auxiliar 2, isto é, existe 0 < A < 1 e k > 0 tais que

1+ A
1. Para todo v € FS_ se p, p € D(v, Ak) entao 0(p, p) < 2log (1—'——)\>

2. Se p € D(v, k) entao p; € D(v;, Ax) para todo j € {1,...,p}.

o 1-2\?
3. Se pr, p» € D(v, k) entao existe A =1 — (H—)\) tal que 0;(p;, pj) < M0(p, p)

para todo j € {1,...,p};

onde 6; e 6 sdo, respectivamente, a métrica projetiva associadas aos cones D(v;, k) e
D(v, k).

Explicitemos agora nosso cone principal. Para tal, denotaremos mais uma vez

por Di(v) o conjunto das densidades p € D(v, k) tais que /pdu7 = 1. Dados b > 0,

¢ > 0 e k como no lema auxiliar 2, seja C[b, ¢, | o cone de fungdes ¢ € E satisfazendo

para todo v € F* as condicoes abaixo:
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e (A)Para todo p € D(v, Kk):
/ ppdpiy >0

~

e (B) Para todo p, p» € D1(7):

/ ppdi, — / pp dpy| < b0 (pr,p7) inf { / sopduw}
¥ ¥ PED1(v) (Jy

e (C) Dadas quaisquer folhas v e 4 num mesmo retangulo R;, da Particao de Markov:

/ Pdpy — / pdpz| < cd(y,7)" inf { / sod/w}
v ¥ v v

A prova da invariancia estrita do cone C[b, ¢, | pelo operador Ruelle-Perron-

Frobenius segue os passos da invariancia do cone C'(b, ¢, ) no caso onde a dinamica é
semi-conjugada a uma aplicagdo g como em [CV13].

Antes de iniciar a prova da invariancia, devemos atentar aos seguintes fatos:

Observagao 2. Dados vy ey em um mesmo retangulo, ou seja, se vy = WS (x) N R;, ¥ =
WE (y)NR; ex,y € int(R;) entdo We (x)Nf(R ) # 0 se somente se Wi (y)N f(R;) # 0.

AsszmexzstepeNtalque'y—Uf’y] e’y—Uf’yj onde v;,v; C R; e py = py = p.
7=1

Observagao 3. Sejam vy ey como na observagdao anterior. Podemos supor sem perda de
generalidade que v, e 1 estao em um mesmo retangulo bom e assim existe 0 < Aye < 1
tal que d(7y1,71) < Med(7,7) € nos demais casos, j # 1, existe L > 1 prézimo de um tal
que d(v;,7;) < Ld(7,7).

Para justificar a observacao 3, provaremos a seguinte proposicao:

p
Proposicao 8. Sejam v = U f(v5) U (7;) contidos em um retangulo R; € R
=1 j=1
e d > 0 fixado. Se ||Df|E”C|| -1 < K para todo r € R; e,%i C R; entao d(v;,7;) <

K(1+96)d(v,7)-

Prova: Sejam Iy e I'y, folhas em F}'¢ passando respectivamente por x € ¥; e f(z)
necessariamente em 7. Podemos escolher uma curva & em T’y tal que d(f(z),n(f(z))) =
[(&)(onde [(.) indica o comprimento da curva). Sabemos que o angulo entre I'y e f(T'g)
¢ limitado. Por outro lado, dado 6 > 0 podemos supor o diametro do retangulo R;
suficientemente pequeno de modo que existe uma curva & em f(I'g) ligando os pontos
f(x) e f(mi(z)) tal que

[(&2) < (L+0)I(&)
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Y
=

f(To)

f(mi())
&

f
;5/2' Vi
mi(z)

)
I

IL;

)

N

Figura 4.2: Distancia entre folhas

Defina entao & = f~!(&). Daf

(&) = 1(f (€)= / 1 (F o) (1))t < / IDF &) - 6 dt.

Como & = f(&) e & C T'o temos [[DfTH(f(&))|l = IDf(&)I™" < [IDf(&)IE™[I7! e
assim (&) < K -1(&). Logo

d(x, mi(x)) < 1) < K- 1(&) < K(1+0)I(&) = K(1+0)d(f(x),7(f(x)))-
Portanto, para todo € > 0, existe = € 3, tal que
d(7i,7%) < d(z,mi(x)) + € < K(1+0)d(f(z), m(f(x)) + € < K(1+06)d(y,7) + e
isto nos permite concluir que d(v;,%;) < K(1+9)d(v,7).
O

Em particular se na proposicao 8, K = ¢ < 1 podemos definir \,. = ((1 + 9)
e escolher 9 suficientemente pequeno para que 0 < \,. < 1. Por outro lado se K = L,
arbitrariamente préximo de um, podemos definir L = L(140) e escolher ¢ suficientemente

pequeno para que L seja também arbitrariamente proximo de um. Isto prova a observacao

3.
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Proposicao 9. Seja ¢ um potencial constante. Eziste 0 < o < 1 tal que L(C[b,c,a]) C

Clob,oc,a] para b e ¢ suficientemente grandes.

Prova: Invariancia da condigao (A):

Dy
Seja ¢ € Clb,c,al. Sabemos que /ﬁ((p)pduv = Z/ ¢p;dp,; e pelo lema 2
j=1"77

~

pj € D(v;, k). Portanto, /ﬁ(gp)pd/w > 0.
0!

Invariancia da condigao (B):
Pj

/ Pty
.

J

inf L d > inf
peDl(v){/7 (e)r ,uv} = peDi(v)

Denotando por p; podemos escrever

v
=
=4

Py
> Z inf {
j=1 )

Dado pr, p» € Dy(y) denotando p]// Py, € p]// pjdiy; por p; e p;, respectivamente,
segue-se que v v

Py
/ L(p)pdpy — / Lip)prdp,| < / ©p;dpy, — / wp;diiy, / Py,
v Y 7=1 Y Y Vi

(4.2)

Py
+ Z / @ﬁjdﬂw
=1 Y

Por hipotese ¢ esta no cone e pelo lema 2, temos

/ pydpy; — / Py dpiy,
Vi Vi

J J
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% @571) {/ 9””‘1“”}
J Y

/ 0D dpy; — / 0Dy,
Vi Vi

= 0o (p.,p;) inf dfi-, 4.3
’ (pjjp])pegi(w) {[Y P HJ%} (4:3)

J

IN

bAL0 (pr,p)  inf A, % .
16 (0, p )peg(m{/ﬁf)p MJ}

J

Vamos observar um pouco mais. Para todo p € D;(y) obtemos a seguinte esti-

mativa

[ @y,
X < (1 + kdiamM®)? (4.4)

inf .
peD1(v) {/% P M%}

De fato, dado 6 > 0 existe p € Dy () tal que/ (p)jdp, < (1+46) inf {/ pjdu%}
o

; pPED1(Y) ;
e mais ainda, como p e p estao normalizados pela integral, devemos ter necessariamente

infp<1esupp> 1. Logo,

1
. —po fe? ) . o
)i _ Py < Swp (L rdiamMO)intp g gey?
(P); iﬁo fe? infp = (14 kdiamM®)™" sup p

Dy

Assim / (P)jdpy, < (1 + ﬁdiamMo‘)Q/ (p)jdp,, obtendo para todo § > 0 que
e :

[, @8 1k wdiamdr? [ @,

gl < & < (14 6) (1 4 rdiamM®)?
inf i, / (P)idpiv,
peanl () {/7] P M%} Vi '

0 que prova a afirmacao acima.

Agora, para j fixado, obtemos
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/ op;dpy; — / ©p A, / Py, bALO (pr, p) / pidps,
Vi Vi Vi Yy

<
inf dft-, inf du-, p 0(p, p» inf du,. 2 0(p, p»
nf {/7 p u%}peplm {/y_pg u%} (prpr)  dnf {[y Py u%} (0 p7)

J

< (14 wdiamM®)* A1b
(4.5)

Analisaremos entao a segunda parcela de 4.2. Para tal observaremos primeiro

que para todo p € D;(7), denotando (/3)]// (p);dpy, por p;, segue-se que

i
/ @Ej d:“’Yj
;

inf 0.t
pEDl(W) {/;] gppj lu"YJ

Com efeito, analogamente ao que foi feito em 4.4, é suficiente notar que como ¢ esta no

/ @Ej d/’L’Yj
7.

e < b0(pj, ;) + 1 = 00((p);, p5) + 1
/ ©p;dfiy,
.

J

cone temos

pelo lema 2, segue a afirmacao anterior. Agora estabeleceremos outra estimativa ne-

/ Pyt = / pjdyLy,
% %

J J

0(p,pr) inf / i,
(p P )pED1(’y){ " p] IM'YJ}

Para mostrar isso observaremos que

cessaria:

< 2(1 + rdiamM*®)* .

P ~ 1/pypro fe? ~ infpr ~ inf p/sup p-

Pi _ Ypypofe? _swp _ suwpp/infp 4, < o)

Assim, assumindo sem perda de generalidade que / Py, > / pjdp.,; temos

Vi Vi
/p}-d,u%.—/ P iy
e e

<€0 (p77p”) _ 1)/ p}’duvj

Vi

<
0(p,pr) inf / T 0 (p,pr) inf / i
(p,p )pepm){ 3 p; u%} (p,p )pEDI (7){ 3 p; u%}
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0 (p) p17>
e ) —1
para 0 (p, p») < 1 segue que TS ( ) < 2 a assim neste caso obtemos a estimativa
PP

requerida.

Se 0 (p, p7) > 1 também temos

/ pydpy; — / Py dpiy, / Pydiy; — / P dpi;
Vi Vi Vi Vi

J J J J

<
0 (p,pr) inf b, inf by,
(0 p )pemm{/w P u%} pGDl(v){[ﬁ Pi u%}

e novamente para j fixado e denotando (1 4 kdiamM®)* por M (k, )

/ oDy, / Pjin; — / Py, /
Vi Vi Vi < ;i
inf il inf / di,. 2 0(p, pr inf / il

ebi) {/7 PP Nw} peDl(w){ y Pj N%} (P p7) peD1(»y){ . PP N%}

1+’
< (blog (11_—)\) +1> 2M (K, @)

A\ 2
< 2M(k,)log <L> b+ 2M(k, @)

Y
(4.6)

< 2(1 + rdiamM*®)?

(pﬁj d:u’Yj

2M (K, @)

—_ | =

As estimativas 4.5 e 4.6 nao dependem de j, entao

/ L(p)pdpy — / L(p)pdpy

2l v

inf L(@)pdp,  0(pr, p
pe%ll(y){/v (v)p Mv} (psp7)

1+ 2\?
< M(k,a)Ab+2M (K, o) log <m) b+ 2M(k,«)

2
_ (A1 +2log (%) ) M{(#, )b+ 2M(x, a)

Desejamos que o termo que multiplica b acima seja menor que 1. Relembrando que pelo

1—
lema (2)7 A1 =1- (]_—I——A

1—-A\? 14+ A\? )
1—| —— 21 — 1 amM*® 1
( (1+)\) + Og(l—)\)>( + kdiamM®)” <
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) devemos entao garantir que



e ainda pelo lema (2), na prova do segundo item, escolhemos r, suficientemente pequeno,

de modo que kdiamM® < X. Portanto basta encontrar 0 < A < 1 de modo que

11—\’ 14+A\° )
— | — 1 1.
(1 (1+>\) +210g<1_)\)>( +A)" <

Tal escolha é possivel pois no lema (2), 0 < A < 1 pode ser tomado suficientemente

pequeno. Assim, existe 0 < 67 < 1 tal que

<A1+2log(1+;\\> )M(m,a) < 0.

Como M (k,«) nao depende de b. Para b suficientemente grande, podemos obter oy < 1

tal que

P)pdpy — / L(p)p dpy
2l

inf L) pdp., v 0(p, p
pelpnm){/7 (@)p Mv} (p,p7)

isto prova a invariancia estrita da condigao (B).

S Ulb

Invariancia da condigdo (C'): Provaremos o caso onde ¢ é constante. Como

Py
1
/ L(p)pdpy =Y / pjdpts,, onde p; = —po fe’. Para p = 1 obtemos / L(p)dpy =
=1 ; Py v

o

e? Z ) / @dji,;. Isto implica que

inf {/ﬁgpduv} > e?inf {/Wd/h}-
v Uy v Uy

Pela observagao 3, podemos assumir, sem perda de generalidades, que d(v1,71) < Aud(7,7),
e nos outros casos d(7v;,7;) < Ld(7,7). E pela observagio 2, temos que se v e 7 estdao em

um mesmo retangulo da particao de Markov, entao p, = p5. Segue entao que
Ll

/ Lodpy — / Lodpsz| < — / pdpiy, — / pdpiz,
Y ¥ p’y — |/ s

J J

e% l —a
< —1gf{/¢duw}zd(%ﬂj)
8l j=1

Py
< Mt DB by 3y ing { / Ewduv}
Dy v ¥

Ao+ (py — 1)[~/a
Py

Devemos ter entao

< 1 e isto é equivalente a

8 — )\
La<p’Y u
pv_l

64



Seja Pmae € N tal que py < prg, para todo v € Como A\, < 1 < py < D temos

S
loc*
que

u

pmaa:_l - p’y_l

Pmaz — Ay < Y2 _)\10;

Basta escolher entdao L tal que

Ea < Pmaz — AZ‘
Pmaz — 1
Relembramos que L > 1, assim devemos ter necessariamente
)\
Pmax uw 2 1
Pmax — 1

e isto é verdadeiro porque A\, < 1. Portanto, existe oo < 1 tal que

/ Lodpy — / Lpdpz| < 02Cd(vy,7)" inf { / £@dﬂv}
v 2] 7 v

0 que prova a invariancia estrita da condi¢ao (C). Para finalizar a prova da proposigao

basta tomar o = max{oy, o2 }.

|

Prova-se de modo inteiramente analogo ao caso caso onde a dinamica é semi-

conjugada a uma aplicagao g como em [CV13]| que

Lema 5. C'[b,c,a] € um cone projetivo, isto €, convexo e C'[b,c,a] N —C'[b, ¢, a] = 0.

Passaremos agora a nos preocupar com o diametro finito da imagem do cone
C[b, c,]. Mais precisamente, denotando ainda por © a métrica projetiva associada ao

cone C'[b, ¢, o] provaremos a seguinte proposigao:
Proposicao 10. Para b e ¢ suficientemente grandes e o € (0, 1] temos
A = sup{0O (Lp, L) ;0,9 € Clb,c,al} < oc.

Prova:

Denotando também por O, a métrica projetiva associada ao cone definido pela

/ pdy / Ypdpy
O+ () — sup

'ypED(’Y ,’y,pED / pd,LL'y /wdeV

segue da definicao de © e das expressoes de o e [ que

condigao (A) expressa através de

O(p, 1) < O4(p,¥) +log (1+Z>
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Para mostrar que o ©-diametro de L (C[b, ¢, a]) é finito, ja observamos que é
suficiente majorar os possiveis valores de ©, (L(y), 1) variando ¢ no cone C[b, ¢, a]. Pela

definicao da métrica O, isto se resume a encontrar uma cota superior para

P5
/g%g,dm Z/ w(p)jdps,
5 j=1 77

_ = (4.7)

_
/7 Lopdiry ™ / wpidiy,
j=1 77

onde p e p sdo normalizados, isto é, p € Dy(v) e p € Dy(¥). Limitaremos primeiro a

/ ©(p)jdus, / ©(p)jdus, / wdpis, / @dji,
Y3 Vg g Yj

— J J

/ Ppjdity, / edps, / pdjuy, / ©pjdiy,
Vi Vi Vi Vi

J J

expressao

Pj

/ Pj d:u%'
i

J

para 7; € 4; em um mesmo retangulo da Particao de Markov. Denotando e

(P);
A (@)

J

por p; e ﬁj, respectivamente, aplicando a condi¢ao (B) e o lema 2, temos

/ p(p)jdps, / wp;dps, / (D)jdus,
it i i

/ pdps, / pdpis;
Vi Vi

J

IN

(1488, (5,:1)) | (B,

i

1+ A .
< (1+b10g (m))/(ﬂ)jdﬂ%
Vi
14 A
pdpy, /sodﬁj _ <1+b10 (—))
L " MRt (b (17)) i)

J _ J

/ pjdy, / ©p;dfiy, / pidiy, / pidiy / pidy,
Vi Vi Vi Vi Vi

J

1 1
Sabemos que (p); = —po f-e? e p; = —po f-e?. Como p e p estdo normalizados, segue
gl Dy
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1 1
que (p); < —(1+ rdiam(M)*)e? e p; > —(1 + kdiam(M)*)*e?. Portanto
Dy Dy

/ (P)jdps, / e’ dys,
¥j D i

; < (1 + wdiam(M)*)?

/ pidps, 7 / e’dy,
Vi Vi

J J

por outro lado |e?| < einfe? e assim supe® < (1 4 ediam(M)*)inf e . Obtendo que

/ ed)d:“%
’S/.

’ < 1+ ediam(M)*

/ e(bd,uvj
4,

J

e por consequencia

/ (ﬁ)jdﬂ%
o~ &(1 + kdiam(M)*)*(1 + ediam(M)®)

/ Pjdpy, b
~;

< Pmae(1 + kdiam(M)®)?(1 + ediam(M)®).

Pela condicao (C'), a seguinte estimativa também é verdadeira

d[ @du%
4

- <1+ cd(¥5,7)" <1+ cdiam(M)*

/ pdiiy,
"

J

logo

/ p(P)jdps; 2
— e < Pmaz | 1 + blog | —— (1 + max{r, c,e}diam(M)*)".

1—X\
/ pjdiy,
.y

J

Porém, dada uma folha v pode existir mais de uma folha «; em um retangulo da Partigao

de Markov R = {Ry,---, R,}. Assim, podemos reescrever 4.7 da seguinte forma
p (%)
JZ000 %) Sy RO
o _ k=1 =1 TR
T (7)
L‘, d p k
Jigentes S e,
k=1 I1=1 Yk

onde dado Ry, € R temos v, C Ry para todo [ € {1,--- ,74(7y)} e Y, C Ry para todo
p p

L€ {l,---,r(¥)}. Além disso Zrk(’y) =p, e Zrk(’y) = ps. Como v, Y%, C Rk,
k=1 k=1
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definindo

N 1+ A\\?
C = Pmax (1 + blOg (m)) (1 + max{/@, G, E}diam(M)a>47

sabemos que

Estamos agora interessados em encontrar uma cota superior para
T5(%)
>, [ elom,
I=1 Yk
T5(7)
Z / PPk, Ay,
I=1 Yk

Suponha r, (%) < rx(y). Como as parcelas / Ppr dpLy,, sao positivas podemos descartar
Vk;

ri(7y) — ri(§) destas e supor r(§) = ri(7) . Logo,

(%)

/ 90(/6)161 dﬂ’ykl
=1 YTk

()
> [ e,
=1 Yk

Agora se 1(y) > ri(y), existem g = ¢(v,7),r € N tais que r(y) = gre(y) + r onde

<C

0 <r<ri(y) el <q. Assim, denotando (s — 1)rg(y) 4+ 1 por [(s), podemos escrever

rk(:y) rk('y) Tk('AY)
3 / CDndis, [ D / (D)t >, | ePwdns,
=1 7 I=1 Y Yk

= _ = I=qri(y)+1 7
m(7) - Z m(7)

()
/ PPk, Yy, / PPk, Yy, / Pk, Ay,
1 Tk 1 Vky Vky

Cada termo da soma em s € {1,--- ¢}, acima, satisfaz o primeiro caso, logo tal parcela

I= = I=1
é menor que ¢C. Como 74,(3) — qri(y) = r < rg(7) a iltima parcela também satisfaz o

primeiro caso. Isto garante que

i (%)
> / o (P dpss,
=1 “ "k

()

> [ e,
Vi

=1

<(¢g+1)C.
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Basta observar agora que ¢ = ¢q(y,%) é menor ou igual a p,., para quaisquer que sejam

v e 4. Segue entao que 4.7 é limitado por (pmas + 1)6’ e portanto

A= sup {@ (£907 £¢) 2 ¢ S C(b7 ¢, Oé)} < 2(pmaa¢ + 1)0

4.3 Propriedades Estatisticas

Nosso objetivo aqui é construir uma medida em A que possua boas propriedades
estatisticas. Mais precisamente uma medida que apresente decaimento exponencial de
correlacoes para observaveis Holder continuos e satisfaca o teorema do limite central. O
que obtemos até agora é que o cone Cb, ¢, ] é invariante por L e que L(Cb, ¢, a]) possui
diametro finito. Isto nos da convergéncia, em um certo sentido, para fungoes no cone
Cb, ¢, al.

Para ¢ € C[b,c,al, seja ¢, = L™"(p). Como O, (om, vn) < O(pm, pn) segue-se
que ¢, ¢ uma sequéncia de Cauchy na métrica ©,. Mais ainda, observamos também que

O+ (¢n, 1) = O, (pn, L(1)) — 0. Portanto, pela definicdo da métrica ©,, segue que

/ Ondpy

2l

/ Pndpy
Y

Suponha agora que p é uma medida de probabilidade f-invariante na forma produto, ou

— 1,V7,% € Fj,., uniformemente . (4.8)

seja , existe ft em [} tal que

() = py X fi(p) := / <L @duw) djt.

Entao, para todo n existe v,, 7, tais que

/ Pndfiy, > / Pndp = / pdp > / Pndfis,,.
Vn M M Yn

Segue das desigualdades acima e de 4.8, que para todo v € F;,_ existe lim [ ¢,du., e tal
n—o0

.
limite nao depende de . Além disso, podemos concluir que p(y) = lim / Ondft.
n—o0 ~

Portanto, dada qualquer medida de probabilidade 7 em F;} ., nao necessariamente

invariante, segue do teorema da convergéncia dominada, que

lim </ gond,u,y>dﬁ:/ lim </ <pnd,uv>dﬁ.
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Dai, definindo a medida produto 1 = 1, x 7 concluimos que

p(p) = lim [ @,dn. (4.9)

n—oo

Estamos interessados em provar que, caso exista a medida f-invariante p, na
forma produto ji, X fi, entao tal medida é tinica. Provaremos inicialmente sua unicidade
no espago das fungoes Holder continuas. Para tal, faremos uso da seguinte proposicao que
nos garante que toda funcao Hoélder continua pode ser escrita como soma de fungoes no

cone C[b, ¢, al:
Proposigao 11. Para toda ¢ € C* (M) eziste K(p) > 0 tal que ¢ + K(p) € Clb, ¢, ).

Prova: Provaremos primeiro que existe K3 = K3(¢) > 0 tal que ¢ + K3 satisfaz

a condigao (C') na defini¢ao do cone C[b, ¢, a]. A projecao nas folhas estaveis garante que

/SOd/M:[(POWdPW
Y ol

e pela defini¢ao de d(v,7), dado ¢ € C* (M) temos

p(x) — p(r(x))
d(v,7)

/ Pdfiy — [ pdpiz
sup v v

’Yﬁ d(’% :\7/)

<

Assim

< |el, < o0

Por outro lado para todo K > 0, temos inf {/ (p+ K) du,y} = inf {/ gpd,uv} +K.E
B! v Uy

Y
suficiente entao escolher K3 = K3(p) > 0 tal que

Ci%f{/(@‘f‘K?)) d,uv} > |90|a

o

Para provar que existe Ky = K3(p) tal que ¢ + K, satisfaz a condicao (B) basta notar

/ opdpy — / pd,
sup Y Y

p,p€D1(7) 0 <p77:0”)

que

< 0
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De fato, como p, p» € Dy(7y) temos P < 80 5 agsim para todo ¢ limitado

pH -
K bRl —_— p7 bR p’ bRl
/wpduw—/wpduy = /(T_1>90/)dﬂ'y§/_”_1"90|pdﬂv
v v v \P v 1P
P _ P
< sup|— — l|suppsup p» = |sup — — 1|sup ¢ sup p~
p77 pn

< e — 1| sup psup p

Seja B tal que sup (¢ + B) = 1. Segue-se que

/ pp dpy — / op dpiy
2l 2l

/(90+B) Py —/(<p+B) prdyy

(eﬁ(pw”) — 1) sup p

— 2l 2 <
0 (pp) 0(p,p) N 0 (p,p)
) _ 1
Se 0 (p, p7) < 1 sabemos que IR < 2 e como p € Di(vy) podemos afirmar que
pp
/ ppapty — / pp dpy
g g < 2(1 + rdiam(M)®)
0(pp)

Agora se 0 (p, p7) > 1 chegamos que

/ pdpiy — / pprdpy
ai 2l

< | [+ Bpdu - [0+ B
0(p,p) /7 LS !
< [le+ B - p)ldn,
i
< sup(p+ B) (supp + supp~)
< 2(1 + rdiam(M)®)
e isto prova que
/ P dpy — / opdpy
7 Y
sup < 00
p,p>€D1(7) 0 (p’, :0”)

A escola de Ky = Ks(p) é andloga ao que foi feito na condi¢ao (C'). Na condigao (A) ,

como ¢ é em particular continua sabemos que num dominio compacto, existe K; = K;(p)
tal que ¢ + K; > 0 e portanto /(90+K1)pdu7 > 0 para todo v € F?_. e p € D(y).

N
Completamos a prova definindo K (¢) = max{K;, Ko, K3}.

71



O

Segue da proposicao anterior e da linearidade do operador £, que 4.9 vale também
para toda ¢ € C* (M). Pelo teorema de extensao de operadores limitados concluimos que
a medida, na forma produto, p = p, x f1, f-invariante é tnica. Observamos ainda que a
medida construida é a provavel candidata a medida de maxima entropia, o que se pode
realmente provar, por exemplo no caso em que a direcao centro instavel é unidimensional,
usando-se o estado de equilibrio da dire¢ao unidimensional garantido em [LSV98].

Provaremos agora, de modo geral, a existéncia de uma medida £ tal que iy X fi
seja f-invariante. Construiremos tal medida por distribuicao de massa, isto é, de forma
que a pré-imagem de cada retangulo possua a mesma medida, e a soma das medidas
destas pré-imagens seja igual a um.

Para tal, considere agora em M a seguinte relacao de equivaléncia: x ~ vy se,

somente se, x e y pertencem a uma mesma folha v € Tomemos a o-algebra gerada

s
loc*
pelos retangulos da particao de Markov e seus refinamentos por f~!. Observemos que tal
o-élgebra pode nao coincidir com a o-dlgebra de Borel de M/ ~.

Fixemos um retangulo Ry € R. Seja Ry := {Ry1,... Ri,,} 0 conjunto de in-
tersegoes conexas de f~'(R;) com os vdrios elementos de R. Entao, denotando R j/ ~
por le para todo j € {1,...,n;} definiremos /i (Rl,j) =1/n;.

Continuaremos por indugao, tomando as pré-imagens dos elementos em R, fa-
zendo a distribuicao de massa. Note que pela propriedade mixing, existe 0 < ¢ < 1
tal que os cilindros em toda fase da construcao possui fi-medida multiplicada por uma
fracao menor que ¢, se comparadas com os cilindros da fase anterior. Em particular, se
tomarmos o elemento minimal S em M/ ~ com diametro nao nulo, sua ji-medida pode
ser aproximada por um cilindro com ji-medida arbitrariamente pequena. Isso significa,
que a medida /i se estende como uma medida Boreliana, pois a o-algebra gerada pelos
retangulos e suas imagens seria entao, coincidente com a de Borel, médulo conjuntos de
medidas /i igual a zero. Finalmente saturamos positivamente p para estender para uma
medida em M. Observe ainda que a medida p = p, x fi € f-invariante por construcao.

Nosso objetivo agora é provar o decaimento exponencial de correlacoes para ob-
servaveis Holder continuos e o teorema do limite central para a medida p. Seja ¢ constante
e L o operador Ruelle-Perron-Frobenius normalizado pelo potencial, isto é, £ = s Por-
tanto L(¢) = ¢ o f~1. Sabemos que estd bem definido o operador dual, £*, tal que

/ﬁ(pd,u: /cpdﬁ*u.

para toda ¢ continua e toda medida de probabilidade p. Vimos que é verdadeiro o seguinte

resultado:
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Proposicao 12. Se f € invertivel entao Z*(u) = | se somente se u € f-invariante.
Segue entao que como pu é f-invariante:
/(900 f) wdp = /@ﬁ”(w)du- (4.10)
Estamos agora em condicoes de provar o seguinte teorema:

Teorema B (Derivados de Anosov). A medida p possui decaimento exponencial de cor-

relacoes para observaveis Holder continuos.

Prova: Devemos provar que dada ¢, ) a-Holder, existe uma constante 0 < 7 < 1
e K(p,1) > 0 tais que

‘/@qﬁW@—/ﬁ@/Q@ﬁngw»ﬁ,

para todo n > 1, e isto, por (4.10) é equivalente a mostrar que

‘/(p/f” () dp — /gpdu/wdu' < K(p,v)-1", paratodon > 1.

Provaremos inicialmente o caso onde ¢, € D (v) para todo v € F, e ¢ € Cb,c,al,
supondo ainda [ du #0e [du = 1.

Sabemos que £(1) = 1o f = 1. Como ¢}, € D(y) para todo v € Fj, temos, pela
condigao (A), que

/ SOE" () dpy
OO ()
[{ pdjy

A normalizagao de ¢ nos diz que / Z"(¢)du = / wdp = 1. Agora, como observado antes

11 = n. Portanto,
/ ( / E"(zw)dm)dﬂ — [ £ =1

e assim existe 7 tal que / Z”(Q/J)d/m, < 1. Podemos entao concluir que
4

oy (£7(),1) < /E/j}m = / £r(W)dus < 1
dp K

e que para todo vy €

lsoc
/ oL (W)dpy g, (rjn(w), 1)
¥ <

/godu7 Qay <£~"(@/})71>

< O+ (£2W)1) < O(Lm ).
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Como, pela proposi¢ao 9, o cone C'[b,c,a] é invariante e, pela proposi¢ao 10, o cone
C (ob,0c, ) possui O-diametro finito menor ou igual a A, segue da proposi¢ao 2 que
existe 0 < 7 < 1 tal que para todo ¢, € C'[b,c,a] temos O(L" (), L(¢)) < AT™L,

Logo,
/ ©L™(V)dp / ( / soﬁ”(w)duw)dﬂ )
_ v < O£ (W).1) < pATT
/ pdp / ( / sodu»y) dpt
g
eAT”*1 -1
Observemos agora que lim ———— = —, portanto existe A > 0 tal que AT 1 <
n—00 TN T

AT”, para todo n € N. Isto nos permite provar que

ol ol ol

sadu

Se [4dp # 1 entao
‘/wfn (w)du—/sodu/wdu' = /wdu / L (%) dp — /godp'
o] |f

Para toda ¢ a-Holder, vimos que existe K (1)) > 0, suficientemente grande, tal
que ¥ + K(v) € C[b, ¢,a. Portanto, escrevendo ¢ = ¢ + K (1)) — K () e observando que

J oL (K @W))dp = [ ¢du [ K(¢)du obtemos que

'/wﬁ” (%) du—/sodu/wdu’ = ‘/wﬁn (¢+K(¢))dﬂ—/¢du/(¢+z<(¢))du’
(s ) o]

Agora, se ¢ é a-Holder é suficiente notar que existe K(¢) € R tal que ¢, + K(¢)+ B €
D () para todo v € Fj. e que /go + K(p) + Bdu > 0, para todo B > 0 . De fato,

IN

para todo n > 1.

’@Iv + K(gp)|a < /ﬁinf{gph + K(gp)}

se, somente se,

K(p) > 2 —inf {¢,}
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|¢‘7‘a

K

Seja entao K(p) = sup {

yeF:

loc

} — inf . Observe que K(p) < % —inf p < oo.
K

Como ¢, + K(¢) > % > 0 para todo v € F, ., segue que p, + K(p)+ B €D (y) e

que /(go + K(p))dp + B > 0, para todo B > 0. Logo, analogamente ao caso anterior

’/905" (¥) du—/sodﬂ/wdu‘ < (‘/wdu‘ +K(¢)> Q/@du‘ +K(<p)+B) Arm

e pela arbitrariedade de B obtemos

‘ / L () dps — / pdp / wdu‘ < (‘ / wdu’+K(w)) (‘ / wdu‘JrK(sO)) Arn

Observando que ’/ god,u‘ —inf > 0, temos que '/ god,u‘ + K (p) > 0. Portanto definindo

K(p,¢) == <’/¢d,u‘ + K(¢)> (‘/god,u’ + K(gp)) A, conclufmos a prova do teorema.

|

O Teorema do Limite Central segue novamente do decaimento exponencial de

correlagoes e do Teorema de Gordin(3).

75



Referéncias Bibliograficas

[AMO6] A. Arbieto and C. Matheus. Fast decay of correlations of equilibrium sta-
tes of open classes of non-uniformly expanding maps and potentials. Preprint

www.preprint.impa.br, 2006.

[Bal00] V. Baladi. Positive transfer operators and decay of correlations. World Scientific
Publishing Co. Inc., 2000.

[BKLO1] M. Blank and G. Keller and C. Liverani. Ruelle-Perron-Frobenius spectrum for
Anosov maps. Nonlinearity, 15, 1905-1973, 2001.

[Bow71] R. Bowen. Entropy for Group Endomorphisms and Homogeneous Spaces. Tran-

sactions of the American Mathematical Society,Volume 153, January 1971

[Bow75] R. Bowen. Fquilibrium states and the ergodic theory of Anosov diffeomorphisms,
volume 470 of Lect. Notes in Math. Springer Verlag, 1975.

[BoV99] C. Bonatti and M. Viana. SRB measures for partially hyperbolic system whose
central direction is mostly contracting, Israel Journal Math., 115 (1), 157-193, 1999.

[BK98] H. Bruin and G. Keller. Equilibrium states for S-unimodal maps. Ergod. Th. &
Dynam. Sys., 18:765-789, 1998.

[BF09] J. Buzzi and T. Fisher. Intrinsic ergodicity for certain nonhyperbolic robustly
transitive systems. ArXiv:0903.3692

[Cas02] A. Castro, Backward inducing and exponential decay of correlations for partially
hyperbolic attractors, Israel J. Math. 130 (2002), 29-75.

[Cas04] A. Castro, Fast mixing for attractors with mostly contracting central direction,
Ergod. Th. & Dynam. Sys. 24 (2004), 17-44.

[Cas08] A. Castro. Curso de Teoria da Medida, Projeto Euclides, IMPA 2a. edigao (2008).

76



[CV13] A. Castro, P. Varandas. Equilibrium states for non-uniformly expanding maps:
decay of correlations and strong stability. Annales de I'Institut Henri Poincaré -
Analyse non Lineaire, 30:2, 225-249, 2013

. Demers an . Liverani. Stability of statistical properties in two-dimensiona
DLO8| M. D d C. Li i. Stability of istical ies i di ional
piecewise hyperbolic maps. Trans. Amer. Math. Soc., 360, 4777-4814, 2008.

[HP70] W. Hirsch and C. C. Pugh. Stable manifolds and hyperbolic sets. In Global
analysis, Proc. Sympos. PureMath. Vol. X1V, (Berkeley, Calif., 1968), Amer. Math.
Soc., Providence, R.I., 1970, pp. 133163.

[HPS77] W. Hirsch and C. Pugh and M. Shub. Invariant manifolds. Lect. Notes in Math,
vol. 583, Springer Verlag, Berlin, 1977.

[LR06] R. Leplaideur and I. Rios. Invariant manifolds and equilibrium states for non-
uniformly hyperbolic horseshoes. Nonlinearity, 19:2667-2694, 2006.

[Li95] C. Liverani, Decay of correlations, Annals of Math., 142, 239-301, 1995.

[LSVO8] C. Liverani,B. Saussol and S. Vaienti Conformal measure and decay of corre-
lation for covering weighted systems Ergod. Th. & Dynam. Sys., 18, 13991420,1998.

[Mane| R. Mané Introdugao a Teoria Ergddica Rio de Janeiro : Instituto de Matematica
Pura e Aplicada : Distribuido por Livros Técnicos e Cientificos Editora, ()1983.

[OV08] K. Oliveira and M. Viana. Thermodynamical formalism for an open classes of

potentials and non-uniformly hyperbolic maps. Ergod. Th. & Dynam. Sys., 28, 2008.

[Pin08] V. Pinheiro. Expanding measures. Annales de [’Institut Henri Poincaré- Analyse
Non-Lineaire, v. 28, p. 889-939, 2011.

[SV09] M. Sambarino and C. Vasquez. Bowen measure for derived from Anosov diffeo-
morphims. Preprint ArXiv:0904.1036

[Sar99] O. Sarig. Thermodynamic formalism for countable Markov shifts. Ergodic Theory
Dynam. Systems, 19:1565-1593, 1999.

[Sin72] Ya. Sinai. Gibbs measures in ergodic theory. Russian Math. Surveys, 27:21-69,
1972.

[VV10] P. Varandas and M. Viana, Existence, uniqueness and stability of equilibrium sta-
tes for non-uniformly expanding maps, Annales de I’Institut Henri Poincaré- Analyse
Non-Linaire, 27:555-593, 2010.

77



[Vi97] M. Viana, Stochastic dynamics of deterministic systems, Coldquio Brasileiro de
Matematica, 1997.

[W93] Walters P. An Introduction To Ergodic Theory. Springer-Verlag

[Yur03] M. Yuri. Thermodynamical formalism for countable to one Markov systems.
Trans. Amer. Math. Soc., 335:2949-2971, 2003.

[You98| L.-S. Young. Statistical properties of dynamical systems with some hyperbolicity.
Ann. of Math., 147, no. 3, 585D-650, 1998.

78



