
Universidade Federal da Bahia -UFBA

Instituto de Matemática - IM
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entropia para atratores parcialmente

hiperbólicos
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Ednalva Vergasta e Graça Luzia pelas orientações nas iniciações cient́ıficas.
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Resumo

Mostramos a existência e unicidade de medida de máxima entropia, para dife-

omorfismos parcialmente hiperbólicos semi-conjugados a uma classe de aplicações não

uniformemente expansoras. Bem como provamos a estabilidade estat́ıstica do sistema. E

principalmente obtemos propriedades estat́ısticas para tal medida. Mais precisamente,

usando a teoria de métricas projetivas em cones, provamos o decaimento exponencial de

correlações para observáveis Hölder cont́ınuos e o teorema do limite central para a medida

de máxima entropia. Além disso, utilizamos tais técnicas para obter resultados análogos

no contexto de sistemas parcialmente hiperbólicos derivados de Anosov.

Palavras-chave: Formalismo Termodinâmico, Sistemas Parcialmente Hiperbólicos,

Operador Transferência.



Abstract

We show the existence and uniqueness of the maximal entropy measure for par-

tially hyperbolic diffeomorphisms which are semi-conjugate to a class of nonuniformly

expanding maps. As well as show the statistical stability of the system. And especially,

we obtain good statistical properties for such measure. More precisely, using the theory

of projective metric on cones we prove exponential decay of correlations for Hölder con-

tinuous observables and the central limit theorem for the measure of maximal entropy.

Furthermore, we use such techniques to obtain similar results in the context of partially

hyperbolic systems derived from Anosov.

Keywords: Thermodynamic Formalism, Partially Hyperbolic Systems, Transfer

Operator.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Introdução

O formalismo termodinâmico aplicado a mecânica estat́ıstica tem como precur-

sores os trabalhos de Sinai, Ruelle e Bowen para sistemas uniformemente hiperbólicos e

potenciais Hölder, no inicio dos anos 70. Tal teoria foi bem aplicada a outros sistemas

como Axioma A e difeomorfismos de Anosov. Fora do contexto uniformemente hiperbólico

ainda não temos dissecada a teoria. Muitas contribuições neste sentido existem, para citar

algumas temos [BK98, BF09, Yur03, OV08, SV09, BF09, Sar99, Cas02, VV10, CV13].

Especificamente, Varandas e Viana provaram em [VV10] que dados um homeo-

morfismo local f : M → M , não uniformemente expansor, com inversa lipschitziana e

um potencial cont́ınuo φ : M → R satisfazendo certas propriedades, existem um número

finito de estados de equiĺıbrio ergódicos com respeito a f e φ tais que todo estado de

equiĺıbrio é combinação linear convexa destes. Na hipótese da dinâmica ser topologica-

mente exata, existe então um único estado de equiĺıbrio. Além disso, Varandas e Viana

provaram que os estados de equiĺıbrio são absolutamente cont́ınuos, em relação a alguma

medida conforme.

Com este último resultado, através de uma abordagem da análise espectral, Cas-

tro e Varandas em [CV13], apresentaram uma outra prova de existência e unicidade de

estados de equiĺıbrio associados a uma dinâmica como em [VV10] e a potenciais Hölder

cont́ınuos, de baixa variação e contidos em um cone de funções apropriado. Mais ainda,

aplicando técnicas de cones e métricas projetivas ao operador de Ruelle-Perron-Frobenius,

Castro e Varandas em [CV13], provaram boas propriedades estat́ısticas destes estados de

equiĺıbrio, a saber, o decaimento exponencial para observáveis Hölder cont́ınuo e o teo-

rema do limite central. Os autores provaram também outros resultados de estabilidade

sobre pertubações determińısticas e aleatórias.
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Nosso trabalho aqui é provar a existência, unicidade, decaimento exponencial

de correlações para observáveis Hölder cont́ınuos e o teorema do limite central da me-

dida maximizante da entropia, relativa a difeomorfismos parcialmente hiperbólicos semi-

conjugados a aplicações como em [CV13]. Tal medida será constrúıda a partir do único

estado de equiĺıbrio garantido em [VV10, CV13]. E a partir de resultados de estabilidade

obtidos em [CV13], provamos a estabilidade estat́ıstica do sistema. Aplicando também

técnicas de cones e métricas projetivas ao operador de Ruelle-Perron-Frobenius para ob-

ter contração num cone de funções adaptado, estendemos tais técnicas a difeomorfismos

parcialmente hiperbólicos derivados de Anosov.

Neste caṕıtulo encontra-se a definição precisa do nosso contexto parcialmente

hiperbólico e uma famı́lia de exemplos. Além disso recapitulamos as principais definições

com deśıgnio de enunciar os principais teoremas deste trabalho.

O segundo caṕıtulo estabelece a existência e unicidade de medida de máxima

entropia, com base no estado de equiĺıbrio garantido em [CV13]. A construção de tal

medida surge naturalmente da idéia de que nas regiões de contração o sistema não gera

entropia, assim, a complexidade do sistema do ponto de vista da entropia é determinada

pela dinâmica não uniformemente expansora como em [CV13]. Provamos aqui também a

estabilidade estat́ıstica do sistema.

No terceiro caṕıtulo provamos boas propriedades estat́ısticas da medida de máxima

entropia. Mais precisamente, o decaimento exponencial de correlações e o teorema do li-

mite central. Aplicamos as técnicas de cones e métricas projetivas e para tal fizemos um

breve resumo destes conceitos e principais resultados aqui utilizados. O trabalho mais

laborioso é a prova da invariância de um cone de funções apropriado, no sentido de que

o mesmo seja estritamente invariante pelo operador de Ruelle-Perron-Frobenius. Além

disso, encontra-se também a prova, não menos árdua, que a imagem do cone por tal ope-

rador possui diâmetro finito na métrica projetiva. Estes são os requisitos básicos para

obter contração na métrica projetiva. De posse disto, devido a dualidade nos espaços

das medidas de probabilidade, podemos através do operador de Ruelle-Perron-Frobenius

herdar o decaimento exponencial de correlações e como consequência o teorema do limite

central.

Reservamos ao último caṕıtulo a extensão natural dos resultados a sistemas de-

rivados de Anosov onde admitimos uma partição de Markov com propriedade mixing,

porém com diâmetro não necessariamente indo a zero. Estabelecemos de forma precisa o

contexto e provamos os principais resultados do terceiro caṕıtulo. Mais ainda, constrúımos

uma medida candidata a medida de máxima entropia com boas propriedades estat́ısticas.
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1.2 Contexto

O objetivo principal deste trabalho é provar propriedades estat́ısticas da medida

de máxima entropia, relativa a difeomorfismos parcialmente hiperbólicos semi-conjugados

a aplicações g : N → N como em [CV13]. Tais aplicações são homeomorfismos locais de

uma variedade riemanniana N , compacta e conexa, de grau maior que dois, de modo que

dado qualquer y ∈ N existe uma pré-imagem x ∈ N onde localmente existe expansão

global. Além disso, nas demais pré-imagens eventualmente pode existir contração em

alguma direção, porém tal contração é limitada de modo que a dinâmica não contraia

muito.

Mais precisamente, seja g : N → N um homeomorfismo local e assuma que existe

uma função cont́ınua x 7→ L(x) tal que, para todo x ∈ N existe uma vizinhança Ux de x

tal que gx : Ux → g(Ux) é invert́ıvel e

d(g−1
x (y), g−1

x (z)) ≤ L(x) d(y, z), ∀y, z ∈ g(Ux). (1.1)

Em particular todo ponto possui o mesmo número finito de pré-imagens deg(g) que coin-

cide com o grau de g. Existem também constantes 0 < λu < 1, L ≥ 1 e uma região aberta

Ω ⊂ N tais que

(H1) L(x) ≤ L para cada x ∈ Ω e L(x) < λu para todo x /∈ Ω, com L próximo de 1.

(H2) Existe uma cobertura finita U de N por domı́nios abertos de injetividade para g,

tais que Ω pode ser coberto por q < deg(g) elementos de U .

A condição (H1) diz que em N\Ω existe expansão global e na região Ω pode haver

contração em alguma direção pela aplicação g, em uma taxa máxima de
1

L
. A condição

(H2) garante que para todo ponto, ao menos uma pré-imagem deste, encontra-se na região

de expansão.

Seja então f : M → M um difeomorfismo sobre sua imagem, onde M é uma

variedade riemanniana compacta, tal que exista Π : M → N cont́ınua, sobrejetiva e de

modo que

Π ◦ f = g ◦ Π. (P1)

Dado y ∈ N , seja My = Π−1(y). Podemos então escrever M =
⋃

y∈N

My. Observado que

f(My) ⊂ Mg(y), suponha ainda que f seja uma contração forte restrita a My, ou seja,

existe 0 < λs < 1, suficientemente pequeno, tal que para todo y ∈ N , f : My → Mg(y) é

uma λs-contração, isto é,

d(f(z), f(w)) ≤ λsd(z, w) (P2)
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para todo z, w ∈My.

Nosso objeto de estudo é uma medida de máxima entropia que em particular

é uma medida f -invariante, logo pelo teorema de recorrência de Poincaré tal medida é

suportada no atrator

Λ :=
∞⋂

n=0

fn(M).

Observe que Λ é compacto e invariante pela aplicação f . Portanto do ponto de vista de

medidas f -invariantes, é suficiente estudar a dinâmica de f restrita a Λ.

Dados x, y ∈ M denotando a projeção Π(x) por x̂ e a projeção Π(y) por ŷ,

exigiremos queMx̂∩Λ eMŷ∩Λ sejam homeomorfos e que a métrica deM seja equivalente

a uma métrica produto. Mais precisamente, existe um homeomorfismo πx̂,ŷ : Mx̂ ∩ Λ →
Mŷ ∩ Λ de modo que

1

C
[dN(x̂, ŷ) + dM(πx̂,ŷ(x), y)] ≤ dM(x, y) ≤ C [dN(x̂, ŷ) + dM(πx̂,ŷ(x), y)] (P3)

para alguma constante C > 0. Onde dM e dN representam as métricas riemanniana de

M e N , respectivamente. Por simplicidade representaremos ambas as métricas por d.

Além disso teremos como hipótese que tais homeomorfismos são invariantes, isto

é,

f (πx̂,ŷ(z)) = πg(x̂),g(ŷ) (f(z)) (P4)

para todo z ∈Mx̂ ∩ Λ.

Observação 1. Um segundo objetivo deste trabalho é utilizar as técnicas aplicadas ao

caso das dinâmicas semi-conjugadas a aplicações como em [CV 13] e construir uma me-

dida invariante para derivados de Anosov parcialmente hiperbólicos. Bem como, provar

boas propriedades estat́ısticas para tal medida. O contexto espećıfico para este caso será

explicitado no caṕıtulo 4.

1.3 Exemplos

1. A mais simples famı́lia de exemplos sob nosso contexto corresponde a sistemas do

tipo skew-product. Mais especificamente, tome um skew-product obtido de uma

aplicação g : N → N como em [CV13] com N uma variedade riemanniana, com-

pacta, conexa e um difeomorfismo local Φ : N ×K → K , tais que

f : N ×K → N ×K

(x, y) 7→ (g(x),Φ(x, y))
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seja um difeomorfismo sobre sua image, e para cada x ∈ N , Φ(x, ·) : K → K seja

uma λs-contração. Em tal caso, Π é a projeção canônica na primeira coordenada, e

N ×K =
⋃

x∈N

Kx, onde Kx = {x} ×K para todo x ∈ N .

2. Como um subexemplo, podemos considerar o solenóide gerado em um toro sólido

S1 ×D. Definimos f por

f : S1 ×D → S1 ×D

(θ, z) 7→ (g(θ), ϕ(θ) + A(z))

Figura 1.1: Solenóide

em que g é a aplicação de Manneville-Pomeau dada por

g(θ) =

{
θ(1 + 2αθα) , se 0 ≤ θ ≤ 1

2

(θ − 1)(1 + 2α(1− θ)α) + 1 , se 1
2
< θ ≤ 1

onde α ∈ (0, 1), ϕ é um difeomorfismo local e A é uma contração.

3. Podemos modificar os exemplos acima de modo a obter classes C2-robustas (con-

tendo um conjunto aberto) de exemplos. Estes exemplos são ditos tipo Derivados

de Solenóide (Derived from Solenoid-like).

Para fixar ideias, trabalharemos em dimensão três, começando com um exemplo

análogo ao do item anterior. Nossa construção é facilmente adaptável para di-

mensões mais altas.

Seja então um sistema tipo solenóide no toro sólido tridimensional, isto é, um

C2−skew-product difeomorfismo hiperbólico f0 : S
1 ×D → S1 ×D.
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Figura 1.2: Manneville-Pomeau

Identifique S1 com S1 × {0}, e considere Π1 a projeção na primeira coordenada.

Suponha então que Π1 ◦ f0|S1 : S1 → S1×{y} seja uma aplicação expansora (a qual

não depende de y ∈ D), e que f0 seja contrativo ao longo das folhas {x}×D, x ∈ S1.

Ademais, suponha f0 injetiva restrita a cada folha estável {x} × D, e portanto f0

seja um difeomorfismo sobre imagem.

Suponha que a norma de Df0 ao longo do subfibrado estável e a norma de Df−1
0

ao longo do fibrado instável sejam limitadas por uma constante λ0 < 1/3. Seja p

um ponto fixo de f0 e seja δ > 0 pequeno. Denote V0 = B(p, δ/2). Então, como

em [Cas02], deformamos f−1
0 dentro de V0 por uma isotopia obtendo uma famı́lia

cont́ınua de aplicações ft, 0 < t < 2 de tal forma que

i) A continuação pft do ponto fixo p vai através de uma bifurcação tipo flip, ou outra

genérica, ocorrendo por todo o tempo, em V0. Para t = 1, com f1 conjugado a

f0. Supomos que a derivada Df1|Ecs não expanda vetores.

ii) No processo, sempre há um campo-cone estável forte Css (cf. [Vi97] para de-

finições) e um campo-cone centro-instável Ccu, definidos em toda parte, tal que

Ccu contém a direção instável da aplicação inicial f0.

iii) Finalmente, a abertura dos campos de cones Css e Ccu é acotada por uma

pequena constante α > 0.

iv) Existe uma constante σ > 1 e uma vizinhança V1 ⊂ V0 ∩ W s(p), tal que

J c = ‖detDf−1
ν |Ecu‖ > σ fora de V1;

v) As aplicações f−1
t são δ−C0-próximas de f−1

0 fora de V0 de modo que ‖(Df−1
1 |Ecu)‖ <

λ0 < 1/3 fora de V0.

Note que as propriedades expressas nas condições i) a v), válidas para ft, 0 ≤ ν ≤
2, são válidas também em uma C1-vizinhança U do conjunto de difeomorfismos
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{ft, 0 ≤ t ≤ 2}. Em particular, por [HPS77] as condições i) a iii) implicam que

todo f ∈ U possui uma folheação central ivariante, já o campo de cones central

nos permite definir uma transformação de gráfico a ele associado, com domı́nio no

espaço de folheações tangentes a Ccs, o qual não é vazio, uma vez que a folheação

instável de f0 é tangente a este campo de cones. Por outro lado, toda f ∈ U também

exibe uma folheação estável forte variando continuamente com o difeomorfismo.

Como uma consequência do lema 6.1 de [BoV99] existe uma C1-vizinhança U1 ⊂ U
do conjunto {ft, 1 < t ≤ 2} tal que para todo f ∈ U1, o maximal invariante de S1×D
é um atrator parcialmente hiperbólico, que não é hiperbólico, por ser transitivo e

conter pontos com diferentes ı́ndices.

Considerando condições C2-robustas sobre as derivadas como em [HP70, HPS77],

temos que as holonomias (projeções ao longo das folheações invariantes) podem ser

tomadas de classe C1.

Desse modo, podemos considerar para cada f ∈ U1 o ćırculo N = Nf = S1
f que

passa por pf (paralelo a primeira componente do produto S1×D), e gf : Nf → Nf a

aplicação dada por g(x) = Πff(x), onde Πf (y) é o único ponto da variedade estável

forte W ss
f (y) de y que intersecta Nf . Como a folheação estável forte é f invariante,

temos que

g(Πf (x)) = Πff(x),

dando-nos a semiconjugação desejada.

Nesse exemplo, é fácil verificar, que g é não uniformemente expansora no ćırculo,

com todo ponto possuindo um ramo inverso contrativo, sendo o outro não muito

expansor, conforme as hipóteses em [CV13].

1.4 Definições e Principais Resultados

Considerando que a entropia topológica mede a taxa exponencial de crescimento

do número de órbitas distintas da dinâmica, daremos ênfase à definição de entropia to-

pológica segundo Bowen, usando a definição de conjuntos (n, ǫ)-separáveis. Para este fim

relembramos que um conjunto compacto K contido num espaço métrico (X, d) é dito ser

(n, ǫ)-separável se

∀x, y ∈ K, x 6= y,max
{
d(f j(x), d(f j(y)); j = 0, · · · , n− 1

}
> ǫ

Denotaremos por S(n, ǫ,K) a máxima cardinalidade de um subconjunto (n, ǫ)-separável

de K. Definiremos a entropia topológica de f relativa a um subconjunto compacto K de
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X, não necessariamente invariante, por

h(f,K) = lim
ǫ→0

lim sup
n→∞

1

n
log S(n, ǫ,K).

E assim podemos definir a entropia topológica de uma aplicação uniformemente cont́ınua

f : X → X, (X não necessariamente compacto) como sendo

h(f) = sup {h(f,K);K compacto }

Como no nosso contexto Λ é compacto, a continuidade de f é suficiente para a definição

da entropia. Notemos também que a definição acima depende da métrica. Mas se X é

compacto e f é cont́ınua por [W93] temos que h(f) = h(f,X) e não depende da métrica.

Abrimos mão da definição puramente topológica da entropia, que pode ser vista

também em [W93], pois a definição acima será mais adequada para determinarmos a

entropia de f . Mas precisamente, provaremos que a entropia de f é igual a entropia de g.

Agora, com o intuito de estabelecer nossos principais resultados daremos a de-

finição de entropia segundo Shannon [S48], em 1948, nos seus estudos em teoria da in-

formação. Tal definição, quantifica a complexidade da dinâmica relativa a uma medida,

ou seja, estaremos interessados em estudar a taxa de crescimento exponencial de órbitas

que são relevantes a uma determinada medida.

Iniciaremos definindo a entropia de uma partição relativa a uma medida. Dado

um espaço de medida (X,B, µ) tal que µ ∈ M1
f (X), isto é, µ é uma medida de probabi-

lidade f -invariante, definiremos a entropia de uma partição finita P de X por:

hµ(P) = −
∑

P∈P

µ(P ) log µ(P ).

Tendo em mente que se P e Q são partições de X, então P∨Q := {P ∩Q;P ∈ P , Q ∈ Q}
e f−1(P) são ainda partições de X, podemos definir

hµ(f,P) = lim
n→∞

1

n
hµ(P ∨ f−1(P) ∨ · · · ∨ fn−1(P)).

A entropia de f relativa a µ é dada por hµ(f) := sup {hµ(f,P);P finita }. O prinćıpio

variacional estabelece uma relação natural entre a entropia topológica e a entropia to-

pológica relativa a uma medida. Precisamente ele nos diz que, se f é uma aplicação

cont́ınua e X é um espaço métrico compacto então

h(f) = sup
{
hµ(f);µ ∈ M1

f (X)
}
.

Dizemos então que uma medida de probabilidade f -invariante µ é uma medida de máxima

entropia para f se

h(f) = hµ(f)

Estamos em condições agora de enunciar os principais resultados deste trabalho:
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Teorema A. (Medida de Máxima Entropia) Seja f : Λ → Λ um difeomorfismo

satisfazendo (P1), (P2) e (P3). Então existe uma única medida µ de máxima entropia

para f .

Provaremos também propriedades estat́ısticas de tal medida. Mais precisamente

provaremos que tal medida de máxima entropia possui decaimento exponencial de cor-

relação para observáveis Hölder cont́ınuos e satisfaz o teorema do limite central que é

bastante relevante na mecânica estat́ıstica.

Dizemos que uma medida ν possui decaimento exponencial de correlações para

observáveis Hölder cont́ınuos, se existe alguma constante 0 < τ < 1 tal que para todo

ϕ, ψ α-Hölder existe K(ϕ, ψ) > 0 satisfazendo

∣∣∣∣
∫

(ϕ ◦ fn)ψdν −
∫
ϕdν

∫
ψdν

∣∣∣∣ ≤ K(ϕ, ψ) · τn, para todo n ≥ 1.

Utilizando a teoria de cones e métricas projetivas provaremos o seguinte teorema:

Teorema B. (Decaimento Exponencial de Correlações) A medida µ de máxima

entropia para f : Λ → Λ, satisfazendo (P1), (P2), (P3) e (P4), possui decaimento expo-

nencial de correlações para observáveis Hölder cont́ınuos.
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Vale ainda o teorema do limite central para a medida µ, isto é:

Teorema C. (Teorema do Limite Central)

Seja µ de máxima entropia para f : Λ → Λ, satisfazendo (P1), (P2), (P3) e

(P4). Dada ϕ uma função Hölder cont́ınua e

σ2
ϕ :=

∫
φ2dµ+ 2

∞∑

j=1

∫
φ · (φ ◦ f j) dµ, onde φ = ϕ−

∫
ϕdµ.

Então σϕ <∞ e σϕ = 0 se, somente se, ϕ = u◦f −u para algum u ∈ L1(µ). Mais ainda,

se σϕ > 0 então para todo intervalo A ⊂ R

lim
n→∞

µ

(
x ∈M :

1√
n

n−1∑

j=0

(
ϕ(f j(x))−

∫
ϕdµ

)
∈ A

)
=

1

σϕ
√
2π

∫

A

e
− t2

2σ2
ϕ dt.
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Caṕıtulo 2

Medida de Máxima Entropia

Provaremos neste caṕıtulo a existência de uma única medida de máxima entropia

para f , que será constrúıda a partir do único estado de equiĺıbrio para g, associado aos

potenciais constantes, que é garantido por Castro e Varandas em [CV13]. Além disso

provaremos a estabilidade estat́ıstica do sistema.

2.1 Construção da Medida de Máxima Entropia

A ideia da construção da medida de máxima entropia é que, devido à contração de

f :My →Mg(y), a dinâmica das órbitas distintas de f :M →M vai ser determinada pelo

comportamento da aplicação g : N → N . Tal aplicação possui, como visto em [CV 13],

uma única medida de máxima entropia, a qual denotaremos por ν, que coincide com o

único estado de equiĺıbrio para g associado aos potenciais constantes. Nada mais natural

então definir uma medida em M a partir de conjuntos da forma Π−1(A) onde A é um

mensurável da σ-álgebra de Borel em N .

Como Π é cont́ınua, sobrejetiva e Π ◦ f = g ◦ Π, pode ser visto em [W93] que,

h(f) ≥ h(g).

Mais ainda, devido a Bowen [Bow71] segue que

h(f) ≤ h(g) + sup{h(f,Π−1(y)); y ∈ N}

Provaremos que h(f,Π−1(y)) = 0 para todo y ∈ N . De fato, como f :My →Mg(y) é uma

λs-contração, fixado ǫ > 0, os únicos conjuntos (n, ǫ)-separáveis em bolas de diâmetro ǫ

restritas aMy são os conjuntos unitários. Assim, como Π−1(y) pode ser escrito como união

de m(ǫ) ∈ N bolas de diâmetro ǫ, conclúımos que a maior cardinalidade de um conjunto

(n, ǫ)-separável em Π−1(y) é m(ǫ). Portanto, para todo n ∈ N temos S(n, ǫ,Π−1(y)) ≤
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m(ǫ) e pela definição da entropia segue que h(f,Π−1(y)) = 0 para todo y ∈ N . Logo

h(f) ≤ h(g), garantindo que h(f) = h(g).

Esta informação nos permitirá construir uma medida de máxima entropia para

f a partir de uma medida de máxima entropia para g. De fato, sabemos por [CV13]

que existe uma única medida de probabilidade g-invariante, a qual denotamos por ν,

que realiza a máxima entropia de g. Pelo prinćıpio variacional, como h(f) = h(g), a

medida ν possui entropia relativa a g, maior que a entropia relativa a f de qualquer outra

medida de probabilidade que seja f -invariante. Assim, é suficiente obter uma medida de

probabilidade f -invariante, que possua entropia relativa a f maior que a entropia de ν

relativa a g.

Para tal, seja ΠΛ a restrição de Π ao conjunto Λ. Seja AN a σ-álgebra de Borel

de N . Claramente, A0 := Π−1
Λ (AN) é uma σ-álgebra em Λ. Os elementos de A em A0

são da forma A = Π−1
Λ (B) onde B ∈ AN . Como f é uma bijeção em Λ e ΠΛ ◦ f = g ◦ΠΛ

temos que

A = Π−1
Λ (B) = f ◦ f−1 ◦ Π−1

Λ (B) = f ◦ Π−1
Λ ◦ g−1(B).

Sabemos que g−1(B) pertence a AN . Segue então que A0 ⊂ f(A0) e assim An := fn(A0)

é uma sequência de σ-álgebras tais que A0 ⊂ A1 ⊂ · · · ⊂ An ⊂ · · · . Seja agora µn : An →
[0, 1] definida por:

µn(f
n(A0)) = ν(ΠΛ(A0))

para todo A0 ∈ A0. Observemos que µn é f -invariante para todo n ∈ N. De fato, dado

A = fn(A0), onde A0 = Π−1
Λ (B) e B ∈ AN , segue da g-invariância da ν e sobrejeção das

aplicações g e ΠΛ, que:

µn(f
−1(A)) = µn(f

−1(fn(A0))) = µn(f
n(f−1(A0)))

= ν(ΠΛ(f
−1(A0))) = ν(ΠΛ(f

−1 ◦ Π−1
Λ (B)))

= ν(ΠΛ(Π
−1
Λ ◦ g−1(B))) = ν(g−1(B))

= ν(B) = ν(ΠΛ(A0))

= µn(f
n(A0)) = µn(A)
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Figura 2.1: Invariância da Medida µ0 no solenoide

Agora, como An ⊂ An+1, temos que A :=
∞⋃

n=0

An é uma álgebra em Λ.

Definiremos então µ : A → [0, 1] tal que µ(A) = µn(A) se A ∈ An. Claramente µ

está bem definida e além disso é finitamente aditiva visto que µn o são e An ⊂ An+1. Para

provar que µ é σ-aditiva utilizaremos o seguinte critério, que pode ser visto em [Mane]:

Proposição 1. Seja A uma álgebra de subconjuntos de X e µ : A → [0, 1] uma função

tal que

µ(A1 ∪ · · · ∪ An) =
n∑

i=1

µ(Ai)

para toda famı́lia (Ai)1≤i≤n de subconjuntos disjuntos de X em A. Suponha que exista

uma famı́lia C ⊂ A tal que

• C é uma classe compacta, isto é, se C1 ⊃ C2 ⊃ · · · ⊃ Cn ⊃ · · · são elementos de C
então

∞⋂

n=1

Cn 6= ∅.

• C satisfaz a propriedade de aproximação, isto é, para todo A ∈ A temos µ(A) =

sup {µ(C);C ⊂ A,C ∈ C}

Então µ é uma medida.

✷
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Seja então KN a reunião de todos os compactos de N . Podemos definir uma

subfamı́lia K0 := Π−1
Λ (KN) de A0 tal que KΛ :=

∞⋃

n=0

fn(K0) contida em A é uma classe

compacta e satisfaz a propriedade de aproximação. Provemos estes fatos:

• Seja C1 ⊃ C2 ⊃ · · · ⊃ Cn ⊃ · · · subconjuntos de KΛ. Para cada i ∈ N, existe

Di ∈ KN e ni ∈ N tais que Ci = fni
(
Π−1

Λ (Di)
)
. Como Π−1

Λ (Di) é compacto, pois é

fechado e está contido no compacto Λ, segue pela continuidade da f , que (Ci)i∈N é

uma famı́lia de compactos encaixantes, em particular
∞⋂

n=1

Cn 6= ∅.

• Dado agora, A ∈ A queremos provar que µ(A) = sup {µ(C);C ⊂ A,C ∈ KΛ}. Sa-

bemos que pela regularidade da medida ν, para todo B ∈ AN temos ν(B) =

sup {ν(D);D ⊂ B,D ∈ KN}. Observemos que C ∈ KΛ se, somente se, existe

D ∈ KN tal que fn(Π−1
Λ (D)) = C. Além disso

µ(C) = µ(fn(Π−1
Λ (D))) = ν(ΠΛ ◦ Π−1

Λ (D)) = ν(D),

portanto sup {ν(D);D ⊂ B,D ∈ KN} = sup {µ(C);C ⊂ A,C ∈ KΛ}. Como para

todo A ∈ A existe B ∈ AN tal que µ(A) = ν(B) obtemos que

µ(A) = sup {µ(C);C ⊂ A,C ∈ KΛ} .

Logo, pelo critério de aditividade dado acima, segue-se que µ é uma medida σ-

aditiva. Mais ainda, µ é f -invariante, já que todas as µn são f -invariantes. Resta-nos

então provar que a extensão de A coincide com a σ-álgebra de Borel. Para tal, como A
está contida na σ-álgebra de Borel de Λ, pois ΠΛ é cont́ınua, é suficiente notar que A
contém uma sequência de partições cujo diâmetro vai a zero, pois f :My →Mg(y) é uma

λs-contração.

Com efeito, para todo n ∈ N, pela continuidade(uniforme) de gn, dado λns existe

δ(n) > 0 tal que d(z, w) < δ(n) implica que d(gn(z), gn(w)) < λns , para todo z, w ∈ N .

Seja então P0
n uma sequência de partições em N formada por borelianos e cujo diâmetro

da partição é menor que δ(n). Definiremos agora a sequência de partições

Pn := fn
(
Π−1

Λ

(
P0
n

))
(2.1)

de Λ cujo diâmetro vai a zero. De fato, dados x̄, ȳ ∈ Pn onde Pn = fn
(
Π−1

Λ (P 0
n)
)

para algum elemento P 0
n ∈ P0

n, existem x, y ∈ Λ tais que x̄ = fn(x) e ȳ = fn(y) com

Π(x),Π(y) ∈ P 0
n . Assim, definindo x̂ = Π(x), ŷ = Π(y), x̃ = Π(x̄) e ỹ = Π(ȳ) e observando
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que gn(x̂) = gn(Π(x)) = Π(fn(x)) = x̃ e gn(ŷ) = gn(Π(y)) = Π(fn(y)) = ỹ obtemos que

d(fn(x), fn(y)) ≤ C [d(x̃, ỹ) + d(πx̃,ỹ ◦ fn(x), fn(y))]

= C [d(gn ◦ Π(x), gn ◦ Π(y)) + d(fn(πx̂,ŷ(x)), f
n(y))]

≤ C [λns + λnsd(πx̂,ŷ(x), y)]

≤ C [1 + diam(M)]λns .

Com abuso de notação, denotaremos ainda por µ sua extensão à σ-álgebra de

Borel. Sabemos que µ é também f -invariante.

Agora provaremos que a entropia de µ relativa a f é maior que a entropia de

ν relativa a g. Para isto observamos que o estado de equiĺıbrio constrúıdo em [V V 10] é

ergódico. Denotaremos por Bn
ǫ (g, y0) a (n, ǫ)-bola dinâmica de g no ponto y0 ∈ N , isto

é, o conjunto de pontos y ∈ N , tais que d(gj(y), gj(y0)) < ǫ, ∀j ∈ {0, · · · , n − 1}. Segue

então, por Brin-Katok, que existe F ⊂ N de medida ν total, onde

hν(g) = lim
ǫ→0

lim sup
n→∞

1

n
log

1

ν (Bn
ǫ (g, y))

para todo ponto y ∈ F .

Seja agora Bn
ǫ (f, x) a (n, ǫ)-bola dinâmica de f restrita a Λ no ponto x ∈ Λ, ou

seja, os pontos z ∈ Λ tais que d(f j(z), f j(x)) < ǫ, ∀j ∈ {0, · · · , n − 1}. Pela continui-

dade(uniforme) de Π dado ǫ > 0 existe 0 < δ < ǫ tal que Π(Bδ(w)) ⊂ Bǫ(Π(w)) para

todo w ∈M . Observaremos então que Bn
δ (f, x) ⊂ Π−1

Λ (Bn
ǫ (g, y)) para todo x ∈ Π−1

Λ (y).

De fato, dado z ∈ Bn
δ (f, x) devemos provar que Π(z) ∈ Bn

ǫ (g, y). Como Π(x) = y

temos para todo j ∈ {0, · · · , n− 1}

d(gj ◦ Π(z), gj(y)) = d(gj ◦ Π(z), gj ◦ Π(x)) = d(Π ◦ f j(z),Π ◦ f j(x)) < ǫ.

Por esta razão

µ (Bn
δ (f, x)) ≤ µ

(
Π−1

Λ (Bn
ǫ (g, y))

)
= ν (Bn

ǫ (g, y))

e portanto como δ → 0 quando ǫ→ 0 temos que

hν(g) ≤ lim
δ→0

lim sup
n→∞

1

n
log

1

µ (Bn
δ (f, x))
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para todo ponto x ∈ Π−1
Λ (F ). Observe que µ(Π−1

Λ (F )) = ν(F ) = 1, assim

hµ(f) =

∫

Λ

lim
δ→0

lim sup
n→∞

1

n
log

1

µ (Bn
δ (f, x))

dµ

≥
∫

Π−1
Λ (F )

hν(g)dµ

= hν(g)

e então conclúımos que, hµ(f) ≥ hν(g) = h(g) = h(f), ou seja, µ é uma medida de

máxima entropia para f .

2.2 Unicidade da Medida de Máxima Entropia

Provaremos agora a unicidade da medida de máxima entropia para f constrúıda

na seção anterior. A prova baseia-se na unicidade da medida de máxima entropia de g.

Suponha que µ1 é também uma medida invariante de máxima entropia para f diferente de

µ. Seja ν1 := (ΠΛ)∗ µ1, o push-forward da medida µ1. Como µ1 é diferente de µ segue-se

que ν1 é diferente de ν. De fato, como µ1 é diferente de µ, existe A ∈ A tal que µ1(A)

é diferente de µ(A). Sabemos que A = A0 ∪ f(A0) ∪ · · · ∪ fn(A0) ∪ · · · , assim existem

A0 ∈ A0 e n ∈ N tais que fn(A0) = A. Pela definição de A0 existe B0 ∈ AN tal que

Π−1
Λ (B0) = A0. Observemos agora que

ν1(B0) = (ΠΛ)∗ µ1(B0) = µ1(Π
−1
Λ (B0)) = µ1(A0) = µ1(f

n(A0)) = µ1(A)

e por outro lado

ν(B0) = ν(ΠΛ(A0)) = µ(A0) = µ(fn(A0)) = µ(A)

e como consequência temos que ν1 é diferente de ν. Pela f -invariância de µ1 segue ime-

diatamente que ν1 é g-invariante.

Provaremos então que ν1 é também uma medida de máxima entropia para g, o

que é uma contradição. Para isto é suficiente provar que hν1(g) ≥ hµ1(f), já que estamos

supondo µ1 uma medida de máxima entropia para f e sabemos que a entropia de f é

igual a entropia de g.

Com efeito, podemos assumir que a sequência de partições P0
n é obtida por refi-

namento. Então Pn = fn
(
Π−1

Λ (P0
n)
)
, como em 2.1, é tal que P0 ≤ P1 ≤ · · · ≤ Pn ≤ · · ·

e como
∞⋃

n=0

Pn gera a σ-álgebra de Borel temos

hµ1(f) = sup
n

{hµ1(f, Pn)} .
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Assim, para todo ǫ > 0 existe n ∈ N tal que

hµ1(f, Pn) ≥ hµ1(f)− ǫ.

Por outro lado, segue da definição de ν1 que para todo n ∈ N

hν1(g, P
0
n) = hµ1(f,Π

−1
Λ

(
P 0
n

)
).

De fato, para qualquer partição P a entropia de g relativa a medida ν1 é dada por

hν1(g,P) = lim
m→∞

1

m
hν1
(
P ∨ g−1(P) ∨ · · · ∨ g−(m−1)(P)

)

pela definição de ν1 e a semi-conjugação das dinâmicas f e g obtemos

ν1

(
m−1∨

j=0

g−j(Pij)

)
= µ1

(
Π−1

Λ

(
m−1∨

j=0

g−j(Pij)

))

= µ1

(
m−1∨

j=0

Π−1
Λ

(
g−j(Pij)

)
)

= µ1

(
m−1∨

j=0

f−j
(
Π−1

Λ (Pij)
)
)

o que nos garante que hν1

(
m−1∨

j=0

g−j(P)

)
= hµ1

(
m−1∨

j=0

f−j
(
Π−1

Λ (P)
)
)

e consequentemente

obtemos

hν1(g,P) = hµ1(f,Π
−1
Λ (P))

e segue da f -invariância de µ1 que

hµ1(f,Π
−1
Λ

(
P0
n

)
) = hµ1(f,Pn)

pois Pnj
∈ Pn se somente se existem P 0

nj
∈ P0

n tais que Pnj
= fn(Π−1

Λ (P 0
nj
)). Assim

µ1

(∨m−1
j=0 f

−j(Pnj
)
)

= µ1

(∨m−1
j=0 f

−j
(
fn
(
Π−1

Λ (P 0
nj
)
)))

= µ1

(∨m−1
j=0 f

n
(
f−j

(
Π−1

Λ (P 0
nj
)
)))

= µ1

(
fn
(∨m−1

j=0 f
−j
(
Π−1

Λ (P 0
nj
)
)))

= µ1

(∨m−1
j=0 f

−j
(
Π−1

Λ (P 0
nj
)
))

.
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Obtemos então que para todo ǫ > 0 existe n ∈ N tal que

hν1 (g) ≥ hν1 (g, P
0
n)

= hµ1
(
f,Π−1

Λ P 0
n

)

= hµ1 (f, Pn)

≥ hµ1(f)− ǫ

provando que hν1(g) ≥ hµ1(f). Logo µ é a uma única medida de máxima entropia para

f .

2.3 Estabilidade Estat́ıstica

Provaremos agora a estabilidade estat́ıstica para a medida µ. Mais precisamente,

provaremos que se fn → f na topologia C1, e Πn → Π na topologia C0 onde Πn semi-

conjuga as aplicações fn e gn(como em [CV13]) então µn → µ na topologia fraca-∗, onde
µn (respectivamente µ) é maximizante da entropia para fn (respectivamente f).

Para tal para f , considere a coleção C cujos elementos são abertos A no ambiente

M cuja fronteira tem medida µ nula da forma A = ∪x∈BMx, com B ⊂ N uma bola aberta

de fronteira medida ν nula, e dos abertos iterados de tais abertos por f j, j ≥ 0. Observe

que fk(∪x∈NMx) é uma vizinhança dos atratores Λn onde as µn estão suportadas, para

todo n suficientemente grande. Note que a coleção Ĉ formada por C e as imagens por

iterados positivos de f de seus elementos forma uma base de vizinhanças de Λ.

Primeiro mostremos o seguinte lema

Lema 1. Seja Â ∈ Ĉ. Então µn(Â) → µ(Â) quando n→ +∞.

Prova: Dado Â = fk(A), com A = ∪x∈BMx. Como fk(∪x∈NMx) é uma vizi-

nhança dos atratores Λn onde as µn estão suportadas, para todo n suficientemente grande,

basta mostrar que µn(A) → µ(A).

Seja então An := Π−1
n (B). Temos que µn(An) = νn(B), onde νn é a medida de

máxima entropia associada a gn como em [CV13]. E sabemos também que µ(A) = ν(B),

onde ν é a medida de máxima entropia associada a g como em [CV13].

Dado ǫ > 0, tome B+ ⊃ B ⊃ B−, com fronteira ν−nula tais que

ν(B+)− ǫ/3 < ν(B) < ν(B−) + ǫ/3,

Suponha ainda A±
n := Π−1

n (B±), com fronteira µ−nula tais que existe n2 onde, para todo

n ≥ n2 temos A+
n ⊃ A ⊃ A−

n e

µ(A+
n )− ǫ/3 < µ(A) < µ(A−

n ) + ǫ/3,
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Tais conjuntos são posśıveis pela convergência C0 das folheações de fn a f .

Dáı, por um lado, ∃n1 ≥ n2 tal que

µ(A)− µn(A) ≤ µ(A)− µn(A
−
n ) = ν(B)− νn(B

−) ≤ 2ǫ

3
,

para todo n ≥ n1, uma vez que νn(B
−) → ν(B−) pela estabilidade estat́ıstica provada

em [CV13].

Analogamente, provamos a outra desigualdade, implicando que existe n0 ≥ n1 tal

que

|µ(A)− µn(A)| < ǫ, ∀n ≥ n0.

Isso finaliza a prova do lema.

Estamos agora em condições de provar o seguinte teorema:

Teorema 1. Dada ϕ cont́ınua. Então

∫

M

ϕdµn →
∫

M

ϕdµ.

Prova: Este teorema está fundamentalmente provado em [Cas08]. Relembramos

a prova para a completude do texto. Seja ǫ > 0 dado, e δ > 0 da continuidade uniforme de

ϕ correspondente a ǫ/9. Tome então uma cobertura ∪kj=1Cj, Cj ∈ Ĉ de Λ, com diâmetro

menor que δ/3. Existe n0 tal que tal cobertura também cobre Λn, ∀n ≥ n0. Em particular,

µn(M \ ∪kj=1Cj) = 0, ∀n ≥ n0.

Tome uma partição da unidade {ψj, j = 1, . . . , k} associada a ∪kj=1Cj.

Para cada Cj, tome xj ∈ Cj e escreva

ϕ̂ =
k∑

j=1

ϕ(xj)ψj.

Dáı, ‖ϕ− ϕ̂‖∞ < ǫ/3.

Tome então n0 tal que

|(µn − µ)(Cj)| <
ǫ

3k‖ϕ‖∞
.

Dáı,

∣∣∣∣
∫

M

ϕdµn −
∫

M

ϕdµ

∣∣∣∣ ≤
∣∣∣∣
∫

M

ϕdµn −
∫

M

ϕ̂dµn

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

M

ϕ̂dµn −
∫

M

ϕ̂dµ

∣∣∣∣+
∣∣∣∣
∫

M

ϕdµ−
∫

M

ϕ̂dµ

∣∣∣∣ ≤

‖ϕ− ϕ̂‖∞ +
k∑

j=1

‖ϕ‖∞|µn(Cj)− µ(Cj)|+ ‖ϕ− ϕ̂‖∞ < ǫ, ∀n ≥ n0.
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Caṕıtulo 3

Propriedades Estat́ısticas

Neste caṕıtulo, provamos boas propriedades estat́ısticas da medida de máxima

entropia. Utilizamos aqui as técnicas de cones e métricas projetivas para obter contração

num cone estritamente invariante pelo operador Ruelle-Perron-Frobenius, onde tal cone

possui diâmetro finito em relação a métrica projetiva. Com isto, provamos o decaimento

exponencial de correlações para observáveis Hölderes e como consequência obtemos que

também é válido o teorema do limite central.

3.1 Cones e Métricas Projetivas

Relembraremos aqui alguns resultados sobre a teoria de cones e métricas projetiva

associados a operadores lineares. Mais precisamente apresentaremos o teorema de Birkhoff

o qual garante a contração, na métrica projetiva, de operadores lineares restritos a cones

invariantes. Enunciaremos aqui alguns resultados sobre a teoria, cuja prova pode ser visto

em [Li95, Bal00, Vi97].

Seja E um espaço vetorial. Dizemos que C ⊂ E\{0} é um cone se

t > 0 e v ∈ C ⇒ t · v ∈ C.

Um cone é dito convexo se

t1, t2 > 0 e v1, v2 ∈ C ⇒ t1 · v1 + t2 · v2 ∈ C,

tal condição permite combinar quaisquer direção do cone.

Mesmo na ausência de uma topologia, definiremos o fecho C de C, como sendo o

conjunto dos pontos w ∈ E tais que existem v ∈ C e uma sequência de elementos positivos

(tn)n∈N, tendendo a zero, tais que w + tn · v ∈ C para todo n ∈ N. Segue da definição de
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fecho que 0 ∈ C qualquer que seja o cone C ⊂ E. Além disso estamos interessados em

eliminar cones degenerados, como por exemplo, semi-planos. Para tal exigiremos que

C ∩
(
−C
)
= {0}.

Denominaremos os cones convexos com a propriedade acima de cones projetivos. Pas-

saremos agora a definir a métrica projetiva associada ao cone projetivo C. Sejam

α(v, w) = sup {t > 0;w − t · v ∈ C}

e

Figura 3.1: Métrica Projetiva - Função α

β(v, w) = inf {s > 0; s · v − w ∈ C} .

Observe que {t > 0;w − t · v ∈ C} e {s > 0; s · v − w ∈ C} podem ser vazios. Assim, por

Figura 3.2: Métrica Projetiva- Função β

se tratar de valores positivos, convencionaremos que sup ∅ = 0 e naturalmente inf ∅ = +∞.

Definiremos agora

θ(v, w) = log
β(v, w)

α(v, w)
.
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Convencionando que θ = +∞ se α = 0 ou β = +∞ e observando que α(v, w) ≤ β(v, w),

segue que θ(v, w) toma valores em [0,+∞]. A próxima proposição estabelece que θ é

uma métrica no espaço quociente C/ ∼, onde v ∼ w se, somente se, existe t > 0 tal que

v = t · w.

Proposição 2. Seja C um cone projetivo. Então θ(·, ·) : C×C → [0,+∞] é uma métrica

em C/ ∼, isto é,

• θ(v, w) = θ(w, v).

• θ(u, w) ≤ θ(u, v) + θ(v, w).

• θ(v, w) = 0 se somente se existe t > 0 tal que v = t · w

A métrica θ é denominada métrica projetiva associada ao cone C. A dependência

do cone é dada de forma monótona, isto é, dados dois cones C1 e C2 projetivos, tais que

C1 ⊂ C2, denotando por θ1 = log
β1
α1

e θ2 = log
β2
α2

suas respectivas métricas projetivas,

temos que θ1 ≥ θ2. Com efeito, como {t > 0;w − t · v ∈ C1} ⊂ {t > 0;w − t · v ∈ C2} e

{s > 0; s · v − w ∈ C1} ⊂ {s > 0; s · v − w ∈ C} segue-se que α1 ≤ α2 e β1 ≥ β2. Logo,

θ1 ≥ θ2.

Uma observação sobre a métrica projetiva é que vetores na fronteira do cone

∂C := C \ C, possuem distância infinita para qualquer outro vetor no cone. Com efeito,

se w ∈ ∂C então w /∈ C. Dados v ∈ C e t > 0 tais que w − tv ∈ C, obtemos que

w = w − tv + tv ∈ C. O que é uma contradição. Logo α(v, w) = sup ∅ = 0 e assim

θ(v, w) = +∞.

Outro fato interessante associado a métricas projetivas, é que dados E1 e E2

espaços vetoriais, L : E1 → E2 operador linear e C1, C2 cones projetivos tais que L(C1) ⊂
C2, temos que L é uma contração fraca restrito a C1, mais precisamente,

θ2(L(v), L(w)) ≤ θ1(v, w), para todos v, w ∈ C1

Porém, podemos obter uma contração forte sobre a hipótese de que o θ2-diâmetro de

L(C1) é finito. Este resultado é devido a Birkhoff, que pode ser encontrado, por exemplo,

em [Vi97, Proposição 2.3].

Teorema 2. Sejam E1 e E2 espaços vetoriais e sejam C1 ⊂ E1 e C2 ⊂ E2 cones projetivos.

Se L : E1 → E2 é um operador linear tal que L(C1) ⊂ C2 e

D = sup {θ2(L(v), L(w)); v, w ∈ C1} <∞

então

θ2(L(v), L(w)) ≤
(
1− e−D

)
θ1(v, w),

para quaisquer v, w ∈ C1.
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Uma boa aplicação do teorema anterior é que ele nos permite provar a existência

de um único ponto fixo para L, através da convergência de sequências no cone projetivo.

Em particular, é sabido na teoria do formalismo termodinâmico, que se L é o operador

transferência, o qual definiremos na próxima seção, obtendo medidas conformes (auto

medidas do dual do operador transferência) podemos a partir destas obter bons candidatos

a medida de máxima entropia.

3.2 Operador Ruelle-Perron-Frobenius e Cones Inva-

riantes

Relembramos que o objetivo principal deste trabalho é deduzir boas proprie-

dades estat́ısticas da medida de máxima entropia associada a dinâmica f . A técnica

aqui presente é utilizar o operador Ruelle-Perron-Frobenius(por simplicidade denominado

operador transferência) para obter a partir da dualidade com o operador de Koopman,

U(ϕ) = ϕ ◦ f , o decaimento exponencial de correlações e em consequência o teorema do

limite central.

Porém, tal técnica permite também provar o decaimento exponencial de cor-

relações e em consequência o teorema do limite central para estados de equiĺıbrio de

modo geral, não só particularmente para medidas de máxima entropia. Lembramos que

dada uma dinâmica f : Λ → Λ, fixado um potencial φ : Λ → R, dizemos que uma medida

η é um estado de equiĺıbrio para f com respeito a φ se

hη(f) +

∫
φdη = sup

{
hµ(f) +

∫
φdµ;µ é uma medida f -invariante

}
.

Ou seja, pelo prinćıpio variacional, η realiza a pressão topológica P (f, φ). O leitor pode

observar facilmente que, no caso em que o potencial φ é constante, obter um estado de

equiĺıbrio é equivalente a obter uma medida de máxima entropia. O que faremos aqui

é obter alguns resultados, mas não todos, para potenciais mais gerais que potenciais

constantes, a saber, potenciais de baixa variação, ou seja, existe ε > 0 suficientemente

pequeno tal que supφ− inf φ < ε. Além disso tais potenciais devem pertencer ao seguinte

cone: ∣∣eφ
∣∣
α
≤ ε inf eφ (3.1)

onde
∣∣eφ
∣∣
α
= inf

{
C > 0; |eφ(x)− eφ(y)| ≤ Cd(x, y)α, ∀x, y ∈ Λ

}
. Seja então E o espaço

das funções cont́ınuas ϕ : Λ → R. Definiremos o operador Ruelle-Perron-Frobenius

L : E → E dado por

L(ϕ)(y) = ϕ(f−1(y))eφ(f
−1(y))
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onde φ satisfaz as condições acima.

Nossa inspiração encontra-se no trabalho desenvolvido por Castro e Varandas

em [CV13], onde os mesmos provaram, entre outros resultados, propriedades estat́ısticas

para o único estado de equiĺıbrio desenvolvido inicialmente por Varandas e Viana em

[VV10], com a hipótese da dinâmica ser topologicamente exata, relembrado também que

em [CV13] os autores deram outra prova da existência e unicidade de estado de equiĺıbrio

eliminando tal hipótese. No contexto não uniformemente expansor, Castro e Varandas

definiram cones apropriados ao operador Ruelle-Perron-Frobenius L, no sentido que foi

posśıvel provar a sua invariância e diâmetro finito da imagem destes cones por L.
Mais precisamente, eles definiram um cone de funções positivas e Hölder cont́ınuas

ϕ tais que |ϕ|α ≤ κ inf ϕ. Em nosso contexto os pontos em Π−1(y) são contráıdos expo-

nencialmente. Sabendo que o operador L , no caso da entropia(φ = 0), nada mais é

do que avaliar o observável ϕ na pré-imagem dos pontos(no passado), ou seja, calcular

ϕ(f−1(x)), então a constante de Hölder de L(ϕ), mesmo para ϕ como em [CV13], não

teria muitas chances de melhorar sua regularidade, pois para z e w restritos as folhas

estáveis d(z, w) ≤ λsd(f
−1(z), f−1(w)), o que compromete a invariância estrita do cone

como em [CV13] pelo operador transferência.

Gostaŕıamos então de evitar este efeito indesejável nas direções onde certamente

existe contração, ou seja, em Π−1(y). Para tal, analisaremos a ação de L em médias

calculadas em folhas estáveis, entendendo aqui uma folha estável como um subconjunto

de Λ da forma Π−1
Λ (y) onde y ∈ N e ΠΛ é a restrição de Π : M → N ao atrator Λ.

Denotaremos tais folhas por γ e a união destas folhas por F s. Observe que F s particiona

Λ em folhas γ. Salientemos também que devido ao comportamento intŕınseco do operador

Ruelle-Perron-Frobenius, nada mais natural que tal média nas folhas estáveis seja dada

pela integral das funções testes nas mesmas, relativa a uma medida de probabilidade

adequadamente escolhida em cada folha .

Fixado y ∈ N , sejam yj tais que g(yj) = y, onde j ∈ {1, · · · , deg(g)}. Sendo

γ = Π−1
Λ (y) e γj = Π−1

Λ (yj), segue-se que f(γj) ⊂ γ, pois se z = f(x) onde x ∈ γj então

Π(z) = Π ◦ f(x) = g ◦ Π(x) = g(yj) = y.

Como desejamos provar o decaimento exponencial de correlações para a medida

de máxima entropia constrúıda, necessitamos comparar a integral de funções testes em

folhas estáveis variando as densidades de integração. Isto induz naturalmente um operador

linear definido em cones auxiliares nas folhas γ e γj. Denotaremos tal cone por D(γ, κ) e

chamaremos de cone auxiliar de densidades Hölder continuas. Mais precisamente diremos

que ρ : γ → R pertence a D(γ, κ) se somente se ρ > 0 e |ρ|α < κ inf ρ, onde |ρ|α =

inf {C > 0; |ρ(x)− ρ(y)| ≤ Cd(x, y)α, ∀x, y ∈ γ}.
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As funções no cone D(γ, κ) possuem uma importante cota para o supremo a partir

do infimo, mais precisamente se ρ ∈ D(γ, κ) então sup ρ ≤ inf ρ (1 + κ · diamMα). De

fato, para todo δ > 0 existem x0, y0 ∈ γ tais que sup ρ− δ < ρ(x0) e ρ(y0) < inf ρ+ δ. Da

hipótese |ρ|α < κ inf ρ obtemos que |ρ(x0)− ρ(y0)| < κd(x0, y0)
α inf ρ, logo

sup ρ− inf ρ < ρ(x0) + δ − ρ(y0) + δ < κd(x0, y0)
α inf ρ+ 2δ

como δ é arbitrário conclúımos que sup ρ ≤ inf ρ (1 + κ · diamMα).

Seja p o grau da aplicação g. Provaremos agora que existe uma famı́lia de medidas

{µγ}γ∈Fs em Λ, tais que para todo γ̂, onde fn (γ̂) ⊂ γ, temos µγ (f
n (γ̂)) =

1

pn
, em

particular µγ(γ) = 1. Além disso, para toda γj, com f(γj) ⊂ γ obtemos a seguinte

relação

∫

f(γj)

ψdµγ =
1

p

∫

γj

ψ ◦ fdµγj .

Com efeito, fixado γ = Π−1
Λ (y), para todo n ∈ N, maior que zero, definindo

γj = Π−1
Λ (yj), onde yj ∈ g−n(y), podemos escrever γ =

⋃̇pn

j=1
fn(γj), pois cada f

n é uma

bijeção em Λ e Π ◦ fn = gn ◦ Π. Portanto, {fn(γj)}p
n

j=1 é uma sequência de partições de

γ. Como γj = Π−1
Λ (yj) e f

n :Myj →Mgn(yj) é uma λns -contração segue-se que o diâmetro

de {fn(γj)}p
n

j=1 tende a zero. Basta definir então µγ nos elementos desta partição por

distribuição de massa

µγ(f
n(γj)) =

1

pn

e em seguida, por restrição à folha γ, estendemos naturalmente µγ a um elemento A da

σ−álgebra de Borel de Λ.

Agora definindo γj = Π−1
Λ (xj), onde xj ∈ g−1(x) podemos escrever

µγ(A) = µγ(A ∩ γ) = µγ

(
A ∩

p⋃

j=1

f(γj)

)
= µγ

(
p⋃

j=1

(A ∩ f(γj))
)

=

p∑

j=1

µγ(A ∩ f(γj))

Definindo µγj(A) := p ·µγ(f(A∩ γj)) obtemos que µγ(A∩ f(γj)) =
1

p
µγj(f

−1(A)) e assim

µγ(A) =
1

p

p∑

j=1

µγj(f
−1(A)).

Conclúımos também que para todo A mensurável, a função caracteŕıstica χA satisfaz
∫

f(γj)

χAdµγ =
1

p

∫

γj

χA ◦ fdµγj
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Figura 3.3: Distribuiçao de Massa

e pelo teorema da convergência dominada, segue que para toda g : Λ → R cont́ınua que
∫

f(γj)

gdµγ =
1

p

∫

γj

g ◦ fdµγj . (3.2)

Observe ainda que como para todo γ̂, onde fn (γ̂) ⊂ γ, temos µγ (f
n (γ̂)) =

1

pn
, segue que

para todo γ̃, onde fn (γ̃) ⊂ γj e f (γj) ⊂ γ, obtemos

µγj (f
n (γ̃)) = pµγ (f (f

n (γ̃) ∩ γj))
= pµγ (f

n+1(γ̃))

=
p

pn+1
=

1

pn
.

Ou seja, µγj é também uma distribuição de massa em γj.

Mais ainda, visto que para cada y ∈ N existem yj, tais que g(yj) = y, onde

j ∈ {1, · · · , p}. Podemos definir, γ = Π−1
Λ (y) e γj = Π−1

Λ (yj), onde f(γj) ⊂ γ, e assim

γ =
⋃̇p

j=1f(γj). Portanto para toda ψ : γ → R segue que

∫

γ

ψdµγ =

p∑

j=1

∫

f(γj)

ψdµγ.

Conclúımos então, para todo ρ : γ → R, que

∫

γ

L(ϕ)ρdµγ =
p∑

j=1

∫

f(γj)

L(ϕ)ρdµγ =
p∑

j=1

1

p

∫

γj

L(ϕ)◦f ·ρ◦fdµγj =
p∑

j=1

1

p

∫

γj

ϕ·eφ·ρ◦fdµγj
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definindo ρj :=
1

p
ρ ◦ feφ podemos escrever

∫

γ

L(ϕ)ρdµγ =
p∑

j=1

∫

γj

ϕρjdµγj

Observemos que ρj está definido em γj. É importante verificar se ρj pertence a algum

cone, desde que ρ pertença ao cone D (γ, κ). Mais ainda, determinar a relação entre estas

densidades no que diz respeito a métrica projetiva associada a estes cones. O lema abaixo

responde a estas questões.

Lema 2. Existem 0 < λ < 1 e κ > 0, suficientemente pequenos, tais que valem os

seguintes items:

1. Se ρ ∈ D(γ, κ) então ρj ∈ D(γj, λκ) para todo j ∈ {1, . . . , p}.

2. Para todo γ ∈ F s
loc se ρ, ρ̂ ∈ D(γ, λκ) então θ(ρ, ρ̂) ≤ 2 log

(
1 + λ

1− λ

)
.

3. Se ρ,, ρ,, ∈ D(γ, κ) então existe Λ1 = 1 −
(
1− λ

1 + λ

)2

tal que θj(ρ
,
j, ρ

,,
j ) ≤ Λ1θ(ρ

,, ρ,,)

para todo j ∈ {1, . . . , p};

onde θj e θ são, respectivamente, as métricas projetiva associadas aos cones D(γj, κ) e

D(γ, κ).

Prova:

Procederemos agora a prova de (1). Em nosso contexto estamos supondo que
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supφ− inf φ < ε and
∣∣eφ
∣∣
α
< ε inf eφ. Portanto

|ρj|α
inf {ρj}

=

∣∣∣∣
1

p
ρ ◦ f · eφ

∣∣∣∣
α

inf

{
1

p
ρ ◦ f · eφ

}

=
|ρ ◦ f · eφ|α

inf {ρ ◦ f · eφ}

≤ |ρ ◦ f |α · esupφ + sup {ρ ◦ f} · |eφ|α
inf ρ · einf φ

≤ |ρ ◦ f |α · esupφ
inf ρ · einf φ +

sup {ρ ◦ f} · |eφ|α
inf ρ · einf φ

≤ λαsκ inf ρ · esupφ
inf ρ · einf φ +

(1 + κ · diamMα) inf ρ · |eφ|α
inf ρ · einf φ

≤ λαs κe
ε + (1 + κ · diamMα)ε

= (λαs e
ε + diamMαǫ)κ+ ε

Para garantir a existência de 0 < λ < 1 tal que

(λαs e
ε + diamMαε)κ+ ε < λκ

é suficiente obter
(λαs e

ε + diamMαε)κ+ ε

κ
< λ < 1

para isto devemos ter
(λαs e

ε + diamMαε)κ+ ε

κ
< 1

ou, equivalentemente,

κ >
ε

1− (λαs e
ε + diamMαε)

. (3.3)

Note que λ e κ podem ser escolhidos suficientemente pequenos, visto que ε > 0 pode ser

escolhido arbitrariamente pequeno, assim como 0 < λs < 1. Isto finaliza a prova de (1).

Para provar (2), observemos que pela desigualdade triangular é suficiente encon-

trar uma limitação para θ(1, ρ) onde ρ ∈ D(γ, λκ). Sabemos que ρ ∈ D(γ, λκ) significa

que ρ é positivo e que |ρ|α < λκ inf ρ . Podemos assumir sem perda de generalidade que

inf ρ = 1. Assim para t = 1− λ temos

|ρ− t|α
inf (ρ− t)

=
|ρ|α

inf ρ− t
<

λκ

1− t
=
λκ

λ
= κ
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como inf ρ = 1 segue que ρ− t ≥ inf ρ− (1−λ) = λ > 0 o que nos garante α(1, ρ) ≥ 1−λ.
Por outro lado, tomando s = 1 + λ

|s− ρ|α
inf (s− ρ)

=
|ρ|α

s− inf ρ
<

λκ

s− 1
=
λκ

λ
= κ.

Como sup ρ ≤ inf ρ (1 + κdiamMα) = 1+κdiamMα escolhendo κ tal que λ > κdiamMα,

segue que s − ρ = 1 + λ − ρ ≥ 1 + λ − sup ρ ≥ 1 + λ − (1 + κdiamMα) > 0 portanto

β(1, ρ) ≤ 1 + λ. Logo θ(ρ, ρ̂) ≤ 2 log

(
1 + λ

1− λ

)
.

Finalmente, para provar (3) é suficiente notar que pelo item (1) temos que ρj ∈
D(γj, λκ) para todo j ∈ {1, . . . , p} e pelo item (2) o diâmetro de D(γj, λκ) em D(γj, κ)

é no máximo 2 log

(
1 + λ

1− λ

)
. Assim, pelo teorema 2, considerando ∆ = 2 log

(
1 + λ

1− λ

)
e

aplicação linear

ρ 7→ 1

p
ρ ◦ feφ

temos θj(ρ
,
j, ρ

,,
j ) ≤ Λ1θ(ρ

,, ρ,,) onde

Λ1 = 1− e−∆ = 1−
(
1− λ

1 + λ

)2

✷

Precisaremos agora de uma noção de distância entre duas folhas γ e γ̃ em F s. Para tal,

dados x, y ∈ N sejam γ = Π−1
Λ (x) e γ̃ = Π−1

Λ (y). Suponha que π = πx,y : γ̃ → γ satisfaz

∫

γ

ϕdµγ =

∫

γ̃

ϕ ◦ πdµγ̃

para toda ϕ cont́ınua e defina a distância d(γ, γ̃) = sup {d(π(p), p); p ∈ γ̃}.
Estamos agora em condições de definir nosso cone principal. Denotaremos por

D1(γ) o conjunto das densidades ρ ∈ D(γ, κ) tais que

∫

γ

ρdµγ = 1. Dados b > 0, c > 0 e

κ como no lema 2, seja C(b, c, α) o cone de funções ϕ ∈ E satisfazendo para todo γ ∈ F s

as condições abaixo:

(A) Para todo ρ ∈ D(γ, κ): ∫

γ

ϕρdµγ > 0

(B) Para todo ρ,, ρ,, ∈ D1(γ):

∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣ < bθ (ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

ϕρdµγ

}
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(C) Dada qualquer folha estável γ̃ suficientemente próxima de γ:

∣∣∣∣
∫

γ

ϕdµγ −
∫

γ̃

ϕdµγ̃

∣∣∣∣ < cd(γ, γ̃)α inf
γ

{∫

γ

ϕdµγ

}

Nosso primeiro passo é mostrar que nosso cone principal possui as condições

necessárias para obtermos uma métrica projetiva associada ao mesmo. Provaremos então

o seguinte lema:

Lema 3. C (b, c, α) é um cone projetivo, isto é, convexo e C (b, c, α) ∩ −C (b, c, α) = 0.

Prova: Provemos inicialmente a convexidade de C (b, c, α). Dados ϕ, ψ ∈ C (b, c, α)

e s, t > 0 temos

(A)

∫

γ

(sϕ+ tψ)dµγ = s

∫

γ

ϕdµγ + t

∫

γ

ψdµγ > 0.

(B) Por hipótese

∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣

θ(ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

ϕρdµγ

} < b e

∣∣∣∣
∫

γ

ψρ,dµγ −
∫

γ

ψρ,,dµγ

∣∣∣∣

θ(ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

ψρdµγ

} < b.

Por propriedades do ı́nfimo segue que

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

(sϕ+ tψ) ρdµγ

}
≥ s inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γ

ϕρdµγ

}
+ t inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γ

ψρdµγ

}
.

Portanto,

∣∣∣∣
∫

γ

(sϕ+ tψ)ρ,dµγ −
∫

γ

(sϕ+ tψ)ρ,,dµγ

∣∣∣∣

θ(ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

(sϕ+ tψ) ρdµγ

} < b.

(C) Análogo ao item (B).

Resta então provar que C (b, c, α) ∩ −C (b, c, α) = 0. Suponha que ϕ ∈ C (b, c, α) ∩
−C (b, c, α). Se ϕ ∈ C (b, c, α) existe ψ ∈ C (b, c, α) e uma sequência (tn)n∈N ց 0 tais que

ϕ+ tnψ ∈ C (b, c, α) para todo n ∈ N . Em particular, dados γ ∈ F s e ρ ∈ D(γ, κ), temos

que

∫

γ

ϕρdµγ > −tn
∫

γ

ψρdµγ para todo tn > 0. Como tn → 0 e

∫

γ

ψρdµγ > 0, segue

que

∫

γ

ϕρdµγ ≥ 0. Por outro lado se ϕ ∈ −C (b, c, α) então ϕ = −ϕ onde ϕ ∈ C (b, c, α)

e assim

∫

γ

ϕρdµγ = −
∫

γ

ϕρdµγ ≤ 0. Portanto,

∫

γ

ϕρdµγ = 0 para todo γ ∈ F s e

ρ ∈ D(γ, κ). Basta provar então que

∫

γ

ϕρdµγ = 0, ∀γ ∈ F s e ρ ∈ D (γ, κ) ⇒ ϕ = 0 em Λ.
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De fato, fixado γ, dada qualquer ψ : γ → R Hölder cont́ınua podemos escrever ψ =

ψ+ − ψ−, onde ψ+, ψ− pertencem ao cone auxiliar D(γ, κ). Para tal, basta definir ψ± =
1

2
(|ψ| ± ψ) + B e escolher B suficientemente grande. Por linearidade temos

∫

γ

ϕψdµγ =

0. Visto que toda função limitada pode ser aproximada em L1(µγ) por funções Hölder

cont́ınuas segue-se que

∫

γ

ϕψdµγ = 0, para toda função limitada ψ : γ → R. Tomando

ψ = ϕ|A, onde A é um elemento da σ-álgebra de Borel de Λ restrito a γ, obtemos que∫

γ

ϕ2|Adµγ = 0 e assim ϕ|A = 0 para µγ-quase todo ponto de A. Como A e γ são

arbitrários, conclúımos que ϕ = 0 em Λ.

✷

3.3 Invariância do Cone Principal

Nesta seção provaremos a invariância do cone C(b, c, α) pelo operador Ruelle-

Perron-Frobenius L, que é uma das hipóteses do teorema 2. Porém, devemos ter também

como hipótese que o diâmetro de L(C(b, c, α)) na métrica projetiva referente ao cone

C(b, c, α) seja finito. Observamos anteriormente, que pela definição da métrica projetiva,

vetores na fronteira do cone possuem distância infinita para qualquer outro vetor no cone.

Então, necessariamente devemos ter uma invariância estrita do cone C(b, c, α) pelo ope-

rador Ruelle-Perron-Frobenius L. Mais precisamente provaremos a seguinte proposição:

Proposição 3. Seja φ um potencial constante. Existe 0 < σ < 1 tal que L(C(b, c, α)) ⊂
C(σb, σc, α) para b e c suficientemente grandes.

Prova: Invariância da condição (A):

Seja ϕ ∈ C(b, c, α). Sabemos que

∫

γ

L(ϕ)ρdµγ =

p∑

j=1

∫

γj

ϕρjdµγj e pelo lema 2

ρj ∈ D(γj, κ). Portanto,

∫

γ

L(ϕ)ρdµγ > 0.

Invariância da condição (B):
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Denotando
ρj∫

γj

ρjdµγj

por ρ̂j podemos escrever

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

L(ϕ)ρdµγ
}

≥
p∑

j=1

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρjdµγj

}

=

p∑

j=1

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρ̂jdµγj

∫

γj

ρjdµγj

}

≥
p∑

j=1

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρ̂jdµγj

}
inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}

≥
p∑

j=1

inf
ρ∈D1(γj)

{∫

γj

ϕρdµγj

}
inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}

Dados ρ,, ρ,, ∈ D1(γ) denotando ρ,j/

∫

γj

ρ,jdµγj e ρ,,j /

∫

γj

ρ,,jdµγj por ρj e ρj, respectiva-

mente, segue-se que

∣∣∣∣
∫

γ

L(ϕ)ρ,dµγ −
∫

γ

L(ϕ)ρ,,dµγ
∣∣∣∣ ≤

p∑

j=1

∣∣∣∣∣

∫

γj

ϕρjdµγj −
∫

γj

ϕρjdµγj

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj

+

p∑

j=1

∫

γj

ϕρjdµγj

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣ .

(3.4)

Por hipótese ϕ está no cone e pelo lema 2, temos

∣∣∣∣∣

∫

γj

ϕρjdµγj −
∫

γj

ϕρjdµγj

∣∣∣∣∣ ≤ bθj
(
ρj, ρj

)
inf

ρ∈D1(γj)

{∫

γj

ϕρdµγj

}

= bθj
(
ρ,j, ρ

,,
j

)
inf

ρ∈D1(γj)

{∫

γj

ϕρdµγj

}

≤ bΛ1θ (ρ
,, ρ,,) inf

ρ∈D1(γj)

{∫

γj

ϕρdµγj

}
.

(3.5)

Vamos observar um pouco mais. Para todo ρ̂ ∈ D1(γ) obtemos a seguinte esti-

mativa

32



∫

γj

(ρ̂)jdµγj

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤ (1 + κdiamMα)2 (3.6)

De fato, dado δ > 0 existe ρ̃ ∈ D1(γ) tal que

∫

γj

(ρ̃)jdµγj ≤ (1+δ) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}

e mais ainda, como ρ̂ e ρ̃ estão normalizados pela integral, devemos ter necessariamente

inf ρ̂ ≤ 1 e sup ρ̃ ≥ 1. Logo,

(ρ̂)j
(ρ̃)j

=

1

p
ρ̂ ◦ feφ

1

p
ρ̃ ◦ feφ

≤ sup ρ̂

inf ρ̃
≤ (1 + κdiamMα) inf ρ̂

(1 + κdiamMα)−1 sup ρ̃
= (1 + κdiamMα)2 .

Assim

∫

γj

(ρ̂)jdµγj ≤ (1 + κdiamMα)2
∫

γj

(ρ̃)jdµγj , obtendo para todo δ > 0 que

∫

γj

(ρ̂)jdµγj

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤
(1 + δ) (1 + κdiamMα)2

∫

γj

(ρ̃)jdµγj
∫

γj

(ρ̃)jdµγj

≤ (1 + δ) (1 + κdiamMα)2

o que prova a afirmação acima.

Agora, para j fixado, obtemos

∣∣∣∣∣

∫

γj

ϕρjdµγj −
∫

γj

ϕρjdµγj

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj

inf
ρ∈D1(γj)

{∫

γj

ϕρdµγj

}
inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}
θ(ρ,, ρ,,)

≤
bΛ1θ (ρ

,, ρ,,)

∫

γj

ρ,jdµγj

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}
θ(ρ,, ρ,,)

≤ (1 + κdiamMα)2 Λ1b

(3.7)

Analisaremos então a segunda parcela de 3.4. Para tal observaremos primeiro

que para todo ρ̂ ∈ D1(γ), denotando (ρ̂)j/

∫

γj

(ρ̂)jdµγj por ¯̂ρj, segue-se que

∫

γj

ϕ ¯̂ρjdµγj

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρjdµγj

} < b log

(
1 + λ

1− λ

)2

+ 1
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Com efeito, analogamente ao que foi feito em 3.6, é suficiente notar que como ϕ está no

cone temos ∫

γj

ϕ ¯̂ρjdµγj
∫

γj

ϕρjdµγj

< bθ(¯̂ρj, ρj) + 1 = bθ((ρ̂)j, ρj) + 1

pelo lema 2, segue a afirmação anterior. Agora estabeleceremos outra estimativa ne-

cessária: ∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣

θ (ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤ 2 (1 + κdiamMα)2 .

Para mostrar isso observaremos que

ρ,j
ρ,,j

≤ sup ρ,

inf ρ,,
≤ sup ρ,/ inf ρ,

inf ρ,,/ sup ρ,,
= eθ+(ρ,,ρ,,) ≤ eθ(ρ

,,ρ,,)

Assim, assumindo sem perda de generalidade que

∫

γj

ρ,jdµγj ≥
∫

γj

ρ,,jdµγj temos

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣

θ (ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤

(
eθ (ρ

,, ρ,,) − 1
)∫

γj

ρ,,jdµγj

θ (ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}

para θ (ρ,, ρ,,) ≤ 1 segue que
eθ (ρ

,, ρ,,) − 1

θ (ρ,, ρ,,)
< 2 a assim neste caso obtemos a estimativa

requerida.

Se θ (ρ,, ρ,,) ≥ 1 também temos

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣

θ (ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤ 2 (1 + κdiamMα)2

e novamente para j fixado e denotando (1 + κdiamMα)2 por M(κ, α)
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∫

γj

ϕρjdµγj

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρjdµγj

}
inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}
θ(ρ,, ρ,,)

≤

∫

γj

ϕρjdµγj

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρjdµγj

}2M(κ, α)

≤
(
b log

(
1 + λ

1− λ

)2

+ 1

)
2M(κ, α)

≤ 2M(κ, α) log

(
1 + λ

1− λ

)2

b+ 2M(κ, α)

(3.8)

As estimativas 3.7 e 3.8 não dependem de j, então

∣∣∣∣
∫

γ

L(ϕ)ρ,dµγ −
∫

γ

L(ϕ)ρ,,dµγ
∣∣∣∣

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

L(ϕ)ρdµγ
}
θ(ρ,, ρ,,)

≤ M(κ, α)Λ1b+ 2M(κ, α) log

(
1 + λ

1− λ

)2

b+ 2M(κ, α)

=

(
Λ1 + 2 log

(
1 + λ

1− λ

)2
)
M(κ, α)b+ 2M(κ, α)

Desejamos que o termo que multiplica b acima seja menor que 1. Relembrando que pelo

lema (2), Λ1 = 1−
(
1− λ

1 + λ

)2

devemos então garantir que

(
1−

(
1− λ

1 + λ

)2

+ 2 log

(
1 + λ

1− λ

)2
)
(1 + κdiamMα)2 < 1

e ainda pelo lema 2, na prova do segundo item, escolhemos κ, suficientemente pequeno,

de modo que κdiamMα < λ. Portanto basta encontrar 0 < λ < 1 de modo que

(
1−

(
1− λ

1 + λ

)2

+ 2 log

(
1 + λ

1− λ

)2
)
(1 + λ)2 < 1.

Tal escolha é posśıvel pois no lema 2, 0 < λ < 1 pode ser tomado suficientemente pequeno.

Assim, existe 0 < σ̃1 < 1 tal que

(
Λ1 + 2 log

(
1 + λ

1− λ

)2
)
M(κ, α) < σ̃1.

Como M(κ, α) não depende de b. Para b suficientemente grande, podemos obter σ1 < 1
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tal que ∣∣∣∣
∫

γ

L(ϕ)ρ,dµγ −
∫

γ

L(ϕ)ρ,,dµγ
∣∣∣∣

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

L(ϕ)ρdµγ
}
θ(ρ,, ρ,,)

≤ σ1b

isto prova a invariância estrita da condição (B).

Invariância da condição (C): Provaremos o caso onde φ é constante. Isto implica

que

inf
γ

{∫

γ

Lϕdµγ
}

≥ eφ inf
γ

{∫

γ

ϕdµγ

}
.

Observemos que a aplicação g como em 1.1 satisfaz as condições (H1) e (H2), logo todo

ponto y ∈ N possui uma pré-imagem na região Ω onde L(y) ≤ λu. Desta forma para

γ = Π−1(y) e γ̃ = Π−1(ỹ) suficientemente próximo de γ de modo que ỹi pré-imagem de

ỹ, próximo de yi, esteja em Uyi obtemos que d(γi, γ̃i) ≤ λud(γ, γ̃).

Com efeito, seja x ∈ γ̃i que realiza a distância d(γi, γ̃i). Representando ainda por

d a métrica produto equivalente a métrica original obtemos,

d(γi, γ̃i) = d(x, πỹi,yi(x)) = d(ỹi, yi) ≤ λud(g(ỹi), g(yi))

= λud(ỹ, y) = λu [d(ỹ, y) + d(πỹ,y(f(x)), πỹ,y(f(x)))]

= λud(f(x), πỹ,y(f(x))) ≤ λud(γ̃, γ)

analogamente nos demais casos temos d(γj, γ̃j) ≤ Ld(γ, γ̃). Além disso, podemos assumir

sem perda de generalidade, que d(γ1, γ̃1) ≤ λ̃ud(γ, γ̃), e nos outros casos d(γj, γ̃j) ≤
L̃d(γ, γ̃). Segue então que

∣∣∣∣
∫

γ

Lϕdµγ −
∫

γ̃

Lϕdµγ̃
∣∣∣∣ ≤ eφ

p

p∑

j=1

∣∣∣∣∣

∫

γj

ϕdµγj −
∫

γ̃j

ϕdµγ̃j

∣∣∣∣∣

≤ eφC

p
inf
γ

{∫

γ

ϕdµγ

} p∑

j=1

d(γj, γ̃j)
α

≤ λ̃αu + (p− 1)L̃α

p
Cd(γ, γ̃)α inf

γ

{∫

γ

Lϕdµγ
}

Devemos ter então
λ̃αu + (p− 1)L̃α

p
< 1 e isto é equivalente a

L̃α <
p− λ̃αu
p− 1

pelo fato de que L̃ ≥ 1, devemos ter necessariamente

p− λ̃αu
p− 1

≥ 1
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e isto é verdadeiro porque λ̃u < 1. Portanto, existe 0 < σ2 < 1 tal que

∣∣∣∣
∫

γ

Lϕdµγ −
∫

γ̃

Lϕdµγ̃
∣∣∣∣ < σ2Cd(γ, γ̃)

α inf
γ

{∫

γ

Lϕdµγ
}

o que prova a invariância estrita da condição (C). Para finalizar a prova da proposição

basta tomar σ = max{σ1, σ2}.

✷

3.4 Diâmetro Finito do Cone Principal

De posse da invariância estrita do cone principal C (b, c, α) pelo operador Ruelle-

Perron-Frobenius L, provaremos aqui que L(C (b, c, α)) possui diâmetro finito na métrica

projetiva Θ, relativa ao cone C (b, c, α). Para tal, calcularemos agora a expressão para a

métrica Θ. Relembramos que α(ϕ, ψ) = sup {t > 0;ψ − tϕ ∈ C (b, c, α)}. Então observe-

mos que pela condição (A), para todo γ ∈ F s
loc e ρ ∈ D (γ) temos

∫

γ

(ψ − tϕ)ρdµγ > 0

dáı

t <

∫

γ

ψρdµγ
∫

γ

ϕρdµγ

.

Pela condição (B),

∣∣∣∣
∫

γ

(ψ − tϕ)ρ,dµγ −
∫

γ

(ψ − tϕ)ρ,,dµγ

∣∣∣∣ < bθ (ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

(ψ − tϕ)ρdµγ

}

e assim para todo ρ,, ρ,,, e ρ̂ em D1(γ) temos

t <

∫

γ

ψρ,dµγ −
∫

γ

ψρ,,dµγ + bθ(ρ,, ρ,,)

∫

γ

ψρ̂dµγ
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ + bθ(ρ,, ρ,,)

∫

γ

ϕρ̂dµγ

e

t <

∫

γ

ψρ,,dµγ −
∫

γ

ψρ,dµγ + bθ(ρ,, ρ,,)

∫

γ

ψρ̂dµγ
∫

γ

ϕρ,,dµγ −
∫

γ

ϕρ,dµγ + bθ(ρ,, ρ,,)

∫

γ

ϕρ̂dµγ

.

Pela condição (C),

∣∣∣∣
∫

γ

(ψ − tϕ)dµγ −
∫

γ̃

(ψ − tϕ)dµγ̃

∣∣∣∣ < cd(γ, γ̃)α inf
γ

{∫

γ

(ψ − tϕ) dµγ

}
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portanto, para todo γ, γ̂ ∈ F s
loc e γ̃ suficientemente próximo de γ temos

t <

∫

γ̃

ψdµγ̃ −
∫

γ

ψdµγ + cd(γ, γ̃)

∫

γ̂

ψdµγ̂
∫

γ̃

ϕdµγ̃ −
∫

γ

ϕdµγ + cd(γ, γ̃)

∫

γ̂

ϕdµγ̂

e

t <

∫

γ

ψdµγ −
∫

γ̃

ψdµγ̃ + cd(γ, γ̃)

∫

γ̂

ψdµγ̂
∫

γ

ϕdµγ −
∫

γ̃

ϕdµγ̃ + cd(γ, γ̃)

∫

γ̂

ϕdµγ̂

.

Definindo

ξ(γ, ρ,, ρ,,, ρ̂, ϕ, ψ) =

(∫

γ

ψρ,,dµγ −
∫

γ

ψρ,dµγ

)
/

∫

γ

ψρ̂dµγ + bθ(ρ,, ρ,,)

(∫

γ

ϕρ,,dµγ −
∫

γ

ϕρ,dµγ

)
/

∫

γ

ϕρ̂dµγ + bθ(ρ,, ρ,,)

e

η(γ, γ̃, γ̂, ρ̂, ϕ, ψ) =

(∫

γ

ψdµγ −
∫

γ̃

ψdµγ̃

)
/

∫

γ̂

ψdµγ̂ + cd(γ, γ̃)

(∫

γ

ϕdµγ −
∫

γ̃

ϕdµγ̃

)
/

∫

γ̂

ϕdµγ̂ + cd(γ, γ̃)

.

Podemos escrever

α(ϕ, ψ) = inf





∫

γ

ψρdµγ
∫

γ

ϕρdµγ

,

∫

γ

ψρ̂dµγ
∫

γ

ϕρ̂dµγ

ξ(γ, ρ,, ρ,,, ρ̂, ϕ, ψ),

∫

γ̂

ψdµγ̂
∫

γ̂

ϕdµγ̂

η(γ, γ̃, γ̂, ρ̂, ϕ, ψ)





como β(ϕ, ψ) = α(ψ, ϕ)−1 temos

β(ϕ, ψ) = sup





∫

γ

ϕρdµγ
∫

γ

ψρdµγ

,

∫

γ

ϕρ̂dµγ
∫

γ

ψρ̂dµγ

ξ(γ, ρ,, ρ,,, ρ̂, ψ, ϕ),

∫

γ̂

ϕdµγ̂
∫

γ̂

ψdµγ̂

η(γ, γ̃, γ̂, ρ̂, ψ, ϕ)





com tal expressão podemos mostrar que o Θ-diâmetro de L (C(b, c, α)) é finito.

Proposição 4. Para b e c suficientemente grandes e α ∈ (0, 1] temos

∆ := sup {Θ(Lϕ,Lψ) ;ϕ, ψ ∈ C(b, c, α)} <∞.

Prova: Dados ϕ, ψ ∈ C(σb, σc, α) observemos que

1− σ

1 + σ
< ξ(γ, ρ,, ρ,,, ρ̂, ψ, ϕ) <

1 + σ

1− σ
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e
1− σ

1 + σ
< η(γ, γ̃, γ̂, ρ̂, ψ, ϕ) <

1 + σ

1− σ

De fato, dados ρ,, ρ,,, ρ̂ ∈ D1(γ) podemos garantir que
∫

γ

ϕρ,,dµγ −
∫

γ

ϕρ,dµγ
∫

γ

ϕρ̂dµγ

≤
σbθ(ρ,, ρ,,) inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γ

ϕρdµγ

}

∫

γ

ϕρ̂dµγ

≤ σbθ(ρ,, ρ,,)

e que
∫

γ

ϕρ,,dµγ −
∫

γ

ϕρ,dµγ
∫

γ

ϕρ̂dµγ

≥
−σbθ(ρ,, ρ,,) inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γ

ϕρdµγ

}

∫

γ

ϕρ̂dµγ

≥ −σbθ(ρ,, ρ,,).

O mesmo vale para ψ e como σ < 1 conclúımos que

1− σ

1 + σ
<

(∫

γ

ψρ,,dµγ −
∫

γ

ψρ,dµγ

)
/

∫

γ

ψρ̂dµγ + bθ(ρ,, ρ,,)

(∫

γ

ϕρ,,dµγ −
∫

γ

ϕρ,dµγ

)
/

∫

γ

ϕρ̂dµγ + bθ(ρ,, ρ,,)

<
1 + σ

1− σ

ou seja,
1− σ

1 + σ
< ξ(γ, ρ,, ρ,,, ρ̂, ψ, ϕ) <

1 + σ

1− σ
.

Analogamente prova-se que

1− σ

1 + σ
< η(γ, γ̃, γ̂, ρ̂, ψ, ϕ) <

1 + σ

1− σ

Denotando por Θ+ a métrica projetiva associada ao cone definido pela condição (A)

expressa através de

eΘ+(ϕ,ψ) = sup
γ,ρ∈D(γ),γ̂,ρ̂∈D(γ̂)





∫

γ

ϕρdµγ

∫

γ̂

ψρ̂dµγ̂
∫

γ̂

ϕρ̂dµγ̂

∫

γ

ψρdµγ





segue da definição de Θ e das expressões de α e β que

Θ(ϕ, ψ) < Θ+(ϕ, ψ) + log

(
1 + σ

1− σ

)2

.

Então resta somente provar que o Θ+-diâmetro de L (C(b, c, α)) é finito. Para tal, obser-

varemos que devido a desigualdade triangular é suficiente mostrar que {Θ+(Lϕ, 1);ϕ ∈
C(b, c, α)} é finito. Pela expressão de Θ+ basta encontrar um limite superior para

∫

γ̂

Lϕρ̂dµγ̂
∫

γ

Lϕρdµγ
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para todo ϕ ∈ C(b, c, α), ρ ∈ D1(γ) e ρ̂ ∈ D1(γ̂). Observemos primeiro que

∫

γ̂

Lϕρ̂dµγ̂
∫

γ

Lϕρdµγ
=

p∑

j=1

∫

γ̂j

ϕ(ρ̂)jdµγ̂j

p∑

j=1

∫

γj

ϕρjdµγj

o que reduz nosso problema a limitar a expressão

∫

γ̂j

ϕ(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γj

ϕρjdµγj

=

∫

γ̂j

ϕ(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γ̂j

ϕdµγ̂j

∫

γ̂j

ϕdµγ̂j
∫

γj

ϕdµγj

∫

γj

ϕdµγj
∫

γj

ϕρjdµγj

Denotando
ρj∫

γj

ρjdµγj

e
(ρ̂)j∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j

por ρj e ρj, respectivamente, aplicando a condição

(B) e o lema 2, temos

∫

γ̂j

ϕ(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γ̂j

ϕdµγ̂j

=

∫

γ̂j

ϕρjdµγ̂j

∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γ̂j

ϕdµγ̂j

≤
(
1 + bθj

(
ρj, 1

)) ∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j

≤
(
1 + b log

(
1 + λ

1− λ

))∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j

e
∫

γj

ϕdµγj
∫

γj

ϕρjdµγj

=

∫

γj

ϕdµγj
∫

γj

ϕρjdµγj

∫

γj

ρjdµγj

≤
(
1 + bθj

(
1, ρj

))
∫

γj

ρjdµγj

≤

(
1 + b log

(
1 + λ

1− λ

))

∫

γj

ρjdµγj

Sabemos que (ρ̂)j =
1

p
ρ̂ ◦ f · eφ e ρj =

1

p
ρ ◦ f · eφ. Como ρ e ρ̂ estão normalizados, segue

que (ρ̂)j ≤
1

p
(1 + κdiam(M)α)eφ e ρj ≥

1

p
(1 + κdiam(M)α)−1eφ. Portanto

∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γj

ρjdµγj

< (1 + κdiam(M)α)2

∫

γ̂j

eφdµγ̂j
∫

γj

eφdµγj

,
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por outro lado
∣∣eφ
∣∣
α
< ε inf eφ e assim sup eφ < (1 + εdiam(M)α) inf eφ . Obtendo que

∫

γ̂j

eφdµγ̂j
∫

γj

eφdµγj

< 1 + εdiam(M)α

e por consequência

∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γj

ρjdµγj

< (1 + κdiam(M)α)2(1 + εdiam(M)α).

mais ainda, sem perda de generalidade podemos assumir que γ e γ̂ estão próximos

o suficiente. Então podemos aplicar a condição (C) dáı

∫

γ̂j

ϕdµγ̂j
∫

γj

ϕdµγj

≤ 1 + cd (γ̂j, γj)
α ≤ 1 + c.diam(M)α

e temos
∫

γ̂j

ϕ(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γj

ϕρjdµγj

<

(
1 + b log

(
1 + λ

1− λ

))2

(1 + max{κ, c, ε}diam(M)α)4,

finalizando a prova da proposição.

✷

3.5 Decaimento Exponencial de Correlações

Estamos agora aptos a provar o decaimento exponencial de correlações para ob-

serváveis Hölder cont́ınuos. Seja φ constante e L̃ o operador Ruelle-Perron-Frobenius

normalizado pelo potencial, isto é, L̃ =
L
eφ

. Portanto L̃(ϕ) = ϕ ◦ f−1. Sabemos que está

bem definido o operador dual, L̃∗, tal que
∫

L̃ϕdµ =

∫
ϕdL̃∗µ.

para toda ϕ cont́ınua e toda medida de probabilidade µ. É verdadeiro o seguinte resultado:

Proposição 5. Se f é invert́ıvel então L̃∗(µ) = µ se somente se µ é f -invariante.
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Prova:

Para toda ϕ cont́ınua, temos que:

Se L̃∗(µ) = µ então

∫
ϕ ◦ f−1dµ =

∫
L̃(ϕ)dµ =

∫
ϕdL̃∗(µ) =

∫
ϕdµ.

Agora dado µ f -invariante
∫
ϕdL̃∗(µ) =

∫
L̃(ϕ)dµ =

∫
ϕ ◦ f−1dµ =

∫
ϕdµ

✷

Outra relação importante obtida pela f -invariância da medida µ é que
∫

(ϕ ◦ fn)ψdµ =

∫
ϕL̃n(ψ)dµ (3.9)

De fato, como L̃(ψ) = ψ ◦ f−1 obtemos

∫
(ϕ ◦ f)ψdµ =

∫
(ϕ ◦ f ◦ f−1)(ψ ◦ f−1)dµ =

∫
ϕL̃(ψ)dµ

e por indução, supondo ∫
(ϕ ◦ fn)ψdµ =

∫
ϕL̃n(ψ)dµ.

obtemos que
∫ (

ϕ ◦ fn+1
)
ψdµ =

∫
(ϕ ◦ f ◦ fn)ψdµ

=

∫
(ϕ ◦ f)L̃n(ψ)dµ

=

∫
(ϕ ◦ f ◦ f−1)(L̃n(ψ) ◦ f−1)dµ

=

∫
ϕL̃n+1(ψ)dµ.

O decaimento exponencial de correlações é facilmente obtido por contração do

operador Ruelle-Perron-Frobenius restrito ao cone de funções C(b, c, α). Portanto, preci-

samos garantir que toda função Hölder cont́ınua pode ser escrita como soma de funções

no cone. A próxima proposição atende a este requisito:

Proposição 6. Para toda ϕ ∈ Cα (M) existe K(ϕ) > 0 tal que ϕ+K(ϕ) ∈ C(b, c, α).

Prova: Provaremos primeiro que existe K3 = K3(ϕ) > 0 tal que ϕ+K3 satisfaz

a condição (C) na definição do cone C(b, c, α). A projeção nas folhas estáveis garante que

∫

γ

ϕdµγ =

∫

γ̃

ϕ ◦ πdµγ̃
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e pela definição de d(γ, γ̃), dado ϕ ∈ Cα (M) temos

ϕ(π(x))− ϕ(x)

d(γ, γ̃)
≤ ϕ(π(x))− ϕ(x)

d(π(x), x)
≤ |ϕ|α

Assim

sup
γ,γ̃





∣∣∣∣
∫

γ

ϕdµγ −
∫

γ̃

ϕdµγ̃

∣∣∣∣
d(γ, γ̃)





≤ |ϕ|α <∞

Por outro lado para todo K > 0, temos inf
γ

{∫

γ

(ϕ+K) dµγ

}
= inf

γ

{∫

γ

ϕdµγ

}
+K. É

suficiente então escolher K3 = K3(ϕ) > 0 tal que

c inf
γ

{∫

γ

(ϕ+K3) dµγ

}
> |ϕ|α

Para provar que existe K2 = K2(ϕ) tal que ϕ + K2 satisfaz a condição (B) basta notar

que

sup
ρ,,ρ,,∈D1(γ)





∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)




<∞.

De fato, como ρ,, ρ,, ∈ D1(γ) temos
ρ,

ρ,,
≤ eθ(ρ

,,ρ,,) a assim para todo ϕ limitado

∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

γ

(
ρ,

ρ,,
− 1

)
ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣ ≤
∫

γ

∣∣∣∣
ρ,

ρ,,
− 1

∣∣∣∣ |ϕ| ρ,,dµγ

≤ sup

∣∣∣∣
ρ,

ρ,,
− 1

∣∣∣∣ supϕ sup ρ,, =

∣∣∣∣sup
ρ,

ρ,,
− 1

∣∣∣∣ supϕ sup ρ,,

≤
∣∣eθ(ρ,,ρ,,) − 1

∣∣ supϕ sup ρ,,

Seja B tal que sup (ϕ+ B) = 1. Segue-se que

∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)

=

∣∣∣∣
∫

γ

(ϕ+B) ρ,dµγ −
∫

γ

(ϕ+ B) ρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)

≤
(
eθ(ρ

,,ρ,,) − 1
)
sup ρ,,

θ (ρ,, ρ,,)
.

Se θ (ρ,, ρ,,) < 1 sabemos que
eθ(ρ

,,ρ,,) − 1

θ (ρ,, ρ,,)
< 2 e como ρ,, ∈ D1(γ) podemos afirmar que

∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)

≤ 2(1 + κdiam(M)α)
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Agora se θ (ρ,, ρ,,) ≥ 1 chegamos que

∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)

≤
∣∣∣∣
∫

γ

(ϕ+ B) ρ,dµγ −
∫

γ

(ϕ+ B) ρ,,dµγ

∣∣∣∣

≤
∫

γ

|(ϕ+B) (ρ, − ρ,,)| dµγ

≤ sup (ϕ+B) (sup ρ, + sup ρ,,)

≤ 2(1 + κdiam(M)α)

e isto prova que

sup
ρ,,ρ,,∈D1(γ)





∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)




<∞.

A escolha de K2 = K2(ϕ) é análoga ao que foi feito na condição (C). Na condição (A) ,

como ϕ é em particular cont́ınua sabemos que num domı́nio compacto existe K1 = K1(ϕ)

tal que ϕ + K1 > 0 e portanto

∫

γ

(ϕ+K1) ρdµγ > 0 para todo γ ∈ F s
loc e ρ ∈ D(γ).

Completamos a prova definindo K(ϕ) = max{K1, K2, K3}.

✷

Para provar o decaimento exponencial de correlações observemos que definindo

uma medida µγ × ν por

µγ × ν(ϕ) :=

∫ ∫

γ

ϕdµγdν(γ)

obtemos que µ = µγ × ν. Para tal, provaremos inicialmente que µγ × ν é f -invariante.

Com efeito, para todo x ∈ M dados γ = Π−1
Λ (x) e γj = Π−1

Λ (xj), onde f(γj) ⊂ γ e

g(xj) = x temos µγ(A) =
1

p

p∑

j=1

µγj
(
f−1(A)

)
. Por outro lado, sabemos que a medida

de máxima entropia ν coincide com os estados de equiĺıbrio de g relativo a qualquer

potencial constante φ. Por Castro e Varandas em [CV13], tais estados de equiĺıbrio são

auto-medidas do dual, L∗
g,φ, do operador transferência

Lg,φ(ϕ)(x) :=
∑

g(xj)=x

eφ(xj)ϕ(xj),

mais precisamente tais auto-medidas estão associadas ao raio espectral de Lg,φ, denotado
aqui por r = r(Lg,φ), logo L∗

g,φ(ν) = rν.
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Em particular, para φ = log
r

p
temos Lg,φ(ϕ)(x) =

r

p

p∑

j=1

ϕ(xj) e assim

∫
ϕ(x)dν =

1

r

∫
ϕ(x)dL∗

g,φν =
1

r

∫
Lg,φ(ϕ)(x)dν =

∫
1

p

p∑

j=1

ϕ(xj)dν.

Portanto,

µγ × ν(f−1(A)) = µγ × ν(χf−1(A)) =

∫ ∫

γ

χf−1(A)dµγdν

=

∫
µγ
(
f−1(A)

)
dν =

∫
1

p

p∑

j=1

µγj
(
f−1(A)

)
dν

=

∫
µγ(A)dν =

∫ ∫

γ

χAdµγdν

= µγ × ν(A)

Além disso µγ × ν(A) = µ(A) para todo A ∈ A0. De fato, seja A = Π−1
Λ (AN)

onde AN ∈ AN . Temos que

µ(Π−1
Λ (AN)) = ν

(
ΠΛ

(
Π−1

Λ (AN)
))

= ν (AN) =

∫

N

χAN
dν

e por outro lado,

µγ × ν
(
Π−1

Λ (AN)
)
=

∫ ∫

γ

χΠ−1
Λ (AN )dµγdν

Como χΠ−1
Λ (AN )(x) = χAN

(ΠΛ(x)) e para todo γ existe x0 ∈ N tal que γ =

Π−1
Λ (x0) obtemos

∫

γ

χΠ−1
Λ (AN )(x)dµγ =

∫

γ

χAN
(ΠΛ(x))dµγ =

∫

γ

χAN
(x0)dµγ = χAN

(x0)

e assim µγ × ν(A) = µ(A) para todo A ∈ A0. Agora dado qualquer A ∈ A =
∞⋃

n=0

An, como An = fn(A0), temos que existem n ∈ N e A0 ∈ A0 tais que A = fn(A0) e

assim

µγ × ν(A) = µγ × ν(fn(A0)) = µγ × ν(A0).

Por outro lado µ é também f -invariante, logo µ(A) = µ(fn(A0)) = µ(A0), o que nos

permite concluir que µ = µγ × ν.

Teorema B. A medida µ possui decaimento exponencial de correlações para observáveis

Hölder cont́ınuos.
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Prova:

Devemos provar que dada ϕ, ψ α-Hölder, existe uma constante 0 < τ < 1 e

K(ϕ, ψ) > 0 tais que

∣∣∣∣
∫

(ϕ ◦ fn)ψdµ−
∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤ K(ϕ, ψ) · τn,

para todo n ≥ 1, e isto, por (3.9) é equivalente a mostrar que

∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ) dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤ K(ϕ, ψ) · τn, para todo n ≥ 1.

Provaremos inicialmente o caso onde ϕ|γ ∈ D (γ) para todo γ ∈ F s
loc e ψ ∈ C(b, c, α),

supondo ainda
∫
ϕdµ 6= 0 e

∫
ψdµ = 1.

Sabemos que L̃(1) = 1 ◦ f = 1. Como ϕ|γ ∈ D(γ) para todo γ ∈ F s
loc temos, pela

condição (A), que ∫

γ

ϕL̃n(ψ)dµγ
∫

γ

ϕdµγ

≤ β+

(
L̃n(ψ), 1

)

A normalização de ψ nos diz que

∫
L̃n(ψ)dµ =

∫
ψdµ = 1. Agora, como observado antes

µ = µγ × ν. Portanto,

∫ (∫

γ

L̃n(ψ)dµγ
)
dν =

∫
L̃n(ψ)dµ = 1

e assim existe γ̂ tal que

∫

γ̂

L̃n(ψ)dµγ̂ ≤ 1. Podemos então concluir que

α+

(
L̃n(ψ), 1

)
≤

∫

γ̂

L̃n(ψ)dµγ̂
∫

γ̂

dµγ̂

=

∫

γ̂

L̃n(ψ)dµγ̂ ≤ 1

e que para todo γ ∈ F s
loc

∫

γ

ϕL̃n(ψ)dµγ
∫

γ

ϕdµγ

≤
β+

(
L̃n(ψ), 1

)

α+

(
L̃n(ψ), 1

) ≤ eΘ+(L̃n(ψ),1) ≤ eΘ(L̃
n(ψ),1).

Como, pela proposição 3, o cone C (b, c, α) é invariante e, pela proposição 4, o cone

C (σb, σc, α) possui Θ-diâmetro finito menor ou igual a ∆, segue da proposição 2 que

existe 0 < τ < 1 tal que para todo ϕ, ψ ∈ C (b, c, α) temos Θ(L̃n(ϕ), L̃n(ψ)) ≤ ∆τn−1.
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Logo, ∫
ϕL̃n(ψ)dµ
∫
ϕdµ

=

∫ ∫

γ

ϕL̃n(ψ)dµγdν
∫ ∫

γ

ϕdµγdν

≤ eΘ(L̃
n(ψ),1) ≤ e∆τ

n−1

.

Observemos agora que lim
n→∞

e∆τ
n−1 − 1

τn
=

∆

τ
, portanto existe ∆̃ > 0 tal que e∆τ

n−1 − 1 <

∆̃τn, para todo n ∈ N. Isto nos permite provar que

∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
ϕL̃n(ψ)dµ
∫
ϕdµ

− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣
(
e∆τ

n−1 − 1
)
≤
∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣ ∆̃τ
n

Se
∫
ψdµ 6= 1 então

∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ) dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫
ϕL̃n

(
ψ∫
ψdµ

)
dµ−

∫
ϕdµ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣ ∆̃τn

para todo n ≥ 1.

Para toda ψ α-Hölder, vimos que existe K(ψ) > 0, suficientemente grande, tal

que ψ+K(ψ) ∈ C(b, c, α). Portanto, escrevendo ψ = ψ+K(ψ)−K(ψ) e observando que∫
ϕL̃n(K(ψ))dµ =

∫
ϕdµ

∫
K(ψ)dµ obtemos

∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ) dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ +K(ψ)) dµ−

∫
ϕdµ

∫
(ψ +K(ψ))dµ

∣∣∣∣

≤
(∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣+K(ψ)

) ∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣ ∆̃τn

Agora, se ϕ é α-Hölder é suficiente notar que existe K(ϕ) ∈ R tal que ϕ|γ +K(ϕ) +B ∈
D (γ) para todo γ ∈ F s

loc e que

∫
ϕ+K(ϕ) + Bdµ > 0, para todo B > 0 . De fato,

∣∣ϕ|γ +K(ϕ)
∣∣
α
< κ inf

{
ϕ|γ +K(ϕ)

}

se, somente se,

K(ϕ) >

∣∣ϕ|γ

∣∣
α

κ
− inf

{
ϕ|γ

}

Seja então K(ϕ) = sup
γ∈Fs

loc

{∣∣∣∣∣

∣∣ϕ|γ

∣∣
α

κ

∣∣∣∣∣

}
− inf ϕ. Observe que K(ϕ) ≤ |ϕ|α

κ
− inf ϕ < ∞.

Como ϕ|γ +K(ϕ) ≥
∣∣ϕ|γ

∣∣
α

κ
≥ 0 para todo γ ∈ F s

loc, segue que ϕ|γ +K(ϕ) + B ∈ D (γ) e
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que

∫
(ϕ+K(ϕ))dµ+ B > 0, para todo B > 0. Logo, analogamente ao caso anterior

∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ) dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤
(∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣+K(ψ)

)(∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣+K(ϕ) + B

)
∆̃τn

e pela arbitrariedade de B obtemos
∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ) dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤
(∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣+K(ψ)

)(∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣+K(ϕ)

)
∆̃τn

.

Observando que

∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣−inf ϕ ≥ 0, temos que

∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣+K(ϕ) ≥ 0. Portanto, definindo

K(ϕ, ψ) :=

(∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣+K(ψ)

)(∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣+K(ϕ)

)
∆̃, conclúımos a prova do teorema.

✷

3.6 Teorema do Limite Central

Nesta seção obteremos o teorema do limite central devido ao decaimento expo-

nencial de correlações. Antes relembraremos alguns fatos gerais. Seja G uma σ-álgebra

de Borel de M e Gn := f−n(G) uma famı́lia de σ-álgebras não crescente. Uma função

ξ : M → R é Gn-mensurável se somente se ξ = ξn ◦ fn para algum ξn G- mensurável.

Seja L2(Gn) = {ξ ∈ L2 (µ) ; ξ é Gn-mensurável }. Note que L2(Gn+1) ⊂ L2(Gn) para cada

n ≥ 0. Dado ϕ ∈ L2(µ), denotaremos por E(ϕ|Gn) a L2-projeção ortogonal de ϕ em

L2(Gn).
A estratégia agora é aplicar o seguinte resultado devido a Gordin, cuja a prova

pode ser vista em [Vi97]:

Teorema 3. [Teorema de Gordin] Sejam (M,F , µ) um espaço de probabilidade, φ ∈ L2(µ)

tal que
∫
φdµ = 0, f :M →M uma aplicação invert́ıvel tal que f e f−1 sejam mensuráveis

e µ f -invariante e f -ergódica. Seja F0 ⊂ F tal que Fn := f−n(F0), n ∈ Z, é uma

sequência não crescente de σ-álgebras. Defina

σ2
φ :=

∫
φ2dµ+ 2

∞∑

j=1

φ · (φ ◦ f j) dµ.

Se
∞∑

n=0

‖E(φ|Fn)‖2 <∞ e
∞∑

n=0

‖φ− E(φ|F−n)‖2 <∞

então σφ < ∞ e σφ = 0 se somente se φ = u ◦ f − u para algum u ∈ L1(µ). Mais ainda,

se σφ > 0 então para qualquer intervalo A ⊂ R
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µ

(
x ∈M :

1√
n

n−1∑

j=0

(
φ(f j(x))

)
∈ A

)
→ 1

σφ
√
2π

∫

A

e
− t2

2σ2
φ dt,

com n→ ∞.

Seja então F0 os conjuntos da σ-álgebra de Borel de Λ que são uniões de folhas

estáveis locais, mais precisamente, B ∈ F0 se, somente se, B é um subconjunto de Borel

de Λ e dado qualquer folha estável local γ, ou γ ∩ B = ∅ ou γ ⊂ B. Observe que, se ϕ é

F0-mensurável então ϕ é constante ao longo de folhas estáveis locais.

Provaremos inicialmente o decaimento exponencial de correlações para funções em

L1 (F0), isto é, funções F0-mensuráveis que são também integráveis em relação a medida

µ:

Proposição 7. Sejam ϕ ∈ L1 (F0) e ψ α-Hölder. Então existem constantes 0 < τ < 1 e

C(ψ) > 0 tais que

∣∣∣∣
∫
(ϕ ◦ fn)ψdµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤ C(ψ)

∫
|ϕ| dµ · τn

para todo n ≥ 1.

Prova:

Basta observar que se ϕ é F0-mensurável então ϕ é constante ao longo de folhas

estáveis locais, dáı, |ϕ|γ|α = 0 para todo γ ∈ F s
loc. Suponha ϕ ≥ 0 e sejam K(ϕ) e K(ψ)

como na prova do teorema B. Logo

K(ϕ) = sup
γ∈Fs

loc

{∣∣∣∣∣

∣∣ϕ|γ

∣∣
α

κ

∣∣∣∣∣

}
− inf ϕ = − inf ϕ

Como

∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣− inf ϕ ≤
∫

|ϕ| dµ, analogamente a prova do teorema B, segue que

∣∣∣∣
∫
(ϕ ◦ fn)ψdµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤
(∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣+K(ψ)

)∫
|ϕ| dµ · τn.

Agora, podemos escrever ϕ = ϕ+−ϕ− onde ϕ± =
1

2
(|ϕ| ± ϕ). Observando que

∫ ∣∣ϕ±
∣∣ dµ ≤

∫
|ϕ| dµ segue da linearidade da integral que

∣∣∣∣
∫
(ϕ ◦ fn)ψdµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤ C(ψ)

∫
|ϕ| dµ · τn

onde C(ψ) := 2

(∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣+K(ψ)

)
.
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✷

Em consequência disto provaremos o seguinte lema:

Lema 4. Para toda função ϕ Hölder continua com

∫
ϕdµ = 0 existe R = R(ϕ) tais que

‖E(ϕ|Fn)‖2 ≤ Rτn para n ≥ 0.

Prova:

Devido a proposição anterior se ψ ∈ L1(F0) e

∫
|ψ|dµ ≤ 1 então

∣∣∣∣
∫

(ψ ◦ fn)ϕdµ−
∫
ψdµ

∫
ϕdµ

∣∣∣∣ ≤ C(ϕ) · τn.

Sabemos que ‖ψ‖1 ≤ ‖ψ‖2 como

∫
ϕdµ = 0 temos

‖E(ϕ|Fn)‖2 = sup

{∫
ξϕdµ; ξ ∈ L2(Fn), ‖ξ‖2 = 1

}

= sup

{∫
(ψ ◦ fn)ϕdµ;ψ ∈ L2(F0), ‖ψ‖2 = 1

}

≤ R (ϕ) τn

✷

Estamos agora em condições de provar o teorema do limite central:

Teorema C. (Teorema do Limite Central)

Seja µ de máxima entropia para f : Λ → Λ, satisfazendo (P1), (P2), (P3) e

(P4). Dada ϕ uma função Hölder cont́ınua e

σ2
ϕ :=

∫
φ2dµ+ 2

∞∑

j=1

∫
φ · (φ ◦ f j) dµ, onde φ = ϕ−

∫
ϕdµ.

Então σϕ <∞ e σϕ = 0 se somente se ϕ = u ◦ f − u para algum u ∈ L1(µ). Mais ainda,

se σϕ > 0 então para todo intervalo A ⊂ R

lim
n→∞

µ

(
x ∈M :

1√
n

n−1∑

j=0

(
ϕ(f j(x))−

∫
ϕdµ

)
∈ A

)
=

1

σϕ
√
2π

∫

A

e
− t2

2σ2
ϕ dt.

Prova: O lema acima prova que
∞∑

n=0

‖E(φ|Fn)‖2 <∞, o que assegura a primeira

condição do teorema de Gordin. A segunda condição do teorema de Gordin segue da
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Hölder continuidade de ϕ. De fato, E(φ,F−n) é constante em cada n-ésima imagem

η = fn(γ) de uma folha estável γ e

inf(φ|γ) ≤ E(φ,F−n) ≤ sup(φ|γ).

Visto que o diâmetro de η é menor que Csλ
n
s para alguma constante Cs que não depende

de γ, λs ∈ (0, 1) e φ é (A,α)-Hölder para alguma constante A > 0, obtemos que

‖φ− E(φ,F−n)‖2 ≤ ‖φ− E(φ,F−n)‖0 ≤ ACα
s λ

αn
s .

Isto nos garante que
∞∑

n=0

‖φ − E(φ,F−n)‖2 < ∞. O resultado segue como corolário do

teorema de Gordin.

✷
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Caṕıtulo 4

Resultados Ulteriores: Derivados de

Anosov

Este último caṕıtulo é reservado a dinâmicas parcialmente hiperbólicas derivadas

de sistemas Anosov. De posse das técnicas e resultados provados no caṕıtulo anterior,

provamos a invariância pelo operador transferência e diâmetro finito na métrica proje-

tiva, de um cone de funções análogo ao contexto de semi-conjugações com dinâmicas não

uniformemente expansoras, como em Castro-Varandas. Além disso, constrúımos a partir

da convergência nos cones uma medida com decaimento exponencial de correlações, e por

consequência, que satisfaz o teorema do limite central.

4.1 Contexto

Nosso objetivo neste caṕıtulo é provar o decaimento exponencial de correlações e

como consequência o teorema do limite central, para uma medida invariante associada a

uma dinâmica f :M →M derivada de um sistema Anosov.

Sejam M uma variedade riemanniana compacta e f :M →M um difeomorfismo

sobre sua imagem. Seja Λ um subconjunto compacto deM com as seguintes propriedades:

1. Existe uma vizinhança aberta Q de Λ, f -invariante, tal que f(Q) ⊂ Q e

Λ =
∞⋂

n=0

fn(Q).

2. Suponha Λ parcialmente hiperbólico, no sentido que existe uma decomposição cont́ınua

Df -invariante

TΛM = Ess ⊕ Euc, dim(Ess) > 0
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do fibrado tangente restrito a Λ, tal que, fixada uma métrica riemanniana em M

temos:

(a) Ess contrai uniformemente:

‖Dfn|Ess
x ‖ ≤ Cλns

(b) Euc é dominado por Ess:

‖Dfn|Ess
x ‖‖Df−n|Euc

fn(x)‖ ≤ Cλns

para todo n ≥ 1 e x ∈ Λ, onde 0 < λs < 1.

3. Existe uma foliação centro instável Fuc
loc de uma vizinhança de Λ, invariante, tangente

ao subfibrado centro instável Euc em Λ, além da foliação estável F s
loc tangente ao

subfibrado estável Ess em Λ.

Para seguir com as considerações sobre a dinâmica f , necessitaremos do conceito

de Partição de Markov no nosso contexto parcialmente hiperbólico. Iniciaremos

definindo um retângulo próprio de Markov:

Definição 1. Dizemos que R ⊂ Λ é um retângulo próprio de Markov, se para

todos x e y em R existir um único ponto z := [x, y] em R que é a interseção de

uma variedade estável local passando por x, com uma variedade centro instável local

passando por y. Além disso, R é o fecho do seu interior(na topologia relativa a Λ)

e em particular fechado.

Podemos observar que a fronteira de retângulos próprios de Markov são uniões de

variedades estáveis e centro instáveis locais.

Definição 2. Dizemos que a coleção R = {R1, · · · , Rp} de retângulos próprios é

uma Partição de Markov para f restrito a Λ, se:

(a) Λ =

p⋃

i=1

Ri;

(b) int (Ri) ∩ int (Rj) = ∅ para i 6= j;

(c) Se γ é a interseção de uma variedade estável local com Ri e f(γ) ∩ Rj 6= ∅
então f(γ) ⊂ Rj. Analogamente, se Γ é a interseção de uma variedade centro

instável local com Ri e f
−1(Γ) ∩Rk 6= ∅ então f−1(Γ) ⊂ Rk.

4. A dinâmica f restrita à Λ admite uma partição de Markov R = {R1, · · · , Rp}, p ≥ 2

com a propriedade mixing: dados i, j ∈ {1, · · · , p}, existe n0 ≥ 1 tal que
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fn(Ri) ∩Rj 6= ∅

para todo n ≥ n0.

Distinguiremos dois tipos de retângulos em R de acordo com o seu comportamento

na direção Euc. Fixado 0 < ζ < 1, diremos que Ri ∈ R é um retângulo bom se

‖Df |Euc
x
‖−1 ≤ ζ

para todo x ∈ Ri. Ou seja, Euc contrai uniformemente em Ri. Chamaremos de

retângulo ruim todos os outros retângulos de R. Nossa próxima hipótese sobre o

sistema dinâmico f é que

5. Existe algum retângulo bom e para todo x num retângulo ruim

‖Df |Euc
x
‖−1 ≤ L

onde L ≥ 1 é necessariamente próximo de um. Isto nos diz que nesta direção a

dinâmica pode contrair, mas não muito.

Uma classe robusta de aplicações satisfazendo as condições 1 à 5, acima, pode

ser obtida por A. A. Castro em [Cas02]. De fato, seja g : M → M como em [Cas02].

Considerando f = g−1, os subfribados instável forte(Euu) e centro estável(Ecs), de g como

em [Cas02], são respectivamente os subfibrados estável forte(Ess) e centro instável(Euc)

de f , como no nosso contexto.

Seja R̄ :=
{
R̄1, · · · , R̄p

}
a partição de Markov associada a g com propriedade

mixing. Definindo Rj = g(R̄j) temos que R := {R1, · · · , Rp} é uma partição de Markov

para f e fn(Ri)∩Rj 6= ∅ implica que R̄i∩gn(R̄j) 6= ∅, dáıR também satisfaz a propriedade

mixing.

Além disso um retângulo bom de f é a imagem de um retângulo bom de g, pois

se R̄j é tal que ‖Dg(y)|Ecs
y ‖ ≤ ζ para todo y ∈ R̄j, segue que para todo x ∈ Rj = g(R̄j)

temos x = g(y) onde y ∈ R̄j e assim

‖Df |Euc
x
‖−1 = ‖Dg−1|Ecs

g(y)
‖−1

=
(
‖Dg|Ecs

g−1(g(y))
‖−1
)−1

= ‖Dg|Ecs
y
‖ ≤ ζ.
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4.2 Cones Invariantes

Dado x ∈ Λ denotaremos por γ a interseção de uma variedade estável local no

ponto x com um retângulo da partição de Markov. Podemos supor que a propriedade

mixing é dada na primeira interação, ou seja, dados quaisquer retângulos Ri e Rj de R
temos

f(Ri) ∩Rj 6= ∅.

Caso contrário, provaŕıamos os resultados para um iterado da f . Sendo assim, se γ é a

interseção da variedade estável localW s
loc(x) com algum retângulo Ri, temos γ =

pγ⋃

j=1

f(γj),

onde γj é a interseção de um retângulo Rj com a variedade estável local no ponto f−1(y),

para algum ponto y ∈ W s
loc(x) e pγ ∈ N.

Observemos agora que pelas propriedades da Partição de Markov, se γ = W s
loc(x)∩

Ri, γ̂ = W s
loc(y)∩Ri e x, y ∈ Ri entãoW

s
loc(x)∩f(Rj) 6= ∅ se somente seW s

loc(y)∩f(Rj) 6=

∅. Assim existe s ∈ N tal que γ =
s⋃

j=1

f(γj) e γ̂ =
s⋃

j=1

f(γ̂j), onde γj, γ̂j ⊂ Rj e pγ = pγ̂ = s.

Não temos garantia disto no caso onde x e y estão no interior de retângulos distintos da

Partição de Markov.

A observação acima é importante para o cálculo do diâmetro finito e além disso

modifica ligeiramente a definição das medidas de probabilidades definidas nas folhas γ ∈
F s
loc, comparado ao caso onde a dinâmica é semi-conjugada a uma aplicação g como em

[CV13] e assim pγ é constante igual a p, que por sua vez representa o grau da aplicação g.

Fixada então γ ∈ F s
loc temos γ =

pγ⋃

j=1

f(γj). Dado n ∈ N, n ≥ 1, por indução

podemos escrever

γ =

pi0⋃

i1=1

pi1⋃

i2=1

· · ·
pin−1⋃

in=1

fn(γi1···in)

onde f(γi1···in+1) ⊂ γi1···in , γi1···in =

pin⋃

in+1=1

f(γi1···in+1) e pik , k ∈ N. Observe também que

pi0 = pγ. Como a união acima é disjunta, para cada n ∈ N, n ≥ 1, os conjuntos da forma

fn(γi1···in) com ik ∈
{
1, · · · , pik−1

}
, k ∈ N, k ≥ 1 definem uma partição para γ. Nada

mais natural então que definir uma medida de probabilidade em γ da seguinte forma:

µγ (f
n (γi1···in)) :=

1

pi0pi1 · · · pin−1

Como o diâmetro de fn (γi1···in) tende a zero, pois γi1···in está contida numa variedade

estável local, temos que µγ está bem definida em γ e é uma medida de probabilidade em
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Figura 4.1: Distribuição de massa para derivados de Anosov

γ pois,

µγ(γ) =

pi0∑

i1=1

pi1∑

i2=1

· · ·
pin−1∑

in=1

µγ (f
n(γi1···in)) =

pi0∑

i1=1

pi1∑

i2=1

· · ·
pin−1∑

in=1

1

pi0pi1 · · · pin−1

= 1.

Naturalmente é posśıvel estender tal medida ao atrator Λ. Seja então A um elemento da

σ−álgebra de Borel de Λ. Podemos escrever

µγ(A) = µγ(A ∩ γ) = µγ

(
A ∩

pγ⋃

j=1

f(γj)

)
= µγ

(
pγ⋃

j=1

(A ∩ f(γj))
)

=

pγ∑

j=1

µγ(A ∩ f(γj))

Definindo µγj(A) := pγµγ(f(A∩γj)) obtemos que
1

pγ
µγj(f

−1(A)) = µγ(A∩f(γj)) e assim

µγ(A) =
1

pγ

pγ∑

j=1

µγj(f
−1(A))

Além disso µγj (f
n (γj1···jn)) =

1

pj0pj1 · · · pjn−1

e em particular é uma medida de probabi-

lidade em γj. Observemos agora que µγ(A ∩ f(γj)) =
1

pγ
µγj(f

−1(A)) implica que para

todo A mensurável, obtemos que a função caracteŕıstica χA satisfaz
∫

f(γj)

χAdµγ =
1

pγ

∫

γj

χA ◦ fdµγj

e pelo teorema da convergência dominada, segue que para toda g : Λ → R cont́ınua que
∫

f(γj)

gdµγ =
1

pγ

∫

γj

g ◦ fdµγj . (4.1)
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Nosso operador transferência L definido no espaço de Banach E das funções

ϕ : Λ → R limitadas , é dado por L(ϕ)(x) = ϕ(f−1(x))eφ(f
−1(x)). Como γ =

pγ⋃

j=1

f(γj) e

utilizando a mudança de variável como em 4.1 obtemos que

∫

γ

L(ϕ)ρdµγ =
pγ∑

j=1

∫

γj

ϕρjdµγj

onde ρj :=
1

pγ
ρ ◦ feφ. Ou seja, o operador de Ruelle-Perron-Frobenius atua sobre as

funções testes no caso do derivado de Anosov da mesma forma que no caso onde a dinâmica

é semi-conjugada a uma aplicação g como em [CV13]. Isto nos motiva a definir de forma

similar nosso cone de funções apropriado, isto é, um cone estritamente invariante para o

operador de Ruelle-Perron-Frobenius e diâmetro finito da imagem do cone pelo operador,

em relação a métrica projetiva.

Para isso devemos modificar os critérios da definição do item (C) do caso onde a

dinâmica é semi-conjugada a uma aplicação g como em [CV13]. Pois, mesmo para folhas

próximas γ e γ̃ necessitamos acrescentar a hipótese que as mesmas estejam no mesmo

retângulo da Partição de Markov, já que sem tal hipótese não garantimos a existência da

projeção π : γ̃ → γ entre as folhas de forma que possamos definir a distância entre γ e γ̃,

como sendo d(γ, γ̃) = sup {d(π(p), p); p ∈ γ̃}.
Igualmente ao contexto onde a dinâmica é semi-conjugada a uma aplicação g

como em [CV 13], definiremos o cone auxiliar D(γ, κ) das densidades ρ : γ → R tais

que ρ > 0 e |ρ|α < κ inf ρ. Como γ está contida numa variedade estável local e ainda

assegurando as hipóteses sobre o potencial φ, ou seja, supφ−inf φ < ε and
∣∣eφ
∣∣
α
≤ ε inf eφ,

temos ainda válido o lema auxiliar 2, isto é, existe 0 < λ < 1 e κ > 0 tais que

1. Para todo γ ∈ F s
loc se ρ, ρ̂ ∈ D(γ, λκ) então θ(ρ, ρ̂) ≤ 2 log

(
1 + λ

1− λ

)
.

2. Se ρ ∈ D(γ, κ) então ρj ∈ D(γj, λκ) para todo j ∈ {1, . . . , p}.

3. Se ρ,, ρ,, ∈ D(γ, κ) então existe Λ1 = 1 −
(
1− λ

1 + λ

)2

tal que θj(ρ
,
j, ρ

,,
j ) ≤ Λ1θ(ρ

,, ρ,,)

para todo j ∈ {1, . . . , p};

onde θj e θ são, respectivamente, a métrica projetiva associadas aos cones D(γj, κ) e

D(γ, κ).

Explicitemos agora nosso cone principal. Para tal, denotaremos mais uma vez

por D1(γ) o conjunto das densidades ρ ∈ D(γ, κ) tais que

∫

γ

ρdµγ = 1. Dados b > 0,

c > 0 e κ como no lema auxiliar 2, seja C[b, c, α] o cone de funções ϕ ∈ E satisfazendo

para todo γ ∈ F s as condições abaixo:
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• (A)Para todo ρ ∈ D(γ, κ): ∫

γ

ϕρdµγ > 0

• (B) Para todo ρ,, ρ,, ∈ D1(γ):

∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣ < bθ (ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

ϕρdµγ

}

• (C) Dadas quaisquer folhas γ e γ̃ num mesmo retângulo Ri, da Partição de Markov:

∣∣∣∣
∫

γ

ϕdµγ −
∫

γ̃

ϕdµγ̃

∣∣∣∣ < cd(γ, γ̃)α inf
γ

{∫

γ

ϕdµγ

}

A prova da invariância estrita do cone C[b, c, α] pelo operador Ruelle-Perron-

Frobenius segue os passos da invariância do cone C(b, c, α) no caso onde a dinâmica é

semi-conjugada a uma aplicação g como em [CV13].

Antes de iniciar a prova da invariância, devemos atentar aos seguintes fatos:

Observação 2. Dados γ e γ̃ em um mesmo retângulo, ou seja, se γ = W s
loc(x)∩Ri, γ̃ =

W s
loc(y)∩Ri e x, y ∈ int(Ri) então W

s
loc(x)∩f(Rj) 6= ∅ se somente se W s

loc(y)∩f(Rj) 6= ∅.

Assim existe p ∈ N tal que γ =

p⋃

j=1

f(γj) e γ̃ =

p⋃

j=1

f(γ̃j), onde γj, γ̃j ⊂ Rj e pγ = pγ̃ = p.

Observação 3. Sejam γ e γ̃ como na observação anterior. Podemos supor sem perda de

generalidade que γ1 e γ̃1 estão em um mesmo retângulo bom e assim existe 0 < λuc < 1

tal que d(γ1, γ̃1) ≤ λucd(γ, γ̃) e nos demais casos, j 6= 1, existe L̃ ≥ 1 próximo de um tal

que d(γj, γ̃j) ≤ L̃d(γ, γ̃).

Para justificar a observação 3, provaremos a seguinte proposição:

Proposição 8. Sejam γ =

p⋃

j=1

f(γj) e γ̃ =

p⋃

j=1

f(γ̃j) contidos em um retângulo Rj ∈ R

e δ > 0 fixado. Se ‖Df |Euc
x ‖−1 ≤ K para todo x ∈ Ri e γi, γ̃i ⊂ Ri então d(γi, γ̃i) ≤

K(1 + δ)d(γ, γ̃).

Prova: Sejam Γ0 e Γ1, folhas em Fuc
loc passando respectivamente por x ∈ γ̃i e f(x)

necessariamente em γ̃. Podemos escolher uma curva ξ1 em Γ1 tal que d(f(x), π(f(x))) =

l(ξ1)(onde l(.) indica o comprimento da curva). Sabemos que o ângulo entre Γ1 e f(Γ0)

é limitado. Por outro lado, dado δ > 0 podemos supor o diâmetro do retângulo Rj

suficientemente pequeno de modo que existe uma curva ξ2 em f(Γ0) ligando os pontos

f(x) e f(πi(x)) tal que

l(ξ2) ≤ (1 + δ)l(ξ1)
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Figura 4.2: Distância entre folhas

Defina então ξ0 = f−1(ξ2). Dáı

l(ξ0) = l(f−1(ξ2)) =

∫ 1

0

‖
(
f−1 ◦ ξ2

)′
(t)‖dt ≤

∫ 1

0

‖Df−1(ξ2(t))‖ · ‖ξ
′

2(t)‖dt.

Como ξ2 = f(ξ0) e ξ0 ⊂ Γ0 temos ‖Df−1(f(ξ0))‖ = ‖Df(ξ0)‖−1 ≤ ‖Df(ξ0)|Euc‖−1 e

assim l(ξ0) ≤ K · l(ξ2). Logo

d(x, πi(x)) ≤ l(ξ0) ≤ K · l(ξ2) ≤ K(1 + δ)l(ξ1) = K(1 + δ)d(f(x), π(f(x))).

Portanto, para todo ǫ > 0, existe x ∈ γ̃i tal que

d(γi, γ̃i) ≤ d(x, πi(x)) + ǫ ≤ K(1 + δ)d(f(x), π(f(x)) + ǫ ≤ K(1 + δ)d(γ, γ̃) + ǫ

isto nos permite concluir que d(γi, γ̃i) ≤ K(1 + δ)d(γ, γ̃).

✷

Em particular se na proposição 8, K = ζ < 1 podemos definir λuc = ζ(1 + δ)

e escolher δ suficientemente pequeno para que 0 < λuc < 1. Por outro lado se K = L,

arbitrariamente próximo de um, podemos definir L̃ = L(1+δ) e escolher δ suficientemente

pequeno para que L̃ seja também arbitrariamente próximo de um. Isto prova a observação

3.
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Proposição 9. Seja φ um potencial constante. Existe 0 < σ < 1 tal que L(C[b, c, α]) ⊂
C[σb, σc, α] para b e c suficientemente grandes.

Prova: Invariância da condição (A):

Seja ϕ ∈ C[b, c, α]. Sabemos que

∫

γ

L(ϕ)ρdµγ =

pγ∑

j=1

∫

γj

ϕρjdµγj e pelo lema 2

ρj ∈ D(γj, κ). Portanto,

∫

γ

L(ϕ)ρdµγ > 0.

Invariância da condição (B):

Denotando
ρj∫

γj

ρjdµγj

por ρ̂j podemos escrever

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

L(ϕ)ρdµγ
}

≥
pγ∑

j=1

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρjdµγj

}

=

pγ∑

j=1

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρ̂jdµγj

∫

γj

ρjdµγj

}

≥
pγ∑

j=1

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρ̂jdµγj

}
inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}

≥
pγ∑

j=1

inf
ρ∈D1(γj)

{∫

γj

ϕρdµγj

}
inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}

Dado ρ,, ρ,, ∈ D1(γ) denotando ρ
,
j/

∫

γj

ρ,jdµγj e ρ
,,
j /

∫

γj

ρ,,jdµγj por ρj e ρj, respectivamente,

segue-se que

∣∣∣∣
∫

γ

L(ϕ)ρ,dµγ −
∫

γ

L(ϕ)ρ,,dµγ
∣∣∣∣ ≤

pγ∑

j=1

∣∣∣∣∣

∫

γj

ϕρjdµγj −
∫

γj

ϕρjdµγj

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj

+

pγ∑

j=1

∫

γj

ϕρjdµγj

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣ .

(4.2)

Por hipótese ϕ está no cone e pelo lema 2, temos
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∣∣∣∣∣

∫

γj

ϕρjdµγj −
∫

γj

ϕρjdµγj

∣∣∣∣∣ ≤ bθj
(
ρj, ρj

)
inf

ρ∈D1(γj)

{∫

γj

ϕρdµγj

}

= bθj
(
ρ,j, ρ

,,
j

)
inf

ρ∈D1(γj)

{∫

γj

ϕρdµγj

}

≤ bΛ1θ (ρ
,, ρ,,) inf

ρ∈D1(γj)

{∫

γj

ϕρdµγj

}
.

(4.3)

Vamos observar um pouco mais. Para todo ρ̂ ∈ D1(γ) obtemos a seguinte esti-

mativa

∫

γj

(ρ̂)jdµγj

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤ (1 + κdiamMα)2 (4.4)

De fato, dado δ > 0 existe ρ̃ ∈ D1(γ) tal que

∫

γj

(ρ̃)jdµγj ≤ (1+δ) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}

e mais ainda, como ρ̂ e ρ̃ estão normalizados pela integral, devemos ter necessariamente

inf ρ̂ ≤ 1 e sup ρ̃ ≥ 1. Logo,

(ρ̂)j
(ρ̃)j

=

1

pγ
ρ̂ ◦ feφ

1

pγ
ρ̃ ◦ feφ

≤ sup ρ̂

inf ρ̃
≤ (1 + κdiamMα) inf ρ̂

(1 + κdiamMα)−1 sup ρ̃
= (1 + κdiamMα)2 .

Assim

∫

γj

(ρ̂)jdµγj ≤ (1 + κdiamMα)2
∫

γj

(ρ̃)jdµγj , obtendo para todo δ > 0 que

∫

γj

(ρ̂)jdµγj

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤
(1 + δ) (1 + κdiamMα)2

∫

γj

(ρ̃)jdµγj
∫

γj

(ρ̃)jdµγj

≤ (1 + δ) (1 + κdiamMα)2

o que prova a afirmação acima.

Agora, para j fixado, obtemos
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∣∣∣∣∣

∫

γj

ϕρjdµγj −
∫

γj

ϕρjdµγj

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj

inf
ρ∈D1(γj)

{∫

γj

ϕρdµγj

}
inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}
θ(ρ,, ρ,,)

≤
bΛ1θ (ρ

,, ρ,,)

∫

γj

ρ,jdµγj

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}
θ(ρ,, ρ,,)

≤ (1 + κdiamMα)2 Λ1b

(4.5)

Analisaremos então a segunda parcela de 4.2. Para tal observaremos primeiro

que para todo ρ̂ ∈ D1(γ), denotando (ρ̂)j/

∫

γj

(ρ̂)jdµγj por ¯̂ρj, segue-se que

∫

γj

ϕ ¯̂ρjdµγj

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρjdµγj

} < b log

(
1 + λ

1− λ

)2

+ 1

Com efeito, analogamente ao que foi feito em 4.4, é suficiente notar que como ϕ está no

cone temos ∫

γj

ϕ ¯̂ρjdµγj
∫

γj

ϕρjdµγj

< bθ(¯̂ρj, ρj) + 1 = bθ((ρ̂)j, ρj) + 1

pelo lema 2, segue a afirmação anterior. Agora estabeleceremos outra estimativa ne-

cessária: ∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣

θ (ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤ 2 (1 + κdiamMα)2 .

Para mostrar isso observaremos que

ρ,j
ρ,,j

=
1/pγρ

, ◦ feφ
1/pγρ,, ◦ feφ

≤ sup ρ,

inf ρ,,
≤ sup ρ,/ inf ρ,

inf ρ,,/ sup ρ,,
= eθ+(ρ,,ρ,,) ≤ eθ(ρ

,,ρ,,)

Assim, assumindo sem perda de generalidade que

∫

γj

ρ,jdµγj ≥
∫

γj

ρ,,jdµγj temos

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣

θ (ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤

(
eθ (ρ

,, ρ,,) − 1
)∫

γj

ρ,,jdµγj

θ (ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}
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para θ (ρ,, ρ,,) ≤ 1 segue que
eθ (ρ

,, ρ,,) − 1

θ (ρ,, ρ,,)
< 2 a assim neste caso obtemos a estimativa

requerida.

Se θ (ρ,, ρ,,) ≥ 1 também temos

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣

θ (ρ,, ρ,,) inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

} ≤ 2 (1 + κdiamMα)2

e novamente para j fixado e denotando (1 + κdiamMα)2 por M(κ, α)

∫

γj

ϕρjdµγj

∣∣∣∣∣

∫

γj

ρ,jdµγj −
∫

γj

ρ,,jdµγj

∣∣∣∣∣

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρjdµγj

}
inf

ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ρjdµγj

}
θ(ρ,, ρ,,)

≤

∫

γj

ϕρjdµγj

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γj

ϕρjdµγj

}2M(κ, α)

≤
(
b log

(
1 + λ

1− λ

)2

+ 1

)
2M(κ, α)

≤ 2M(κ, α) log

(
1 + λ

1− λ

)2

b+ 2M(κ, α)

(4.6)

As estimativas 4.5 e 4.6 não dependem de j, então

∣∣∣∣
∫

γ

L(ϕ)ρ,dµγ −
∫

γ

L(ϕ)ρ,,dµγ
∣∣∣∣

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

L(ϕ)ρdµγ
}
θ(ρ,, ρ,,)

≤ M(κ, α)Λ1b+ 2M(κ, α) log

(
1 + λ

1− λ

)2

b+ 2M(κ, α)

=

(
Λ1 + 2 log

(
1 + λ

1− λ

)2
)
M(κ, α)b+ 2M(κ, α)

Desejamos que o termo que multiplica b acima seja menor que 1. Relembrando que pelo

lema (2), Λ1 = 1−
(
1− λ

1 + λ

)2

devemos então garantir que

(
1−

(
1− λ

1 + λ

)2

+ 2 log

(
1 + λ

1− λ

)2
)
(1 + κdiamMα)2 < 1
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e ainda pelo lema (2), na prova do segundo item, escolhemos κ, suficientemente pequeno,

de modo que κdiamMα < λ. Portanto basta encontrar 0 < λ < 1 de modo que
(
1−

(
1− λ

1 + λ

)2

+ 2 log

(
1 + λ

1− λ

)2
)
(1 + λ)2 < 1.

Tal escolha é posśıvel pois no lema (2), 0 < λ < 1 pode ser tomado suficientemente

pequeno. Assim, existe 0 < σ̃1 < 1 tal que
(
Λ1 + 2 log

(
1 + λ

1− λ

)2
)
M(κ, α) < σ̃1.

Como M(κ, α) não depende de b. Para b suficientemente grande, podemos obter σ1 < 1

tal que ∣∣∣∣
∫

γ

L(ϕ)ρ,dµγ −
∫

γ

L(ϕ)ρ,,dµγ
∣∣∣∣

inf
ρ∈D1(γ)

{∫

γ

L(ϕ)ρdµγ
}
θ(ρ,, ρ,,)

≤ σ1b

isto prova a invariância estrita da condição (B).

Invariância da condição (C): Provaremos o caso onde φ é constante. Como∫

γ

L(ϕ)ρdµγ =

pγ∑

j=1

∫

γj

ϕρjdµγj , onde ρj =
1

pγ
ρ ◦ feφ. Para ρ = 1 obtemos

∫

γ

L(ϕ)dµγ =

eφ
pγ∑

j=1

1

pγ

∫

γj

ϕdµγj . Isto implica que

inf
γ

{∫

γ

Lϕdµγ
}

≥ eφ inf
γ

{∫

γ

ϕdµγ

}
.

Pela observação 3, podemos assumir, sem perda de generalidades, que d(γ1, γ̃1) ≤ λud(γ, γ̃),

e nos outros casos d(γj, γ̃j) ≤ L̃d(γ, γ̃). E pela observação 2, temos que se γ e γ̃ estão em

um mesmo retângulo da partição de Markov, então pγ = pγ̃. Segue então que

∣∣∣∣
∫

γ

Lϕdµγ −
∫

γ̃

Lϕdµγ̃
∣∣∣∣ ≤ eφ

pγ

pγ∑

j=1

∣∣∣∣∣

∫

γj

ϕdµγj −
∫

γ̃j

ϕdµγ̃j

∣∣∣∣∣

≤ eφc

pγ
inf
γ

{∫

γ

ϕdµγ

} pγ∑

j=1

d(γj, γ̃j)
α

≤ λαu + (pγ − 1)Lα

pγ
Cd(γ, γ̃)α inf

γ

{∫

γ

Lϕdµγ
}

Devemos ter então
λαu + (pγ − 1)L̃α

pγ
< 1 e isto é equivalente a

L̃α <
pγ − λαu
pγ − 1
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Seja pmax ∈ N tal que pγ ≤ pmax para todo γ ∈ F s
loc. Como λu < 1 < pγ ≤ pmax temos

que
pmax − λαu
pmax − 1

≤ pγ − λαu
pγ − 1

Basta escolher então L̃ tal que

L̃α <
pmax − λαu
pmax − 1

Relembramos que L̃ ≥ 1, assim devemos ter necessariamente

pmax − λαu
pmax − 1

≥ 1

e isto é verdadeiro porque λu < 1. Portanto, existe σ2 < 1 tal que
∣∣∣∣
∫

γ

Lϕdµγ −
∫

γ̃

Lϕdµγ̃
∣∣∣∣ < σ2Cd(γ, γ̃)

α inf
γ

{∫

γ

Lϕdµγ
}

o que prova a invariância estrita da condição (C). Para finalizar a prova da proposição

basta tomar σ = max{σ1, σ2}.

✷

Prova-se de modo inteiramente análogo ao caso caso onde a dinâmica é semi-

conjugada a uma aplicação g como em [CV13] que

Lema 5. C [b, c, α] é um cone projetivo, isto é, convexo e C [b, c, α] ∩ −C [b, c, α] = 0.

Passaremos agora a nos preocupar com o diâmetro finito da imagem do cone

C[b, c, α]. Mais precisamente, denotando ainda por Θ a métrica projetiva associada ao

cone C[b, c, α] provaremos a seguinte proposição:

Proposição 10. Para b e c suficientemente grandes e α ∈ (0, 1] temos

∆ := sup {Θ(Lϕ,Lψ) ;ϕ, ψ ∈ C[b, c, α]} <∞.

Prova:

Denotando também por Θ+ a métrica projetiva associada ao cone definido pela

condição (A) expressa através de

eΘ+(ϕ,ψ) = sup
γ,ρ∈D(γ),γ̂,ρ̂∈D(γ̂)





∫

γ

ϕρdµγ

∫

γ̂

ψρ̂dµγ̂
∫

γ̂

ϕρ̂dµγ̂

∫

γ

ψρdµγ





segue da definição de Θ e das expressões de α e β que

Θ(ϕ, ψ) < Θ+(ϕ, ψ) + log

(
1 + σ

1− σ

)2

.
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Para mostrar que o Θ+-diâmetro de L (C[b, c, α]) é finito, já observamos que é

suficiente majorar os posśıveis valores de Θ+(L(ϕ), 1) variando ϕ no cone C[b, c, α]. Pela

definição da métrica Θ+ isto se resume a encontrar uma cota superior para

∫

γ̂

Lϕρ̂dµγ̂
∫

γ

Lϕρdµγ
=

pγ̂∑

j=1

∫

γ̂j

ϕ(ρ̂)jdµγ̂j

pγ∑

j=1

∫

γj

ϕρjdµγj

(4.7)

onde ρ e ρ̂ são normalizados, isto é, ρ ∈ D1(γ) e ρ̂ ∈ D1(γ̂). Limitaremos primeiro a

expressão ∫

γ̂j

ϕ(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γj

ϕρjdµγj

=

∫

γ̂j

ϕ(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γ̂j

ϕdµγ̂j

∫

γ̂j

ϕdµγ̂j
∫

γj

ϕdµγj

∫

γj

ϕdµγj
∫

γj

ϕρjdµγj

para γj e γ̂j em um mesmo retângulo da Partição de Markov. Denotando
ρj∫

γj

ρjdµγj

e

(ρ̂)j∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j

por ρj e ρj, respectivamente, aplicando a condição (B) e o lema 2, temos

∫

γ̂j

ϕ(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γ̂j

ϕdµγ̂j

=

∫

γ̂j

ϕρjdµγ̂j

∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γ̂j

ϕdµγ̂j

≤
(
1 + bθj

(
ρj, 1

)) ∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j

≤
(
1 + b log

(
1 + λ

1− λ

))∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j

e
∫

γj

ϕdµγj
∫

γj

ϕρjdµγj

=

∫

γj

ϕdµγj
∫

γj

ϕρjdµγj

∫

γj

ρjdµγj

≤
(
1 + bθj

(
1, ρj

))
∫

γj

ρjdµγj

≤

(
1 + b log

(
1 + λ

1− λ

))

∫

γj

ρjdµγj

.

Sabemos que (ρ̂)j =
1

pγ̂
ρ̂ ◦ f · eφ e ρj =

1

pγ
ρ ◦ f · eφ. Como ρ e ρ̂ estão normalizados, segue
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que (ρ̂)j ≤
1

pγ̂
(1 + κdiam(M)α)eφ e ρj ≥

1

pγ
(1 + κdiam(M)α)−1eφ. Portanto

∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γj

ρjdµγj

<
pγ
pγ̂

(1 + κdiam(M)α)2

∫

γ̂j

eφdµγ̂j
∫

γj

eφdµγj

,

por outro lado
∣∣eφ
∣∣
α
< ε inf eφ e assim sup eφ < (1 + εdiam(M)α) inf eφ . Obtendo que

∫

γ̂j

eφdµγ̂j
∫

γj

eφdµγj

< 1 + εdiam(M)α

e por consequência
∫

γ̂j

(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γj

ρjdµγj

<
pγ
pγ̂

(1 + κdiam(M)α)2(1 + εdiam(M)α)

≤ pmax(1 + κdiam(M)α)2(1 + εdiam(M)α).

Pela condição (C), a seguinte estimativa também é verdadeira
∫

γ̂j

ϕdµγ̂j
∫

γj

ϕdµγj

≤ 1 + cd (γ̂j, γj)
α ≤ 1 + c.diam(M)α

logo
∫

γ̂j

ϕ(ρ̂)jdµγ̂j
∫

γj

ϕρjdµγj

< pmax

(
1 + b log

(
1 + λ

1− λ

))2

(1 + max{κ, c, ε}diam(M)α)4.

Porém, dada uma folha γ pode existir mais de uma folha γj em um retângulo da Partição

de Markov R = {R1, · · · , Rp}. Assim, podemos reescrever 4.7 da seguinte forma

∫

γ̂

Lϕρ̂dµγ̂
∫

γ

Lϕρdµγ
=

p∑

k=1

rk(γ̂)∑

l=1

∫

γ̂kl

ϕ(ρ̂)kldµγ̂kl

p∑

k=1

rk(γ)∑

l=1

∫

γkl

ϕρkldµγkl

onde dado Rk ∈ R temos γkl ⊂ Rk para todo l ∈ {1, · · · , rk(γ)} e γ̂kl ⊂ Rk para todo

l ∈ {1, · · · , rk(γ̂)}. Além disso

p∑

k=1

rk(γ) = pγ e

p∑

k=1

rk(γ̂) = pγ̂. Como γkl , γ̂kl ⊂ Rk,
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definindo

C̃ := pmax

(
1 + b log

(
1 + λ

1− λ

))2

(1 + max{κ, c, ǫ}diam(M)α)4,

sabemos que ∫

γ̂kl

ϕ(ρ̂)kldµγ̂kl
∫

γkl

ϕρkldµγkl

≤ C̃.

Estamos agora interessados em encontrar uma cota superior para

rk(γ̂)∑

l=1

∫

γ̂kl

ϕ(ρ̂)kldµγ̂kl

rk(γ)∑

l=1

∫

γkl

ϕρkldµγkl

Suponha rk(γ̂) ≤ rk(γ). Como as parcelas

∫

γkl

ϕρkldµγkl são positivas podemos descartar

rk(γ)− rk(γ̂) destas e supor rk(γ̂) = rk(γ) . Logo,

rk(γ̂)∑

l=1

∫

γ̂kl

ϕ(ρ̂)kldµγ̂kl

rk(γ)∑

l=1

∫

γkl

ϕρkldµγkl

≤ C̃

Agora se rk(γ̂) ≥ rk(γ), existem q = q(γ, γ̂), r ∈ N tais que rk(γ̂) = qrk(γ) + r onde

0 ≤ r < rk(γ) e 1 ≤ q. Assim, denotando (s− 1)rk(γ) + l por l(s), podemos escrever

rk(γ̂)∑

l=1

∫

γ̂kl

ϕ(ρ̂)kldµγ̂kl

rk(γ)∑

l=1

∫

γkl

ϕρkldµγkl

=

q∑

s=1




rk(γ)∑

l=1

∫

γ̂kl(s)

ϕ(ρ̂)kl(s)dµγ̂kl(s)

rk(γ)∑

l=1

∫

γkl

ϕρkldµγkl




+

rk(γ̂)∑

l=qrk(γ)+1

∫

γ̂kl

ϕ(ρ̂)kldµγ̂kl

rk(γ)∑

l=1

∫

γkl

ϕρkldµγkl

Cada termo da soma em s ∈ {1, · · · , q}, acima, satisfaz o primeiro caso, logo tal parcela

é menor que qC̃. Como rk(γ̂) − qrk(γ) = r < rk(γ) a última parcela também satisfaz o

primeiro caso. Isto garante que

rk(γ̂)∑

l=1

∫

γ̂kl

ϕ(ρ̂)kldµγ̂kl

rk(γ)∑

l=1

∫

γkl

ϕρkldµγkl

≤ (q + 1)C̃.
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Basta observar agora que q = q(γ, γ̂) é menor ou igual a pmax para quaisquer que sejam

γ e γ̂. Segue então que 4.7 é limitado por (pmax + 1)C̃ e portanto

∆ := sup {Θ(Lϕ,Lψ) ;ϕ, ψ ∈ C(b, c, α)} ≤ 2(pmax + 1)C̃.

✷

4.3 Propriedades Estat́ısticas

Nosso objetivo aqui é construir uma medida em Λ que possua boas propriedades

estat́ısticas. Mais precisamente uma medida que apresente decaimento exponencial de

correlações para observáveis Hölder cont́ınuos e satisfaça o teorema do limite central. O

que obtemos até agora é que o cone C[b, c, α] é invariante por L e que L(C[b, c, α]) possui
diâmetro finito. Isto nos dá convergência, em um certo sentido, para funções no cone

C[b, c, α].

Para ϕ ∈ C[b, c, α], seja ϕn = Ln(ϕ). Como Θ+(ϕm, ϕn) ≤ Θ(ϕm, ϕn) segue-se

que ϕn é uma sequência de Cauchy na métrica Θ+. Mais ainda, observamos também que

Θ+(ϕn, 1) = Θ+(ϕn,Ln(1)) → 0. Portanto, pela definição da métrica Θ+, segue que

∫

γ

ϕndµγ
∫

γ̂

ϕndµγ̂

→ 1, ∀γ, γ̂ ∈ F s
loc, uniformemente . (4.8)

Suponha agora que µ é uma medida de probabilidade f -invariante na forma produto, ou

seja , existe µ̂ em F s
loc tal que

µ(ϕ) = µγ × µ̂(ϕ) :=

∫ (∫

γ

ϕdµγ

)
dµ̂.

Então, para todo n existe γn, γ̂n tais que
∫

γn

ϕndµγn ≥
∫

M

ϕndµ =

∫

M

ϕdµ ≥
∫

γ̂n

ϕndµγ̂n .

Segue das desigualdades acima e de 4.8, que para todo γ ∈ F s
loc existe lim

n→∞

∫

γ

ϕndµγ e tal

limite não depende de γ. Além disso, podemos concluir que µ(ϕ) = lim
n→∞

∫

γ

ϕndµγ.

Portanto, dada qualquer medida de probabilidade η̂ em F s
loc, não necessariamente

invariante, segue do teorema da convergência dominada, que

lim
n→∞

∫ (∫

γ

ϕndµγ

)
dη̂ =

∫
lim
n→∞

(∫

γ

ϕndµγ

)
dη̂.
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Dáı, definindo a medida produto η = µγ × η̂ conclúımos que

µ(ϕ) = lim
n→∞

∫
ϕndη. (4.9)

Estamos interessados em provar que, caso exista a medida f -invariante µ, na

forma produto µγ × µ̂, então tal medida é única. Provaremos inicialmente sua unicidade

no espaço das funções Hölder cont́ınuas. Para tal, faremos uso da seguinte proposição que

nos garante que toda função Hölder cont́ınua pode ser escrita como soma de funções no

cone C[b, c, α]:

Proposição 11. Para toda ϕ ∈ Cα (M) existe K(ϕ) > 0 tal que ϕ+K(ϕ) ∈ C[b, c, α].

Prova: Provaremos primeiro que existe K3 = K3(ϕ) > 0 tal que ϕ+K3 satisfaz

a condição (C) na definição do cone C[b, c, α]. A projeção nas folhas estáveis garante que

∫

γ

ϕdµγ =

∫

γ̃

ϕ ◦ πdµγ̃

e pela definição de d(γ, γ̃), dado ϕ ∈ Cα (M) temos

ϕ(x)− ϕ(π(x))

d(γ, γ̃)
≤ ϕ(x)− ϕ(π(x))

d(π(x), x)
≤ |ϕ|α

Assim

sup
γ,γ̃





∣∣∣∣
∫

γ

ϕdµγ −
∫

γ̃

ϕdµγ̃

∣∣∣∣
d(γ, γ̃)





≤ |ϕ|α <∞

Por outro lado para todo K > 0, temos inf
γ

{∫

γ

(ϕ+K) dµγ

}
= inf

γ

{∫

γ

ϕdµγ

}
+K. É

suficiente então escolher K3 = K3(ϕ) > 0 tal que

c inf
γ

{∫

γ

(ϕ+K3) dµγ

}
> |ϕ|α

Para provar que existe K2 = K2(ϕ) tal que ϕ + K2 satisfaz a condição (B) basta notar

que

sup
ρ,,ρ,,∈D1(γ)





∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)




<∞.
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De fato, como ρ,, ρ,, ∈ D1(γ) temos
ρ,

ρ,,
≤ eθ(ρ

,,ρ,,) a assim para todo ϕ limitado

∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫

γ

(
ρ,

ρ,,
− 1

)
ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣ ≤
∫

γ

∣∣∣∣
ρ,

ρ,,
− 1

∣∣∣∣ |ϕ| ρ,,dµγ

≤ sup

∣∣∣∣
ρ,

ρ,,
− 1

∣∣∣∣ supϕ sup ρ,, =

∣∣∣∣sup
ρ,

ρ,,
− 1

∣∣∣∣ supϕ sup ρ,,

≤
∣∣eθ(ρ,,ρ,,) − 1

∣∣ supϕ sup ρ,,

Seja B tal que sup (ϕ+ B) = 1. Segue-se que
∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)

=

∣∣∣∣
∫

γ

(ϕ+B) ρ,dµγ −
∫

γ

(ϕ+ B) ρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)

≤
(
eθ(ρ

,,ρ,,) − 1
)
sup ρ,,

θ (ρ,, ρ,,)
.

Se θ (ρ,, ρ,,) < 1 sabemos que
eθ(ρ

,,ρ,,) − 1

θ (ρ,, ρ,,)
< 2 e como ρ,, ∈ D1(γ) podemos afirmar que

∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)

≤ 2(1 + κdiam(M)α)

Agora se θ (ρ,, ρ,,) ≥ 1 chegamos que
∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)

≤
∣∣∣∣
∫

γ

(ϕ+ B) ρ,dµγ −
∫

γ

(ϕ+ B) ρ,,dµγ

∣∣∣∣

≤
∫

γ

|(ϕ+B) (ρ, − ρ,,)| dµγ

≤ sup (ϕ+B) (sup ρ, + sup ρ,,)

≤ 2(1 + κdiam(M)α)

e isto prova que

sup
ρ,,ρ,,∈D1(γ)





∣∣∣∣
∫

γ

ϕρ,dµγ −
∫

γ

ϕρ,,dµγ

∣∣∣∣
θ (ρ,, ρ,,)




<∞.

A escola de K2 = K2(ϕ) é análoga ao que foi feito na condição (C). Na condição (A) ,

como ϕ é em particular cont́ınua sabemos que num domı́nio compacto, existe K1 = K1(ϕ)

tal que ϕ + K1 > 0 e portanto

∫

γ

(ϕ+K1) ρdµγ > 0 para todo γ ∈ F s
loc e ρ ∈ D(γ).

Completamos a prova definindo K(ϕ) = max{K1, K2, K3}.
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✷

Segue da proposição anterior e da linearidade do operador L, que 4.9 vale também

para toda ϕ ∈ Cα (M). Pelo teorema de extensão de operadores limitados conclúımos que

a medida, na forma produto, µ = µγ × µ̂, f -invariante é única. Observamos ainda que a

medida constrúıda é a provável candidata a medida de máxima entropia, o que se pode

realmente provar, por exemplo no caso em que a direção centro instável é unidimensional,

usando-se o estado de equiĺıbrio da direção unidimensional garantido em [LSV98].

Provaremos agora, de modo geral, a existência de uma medida µ̂ tal que µγ × µ̂

seja f -invariante. Construiremos tal medida por distribuição de massa, isto é, de forma

que a pré-imagem de cada retângulo possua a mesma medida, e a soma das medidas

destas pré-imagens seja igual a um.

Para tal, considere agora em M a seguinte relação de equivalência: x ∼ y se,

somente se, x e y pertencem a uma mesma folha γ ∈ F s
loc. Tomemos a σ-álgebra gerada

pelos retângulos da partição de Markov e seus refinamentos por f−1. Observemos que tal

σ-álgebra pode não coincidir com a σ-álgebra de Borel de M/ ∼.

Fixemos um retângulo R1 ∈ R. Seja R1 := {R1,1, . . . R1,n1} o conjunto de in-

terseções conexas de f−1(R1) com os vários elementos de R. Então, denotando R1,j/ ∼
por R̃1,j , para todo j ∈ {1, . . . , n1} definiremos µ̂

(
R̃1,j

)
= 1/n1.

Continuaremos por indução, tomando as pré-imagens dos elementos em R1, fa-

zendo a distribuição de massa. Note que pela propriedade mixing, existe 0 < c < 1

tal que os cilindros em toda fase da construção possui µ̂-medida multiplicada por uma

fração menor que c, se comparadas com os cilindros da fase anterior. Em particular, se

tomarmos o elemento minimal S em M/ ∼ com diâmetro não nulo, sua µ̂-medida pode

ser aproximada por um cilindro com µ̂-medida arbitrariamente pequena. Isso significa,

que a medida µ̂ se estende como uma medida Boreliana, pois a σ-álgebra gerada pelos

retângulos e suas imagens seria então, coincidente com a de Borel, módulo conjuntos de

medidas µ̂ igual a zero. Finalmente saturamos positivamente µ para estender para uma

medida em M . Observe ainda que a medida µ = µγ × µ̂ é f -invariante por construção.

Nosso objetivo agora é provar o decaimento exponencial de correlações para ob-

serváveis Hölder cont́ınuos e o teorema do limite central para a medida µ. Seja φ constante

e L̃ o operador Ruelle-Perron-Frobenius normalizado pelo potencial, isto é, L̃ =
L
eφ

. Por-

tanto L̃(ϕ) = ϕ ◦ f−1. Sabemos que está bem definido o operador dual, L̃∗, tal que
∫

L̃ϕdµ =

∫
ϕdL̃∗µ.

para toda ϕ cont́ınua e toda medida de probabilidade µ. Vimos que é verdadeiro o seguinte

resultado:
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Proposição 12. Se f é invert́ıvel então L̃∗(µ) = µ se somente se µ é f -invariante.

Segue então que como µ é f -invariante:
∫

(ϕ ◦ fn)ψdµ =

∫
ϕL̃n(ψ)dµ. (4.10)

Estamos agora em condições de provar o seguinte teorema:

Teorema B (Derivados de Anosov). A medida µ possui decaimento exponencial de cor-

relações para observáveis Hölder cont́ınuos.

Prova: Devemos provar que dada ϕ, ψ α-Hölder, existe uma constante 0 < τ < 1

e K(ϕ, ψ) > 0 tais que
∣∣∣∣
∫

(ϕ ◦ fn)ψdµ−
∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤ K(ϕ, ψ) · τn,

para todo n ≥ 1, e isto, por (4.10) é equivalente a mostrar que
∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ) dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤ K(ϕ, ψ) · τn, para todo n ≥ 1.

Provaremos inicialmente o caso onde ϕ|γ ∈ D (γ) para todo γ ∈ F s
loc e ψ ∈ C[b, c, α],

supondo ainda
∫
ϕdµ 6= 0 e

∫
ψdµ = 1.

Sabemos que L̃(1) = 1 ◦ f = 1. Como ϕ|γ ∈ D(γ) para todo γ ∈ F s
loc temos, pela

condição (A), que ∫

γ

ϕL̃n(ψ)dµγ
∫

γ

ϕdµγ

≤ β+

(
L̃n(ψ), 1

)

A normalização de ψ nos diz que

∫
L̃n(ψ)dµ =

∫
ψdµ = 1. Agora, como observado antes

µ = η. Portanto, ∫ (∫

γ

L̃n(ψ)dµγ
)
dµ̂ =

∫
L̃n(ψ)dµ = 1

e assim existe γ̂ tal que

∫

γ̂

L̃n(ψ)dµγ̂ ≤ 1. Podemos então concluir que

α+

(
L̃n(ψ), 1

)
≤

∫

γ̂

L̃n(ψ)dµγ̂
∫

γ̂

dµγ̂

=

∫

γ̂

L̃n(ψ)dµγ̂ ≤ 1

e que para todo γ ∈ F s
loc

∫

γ

ϕL̃n(ψ)dµγ
∫

γ

ϕdµγ

≤
β+

(
L̃n(ψ), 1

)

α+

(
L̃n(ψ), 1

) ≤ eΘ+(L̃n(ψ),1) ≤ eΘ(L̃
n(ψ),1).
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Como, pela proposição 9, o cone C [b, c, α] é invariante e, pela proposição 10, o cone

C (σb, σc, α) possui Θ-diâmetro finito menor ou igual a ∆, segue da proposição 2 que

existe 0 < τ < 1 tal que para todo ϕ, ψ ∈ C [b, c, α] temos Θ(L̃n(ϕ), L̃n(ψ)) ≤ ∆τn−1.

Logo, ∫
ϕL̃n(ψ)dµ
∫
ϕdµ

=

∫ (∫

γ

ϕL̃n(ψ)dµγ
)
dµ̂

∫ (∫

γ

ϕdµγ

)
dµ̂

≤ eΘ(L̃
n(ψ),1) ≤ e∆τ

n−1

.

Observemos agora que lim
n→∞

e∆τ
n−1 − 1

τn
=

∆

τ
, portanto existe ∆̃ > 0 tal que e∆τ

n−1 − 1 <

∆̃τn, para todo n ∈ N. Isto nos permite provar que

∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣

∣∣∣∣∣∣∣∣

∫
ϕL̃n(ψ)dµ
∫
ϕdµ

− 1

∣∣∣∣∣∣∣∣
≤
∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣
(
e∆τ

n−1 − 1
)
≤
∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣ ∆̃τ
n

Se
∫
ψdµ 6= 1 então

∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ) dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫
ϕL̃n

(
ψ∫
ψdµ

)
dµ−

∫
ϕdµ

∣∣∣∣

≤
∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣
∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣ ∆̃τn

para todo n ≥ 1.

Para toda ψ α-Hölder, vimos que existe K(ψ) > 0, suficientemente grande, tal

que ψ+K(ψ) ∈ C[b, c, α]. Portanto, escrevendo ψ = ψ+K(ψ)−K(ψ) e observando que
∫
ϕL̃n(K(ψ))dµ =

∫
ϕdµ

∫
K(ψ)dµ obtemos que

∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ) dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ +K(ψ)) dµ−

∫
ϕdµ

∫
(ψ +K(ψ))dµ

∣∣∣∣

≤
(∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣+K(ψ)

) ∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣ ∆̃τn

Agora, se ϕ é α-Hölder é suficiente notar que existe K(ϕ) ∈ R tal que ϕ|γ +K(ϕ) +B ∈
D (γ) para todo γ ∈ F s

loc e que

∫
ϕ+K(ϕ) + Bdµ > 0, para todo B > 0 . De fato,

∣∣ϕ|γ +K(ϕ)
∣∣
α
< κ inf

{
ϕ|γ +K(ϕ)

}

se, somente se,

K(ϕ) >

∣∣ϕ|γ

∣∣
α

κ
− inf

{
ϕ|γ

}
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Seja então K(ϕ) = sup
γ∈Fs

loc

{∣∣∣∣∣

∣∣ϕ|γ

∣∣
α

κ

∣∣∣∣∣

}
− inf ϕ. Observe que K(ϕ) ≤ |ϕ|α

κ
− inf ϕ < ∞.

Como ϕ|γ +K(ϕ) ≥
∣∣ϕ|γ

∣∣
α

κ
≥ 0 para todo γ ∈ F s

loc, segue que ϕ|γ +K(ϕ) + B ∈ D (γ) e

que

∫
(ϕ+K(ϕ))dµ+ B > 0, para todo B > 0. Logo, analogamente ao caso anterior

∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ) dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤
(∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣+K(ψ)

)(∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣+K(ϕ) + B

)
∆̃τn

e pela arbitrariedade de B obtemos

∣∣∣∣
∫
ϕL̃n (ψ) dµ−

∫
ϕdµ

∫
ψdµ

∣∣∣∣ ≤
(∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣+K(ψ)

)(∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣+K(ϕ)

)
∆̃τn

.

Observando que

∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣− inf ϕ ≥ 0, temos que

∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣+K(ϕ) ≥ 0. Portanto definindo

K(ϕ, ψ) :=

(∣∣∣∣
∫
ψdµ

∣∣∣∣+K(ψ)

)(∣∣∣∣
∫
ϕdµ

∣∣∣∣+K(ϕ)

)
∆̃, conclúımos a prova do teorema.

✷

O Teorema do Limite Central segue novamente do decaimento exponencial de

correlações e do Teorema de Gordin(3).
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