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Resumo

Em [1] foi mostrado a existéncia de medidas S.R.B suportadas em um conjunto
parcialmente hiperbdlico - O espaco tangente é decomposto em dois subfibrados invari-
antes, um dos quais é uniformemente contrativo, enquanto que o seu complementar é
nao uniformemente expansor. J& em [10] foi proposta uma construcao geral de uma es-
trutura de Markov Induzida para transformagoes nao uniformemente expansoras; esta
estrutura foi usada para provar a existéncia de medidas invariantes e ergddicas absoluta-
mente continuas com respeito a qualquer medida de referéncia expansora cujo jacobiano
satisfaz uma condigao de distor¢ao. Em [14] a partir de uma estrutura hiperbdlica e no
contexto de [1] sdo provadas propriedades estatisticas e existéncia de medidas SRB.

Neste trabalho construimos uma Particao Markoviana Induzida com relacao aos
iterados da dinamica f no contexto do artigo [1]; associada a esta Particio mostramos
a existéncia de um mapa induzido F(z) = f#®)(z), denominada Aplicacio Markoviana
Induzida com um limite apropriado no tempo de indugao. Dada qualquer medida de
referéncia p com um controle de distor¢ao na diregao centro-instavel, que da peso positivo
a um conjunto nao uniformemente expansor, usamos a Particao Markoviana Induzida
para provar a existéncia de medidas invariantes e ergédicas absolutamente continuas com
respeito a ju, assim como em [14], visto que esta estrutura equivale a estrutura produto
definida no mesmo artigo , ver definicao 1.3.7 . Ja quando a medida de referéncia u
¢ invariante e ergddica, mostramos a existéncia de medida invariante para a aplicacao
induzida com tempo de retorno integravel, como em [10] para o contexto de medidas

exXpansoras.

Palavras-chave: Medidas Invariantes absolutamente continuas com respeito a medida de
referéncia nao necessariamente Lebesgue; Difeomorfismo; Hiperbolicidade Parcial; Mapa

Induzido e Estutura de Markov.



Abstract

In [1] it was shown the existence of SRB measures supported in a partially hyper-
bolic set - The tangent space is decomposed into two subfibrados invariant, one of which is
uniformly contractive while its complementary is not uniformly expander. In [10] it pro-
posed a general construction of a Markov Induced structure for processing non-uniformly
expander; This structure was used to prove the existence of invariant and ergodic abso-
lutely continuous measures to any arrangement for expander reference whose Jacobian
satisfies a distortion condition. In [14] from a hyperbolic structure and context [1] are
statistical properties and proved existence of SRB measures.

We construct a Markov Induced Partition regarding the iterated the dynamics f
in the context of Article [1]; associated with this partition we showed the existence of an
inducible map F(r) = f#®)(z) called Map Markov induced with an appropriate limit
on the induction time. Given any reference measured with a distortion control that gives
positive weight to a set non-uniform expanding, we use this Markov Induced Partition to
prove the existence of absolutely continuous invariant and ergodic measures to p. As well
as in [14], since this structure equivalent to the structure defined in the same product, see
1.3.7. But when the reference measure p is invariant and ergodic, we showed the existence
of invariant measure for applying induced with integrable return time, as in [10] to the

context of expanding measures.

Keywords: ; Invariant Measures absolutely continuous with respect to reference mea-
sures which are not necessarily Lebesgue;Diffeomorphism; Partial Hyperbolicity; Induced

Map and Markov Estructure.
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Introducao

Neste trabalho, no contexto de hiperbolicidade parcial como no artigo [1], pro-
pomos uma construcao geral de uma estrutura de Markov Induzida para transformacoes
em tempo discreto nao uniformemente hiperbdlicas. Uma caracteristica distintiva desta
estrutura é que ela captura as trajetorias com comportamento de expansao na direcao cen-
tro instavel. Este passo é natural visto que, desde o final dos anos 60 e 70, Sinai, Ruelle e
Bowen ja usavam a particao de Markov e Dinamica Simbdlica de Sistemas Uniformemente
Hiperbdlicos para deduzir propriedades estatisticas de tais sistemas, ver [5, 12, 13]. Tal
técnica consiste em substituir o sistema dinamico inicial por outro mais facil de entender
e de onde se pode recuperar muito mais informagoes sobre o sistema inicial. Recordamos
que uma Particao de Markov para uma aplicacao f : A — A definido em um conjunto

uniformemente hiperbélico A é uma cobertura P = {Ry, ..., Rs} de A satisfazendo
1. intR; NintR; = () para i # j ;

2. f(W*(z,R;)) D W*(f(z),R;) e f(W*((z),R;)) C W*(f(z),R;) onde = € intR,; ,
f(z) € intR; e Wk(z, R) = W¥*(z)N R k € {s,u}.

Para o estudo de sistemas além dos uniformemente hiperbdlicos, Young usou a
particao de Markov para construir as denominadas torres de Young em sistemas com
hiperbolicidade nao uniforme, ver [14, 15], que podem ser entendidas como uma genera-
lizagao das particoes de Markov. Sob essas torres, Young mostrou a existéncia de medidas
SRB. Como essa estrutura geométrica é o ponto de partida para obter propriedades que
implicam existéncia de estados Gibbs, hoje em dia esta é referida em alguns trabalhos
como uma estrutura tipo Gibbs-Markov-Young (GMY). Tal estrutura produto, denomi-
nada estrutura produto - Torres de Young, ( ver defini¢aol.3.7), é caracterizada por uma
regiao adequada do espago de fase, particionada em subconjuntos (particao possivelmente
infinita) cada um dos quais com um determinado tempo de retorno. Comparando-se com
as particoes de Markov classicas, temos que a principal diferenca é quanto a possibilidade
de tempos de retorno arbitrariamente grandes. Isto ¢ indispensavel no contexto de hiper-
bolicidade nao uniforme, em que grandes tempos de espera sao necessarios para atingir

boas taxas de expansao na direcao centro-instavel de alguns pontos.
1



Em [1] Alves, Bonatti e Viana consideraram atratores parcialmente hiperbdlicos
com dire¢ao centro-instavel nao uniformemente expansora, isto é, o espaco tangente é
decomposto em subfibrados £ e E? tais que TT"M = E““ @ E?, com direcao E® uniforme-
mente contrativa e direcao £* nao uniformemente expansora. Eles construiram medidas
Sinai-Ruelle-Bowen (SRB) suportadas em tais atratores. Em [4] Alves e Pinheiro obtive-
ram uma estrutura produto - Torres de Young e, além disso, o decaimento de correlagao
da funcao tempo de retorno pode ser controlado em termos de quanto tempo os pontos
tipicos precisam para alcancar algum tipo de expansao na direcao centro instavel.

Pinheiro, por sua vez, em [10] propoe uma construgao geral de uma estrutura
Induzida de Markov para transformacoes nao uniformemente expansoras, e com esta es-
trutura é capaz de mostrar a existéncia de medidas invariantes ergddicas absolutamente
continuas com relagao a qualquer medida de referéncia expansora com algum controle do
Jacobiano e, em especial, quando a medida de referéncia é a medida de Lebesgue, isto
resulta na medida fisica da transformacao. Tal trabalho aprofunda o desenvolvimento da
teoria ergddica desta classe de sistemas.

Neste contexto, o presente trabalho da uma continuidade ao desenvolvimento da
teoria ergddica da classe de sistemas nao uniformemente hiperbolicos. Para isto, mos-
tramos a existéncia de uma aplicagdo markoviana induzida no contexto do artigo [1] que
corresponde & estrutura hiperbdlica de [14], quando a medida de referéncia nao é necessari-
amente invariante (por exemplo, medida de Lebesgue) e satisfaz uma condigao de controle
de distorc¢ao, conclui-se a existéncia de medidas invariantes absolutamente continuas com
respeito a medida de referéncia. Além disso, se a medida de referéncia é invariante e
ergddica, mostramos a existéncia de medidas invariantes para a aplicacao induzida com

tempo de retorno integravel. Os principais resultados deste trabalho sao:

Teorema A. Seja f : M — M um difeomorfismo C'*, K C M um conjunto compacto
positivamente invariante em que f é parcialmente hiperbdlico, T, M = E° @& E onde
E< é uniformemente contrativo . Assuma que f é nao-uniformemente expansor ao longo

de diregao centro-instavel (NUE-E) isto é

. 1 - —1 —1
fmsup % 2o | D1 Iz, 17> 0
]:

para todo ponto x em um conjunto H C K de medida p positiva. Se p é uma medida
f—invariante e ergédica, entao existe uma aplicagdo Markoviana Induzida (F,P) definido
em um aberto Y C K e uma medida v F—invariante tal que v(B) < u(B) para todo
conjunto aberto B C Y e tal que [ Rdv < oo, onde R é tempo de indugao de F.



Teorema B. Seja f : M — M um difeomorfismo C'*, K C M um conjunto compacto
positivamente invariante em que f é parcialmente hiperbdlico, T, M = E* @& E“ onde
E*° é uniformemente contrativo. Assuma que f é NUE-E* para todo ponto x em um
conjunto H C K de medida p positiva. Se p tem controle de distor¢ao na diregao centro-
instavel, entao existe uma colecao de medidas f—invariantes ergodicas v, absolutamente
continuas com respeito a p tais que p—quase todo ponto z € K pertence a bacia de uma

destas medidas de probabilidade.

O primeiro capitulo esta organizado em quatro se¢oes. Na primeira apresentamos
as principais defini¢coes no contexto de conjuntos Parcialmente Hiperbdlicos; na segunda
secao recordamos algumas defini¢oes e resultados em tempos hiperbédlicos provados em
[1, 3]. Estes resultados assumidos aqui, visto que, se a medida de referéncia ndo é neces-
sariamente invariante e ergddica, estamos sob a hipétese de controle de distorcao, hipétese
necessaria para alguns destes resultados. Na terceira se¢ao, definimos a estrutura produto
Torres de Young, pois a estrutura construida aqui satisfaz a esta estrutura produto. Na

quarta e ultima secao definimos o nosso conceito de Estrutura Markoviana Induzida.

J& o segundo capitulo estd organizado em duas se¢oes. Na primeira generalizamos
a construcao de conjuntos “Nested” proposto por Pinheiro em [10] para a construcao de
conjuntos encaixados no contexto de hiperbolicidade parcial, adaptada a pré-imagens com
algum tipo de contracao em uma direcao. Na segunda secao, sob a hipotese de controle
de distorcao, estudamos componentes u-ergédicas e mostramos a existéncia de atratores
dentro de cada componente. Em contrapartida, e por resultados desta mesma secao, se
a medida de referéncia é invariante e ergédica temos uma tnica componente, mostrando

assim a existéncia de um tunico atrator, nao necessariamente contendo um disco.

No terceiro capitulo provamos o Teorema A. Para isto, construimos uma Particao
Markoviana Induzida com relagao aos iterados da dinamica f no contexto do artigo [1];

Associada a esta Particaio mostramos a existéncia de uma aplicacao induzida
F:C(A) = C(A), com F(z)= fF9(x)

para A um disco com direcao centro-instével contida em cones centro-instaveis e C(A) =
U.ea W5 () denominados aqui por Cilindros. A aplicagao F' ¢ denominado Aplicacao

Markoviana Induzida com um limite apropriado no tempo de inducao.

Para o quarto capitulo, reservamos a prova do Teorema B. Para isto mostramos

que a Particao Markoviana definida no capitulo anterior satisfaz a estrutura produto



definida pela Young em [14] , ver definigao 1.3.7.

No quinto capitulo apresentamos exemplo de aplicagoes desta construcao. No

sexto e ultimo capitulo apresentamos o direcionamento para possiveis trabalhos.



Capitulo 1
Definicoes e Resultados

Neste capitulo apresentamos resultados e defini¢coes fundamentais no contexto de
sistemas parcialmente hiperbdlicos, dentre eles tempos hiperbdlicos, estrutura produto

Torres de Young e estrutura Markoviana Induzida.

1.1 Sistemas Parcialmente Hiperbdlicos

Seja M uma variedade Riemanianna compacta limitada e ¢ uma medida Riema-
nianna normalizada definida em conjuntos Borel de M. Dada uma subvariedade v C M,
i~ denota a medida p em < induzida pela restricao da estrutura Riemanianna para 7.
Escrevemos d(., .) para denotar a distancia entre dois pontos, d,(.,.) a distancia induzida
em 7 e diam para o diametro.

Seja f : M — M um difeomorfismo C'" em uma variedade Riemanianna de
dimensao finita. Dizemos que f é C'* se f ¢ C' e Df é Holder continuo. Um conjunto

K C M é dito invariante se f(K) = K e positivamente invariante se f(K) C K .

Definicao 1.1.1. Um subconjunto compacto positivamente invariante KX C M tem de-
composicao dominada, se existe decomposicao continua D f—invariante do subfibrado
tangente Ty M = E“ @ E® e 0 < § < 1 tais que (para alguma métrica Riemanianna || . ||
em M)

IDfIES | DfF T Efy IS Bx e K

Chamamos E° de subfibrado centro-estavel e £ de subfibrado centro-instavel.

Definicao 1.1.2. Um conjunto compacto invariante K C M é chamado de parcialmente

hiperbdlico, se apresenta decomposicao dominada T, M = E° & E tal que E* é unifor-
5



memente contrativo ou K é uniformemente expansor, isto é, existe 0 < # < 1 tal que

(para alguma metrica Riemanianna || . || em M)

| Df|ES <8, ou, || Df ES |7'< Bparar € K

Neste trabalho consideramos Conjunto Parcialmente Hiperbdlico no sentido do
[1], em que a diregao centro-estdvel é uniformemente contrativa e a diregao centro-instavel

¢ nao-uniformemente expansora, a definir. A partir daqui denote £ por E®.

Definicao 1.1.3. Dado A > 0, dizemos que f é nao-uniformemente expansor em um

ponto z € H na diregao centro-instavel, se para alguma métrica Riemanianna || . || em M
1 n—1
: -1 cu -1
hinj;jpﬁzolog | DF 7 [ E 7> A (1.1)
‘7:

Nota 1.1.4. Se H satisfaz definicao anterior, denotamos f em H por NUE — E.

Definig¢ao 1.1.5. Chama-se bacia de uma medida invariante v ao conjunto 8 (v) de ponto
de M tais que a média de Birkhoff ao longo da érbita de x converge na topologia fraca*

para v , isto €

lim sup % Z_: o(fi(x)) = /gbdu, Vo € C'(M). (1.2)

n—oo

1.2 Resultados Preliminares

Nesta se¢ao recordamos algumas defini¢oes e resultados, em tempos hiperbdlicos,
provados em [1, 3]. Vale ressaltar que estes resultados sdo assumidos aqui em abordagens
de dois contextos diferentes. Se a medida de referéncia nao é necessariamente invariante e
ergddica, estamos sob a hipdtese de controle de distor¢ao e quando a medida de referéncia
é invariante e ergddica tais resultados nao serao usados. A hipétese de controle de distocao
é desnecessaria quando a medida de referéncia é Lebesgue, que é a medida assumida para

a prova destes resultados.

Considere uma extensao de E° e E“*, nao necessariamente D f invariante, para
alguma vizinhanca U de K, denotada respectivamente por E® e E“ que, por abuso de

notagao, continuaremos denotando por £° e E .



Defini¢ao 1.2.1. Dado 0 < a < 1, um Campo de Cones centro-instavel C* = (C(x))zev

a

de largura a é definido por

Co'(w) ={n+va € E® EY/ o [[<al vz ||}

O Campo de Cone estével C? = (C3(x)),cv de largura a é definido similarmente

por Cg(x) = {v1 + vy € EZ @ EZ/ [ vy |[<a | v [}

Fixe a > 0 e U vizinhanga pequena tal que a condigao de dominagao (1) se verifica
para todo ponto x € U N f~1(U) e todo vetor tangente v* € C%(x), v € C(f(z)):

I Df(@)v ||l DF(f @)™ 1< 81 v [l v™ ] -

Definicao 1.2.2. Uma subvariedade C! mergulhada A C U é tangente ao Campo de
Cone centro-instavel, denominada cu—disco, se o subespaco tangente de A em cada ponto
x € A esta contido no cone correspondente CS*(z), isto é T,A C C¢*(z), para todo ponto

x € A.

Nota 1.2.3. Se uma subvariedade L satisfaz a Definigao 1.2.2, e L C V, entao f(L) é

tangente a um Campo de Cone centro-instavel, pela propriedade de dominagao.

1.2.1 Tempos Hiperbdlicos e Distorcao Limitada

Nesta subsecao definimos Tempos Hiperbdlicos, que é a nocao que permite deduzir
a expansao e distor¢ao uniforme da condi¢ao de nao-uniformemente expansor na direcao

centro instavel (NUE-E), e suas consequéncias.

Definicao 1.2.4. Dado 0 < ¢ < 1, dizemos que n é tempo o—hiperbdlico para x € K se

II 1D B ISt 1<k <n. (1.3)
j=n—k+1

Para todo n > 1, denote

H,(0) ={z € K : nétempo o — hiperbdlico}.
Nota 1.2.5. Dado 0 <o <1 ex € Hy,(0), obtemos

n

IDf ¥ Eg 1< T I1DF By 1< o
Jj=n—k+1



Nota 1.2.6. Por continuidade o Campo de Cone centro-instavel é positivamente invariante,
isto é, Df(2)C%xz) C C(f(x)) praz e Kex € UN f1(U)esea>0ed >0 sio

suficientemente pequenos tais que a d;—vizinhanca V' de K estd contido em U temos:

S (e L
| Df(f(y)) HS\%

onde x € K, dist(z,y) < 01, e v € C(y).

I DfF 1 Efy Ml vl (1.4)

O proximo Lema é devido a Pliss e sua prova pode ser encontrada em [1].

Lema 1.2.7. Dado A > ¢y > ¢ > 0 seja 0 > 0 . Entdo dados nimeros reais ay,...,ay
tais que

N

Z a; > coN

j=1

com a; < A para todo 1 < j < N existel > 0N el <ny <...<n <N de

modo que

N
Zaj > ci1(n; —n)

7j=1
para todo 0 < n<n; el <i<lI.

O préximo resultado garante a existéncia de tempos o—hiperbdlicos para pontos

x em uma conjunto K parcialmente hiperbdlico como tomado anteriormente.

Corolario 1.2.8. Existe 0 > 0 tal que todo x € H tem infinitos tempos o— hiperbdlicos.

Demonstra¢ao. Dado z € H, pela equagao (1.1) temos que existem infinitos inteiros

positivos N tal que

N
> log | Df M| S,y 71> eN.
j=1

Entéo ¢ suficiente tomar ¢; = £, ¢a = ¢, A = sup | log || Df™' | E™ |7, e

aj=log || Df~'| E“|~! no Lema 1.2.7. O

A préxima proposicao estd em [1] e garante frequéncia positiva de tempos hi-

perbodlicos pontos x € H.



Proposicao 1.2.9. Dado A > 0 existe 8 > 0 tal que

#{1<j<n;zecHjo)>0n (1.5)
onde »
Zlog I (DF(F @)~ 7= (1.6)

Denote por

H,(0,0) ={z € H : a frequénica de tempos o — hiperbdlico é > 0}.

Seja A um cu—disco C*contindo em V. Use dista(.,.) , como antes, para denotar
distancia entre dois pontos no disco A. A distancia a partir de um ponto x € A para o
bordo de A é dista(x,0A) = inf con dista(z,y).

O préximo resultado é o Lema 4.2 de [3].

Lema 1.2.10. Dado um cu—disco A C U de raio §, com 0 < § < 1, existe n, > 1 tal
que para x € AN K com dista(x,0A) > g en > n, tempo o—hiperbolico para x, entdao

existe vizinhanga Vy,(x) de z tal que:

1. f™ envia difeomorficamente V;, em um disco de raio ¢; em torno de f"(z) tangente

ao compo de cones centro-instavel;

2. Paratodo 1 <k<ney,z€V,,
: n— n— Ly n n
dist sy (f" 7" (), f175(2)) < o dist g, (f" (y), f"(2));
3. Paratodo 1 <k<neye&Vy [[[_, 1y | Df "] B IS o3

Os conjuntos V,,(z) sdo chamados de pré-discos hiperbdlicos e suas imagens f"(V,,(z)) =
Ds, (f™(x)) discos hiperbdlicos.

J& o préximo resultado estd provado em [1].

Lema 1.2.11. Dado um C' disco A C V, tangente ao campo de cones centro-instdvel,

r € ANK en>1um tempo o—hiperbolico para x, entao

diStfn—k(A)(fn_k(y), fn_k(l’)) < UgdiStf”(A)(fn(y)a fn<x))

para todo ponto x € A com dist(f™(x), f*(y)) < ;.
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Definicao 1.2.12. Uma medida pu, finita e f-nao singular definida na o-algebra de Borel
associada a M é chamada medida parcialmente hiperbolica fraca se para algum o < 1 e
1 quase todo ponto possui infinitos tempos o-hiperbolicos. Uma medida p parcialmente
hiperbolica fraca é dita ser medida parcialmente hiperbolica se

1
lim sup E#{l <j<nyz e Hio,0)} >0, (1.7)

n—oo

para p quase todo ponto x € M.

Observacao 1.2.13. Dado um conjunto H NUE-E*, isto ¢é

n—1

1
limsupgzlog | Df | E% [
=0

para todo x € H, pelos resultados 1.2.9 e 1.2.10 temos que existem infinitos n tais que
xr € H,(0,0). Consequentemente, se u é uma medida f-nao singular em M tal que

u(H) > 0, temos que p é parcialmente hiperbolica .

Dados 7,7 cu-discos, e v*(x) a variedade estavel de 2. Definimos a holonomia ©

COmo segue:
O:yNK — ~NK
x = S (x) Ny

Para o que se segue dada qualquer n > 1, (f™)" denota a restrigdo do mapa f" a
um cu-disco e seja J,(f™)" o jacobiano de (f™)" com respeito a medida pu.

Definicao 1.2.14. Dizemos que uma medida g tem Jacobiano com respeito ao mapa

[ M — M se existe uma funcao J,f € L'(u) tal que

u(f(4)) = / Jofdu

para todo conjunto mensuravel A tal que f |4 é injetivo.

Note que como estamos sob a hipotese de uma dinamica dada por um difeomor-

fismo C'" a condicao de injetividade se torna desnecessaria.

Definicao 1.2.15. Dizemos que uma medida p parcialmente hiperbdlica possui distor¢ao

limitada na direcao centro-instavel se:

1. E f—nao-singular, ou seja f,u < p, onde fou(= po f71) é o “push-forward” de pu
por f;
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2. © é absolutamente continua com respeito a medida ;
3. J.f(x) estd definido em p—quase todo ponto = € H;

4. E existe C > 0e 0 < <1 tal que a funcao z — J,f*(z) é (C,s)—Holder para s
quase todo ponto x € H.

O resultado seguinte estd provado na Proposigao 5.5 de [3], e a mesma é no
contexto da medida de referéncia Lebesgue, para o qual a hipotese de distorcao limitada

é desnecessaria.

Proposigao 1.2.16. Seja A um cu—disco e U C H, se a medida p parcialmente hi-
perbdlica possui distor¢ao limitada com pua(U) > 0. Entdo existe uma sequéncia de con-

guntos ... C Wy C Wy C A e uma sequéncia de inteiros ny < ng < ... tais que:

1. Wy estd contido em algum pré-disco hiperbolico com tempo hiperbolico ny, ;

2. Ay = [ (W) € um cu-disco de raio % ;

paf" UNA) 4

3. llmkﬁoo nay, (Ap)

1.3 Estrutura Torres de Young

Nesta secao nos introduziremos a definicao de uma estrutura produto apresentada

por Young em [14].

Definicao 1.3.1. Um disco v C M ¢é chamado Variedade Estavel se para todo x,y € 7,
J0 < A\ <1, tais que

dist(f"(z), f"(y)) < A" quando n — 00

De forma similar definimos uma Variedade Instavel v se para todo x,y € 7,

40 < X\ <1, tais que
dist(f~"(z), f"(y)) < A" quando n — 00

Definicao 1.3.2. Seja A um conjunto hiperbdlico, para todo x € A, existe ¢, > 0, os

conjuntos

Wi (x) = {y € M; dist(f"(x), f"(y)) <0, Vn €N},

Wi'(x) ={y € M ; dist(f"(z), f"(y)) <6, Vn €N},
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sao chamadas Variedade ou disco Estavel Local e Variedade ou disco Instavel Local para

x respectivamente. Note que Wi (z) e Wi(x) sdo subvariedades fechadas e com bordo de
M.

Definigao 1.3.3. Dado n > 1, seja D* um disco unitdrio em R" e Emb'(D*, M) um
espaco de mergulhos C! de D* em M. Uma Familia C* Continua de Discos Instdveis é
um conjunto I'* de discos instaveis v* satisfazendo: Existe um conjunto compacto K® e
uma aplicacao @* : K* x D" — M tais que

1. 4% =@“({z} x D*) é um disco instavel local;

2. @" envia homeomorficamente K*® x D"sobre sua imagem;

3. x+— & | ({z} x D*) é um mapa continuo de K* para Emb*(D%, M)

De forma similar definimos a Familia C' Continua de discos Estaveis I'°.

Definigao 1.3.4. Um subconjunto A C M tem uma Estrutura Produto se, para algum
n > 1, existe uma familia continua de discos instaveis n—dimensional I™ = Uy" e uma

familia continua de discos estaveis (m)—dimensional [ = Uy® tais que:
1. dim~* + dim~y®* =n+m = dimM,

2. Os y"—discos sao transversais aos v°—discos com angulos limitados e afastados de

Zero;
3. Cada ~*—disco intersecta y*—disco em exatamente um ponto;
4. A=TI"nNTv?.

Definicao 1.3.5. Seja A C M um conjunto com Estrutura Produto definido por familias
Ie I'*. Um subconjunto Ag C A é chamado s-subconjunto se Ay tem uma estrutura
produto e as familias que o definem podem ser tomadas como I™ e I com Ij C I
u-subconjuntos sado definidos analogamente. Para x € A, seja v*(x) como o elemento de

I'* que contém x.

Defini¢ao 1.3.6. Dados x,y € A;, n = so(z,y) é um tempo de separagido de x e y se as
érbitas de x e y estao “juntas” nos n—iterados e f"(x) e f"T!(z) estao “separadas”, de

forma mais geral sq(+,-) é tal que:

i) so(+,-) > 0 e depende apenas do disco estavel 4* contendo os dois pontos;
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ii) O numero maximo de érbitas a partir de A; que sdo separados em pares antes do

tempo n é finito para cada n;

iii) Para 2,y € Ay, so(z,y) > R(A;) + so( f4)(z), fRA)(y)), em particular, so(z,y) >
R(A:);

iv) Parax € A;, y € A;, com i # j mas R; = R;, temos que so(z,y) < R(A;) — 1.

Como antes denotaremos por (f")* a restricao de f" em cu-discos e J,(f")" o
jacobiano de (f™)%.

Definicao 1.3.7. Dizemos que um conjunto A com estrutura produto que satisfaz as

propriedades (Py) — (Ps), descritas abaixo, tem uma Estrutura - Torres de Young,.
(P1) py{yNA} >0 para todo v € I'
(P2) Existem s-subconjuntos disjuntos Ay, Ay, ... C A tais que

1. Para cada y*—disco, pu{(A —UA;) Ny"} = 0;

2. Para cada i € N e,.cxiste R(A;) € N*tal que fRAJA; é um u—subconjunto de
A, exigimos na verdade que para todo xz € A;, fEOI)(y5(z)) C ~*(fEAMI) e
FRAD (v () Dy (fH N w);

Existem constantes C' > 0 e a < 1 tais que para todo z,y € A:
(P;) Contragao uniforme em I™*: Para todo z € A e cada y € v*(x) e todon >0
dist(f"(x), f"(y)) < Ca"

(P;) Contragao para o passado e distor¢ao limitada em I'*: Para y € y"(z) e 0 < k <
n < so(z,y):

1. dZSt(fn({L’)’ fn(y)) S Caso(Z,y)fn;

2. .

JM<fR(Ai))u(x) < Cdist(fR(Ai)(iﬂ), fR(Ai)(y))

Ju(fRAD) (y)

(P5) Convergéncia de D(f* | v*) e continuidade absoluta de I"*:

log

1. Paray € v*(z) e todon >0

logHjL‘};u ) = < Ca™
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2. Dados 7,7 € I'*, defina a holonomia © : y N A — 4" N A como O(z) = v°(x) N~.

Entao © é absolutamente continua com

dO ) Al (@)
e | b iy eres))

1.4 Estrutura Markoviana Induzida

Nesta seccao incialmente aparesentamos a difinicao de uma Particao de Mar-
kov para conjuntos hiperbdlicos e para conjuntos nao uniformemente expansor (NUE),

posteriomente adaptamos essa nocao para o nosso contexto Parcialmente Hiperbdlico.

1.4.1 Conjuntos Hiperbdlicos

Considere A um conjunto hiperbdlico, isto é, A C M é um conjunto invariante
para um difeomorfismo f : M — M, e existe C' > 0, A € (0,1) e para todo = € A
existem F*(z), E%(x) C T, M tais que:

1. T,M = E*(x) ® E%(x);
2. || dfive |[< CA™ || v® ||, Yo® € E*(z) e n > 0;
3. | df "ot || CA | o™ ||, Yot € E¥(z) e n > 0;

1 df, B (x) = B*(f(2)) e df,B*(x) = B*(f()) .

Denotamos por [z, y| o ponto originado por W7 (z) NW*(y). Um conjunto R C A

é chamado de retangulo se tem diametro pequeno e se [z,y] € R para z,y € R. Um

retangulo R é chamado proprio se R é fechado e R = intR.

Para z € R seja
Wé(x,R) =W:(z)NR

e do mesmo modo

Wz, R) = Wi(z) N R,

onde € é pequeno e o diametro de R é pequeno comparado a e.

Definigcao 1.4.1. Uma Particao de Markov de 2 C A é uma cobertura finita P =
{Ry, Ry, ..., Ry} de § por retangulos préprios com
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a) intR; NintR; = ) para i # j;

b) fW*(z, Ri)) D W*(f(x), B;) e f(W*(z, Ri)) € W*(f(x), R;) parax € intR; e f(x) €
intR;.

A prova do teorema que segue pode ser encontrada em [5].

Teorema 1.4.2. Seja €2 um conjunto bdsico, compacto, f—invariante localmente maximal
hiperbolico transitivo para f difeomorfismo Axioma A. Entao ) tem uma particao de

Markov P de diametro arbitrariamente pequeno.

1.4.2 Conjuntos NUE.

Nesta subsecao apresentamos a nogao de Particao de Markov proposta por Pi-
nheiro em [10], que é uma estrutura de Markov para transformagoes nao uniformemente
expansora e captura todas as trajetérias com alguma expansao.

Seja f : U — U um mapa mensuravel definido com um conjunto de Borel U de
um espago métrico compacto, separavel M. Uma cole¢ao contavel P = {Py, Py, P3,...}

de subconjuntos Borel de U é chamado Particao de Markov se:
L. int(P) Nint(P) =0 sei # j ;

2. Se f(P) Nint(P;) # 0 entao f(P;) D int(P;) ;

w

- Hf(P);i e N} <oo;

4. f |p, ¢ um homeomorfismo e pode ser estendido para um homeomorfismo que envia

P, para f(P) ;

(S8

- Nimy, diametro(Pu(x)) = Oe Vo € (50 f " (U; i) onde Pu(x) = {y; P(f'(y)) =
P(fi(x))V0 < j <n} e P(x) denota o elemento de P que contém z .

Defini¢ao 1.4.3. Uma colecao enumerdvel P = {P;, P,, P3, ...} de subconjuntos Borel
de U é chamado Particaio de Markov Induzida se satisfaz todas as condicoes da Particao

de Markov exceto o segundo item que deve ser substituido por:
e Para cada P; € P existe R; > 1 tal que

1. Sel < R; eint(fY(P;))nint(P;) # 0 entao int(f1(P;)) C int(P;) owint(f'(P;)) D
int(F;) ;
2. Se fHi(P) Nint(P;) # 0 entao f1(P;) D int(P;) .
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Definigao 1.4.4. O par (F,P) , onde P é uma particao de Markov de F' : U — U , é
chamada Aplicacio de Markov definido em U . Se F(P)=U VP € P, (F,P) é chamado
Aplicagao de Markov Completa.

1.4.3 Conjuntos Parcialmente Hiperbdlicos

Nesta subsecao apresentamos a definicao de uma Particao Induzida no contexto
de hiperbolicidade nao-uniforme.

Considere K C M conjunto parcialmente hiperbélico como definido na secao 1.1.

Definicao 1.4.5. Dado um cu—disco Ag e d, > 0, defina o cilindro sobre Ay por:

c(ao) = J i @), (18)

TEAQ

Note que C(Ay) ¢é fechado.

Para algum ¢, fixado, e um subdisco A C Aq considere a projecao m a partir de

C(A) em A ao longo de variedade estaveis locais

m: C(A) — A
r o Wi(z)NnA.

Definicao 1.4.6. Dado A como antes, definimos a familia I'* como o conjunto de todos os
discos centro-instaveis locais intersectando C(A) e dizemos que um disco centro-instavel

~v* u—atravessa C(A) se

(" NC(A)) = A. (1.9)
Para o que se segue definimos W*(x, C;) = W*(z) N C;.

Definicao 1.4.7. Dado um disco Centro-Instavel A, uma Particao Markoviana para
C(A) C K, com respeito a f, é uma particao enumeravel P = {C1,Cs, ...} de C(A) por

Cilindros abertos com
a) C;NC; =0 parai# j;
b) f(W*(x,C;)) C W*(f(x),C;) para x € (7(C;)) e f(x) € Cy;

c) f(7*NC;) u—atravessa C(A) para Vy* € I'* tal que v+ N C; # 0.
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Definicao 1.4.8. Dado um disco Centro-Instavel A, uma Particao Markoviana Induzida
para C(A) C K com respeito a f é uma colegdo enumeravel P = {C4, (s, ...} de C(A)

por cilindros com
a) C;NC; =0 para i # j;
b) Para cada C; € P existe R; > 1 tal que
L.sel < Rie (fYC))NC; # 0 entdao w(fi(v* N C;)) C A para Vy* € T tal que
veNCy # 0
2. Se (fRi(C;)) N Cj # 0 entao fR(We(z,C;)) € Wi(fR(z),C;) para z € (n(C})) e

f(z) € Cj e fli(y* N C;) u—atravessa C(A) para V4" € T tal que v* N C; # 0.

Definicao 1.4.9. O par (F,P), onde P é uma particdo de Markov de F': C(A) — C(A),
¢ chamado Aplica¢io Markoviana definido em C(A).

Definicao 1.4.10. Uma Aplicacdo Markoviana (F,P) definido em C(A) é chamado de
Aplicagao Markoviana Induzida para f em C(A), se existe uma fungao R : C(A) — N,
chamada de tempo induzido, tal que {R > 1} = [Joc C, R |¢ é constante, VC € P e
F(z) = ff®@(z) YV € C(A).



Capitulo 2

Estruturas principais

2.1 Conjuntos Encaixados

A nogao de intervalos “nice”, introduzida por Martens em [6], é uma ferramenta
util na teoria de sistemas dinamicos reais e complexos de uma dimensao. Um intervalo
nice é um intervalo aberto I tal que a drbita positiva OT(91) NI = (). Sua principal
propriedade é que pré- imagens de intervalos “nice” nao sao ligadas, isto ¢, se I} e I,
sao enviados homeomorficamente em I por f™ f"2 respectivamente, entao I, N I = (),
L clhoul, CIL.

Ja em [10], Pinheiro prop6s uma construcao abstrata de conjuntos “nested” que
reformula e generaliza o conceito de “intervalos nice”. Nesta secao nds propomos uma
adaptacao desta contrucao para o contexto de conjuntos Parcialmente Hiperbdlicos.

Sejaf : M — M um difeomorfismo definido em um espago métrico M completo
e separavel. Um conjunto P C M ¢é uma pré-imagem reqular de ordem n € N de um
conjunto D C M se f™ envia P difeomorficamente em D. Vamos denotar por ord(P) a

ordem de P (com respeito a D).

Para o que se segue considere o seguinte Lema:

Lema 2.1.1. Dado um cu—disco A e o < 1 tal que n é tempo o — hiperbolico para

y € C(A); entdo n induz um tempo hiperbolico para x € A onde y € Wy (x).

Demonstragao. De fato, como f"(x) e f"(y) variam continuamente temos que Df*1|E%(
e Df!

que:

x

)

Bes variam continuamente e consequentemente existe €, dependendo de ¢, tal
Y

| log [ Df M Ef: |l = log [DFHEF: ) || 1< €.

18
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1D =BG )l
8 7155 T

Assim, e ol < e ou seja
Hfol\Ec%(x)H < e Df*1|E]$2(y)||.
Portanto,
H HDfil‘E]cf]L(x)H < H e Dfillch”?(y)H <ot = (6650>k’ Vl<k<n,

j=n—k+1 j=n—k+1

fazendo & = oe® | temos que os tempos o — hiperbdlicos para todo y € C(A) induzem
tempos ¢ — hiperbdlicos em A, com constante ¢ piorada. Consequentemente, podemos
piorar a constante de hiperbolicidade para & (assim pontos em C(A) serdo considerados
pela contrucao). Denote o conjunto de pontos de K tais que n € N é um tempo & —

hiperbélico por H, (7). O

Considere h = (h(z))zen onde h(x) = {f™(x); m € Nyx € H,,(¢,60)} é conjunto
de imagens hiperbdélicas de x por f. Dizemos que n é um h—tempo para x se f™(z) € h(x).
A pré-imagem hiperbélica V,,(x) é chamada de h—pré-imagem do disco f"(V,(z)), se n é
h—tempo para x.

Fixe a colecdo & = {f"(V,);x € Hn(0,0),n € N} e & = {f*(V,);z €
H,(5,0), n € N} de todos os discos hiperbdlicos de M com constantes hiperbdlicas o
e ¢ respectivamente. Para cadan € N e D € & considere &,(D) as pré-imagens regulares
de ordem n de D, e analogamente, para D € fg temos fn(D) Considere os conjuntos
§n = (£n<D))D€£o € én = (én(D))Defov denote § = (fn)n € é: (én)n

Seja £ = (&,)n como antes. Um conjunto P é chamado uma {—pré-imagem de
um cu—disco W se existe n € N e D € & tal que W = f*(P) C D. Analogamente,

dizemos P é {—pré-imagem de um cu—disco W.

Definigao 2.1.2. Dizemos que dois conjuntos abertos em um cu-disco Ag, U; e Uy sao

ligados se Uy \Us, Us\U; e Uy N U sdo nao vazios.
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Ui () Uz

G Q0

)

Ui
(3)

S6 na ilustragao (1) temos U; e Uy conjuntos ligados. Note que dois conjuntos Uy

e U; sao ligados se e somente se 0U; N Uy e U; N AU, sao conjuntos nao vazios.

Definicao 2.1.3. Um cu—disco A é chamado £-encaixado se nao é ligado com nenhuma

¢—pré-imagem de cu—discos que u—atravessam o cilindro C(A).

Lema 2.1.4. Se um cu—disco A é é—encaixada e P e Py, sao E—pré-imagens contidas
em A de dois elementos de & que u—atravessam C(A) com ord(Py) # ord(Ps), entdo Py

e P, nao sao ligados.

Demonstra¢ao. Como Py e P, sao {—pré-imagens contidas em A de dois elementos de &,
que u—atravessam C(A), temos que existem A; € & tal que f(P;) = A; com l; = ord(P;)
para i € {1,2}. Assuma que [; < Iy e, por contradigao, que P, e P, sdo ligados; assim
P = fi(P,) é6 uma {—pré-imagem de Ay tal que Ay, NP # (. Para p, € PLNIP, e
p2 € 0P N Py, como fU'(p1) € f(P) NO(f1(P)) = fH(P) NOP e f'(p2) € [ (F) N
o(f(P)) = PN oflr(P) temos que P e fi(P)) sao ligados; consequentemente, pela
observacao 2.1.1 feita acima, temos que tempos hiperbélicos de pontos em C(Ag) induzem
tempos hiperbélicos em pontos de Ag. Assim, se 7(f! (%)) retornar a C(A), temos que
7(f1(P,)) é uma —pré-imagem de um cu-disco que u-atravessa C(A), e w(f1(P,)) é
ligado com A pois 7(f"(p1)) € w(f (1)) N A(x(f1(P))) = AN A(r(P)) e m(f" (1) €
T(f1(R)) NA(x(f*(P))) = 7(P) NOA , mas isso é impossivel, pois A é um cu—disco

¢ —encaixado.
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Corolario 2.1.5. Se A é um conjunto e— encaizado e Py e Py sao e— pré-imagens de

um cu-discos que u— atravessam C(A), entao Py e Py sdo ndo ligados. Além disso, se

PN Py # 0, entao ord(Py) # ord(Ps).

Demonstrag¢ao. Suponha que Py # P, sdo e—pré imagens de A, um cu—disco que u—atravessa
C(A). Como f é difeomorfismo temos que se l; = ord(P;) para j = 1,2 ent@o l; # lo.

Assim, se assumimos que l; < ls, pelo Lema 2.1.4, temos que P; e P, sao nao ligados. [

2.1.1 Construcao de Conjuntos Encaixados

Nesta subsecao nos descrevemos a construcao de um conjunto encaixado a partir
de um cu—disco A C Aq de raio r < 6 — diam C(A), onde § é o raio de Ay.

Dado d; como na nota 1.2.6, escolha ds tal que 0 < §; < 0;/2 tal que pontos em
K tenham variedade estavel local de tamanho uniforme J,. Em particular, estas folhas

locais estao contidas em U.

Definigao 2.1.6. Uma sequéncia finita IC = (V4, V4, ..., V,,) de E—pré-imagens de cu—discos
que u—atravessam C(A) é chamada de cadeia de pré-imagens destes discos iniciando em
A se:

1. ANV; # 0 para qualquer j;
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2. 0 <ord(Vp) <ord(Vy) < ... <ord(V,—1) < ord(V,,);
3. Vo e A sao ligados;
4. V;_q e Vj sao ligados, V1 < 5 <n;

5. Vi # V; para qualquer 7 # j.

<
T

S S —— (7

Denote che(A) como sendo a colegao de todas as cadeias de pré-imagens de cu—discos

que u—atravessam C(A) comegando em A, e analogamente para chg(A).

Observagao 2.1.7. Se (Py, P, ..., P,) € che(A), entao U;L;nOP] ¢ um conjunto aberto

conexo VO < ng < nj; <n.

Para A C A, defina o conjunto aberto
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Ar=a\ | U (2.1)

CjEche(A) j

Definicao 2.1.8. Dado = € A}, defina o disco {—encaizado contendo x, Az(:c) como
a componente conexa de Af que contém z . Denote A'g como a componente conexa de

Af(wo) em que zg é o centro de A.

A proxima proposicao garante que esta construgao de fato origina um conjunto

encaixado.

Proposigao 2.1.9. Para um cu—disco A de centro x tal que Az(x) # 0, entdo A'é € um

conjunto &—encaixado.

Demonstracao. Por contradicao, assuma que existe P {—pré imagem de um cu—disco
W que u—atravessa C(A/&) tal que P e Alg sao ligados. Entao existem D € & tal que
W= fri®)(Pyc Depe PN 0A/§. Considere P = f~4")(D) > P.

Afirmacao 2.1.10. P C A

Demonstragdo. Para prova a afirmacdo, primeiro note que PNA D PﬂAé D PﬂAé # ().
Por outro lado, se PN AA # (), entdao P € ch.(A) acarretando em uma contradi¢io com
a definigao de A pois PNA*> PNA #0. Assim, PNOA = . Como P e A sio
conjuntos conexos e PNA D P # (), temos que P D A ou P C A. A primeira opcio
nao é verdade pois diamA < 2r < 28, e diamP < 26;5°74P) < 26, , concluindo assim que
P CA. O

Como p € 9A', para um dado € > 0 existe uma cadeia Qy,...,Q, € che(A) tal
que dist(p, U?ZOQj) < e. Por outro lado, como P e P sdo conjuntos abertos e p € P C P,

tomando € suficientemente pequeno P N (U;Q);) # () entao
QmNPDQuNP#0D (2.2)

para algum 1 < m < n. Como QyU ...U @, sao conjuntos conexos pela observagao
(21.7), e QoN(M\ P) D QonN (M\ A) # 0 (pois Qp e A sdo ligados e pela afirmacio
2.1.10), existe 0 < j < m tal que Q; NOP # . Sejal=min{0 < j<m;Q; NP # 0}
Temos dois casos: ord(Q;) < ordP ou ord(Q;) > ordP. Suponha primeiro que
ord(Q;) < ordP. Por minimalidade de I, P # Q;, V 0 < j < [. Assim, também
é facil verificar que K = (Qo,...,Qi, P) € che(A). Como PNA* D PNA" # 0,
a existéncia de K é uma contradicio com a defini¢ao (2.1) que define A}, neste caso

nao pode ocorrer ord(Q;) < ordP. Para o segundo caso, ord(Q;) > ordP, considere
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K = (x(fr?(Q))), ..., m(f(Qm))). Como tempos o — hiperbélicos em C(Ag) induzem
tempos o — hiperbdlicos em Ay, temos que K € chg(A), o que contradiz novamente a

construgao de A em 2.1 . Concluindo assim a prova.

C:/Users/katia/Desktop/11872824_941497932573375_1188337215_n. jpg

O préximo resultado garante que, se as cadeias tem diametro pequeno, entao o
. / . , . N . s .
conjunto A; ainda contém um disco, onde o diametro de uma cadeia (F;); é definido como

o diametro de U, P;.

%) e considere A um disco de raio r centrado em p € M

tal que f*(A) G A¥n > 0. Se toda cadeia de £—pré-imagens de A tem didmetro menor

Proposigao 2.1.11. Seja € € (0,

que 2er, entao o conjunto A,g definido acima contém um disco de raio r(1 — 2€) centrado

em p, denotado por D,q_2¢)(p).

Demonstragao. Seja I a colec@o de todas as cadeias de é—pré-imagens de A. Se (F;); € T’
entao U;P; é conjunto aberto conexo intersectando JA com didmetro menor que 2er.
Assim, U;P; C D, V(P;); € I' onde D é um disco de raio 2er e centro em 0A. Como

consequencia

A=A\ |J UP 2 A\DOA) D Dysn(p):

(Pj) e’ J
4 . ~ . /
€ um CODJuntO aberto nao vazio. Tomando Ag Ccomo a Componente conexa de AZ que

contém o ponto p, segue a Proposicao. ]
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2.2 Atratores

Seja X um espago métrico compacto e ¢ uma medida de probabilidade Borel em
X. Seja f : X — X um aplicacao mensuravel, nao necessariamente preservando a medida

. Dado x € X , o conjunto estavel de x é definido como

W(z) ={y € X : dist(f(x), f'(y)) — 0 quando j — +oo}.

Nesta secao provaremos a proposicao a seguir, cuja prova se encontra na subsecao 2.2.2.

Proposicao 2.2.1. Se i é uma medida parcialmente hiperbolica com distor¢ao limitada
na direcao centro-instdavel, entdo existem atratores Ay, As, ..., A; tais que para pu—quase
todo ponto x € H (NUE — E*) temos w(z) = A; para algum 1 < j < 1. Além disso,

[ |a, € transitivo e cada A; contém um cu-disco.

Para U C X, seja W*(U) = U,cy W?(z). Introduziremos aqui duas nogoes

fundamentais para o que se segue
Definigao 2.2.2. Dizemos que S C X é s—saturado se W*(S) = S.

Definigao 2.2.3. Dizemos que S é componente s—ergddica (componente p s—ergodica
em relagao a f) se é invariante, s—saturado e cada S’ C S invariante e s—saturado satisfaz
p(S") = p(S) ou u(S’) = 0. A medida i é chamada de s—ergddica se X é uma componente

s—ergodica.

Observagao 2.2.4. Ressaltamos que na definicao de medida s— ergddica e componente s—

ergodica nao estamos assumindo a invariancia da medida g em relagao a f.

2.2.1 Resultados técnicos

Os resultados desta subsecao sao necessarios para a prova da Proposicao 2.2.1.

Seguindo Milnor (ver [8]) um p atrator (atrator minimal) é um conjunto positiva-
mente invariante compacto A, tal que sua bacia de atragao Bf(A) = {z € X;ws(x) C A}
tem medida p positiva e, em contraste, a bacia de todo subconjunto positivamente in-
variante A° C A tem g medida zero. (Onde, wy(x) denota o conjunto w— limite de
r e X).

Lema 2.2.5. Dado S C X uma componente s—ergodica, entdo existe um unico atrator

A C X tal que wy(x) = A, para p—quase todo ponto x € S.
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Demonstragao. Dado um conjunto aberto B C X, temos que w¢(z) N B # ) para u—
quase todo ponto x € S ou wy(x) N B = ) para p— quase todo ponto = € S. Com efeito,

tomando

B, ={zx €S :wix)NB#0}

temos que B, é invariante (pois wy(z) = wy(f(z)) Vz), s—saturado e além disso, pela
hipdtese que S é componente s—ergddica, u(B,) = 0 ou u(B,) = u(S).

Note que se wf(x) N B # () para todo conjunto aberto B e u quase todo ponto
xr € S entdo wy(x) = X provando assim o lema neste caso particular. Assim, podemos
supor a existéncia de um conjunto nao vazio B C X tal que wy(z) N B = () para u— quase
todo ponto z € S . Seja W o conjunto aberto maximal tal que ws(z) N W = () para u—
quase todo ponto x € S' .

Agora vamos mostrar que wy(x) = A para u— quase todo ponto x € S, onde
A= X\W . De fato, dado p € A temos necessariamente que wy(x) N B.(p) # 0 para
1— quase todo ponto z € S e qualquer e > 0. Caso contrario, existe € > 0 tal que
w(x) N Be(p) # 0 para u— quase todo ponto z € S, mas entdao B(p) UW contradiz a
maximalidade de W . Seja W,, = {z € S;ws(x) NB1 (p) # 0}. Temos que pu(W,,) = u(S),
Vn € N, e assim, pu(), W,) = u(S). Temos que dist(p,ws(z)) = 0 para qualquer
x €, Wy e entdo p € wr(r) = w(z). Provando assim que wy(z) = A para y—quase
todo ponto x € S. n

Considere para cada ponto x de um conjunto positivamente invariante U C X,

um subconjunto U (z) C O (z) da orbita positiva de z.

Defini¢ao 2.2.6. A colecio U = (U(z)).ev ¢ chamada assintoticamente invariante se

para todo x € U,

L #{j e N; f(2) € U(x)} = oo;

2. U(x)NOT(f"(x)) = USf(x)) NOT(f™(x)) para todo n € N grande.
Definig¢ao 2.2.7. Dada uma colegao assintoticamente invariante Y = (U(z)),cp definimos
para cada x o conjunto wy— limite de z, denotado por wyy () como o conjunto de pontos

de acumulagao de U(z) e, que é, o conjunto de pontos p € X tais que a sequéncia n; — 400

satisfazendo U(z) > ™ (x) — p.

Dizemos que a colec¢@o assintoticamente invariante U = (U (z)).cv tem frequéncia
positiva em p se
1 )
limsup —{1 < j <n; f/(z) eU(x)NV} >0,
n n
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para toda vizinhanca V' de p.

Definigao 2.2.8. Se U = (U(x)).cv é uma colecdo assintoticamente invariante com
frequéncia positiva em p, definimos w; fy(x) como o conjunto U —frequentemente visi-
tado por pontos da orbita de x, isto é, o conjunto de pontos p € X tal que lim sup %{1 <
J <mn; fi(z) €eUU(x) NV} > 0 para toda vizinhanga V de p.

Lema 2.2.9. Seja U = (U(z))zev uma colegdo assintoticamente invariante definida em
uma componente s-ergodica S e seja A C X o atrator associado a S. Entao existe um
conjunto compacto Ay C A tal que wyy(x) = Ay para quase todo ponto v € S. Além
disso, se U tem frequéncia positiva, entdao existe conjunto compacto Ay C Ay tal que

wi ru(x) = Ay y para quase todo ponto x € S.

Demonstracao. Construimos o conjunto compacto Ay, da mesma forma que construimos
o conjunto A. Na construcao do conjunto A;; a unica diferenca é que temos que mudar
wy(x) por wry(x) na prova. Note que a propriedade chave usada é que wy(x) = wy(f(z))
e temos também a mesma propriedade para wyy, isto é, wry(z) = wry(f(x)).

Por conveniéncia na prova de existéncia do conjunto A, ; usaremos a seguinte
notacao: Dado um ponto z € S e o conjunto K C X denote a U —frequéncia de visitacao
de x para K por ¢ (z) = limsup,_,, ~4{0 < j < n; f/(z) € K NU(x)}.

Dado um conjunto aberto B C X, seja B, := {z € U;¢p > 0}, note que como
usamos limsup na definicao de ¢ temos que ¢ > 0 ou ¢x\g > 0.

Considere agora Z; = X e (] qualquer cobertura por bolas abertas B de X de
raio 1. Para todo B € C temos ¢p > 0 ou ¢x\p > 0, consequentemente p(Bg) = 0
ou u(By) = p(S). Como X é um espago métrico compacto, existe subcobertura finita;
Assim, existe pelo menos By € C) tal que ¢p(x) > 0. Seja O = {B € C; : éx\g > 0} e
Zy = 71\ UBeC{ B. Z, é conjunto nao vazio, compacto e w(z) C Zy para pu—quase todo
ponto x € S.

Podemos repetir o processo para Z, com cobertura finita de bolas de raio % e por
inducao construir C4,C, .. .; C’i,C’é, e € A, Zy,...com 41 D Zy D ... uma sequencia

nao vazia de conjuntos compactos e w(x) C Z; u—quase todo ponto x € S. Defina

A+’u = ﬂ Zn

n>1
Assim, w(z) C Ay para u—quase todo ponto x € S. Falta mostrar que A 3 C
w(x) para p—quase todo ponto x € S. Dado y € Ayy =[5, Z, entdo y € Z, para todo
n > 1 e portanto existe uma bola B™ € C’n\C,/l tal que y € B™ e diamB™ — 0. Assim
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NpB™ =y, u(B) = p(S) e w(z) N B™ # & para u—quase todo ponto « € S. Portanto,
y € w(x) para p—quase todo ponto x € S. ]

Nota 2.2.10. Além disso, todo ponto de A, ¢ acumulado por sequéncias do tipo { f"(z);n €

N, f*(x) € U(x)} para p—quase todo ponto z € U e

AJrJ/[ CAyCA

2.2.1.1 Existéncia de componentes s-ergodicas

Como na subsecao anterior a existéncia de atratores esta sob a hipétese de com-

ponentes s-ergddicas, aqui garantimos a existéncia das mesmas.

Lema 2.2.11. Seja Y C X wum conjunto invariante com u(Y) > 0 para o qual existe
0 > 0 tal que para todo conjunto invariante U C'Y temos que u(U) > 0 = p(W*(U)) > 4.

Entao Y estd contido em uma uniao finita de componentes s—ergodicas.

Demonstracao. Tome Y; =Y e considere
F) ={W*(U) : fHU) =Uep(W(U)) > 0}.

Note que §(Y7) é nao vazio pois W*(Y;) € §(Y7).
Afirmacdo 2.2.12. Para Wy, Wy € §(Y1) e p(Wi\Ws) > 0, entao W1 \W, € F(Y1).

Demonstragao. Para mostrar esta afirmagao, basta verificar que Wi \Wy = W#(U\W?*(Us))
onde Uy, Uy C YY) s@o invariantes tais que Wy, = W*(Uy) e Wy = W*5(U;). De fato, visto
que U)\W?*(U) C Yy e U\W?*(Us) é invariante; para Wy, Wy € §(Y1) e u(W1\Ws) > 0
entao W1\Ws € §(Y7).

Para provar que Wi\Wy = W*(U;\W?*(U,)), procedemos da seguinte maneira:
Seja x € Wi\Wy isto é, x € W*(Uy) e x ¢ W*(Us). Assim existe u € U tal que x € W*(u)
ex ¢ W*(Us,) para todo us € Us. Entao, x ¢ W#(z) para z € W#(U,). Consequentemente,
x € Ws(U,\W?*(Us)). Tome agora z € W*(U;\W?*(Us)). Entao z € W*(y) para algum
y € U \W?*(U,), assim, y € U; e consequentemente x € W*(U;) = W;. Falta mostrar que
x ¢ Wy, suponha por absurdo que z € W,. Entao x € W*5(Us,) e existe uy € Us tal que
r € W¥(uz). Como xz € W#(y), entdo y € W*(uz), uma contradicao pois y ¢ W*(Ua).
Assim, x € Wi\W5 e provamos que Wi\Wy = W*(U,\W*(U3)). O

Considere agora uma ordem parcial em §(Y7) definida por Wy > W se, e somente
se, Wi D Wy e u(Wi\Ws) > 0.

Para essa relagdo de ordem, todo subconjunto totalmente ordenado de F(Y;) é
finito e em particular tem limite inferior. De fato, suponha por contradicao que exista
Wy = Wy = ... em §(Y1) com pu(Wp\W.1) > 0 para todo k > 1. Entao
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> Wi\ W) = p(Wh) < oo

k>1
e assim pu(Wi\Wigi1) — 0 quando k& — oo. Isto é uma contradicao, pois Wi\Wiy1 € (Y1)
para todo k.

Consequentemente, pelo Lema de Zorn, existe elemento minimal W#(U;) € §(Y3),
que é uma componente s—ergddica por construcao.

Em seguida, considere Yy := Y1\W?*(U;). Se u(Yz) = 0, tome Y = Y] que estd
contido em W?#(U;) componente s—ergddica. Caso contrério, se u(Y2) > 0 repetimos o
argumento obtendo Uy C Y; e outra componente s—ergddica W#(Us).

Indutivamente, constroi-se

We(Uy), W (Us), ... W?*(U,)

este processo para pois u(W#*(U)) > 6. O

Como consequéncia dos Lemas 2.2.5,2.2.9 e 2.2.11, temos a seguinte proposi¢ao:

Proposicao 2.2.13. Suponha que exista um conjunto invariante Y com pu(Y) > 0ed > 0
tal que para todo conjunto invariante U CY', sempre que u(U) > 0, temos u(W*(U)) > 4.
Entao existe um numero finito de Atratores Ay, As, ..., A; de X tais que para p— quase

todo ponto x € Y temos w(x) = A; para algum 1 < j <.

2.2.2 Existéncia de Atrator

O objetivo aqui é prova a proposicao 2.2.1.

Seja M uma variedade Riemanianna compacta e limitada e p uma medida de
probabilidade Riemanianna definida em conjuntos Borel de M. Seja f : M — M um
difeomorfismo C'*, nao necessariamente preservando a medida p, K C M um conjunto
compacto positivamente invariante onde f é parcialmente hiperbdlico, e H C K um

conjunto com p(H) > 0, onde f é nao-uniformemente expansor ao longo de E.

Observagao 2.2.14. Note que sob a hipétese de p medida parcialmente hiperbolica com
distorcao limitada na direcao centro instavel, temos como consequéncia a Proposicao
1.2.16.

A prova da Proposicao 2.2.1 segue dos seguintes Lemas:

Lema 2.2.15. Se p é uma medida parcialmente hiper C bolica f-nao-singular finita com

distorcao limitada na direcao centro-instavel, entao ewxistem atratores Ay, As, ..., A; de
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M tais que, para p— quase todo ponto v € H (NUE — E®), temos w(zx) = A; para algum
1<;j<Ii.

Demonstragio. Defina H = Unez [M(H). Como H é invariante e u(H) > 0, temos que
H 6 invariante e u(ﬁ ) > 0. Para mostrar que existem uma quantidade [ de conjuntos A,
devemos mostrar que H esté contido em uma unido finita de componentes s—ergddicas.
Assim pela Proposicao 2.2.13, basta mostrar que existe > 0 tal que para todo conjunto
U C H com pu(U) > 0 temos u(W*(U)) > 8. Para tal prova s6 iremos usar que U ¢
positivamente invariante, assim podemos supor que U C K e, como K é positivamente
invariante, é claro que se u(W?*(U N K)) > 0, entao u(W*(U)) > 4.

Considere que existe um cu—disco A C V tal que ua(U) > 0, onde pua é a medida
induzida em A e V é §;—vizinhanca de K. De fato, basta que considere um ponto p € U
de densidade para a medida p. Como T, M tem decomposicao igual a E; & E;*, podemos
considerar uma vizinhanga da origem folheada por discos paralelos ao subespago E, cujas
imagens pelo mapa exponencial exp, : B.(0) C T,M — M sao cu-discos na variedade M.
Como o mapa exp, é um difeomorfismo local, temos que a pré-imagem de U por exp,
tem medida positiva em T,M e de densidade total na origem. Por Fubini, temos que
pelo menos um disco intersecta este conjunto com medida positiva, e consequentemente
sua imagem pelo mapa exp, também. Considere agora a sequéncia ... C Wy C W; C A
e inteiros ny < no < ... dados pela Proposicao 1.2.16. Pelo item trés desta mesma
Proposi¢ao a medida relativa de f™ (U N A) em Ay converge para 1. Uma vez que U é
positivamente invariante, temos que a medida relativa de U em Ay converge para 1 e além
disso pp, (U) — %1 quando k — oo. Como U C K, todos os pontos de U tem variedade
estavel local de tamanho uniforme e a folheagao definida por essas variedades estaveis é
absolutamente continua. Isto mostra que pu(W*(U N K)) > §. Consequentemente pela
Proposigao 2.2.13, existem conjuntos fechados invariantes Aj, A, ..., A; tais que para

p—quase todo ponto x € H temos w(z) = A; para algum 1 < j <. O

Lema 2.2.16. Se p é uma medida parcialmente hiperbolica f-nao-singular finita com
distor¢ao limitada na diregdo centro-instdavel, entao cada A = A; contém um cu-disco A
de raio % para o qual f € nao uniformemente expansor ao longo de E* para ua— quase

todo ponto em A .

Demonstracao. Para isto, considere

A =z e H : dist(f¥(z),A) < ! Vk>0}.
n

Como os pontos © € H tal que w(x) = A tem p—medida positiva, temos que

p(A™) > 0 para todo n > 1. Sendo assim, existe cu—disco D™ C V tal que ppn (A™) >
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0 e sequéncia ... C W;”) C Wl(”) C D™ com ny < ny < ... tais que D,(C") = f”k(Wk(”))
com ,uDI(Cn)(A(")) — %quando k — occ.

Seja p,g")o centro de cada disco D,(cn). Tomando subsequéncias, se necessario, temos
que a sequéncia {p;,")} converge para o ponto p™ € K. Usando Ascoli-Arzela e o fato
que os discos D,in) tem direcoes tangentes contidas em cu—cones, podemos assumir que a

sequencia {D,g")} converge uniformemente, quando k — oo , para o cu—disco A™ de raio

%. Note que cada A(™ estd necessariamente contido em uma vizinhanca de A de raio %
Em consequéncia, temos que f é nao uniformemente expansor ao longo de EF
para fim —quase todo ponto em A . De fato, a propriedade de ser nido uniformente
expansor é uma propriedade assintotica e, se é satisfeita para x, entao é satisfeita para
todo y € W*(x). Além disso, todo ponto de A(™ tem variedade estavel local de tamanho
uniforme e a folheacao da variedade estavel local é absolutamente continua. Uma vez que
{D,gn)} converge uniformemente para A™, k grande, o disco D,gn) intersecta a folheacao
estéavel de pontos de A™ e além disso, como Hpe (AM) — %1 e A™ C H, temos que f
é nao uniformemente expansor ao longo de E“* para u p(m —quase todo ponto em A,
Agora, considere uma subsequéncia de {A™} convegindo uniformemente para o
cu—disco A de raio %1 tal que f é nao uniformemente expansor ao longo de E“* para

pa—quase todo ponto em A. Note que, cada A™ estd contido em uma vizinhanca de A
de raio % e 2 é fechado, assim A C A. n

Lema 2.2.17. f |4 € transitivo.

Demonstracao. Por construgao, temos que existe um ponto em H cujo w—limite coincide
com A (na verdade existe um conjunto de medida positiva). A dérbita de quase ponto
deve eventualmente intersectar a variedade estavel de algum ponto de A C A . Como os
pontos em variedade estavel tem o mesmo w—limite, concluimos que existe um ponto de

A cuja 6rbita é densa em A . a

E aqui termina a prova da proposicao 2.2.1.

Como consequeéncia destes resultados e do Lema 2.2.9, temos as seguintes versoes

da Proposigao 2.2.1

Corolario 2.2.18. Seja p uma medida parcialmente hiperbolica com distor¢ao limitada
na direcao centro-instdavel e H conjunto NUE. Fxistem conjuntos compactos A}ﬁu, Aiu, "
de M tais que para pu—quase todo ponto x € H, temos w(x) = Ai,u para algum 1 < 5 <1

que contém cu—disco.

Defini¢ao 2.2.19. Um conjunto invariante U com pu(U) > 0 é chamado de componente

ergodica (componente p ergddica em relagao a f) se, para todo conjunto invariante V' C

!
5 ALy
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U, tem-se u(V) = 0 ou u(V) = p(U). A medida pu é chamada ergédica se M é uma
componente ergodica.
O préximo corolario é devida a Proposigao 3.5 provada em [10].

Corolario 2.2.20. Se p é uma medida parcialmente hiperbolica f-nao-singular finita
ergédica, entao existe um unico conjunto compacto Ay de M tal que para p1—quase todo

ponto x € M temos w(x) = Ay y.



Capitulo 3

Construcao de uma Aplicacao de
Markov Induzido Local

Neste capitulo faremos a prova do Teorema A, descrito abaixo. Tal prova esta
dividida em duas partes: existéncia de (F,P) Aplicagio Markoviana induzida definido
em um conjunto aberto Y C K, demonstrada na secao 3.1; e existéncia de uma medida

v F—invariante tal que f Rdv < o0, demonstrada na se¢ao 3.2.

Teorema. A. Seja f : M — M um difeomorfismo C'*, K C M um conjunto compacto
positivamente invariante em que f é parcialmente hiperbdlico, T, M = E* @& E“ onde
E° é uniformemente contrativo . Assuma que f é nao-uniformemente expansor ao longo
de direcao centro-instavel (NUE-E*) para todo z em um conjunto H C K de medida
(1 positiva. Se p é uma medida f—invariante, ergédica e parcialmente hiperbdlica, entao
existe (F,P) uma aplicagdo Markoviana induzida definida em Y C K e uma medida v
F—invariante tal que v(B) < pu(B) para todo conjunto aberto B C Y e tal que [ Rdv <

oo, onde R é tempo induzido de F.

3.1 Aplicacao Markoviana Induzida

Nesta secao faremos a construcao de uma aplicacao markoviana induzida para
medidas parcialmente hiperbdlicas invariante e ergddica. Sejam A, ;; como na proposi¢ao
2.2.20, M e f como na subsecao 2.2.2 e y medida Parcialmente Hiperbolica f—invariante
e ergddica definida em M. Dado cu—disco A considere A/g como na Definicao 2.1.8. Nesta
secgao construimos uma particao para C (A;)

Denote por H = (H,(c,0)), o conjunto de todos os pontos de K com frequéncia

positiva de tempos o — hiperbolicos , isto é

33
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1
limsup —f{1 < j <mn;z € Hj(0,0)} > 0.
n

Denote por &y = (§.n)n como a colegao de todos os pré-discos o — hiperbdlicos,
onde &3y = {Vi(x);2 € Hy(0,0)} é a colegao de todos os pré discos o — hiperbdlicos de
ordem n.

Dado = € Alg considere (z) a colegdo de y-pré-discos o — hiperbdlico V' de

discos que u—atravessam é(A;) = Upen W5 1o (z) tal que z € V.

Observagao 3.1.1. €, é tomado para evitar que V,(z) ndo seja considerada um elemento

de Q(z) quando z € A/g tenha um h—retorno a C(A") préximo ao bordo e

7 (Fr V@) neay)

nao contenha A/g.

Afirmagdo 3.1.2. O conjunto Q(z) é ndo vazio.

Demonstracao. Isso é sempre verdade para cada x € A/g que tem um & —retorno a C(A’).

Para verificarmos isso, basta tomar Alg de centro em p e ¢ € Ay tal que dist(p,q) < %.

O
Definicao 3.1.3. O tempo induzido em A;; ¢ a funcao R : A/g — N dada por:
' d(V);V e , Q %)
pey | minlord(V)V Q@) () # o
0, Qz) =2
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Nota 3.1.4. Dado x € A/g’ se R(x) = n entdo para todo y € Wy x temos que R(y) = n.

Além disso note que R(z) < min{n > 1; f"(x) € h(z) N C<Al’é)}

Definicao 3.1.5. A aplicacao induzida F' em C(A/é) ¢ a aplicagao F' : C(Alg) — C(A;:)

dada por:

F(z) = fR)(2),Vr € C(AY). (3.2)

A colegao Q(z) é totalmente ordenada pela inclusao e, pelo Coroldrio 2.1.5, temos
que existe um tnico P(z) € Q(x) tal que ord(P(x)) = R(z), quando Q(z) # &. Assim,

’ . ~ .
para x € A; associamos P(x) como anteriormente e

P(z) = (f7 | pgy) " (W5 (A) 0 fHO(P(a))),

com z € P.

C:/Users/katia/Desktop/11868725_941494455907056_175003558_n. jpg

Lema 3.1.6. Se Q(x) # 0 # Q(y) entio P(x) = P(y) ou P(x) N P(y) = 0.

Demonstragao. Suponha que Q(z) # 0.
Afirmagao 3.1.7. P(x) DV, VV € Q(x).

Demonstracao. De fato, para a pova desta afirmagao suponha por contradigao que P(z) C

=

V com V € Q(z). Pela definicao de P(z), temos que ord(P(z)) < ord(V'). Consequen-
temente, como no Corolario 2.1.5, temos que A:_f estd contido em uma é g —pré-imagem

. ’ . s 7z . ~
de um cu—disco que u—atravessa C(A 5)‘ Mas isto é impossivel, pois temos contragao em
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tempos ¢ —hiperbélicos, isto é, o didmetro de &y —pré-imagem de A:; tem diametro menor

que o diametro de A/g' O

Consequentemente, sejam z,y € M com Q(z) # 0 # Q(y). Como P(z) e P(y)
sao £y —pré-imagens de cu—discos que u—atravessam C (A%), temos que P(x) e P(y) sao
nao ligados, e temos dois casos: Um é P(z) N P(y) = 0, e o segundo P(z) C P(y) ou
P(xz) D P(y). Se P(z) C P(y), pela afirmagao, temos que P(z) € Q(y) e, se P(x) D P(y)
temos P(y) € Q(z); nos dois casos, por unicidade P(z) = P(y). O

Definicao 3.1.8. A particao de Markov associada ao primeiro £ —retorno a C(A/é) éa

colecao de conjuntos abertos P dada por:

P={{J W W)z ea. ) # o} (3:3)

yeP(x)
Corolario 3.1.9. Sejam F' definido por (3.2), R definido por (3.1) e P definido por (3.3).
Se P # 0, entio (F,P) é uma aplicacio Markoviana Induzida para f emY = C(AL).

Demonstracao. Por construcao, os elementos de P sao conjuntos abertos. Pelo Lema
3.1.6, P satisfaz a condigao (a) da Partigao, Markoviana Induzida definida em 1.4.8,
para a aplicagao induzida F'. Considere C;,C; € P . Pela contragao forte na direcao
estavel, temos o item (b.1) na definigao, de Parti¢ao Markoviana Induzida. Como F' |p=
fRP) |p e P(x) 6 uma £—pré-imagem que contém z de ordem R(z), existe um cu-pré-disco
hiperbélico V() (x) com @ € Hpy(0,0) tal que fF@) envia difeomorficamente Vg, (z)

no cu-disco fF@ (Vg (z)) . Isto conclui a prova do Coroldrio. O

3.2 Existéncia de medida F-invariante.

Primeiramente, reduziremos a aplicacao F' : C (A/g) C (A;) a um a aplicacdo
expansora. Para isso considere a seguinte aplicacdo F : A;: — Alg definida por F(z) =

7(F(x)). Com isso temos a seguinte parti¢ao de A'g a partir de (3.3).
Definicao 3.2.1. A Particao de Markov para Aé ¢ a colecao de conjuntos abertos P dada
por:

P — {Pa)iz € AL Q) £ 2} (3.4)

Observagao 3.2.2. A partigao definida pela equagao (3.4) satisfaz a particao da definigao
1.4.3.
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Teorema 3.2.3. Seja (F,P) como acima. Se p é uma medida pacialmente hiperbdlica
f—invariante e ergddica, entao existe uma medida finita v F'—invariante ergddica tal que
v(Y) < u(Y) para todo conjunto aberto Y C C(A>) e tal que [ Rdv < oo.

Antes de construir uma medida F'—invariante ergddica v, iremos construir uma

medida 7, F—invariante tal que [ Rdi < oo.

Teorema 3.2.4. Seja (F,P) como acima. Se u é uma medida parcialmente hiperbdlica
f—invariante e ergédica, entdo existe uma medida finita 7 F—invariante ergddica tal que
p(Y) < w(Wg (Y)) para todo conjunto aberto Y C Ay

Demonstragao. Seja B = {x € A Fi(z) € Upep P V4 > 0}. Com isso temos que B é
um espaco métrico com a distancia definida em A e B = AZ(uamod0).

Seja YW uma colecao de subconjuntos de B formada pelo conjunto vazio e todos
os conjuntos Y C B tal que Y = (F |p ) to---0(F |p) " }(B) para alguma sequéncia
P,,...,P, € P. Note que os elementos de W sdo conjuntos abertos de todos as F pré-
imagens difeomorficas de B, juntamente com o conjunto vazio. Dados Y C Ber > 0,
seja W(r,Y) formado por todas as coberturas enumeraveis {I;} de Y por elementos de
W com diametro menor ou igual a r, qualquer que seja .

Dado um conjunto aberto Y C B, seja 7(Y) € [0, 1] tal que

(V) = limsup %{0 <j<mfz) e W (Y)NO%(x)} (3.5)

n—oo
para paquase todo ponto x € M.

Afirmagao 3.2.5. A fungao 7 tem as seguintes propriedades:

A

7(Y3) onde Y; C Y5 sao subconjuntos abertos de B;

Uz, Y;) < UR 7(Y;) onde Y; sdo subconjuntos abertos de B para todo
Y) < u(Wg (Y)) para todo conjunto aberto Y C B;

s

F1(Y)) = 7(Y) para todo conjunto aberto Y C B;

Demonstragao. Os itens 1, 3 e 4 seguem da defini¢ao de 7 (3.5). Para o item 2, temos que,
pela Proposigao 1.2.9, existe 0 tal que 7(B) > 6 > 0. Quanto ao item (5), pelo Teorema
de Birkhoff, u(W; (Y)) = lim £4{0 < j < n; f/(x) € W3 (Y)} para todo conjunto aberto
Y C B e p quase todo ponto z. Por outro lado, temos que p(W3 (V) =1lim14{0 < j <
n; fi(x) € Wi (Y)} > limsup 2#{0 < j < n; fi(z) € Wi (V)N Of(x)} = 7(Y). Assim,
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7(Y) < u(W; (Y)) para todo conjunto aberto Y C B. Para verificar tltimo item (6),
considere Y C B. Como FV(x) € Y & Fi~Y(x) € F7Y(Y), Vj > 1 Vx € B, temos que
7(F~1(Y)) = 7(Y) para todo conjunto aberto Y C B. O

Note que 7, restrita a W, é uma pré-medida segundo Rogers em [11] (Defini¢ao
5). Dado Y C B, defina
v(Y) =supr,(Y),

r>0
onde v,(Y) = infzew(ry) ez T(1i) e W(r,Y) é o conjunto de todas as coberturas enu-
meraveis Z = {I;} de Y por elementos de W com diam(I;) <r, ¥i. A fungao v, definida
na classe de todos os subconjuntos de B, é chamada em [11] de medida métrica obtida
da pré — medida T pelo método 11 (Teorema 15 de [11]).

Pela construcio feita para (F,P) temos que
Lclhoul,Clh Oullﬂ[2:®,v11,[2€w. (36)

Assim, podemos tomar W(r, Y)={L}eWrY); LNI;=0Vi# j} e definir
v.(Y)= inf T(I;).
ZeWw(r,Y) Iz;:

Afirmagdo 3.2.6. A medida v é F—invariante e v(Y) < p(W; (Y)) para todo conjunto
aberto Y C B.

Demonstracao. Note que,

p(Ws, (Y) = inf  pu(Urez(W5 (1)) =

TEW(rY)

= iof > pWi(l) > inf Y 7)) =w(Y)

TEW(Y) 17 CIEW(RY) 17

para todo r > 0. Assim, 7(Y) < u(W; (Y')) para todo conjunto aberto Y C B. Quanto a
prova de que 7 é F—invariante, segue de forma andloga & prova da Afirmacdo 3 na Prova

do Teorema 1 em [10]. Isto conclui a prova da Afirmagao 3.2.6. ]
Para finalizar a prova do Teorema 3.2.4 estendemos 7 para A~ definindo 7(A \

B) = 0. O
Vamos agora mostrar que [ Rdv < .

Lema 3.2.7. O tempo R de inducao é v integravel.
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Demonstragio. Suponha, por contradi¢ao, que [ Rdv € (v, +00] para algum ~y > % € R.
Como 7 é F— invariante e R > 0, segue pelo Teorema Ergddico de Birkhoff, que existe

B c B com v(B) > 0 tal que, para todo x € B, existe algum n, € N tal que
ZROFk >an, Yn >n,.
Neste caso, para todo n > an, > n, e todo én < j <n, temos
ZROF’“ >aj—ajn>n Vn > n,.

Assim,
J
_ 1
>0,y RoF*(x)<n}<-n<d 3.7
sup{j > 7; o F*(x) n}_an n (3.7)
para todo n > an, e todo z € B.
Como {j > 0;Y"4_gRo F¥(z) < n} = {0 < j < n; fi(x) € Of(2)} e sup{j >
0,37 _yRo Ff(x) <n} =#{j > 0;37_, Ro F*(z) < n}, temos que

#{0 < j < n; fl(z) € Of(x)} = sup{j > 0; ZRO F*(z) < n}. (3.8)

k=0

Aplicando limsup,, + na equacdo (3.8) ¢ usando na equacdo (3.7) temos que para todo
x€B )
limsup —#{0 < j < n; f/(x) € Of(2)} < 0.
n

Isto é uma contradi¢ao, visto que p,/ (H) > 0; provando assim que [ Rdv < 67! . O
é

Considere agora um ponto tipico xg para a medida v. Passando a uma sub-

sequencia se necessario, temos que
n—1
1 W
— E 6F‘j(w0) — V.
n <
j=0

Onde —"" significa a convergéncia da topologia fraca*.
Afirmagao 3.2.8. Se p € W () é ponto tipico para j, entdo existe v F'—invariante.

(R(z))

Demonstragao. De fato, como —Z 5fj(p) —" ue f (x) = F(x), temos que,

tomando se necessario uma subsequéncia, a sequéncia v, = + Z e (p) COnverge para

v, F—invariante. ]
Diante disto, provamos o seguinte:

Lema 3.2.9. Dado v F invariante, entdo existe v F— invariante.
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Demonstracao. Considere

*

n—1
1 _
U={xe€B; " EO 0 i (a) —"" 5
J:

. Temos que 7(U) > 0 e, pela Afirmagao 3.2.6, segue

0 < (U) < u(W; (V).
Assim, para p € WJSS(U ) como na afirmagao anterior, como
1 n—1
W*
- Z Ofi(p) — H
n <
7=0
e fE®) () = F(r) temos que, tomando se necessdrio uma subsequéncia, a sequéncia
Vp = % Z;:é Opi(p) converge para v, F'—invariante. ]

Afirmacao 3.2.10. O tempo R de indugao € v integrdvel.

Demonstragao. De fato, pois oo > [ Rdv = lim,, + Z;:g Ro Fi(r(p)) = lim, + Z;:ol Ro
Fi(p) = [ Rdv. O



Capitulo 4
Existéncia de Medida Invariante.

Neste capitulo faremos a prova do Teorema B, descrito abaixo. Tal prova esta
dividida em duas partes: Mostrar que (F,P) mapa Markoviano induzido definido em
Y C K satisfaz a estrutura Torres de Young definida na subsecao 1.3, o que é feito na
secao 4.1; e existéncia de uma medida v F'—invariante tal que f Rdv < o0, demonstrada

na secao 4.2.

Teorema. B. Seja f : M — M um difeomorfismo C'*, K C M um conjunto compacto
positivamente invariante em que f é parcialmente hiperbdlico, T, M = E° @& E onde
E° é uniformemente contrativo. Assuma que f é NUE-E* para todo ponto x em um
conjunto H C K de medida p positiva. Se p tem controle de distor¢ao na diregao centro-
instavel, entao existe uma colegao de medidas f—invariantes ergddicas v, absolutamente
continuas com respeito a p tais que u—quase todo ponto x € K pertence a bacia de uma

destas medidas.

Seja f : M — M um difeomorfismo C'* em uma variedade Riemanianna M.
41
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Inicialmente iremos verificar que a particao construida anteriormente é uma estrutura do
mesmo tipo que a presente em [14] denominada Estrutura Torres de Young.

Para isto, considere um disco centro-instavel A como no Lema 2.2.16, e a particao
P deC (A,E) (npamod0) ( ver equagao (1.8)) construida no capitulo 2; para o que se segue

definimos

I* = {W; (x) : x € A}

Além disso, definimos a familia I™ como o conjunto de todas as variedades
instdveis locais intersectando C(A) que u—atravessam C(A)(ver equagao(1.9)). Clara-
mente ™ e I sdo nao vazios, pois para todo x € A existe Wy (z) e A €I™ , respec-
tivamente. Observe também que I'™ é compacto, pois pela propriedade de dominagao e
o Teorema de Ascoli-Arzela, qualquer disco limite A, de discos em I'* é um cu-disco
u-atravessando C'(A), ao mesmo tempo que estd contido em C'(A) uma vez que C(A)

seja fechado. Pela definicao de I'™, podemos ver que A, € ™.

4.1 Particao Markoviana Induzida

Nesta se¢ao iremos mostrar que a Particao Markoviana Induzida construida no
capitulo 3 satisfaz a Estrutura - Torre de Young, para isto verificamos que esta estrutura
satisfaz as propriedades (P1) - (P5) da estrutura produto definida na subsegao 1.3.

Definimos os s—subconjuntos Ay, As, ... como os cilindros {C(P)NI"} pep dados

em 3.3, onde

C(P) = |J Ws ().

zeP
A primeira propriedade (P;) é descrita nos seguintes termos:

Lema 4.1.1. g, {yNA} > 0 para todo v € I'™.

Demonstracdo. De fato, por construcio temos que f”)(P) é um u—subconjunto de C(A)
para todo P € P e é constituido por cu—discos contidos em C(A) , e além disso temos
que fRP)(P) u—atravessa Wg (A"). O

O préximo Lema dé precisamente a propriedade (P).
Lema 4.1.2. Os s- subconjuntos Ay, As, ... sdo tais que:
1. Em cada y*—disco, pu{(A —UA;) Ny*} = 0;

2. Para cada i € N existe R(A;) € N* tal que f*)(A;) é um u-subconjunto de A;
mais precisamente fH40(y*(2)) C oo (fFAz) e fROD (v (2)) Dy (fHM);
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Demonstracio. Basta mostrar que ff4)(A;) é um u-subconjunto. De fato, dado um
elemento P € P, por construcao temos que existe R(P) € N tal que ) (P) é um disco
centro instavel u-atravessando C'(A). Uma vez que cada " é uma cépia difeomorfica
de A, I N C(A;) € Uye, Wi (z). Uma vez que, por construcio fR(F)(P) intersecta
W5 (p) entao de acordo com a escolha de ¢y e da invariancia das folhas estdveis, temos
que cada elemento de ff) ("N C(P)) obrigatoriamente u-atravessa C(A) e esta contido

na af'")§,—vizinhanca f)(P), provando assim que f#*)(A;) é um u-subconjunto. [

Para a propriedade P3; temos que seu resultado é imediato pois para todo ponto x € A
existe variedade estavel local.

Ja as propriedades (Py(1)) e (Ps(2)) sao dadas pelo seguinte Lema:

Lema 4.1.3. Para todo x,y € A; comy € y*(z), e 0 < n < R(A;) temos que ezistem
C>0,a<1le0<¢<1 tais que:

dist(f"(y), f"(x)) < Ca&I™"dist(fH) (2), FHA)(y))

S f B ()
Ju fRAD (y)

Demonstracao. De fato, pela construcao dado x em um cu—disco, temos que existe

log < Cdist( A0 (x), A (y))e

Vo(z) D P(z) com n tempo o—hiperbdlico satisfazendo ord(P(x)) = R(z). Por outro
lado, como consequéncia da propriedade (1.4), temos que se y € K satisfaz dist(f7(x), f(y)) <
01 para 0 < j < n — 1, entdao n é um tempo a%—hiperbélico para y. Assim, pelo item
2 do Lema 1.2.10, temos a contragao para o passado. Quanto a distorcao limitada, para

0<i<neyée D cu-disco temos

. R(Ay)
JufFO) (@) |
o9 TR )| = | 2 100 9uf b ion —h00uf I 00 <
R(\;)

< Z ‘ logJuf |1y, ri0) —logduf Iz, rip))| <

< Cdist(f (), RO (y))s

Para a propriedade (P5(1)) temos o seguinte Lema:

Lema 4.1.4. Eziste C' >0 e 0 < a < 1 tais que para todo y € v*(x) en >0

oo
n
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Demonstra¢ao. Como assumimos que a medida p é parcialmente hiperbélica tem controle
de distorcao na direcao centro-instavel, a conclusao segue imediatamente pela contragao

uniforme das folhas estaveis. O

Para provar a propriedade (P5(2)) introduziremos algumas notagoes. Dizemos
que ¢ : N — P , onde N e P sao subvariedades de M, é absolutamente continua se,

sempre que f |4 é uma aplicagao injetiva, e existe J : N — R tal que

pp(p(A)) = /AJduN-

J ¢é chamada Jacobiano de ¢. A propriedade (P5(2)) é descrita nos seguintes termos:

Lema 4.1.5. Dados v, € I'*, defina © : v — « por O(zx) = v*(x) Ny . Entio © é
absolutamente continua e o Jacobiano de © € dado por:
Sy = XOT) () T AU
i, S SATICIE))
Note que para a medida p pacialmente hiperbédlica com controle de distor¢ao
na direcao centro-instavel temos que © é absolutamente continua. Para a prova da se-
gunta parte apresentamos algumas notacoes e resultados gerais sobre a convergencia de

Jacobianos. A prova do préximo Lema estd em [[7],Teorema 3.3].

Lema 4.1.6. Sejam N e P variedades, P com volume finito, e para cada n > 1, seja ©,, :
N — P aplicagoes continuas com jacobianos J,. Assuma que J, converge uniformemente

para uma fungao integravel J : N — R. Entao © tem Jacobiano J.

Considere agora 7,7 € I'* e © : 4/ — ~ como no Lema 4.1.5. A prova do Lema
seguinte é dado em [[7], Lema 3.4] para difeomorfismos uniformemente hiperbélicos. No
entanto, pode-se facilmente ver que este é obtido como consequéncia do [[7], Lema 3.8]

cuja prova usa somente a existéncia de decomposicao dominada.

Lema 4.1.7. Para cada n > 1, existe aplica¢ao absolutamente continua m, : f"(vy) —

(v com Jacobiano G,, satisfazendo:
L limy, o0 SUP,e., dist pniyy (0 (f(2), f*(O(2))) = 0;
2. limy, 00 SUP,e pnyy | 1 — Gr(x) [= 0.

Ainda para a prova da segunda parte do Lema 4.1.5, considere uma sequéncia de tempos

induzidos consecutivos para pontos em A
r =R e Tpil =Tn + Ro f™ para n > 1.

Note que estas funcoes sao definidas em u—quase todos os pontos em cada v € I'* e sao

constantes por partes.
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Observacao 4.1.8. Usando a sequéncia de tempos de retorno, podemos facilmente construir
sequéncias de Particoes (Q,)n ftymod0 como feito antes tais que as propriedades (P;) —
(P5(1)) continuam se verificando e as constantes C' > 0 e 0 < 8 < 1 podem ser tomadas
nao dependendo de n.

Definimos para cada n > 0, o mapa ©,, : ¥ — 4 como
O,=f"m. fm. (4.1)

Isto basta para verificar que ©,, tem Jacobiano dado por

() |
7l = @) |

Afirmagao 4.1.9. (J,,), converge uniformemente para J .

G, (f7(2)) (4.2)

Demonstragao. Por (4.2) temos que

U@ ) |
) = G @) | T @)y | )
1) | V(O | )

T () H(0() 1] e, (f7)"(On(2) |
Usando a regra da cadeia e o Lema 4.1.4, concluimos que o primeiro termo do produto con-
verge uniformemente para J(z). Pelo Lema 4.1.7 temos que o terceiro termo do produto
converge uniformemente para 1. Resta ver que o termo do meio converge uniformemente

para 1. Por distor¢ao limitada temos

| S (f)"(O(2)) |
| S, (F7) (O () |

como O, = f~"m,. f™ temos que

| S, ()" (O(2) |
| S (f7)4(On(2)) |

do mesmo modo

| S, (f)"(O(2)) |
| T, ()" (On()) |

< exp(Cdist v, .y (f" ((2)), ™ (dn(2)))°)

< exp(Cdist pr, () ([ (0(2)), 70, (f7()))°)

> eap(~Cist o, () (F (9(x)), 7, (£ (2)))).

Concluindo assim a prova do Lema 4.1.5.
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4.2 Existéncia de medida f-invariante.

Para a conclusao da prova do Teorema B, nesta se¢ao provaremos a existéncia de

uma medida v F—invariante tal que [ Rdv < co. Tal prova segue as seguintes etapas:

1. Construir uma medida ff—invariante 1y em K com medidas condicionais absoluta-

mente continuas com respeito a p em cu-discos A;;
2. Consequentemente vy é F'f—invariante;

3. Definir v := >, 1 Z (P)=1 #i (1 | p) absolutamente continua com respeito a y em

cu-discos.

Proposicao 4.2.1. Sob as hipoteses do Teorema B, se a medida p tem controle de dis-
torcao na direcao centro-instdvel, entao existe uma cole¢ao de medidas f—invariantes
ergodicas vy absolutamente continuas com respeito a p tais que p—quase todo ponto x € K

pertence a bacia de uma destas medidas.

Demonstragio. Para construir vy, fixe A como anteriomente. Recorde que pela propri-
edade (P;), para toda v € I, u, | (¥ N A) sdo uniformemente equivalentes. Considere

o = pin | (A'NEK) > 0. Sejam pJA/ as densidades das medidas condicionais de (f%)J g

em cu-discos, isto ¢, p3 A = d(ﬁu A*“O ((f™) o) (A;) para algum A;. Pelo Lema de distorgao
temos que
A;
i
pJA_< ) < Oy, Ve, y € AiNK.
P ‘()

Em particular, existe My > 0, independente de 7 e A;, tal que

MglgpfigMo em A NK

Seja 1y o ponto de acumulacao de {% Z;:S(fR)i,uo} na topologia-fraca®,
1,2

n=1,2,...

e sejam {15} as medidas condicionais de v em cu-discos.
A . . .
Claramente, 5" < pa,. Consequentemente temos que vy é Ff—invariante.

Seja

o0

Z :ZFJ(VO | {R>Jj}),

=0
e observe que 15 é uniformemente equivalente a pa, | (A; N K), a finitude de 7(A%)
equivale a [, . Rdua, < oo.

Defina
R(P)—

ZZJ”

PeP 3=0

uma medida f—invariante e absolutamente continua com respeito a p com cu-discos. [



Capitulo 5
Exemplo e Aplicacoes

Apresentamos no que segue exemplos de aplicacoes dos resultados demonstrados

nos capitulos anteriores.

5.1 Entropia de um sistema dinamico

Teorema 5.1.1. Seja f : M — M um difeomorfismo C**, K C M um conjunto com-
pacto positivamente invariante em que f é parcialmente hiperbélico, Ty M = E° & E
onde E é uniformemente contrativo . Assuma que f é nao-uniformemente expansor ao

longo de diregao centro-instavel (NUE-E“"), isto é

1n
li =M1 Df ' g |7'>0
imsup — "log | Df " ey |

n—00 =1 19 ()
para todo x em um conjunto H C K de medida positiva. Se a medida p é f—invariante
e ergédica, entao para todo « € [0, h,(f)] existe v medida de probabilidade f—invariante

ergédica tal que h,(f) = a.

Demonstracdao. Sejam Alg como na Definicao 2.1.8, F', R e P como no Corolario 3.1.9 e
v uma medida F'—invariante dada pelo Lema 3.2.9. Note inicialmente que, pela féormula

de Abramov
hy,(F) h,(F,P)

" [Rdv ~ [Rdv
Considere B = {z € C(Aé); Fi(z) € UpepP Vj > 0} e para uma sequéncia de nimeros
{ap,}p.ep, defina n(P) =v(P) =ap, VP, € PecomY = (F |p) to---0o(F |p,)"" defina
nY)=v(P)...v(P;) =ap,...ap,. Para Py € P fixado tal que ap, # 0, defina

hu(f) (5.1)

) 1—t(1—-ap,) se P=D
a = :
d tap se P#PF,

47
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Portanto, definindo a medida n,(P) = ap,(t) VP, € P e n(Y) = ap,(t)+. ..+ ap,(t) temos
uma quantidade ndo enumerdvel de medidas 7; que variam em ¢ € [0,1], de dp, a . De

fato,

1 se P=F,
P)=ap(0) = =d0p, VPEP, e
mo(P) = ap(0) {0 w Pip 0P

m(P)=ap(l) =

P=nR
{GPO o " —pp) VPeP

ap se P# P,

Consequentemente,

h(F)  Srepe (P 108 (177)
J Rdne [ R
B (1—t(1—ap))log (m) + 2 pyp, taplog (é)
R(Fy) (1 —t(1 —ap)) + > op.p, R(P)tap 7

esta ultima expressao varia continuamente em ¢, de 0 a h,(f), pois para t = 0 temos

}fl"}%—% = 0 visto que R(P,) # 0 e, para t = 1 vale 51 = n = v e temos que, pela equagao
by, (F
(5.1) Thi = hu(f)- O

5.2 Exemplo

Seja f :[0,1] — [0, 1] um mapa definido por:

f) = { h(x) se x <

1—h(l—2x) se x>

NI= N~

onde h(z) = x + 2z%. O mapa f pode ser visto como um mapa no circulo S* = R/Z,
identificando S* com [0,1]/{0,1}

C:/Users/katia/Downloads/EXEMPLO1EXPMES-eps-converted-to.pdf
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Considere o Toro sélido M = S' x D? onde D? é um disco unitdrio em R2,

definimos o mapa g : M — M por
g(z,y,2) = (f(x),ll—()y—ir %cosx,%z+ %sinx) :

Em [15] Young mostrou que para aplicagoes expansora por pedagoes como f a
média % Z?:_ol d7i(z) converge fracamente” para a medida de Dirac no ponto0 para Lebes-
gue quase todo ponto x € S*'. Usando o fato que temos contracao uniforme na direcao
vertical (segunda e terceira coordenadas de g) e a forma de produto de g, temos que
a média %Z;:Ol 0gi(z,y,-) também converge para a medida de Dirac no 0 para Lebesgue
quase todo ponto (z,y,z) € S x D% Em particular, assim como para f, temos que g nao
admite medida invariante absolutamente continua com respeito a Lebesgue. Em contraste
a isto, assim como os resultados vistos aqui podemos construir uma quantidade nao enu-
meravel de medidas de probabilidade invariantes, ergddicas e parcialmente hiperbdlicas

para a aplicacao g; para isto, temos a seguinte proposicao.

Proposigao 5.2.1. Seg: M — M ¢ uma aplicagao definida como acima entao g admite
uma quantidade nao enumerdvel de medidas de probabilidade invariantes parcialmente

hiperbdlicas cujo suporte € igual a (;5, g (M) .

Inicialmente, note que o mapa f é topologicamente conjugado ao mapa de ex-
pansio uniforme h'(z) = 2z(modZ). Assim, f é fortemente topogicamente transitivo.
Como A’ tem expansdo em pontos periddicos, f também a tem; além disso f tem ponto
periédico p € (0,1) de perfodo dois e, como Df?(z) > 1 Vx € (0,1), segue que p é ponto
periddico expansor. Assim, pela Proposicao 1.2.9 e Lema 1.2.10 temos que existem 6 e
tais que

1
limsup —#{1 < j < myx € H(e 7, 9% 1)} > 0
n

n—oo

para todo z € ST e A C S! centrado em p.

Considere agora AE como na subsecgao 2.1.1 .

Segue do Teorema 6 de [10] e Lema 3.2.9,que g admite uma quantidade nao
enumeravel de medidas de probabilidade invariantes, ergddicas e parcialmente hiperbodlicas
cujo suporte é >0 ¢’ (M). De fato, para verificar este fato basta aplicar o Teorema 6 de

[10] para g |g1. Posteriormente considere

h = (h(z))
a colecao de imagens hiperbdlicas e ¢ a colecao de todas as é—pré-bolas hiperbélicas e R,

F e P como no Corolério 3.1.9 para C(A;i) .

Consequentemente, para cada 7—g |1 invariante, ergédica, assim como foi feito

_A
z€limsup Hy (e 4 ,g|51)

em Lema 3.2.9, temos g—invariante, ergodica e parcialmente hiperbdlica cujo suporte é
ﬂjzo g (M) .



Capitulo 6

Perspectivas futuras

6.1 Hiperbolicidade parcial por pedacos

Assim como foi feito em [10] podemos considerar agora um difeomorfismo C'F,
f: M — M , exceto em um conjunto critico C C M. Para isto, incluir uma hipdtese de

recorréncia lenta a este conjunto critico. Assim:
Questao 6.1.1. Valem os resultados do Teorema A e B para o contexto acima?

Feito isto, podemos pensar nestes resultados para fluxos seccionais hiperbdlicos

via segoes de Poincaré.

6.2 Existéncia de Medida

Neste trabalho, no contexto de hiperbolicidade parcial, em que o espaco tangente
¢ decomposto em dois subfibrados invariantes, um dos quais é uniformemente contrativo,
enquanto que o seu complementar é nao uniformemente expansor; para provar os Teoremas
A e B assumimos por hipdtese a existéncia de uma medida g invariante, ergédica e com

algum controle de distor¢ao, respectivamente. Entao uma pergunta natural seria

Questao. Para f : M — M difeomorfismo C?* e K C M parcialmente hiperbélico,
existem medidas p, f—invariantes, ergodicas cuja uniao dos suportes contém o conjunto

nao errante de um conjunto NUE?

Completanto esta questao, poderiamos pensar na existéncia de uma quantidade

finita de tais medidas.

20
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6.3 Medida Misturadora e Decaimento de Correlacao

Definicao 6.3.1. Seja uma medida de probabilidade f—invariante p. Dizemos que p é

uma medida misturadora(mixing) se

lim (AN F(B)) = ju(A).u(B) (6.1)

n—o0

para todos conjuntos A, B mensuraveis.

Ou seja, conjuntos de pontos em A, cuja imagem em tempo n pertence a B
tendem a ter a mesma proporgao em A como B, proporcoes entendidas em termos da
medida u. Assim, qualquer conjunto mensuravel tende a distribuir-se ao longo do espaco
de acordo com pu.

Agora vamos reescrever (6.1) da seguinte forma:

lim /XA Xpo f")du — /XAdu /XBd,u =0 (6.2)
n—oo
onde X4 é a fungao caracteristica de A, isto é, Xa(x) = 1 se v € A e Xs(z) = 0 caso

contrario.
Note que podemos ver (6.2) como a covariancia entre varidveis aleatérias X4 e

Xpo f". Definimos o Coeficiente de correla¢ao (taxa de mistura ) como a volocidade com

Cn(t, ) = /¢(¢Of”)du—/¢du./sodu

para quaisquer dois observaveis 1, o em espacos de func¢oes adequadas.

que (6.1) acontece, isto é,

— 0,

A imposicdo de uma certa regularidade nos observaveis nos dird algo sobre o

comportamento dos coeficientes de correlacao para determinados sistemas.

Definig¢ao 6.3.2. Dizemos que o sistema ( f, 1) tem decaimento exponencial de correlagoes

se existe B > 0, tal que para todo 1, ¢ existe constante C'(1), ¢) tais que:

Cn(1,0) < C(2, p)e™P" para todo n > 1.

A partir dos resultados obtivos no Teorema B e de [14] e [15] uma aplicagdo que
surge naturalmente é o estudo de decaimento de correlagao das medidas parcialmente

hiperbdlicas, respondendo aos seguintes questionamentos

Questao 6.3.3. Quando hd mistura do sistema (f,vs)? E qual a velocidade com que

_ /w(gpof”)d,u—/wdu./god,u’ 0,

para quaisquer dois observdveis 1V, p em espacos de funcoes adequadas.

Cn(1h, )

Questao 6.3.4. Quando o sistema (f, ) tem decaimento exponencial de correlagoes?
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