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Resumo

Nosso objetivo neste trabalho é determinar a existéncia de solucao forte para a se-
guinte equacao diferencial parcial estocastica do tipo hiperbdlica-parabdlica, com ruido
multiplicativo, com dados iniciais nao-nulos e condic¢oes de fronteira nula.

ki(z)u” + ko(x)uw — Au = F(t,u,u') + ki (z)B(t, u,u’)avgt(t) em ),
u =0 sobre X, (1)

u(z,0) = ug(x), ki(z)u'(x,0) = /1 (z)us(z) .

Onde ki, ko € L*®(D), com ky(x) > 0, ko(z) > f > 0e Q =]0,T[xD, ¥ =]0,T[x0D,
T > 0 fixo, com D C IR' aberto limitado com fronteira suave e W é um processo de
Wiener.

Provamos a existéncia utilizando o Método da Contragao e o Teorema do ponto fixo de
Banach. Para isto, encontramos uma solucao para cada €, 0 < € < 1 do seguinte sistema

pertubado

t
kie(z)u? + ko(x)ul — Au, = F(t, ue, ul) + k1(x) B(t, ue,ué)aW—” em ),

ot
ue(z,0) = up(z), kie(x)ul(z,0) = \/kie(z)us(z) .

Em seguida passando de limite quando € — 0 obtemos a soluc¢ao da equagao (1).

(2)

Palavras-Chaves: Equacoes diferencias estocasticas, processos de Wiener, Equacoes

hiperbdlicas-parabdlicas.
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Abstract

The aim of this work is to determine the existence of the strong solution to the fol-
lowingstochastic partial differential equation of the hyperbolic-parabolic type, with mul-

tiplicative noise, non-zero initial data and boundary condition zero:

ki(z)u” 4+ ko(x)u' — Au = F(t,u(t), 2(t)) + ki (x)B(t, u(t), z(t))ama/t(t) em Q,

u =0 sobre X, (3)

u(z,0) = ug(x), ki(z)u(z,0) = \/ ki (x)uy () .

where ki, ks € L>®(D), ki(xz) > 0, ko(z) > 0, Q =]0,T[xD, ¥ =]0,T[x0D, T > 0
fixed and D C IR" is a bounded open with smooth boundary 0D and W is a Wiener

process.

We prove the existence of a solution using the contraction method and Banach’s fixed-
point Theorem. For this, we find the solution existence by solving the following perturbed

problem

oW (1)
o ey

kie(z)u? + ko(x)u, — Aue = F(t, ue, ul) + kic(x) B(t, ue, ul)
ue(x,0) = up(x), kie(z)ul(z,0) = /kie(z)ui (x)emD.

and then we take the limit to get the solution of the problem (3).

Key Words: Stochastic differential equation, Wiener process, hyperbolic-parabolic equa-

tion.
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Introducao

O estudo das equacoes diferenciais parciais estocasticas é de grande importancia tedrica
e tem ampla aplicacoes em diferentes areas de pesquisa. As equacoes diferenciais es-
tocasticas podem ser entendidas como equagoes diferenciais de evolucao acrescidas de
ruidos(pertubagdes). Nosso trabalho tem como objetivo determinar a existéncia e unici-
dade, do seguinte problema estocéstico.

Seja D C R™ um subconjunto aberto limitado com fronteira regular I'. Seja T >
0 um numero real fixo. Definiremos Q = Dx]0,T|[, um cilindro com fronteira lateral
Y = I'x]0,T[. Seja {W(t)}tepo,r) um processo de Wiener cilindrico sobre o espago de
probabilidade completo (2, F, P) com valores em L*(D), (F;)-adaptado e, com operador
de covariancia R tal que trR < co. Sonbre [0, 7] x 2, consideremos a seguinte problema

diferencial estocéstico.

u=0em ), (5)
uw'(0) =0, kiz(t) = hemD,

onde ki, ky € L®(D) e ki(x) >0, kz(x) > 5> 0. A equagao

2u ou ou Ou, OW (t)
o+ hale) 5y = Ault) + F(t,ult), 50 + k() Bt u(t), S

() ot

é denominada hiperbdlica-parabdlica, pois nos pontos onde ki(x) > 0, é uma equagao

hiperbdlica, e nos ponto onde ky(z) = 0 é uma equagao parabdlica. Em (5) tomemos

u - . e
z =1 = —, e reescreveremos (5) na forma de equacgao diferencial estocastica.

ot

du = zdt
ki(x)dz = (—ko(x)z + Au)dt + F(t,u(t), z(t)) dt + ki (z)B(t, u(t), z(t)) dW(t) (6)
u(0) = g, kiz(0)=nh.

A teoria das Integrais Estocésticas e Equacoes Diferencias Estocaticas foi desenvol-
vida por K. ITO a partir de 1942. Esta teoria foi aplicada nas chamadas equacoes de

Kolmogorov para determinar Processos de Markov.



Antes de 1960 o estudos sobre equagoes diferenciais estocésticas e Integrais estocasticas
se restringiam as equagoes diferenciais ordindrias, com ampla apliacacao na area de Fi-
nancas, Fisicas, Biolégicas e na Engenharia. Por exemplo: Turbuléncia de fluxo em fluidos
dinamicos, difusao e ondas em meios aleatorios.

A partir de 1970 os estudos das equacoes diferenciais parciais estocasticas em espacos
de Hilbert, e em espacos de Banach comecaram a se desenvolver sob o nome de equacao
de evolugao estocdsticas. Bachlan [1] provou o Teorema de existéncia de solugao para
equacoes estocasticas parabdlicas ou equagoes de Ito, reformulando-a como uma equacao
integral com auxilio da funcao de Green associada, utilizando os métodos e conceitos
da teoria de semigroupos, cuja solucao no sentido de It6 é chamada de mild solution
[10]. Considerando tal equagao dependendo somente da variavel tempo, a correspondente
solugao é conhecida como solugao forte.

A existencia de solugao forte foi discutida primeiro por Bensoussan e Teman [3] e [4],
Pardoux [27], Krilov e Rozowski [19] e outros. Mild solutions e solugoes fortes ambas sao
solugoes fracas no sentido das equacoes diferenciais parciais. Equacoes diferencias parciais
estocasticas hiperbdlicas descrevem fenomenos fisicos e mecanicos, os mais conhecidos sao
os movimentos de ondas e as vibragoes mecanicas. No decorrer do nosso trabalho, iremos
encontrar as seguntes expressoes: Problema deterministico e problema estocastico. No
problema deterministico vamos olhar o problema com dependéncia temporal, nao levando
em consideracao a dependéncia aleatéria.

O problema (5) foi originado do problema:

2
k1 () gu + ]{72(1‘)@ —Au=f em Q=(0,T)xD
ot? ot
u(0) =g, k12(0) = h.

tendo como base o problema

0*u du
_— _ g =
P) ki(x) 5 + ko () 5 Au+tululff=f em @Q=(0,T)xD

u(0) =g, k12(0) = h.

estudado por Medeiros em [24].

Um grande nimero de trabalhos envolvendo equagoes hiperbdlica-parabdlica sao de-
senvolvidos em dominios cilindricos e poucos destes sao estudados em dominios nao-
cilindricos.

Os problemas lineares, e nao-lineares, para equagoes e sistemas de equagoes em dominios
nao-cilindricos tém sido tratados por diversos autores dentre eles: J.L.Lions [21], que intro-
duziu o método da penalizagao para resolver o problema de exiténcia de solugao. Usando
o mesmo método, utilazado por Medeiros, ver [23], estudou a existéncia de solugao fraca

para o problema misto:

v —Au+ F(u)=0 em Q, (7)
3



sendo F'(s) uma funcdo continua que satisfazem sF'(s) > 0 e () um dominio crescente.
J.Cooper e C.Bardos, ver [9], estudaram a existéncia e unicidade de solugoes para a
equagao (7) introduzindo o termo nao-linear F(u) = |u|*u, (a > 0) e considerando a
fronteira 3 de @) globalmente ”time-like”, e () nao necessariamente crescente.

Em 1970, Strauss, ver [32], estudou o problema (P) com k; = 1, ks = 0 e com a

nao-linearidade considerada em [23], isto é:
v —Au+ F(u)=f em Q. (8)
Podemos destacar, ainda, os trabalhos envolvendo a equacao
ki(z)u"(z,t) + ko(x)u' (2, ) — Au(z,t) = f(z,t) em Q, (9)

sendo ki(z) >0 e ky(x) > 8> 0,Vr € (.

A equagao (9) é denominada hiperbdlica-parabdlica pois nos pontos onde ky(z) > 0 é
uma equagao hiperbdlica, e nos pontos onde ki(x) = 0 é uma equagao parabdlica. Este
tipo de equagao foi estudado por Bensoussan-Lions-Papanicolau, ver [2], considerando
dados iniciais nao-nulos. Medeiros, ver [24], estudou a existéncia de solugoes fracas para
a equagao (9) mas considerando o termo nao-linear |u|?u, p > 0. Vragov, ver [35], estudou
(9) para o caso em que ky, ko dependem de (x,t) € Q x (0,7"), mas com condigoes iniciais
nulas. Lar’kin, ver | estudou (9) com condigbes nao-lineares mais gerais e com ky, ko
dependendo de (z,t) € Q x (0,7T), incluindo também f com fortes restringdes. Em 1988,

D.C.Pereira, ver [28], estudou a existéncia e a unicidade de solugdo para a equagao:
k(. t)u" (2, 1) — Au(z, t) — Au"(z,t) + u(z, t)|"u(z,t) = f(z,t) em Q, (10)

comp>Osen:1,ZeO<p§ﬁsenEB.
Em 1995, Ferreira, ver [13], estudou a existéncia e decaimento exponencial, quando
t — 400, das solugoes fracas do problema misto para a equacao hiperbdlica-parabdlica

nao-linear:
(k1 (z, t)u' (z,1)) + ko(z, )0 (2, t) + A@t)u(z,t) + F(u) = f(z,t) em Q,

sendo F'(s) uma fungao continua que satisfaz sF(s) > 0, Vs € R e {A(t),t > 0} uma
familia de operadores em L(H{(2); H71(f2)), genera- lizando a formulacio original de
(9).

Outros trabalhos também tiveram significativa relevancia na area foram os de: Ferreira-
Pereira [15] e Ferreira-Lar’kin [14].

Organizacao da tese: Este trabalho estd organizado da seguinte maneira;

No capitulo 1 abordamos: Os espagos funcionais; as defini¢oes e resultados do célculo
estocastico e alguns resultados do calculo diferencial necessarios para determinar a existéncia

de solugoes para equagoes diferenciais parciais do tipo hiperbdlico-parabdlico, adaptados



as equacoes diferenciais parciais estocasticas do tipo hiperbdlica-parabdlica.
Capitulo 2: Aqui estudamos a existéncia de solucao para versao linear do problema

(6) com ruido aditivo.

u(t) = g—i—/otz(s)ds

t (11)
ki(z)z(t) = h+ / (Au(s) — ko(z) 2(t) + f(s)) ds + ki (z) M(t)
0
para todo t € [0,7], quasesempre w € ), onde M(t) é um martingale em L?*(D) com
M (0) = 0. Como em Medeiros [24], a existéncia de solugao do sistema (11), é consequéncia

da solucao do seguinte problema pertubado

uc(t) = g+/0tze(s)ds

t (12)
Fe(0)n() = ht / (Aug(s) — k() 2o(8) + F(5)) ds + re(x) M(1)

para €,0 < € < 1, com ki(x) = k1(x) + €. Em seguida resolveremos o sistema aproximado

Uem(t) = g—i—/otzem(s)ds

‘ (13)
kie(z)zem(t) = h —l—/o (Ater (s) — ko (2) 2em(t) + f(5)) ds + kye(x) M™(t)

que nos dard uma sequéncia de solucoes aproximadas, posteriormente, mediante estima-
tivas a priori, mostraremos que essa sequéncia converge, numa topologia adequada, para
solugao do sistema (12), de modo andlogo passando o limite quando € — 0 encontramos
a solugao do sistema (11)

Capitulo 3: Neste capitulo estudamos a existéncia de solugao do problema (5) na versao
nao linear com ruido multiplicativo e com coeficientes Lipschitz e outras adequadas. Aqui
adequamos a técnica usada na capitulo 2.

Apendices: No apéndice A abordaremos sobre o espaco de Banach Er.

No apéndice B enunciaremos a definicao de integral de Bochner e suas pro-

priedades.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentaremos algumas notacoes, definigoes e resultados do célculo es-
tocastico e alguns resultados importantes de EDP que serao utilizados no decorrer deste
trabalho. Aos resultados anunciados, daremos as referéncias onde encontram-se as res-
pectivas demontracoes. Nas segoes e capitulos seguintes, uma propriedade dos espacos de
Sobolev que sera usada constantemente é a imersao continua e compacta destes espacos
nos LP(D). No que segue, os simbolos <, e < representarao imersao continua e com-

pacta respectivamente.

1.1 Notacoes

Nesta secao faremos algumas consideracoes sobre os espagos funcionais, assim com
seus produtos internos e normas respectivamente. Aqui estaremos usando as defini¢oes
e notagoes usuais da literatura, por exemplo, podemos consultar Brezis [6], Evans [11],
Lions [21], e outros.

Seja D um subconjunto aberto limitado do IR e p um ndmero real, 1 < p < oo,
denotaremos por LP(D) o espaco de Banach das (classes de ) de fungoes reais u definidas

em D que sdao mensuraveis a Lebesgue e tais que |ul? é integravel, equipado com a norma

lallzoo = ( /D ()P da) /P

Quando p = 2 temos que L*(D) é um espago de Hilbert. Denotaremos o produto

interno e a norma deste espago, e respectivamente, por (.), |.|, isto é,

(u,v) = /Du(x)v(x) dz, Vu,v € L*(D)
lu|* = (u,u), Vu € L*(D)

(1.1)

No caso p = oo, denotaremos por L®(D) o espago de Banach das (classes de ) de

funcoes reais u definidas em D que sao mensuraveis a Lebesgue e essencialmente limitadas



em D, equipado com a norma

[l oo (D) = sup-ess, ¢ plu(z)| (1.2)

Representaremos por D(D) o espaco das fungoes testes em D, isto é, o espago das
funcoes u : D — IR que sao infinitamente diferenciaveis e possuem suporte compacto em
D, e D'(D) representa o espago das distribuigdes sobre D.

Denotaremos por H™ (D), m inteiro nao negativo, o espago de Sobolev de ordem m,
isto é, o espaco vetorial das funcoes u de L?(D) que possuem derivadas, no sentido das
distribuigoes sobre D, até a ordm m pertencentes a L?(D). H™(D) é o espago de Hilbert

equipado com o produro interno

((u,v)) gm(py = Z /DDauD""U dx, Yu,v € H™(D), (1.3)

la<m

com norma induzida por este produto interno dada por

[l = 3 /DyDau@Q(D)d:c, Vu, € H™(D). (1.4)

laj<m

Por HJ'(D) representaremos o feicho de D(D) em H™(D). Denotaremos por H~ "™ o
dual topolégico de HJ*(D).
Sendo D um aberto limitado do IR', entao decorre da desiguladade de Poincaré-

Friedrich, (ver [25]) que em H}(D) a norma induzida por H*(D) é equivalente a

" ou
2 2 2
= |V = E - 1.

Denotaremos por ((,)) e ||.]| o produto interno e norma de Hg(D) respectivamente
induzido produto interno e norma de H~1(D).
Identificando L?*(D) com seu dual topoldgico, segue pelo Teorema da Representagao

de Riesz, a seguinte cadeia de imersoes continuas e densas
D(D) — H*(D) < L*(D) — H™(D) < D'(D).

Lema 1.1.1. (Desigualdade de Poincaré) Seja D C R™ um aberto limitado em alguma

direcdo. Se u € H}(D), entao existe uma constante C' > 0 tal que
2 2
|U|L2(D) <C |VU|L2(D) :

Observacao 1.1.1. Utilizando desigualdade de Poincaré podemos concluir que em H{ (D),

as normas ||ul| ;1 py € [Vulp2(p) sdo equivalentes.

Dados um espago de Banach X e um nimero real 7' > 0, denotaremos por L?(0,7; X), 1

p < 00, 0 espaco de Banach das (classes de) fungoes a valores vetoriais u :]0; T[— X, for-

7
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temente mensurdveis a Lebesgue e tais que a aplicagao t — [Ju(t)||x pertence LP(]0,T7),

e munido com a norma .
o = ([ ute))
0

Por L>(0,T; X) represetaremos o espago de Banach das (classes de) fungoes u :]0, T'[—
X fortemete mensuraveis e tais que a aplicacdo t — ||u(t)||x é essencialmente limitada

em ]0, T'[, equipado com a norma

HUHLOO(O,T;X) = sup €330<t<THU(t> ||X

O espago LP(0,7; X) com 1 < p < ocoe X, é um espaco reflexivo. Tem-se [LP(0,7T; X)] =
LP(0,T; X"), onde % + z% = 1 e X’ o dual topoldgico de X, p' o conjugado de p. Temos
também que [L*(0,7T; X)]' = L>=(0,T; X') é um espago de Banach reflexivo e separavel.

1.2 Definicoes

Nesta secao daremos algumas defini¢oes que auxiliam no célculo estocastico, vejamos

por exemplo: Evans [12], Ikeda, Watanabe [17], Prévot, and Rockner [29] e outros.

Definicao 1.2.1. Seja Q # () um conjunto. Seja F uma colecao de subconjuntos de Q.

Dizemos que F é uma algebra em €2 se:
i) QeF
(ii) Se A € F entdo A€ F

(iii) Se Ay, Ay, ..., A, € Fentio | J € F

i=1

Definicao 1.2.2. Dizemos que a algebra F em () é uma o-algebra em €2 se dada uma,
{A;}2, com A; € F entdo

GAZ-E&V, 1 €N
=1

Defini¢do 1.2.3. Uma medida de probablidade (ou simplesmente probabilidade) é uma
medida P com P(Q2) = 1.

Definicao 1.2.4. Seja (€2, F) um espago mensuravel, dizemos que a tripla (Q, F,P) é um
espaco medida, ou espaco de probabilidades, onde [P é a medida de probalidade sobre &. O
espago de probabilidade (2, F, P) é dito completo ,se para A € F, P(A)=0 e BCA
implica que B € &.

Observacgao 1.2.1. Aqui iremos supor que o espaco de probabilidade com os quais vamos

trabalhar sao completos.



LEMMA DE BOREL-CANTELLI:

Defini¢cao 1.2.5. Seja (2, F,P) um espago de probabilidades e sejam Ay, ..., A,, .... even-
tos sobre (2, F,P). O evento

[o.9] o0
ﬂ U Ay ={w € Qw pertece a um numero infinito de A, },

n=1m=n
¢ chamado de ”A,” ”infinitely often”, denotado por ”A! s i.0.”.

Lema 1.2.1. (BOREL-CANTELLI):

(a) Se ZIP’(An) < 00, entao P(A, i.0.) =0.
n=1

(b) Se a familia de eventos {A,} _ ¢ independente e ZIP’(AH) = oo entao P(A4,) = 1.

n=1

A demontracao pode ser vista em [12] pg.19

Defini¢do 1.2.6. Seja (2, F,P) um espago de a probabilidade e S um espaco de Banach
separavel. A aplicagao X : (Q, F,P) — (5, B(S5)) é chamado elemento aleatdrio ou varidvel
aleatoria mensuravel, se para cada B € B, onde B = B(S) é o-dlgebra de Borel de S,

tivermos X~!(B) € F ou equivalentemente dizemos que X é F/B-mensuravel.

Observagdo 1.2.2. Um elemento aleatério (ou variavel aleatéria) X : (Q, F,P) — (S, B)
induz uma medida de probabilidade Px em (S, B) dada por Px(B) = P(X~!(B)), BeB

Definicao 1.2.7. Seja X : Q) — S uma variavel aleatéria. Entao
o(X) := {X7!(B)|B € B}

¢ a o-algebra gerada por X.

Observagado 1.2.3. Se G é uma o-dlgebra em F tal que X é §/B-mensurdvel, temos que

o(X) C G. Isto é o(X) é a menor o-algebra que torna X, o(X)/B-mensuravel.

Para definir a integral de Bochner utilizaremos a definicao em C. PREVOT, and M.
ROCKNER [29]. Como na literatura, vamos definir, primeiro, a Integral de Bochner sobre

o espaco das funcoes simples.

Defini¢cao 1.2.8. Uma varidvel aleatéria X sobre um espago de probabilidade (2, F, P) e

chamada variavel aleatéria simples se

X=> Xils,(w)
k=1



onde Ay, Ay, .. Ay €F, | JAr=0Qe

k=1

1, we A,
I = 1.6
@) {O, oo (1.6)

Definicao 1.2.9. Seja X uma variavel aleatoria definida sobre um espaco de probabili-
dade (Q, F,P) com valores no espago de Hilbert H. Duas varidveis aleatérias X e Y sao

identificaveis se Plw; X(w) # Y(w)] = 0. X é chamada integréavel se
| 1)) < oo
Q
Dizemos que X é p-integravel se

/Q IX(@)|PP(dw) < 00, (p > 0)

Denotamos por LP(§2,F,P) a colecao (classes de) variaveis aleatérias p-integraveis e

sobre LP(§, F,P) definiremos a norma

XN, = ( / IX(@)[B(dw)) ', p>1

IXlo = esssup|X(w)], p=oc

(1.7)

Seja (X, ||||) um espacgo de Banach, B(X) a o-algebra de Borel de X e (2,F, u) um

espago mensuravel com medida finita u. Seja f uma fungao simples. Designaremos por

E={f: Q= X|f=) zls, 2, €X A, €F1<k<nneck}
k=1

O conjunto das fungoes simples definidas em €2 com valores em X, e definiremos a semi-

norma || || sobre o espago vetorial E por

H HEZ/HfHdu, fek

Definicao 1.2.10. Dado f € E, a integral de Bochner de f é definida por

/ fdp =" wpu(Ay).

Uma funcao mensuravel f : 2 — X é Bochner integravel se existe uma sequéncia de

funcgoes simples f,, € E tal que

i [ 1 = fullx di =
n o Q

10



Assim a integral de Bochner é definida por

/fduz lim /fndu

Definicao 1.2.11. Seja X uma variavel aleatoria F-mensuravel, Bochner integravel. Cha-

maremos

E(X) = /Q XdP

o valor esperado (ou esperanga ou valor médio) de X e
VD) = [ 1% - B
Q

a variancia de X.

A seguir enumeremos as propriedades inerentes a espearancga condicional de uma

varidvel aleatdria.

(i) E(aX+bY|9) = aE(X|G) + bE(Y|G) quase sempre, a,b € R
(ii) Se X > 0 quase sempre, entao E(X|9).

(iii) E(I|G) = 1 quase sempre.

(iv) Se X é G-mensuravel, entao E(X|9) = X quase sempre, em geral, se XY é integravel
e X é G-mensuravel E(XY|G) = XE(Y|9) quase sempre.

(v) Se G é uma sub o-dlgebra de F, entao E(E(X|F)|9) = E(X|G) quase sempre.
(vi) Se X,, = X em £1(Q), entao E(X,|G) — E(X|G) em £,(Q).

(vii) (Desigualdade de Jensen) Se ¢ : R — IR é convexa e ¥(X) é integravel entao
P(E(X]9)) < E(¢(X)]9) quase sempre.

Definicao 1.2.12. Seja S um espaco de Banach real Separavel e seja (2, F, P) um espago
de probabilidade. Seja X uma variavel aleatoria F-mensuravel, Bochner integravel. Seja G
uma o-algebra contida em F. Entao existe uma tnica aplicacao, a menos de um conjunto
de probabilidade nula, Z : €2 — S Bochner integravel, mensuravel com respeito a G tal

que
/XdP:/Zd]P’, para todo A€ G.
A A

Z é denotado por E(X|G) e é chamado de esperanga condicional de X. Além disso
IEX|9)] < E(IX][S)

Definicao 1.2.13. (i) Uma colegao {X(¢);t > 0} de varidveis aleatérias é chamada de

processos estocasticos

11



(ii) Para cada ponto w € €, a aplicacao t — X(¢,w) é denominado o caminho aleatério

correspondente

Defini¢ao 1.2.14. Seja (2,F,P) um espaco de probabilidades e {F;}+>9 uma familia

crescentes de sub o-algebras de &, isto é,
F,CF, para 0<t<s
{F:}1>0 € continua a direita se

Frro = ﬂfﬂ+e =%

e>0

Defini¢ao 1.2.15. Uma o-algebra By de subconjuntos de [0, 00[x2, gerada pelos con-
juntos da forma {0} x By e (s,t] x B para 0 < s <t < T, By € Fy, B € F, é chamada
de o-algebra prediziveis e seus elementos sao chamados de conjuntos prediziveis. Um

processo X(t) que é Br-mensuravel é dito processo prédizivel.

Observacgdo 1.2.4. No que segue sempre iremos supor que a familia {F;};+>¢ ¢ continua

a direita, tal familia {JF; };>0 é chamada uma familia de referéncia ou filtracao.

Defini¢ao 1.2.16. Um processo X = (X(¢))>o ¢ chamado adaptado a filtracao {F;}i>0
(também dizemos F;-adaptado) se X(t) é F-mensurdvel para cada t.

1.3 Integral Estocastica em Espacos de Hilbert

Nesta secao utilizaremos as definigao em P.L. CHOW [7].
Sejam K, H dois espagos de Hilbert Separaveis com produto interno (.)g, (.)g €
normas (.)}(/2, ()}f respectivamente. Suponhamos R : K — H um operador linear.

Conceberemos as seguintes classes de operadores:

(1) L(K, H): a classe de operadores lineares limitados R : K — H munido da norma

[Rlle = sup |[Rull

ueK,||ul|<1

(2)
Defini¢cao 1.3.1. (Operador Hilbet-Schmidt). Seja {¢x, k¥ € N} uma base ortonor-
mal do espago de Hilbert K. Um operador R € L(K, H) é chamado Hilbert-Schmidt
se

keN
12



Denotaremos por Lo(K, H) a classe dos operadores Hilbert-Schimdt.
A norma de R é definida por

IRlc, = O IR o)z
keN

A definicao de um operador Hilbert-Schmidt e sua norma sao independentes da
escolha da base. Além disso o espaco Lo(K, H) de todos os operadores Hilbert-

Schmidt de K em H munido com o produto interno
(R.S)g, =D (RS o)
keN
¢ um espaco de Hilbert separavel.

A demonstracao podemos encontrar em [18] proposicao B.7 pdginas 155 — 156

(3) Denotaremos por £1(K, H) a classe dos operadores lineares classe trago munido da

norma

IR|le, = TrR =) (Réx, éx)
k=1

onde R = (R*R)Y2 ¢ R* expressa o operador adjunto de R

As inclusoes sao evidentes

L1(K,H) C Ly(K, H) C L(K, H)

Se K = H representaremos £;(H, H) por £;(H) onde j = 0,1,2 e Lo(H) = L(H).
Denotaremos por £ a classe dos operadores auto-adjuntos classe traco, isto é £; = {5 €

Li(H); S = 5"}

Observagao 1.3.1. . Se R € L(K) é simétrico, ndo negativo entdao existe um tnico
elemento R2 € £(K) simétrico ndo negativo tal que R2 o R2 = R.
Se, Tr R < oo temos que Rz € Ly(K) onde ||R%||%2 —TrRe SoR:e LyK,H)
para todo S € L(K, H).

A prova encontrar-se em [30] pg 179.

. Consideremos o espago K = R2(K) munido do produto interno
(9:h) = (R3g, R3R)
K

g,h € Kg, onde R 2éo0 pseudo inverso de R? 1o caso em que R nao é injetor. Pela

proposigao C.0.3(7) em [29] o espaco (Kg. (.)p) ¢ um espaco de Hilbert separavel. O

espaco de Hilbert Separdvel Lo(K R, H) é chamado de LE. Da proposicao C.0.3(ii)
13



em [29] {R? gy, k € N} é uma base ortonormal de (K, {, Yr) se {gk, k € N} é uma
base ortonormal de (Ker R%)L. Esta base pode ser complementada a base de K

pelos elementos de K erRz. Desse modo obtemos que
[Sllcr =S50 Rz||;, paracada S € LF.

Defina L(K, H) g := {T|x,|T € L(K,H)}. J& que R? € L5(K) entdo L(K,H)p C
ol

1.3.1 Martingales

Defini¢do 1.3.2. Seja M(t),t € [0,T], um processo estocastico F;-adaptado a filtragao
F; definido em €2 com valores em H tal que E(||M(¢)|]) = E(||M (t)||x) < co. M(t) é dito

um martingale com valores em H se
E(M(t)|Fs) = M(s) quase sempre Vt e [0,7] com s <Ht.

Um martingale M(t) é dito continuo, quase sempre w € 2, se a aplicacdo (caminho
aleatério) ¢ — M (t,w) é continua para cada w € 2 fixo. Se E(M(t)|Fs) > M(s),quase

sempre w € ), para todo t € [0,7] com s < t, diremos que M (t) é um submartingale.

Proposi¢ao 1.3.1. Se M (t) ¢ um um martingale, entdo a norma || M (t)|| é um submar-

tingale

Demonstracao. A prova podemos encontrar em C. PREVOT, and M. ROCKNER [29]
pag. 20, prop. 2.2.6 O

Seja M (t) um martingale continuo a direita. Dizemos que que M (t) é um martingale
quadrado integrdvel se E(||M (¢)||*) < oo paratodot > 0. Se M(0) =0 g.s., e escrevemos
M € M2, Para qualquer M € M?(ou M € M?*, se M é também continua). ||[M(t)|| ¢ um

submartingale,

Agora vamos definir o processo de variagao quadratica para M € M2(H) onde H ¢é

um espagco de Hilbert separavel.

Definicao 1.3.3. Seja (2,F,P) e dada uma filtracdo {F;}+>0. Uma varidvel aleatéria
7 : 0 — [0, 00] é chamado um stopping time, com respeito a {JF;}:>¢, se para cada t > 0,
{w,0(2) <t} € F. Seja M(t),t € [0,7] um martingale com valor em H. M(t) é dito
um martingale local, se existe uma sequéncia de stopping times {7,} com 7, T T quase
sempre tal que M (t A7,) € M?(H), para cada n. Onde ¢t A 7, = min{¢, 7,,}. Denotaremos

por M2 (H) a classe dos martingales locais quadrado integraveis.

Se M (t) € M?(H) entdo existe um tnico processo de variagio quadratica (M),, cres-

cente, adaptado, comegando de 0 tal que ||M(t)||F; — (M),, t € [0,7] é um martingale
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continuo. Se M, N € M2(H), definiremos o processo covariancia de M e N por:
1
(M, N), = 7 ((M(2) + N(#)), — (M(t) = N()), (1.8)

Em particular definiremos o processo de covariancia de M (t) como sendo o operador [M];,

continuo, adaptado, com valores no espaco £1(H), tal que para todo g,h € H,

(M), 9)u, (M(t), h)m)y = ([M]eg,h)u.

Se [M]; tem uma densidade R, tal que

[M]; = /Ot R ds (1.9)

entao R; é chamado de operador de covariancia local ou operador caracteristico local.

Lema 1.3.1. Seja M (t) um martingale continuo, quadrado integréavel em H com M (0) =0

e operador de covaridncia R, € £ 1(H). Entao
E(||M(1)|*) = E(Tr[M);) = E(TrR,) (1.10)

Demonstragao. Ver Chow [7] pagina 141 O

Denotaremos por M%(H) a classe dos martingales M(t),t € [0,7] quase sempre,

continuos tais que:
(i) M(0) =0
(i) sup E(|M (1)) < oo.

Em Metivier [26](Apud Pardux [27] pg. 5), a condi¢ao (ii) acima implica a existéncia de
uma varidvel aleatéria M(T) € L*(Q; H) tal que M(t) — M(T) em L*(Q; H) quando
t4T.

Lema 1.1. Se M € M2 _(H), e se T € um stopping time tal que:

loc

E( sup [[M(t)|) < oo, (1.11)

t<r t<T
entao My, — M(7) em L' (S H) quando t — T e M(t A T)iepo) € um martingale.

mais informagoes vejamos Pardoux [27] pdgina 6.

Seja M(t) € M%4(H), Entdo a seguinte desigualdade é verdadeira,

E{ sup M} = E(Tr[M]r)"/? (1.12)
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Lema 1.3.2. Desigualdades de Doob: Seja M(t), t € [0,7] um martingale continuo,

LP-integravel com valores em H. Entao as seguintes desigualdades sao verdadeiras.

P(sup [M(0)]n >N < GEIMD), p>1 A>0 (1.13)
E( sup [ M(1)]ln) < 3E(Tr{M]r)"? p=1. (114)
B(sup [M(1)l) < 3 PEIMD)I). p> 1. (1.15)

Demonstragao. A prova das desigualdades: (1.13) e (1.15) encontramos, em [33] pg
21(Apud Chow [7] pg. 142); (1.14) encontramos em ([27] pg 6) e também (1.15) e encon-
tramos em ([18] pg 19). O

1.3.2 Movimento Brownianno

Definicao 1.3.4. (Filtracdo Normal) Uma filtragdo F;,t € [0, 7] sobre um espago de
probabilidade (2, F,P) é chamada de normal se:

e Jy contém todos os elementos A € F com P(A) =0 e

o J,=TJ, = m Fs para todo t € [0,T], isto é, uma filtragdo continua a direita.
s>t

Defini¢do 1.3.5. Um processo estocdstico X (¢) em um espaco de Hilbert K é dito um
processo Gaussiano com valores em K se para qualquer g € K, (X(t),g) é um processo
Gaussiano com valores em IR Seja R € zl(K ). Um processo de Wiener em K com
operador covariancia R, ou um R-Processo de Wiener {W(t),t > 0}, é um processo
Gaussiano, com valores em K, centralizado, continuo com W (0) = 0 tal que incrementos

independentes e a covariancia
E(W(t),g)(W(s),h) = (t A s)(Rg,h). para qualquer s,t€[0,00),9,h € K (1.16)

Observacao 1.3.2. W(t) é um martingale quadrado integravel, continuo F;-adaptado

em K com operador covariancia local R; = R quase sempre Vt > 0.

Teorema 1.3.1. (Representacao do processo R-Wiener). Seja {ex, & € N}, um base
ortonormal de K consistindo de autofuncoes do operador covariancia clase traco R com
correspondentes autovalores \,, k& € N tal que Re, = Xep, b = 1,2,... Entao um R-

processo de Wiener W (t), t € [0,T], tem a seguinte representagao em série

W(t) =Y VAbe(t)er, te[0,T], (1.17)
keN

onde b(t),k € N, Ay > 0, sdo movimentos Brownianos independentes, distribuidos com

valores reais dados por S (t) = \/T<W(t)’ ex). Além disso a série converge uniformemente
k

sobre qualquer intervalo finito [0, 7] com probabilidade 1
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Demonstragao. Para a prova vejamos [7] pg. 143-144. O

Foi considerado até o processo R-Wiener W (t) com um operador covariancia classe
traco. E também de interesse considerar o processo de Wiener cilindrico B(t) em K.
Formalmente B(t) = R~'/2W(t) que tem como covariancia o operador I, operador identi-
dade. Na verdade, faz sentido considerar B(t) como um processo de Wiener generalizado
com valores no espago dual K onde K denota o completamento de RY?K com respeito
a norma ||.||z = |[[RY2.||. Desde que a inclusdo i : K < K} é um espaco de Hilbert-
Schmidt, a tripla (i, K, Kg) forma um espago denominado espago de Wiener abstrato
(ver [20] pg 63(Apud Chow [7] pg 144)). O processo de Wiener cilindrico B(t) pode
ser definido commo um processo de Wiener em K7, Seja K, H dois espagos de Hilbert
separdveis em W (t), t > 0 um R-processo de Wiener em K definido em espago de proba-
bilidade completo (©2, F,P) com uma filtragao Fy, t > 0 de sub-o-algebra crescente de F.
Nosso objetivo é definir a integral estocastica com respeito ao processo de Wiener W(t),

seja K o subespagco de Hilbert de K com norma ||.||z e o produto interno
— 1
(9. h)r = (R™'2g, R7Ph)ie = ) | (g el (hex)ic, 9. h € K. (1.18)
k
k=1

Denotemos por £ o espaco Lo(K g, H) de operadores Hilbert-Schimdt. Munido da norma
ISllr = ((S.9)5* = [Tr(SRS™)]'/* (1.19)

induzida do produto interno ((F,G))g = [Tr(GRF*)]"/? para qualquer F,G € L.
Mais detalhes veja [7] pg. 145 secao 6.3.

Seja ®(t,w) € LI para t € [0,T], um processo F-adaptado com valores em LI tal

que
T
B [ o)) < o0 (1.20)
0
Definiremos uma integral estocastica com valores em H da forma
T
(®.W) = / O(s)dW (s), (1.21)
0
Em seguida definiremos
T T
(W), = / Loq(s)®(s) dW (s) = / O(s)dW(s), t<T (1.22)
0 0

onde I 4 (.) denota a fungao indicadora do conjunto [0, ¢] Definiremos um operador simples

da forma

O"(s) =Y Ty ) (5)Pir, (1.23)
k=1
onde m = {tg,t1, ..., tp, oy tn}, com 0 = tg < t; < ... <ty < .. <t, =T, éuma partigdo
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de [0,T], e ®; é um F;, -adaptado operador aleatério em LE tal que
E||®*||% = ETr(®, R®}) < oo, (1.24)
para k=0,1,2,...,n.

Denotamos por Sy (Kg, H) o conjunto de todos os operadores simples da forma (1.23),
para ® € Sp(Kg, H), definimos

t n
(D.W), = / O(s)dW (s) = Y Ppy(Wy — Wi, 1), (1.25)
0 k=1
e neste caso, definimos a integral estocéstica (1.22) diretamente como
t n
(®.7), = / D(s) AW (5) = 3 By 1 (Wingy — Wing, 1), (1.26)
0 k=1

Lema 1.3.3. Para ® € Sp(Kg, H), X(t) = (&, W); é um martingale continuo quadrado

integravel com valores em H tal que, para todo g,h € H os que seguem sao satisfeitas

E(X(t),9) =0
ths (1.27)
BX(0),9)(X(0.1) = [ (Qug.h)dr
0
e
E|X(®)|?=E [, TrQ, dr (1.28)
onde (.) = (g e Q¢ = (PRP*), com * denotando o adjunto.
Demonstracao. ver Chow [7] pg.146. O

Para extender o integrando a um operador aleatério mais geral em L¥. Um processo
®(t) com valores em LI ¢ dito operador prédizivel se a aplicagao @ : [0,T] x Q — LI ¢
Br-mensurdvel. Definiremos Pr o espago dos operadores prediziveis em L% munido da

norma

|®|p, = {E/O Tr[®(t)RD(t)*] /2 dt. (1.29)

Em particular conhecendo " € Pr. O seguinte lema ¢é excencial na extensao de um

integrando simples a um operador predizivel.

Lema 1.3.4. O conjunto Pr é um espago de Hilbert separdvel sob a norma (1.29) e o

conjunto St(Kg, H) dos operadores prediziveis simples é denso em Pr.
Demonstracao. pode ser encontrada em [10] pg 9. 0

Em vista ao lema (1.3.4) e (1.29), para " € Sp(Kg, H), Tomemos X™(T') = (", W).

18



Entao temos

E||X"™(1)|1% :E/O Tr[(I)”(t)R(I)”(t)*]dt:E/o D™ (1)]|% dt. (1.30)

Para ® € Py satisfazendo
T
IE/ Tr(®(t)RP(t)"|dt < oo, (1.31)
0

pelo lema (1.3.4), existe ®" € Sp(Kg, H) tal que ||®" — ®||p,, — 0 quando n — oo.
A equagao (1.30) mostra que a integral estocastica é uma transformagao isométrica de
St(Kg, H) C Pz no espago M2 dos martingales com valores em H. Definiremos a integral
de It6 de ® como o limite

T

(®.) = /0 () am(s) = tm [ @"(s) W (s) (1.32)

n—o0 0

em M2 e entao definiremos

T ¢
(®.17), / I ®(s) AW (s) = / B(s) dVV (s) (1.33)
0 0
que é um martingale continuo com valores em H.
Observacdo 1.3.3. (1) Na verdade, a integral de It6 (1.32) pode ser definida como li-

mite de uma sequéncia de integrais com operadores prediziveis simples sob a condicao
fraca [10]

]P{/OT Tr(®(t) RO*(t)) dt < 0o} = 1

Neste caso a convergéncia em (1.32) é uniforme em t € [0, 7] com probabilidade 1, e

X (t) um martingale local continuo em H

(2) Tal como no caso especial, para ®(t) : H — IR, escreveremos

(®.97), = /O (@(s), dW(s)). (1.34)

Coomo no caso de operadores simples Lema (1.3.3), a integral de It6 definida acima

satisfaz as mesmas propriedades.

Teorema 1.3.2. Para ® € P, a integral estocastica X (t) = ($.W (¢)) definida em (1.33),
0 <t < T, éum martingale continuo quadrado integravel com valores em H e com

operador covariacao

[(®.W)]; = /Ot(<1>R<I>*) ds (1.35)
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e tem as seguintes propriedades

E(X(t),9) =0
t (1.36)
BX(0).)(X(0.1) = E [ (@()RS(r)"g. ) dr.
para qualquer g,h € H. Em particular,
B X (1)|2 = E/Ot Tr{®(r)RO(r)"] dr (1.37)

Demonstragao. A ideia da prova proposta por Chow pg 149 aplica os lemas (1.3.3) e

(1.3.4) via aproximagoes de uma sequéncia de operadores prediziveis simples. O

Também podemos definir uma integral estocdstica com respeito a um martingale
continuo em K. Por exemplo, se f(t) € H é um processo limitado e predizivel sobre

[0, 77, similar a (1.34), podemos definir (f.X); como a integral

(f-X)t:/O (f(S),dX(S))Z/O (f(s), @(s) dW (s)).

Em seguida, seguindo o mesmo procedimento na integral de Itd, podemos verificar o

seguinte lema.

Lema 1.3.5. Sejam f(t), g(t) qualquer processo com valores em Hque sao limitados e

prediziveis sobre [0, T]. Entao o que segue é vélido

]E(fX)t = 07
t ) (1.38)
B/ X)(9-X) =B [ (@()RO() F(5),9(s)) ds.
0
Mais detalhes veja Chow [7] pg 149
Teorema 1.3.3. Seja F(t,s) € L(H) limitado e continuo com s,t € [0, 7] tal que
sup |[||F(t,s)||z < o0. (1.39)

$,6€[0,T]
¢
Entao a integral estocdstica evolucional Y (t) = / F(t,s) ®(s)dW(s) tem uma versao
0
continua que é um processo F;-adaptado em H tal que E(Y(¢)) =0 e

E(Y(t),Y(s)) = /0 MS Tr[F(t,r)®(r)RO(r) F(s,r)"] dr. (1.40)

Mais detalhes encontran-se em Chow [7] pg 150.
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1.3.3 Férmula de Ito

A seguir vamos utilizar as notagoes usadas por Pardoux em [27] na definigao da férmula
de Ito Seja X um espaco de Banach, H e K dois espacos de Hilbert separaveis. Seja @ :
X x H — K uma aplicagao que possui derivadas parciais para todo ponto (g, h) € X x H.
denotaremos por ®1  ®% @92 onde PO(g,h) € L(X x K), D% (g,h) €
LHxK) e ®%(g,h) e L(H x H,K) é uma aplicagao bilinear continua.

Teorema 1.3.4. Para cada ponto (g, h) € ExH, ®: Ex H — K que satisfaz as seguintes
propriedades;

(1) @, d19 @91 e @92 530 continuas em cada em cada subconjuntos limitados de H x H

(2) @, &9 @9 s30 limitadas e uniformente continuas em subconjuntos limitados de

Hx H

(3) Para qualquer f € K’ e qualquer R € £,(H'x H) a aplicacao (g, h) — (', ®%?(g,h)R)
¢ continua de X x H em IR

Seja V(t) um processo adaptado, continuo e com variagao limitada com valores em X e

M e M2 (H), entao:

AV O.MB) = oV / SO M)AV + [ 6V (). M) aM ()

/ P2V yd (M)),
(1.41)

Para mais detalhes veja Pardoux em [27] pdgina 20. O resultado seguinte garante a

formula de Ito para o produto interno.

Observacao 1.3.4. Para todo (g,h) € H x H, $"*(g,h), $*°(g, h) se identificam com
elementos de H. ¢%%(g,h), é uma forma bilinear simétrica em H, se identifica a um ele-
mento auto-adjunto de £L(H). A forma bilinear continua sobre £,(H) que define ¢°?(g, h),

Teorema (1.3.4), se escreve:
R — Tr[¢"*(g,h) o R].

A relagao (1.41) se escreve na forma:

SV (e, M) = o(V(0), M(0)) + / (6Y(V(s), M(s)),dV (s)) + / (1 (V(s), M(s)), dM(s))

(s
Iy / "2 (V(s), M(s)) d ((M)),.
(1.42)

Os dois seguintes resultados seram muito importante para encontrar a equagao de

energia estudada no proximo capitulo.

Lema 1.3.6. Seja M € M2 (0, T; H) satisfazendo a seguinte propriedade M € L°(Q; L?(0,T; H)).
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Seja u um processo mensuravel com valores em H, tal que

uwe C0,T; H)a.s

& e LY (0,T;V") + L0, T; H), 1 43 =1

Entao Vi € [0, 7]

du

(u(t), M(1)) =2 / (u(s), dM(s)) + 2 / (M(s), 5 (s)) ds.

Demonstragao. Ver Pardoux [27] pagina 43.

Seja u(t) um processo adaptado com valores em V

(0.1) u(t) € L°(Q2; LP(0,T;V)).

(0.2) u(®) :u0+/0 o(s) ds + M(2).
(0.3) ug € Lo(%; Fo, P; H)).
(0.4) v € L°(; LY(0,T; H)) + L°(Q; LY (0, T; V).

(0.5) M € M2,(0,T; H).

loc

(1.43)

Onde a notacao L°(§2; LP(0,T;V)) denota o espago vetorial dos (classes de) processos a

valores em LP(0,7,V). Para maiores informagoes veja Pardoux [27] paginas 15 a 17.

Lema 1.3.7. Seja V um espago de Banach, a tripla (V, V', p) é tal que existe um operador

A(t,.) : V — V' uma familia de operadores que satisfazem as seguintes propriedades:

A1l. A é hemicontinua de V' em V' quase sempre, isto é, a aplicagao A — (A(u + Av), w)

é continua de Rem IR para todo u,v,w € V

A2. A(t,.) é limitado: Existe [ tal que:
[A(t, w)llv: < Bllull”, Yu € V

quase sempre

A3. A(t,.) é coersiva: existe a > 0 tal que:
(A(t,u),u) > of|ul]P, Yu e V
A4. A(t,u) é monoténo:
(A(t,u) — A(t,v),u —v) >0,Vu eV

quase sempre
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A5. Yu € V, a aplicagdo t — A(t,u) é Lebesgue-mensuravel com valores em V'

Consideremos (A1)-(A5), entao sob as hipé6teses (0.1)-(0.5) e suponhamos que o martin-
gale local M € M2 (0, T; H) satisfazendo a seguinte propriedade M € L°(Q; L?(0,T; H)).

loc
Entao

ue C0,T;H)
t ' (1.45)
()2 = Juo| +2/ (o(s), u(s)) ds+2/ u(s), dM(s)) + Tr [M],
0 0
Demonstracao. Veja [27] pagina 58. ]

Sejam K e H espacos de Hilbert separaveis reais, e seja W; um )-processo de Wiener
com valores em K sobre o espago de probabilidade com completo (Q2, F, P) com filtragao

normal {JF;}1<r em H.

1.4 Resultados Importantes

A seguir enunciaremos alguns resultados que serao utilizados posteriormente.
Sejam D C R"*! e f: D — R". Dizemos que f satisfaz as condicoes de Carathéodory

sobre D se

e f(t,x) é mensurdavel em ¢, para cada z fixo;
e f(t,x) é continua em x, para cada t fixo;

e Para cada compacto K C D, existe uma funcao real integravel mg(t) tal que
|f(t,z)| < mg(t), para todo (t,z) € D.

Consideremos o retangulo R = {(t,z) € R"; |t —to] < a, |r—xz0| < b}, com a,b > 0.

Teorema 1.4.1 (Carathéodory). Seja f : R — R™ satisfazendo as condi¢oes de Ca-
rathéodory sobre R. Entao, sobre algum intervalo |t — ¢y < 8 (8 > 0), existe uma

solucao do problema de valor inicial

{xzmx>

X(to) = X (1.46)

Demonstragao. Podemos encontrar em [8](apud Maciel(Apud Santos Junior [31] pg 25))
[

Coroldrio 1.4.1 (Prolongamento de solugao). Seja D = [0,w] X B, com 0 < w < 00 e

B ={z € R";|z| <b}, b >0 e f nas condigoes de Carathéodory. Seja p(t) uma solucao
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de

X'=f(t,X)

Suponhamos que em qualquer intervalo I C [0,7T] onde |¢(t)| < M, para todot € I, M
¢ independente de [ ¢ M < b. Entao ¢ tem um prolongamento a todo [0, 7.

Demonstra¢ao. Podemos encontrar em [8](apud Maciel(Apud Santos Junior [31] pg 25))
O]

Lema 1.4.1. (Desigualdade de Gronwall) Suponhamos que a fungio ¢ € L'[a, b] satisfaz
a desigualdade

o0 < 50+ 5 [ ols)ds Vi o (1.47)

onde f € L'a,b] e 8 é uma constante positiva. Entao

t
o(t) < f(t) +ﬁ/ f(s)e? =) ds (1.48)
Em particular, quando f(t) e uma constante «, temos
o(t) < a e’ Vit € [a,b] (1.49)

Relembraremos aqui, alguns resultados que chamaremos de deterministicos que serao

uteis no nosso estudo.

Lema 1.4.2. Seja u uma aplicagao absolutamente continua de [0, 7] com valor em V"’ tais

que:
(i) we Lr(0,T;V)
du ’
ii) — e LP (0, T;V
(ii) o € (0,7;V)
Entao u € C(0,T; H) e ademais

%|u(t)|2 = 2 (u(t),u'(t)), para quase todo t € [0,T]

onde p’ é o conjugado de p, isto é, Il) + z% =1.

Demonstragao. ver lema 2.1 em [27] pg 30. O

Lema 1.4.3. : Seja u uma aplicagao absolutamente continua de [0,7] com valor em V'

tais que.
(i) we LP(0,T; V)N L>(0,T; H)

24



d /
(ii) d—:”; e LV (0,T;V') + L(0, T; H)
Entao v € C(0,T; H) e além disso

%|u(1€)|2 = 2 (u(t),u'(t)) para quase todo t € [0,T]

Demonstracao. ver lema 2.2 em [27] pg 30 O

Teorema 1.4.2. Suponhamos que a triple (V, V', p) com p > 1 tal que exista um operador
AV — V' que satisfaz as hipdteses (A1)-(A3). Entao se u € LP(0,T; V) satisfaz,

u(t) = ug + /Otv(s) ds,Vt € [0,T] (1.50)

com ug € H, v € LP(0,T; V') + L*(0,T; H).
Entao u € C(0,T; H), ademais

d
E|u(t)]2 = 2 (u(t),u'(t)) para quase todo t € [0,T]

Lema 1.4.4. (Lions) Seja X um espaco de Banach. Seu € LP(0,T; X) eu’ € LV (0,T; X);

(1 < p < o0)ep oconjugado de p, entdo u apds uma eventual modificagdo por um

conjunto de medida nula de (0,7), é continua de [0,7] — X

Demonstragao. Ver em [21] pg. 8 O

1.5 Problema Deterministico

Nosso objetivo, nesta seccao, serd de determinar a existéncia e unicidade de solugoes
integrais para o problema deterministico seguinte, no caso particular para o termo |u|’u =

0.

ki(z)u” + ky(z)u' — Au + |u|’u = f no sentido fraco em L?(0,T; H (D))
u(t,z) = z(t,x) =0 sobre X

u(0,2) = ug(x) em D

k1(x)z(0,2) = \/k1(x)20(x) em D

Vale salientar que Medeiros em [24] estudou a existéncia e unicidade de solugoes fracas,

(1.51)

no sentido das distribui¢oes. A seguir enuciaremos o Teorema devido a Medeiros cuja a
demmonstragao encontra-se em [24]. Seja D C R™ um subconjunto aberto limitado do
R™ com fronteira regular 0D = I'. Para cada nimero real 7" > 0, Q denota o cilindro

Q =]0,T[x D com fronteira lateral 3 =)0, T[xI". Consideremos as seguintes hipdtese
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(H1) ky, ko € L*(D) tais que ky(x) > 0 e kao(x) > 5 > 0 quase sempre em D
(H2) f € L*(D)

Teorema 1.5.1. Assumimos as hipdteses (H1)-(H2). Seja ug € Hy(D), u; € L*(D) e

0 <p<2/(n—2), entdo existe uma tnica func¢do u(t,z) em @, tal que:
1. we L>*(0,T; H}(D))
2. u' € L>®(0,T; L*(D)); ki(z)u' € L*(0,T; L*(D))
3. kyw € L*(0,T; H (D))
4. ky(x)u” + ko(x)u' — Au + |ulPu = f no sentido fraco em L?(0,T; H=1(D))
5. u(0) = up;  ki(z)u'(0) = /ki(x)uy

Demonstragao. Ver [24] Teorema 1. O

Observagao 1.5.1. Seja u a funcdo do Teorema (1.5.1). De (1), (2), (3) e (4) e pelo
Lema (1.4.4), u € C(0,T; HY(D)) e kyu' € C(0,T; H'(D)).

A seguir enunciaremos uma versao para o problema de Medeiros (1.51) que serd ttil
no desenvolvimento do nosso trabalho. Nas Hipéteses admitidas por Medeiros em [24],

queremos determinar as fungoes u e z que satisfazem o sistema

u()—uo—i—/t “(s)ds em Q
— V(z) 20 — /kz ds+/0Au s)ds + /f Jds em o (192)

u(t) = z( ) =0 sobre X

1.5.1 Existéncia de Solucao

Dizemos que o par (u,z) € L*(0,T;V) x L*(0,T; V"), é solugao do problema (1.52) se

satisfaz o sistema:

(u(t), é1) = (u(0), 1) + / (2(s), 1) ds
(y (), 62) = (k1 2(0), 62) — / (ks =(s), b2) ds + / (Au(s), da) ds + / (F(5), 62) ds

0
para toda ¢, o €V e para todo 0 <t<T, e

u(t,z) = z(t,x) =0 sobre X
(1.53)

Onde ¢; € L*(D) e ¢ € HY(D)
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Teorema 1.5.2. Considerando as hipéteses do Teorema (1.5.1). Dadouy € H}(D) e 2z €

L*(D), entao existe um par de fungoes (u, z) tais que:

(u,2) € L*(0,T; H} (D)) x L*(0,T; L*(D))
kiz, ko z € L?(0,T; L*(D)), k1 z € L*(0,T; L*(D))

satisfazendo as equacoes integrais

(u(t), d1) = u(0) +/0 (2(s),¢1)ds em V' Vte|0,T]

(k1 (1), 62) = (k1 2(0), ) — / (ka 2(s), 62) ds + / (Au(s), do) ds + / (F(5), 62) ds

u(t,z) = z(t,z) =0 sobre X
(1.54)
para todo ¢, € L*(D) e ¢ € Hy(D)

A demonstracdo do Teorema (1.5.2) serd uma consequéncia do seguinte problema per-
tubado.

;

ue(t):ue(O)—i-/O ze(s)ds em Q

Pe kle(x)ze(t):kleze(O)—/O ko(z) z(s) ds—i—/o Au(s) ds—l—/o f(s)ds em Q
u(0) =up em D
\ k1ez(0) = Vkizg em D

(1.55)
onde ki, = k1 + ¢

Lema 1.5.1. Nas hipéteses do teorema (1.5.2), suponhamos f € L*(0,7; H). Dados
ug €V, 2o € H. Entao para cada 0 < € < 1 existe um par de fungoes u., z. : Q — IR tais
que: (ue,z.) € L*(0,T;V) x L*(0,T; H) satisfazendo ao sistema de equagoes integrais:

(uelt), 1) = (ue(0), 61) + / (2u(s), 1) ds

(kreze(t), ) = (reze(0), o) — / (ko 2(s), o) ds + / (Au(t), o) ds + / (f(s), &) ds
(1.56)
para toda ¢, € L*(D), ¢ € Hy(D)

A demontragao da solucao (u., z),0 < € < 1, do problema pertubado (P¢), sera feito
utilizando o método de Galerkin. A solugao u do Teorema (1.5.2) serd obtida tomando o

limite desta solugao (ue,u.) quando € — 0

Demonstra¢ao. Com a intengao de construir a solugao fraca do nosso problema (P€),

utilizaremos o método de Galerkin que consiste em:

e Encontrar uma sequéncia de solugoes(locais) aproximadas (e, Zem) para o problema
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pertubado aproximado (P“"), no intervalo [0, tey), tem < T
e Por estimativas a priori prolongar a solu¢ao (Uuem, Zem) a todo intervalo [0, T,

e Utilizando as estimativas a priori mostraremos que a sequéncia (Uey, Zem) de solucoes
convergira, numa topologia adequada, para a solugao (u., z.) do problema pertubado
(£°).

Consideremos {w;}, y uma base Hilbertiana em L*(D). Para cada m € N, conse-
deremos o subespago V;, = span{w;, wa, ..., Wy} de H}(D). Procuramos por fungoes

Uem; Zem : |0, tem[— Vi da forma:

U () = qu'm(t)wj (1.57)

1

<.
Il

NE

Zem(t) = Bejm(t)w; (1.58)

1

<.
I

onde gejm(t), hejm(t) s@o funcoes de [0, te[— IR que satisfacdo o problema aproximado

associado

(U (), wi) = (zem (1), wi)
(K120 (8), wi) + (kozem (1), ws) — altem(t), wy) = (f (), w;)
Uem(0) = Uom; em  que ug, — ug forteem V

ki1ezem(0) = Vkiezom; em que  zom — zo forteem H

pem (1.59)

Observagdo 1.5.2. Onde, a(u,v) representa a forma de Dirichlet, isto é,

Ju v L
a(u,v) Z/ . O dx, Yu,v € Hy(D).

e a forma quadrética de a(u,v) representaremos por a(v)
Como na literatura,
Observagdo 1.5.3. Sendo {w;}, | uma base Hilbertiana de L*(D) entao {VEiw;} N
é uma base de L?(D). Dai:

m

(a) up € HY(D) = ug = Jim Zaojmw] = lim_ugp.
7=1

assim  Ug,, = E QU jmW;
m
(b) 20 € H= 2zy= lim E ﬁ()jm\/ k:lewj = lim zg,,.
m—00 £ 7 m—00
J:
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m
assim Zo;, = E ﬂij V kle
Jj=1

Da mesma maneira (v/ksw;); N também é uma base para L*(D).

Agora usando a defini¢ao (1.57) obtemos o seguinte sistema

Geim(t) = heim (1)

B Han(1) = s B (£) + G (D)l 05) + (F(0), ) (160
ou equivalentemente

9;(t) = hea(t)

hi(t) = —ki' (k2 hei(t) 4+ alw), w)ge (t) + (f(2), w;)) (1.61)

gej(o) = Qpy, hej(o)zﬁoj-

Tomando X = (X1,...., X;n, Y1, ..., ¥;,)T onde, X; = g(t) e Y; = hej(t) com j =1,...,m.

Ja que {klewj}j cN ¢ uma base, temos a seguinte forma matricial para o sistema:

X' = AX+B (1.62)
X(0) = X, (1.63)
onde
A — Ome ]mxm ] ’ B - Om><1
mem Gmxm Y X2m Dm><1 omx1
Com

Eij = kl_ela(wi,wj), G” = (k’l_elk’g), Dil = (kfl_:(f(t),wZ)

com 1 <14,5, < m e as matrizes O, xm, Omx1, Imxm 20 m X m-matriz nula, m x 1-matriz

coluna nula e m x m-matriz identidade, respectivamente.

Agora verificaremos as condigoes de Caratheodory para existéncia de solu¢ao do pro-
blema de valores iniciais (1.62).

No PVI acima consideramos Fi(t,X) = AX e Fy(t,X) = B e tomemos F(t,X) =
Fi(t,X) + Fy(t, X)

1. Para X fixado F' é mensuravel em t.
De fato, a fungao Fj(t, X) ¢ independente t e consequentemente mensuravel em ¢
para X fixado, pois a matriz A nao dependente de t.
Além disso, Fy(t, X) é mensuravel em ¢ para X fixado, sendo que f(t) € L*(D) e a

aplicagao t — f(t)(.,w;) é continua portanto mensuravel em ¢.

2. Para t fixado F' é continua em X.

A fungao Fy(t, X) é continua em X para ¢ fixado, pois nao depende de X
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A funcao Fi(t, X) = AX é uma funcao linear em X portanto continua em X para t

fixado.

. F(t,X) ¢ integravel.
Seja K ¢ D = {X € IR**"||X|| < 4, > 0} um conjunto compacto. Devemos

mostrar que existe uma fungao real my(t) integravel em [0, 7] tal que.

IF(t, X) |l gos < ma(t), V(¢ X) € [0,T) x D.

Com efeito,
[1E(t, X)) < [[F2(t X + ([ F2(t, X))

notemos que

e Fy(t,X) é limitada. De fato, como f € L*(D) pela desigualdade de Cauchy-

Schwarz temos que:

L (F@), )l < ke 7)), w9)]
< < Collf)llz2py < o0,

e F(t,X) é também limitada, isto é,

2, X < [|Allool[ X [2mx1 < C10

pois,
[A oo = max{L, [ Ellec + |Glloc} < C1 < 00
com
m
I = e D 1Bl 16 = s (G
]:
onde,
Byl < Tk alwi,wy)| < kel a(ws, wj)
< el 7 lwill flaos | < Colkael| ™ < o0

(Giil = [k kol < sl 7 [[[kall < 00

Basta tomar C; = max{1, ||k||7(Cy + ||k2]|)}. Portanto

1E(t, X))

RH»I S mk (t),
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onde my(t) = C16 + Co¢(t). O que mostra que F(t, X) ¢é integravel.

1.5.2 Estimativas a priori

A partir das estimativas apriori obtidas teremos condig¢oes de passar o limite quando
m — oo na solugao do problema pertubado apeoximado. Voltando ao problema aproxi-
mado (1.59), multiplicamos a primeira linha por A, (t) e somando em j, j = 1,...,m, na

segunda linha, multiplicando por g.,(t) e somando em i, 1 = 1, ..., n temos.

(U (L), uem () = (zem (1), uem(t))

(1.64)
(klezém(t)a Zem (t)) + (kQZem(t)> Zem (1)) + a(Uem (t)a Zem(t)) = (f(t)a Rem (t))
Portanto, podemos escrever
%%mem( )’2 (Zem (1) Uem (1)) (1.65)
%%| Y klezem( )| + |\/k_226m(t)|2 + a(uem(t)u Zem(t)) = (f(t)a Zem(t))

Qe (t 8zem _1d 9 .
sendo que a(Uem (1), Zem (t Z / an ) dr = o7 Uem (t)|”. Somando as equagoes
acima obtemos:

b ltan gy + 1V Frczen (O + 13/ 2en (0 o
(zem( ) Uer (1)) + (f(t>7 Zem(t»
Integrando de 0 a ¢, obtemos
t
%{Huﬁm ||2 + | V kle Zsm | }+/0 | k2(x)zﬁm(5)|2d3
t
= %{Huem(O)Hz + | kl&z&m(0)|2} +/ (2em(8), Uem(s)) ds (1'67)
0
t
4 [ ) (o)) ds
0
Das hipoteses
Uem (0) = Ugm — uo forte em V' (1.68)
2em(0) = 2o — 20 forte em H (1.69)

temos que existe uma constante C independente de m, ¢, e t. tal que
2 1 2
Jten O + 3 1V Frczen (O < Gy
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Portanto

[tem (B)]1? + |/ Fre(2) 2em (t |2+2/ 1V F2 (2) zem (5)|? ds
C em ; Wem d , Zem d
< o+2/0<z (), tem(s)) 8+2/(f()z (s) ds

0

(1.70)

Usando a desigualdade elementar ab < %aZ + Bb? na desigualdade (1.70) e utilizando a
Hipétese (H1) obtemos.

tern (E) 12 + |/ Fre(2) zem ( |2—|—2B/ |Zem () |2ds

(1.71)
< Co +2/ (zem(5), tem(s)) ds +ﬁ/ [zem (5)[* ds + — / [f(s)] ds
0
ou seja
t
b + |V 0+ | o) ds
¢ 0 (1.72)
<Cotd [P +2 [ Ganlo)suants) ds
0 0
Como f € L*(0,T; L*(D)) e usando a desigualdade de Cauchy obtemos
t
[[themn () [|* + | V F1e(2) 2em ()7 + 5/ |Zem(5>|2 ds
¢ 0 (1.73)
<ot Crt2 [ Laan(s)| fton ()] ds
0
usando a desigualdade ab < & a® +30b*, e tomando n > 0 com a = /7] |zqn| €
b= —= ||tem||; além disso, pela hipdtese (H2) 0 < 5 < inf ||ke(z)|] < sup ||k2(2)]|
\/77 zeD xeD
segue-se que;
t
e ()12 + 13/ Frel@)zen () + / am(5) 2 ds
(1.74)

t
<Co+ 20+ [ Taan(o)ds > [ uan(s)17ds
0 0

Tomando n = 8 teremos

5n [ 6 [
Jton O + [VEr@zen®F + [ en(e)Ps < ot [ fun@lFds (179
0 0

onde Cy = Cy+ Cy >0 De (1.75) temos

3 t
Jiton ()17 < Ca / ltem (3)1? ds (1.76)
0

Agora, tomando ¢(t) = ||uen(t)|| e ¥(t) = Cs, ambas integrdaveis em 0 < t < T.

Aplicando a desigualdade de Gronwall, temos:

[[tem (£)||* < Ci, (1.77)
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ondeCy > 0 é uma constante independente de €, m e t.

Como H}(D) C L*(D) é densa, e por defini¢io de norma temos que

[zem D)l 2 () < Mtem (O] 22y + [[2em D)l 2 () = [tem ()| z230)

e como consequeéncia [/ ki (2)zen (t)| 220y < [[ttem (t) || 5y (p)- segue-se entdo que

ore @) zem O + [tem (B2 + /|\//g2 D zem(s)[2ds < C (1.78)

C > 0 uma constante independente de e m e ¢t

1.5.3 Passagem ao limite

: Nesta secao, faremos a passagem ao limite quando m — oo na equagao aproxima do
problema (P™)

Da desigualdade acima temos que

(Uery) € limitada em L*(0,T,V) (1.79)
(Zem) ¢ limitada em L*(0,T; H) (1.80)
(Vk1czem) 6 limitada em L*(0,7T, H) (1.81)

Como os espacos onde as sequéncias acima estao limitadas sao espacos de Banach

reflexivos, podemos extrair uma subsequéncia de (ue,(t)) a qual denotaremos por (e, (t))

tal que:
Uem — U fraco em L*(0,T,V) (1.82)
Zem — Ze fraco em L*(0,T;H) (1.83)
Eie Zem — \/ k1 2e fraco em L*(0,T;H) (1.84)

As convergéncias (1.82) e (1.83) nos garantem:

/ (e (), v) dt — / uc(t),v)dt paratoda v e L*(0,T,V), (1.85)
0

em particular

/ (tem(t),v) dt —>/ uc(t),v)dt para toda v € L*(0,T, H). (1.86)
/ (zem(t), v)dt —>/ z(t),v)dt paratodo v e L*(0,T; H), (1.87)
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Como 2, — 2. fraco em L*(0,T; H), e ko é independe de ¢, m e t temos que
/ (ko zem (t),v) dt —>/ (ko z:(t),v) dt para todo v € L*(0,T; H)
Notemos que vk € L*(D) para todo v € L*(0,T; L?(D)). De fato,

T T
IVErevl T2 07020y = /0 | ’flev(t)H%?(D)dt:/o /D\ kreo(t, ) Pda dt
T

< sup]kk(x)|/ |U(t)|%2(D)dt<oo.
xeD 0

Da convergéncia (1.83)-(1.84) temos que

T T

/ (V k1cZem, V krev)dt — / (Vkieze, VEkrev)dt, Vv € L*(0,T, L*(D)),

0 0

o que implica
T T
/ (k1eZem, v)dt — / (kreze,v)dt, Vv € L*(0,T, L*(D))).
0 0
Tomando v = (t) b, onde b € Hy(D) e § € L>(0,T), temos
T
/ (erezom (£), B)O(1)dE — / (kroz(£), H)O(E)dE, Wb € HL(D), V6 € L0, T).
0

portanto
(Frezem(t),b) = (kreze(t),b) Vb € HL(D).

(1.88)

(1.89)

(1.90)

(1.91)

(1.92)

(1.93)

J& que Uy, — u, fraco em L?(0,T; Hy(D)). Sendo A : H}(D) — H (D) um operador

linear, continuo segue que:

T T
/0 (At 0) gy 11 A —> /0 A {ttem, 0} gy i, Vo € LH0,T; H(D))

(1.94)

Das convergéncias (1.82, (1.83), (1.87), (1.88), (1.93), e (1.94). Passando o limite

quando m — 0, em temos
t

(ue(t)w) = (uguw) + / (2e(s) , w) ds

(k1eze(t),w) = (\/k_kzo,w)—/o(kgze(s),w)ds%—/o (Au(s), w) ds
+ [ (s was

para todo w €V, paratodo 0<t<T.
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1.5.4 Verificagao dos dados iniciais

Nesta secao verificaremos que os dados inicias sao satisfeitos.Sabemos que:

Uem — Ue fraco em L2(0,T;V)

1.96
Zem — 2. fraco em L2(0,T; H) (1.96)

onde %uem(t) = Zn(t) Entdo, ue, € C°0,T;H), desse modo podemos calcular tug,,.
Agora, considerando 6§ € C1(0;T) ev € V,com #(0) =1 e 6(T) =0 logo, segue-se

que;

/OT(uEm, (1 dt—>/ e, )0 (1) dt (1.97)

/(zem, dt—>/ Ze, U (1.98)

para todo v e V. (1.99)
Somando-se a integrais acima.
T T T T
/ (Uem, v)0'(t) dt +/ (Zem, 0)0(t) dt — / (ue,v)0'(t) dt —i—/ (ze,0)0(t) dt
0 0 0 0 (1.100)
para todo v e V.
ou seja,

[ e 000 + om0~ [0+ oo

para todo v e V.

/OT 5 [(tem, v)0(t)] dt — / [(ue, v)0(t)] dt (1.102)

para todo v e V.

fazendo a integracao e usando a definicao de ¢ temos que,
—(Uem (0),v) = —(u(0),v), para todo v € V. (1.103)
Como e (0) = ugm — ug forte em V, pela unicidade de limite temos que
(uo,v) = (u(0),v)Vv € V.

E como V é imersamente e continuamente denso em H, em simbolos V' — H, con-

cluimos que
(up,v) = (uc(0),v) Vv e H.

ue(0) = up no sentido de H.
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Voltando ao problema aproximando, consideremos o seguinte sistema

(%(klszsm(t))7v) + (k2zem(t),v) + a(ten(t),v) = (f(t),v) (1.104)

Para calcular k. 2(0) multiplicaremos o sistema acima por ¢ e integraremos de 0 a T’

/0 (i(klezem(t)),v)e(t) dt—l—/o (kazem(t),v)0(t) dt+/0 a(tem (1), 0)0(t) dt

dt
T

- / (f(t), v)0(t) dt

0

(1.105)

Agora integrando por partes a primeira integral obtemos

Vo) = [z .00 O de+ [ azon0.0)000) d o
+ [ atun® 0= [ (o000 @

Passando limite quando m — oo e sendo que zy,, — zo forte em V' temos

_(\/k_kzo’v)_/o (kreze(t), v)0'(t) dt+/0 (kaze(t), v)8'(t) di (1.107)
+ [ atudnona = [ w000 @

integrando por partes, outra vez, a primeira integral da identidade acima obtemos

~(VFi ) + (e 0,0) + [ (Gl 080 b
+/T(k2 ze(t),v)0(t) dt—l—/Ta(ue(t),v)th (1.108)
- | w00 a

Como,

A(%(kleze(t)),v)e(t)dt—F/o (k2z5<t>,v)9(t)dt+/o afuc(t), v)0 dt

T (1.109)
= | .00 a
Segue que,
—(Vk1c 20,0) + (k1 2(0),0) = 0 (1.110)
isto é
(k1 2:(0),v) = (Vkye 20,v) paratoda veEV (1.111)

Pela densidade de V em H temos ki 2.(0) = v'kic 20. O que prova o teorema (1.5.1) O
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Demonstragao. Teorema (1.5.2) Como as estimativas anteriores obtidas sao independentes

de €, temos as seguintes convergeéncias:

Uem — U fraco em L*(0,T, H)(D)) (1.112)
Zem — 2z fraco em L*(0,T;L*(D)) (1.113)
Eie Zem — \/kiec e fraco em L*(0,T;L*(D)) (1.114)
(1.115)
E entao, pelo teorema de Banach-Steinhaus
”Ue”Lw(o,T,Hg(D)) < 11_{% inf HuemHLw(o,T,Hg(D)) <C. (1.116)
|Ze‘L2(O,T,L2(D)) < ril—lgo inf|Z€m|L2(07T;L2(D)) < C. (1117)
[V krezell Lo 00,13 (D)) < nllglm inf [/ krezem || oo 0,1,12 (D)) < C- (1.118)
(1.119)

onde C' ¢é uma constante independente de €, 0 < e < 1. Consquentemente,

P + VR @z OF + 2 [ Ja(s)Pas <c (1.120)

0

onde C' é uma constante independente de e.

Da estimativa acima tomemos € = %, 2 <[ € N; notemos que, quando [ — oo, temos

que € — 0, assim deduzimos:

(“%)leN é limitada em L?(0,7;V) (1.121)
(21),eN € limitada em L*(0,T; H) (1.122)
(VEiez1),y ¢ limitada em L*(0,T; H) (1.123)

Agora, de modo semelhante, usando os mesmo argumentos de antes podemos obter
uma subsequéncia de (u E )ieN de (u% ),eN que continuamos a denotar por (u% )N tal
que:

ur —u fraco em L*(0,T,V) (1.124)

z1 =z fraco em L*(0,T; H) (1.125)

Afirmamos que:

\/F11 z1 = k1 z fraco em L*(0,T; H)
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Com efeito,

(i) - (VR < I fhrepe) - (Vizpa)]
)

+(VErzp,w) = (VE2,w) |

como 21 — z fraco em L*(0,T; H) logo

|<\/k:_1z%,w> - <\/k_1z,w>]—>0 quando [ — oo.

Usando fato de v/a — Vb < va — b com a,b > 0 temos que

)

I
=~
I

(1) + + = V(@)

VE@) + 1= k(o)
\/§—> 0 quando [ — oo.

N\H

IA
_l’_

assim sendo, temos que | <, /kl% z},w> — <\/k;1 z%,w> | = 0, quando [ — oo, portanto

<‘ ”ﬁ% z%,w> — <\/k:_12,w> para toda w € L*(0,T; H). Mostramos que

k1121 = Vkiz fraco em L*(0,T; H), (1.126)

e por consequeéncia

ky1zi— k2 fraco em L*(0,T; H). (1.127)

Da convergencia (1.125) temos

/ z1(t),v)dt — / v)dt paratodo v € L*(0,T;H), (1.128)
Com k5 independe de ¢, segue de (1.128):

T
/ (V ka2, 21 (t),v) dt —>/ v)dt para todo v € L*(0,T; H). (1.129)
0

Jé que ur — w fraco em L*(0,T; HY(D)). Sendo A : H}(D) — H (D) um operador

linear, continuo segue que:

T T
2 . -1
/0 <Au%,v>HéH1dt—>/o A<U},U>H5H1dt,‘v’v€[/ (0,T; HY(D))  (1.130)
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Das convergéncia (1.124), (1.125), (1.127), (1.128) e (1.130) segue que:

((u(t),w)) = ((U(O)aw))Jr/o(Z(S),w)dS
(g (1), 0) = (klzo,w)—/o(k:gz(s),w)der/o (Au(s), w) ds

t
+/(f(t),w)ds paratodo veV, 0<t<T.
0

quando [ — oo, isto é, quando €—0

1.5.5 Verificagao das condicoes iniciais

Sabemos que
ue — u fraco em L*(0,T,V),

ze — z fraco em L*(0,T;H),
\/F11z1 = k1 z fraco em L*(0,T; H),
Vkzz1 = k2 fraco em L*(0,T; H)

Dos dados iniciais anteriores encontramos facilmente que u(0) = wo.

entao que
]{?12(0) =\ ]{?120
Do célculo das condigoes iniciais anteriores obtemos
T T
—(Vk1e 20, v) —/ (k1eze(t),v)0' (t )dt—l—/ (koze(t),v)0(t) dt
T 0 T 0
+/ (—Au(t), ) 0.dt = / (F(1), v)0(t) dt
0 0

com 6, ¢ € L*0,T), 0(0)=1 e 6(T) =

Integrando por partes, a primeira integral em (1.136) obtemos
—(Vk1e 20, v) + (K1c 2(0),v) +/ (— (/flE ze(t)),v)0(t) dt

T
+/ (s 2(t) dt+/ (—Auc(t),v) 0dt
0 0

- / (f(t), 0)6() dt

(1.131)

(1.132)
(1.133)
(1.134)

(1.135)

Verificaremos

(1.136)

usando, as convergéncias (1.132)-(1.135) e as hipéteses sobre 6 passando o limite quando
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€ — o obtemos

(W 20,0) + (k 2(0),0) + /OT(%(kl 2(8), v)6(t) dt
+/OT(k2z(t),v)9(t) dt+/0T<—Au(t),v)0dt (1.137)
-/ (0. )0
/OT(%(klz(t)) )0()dt+/0T(k2z() )0()dt+/0T< Au(t), v) 0 di
=, (f(2),v)0(t) dt
Segue que,
— (ki1 20,v) + (k1 2(0),v) = 0
isto &

(k1 zo,v (v k1 20,v) paratoda veV

Pela densidade de Hj(D) em LQ(D) temos ki 2(0) = k1 2. O que prova o teorema
(1.5.2).

1.5.6 Unicidade

. A unicidade pode ser obtida de modo similar em Medeiros [24] ou em Santos [31]. [
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Capitulo 2

Existéncia de Solucao para o

Problema Estocastico Linear com
Ruido Aditivo

Neste capitulo temos como objetivo de encontrar solucao para a equacao diferencial
parcial estocdstica do tipo hiperbdlica-parabdlica, equagao (2.1) a seguir. O estudo de
solucao tanto para equacao diferencial parcial estocédstica do tipo hiperbdlica assim como
para equacao diferencial parcial estocéstica do tipo parabdlica, encontramos em Chow
[7] e em Pardoux [27]. Tendo essas duas referéncias foi possivel encontrarmos solugao
de equagao diferencial parcial estocastica do tipo hiperbélica-parabdlica. E importante o
estudo da solugao deste tipo de equagao, pois é possivel vislumbrar um novo horizonte
para este ramo da pesquisa envolvendo equacao diferencial parcial estocastica. A seguir

daremos o sentido da solucao que queremos, e a defini¢cao da unicidade.

2.1 Definicao da Solucao do Problema

Seja D C R™, um subconjunto aberto limitado com fronteira regular I'. Seja T" > 0 um
nimero real fixo. Definimos Q = Dx |0, T'[, um cilindro com fronteira lateral ¥ = I'x [0, T].
Seja {W; }iepo,r) um processo de Wiener sobre o espaco de probabilidade completo (€2, F, P)
com valores em L?(D), (&;)-adaptado e, com operador de covariancia R tal que Tr R < oc.
Consideremos a seguinte equacao diferencial estocastica.

0*u ou OW (1)

S k()5 = Au(t) + Pt u(t), w/ () + k(2) Bt u(t), v (1))

l{/’l(l')
(2.1)
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onde ki(x) > 0, kao(x) > 5 > 0 quase sempre em D. Em (2.1) tomemos v’ = z onde

u = o e reescrevemos-o na forma.
du = zdt
ki(z)dz = (—ki(x)z + Au)dt + F(t,u(t), z(t))dt + ki () B(t,u(t), 2(t)) dW (t) (2.2)

u(0) = g, kiz(0)=h.

Vamos considerar V = H}(D) e H = L?*(D), usaremos os simbolos (,), (,), |.|| =
[z (D), |1 =1, [[2(p) para denotar a dualidade entre os espagosH} (D) e H'(D), o
produto interno em L?(D), as normas em H}(D), e em L?*(D) respectivamente. Seja
W um R-processo de Wiener com valores no espago de Hilbet K, com Tr R < oo.
Seja (uo, 20) uma varidvel aleatéria Fop-mensuravel, com valores em H} (D) x L*(D) tal
que E(Jupl?) < oo, E(]20]?) < oo, independe de W (t). Sejam as seguintes aplicagoes:
F :[0,T) x HY(D) x H(D) — L*(D) um processo predizivel, e E([, |F(s)|*ds) <
>~ e B : [0,T] x HY(D) x HY(D) — LI um operador continuo. O processo es-
tocdstico (u(t), z(t )) € L*(QOx[0,T); HY(D)) x L*(Q2 x [0, T); H Y(D)), F-adaptado, com
E(||u(t)]]?) < o fo |2(t)|? dt) < oo Vit € [0,T] é solugao forte do problema (2.2)

se satisfaz:

(u(t).6) = (uo.6) + / (2(5), ) ds
(kn()2(8) ) = (ks 20, / (Au, ) ds + / $). 6)ds

0

—i—fo (s,u(s),z(s) ds+/ (¢, k1(z) B(s,u(s), z(s)) dW(s))
’ (2.3)
quase sempre w € , onde ¢ € L*(D) e ¢ € H} (D).

Defini¢do 2.1.1. (Unicidade) Dizemos que a solucao de (2.1) é solugao tnica; se (u, z),
(u1, z1) sao solugoes de (2.1) temos que P{(u(t), z(t)) = (u1(t), z21(¢)),Vt,0 <t < T} =1

2.2 O problema Linear Estocastico com Ruido Aditivo

Para estudar a existéncia de solugao para o problema (2.2). Consideremos A = A com
A: D(A) C H}(D) — H '(D) um operador, mensurével onde D(A) = Hj (D) U H?*(D).

Sobre A consideremos as seguintes propriedades;

(A1) A é um operador linear, continuo, fechado, com dominio D(A) = H{ (D) denso em

L?*(D) com valores em V'

(A2) Existe a; > 0 tal que

| (Au,v) | < on[[ull gy (o) [0]2(p), [0, T x Q.
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(A3) Existe ay > 0 tal que, para qualquer v € V

2 (Av,v) < _O‘2HUH§{5(D)7

Para obter a solugao do problema (2.2), econtraremos a existéncia de solugoes para o

seguinte problema estocastico linear com ruido aditivo.

du(t) = =z(t)dt
d(kyz(t)) = Au(t)dt+ (f(t) — ko(z) 2(t)) dt + d(ky M(t)) (2.4)
uy = g, kizg= \/kz_lzo =h

cuja forma integral, é

u(t) = g—i—/otz(s)ds

t (2.5)
Bi(0)(t) = ht / (Au(s) — ka(z) 2(t) + F(s)) ds + ks (2) M ()

para todo ¢ € [0,7], quase sempre w € €, onde M(t) é um martingale em L*(D)
com M(0) = 0.

Observacgao 2.2.1. Como em [2] e [24] consideremos a hip6tese

(H1) ky, ky € L>®(D) tais que ki(x) > 0 e ko(x) > > 0 quase sempre em D

Definiremos o operador linear Ly, : H — H por Ly, (g) = k1g para todo g € H.

Lema 2.2.1. Consideremos M (t),t € [0,7] um martingale com operador de covariancia
local R. Seja k1 € L*(D) com ki(x) > 0 quase sempre em D. Entdo ki(z)M(t) é um
martingale continuo quadrado integravel em L?*(D) com operador covariangia [k M]; =
Ly, Es Ly, . Além disso

t

t
[lﬁM]t = Lk1 / Rs ds Lk1 :/ Lk1 Rs LkldS (26)
0 0

onde Lg, Ry Ly, é o operador de covariancia local de ky(x)M(t)

Demonstra¢ao. Afirmagao ki(x)M(t) é um martingale. Com efeito, sendo k;(z) indepen-
dente de t e M(t) é F-mensuravel entao ki (x)M(t) é F-mensuravel.

Usando o Teorema de Fubini mostraremos que ky(x)M (t) é quadrado integrével, isto
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é, devemos mostrar que E(||k1(z)M (t)||*) < co. Com efeito
T
Bl M) = [ [ [ Ih@d w0 dods B
aJo Jp

T
sup|k1(:v)|2/ //|M(t,w,x)|2dasﬂ”(dw}dt
xeD ZQ QJD (27)
o e / [ 1My Pl
T

T/ / E(| M (8)|22(py) df < o0

IN

IN

IA

Além disso, como k; independe de ¢, logo mensurdvel com relagao a o-algebra F;, entao

podemos escrever

E(ky (2)M () |F,) = ki (2)E(M(t) |F,) = ki (2)M(s),t > s

J& que ky(z)M(t) é um martingale continuo quadrado integravel em H, para este
martingale, queremos encontrar um processo integravel, que denotaremos por [k M|y, se

existe com valores em Z\l(H ) sobre [0, 7] tal que
((k1(2)M, g), (kr(2) M, h)), = ([ky Mlig, h) Vg, h € H. (2.8)

Mas
<(k1<$) Ma g)v (kl<x) M> h)>t

(2.9)

t
Onde [M]; = / R ds ¢ denominado o operador covariancia do martingale M (t) e R; seu

0
correspondende operador de covariancia local.

¢ ¢
Definiremos [ky M|, h = Ly, / Rsds Ly, (h) = ki (z) / R ds kyi(x)h.
0 0

t t
Afirmamos que: Lkl/ Rsds Ly, (h) = / Ly, RsLy, ds(h). Com efeito, suponhamos
0 0

ue R, seja uma funcao simples. isto é
t 5 ) )

Rt:Zm:C’kXAk(t), onde A € B([0,T7]) e Cre€ L(H). (2.10)
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Ora, temos que

LklRthl(f) = Ly, ZOkXAk Lkl ZLklOkLkl XAk( )
i (2.11)
3 Ll ()
k=1

integrando no sentido de Bochner de 0 a t obtemos

Ly, / RydsLi, (f) = Liy Y CoplAk)Liy () = Y Liy CroLie (f)p(A)
0

o =1 k=1 (2.12)
= > Ly Cr Ly p(Ar)(f)
=1
e t "
/ Ly, R Ly, ds(f) = ZLklckLkl,u(Ak)(f) (2.13)
0 k=1

onde f € H, a afirmacao ¢é valida.

Se Ry € L(L*(D)), como L£(H) é um espaco de Banach separével existe uma sequéncia
t

R de fungoes simples em £;(L%*(D)) onde R} := / R} ds tais que ||R; — R} || 20y — 0

quando n — oco. Além disso hm / |Rs — Ry||cr2(pyds = 0. Por outro lado, da parte

anterior, temos.

t t t t
HLkl/ deSLkl _Lkl/ R?dSLlﬂHLLQ(D) = HLkl/ deS—/ RZdSL/ﬂHLLQ(D)
0 0 Ot 0
= HLkl/ (Rs — RY) dSLhHLL?
< HLkJIHL/‘-R R2) dsllcsoo

—Hmm/WR B2 lesecoyds — 0,

(2.14)
quando n — oo.
Temos ainda que
t t
”/o LkleLklds—/O Ly, Ry Ly, ds|| cr2py = H/ (LiyRs Ly, — Ly, RY L) dsl| cr2(py

s/W%R% LR L e
st/mmww RO esscoy ds

=Hmﬁ/uR R ara(oyds — 0,
(2.15)
quando n — oo.
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Por consequéncia,

Ly, fot Ry dsLy, = lim, o Ly, fg R™dsLy,

2.16
= f(f LkleLkzl ds = lim,, o0 f(; LklR?Lkl ds ( )
pois,
limy, o Ly, [y RYdsLy, = lim, o0 [y L, RN Ly, ds. (2.17)
O que prova o lema (2.2.1). O

Lema 2.2.2. Suponhamos que as condigoes (A1) — (A3) vélidas e considerando ky, ks €
L>(D) com ky(z) > 0, ko > B > 0sejam verdadeiras e seja f(t), um processo F;-predizivel
em L2([0,T] x Q; L*(D)). Assumimos que M (¢) é um martingale continuo com valores em
H}(D) tal que AM(t) é um L*(Q)-processo continuo em L?(D). Entao, dado g € Hj(D),
e h € L*(D) o problema (2.5) tem uma tnica solugao (u;z) € L*(Q; L*(0,T; H}(D))) x
L*(Q; L*([0,T); L*(D))) tal que a equagao da energia é satisfeita:

WVEBP = [B?+2 / (Au(s), () ds + 2 / ((F(s), 2(s)) ds
e ? (2.18)
2 / (ko) (), 2(s)) ds + 2 / (Vi 2(s) d/I M(s)) 3

0
+ Jo Tr Ly, RyLy,] ds.

Observacgao 2.2.2. Sendo v’ = z, e A um operador linear simétrico, entao temos que

d
2(Au, z) = 7 (Au,u) logo

) /0 (Au(s), 2(s)) ds /0 %(Au(s),u(s» ds = (Au(t),u(t)) — (Ag.g)  (2.19)

e a equacao energia torna-se da forma

WEOP = (M + (Au(t),u(t) — (Ag,g) +2 / (f(5),2(s)) ds
- /P (ko) (), 2(s)) ds +2 / (Vhr 2(s), d(v/lr M(s))  (2.20)
+/ Tr [Lkl Rstl]dS.

t
Demonstracao. Consideremos o processo N (t) = M (s) ds. Definiremos pu(t) = u(t) —

N(t) e v(t) = 2(t) — M(t), com M(0) = 0. Entéo.

46



u(t) — N(t) = wup +/0 (z(s) —mf(s))ds

ka(x)(2(t) = M(t)) = /ki(x)zo +/0 Alu(s) — N(s)) ds — /0 ka(x)(2(s) — M(s)) ds
+ €4 (f(s) — ka(z) M(s) + AN(s)) ds

(2.21)
ou
t
u(t) = wug+ / v(s)ds
0 . . N (2.22)
ki(x)v(t) = kl(x)zo+/ Amu(s) ds—/ ko(z) v(s)ds+ €} f(s,x)ds
0 0
onde f(t,x) = f(t) — ko(x)M(t) + AN(t).
Podemos reescrever o Sistema Estocdstico (2.4) na forma diferencial,
du(t) = wv(s)dt
Ak (2)v(t)) = Ap(t)dt — ko(z) v(t) dt + f(t,z)dt (2.23)
Ho = G, '
kivg = \/]f_lVo =h
onde f(t,x) = f(t) + AN(t) — ky(z)M(t).
O problema (2.23) é equivalente ao problema deterministico
d? d .
—5 k() + = (kaplt)) = Aplt) + f(t, @)
dt dt
w =g (2.24)

ko = ki = h

(i) Sendo M (t) um martingale continuo no tempo ¢, ko independe de ¢, entao aplicando

o teorema de Fubini temos

/ o () M(8) 2 ds) = //T/|k;2 M{(t,w, 2)|? de dt P(dw)
_ / //|k2 VM (t, w, 2)[2 da P(dw) ds
< suplhua h//wwnm ) di

summDA E(|[M(8) |2 0y) dt < o0
(2.25)
assim sendo, ko(z)M (t) € L*([0,T] x Q; L*(D))).

(ii) Usando a hipdtese sobre M(t), e como A é um operador continuo temos que AM (t)
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é um processo L*(€)-continuo em L?(D), consequentemente

AN(t):A/Ot M(S)dsz/ot AM(s)ds

tambem é um processo L?(§2)-continuo em H, isto é, AN € L(Q;C([0,T]; L*(D)))
(iii) f(¢) é um processo predizivel em L*([0,T] x Q; L*(D)).

Entéo de (i)-(iii) podemos deduzir que f(t,z) = f(t) +AN(t) — Ky(z)M(t) € L*([0,T] x
Q; L*(D)) quase sempre w € (.

Pelo Teorema (1.5.2), (ver também Teorema 1 em [24]),0 sistema (2.5) tem uma solugao
w € L*([0,T); HY(D)) com v € L*([0,T]; H).Aplicando o Lema (1.4.3) ao sistema (2.23),

(1, v) satisfaz a equagao

IV Eki(s)v(t))? = |h|* + 2/0 (d(k1(z)v(s)),v(s)) ds. (2.26)

Da Equagao (2.23) temos

VEv(t)]? = [h*+ 2/0 (Ap(s) — kav(s) + f(s), v(s)) ds. (2.27)

Além disso, como
u(t) = u(t) + N(t) e z(t) =v(t) + M(1).

Entao podemos deduzir que o sitema (2.5) tem uma tinica solucao u € L*(Q2; L*(0,T;V))
e z€ L*(L%0,T; H)) com kyz € L*(Q; L*(0,T; H Y(D))) quase sempre w € ).

Afirmamos que, a equacao

VER@ 2OF = (B + (Au(s),u(s)) — (Ag, g) +2 / (f(5), 2(s)) ds
2 / (VI (@) 2(s). d(v/Fx (@) M(s))) (2.28)
_2/0 ]\/kg(x)z(s)\zds%—/o Tr Ly, RoLy]ds

¢ vélida. Com  efeito, substituindo  u(t) = wu(t) — N(t), v(t) = z(t) — M(¢)

e f(t,x) = f(t) + AN(t) — kao(x)M(t) na igualdade (2.27), e simplificando os termos

semelhantes obtemos

IV k() Zt(t) — Vki(2) M7 p) =
|h|? + 2/0 (Au(s) — AN(s) — ka(x)2(s) + ka(x) M (s) (2.29)
+f(s) + AN(s) — ko(x) M (s), 2(s) — M(s)) ds
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ou seja,

[V Fa () Z(tt) — V() M(1)|* =

|h[? +2/0 (Au(s) — ka(z)2(s) + f(s), 2(s) — M(s)) ds (2.30)
isto ¢,
V@) 20 = 2k (2)z, vV Ra () M () + [V Fa (2) M (1)
:|h|2+2/0(Au() ())ds—z/o(Au() M()s
+2/ (F(s), 2(s ))dS—Q/ (f(s), M(s))ds (2.31)
/ |\/k2— |2ds+/0(kg(x)z(s),M(S))d&
Como

—2(Vk1(2)2, V()M (1)) = =2(V/ ko (@)v, Ry () M () = 2|3/ ke (2) M ()

, entao temos que

VR =0~ 20/B@ 0 BEM ) - VMO
=VW—2A@%<><»w—2/Xmm> MsDds+2 [((Fe6)ds (o3

t

—Z/O(f( s), M(s) ds—2/ |/ ka(x |2ds—|—2/ (ko(x) 2(s), M(s))ds

Pelo o Lema (1.3.6) temos que

(VR@w(t), VE@M(b) = A(kumwwa F (@) M(s))

+ [ e, s s -

J4 que

(i), 2(5) s

= [ CAuts) = haaots) + o). 2105 s

_ /0 (Au(s) — AN(S) — ka(2)2(s) + k() M (s), M(s)) ds (2.34)

60+ ANGS) = b)), M 5) s

= [[auo) M) ds = [ o) (). M) ds+ [ (60,2106 s
Como

(VR dVRDME) = (/@) d/EDM () -



temos que
\/kl () (t), /K1 (x)M(t

—2 0( k()2 d( /ﬁ( )M(s)))

+2/(\/1<:1 )M (s), d(v/k1 () M(s (2.36)

0

/(Au( ), M(s ))ds+2/ (ko(z) 2(s), M(s))ds
(f(

Ot 0
_2/
0

Sendo que M é um martingale continuo quadrado integrdvel em L?*(D), aplicando a o
Lema (1.3.6)obtemos

s), M(s))ds

T M(2) /<\/_M Ak M(s))) ds + Trlk Ml (237)

substituindo (2.36) e (2.37) em (2.32) obtemos

VRGO =2 [ (VR d/REM )

A(Au<>M< ds+2/'v%r_wf ) d(v/ (@) M (5)))
+2/%ﬂ)()M@D%—2ALﬂ%M@»%

/ (Vs M(s). d(V/Es M(5))) ds — Tr [k M), (2.38)

t

||h||2+2/ (Au(s), (s ))ds—?/ (Au, M(s)) ds

0

/ |/ ka(x |2d8+2/(k?g([E)Z(S),M(S))dS

0

+g[w<><»w—2AU@LM@»w

simplificando os termos semelhantes

VE@OP =2 [ (VR (o). d h(Mﬂ)D—TﬂhRA
:|h|2+2/0t(Au() 2(s) ds—2/ V(@) 2(5)|* ds (2.39)

t

+a/kﬂ$¢@»$

0
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ou seja,

Noroe |h|2+2/0(Au(s) +(s) ds—2/ /ol 2(5) |2 ds

t

2 / (f(s), 2(s)) ds + Tr Ly, RuLy,] (2.40)

0

—1—2/0( ki(x) z(s),d(\/k1(x)M(s)) ds

Da Observagao (2.2.2) e do Lema (2 2.1) ky(x) M(t) é um martingale com operador de

covariagao [k; M|, onde [ky M|, := | Ly, RsLy, ds temos que
0

V@) 2(1)]? — (Au(s), uf / Vea(@) 2(s) ds
— A2 — (Ag.g) +2 / (f(s), 2(s)) ds + / Tr[Ly, RoLy,] ds (2.41)

+2/0t< ki () 2(s), d kl(x)M(S))>

Portanto o problema (2.4) tem solugao tnica (u, z) com as mesmas regularidades de (u, v)
tal que u(t) € L*(Q; L*([0,T); HY(D))) e 2(t) € L*(Q; L*([0,T]; L*(D))). O que prova o
Lema (2.2.2). O

Teorema 2.2.1. : Dadas as condigoes (A1)-(A3) verdadeiras. Assumimos que f(t), é um
processo predizivel com valores em L?(D), e M(t) é um martingale continuo quadrado

integravel (L% -martingale) em L?(D) com operador covariancia local R; tal que
t
E{ / (clf ()2 + Tr (L, RoLy,]) ds} < oo. (2.42)
0

Entdo, para g € H}(D) e h € L*(D) o problema (2.5) tem uma tnica solugao (u, z) com
w € L0 L0, T HY(D)) e = € L2(5% 12(10, ) 1(D)).

Demonstra¢ao. UNICIDADE. Da literatura, nota-se que a dualidade (k;2’, z') nao faz sen-

tido. Portanto o método da energia nao pode ser aplicado para encontrar a unicidade de

solugbes: Aqui utilizamos o método introduzido por Visik e Ladyzenskaja em [34].
Assumimos as hipdtese do Teorema (2.2.1). Suponhamos que (u, 2) e (u, z) sao ambas

solugbes do problema (2.4). Seja (v,w) = (u —u,z — 2), entao (v, w) satisfaz o sistema

dv(t) = w(t)dt
dkyw(t)) = [Av(t) — ke w(t)]dt
v(0) = 0,

(2.43)
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O que equivale ao problema

(k1 v"(t)) = [Av(t) — ko' (t)]dt
v(0) = 0, (2.44)
klv’(O) = 0.

Fixando s € (0,7T), definamos
- v(r)dr, se 0<t<s
p(t) = /t
0 se s<t<T

Nestas condigoes temos que

p(t) = /Ot v(r)dr — /Ot v(r)dr — /ts v(r)dr 0.15)

= /Ot v('r’)d'r’—/os v(r)dr

t s
Tomando Ui (t) = / v(r)dr e Uy(s) = / v(r)dr. Notemos que ¢(s) = 0 e ¢'(t) =
0 0
v(t), 0 <t<s.
Portanto se 0 < t < s; p(t) = Uy(t) — Uy(s). Desde que v € L*(Q,C(0,T; H}(D))).
Vejamos que ¢ € L*(Q, L*(0,T; H}(D))). De fato

B[ el = B[ 1w - vk
(/'

1T (O] + U1 (s)]1)*dt)

IN

< / H/ dr\|2+|!/ r) drl|2)dt) (2.46)
< / ||/ (r) dr|2dt)
< AT?E

/0 Jo(t)|dt) <

Portando, ¢ € L*((Q; L*(0,T; L?*(H}(D))) para todo t € (0;T), quase sempre w € ().

Fazendo o produto interno por ¢ em (2.44) e integrando de 0 & s temos,

/0 k() o (1), () dt — / " (Av(t), pl0)) di + / (). p(B) =0 (247)

Do primeiro membro de (2.47) temos e de ¢'(t) = v(t), 0 <t < s e de p(s) = 0 e como
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ki(xz)v(0) = 0 temos que

/0 k() o (8), () di = / " (ka(2) o (1), (8)) — / k(@) (1), /(1))

s

= (k(2) V' (s),0(s)) = (ka(2) v'(0), @' (0)) = [ (Ra(2)0'(2), (1)) it (2.48)

_ /0 () (1), (1) d.

[en]

Como ¢/(#) = v(#) temos que
/OS (k1 (x) 0" (¢), (1)) dt = — /OS (k1 (x)v' (1), v(t)) dt, (2.49)
sendo que v' € L2(Q; L{0, T; L?(D))) temos que
[ @ @ptenie = =3 [ La@uo, 00 = 5 k@, o). 250
Por outro lado, de modo analago obtemos

/Os(krl(x) o (1), p(8))dt = — /Os(k;Q o(t), v(t)dt. (2.51)

Mais ainda, como o operador A := A, entao temos que,

/0 C(Aut), () dt = / " av(t), olt))dt = / a((8), olt))dt

Substituindo (2.50), (2.51) e (2.52) em (2.47) resulta que

~5 (a0, 0(0) = 5a(e(0).9(0) = [ (wolt) )it =0. (259
para todo t € [0,T] quase sempre w € €.

Camo a(6(0)5(0) = Oy, o <
ko(x) = |ko(x)| > —= T ” = § quase sempre em D. Desse modo, de (2.53), resulta que

H H Le(D) quase sempre em D, entao

3 @(0,0(0) + 5 IeOF +5 [ (vlo), o)t <o, (2.54)

para todo t € [0, 7] quase sempre w € €.

Como o primeiro membro da desigualdade (2.54) sao de termos positivos devemos ter
que p(0) =0e / (v(t),v(t))dt = 0 quase sempre
0
obtemos v(t) = 0, quase sempre w € ) e consequentemente w(t) = 0, para cada
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€ [0,T]. Seja {ry,r2,73,...} um conjunto enumerdvel de nimeros racionais em [0, 7.
Para cada n € N, existe €, tal que P(2,) = 1 e v(r,,w) = 0 para todo w € Q,. Seja

= m Q,, entao P(2') = 1 e para cada w € Q' temos v(r,,w) = 0 para todo n. J& que

n=1
v(t) é um processo estocastico continuo existe " com P(Q)”) = 1 e para cada w € Q" a
funcao t — v(t,w) é continua. Seja 2y = Q' N Q" entdo P(2g) = 1 e para cada w € €y,
= 0 para todo t € [0,T].

Portanto (u,z) = (u, z) para todo ¢t € [0,T], quase sempre w € ). Portanto concluimos

v(t,w) = 0 para todo t € [0,7], consequentemente w(t,w)

que a solucao ¢é unica.

EXIsSTENCIA

Para demonstrarmos a existéncia primeiro consideremos o sistema perturbado

duc(t) = z(t)dt
d(kie 2(t) = Auc(t)dt + (F(t) — ka() 2(t)) dt + d(kre M(2)) (2.55)
Ue([)) = Uy =19y, kleze(O) = kao = k’l‘EZQ =h

com a respectiva equagao integral

uc(t) = uo—l—/otze(s)ds

. (2.56)
kiez(t) = Vkiezo + /0 (Auc(s) + f(s) = ka(2) ze(s)) ds + d(kie M(s))

para todo t € [0,7] e quase sempre w € Q. Onde ki(x) = k1(x) +¢, com 0<e<]l.
Para prova do Teorema (2.2.1) vamos necessitar do seguinte lema que que garante a

solugao do sistema (2.56) e atende a equacdo energia.

Lema 2.2.3. Considerando as hip6teses do Teorema (2.2.1).Assumimos que f(t), é um
processo predizivel com valores em H, e ki M(t) é um martingal continuo quadrado
integrdvel (L?-martingale) em H com operador covariancia local Ly, R;Ly,. tal que Para
cada 0 <e <1

E{/O (c|f(s)|> +Tr L, RiLz,.])ds} < oo. (2.57)

Entao, dados g € H}(D) e h € L*(D) o problema (2.56) tem um par de solugao (u, z.)
com u. € L*(Q;C([0,T]; HY(D))) e z. € L*(Q; L*([0,T]; L*(D))) tal que a equagao da

energia é satisfeita.
V@ 2P = R + (Aug(t), ue(t) — (Ag, g) — 2 / Val@) 2(s)2 ds
w2 [l ds +2 [ (Vo (o) d(V/on M(s))  (258)
/ |
‘|‘/ T?“ [ka Rstk]dS.
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A seguir faremos demonstragao do Lema (2.2.3)
Passo 1: Para efeito de simplicidade na escrita, a partir daqui vamos representa nossos
espagos por: V = H}(D) e H = L*(D) e V' = H Y(D). Seja {¢x} , k = 1,2,3,... uma

base ortonormal em H ortogonal em V. Definiremos H,, = span{¢i, ..., ¢,}. Supomos
n

que P, : H — H, é o operador projecao ortogonal definido por P,g = Z(g, ¢r )Pk, para

k=1
g € H. Entao P,g € D(A), onde D(A) denota o dominio de A, denso em H. Desde que

M(t) é um L*-martingale em H. Definiremos M"(t) = P, M(t), sendo M"(t) um L?-

martingale em H. Seja { M"(t)} uma sequéncia de L*-martingales continuos em D(A) tal

que AM™(t) é um L?-processo continuo em H e E{ sup |M(t) — M"(t)||*} — 0 quando
0<t<T

n — 00.

Para cada ¢ fixado, consideramos o seguinte sistema

(dug(t), di) = (22(t), ¢s)dt
(d(kie 22 (1), ¢5) = ((Aug(t) = k2 2L (1)), &) dt + (f(2), d;) dt
+(j, d(kre M™(2))) (2.59)
ug(0) = o,

kls Z?(O) = vV kle 20-

quase sempre w € €2 ou na forma integral

(W (t).6) = (un, )+ / (22 (s), &) ds

(ke 22(t), ¢5) = (\/k_kzo,gbj)Jr/((Aug(s)_kzzzl(s))’@)ds (2.60)

0
+ [y (f(5), &) ds + (5, krc M7(2))

quase sempre w € {2 Pelo Lema 2.2.2; o sistema (2.59) tem uma tnica solugao (u?(t), z'(t)) €
L(,C([0,T); V) x L(; L*([0,T]; H)) satisfazendo a equagao energia

WVEiezl ()] = Whiezol® + 2(Aug (1), uf (1)) — 2(Auo, uo) —2/ [Vks 20 (5)[ ds
+2 t(f(s),zen(s))ds—l—Q t( kie 27(s), d(\/kre M™(s)
/ J
+/ Tr [Lkle RZka]dS'
’ (2.61)

quase certamente w € €)
Passo 2: CONVERGENCIA

Sejam (ul"(t), 2 (t)) e (ul(t), z2(t)) solugoes de (2.60). Definamos (ul""(t), 2" (t)) =

€ » e

( ¢
(u™(t) — ul(t), 2™ (t) 2M(t)) e M™(t) = M™(t) — M™(t). De acordo com o problema

€
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linear (2.5), (u"(t), 2" (t)) satisfaz o sistema abaixo

? e

u™(t) = /Otzemn(s)ds

; (2.62)
b 2 (t) = /0 (AU (5) — ky 2 (s)) ds + kae M™ (2)

com a correspondente equagao de energia.

|\/klezzrm(t)|2 = 2<Au76""(t),u6 /|\/_Zmn |2d8

t
+2/ (VE1e 2l (s), d(\/ ke M™(s) +/ Tr L, R Ly, ]ds.
0 0
(2.63)
onde Ly, R} Ly, denota o operador covariacao para k. M™"(t). Aplicando a condigao
(A3), na igualdade (2.63) teremos

NE$%WHMW”W+qW¢zm (o) ds
t

< 2/ ( kle Z?m(s)a \% kle an S (264)
0

t
+/ Tr[Ly, RI™Ly,]ds.
0

Assim, podemos reescrever a desigualdade (2.64)

wﬁwwwﬂww"W+ﬁﬂwzm () ds

; (2.65)
<2 [ (Vi d R M) + [ T (b, R L)
0
Agora, tomamos a esperanca, temos
BV 0O + ol O ) + 26 VR 26)ds) <
(2.66)
E(/ Tr [Lkle R;nnLkle] dS)
0
Da desigualdade (2.66) deduzimos
sup E({IVFuc 20 + el D) + 26 [ VG2 d)
0<r<t (2.67)

t
SIEQ/'ZVWLMFR?"Ldesy
0
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Em (2.65), tomamos o supremo e depois a esperanga:

Bl g (VR 2(OF ol () )+ 2 [ VR R s <

0<r <t

+2E( sup | ( kie 22" (), d(v/kie M™"(s)))|) + ]E(/ Tr[Ly, RI™ Ly, ]ds).
0

o<r<t Jo

(2.68)

Observacao 2.2.3. Aplicamos as desigualdades maximal de Doob para p = 1 lema

(1.3.2), Cauchy e a desigualdade elementar 3ab < Z—iaQ + 9b?%, no que segue temos

E( sup | 7"< o 2 (), d(/Fwe M7 (5)))])

0<r<t

<, o [ VR 2275, i R i /) 25

< 9B VR 6 R ) 26 )

—~—
des.Cauchy

= / [V k() 2 ( | | Liye B Ly, L1 (L2(D ds)l/z (2.69)
< B sup Vi e B L s P
0<r<t
< i V@) 2 (5) / ILas B L sy s}

S —E sup |\/k1€ mn +9E / ||Lk15 Rankle

~~ 4 <<
ab< %(12—}{%2

L1(H dS)

Substituindo (2.69) em (2.68) obtemos

E( sup {|v/kie 2" ()] + aallu™ B[V }) +E/ [V ka(x)ze(s)™"[* ds) <

0<7“<t

< 2]E sup ‘\/ kle mn —|— 18E / HL]ﬂ€ Rankle”Ll dS) (270)

0<r<t

t
HB([ Tl B ) ds)
0

resulta que

(Sup{ [Vkie 2" ()] + aollu™ (#)]7 1) +E/ [V k()2 (5)] ds)

0<r<t

t (2.71)
< 19E( / Tr (L, R™ Ly, ] ds).
0

Observagao 2.2.4. Aqui usamos o fato de R; ser um operador classe trago auto-adjunto

e como Ly, ser um operador linear, entao Ly, R]"" Ly, ¢ também um operador classe trago,

auto-adjunto, temos

||Lk1 R?mLMHLﬂH) = TT[Lkl R:tnnLh] (2'72)
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De modo semelhante

||Lk716 R;nn Lkle

Ll(H) = TT[Lkle R;nn Lkle]

(2.73)
< Tr[Lkl R;’m Lkl] + (QHLkl HL(H) + 1) Tr R;Tm

Sendo que Ly, R Ly, , Rj"™ é o operador covariancia local de ky(x) M™" e M, entao

t
[ it B ds = / Lo R L
0

< / 1L oy [ (5) — M () g s
= || L. /;(H)/ (P M, — P,M,)||? ds (2.74)
< (M By + € / 1P — P) M(s)|P ds
< (2 + 1) / [P — Po) M ()| ds

pois 0 < e <e<1
t

Observacgado 2.2.5. E/ Tr[Ly, RI"Ly,.|ds — 0 quando m,n — oo,
0

Voltando a equagao (2.71) aplicando a propriedade (H1) temos que

B(sup (VR OF + [ (1) + B[ 107 (9)Pas)

t (2.75)
< 19aE( / Tr Ly, R™ Ly, | ds) — 0
0

1
Hﬂn{%aaﬁv26}

onde o =

Desse modo, segue-se que

B(sup {1y (2(0) = O + () 2} ) + B[ J20(0) = ) ) 0
(2.76)

isto é

(sup {|V/kre(2" O + [[u (1) —uf (D17 }) — 0 (2.77)

0<r<t

quando m,n — oo.
Portanto a sequéncia {(ul,z")} é uma sequéncia de Cauchy em FEr logo convergente
ao limite (u., z.) € L*(; C([0,T]; V) x L*(Q; C([0,T]; H)).

Passo 3: Passagem do limite
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Para quaisquer ¢ € H e £ € V aplicando o produto interno em H no sistema (2.59);

Entao, podemos garantir que o sistema abaixo

W' (t),6) = (9.6)+ / (21(s), 6) ds

(k2 (0).6) = (h€)+ / (Au?(3) — ky2?(5),€) ds + / (f(s).€)ds
(ki MA(1), €)

Converge termo a termo ao limite

(wlt).6) = (9.6)+ / (2(5), 6) ds

(hex(t).6) = (h€)+ / (Aug(s) — ka(x) z(s), €) ds + / (f(s),€) ds
+(k1€M<t), 6)

quando n — oo para todo t € [0, 7], quase sempre w € )

Assim obtemos que, para todo t € [0,7] e quase sempre w € 2

w(t) = g+ [ asds
Ot ¢
k12l (t) = h+/ AU?(S)—kQZ?(S)dS—’—/ f(s)ds + ki M™(t)
0 0

converge para

t

ue(t) = g+ | z(s)ds

t

]{?16Z6(t) = h+

J
J

(Auc(s) — ko(x) 2ze(s)) ds + /0 f(s)ds+ ki M(t)
quando n — oo..

Com efeito, no passo 2 obtivemos as seguintes convergéncias

u(t) — uc(t) fortemente em L*(Q; L(0,T; H}(D)))
2"(t) = 2(t) fortemente em L*(Q; L(0,T3*(D)))

Seguiremos os seguintes itens.
(a)
E|(ug (t)¢) — (uc(t), 9)1* = El(u (t) — uc(t), §)|* < El| | E(|ugt — ue(t)

99

%)

(2.78)

(2.79)

(2.80)

(2.81)

(2.82)

(2.83)



(b)

E|/ ds—/ £) ds|? = E|/ &) ds|?

<E/| |2ds<IE/ (2! P ds (2.84)
< {E / €| ds} {E / & 1), ds)
(c)
Bl (k1e(2) 22(8),€) — (e 20, ) < 2B|(hne(2) (1(8) — 2(8)), )
< 2 swp ()P - 2(0,6)°
< 2 sup k(o) EJIPEL () — (o)
o (2.85)
()
E (Aul(t),&)ds — [ (Auc(t) £)ds|*=E ) — u(t d52
| / / 2—E / S
/0\<A<u2<t> wlt). P s<a%E/ leJ? dsJE/ 220 - 2 () ds
(e)
]E|/ (ko(z ds—/( ) ds|* = E|/ (ko(z ), &) ds|?
<E/|k2 (0)-OPds < sup Jka(o 2E/| —2(0), )P ds
< sup \k’g QIE/ H§|]2dsE/ |27 (1) — ze(t)|* ds
(2.87)
(f)

E|(kre(z) M™(t),€) = (kae(w) M(2), E)| = E[(M"(t) = M(t), k1e(2) £

< E|M(t) = M(#)| [kie(z) §| < {Elkne(w) E2}2 {E[M"(t) — M(2)]*}?

< {Elkie(x) §}/2 {E|P, M(t) — P M(t)]*}2 (2.88)
< {Elkie() P2 {EN(P, — P) M ()P}

< [P = Pl {Elksc(x) §[?}/2 {E|M 1)}/

Passo 4: Equacao da Energia.
Sabemos que (u”(t),2l'(t)) por ser uma sequéncia de Cauchy converge forte para

(ue(t), ze(t)) em L%(Q; L(0,T; HY(D))) x L*(2; L(0,T; L*(D))) quando n — oo. Que-

remos mostrar que a equacao
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VEie 2l = [VEiezol® + 2(Auf (t), uf () — 2(Auo, ug —2/ [Vka 27 (s) [ ds
+2 t(f(s),z?(s))ds+2 t( kye 2(s), d(v/kye M™(s)
/ /

+/ Tr [ka RZLk:lE]dS-
0
(2.89)

converge termo a termo quando n — oo para a equacao limite

Wkicz(t)|]? = |Vkiezo|* + 2(Au(t), uc(t)) — 2(Aug, ug —2/ |\/_,zE )|? ds
12 [ (R 2 ds 42 [ (Vi 2(s), d(y/ e M(s))
/ |

+ / Tr [Ly,. RoLy, ] ds.
0

(2.90)
Seguiremos os seguintes itens.
(i)
Bl |y/kie(z) 22 ()] = [VEre(@)z ()P | = Elkie(@) (|22 (1) = |ze(t)]?)
< sup kre(@)E[ 27 (1)) = |z(t)P|
< sup k() BE(|2 ()] + [2(t)])
zeD (291)
E([[z2 ()] = lz(®)I])
< sup kre(@)E(|2 ()] + [2(8)])
E(|z2(t) = z@)])-
que converge a zero quando n — 0
(ii) Aqui utilizaremos a propriedade (A2) relativo ao operador A
EA(uf (8), uf () = Aluc(t) —ue®))? < EJA (), uf (t) — ue(t))]”
HE[(A(ue(s) = ue(s)), ue(t))]”
< ofE([luf ()17 [lue(s) — ue(s)[I*)
+TE([Jue(t)]?[[ue(s) — ue(s)]*)
< Oéfﬂ"i?(oiltlfT{||U?(1t)||2 +[luc)]?})
E(Jug(s) — ue(s)]I).
(2.92)

que converge a zero quando n — oo.
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(iii)

]E|/ @) |2ds—/ /(@) 2 ()| ds|
—E!/ 2 (2)] (22 (5)]* = |2 (s)[?) ds|

< sup k(o) / (=206) + 1212 (9] = ze(s) s
<sup (@B [ (2006 + =)D 60|~ =)D s
< supba(a)B [ (206 + =) =E6) — =)Dl s
S 2R@E [ (O EERESHE [ 26 - P}
(2.93)
que converge a zero quando n — oo,
(iv)
) [ (VR 2260 AR M 6) [ (/R 2l o) M)
— | / (o).l o) 207(9) ~ | (aels), d(kne() M)
< B [ G0l 76 ~ [ (als)he) M)
+8] [ (5l M76) ~ [ (als)) M)
< & 12069 = 2o o) M)+ ] [ (el o) O7(5) = M (s))
! : (2.94)
Observemos

1. Aqui usamos a desigualdade maximal

t

E sup | ( H(8) = ze(s), d(kie(x) M"™(s)))| <

< 35( / $), L R Ly (2"(s) — 2o(s))ds]) /2
< 3E( / 12(8) — 2e(8)[? | Lo, R? L, [ ds|)

< 3{Esupyq<r |20 (s) — 2e(s) [P} {E/ 1Lk Ry L, || ds} 2

Que converge a zero quando n — oo
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B [ (als)dhoe) (07(5) = M)

< 3E( \/ ), L (B2 — By) Ly, 20(s))ds)) 2

< 38 / 226 N (R = R)L, | ds))

< 9B { sup |22 B [ b, (R~ R, |5}
0<t<T

I(P, — P)R,)|| ds}"/?

< 3E{ sup |2 ()P} ES / | Lo 1
0<t<T 0 .
2 (|IB, — PI|}2E( / R, ds}"?

<3E{ sup [zl(s)"}* || Ly,
0<t<T
que tende a zero quando n — oo.

Dos itens (1) e (2) acarreta que a o item (ii) tende a zero quando n — oo.

Portanto de (i) e (ii) temos que (2.94) tende a zero quando n — oo. Finalmente, passando
o limite quando n — oo nas desigualdades (2.91), (2.92), (2.93) e (2.94) obtemos a equagao

de energia.

VEiez()]? = [VEiezol* + 2(Aue(t), ue(t)) — 2(Auo, uo) —2/ [Vkz z(s) [ ds

t t
42 [z ds +2 [ (Vo) d o M)
0 0
+ / Tr Ly, RyLy,.]ds.
0
(2.95)
Com isto provamos o Lema (2.2.3).
Voltando a demmonstragao do Teorema (2.2.1). Da equagao (2.95), usando as propri-
edades (A2)-(A3), (H1), e tomando a esperanga temos

B(|VEe 2e(t)]* + aalluc(t)]I7) +2ﬁE/ [2e(s)[* ds) <

¢ (2.96)
(042Hu0\|2+\\/k1620|2+2/( (5), zc(s)) ds—i—/o Tr[Lg, RsLy,.]ds).

1
Agora utilizando a desigualdade elementar ab < Baz + Bb* deduzimos.

E(|VFre 2(8) + azlluc(t)3) + 5“3(/0 J2e(s)I" ds) < (2.97)

Eaauo|? + [vErezol?) + E / %rﬂsn?ds T / Tr Ly, R Ly, ] ds)
0 0
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t
4
para e fixado, E(/ E|f(3)\2 + Tr Ly, Rs Ly, ]ds) < 0o, entao
0

Blasluwl? + [vEeal) + SB[ 1f@)Pds+ [ Triln RoLyJds) <C (299
B Jo 0

Agora verificaremos que a constante C' é uma constante positiva, independente det e e.

t
Com efeito, como E(||ug||?) < oo e por hipétese IE(/ |f(s)|?) ds < oo, entdo basta verificar
0

que os termos

(i) E[v/kie(z)z0* < C
(ll) E(TT [Lkle RS Lkle] dS) S 02

onde (', C5 sao constantes que independem €,0 < € < 1.

Ora, temos por definicao ki (z) = ki(x) + €, e Ry Ly, g; = Rs Ly, 9; + € Rs gj, segue-se

que
E(|v/Fre(@)20f%) < (sup [a (2)]] + ©)lz0f? < (sup [Ra(@)l] + D]z < G0 (2.99)
e
T T ©0
E( / TrlLi, RoLi, ds) = E( / S (L, Ro Loy 05) d)
0 0 ‘=
TJOOl
= E(/ Z<(R8Lk1€)gj7[/k1egj> ds) (2.100)
0 =
T]Ool
. / S ((Ro Lin)g; + € Rug, Lo g5 + cg;) ds)
0
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Observemos que
/ Z R Lk1 gj + Enga Lk1 g] + Eg]> dS)
ZE(/ Z((LklR Li,)95: 95) d8)+26E/ Z Ly, g, Rs g;) ds)
0 =
+€2E/ Z (Rs g;,9;) ds)
T o0 T o0
<E (Liy B Li)gso ) d5) + 2 | L lenB( [ 3 (o5 )
/0 ; e S ; e (2.101)
/ Z sgjugj ) ds)

T T
S E(/ T?”[Lkl Rs Lkl] dS) + 2 HLk1 HL(H)E(/ Tr Rs dS)
0 0

T
—HE(/ TrRsds)

SE(/OTQ

independente de e.

T
Tr[Le, Ry L) ds) + (2 | Ly Lo + DE( / TrR,ds) < Cy
0

Entao, de (i) e (ii) segue-se que

t
B(VE 20 + Elu0IR) + 5B( [ [=(s) ds) < € (2.102)
0
e também vale a desigualdade
T
E( sup |[vkicz(t)|?) + E( sup |Juc(t)|[}) +BE(/ 1z(s)]?ds) < C (2.103)
0<t<T 0<t<T 0

onde C' é uma constante independente de e e, 0 < e < 1.
Da estimativa acima tomemos € = %, 2 <[ € N; notemos que, quando [ — 0o, temos

¢ — 0, assim podemos deduzir que:

(u1),N ¢ limitada em L*(Q; L*(0,T; V)) (2.104)
(21),eN € limitada em L*(Q; L*(0,T; H)) (2.105)
(/K11 21),ep € limitada em L*(Q; L*(0,T; H)) (2.106)

Agora, como os espacos em questao sao espacos de Banach separaveis, podemos extrair

uma subsequéncia de (u%), e de (z%) que continuamos a denotar por (u%), (u%), tais que
k k

%(t) — u(t) fracoem L*(Q;L*(0,T, Hy(D)) quando [ — oo (2.107)
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z1(t) = z(t) fraco em L*(Q; L*(0,T; L*(D))), quando [ — o0 (2.108)

N\»-‘

11 21(t) = k1 2(t) fraco em L*(Q; L*(0,T; L*(D))),  quando [ — oo (2.109)

l

Assumimos as convergéncia acima, podemos tomar o limite

kyi(z) z1(t) = ki(2) 2(t),  fraco em L*(Q; L*(0,T; L*(D)))

2.110
quando [ — o0 ( )

Isto é,

// ) drB(d) %// s () 2(2), v) dtP(dw), -

quando [ — oo, paratodo v € L*(Q; L2(0 T, L2(D)))

ﬂ%'// )z ( ,v> dt — OT (ka(2) 2(1), ) dt P(dw)] o1
:}3&'// ) (¢ —kl(:)s)z(t),v> dt P(dw)| = 0, |

para todo v € L*(Q; L*([0,T); L*(D)))

Sendo que k; € L*(D) é simples de verificar que ki, € L>(D). Tomando, v(t,w, z) =
b(z) n(t,w) onde b € HJ(D) e n € L=([0,T] x ;R). Temos

[ gt =y @) bomie ) de. P // (ka(2) 2(0), by (t, ) de P(dew)
<1 [ [ @240 = hata)zy (), Mahnte, ) de )

(& J/

Iy

T / / (k1 () (21 () — 2(8)), b(w) n(t, w)) di P(d)]

J/

-~

I
Agora, verificaremos que as integrais [; e Iy convergem a zero quando [ tende ao infinito.

(I;) Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, a desigualdede Holder e utilizando
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definicao de kq. temos:

|// (hyy () — ka(2)) 2 (8), () n(t, ) dt P(d)|
</ / — k() 23 (1), () (. )] dt B(de

)
T
ngﬂsggmm—zﬁ(:c)ubmm 7]l = 0.1 <00 § / / 21 () di P(du)}'

— 0 quando [ — oo.

o~

(2.113)
(I5) Sendo k; € L>®(D) e b € H}(D), entao
ki be L*(D). (2.114)
Com efeito
2 _ 2 2 2
bl = [ @bl <splb@P [ P

2.115
< WlBeioy Moy S Cllkulmioy by < o0, 2119

HY (D) 12(D)

portanto vale (2.114) e pela convergeéncia (2.108) temos

|/Q/0 (/ﬁ(fb’) (Z% (t) - Z(t))7 b<x> U(taw)) dt P(dw)| —0 (2.116)

quando [ — oc.

De (2.113) e (2.116) temos que

|/ / )24 (0 oyt de = [ (k) (0) Mo ) dePla)] = 0

quando [ — o0
(2.117)

Assim sendo, (2.110) é valida.

Do mesmo modo, devemos mostrar que
ko(x)z %( ) = ko(z)2(t) fraco em L*(Q; L*(0,T;L*(D))), quando [ — co. (2.118)

Isto é,

// k:2 21 ( dt]P dw) %// (ka(z) 2(1),v) ds P(dw) (2.119)

para todo v € L*(Q; L*(0,T; L*(D)))

Para isto, tomando novamente v (¢, w, x) = b(x)n(t,w), onde b € HJ (D) en € L>([0,T]x
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Q) R), sendo ky € L>(D) e b € H}(D), como em (2.115) temos que ki1 b € L*(D), e de
(2.108), temos

|// (ka() 21(t), v) dtP(dw) // (ko v) dt P(dw)]

<|// 21 (1) = 2(8), ka(@)b(2) n(t,w) dt P(d)] = 0 (2.120)

10.conv. (2. 108)
quando [ — oo

kl%(x)]\/[(t) — ki(z)M(t) fracoem L*(Q;L*(0,T;L*(D))), quando [ — oo
(2.121)
Com efeito, para todo v € L*(Q; L*(0,T; L*(D))).
|// e 0)dt P(dw) // k1 () M (1), v) dt P(dw)|
|/ / b (2)) v, M (1)) dt P(dw)| — 0 (2.122)

quandol — oo

Observagao 2.2.6. Ja que a sequéncia {u%(t)}leN é limitada e o operador A é linear
continuo, podemos garantir que a sequéncia {Au (t)}, .y ¢ limitada em L*(; L*([0,T]; H~'(D)))
em particula em L?(Q; L*([0, T|; L*(D))). Segue-se entao que podemos extrair uma subsequéncia

{u%}keN de {“%}leN a qual continuamos a denotar por {u%(t)}leN tal que
k
Auy (t) = Auft) (2.123)

converge fracamente quando [ — oo em L?*(Q; L*([0, T); L*(D))) < L*(; L*([0, T); H~*(D)),

isto €,
// u1(t),v) dsP(dw) %// (Au,v) dsP(dw) (2.124)

quando [ — oo paratodo v € L*(Q;L*([0,T]; L*(D))).

De (2.107), (2.108), (2.110), (2.118), (2.121) e (2.123), podemos passar o limite em
(2.79) quando [ — oco. Entao para todo t € [0,7] e quase sempre w € {2 obtemos

(w(t).) = (9.6)+ / (2(s), ¢) ds

(k1(2) 2(2),8) = (h,§) +/0 (Au(s) — ka(x) 2(s), &) ds —i—/o (f(s),€)ds (2.125)
+(ki(z) M(2),€)
O que prova o Teorema (2.2.1). =
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Lema 2.2.4. Assumimos as hipé6teses do Teorema (2.2.1). Entao a seguinte desigualdade

de energia é verdadeira.

E( sup [/k1e(z) Ze(t)|2+O§g£Tllue(t)ll2}) +E(/0 |2e(t)|* dt) dt

0<t<T

1 T 4 t
< 51E{a2HgH2+\h\2+/ (E\f(t)|2+19/ Tr Ly, Ry Ly,,] ds (2.126)
¢ 70 0

+19(2 || Ly, || + 1)/ Tr Ry ds)
0

Demonstracao. A prova do Lema (2.2.4) é consequéncia das desigualdades (2.96), (2.97)
e (2.98). O
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Capitulo 3

Problema Estocastico nao Linear
com Ruido Multiplicativo e com

coeficiente de Lipschitz

O objetivo deste capitulo é estudar a solugdo para o problema (2.2), aqui chamamos
Problema Estocastico nao Linear com Ruido Multiplicativo e com as condigoes de Lips-

chitz e monotonia

Agora consideremos sistema o nao linear

du(t) = z(t)dt

d(ki(z)z(t)) = (Au(t) — ko) z(t) dt + F(t,u(t), z(t)) dt
+kq () B(t, u(t), z2(t)) dW (t) (3.1)
u(0) = g,

]{?12(0) = \/k?_120 =h
Com a seguinte equacao integral
t
u(t) = g +/ z(s)ds

O t
ki(z)z(t) = h +/ (Au(s) — ka(x) 2(s)) ds + / F(s,u(s),z(s))ds (3.2)

/0 0

+ [ e Bls,uls).2(5) A (s)
0

Assumiremos as seguintes condigbes nos termos nao lineares. Consideremos o espaco
Er = {(uc(t), z(t)) € L*(Q; C([0,T]; Hy(D)))5 x L*(Q; C([0,T|; L*(D)))}  (3.3)

dos  F;-processos adaptados com caminhos aleatérios continuos em Hj(D) x L*(D)
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munido da norma
(e )l = (EL sup ()P + [V ke O ) (3.4

B1 Paraqulquer u € H}(D). 2(t) € L*(D). Sejam F(t,u(t),z(t)) e ky(x)B(t,u(t),2(t))
F-processos adaptados com valores em L?(D), L¥ respectivamente, onde L designa

o espago Lo Kg, H). Suponhamos que existam constantes positivas b, C; tais que:
T
E [ (IF(0.01 + |B.0.0)3dt < b 35)
0

IF(t,u(t), 2(t)) — F(t,0,0)[1> + [| Ly, [I* [(B(t, u(t), 2(t)) — B(t,0,0))[|%
< Ci(llu@)? + [V (@) 2(0)7),  ae. (t,w) €[0,T] xQ
onde

(3.6)

B2 Para qualquer u,u € V existe constante Cy > 0 tal que a condicao de Lipschitz é
verdadeira.
< Co ([lu(t) —a@)|}, + [V k() (2(t) — 2(£))]%) (3.7)

quase certamente (t,w) € [0,7] x

B3 Para qualquer u,v, z,w € V', a condigao de monotonicidade é satisfeita

2 (A(u(t)) = A(v(t), ut) = v(t)) + 2 (F(t,u(t), 2(t)) — F(t,v(t), w(t)), 2(t) — w(t))
H Ly Bt ult), () — Ly B(t, o(t), w(t)) % < Ollu(t) — o(t)[*,  com 0<e (< 1-)
3.8

Teorema 3.0.2. Assumimos as hipétesis:(A1)-(A3) e (B1)-(B2). Entao para g € Hj (D)
e h € L*(D), o problema nao linear (3.1) tem uma tnica solucao forte (u(t), 2(t)) com

uw € L*(Q; L*(0,T; HY(D))) e z € L*(Q; L*(0,T; L*(D))).

Demonstra¢ao. Aqui nos propomos encontrar a existéncia de solugdo do problema (3.2),
que é a forma integral do sistema estocéstico (3.1). Primeiro utilizaremos o método da
contracao para encontrar a solugao (u., z.), 0 < e < 1 do seguinte problema pertubado

, € logo apds passaremos o limite quando € — 0, para encontrar a solucao pretendida.

uc(t) = g+/0 ze(s) ds
kie(z)z(t) = h+/0(—kg(a:)ze(s)+Au€(s))ds+/o F(s,uc(s), z(s))ds (3.9)

+AkM@MaM$%@MW@-
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onde g =u(0) =ug e h=ki(x)z(0) = +/ki1(x)2 e que satisfaz a equagdo energia

VE@ 20 = B+ (Au(t), u.(t) - (Ag,g) — 2 / VEa@)zds)? ds
#2 [ (Fls.uls),2(6). 26 s
+2 /? () 2s)
[ TrlLi Bls,u(9)25) BBl (s).2))" L Jds

(3.10)
Suponhamos F'(¢,0,0) = 0, ki(z)B(t,0,0) = 0. Dados u. € L*(Q; L*(0,T; H}(D)))
e 2z € L*Q;L*0,T; L*(D))) fixos, consideremos o seguinte sistema.

, B(s, uc(s), ze(s)) dW (s))

pe(t) = g+/
kie(z)ve(t) = h—l—/o( ko (z)v. ()—i—Aue(s))ds—i—/o F(s,uc(s),z(s))ds  (3.11)

+ | k() B(s,uc(s), ze(s)) dW(s).
Tomemos a seguir,
f@) = F(tuc(t),z(t)) e ki(x) M(t) = /0 kie(z) B(s, uc(s), ze(s)) dW (s)

onde k1. M (t) é um martingale com operador covariancia local Ly,, R; Ly,,. Entao podemos
reescrever o sistema (3.9)

pe(t) = g+/0tue(s)ds

kie(x)ve(t) = h+/0(—kg(x)ye(s)+Au€(3))d5+/0 £(s)ds (3.12)

Para que ., v, seja solucao de (3.11), devem satisfazer as hip6teses do Teorema (2.2.1).

Para isto, devemos verificar que

E{ / (F(5)P + Tr [Luy, RoLy, ]) ds} < co. (3.13)
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{/UﬂnwﬂwumRLmnw}
/H”m ),z + /Tmﬁwwu$<»mmmm%@mm¢w

= B[ 1FGs(o) 2 )+ B[, Bl o). 25D )
(3.14)
Observemos que; para 0 < € < 1, ki.(x) = k1(z) + €, entdo

[ Lo || = sup [[Kieg(a)| = sup [Ly,g(x) + eg(x)| = sup [k g(x) + eg(z)]

llgll<1 llgli<1 lgll<1
< sup |kyg(x)| + €lg(x)| < sup [Ly, g(x)] + ellgl < [| Lk [ +1

lgll<1 llgll<1

e
Lk [1* < O L, 1P + 1)
onde C' é uma constante positiva, independente de e. Além disso da propriedade (B1)
temos
Pt 0(8), 20D < (I + 2@ 2O < Colllue®)IP + |y Fore(@) 2t

(3.15)
onde Cy = max{1, —klel(w)}

1L, Bt we(), ze ()P = || L,

1Bt ue(t), ze(O)I* < Co(l[ Ly I + DIB(E, ue(t), z(t) I

(3.16)
Aplicando a hipé6tese (B1) obtemos
B O + 7 [l Roba]) )
- /wwmm%mww+E/WM B, 1.(5), (5) | )
/w8mu4mww+ﬁ/u%uwwm>a»ww
(3.17)

l/%MeW+ImM»H%+E/aﬁw%W+D
(a9 + V@ P ds)
< C]E(/ sup {[Juc(t)® + \\/k:le ) z(t)*} ds)
0 0<t<T
< CTE( sup {[|luc(®)||” + |V kie(z) 2:(t)}) < o0
0<t<T

C = Co(1 + Cy(||k1]|> + 1)) uma constante positiva independente de e. Além disso

||(u5726)||?l‘:E(OiltlfT{Hue O + [V Ere(2) z()[*}) < o0.

Portanto, para u, € L*(Q; L*(0,T;V)), z. € L*(Q; L*(0,T; H)) fixados pelo Teorema
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(2.2.1), existe um tunico par de solugao (i, V) para o sistema de equagao (3.11) .

Definiremos a aplicagdo © : Er — Er por O(uc, z.) = (e, v.). Entdo, para cada par
(e, 2z¢) fixado e pela unicidade de solu¢ao do problema (3.9), Entao, © estd bem definida.

Suponhamos 0 < r < T pequeno, queremos mostrar que © é uma contracao. Seja
Bg|0,a] a bola fechada de centro 0 e raio a em Ep. Tomemos (ue, z.), (U, Z.) € Bg.
Definiremos O (e, Z.) = (fc, V). Tomemos & = pe — fic € N = Ve — V.. Entdo & e n.

satisfazem o sistema.

&) = [ nts)as
o) = [ ac)ds— [ s i
[ 1P G260 = P ), 25 s
[ ) (Bl uls),2(5) — Bl ), 2] W ).

(3.18)

Aplicando o Lema (2.2.4) para o sistema (3.18) podemos deduzir que;

B sup {101 + Vi@ OF) + B [Vl )

< E/O’"{HF(t,Ue(t), 2(t) = F(t,d.(t), 7.(6)|? (3.19)
i (Bt (0, 2(0) — Bt (e),2.0) [ de

Aplicando a condicao (B2) em (3.19) obtemos

W@g@@%+\kﬂﬂmwa

< C’E(/ Sup e (t) — G ()| + |V Fie(2) (2e(t) — 2.(2))|* ds) (3.20)

0 0<Z

<C’7"E(Sup Hue( O + [VEie(@) (z(t) — Z:(1)[?)

Co(1+C1 (| Lk, |*+1))
min{ay,1}

(ﬁmﬂm O + [V Eie(2) (ve(t) = ve()[I*})
<C’rE(sup{||u6( O + [V, (2) (ze(t) = Z(8)}),

0<

onde C' =

> 0, ou ainda,

(3.21)

Co(1+C1 (|| Lk, [I*+1))
min{a,1}

r < 1 da definicao de © e da

onde r é tomado de modo que 0 < C'r =
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norma ||.||r temos

18 (ue(t), ze(t)) — O(ic(t), Ze()) T < Cr [ (ue(t), 2e(t)) — (de(t), Z()I7 (3.22)

para todo par (uc(t), z.(t)), (uc(t), Z.(t)) € Bgl0,a]. de modo que

1O (ue(t), ze(t) — O(c(t), ()T < C'll(ue(t), ze(t)) — (de(t), Ze(0) 7

<
< Cra?<a? (3.23)

Portanto a aplicagdo © : Bg[0,a] — Bg[0, a] é uma contragao para todo t € [0,7]. Pelo
Teorema do Ponto Fixo de Banach, (u., u.) é a tinica solu¢ao do sistema (3.9). Assim, pelo
argumento de continuagdo podemos estender a para qualquer 7' > 0. Portanto, (u., z.) é

solugao do problema (3.9).

|V Eie(2)ze(t) ] = R[> + 2(Auc(t), uc(t)) — 2(Ag, g) —2/ |V ko () 2(s)]* ds
+2/9 (F(s,ug(s),ze(s)),ze(t))ds+2/0 (k1e(z)2e(3), B(s,uc($), ze(s)) dW (s))
+/0 Tr[Lg,. B(s,uc(s),z(s)) Rs B(s,uc(s), ze(s))" Lg,.] ds.
(3.24)
onde

TT[Lkle B(S= UE(S), Z€<S)> R, B(37 uE(‘S)v ZE(S))*Lkle] = HLkle B(37 UE(S), ZE(S)) ”%{

Proposicao 3.0.1. Sejam Bj, B, espacos de Banach e seja S :: By — By um operador
linear continuio. Se (x,n € N) é uma sequéncia em Bj tal que z,, — z (onde = € By),
entdo S(z,) — S(x)

Demonstracao. Para mais detalhes ver [5]. O

Da proposicao acima obtem-se o segunte corolério.

Coroldrio 3.0.1. Se B é um espago de Banach e se x,, ¢ uma sequéncia de L*([0, T|x2; B),
que converge fracamente a x € L%([0, T]x€); B), entdao para n — oo as seguintes afirmacoes

sao verdadeiras:

(1)

/xn dSA/ /xn ) dW (s 4/ (s) em L*([0,T]x; B)

(0]



(ii)

/OTxn(s)ds—\/oTx(s)ds e/OTxn(s)dW(s)A/OTx(S)dW(S) em L2(Q: B)

Demonstracao. A prova encontramos em [5] O

Da equagao (3.24) obtemos a seguinte desigualdade

E{|v/Ere(@) 2(6)” + aslluc(t) M+m/veﬁ

E{azllgll* + |hI*} + E/ |F(s,uc(s), 2(s))|* ds) HE/ [ Lk B(s, uc(s), 2e(s)) || 7 ds).
(3.25)
E da propriedade (B1) temos;

t

EUHF@m&%%QDP%%HM/IMmB@w&%%@m%%)

< GE fi(luc®l? + |v/kre(w) Ze(to) ?) ds

onde Cy = CO(B +C1(|| Lk, ||*+1)) substituindo na desigualdade (3.25) e usado o Teorema

(3.26)

de Fubini temos

B{/Bic) ) + aaluc 0} + 5 [ [P

(3.27)
< E{azllgl? + [h*} + C1 fy E([uc@)I* + |v/Fie(x) 2(8)]*) ds + 5E/ |2(s)
Entao utilizando a desigualdade de Gronwall obtemos
E{|v/kie(x) ze(t)* + [lue(t)]|*} +5E/ ze(s)|* < C (3.28)
0

Na desigualdade (3.28) tomemos € = 7. De (3.28), existem u € L*(Q, L*(0,T;V)),

z € L*(Q,L*0,T;H)), f € L*(Q,L*0,T;H)) e M € L*[0,T] x Q;L%) e uma sub-
sequéncia (- -), k € N que denotaremos por (1, L € N) tal que

ur —u em L*(Q; L*(0,T; Hy(D))) quando [ — oo (3.29)

z1— 2z em L*(Q; L*(0,T; L*(D))) quando [ — oo (3.30)

% Zl — Vki(2)z em L*(;L*0,T;L*D))) quando [ — oo (3.31)
F(s,u%, z1) =~ f em L*(; L*(0,T; H = L*(D))) quando [ — oo (3.32)
B(s,ui,z1) =~ M em L*(Q; L*(0,T; L%)) quando [ — oo (3.33)

Voltamos a ao sistema
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+/o (F(s,ui(s),z1(s)),v)ds
_|_/0 (v, kl%(x)B(s,u%(s),z%(s))dw(s))-

para todo vy, vy € V, para todo t € [0, 7], quase sempre w € ().

Em (3.34) tomemos o limite | — oo, das convergéncias fracas e utilizando o Corolario

(3.0.1) acima, obtemos

t

(z(s),v1)ds
(Au(s) — ka(x) 2(s),v9) ds +/0 (f(s),v9)ds (3.35)
—i—/o (ve, k1 (x) M(s))dW (s)

(u(t),vr) = g+

(k1(x) 2(t),v2) = h+

\c\

o

para todo vy,v9 € V, para todo t € [0,7], quase sempre w € 2. Devemos mostrar que

f(t) = F(t,u(t),z(t)) e M = B(t,u(t), z(t)).

Da condi¢ao de monotonia temos

2(A(u"(t)) = A(v(t), u"(t) — v(t)) + 2 (F(t, u™(t), 2" (1)) — F(t,v(t), w(t)), 2" (t) — w(t))
H Ly, Bt u(t), 2"(1)) = Ly Bt v(t), w(t)) |7 — ofju"(t) — v(B)[]* < 0

(3.36)
onde estamos adotando a notacao de u" = us, analogamente para z" e Ly, = Lkli'
Escrevendo ’
Zn = 2E/O e [(Au(s)) — A(v(s)), u(s) = v(s)) = 8|lu(s) —v(s)||*] ds
—i—ZIE/ e [(F(s,u(s), 2(s)) — F(s,v(s),w(s)), 2(s) — w(s)] ds) (3.37)

9
|E / e || Ly, B(s,u(s), 2(5)) — L B(s, v(s), w(s)) 3 ds < 0

Pela condicao de monotonicidade (B3), e tomando § = 0 ou caso contréario substituimos
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A por A — 6. Escrevendo Z,, = Z] + Z] <0, onde

T

7! = 9K /0 (A(u™(s)), u"(s)) ds + 2 / (F(s,u"(s), 2(s)), "(s)) ds+

0
T
E / | Lo, B(s, " (5), 2" (s)) |13 ds

A —QE/O (A(u™(s)),v(s)) ds + QE/O (A(v(s)),v(s)) ds

—QE/O (A(v(s)),u™(s)) ds — QE/O (F(s,u"(s),2"(s)),w(s)) ds

—2FE (F(s,u(s),z(s)),z"(s)) ds + 2E (F(s,u(s), z(s)),w(s)) ds
J J

+E [ Bl 0(). w(s) [ s

—QE/O (L. B(s,u"(s), (), L, B(s, v(s), w(s))) ds

Da equagao (3.24) e utilizndo o Teorema de Fatou temos

lim inf 2, > E[/Ea@)=(0)f - A + (Ag. g) — (Au(t), (¢ / VEa@)z(s)P ds

T

+]E/0 (Au(t),u(t)) ds > E/O (Au(s),u(s)) ds
+2E [ (f(s) 2(s)) ds +E [ | L, M(s) |} ds

(3.38)
De (3.37) e (3.38) temos que
B[ (A(u(s) = AW(s). a9 () ds + 28 [ (Flsao(s). w() = F6),2(5) = () ds
B / Ly M(s) — Ly B(s, v(s), w(s)[[% ds < liminf Z, < 0
Portando tomando v = u, w = z em (3) vem
B [ M)~ L Blss () wls) s < 0 (3.39)
implica que Ly, M = Ly, B(s,u(s), 2(s)), e além disso, segue de (3.38) que
ZE/ F(s.w(s),w(s)) — f(s),z(s) —w(s)) ds
(3.40)

428 [N M6) = LB 0(5) o) s

<liminf, o Z, <0
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Tomando v = u — avy, w =z — aw; onde L*([0,T] x 2; V). Entao temos

oz2E/0 (A(v1(8)) — A(v1(s))) ds + aIE/O (F(s,u—avi(s)) — f(s),wi(s)) <0

ou seja

aE/O (Avi(s) —v1(s)) ds + E/O (F(s,u(s) — avi(s), z(s) — awy(s)) — f(s),wi(s)) <0

Tomando o limite quando o — 0 temos
T
E/ (F(s,u(s),z(s)) — f(s),wi(s)) <0 paratodo w; € L*([0,T] x V).
0

O que implica F(s,u(s), z(s)) = f(s) quase sempre. Portanto o limite fraco (u(t), z(t)) é

uma solucao forte. m
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Apéndice A

O Espaco de Banach Ep

Seja  Ep = {(uc(t), 2.(t)) : w € L*(Q,C([0,T); H3(D))) x L*1,
C([0,T]; L*(D))) e z € L*Q,C([0,T]; L*(D)))}, onde uc(t), z(t) sdao F;-processos

adaptados continuos. Er é um espaco de Banach com respeito a norma
(e, ze) [l = {EoiltlgT{Hue(t)qug(D) + [V kiez ()22 1 (A1)

Assumimos que || . || é uma norma em Er. Com efeito, suponhamos que ||(u(t), 2(¢))|r =

0, entao
Eoilng{Hue(t)HZg(m +[Vkieze(t) 12} = 0,
isto é,
Sup {lue®I oy + 1V kreze(®) 72y} = 0
desse modo [Juc(t )HH1 o =0, |VE1ez()]? 120y = 0, jd que |[|. H?{(}(D) ¢ uma norma, segue

que u(t) = 0 para todo ¢ € [0,7] g.s. w € Q, por outro lado, como ki.(x) = ky(z) +€ >0
temos que | kleze(t)EZ(D) = 0 acarreta z(t) = 0 para todo t € [0,77], q.s. w €

[A(ue, z )l = [[(Aue, Aze) |7
= {E swp {(A||ue(t)||§13(p) + MW kieze ()72 (p) } 2
- WE sup (Ol + VR OB0) B (a2)
= AHE sup {(||ue( Wiz oy + IV kieze(®) 720y 1}/
= Al ”(umze)HT'
Agora vamos usar o fato de que ||. ||gipy € |- [r2(p) sd0 normas nos seus respectivos
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espacos, temos

(e, 20) + (e, Z) |12 = ||(te + fic, 2 + Z)||2

= E{ sup {[Juc(t) + @) 7 n)

0<t<T

FVE(2e(t) + Z)(1)[72(p)
2E{O§135T{l|ue<t)|lifolw> + @)1 oy
+[Vk1eze(t) %Q(D) + | VE1eZe(t) %2(17)}} (A-3)
2E( sup {[fuc(t)ly() + 1V krez(B) iz })
+2E(0535T{||a6(t)||3{01(m + [V k1eZe(t) 72y })

= 200l (ue, 217 + 1l (Gie, Z)117)
(Nue, ze)llz + Nl (e, Z) 1)

IN

IN

IA

Provaremos que (Er, || .||r) é um espaco de Banach.
Seja {(ug(t), 28 (t))},cN uma sequéncia em Er cuja as séries convergem absolutamente.
Devemos mostrar que ela prépria converge

Queremos provar que {u”(t), 2"

7 Ve

(t)},,eN converge a um limite {uc(t), z(t)} em Er. Com

efeito, temos por defini¢ao

N CAORAON Z{E{OiggT{HU?(t)HQ + Wkl (P} < o0 (A.4)

entao

> {E{ sup [lul(®)|°}}'* < o0
— 0<t<T

> AE{ sup [V (P12 < 00
] 0u<T

Aplicando as propriedades da Esperanca temos

E{Zoi?fTHU )|} = ZE{ sup_ Hu O} < o0 (A.5)

E su kiez"(0)?) = E{ su k2" (0)?} < o0, A.6
O s, VR OP) = B s, [V 0F) (A6)
para todo w € ' C Q tal que P(Q) =
Tomemos

Z sup [[uz (0 < (AT

O<t
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n

bu(t) =Y sup [\kie2! (t)]* < oo (A.8)
—7 0<t<T
Usando a desigualdade (A.7) obtemos que
E(e,(t) =E(Y sup [u(®]F) = Y E(swp [ur(@)) <00 (A9
k=1 OIS

1 0<t<T

Notemos que a sequéncia (a,,) é uma sequéncia de cauchy. Assim sendo, podemos escolher

uma subsequéncia (a,, ) de (a,) que denotaremos por (ay) tal que

1

ok (t) — ar(®)ll < 55 (A.10)
E aplicando a Desigualdade de Holder, obtemos
Ellac (1) — (D)l < Elan (1) — ()]s, (072 < 420 (a1
onde Ay € JF para todo w € ' C 2 talque P(Q') =1
Pelo Teorema da Convergencia Monétona podemos garantir que a série i llaks1(t) —
k=1

ai(t)|| é convergente, para todo w € Q' C Q tal que P(€) = 1. Portanto a série

Z(ak+1(t) — ay(t)) é convergente para todo w € ' C 2 tal que P(Q)') = 1.
k=1
A (n — 1)-ésima soma parcial desta série é

I I

Sup g (2)

0<t<

— sup [lug(t)
0<t<T
ou seja, da equagao (A.11) temos

1
sup. @I < 57 + S Hu Ol 5
0<t<

Notemos que a sequéncia (u¥) é uma sequéncia de Cauchy em
C([0,T]; H} (D)) e como C([0,T]; H} (D)) é um espago de Banach com a norma do su-
premo, entao temos que (u¥), § converge para uma fungao mensuravel u. em C([0, T; Hy(D)).
Tomemos k € N fixado. Se
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Apéndice B
A Integral de Bochner

Aqui vamos usar a defini¢ao utilazada em [,

B.1 Definicao da Integral de Bochner

Seja (X, ||) um espago de Banach, B(X) a o-algebbra de Borel de X e (2,F, 1) um

espaco mensuravel com medida finita u.

Passo 1 : Como primeiro passo queremos definir a integral de Bochner para fungoes

simples que sao definidas como segue. Definamos
E={f: Q> X|f=) =zl 2, € X A, €F,1<k<nneck}
k=1

e definimos a semi-norma || || g sobre o espago vetorial E por

|| |rE=/||f||du, Jek

Para garantirmos que (E, || || ) é um espago vetorial normado consideremos as classes
de equivaléncia com respeito a || ||g. Por simplicidades seram mantidas as mesma

notacoes.

Dado f € E a integral de Bochner é definida por

/ fdp = ika(Ak)-

Deste modo obtemos uma aplicagao

it : (B |[le) — (X, ]])

Fo [ ra (B-1)

que é linear e uniformemente continua desde que || / fdu| < / | /Il du para todo
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f € E. Agora devemos agora extender a aplicacdo int ao complemennto abstrato de

E com respeito a || |z que denotaremos por E

Passo 2 Vamos dar uma representacao explicita de £

Definicao B.1.1. A funcao f : 2 — X. é chamada fortemente mensuravel se é

Borel mensuravel e f(€2) C X é separavel.

Definicao B.1.2. Seja 1 < p < co. Entao definimos

LELTF s X) = L(p; X)

= {f:Q— X|f ¢éfortmente mensuravel com respeito a &,

e [1IPdn < o0}

e a semi-norma | f|| = (fodeu)%, f e L(Q,F u; X). O espago de todas
as classes de equivaléncia em LP(Q,F, u; X)) com respeito a ||||z» é denotado por
LP(Q, T, p; X) = L7 (p; X)

Observacdo B.1.1. LY(Q,F, ;X)) =F

B.2 Propriedades da Integral de Bochner

Proposicdo B.2.1. (Desigualdade de Bochner) Seja f € £1(Q,F, u; X). Entéao
I/ saul < [ 150

Proposicao B.2.2. Seja f € LY(Q,F, u; X). Entao

[eeran<e(f 11w

verdadeira para toda ¢ € X* = L(X; R).

Proposi¢cao B.2.3. (Teorema Fundamental). Seja —o0 < a < b < oo e f €
C'(Ja,b]; X). Entao

/1[37t](u)f/(u)du si SSt

Lipsjw f'(u) du  em outros casos

F0) - f5) = [ Fwydu=
sy

para todo s,t € [a,b] onde du denota a medida de Lebesgue on B(IR).
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