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Resumo

Em um anel R, o conjunto de todos os elementos quaserregulares determina o,
assim chamado, grupo adjunto G, cuja operagao, conhecida como circulo, foi definida por
S. Perlis como zoy = x+y+zy. Este trabalho, tem como objetivo determinar a estrutura
do grupo adjunto G de um anel finito R e verificar a validade da propriedade do normali-
zador em anéis de grupo integrais (Nor) com respeito ao grupo geral linear. Explorando a
decomposi¢ao do anel R em suas p;-componentes, concluimos que G é produto direto dos
grupos adjuntos, G,,, em cada p,-componente R, do anel; demonstraremos entao, que
para cada fator G,,, o quociente G,,/pR,,, admite uma decomposi¢do como o produto
semidireto (munido da operacao circulo) de J,, /pR,,, em que J,, é o radical de Jacobson
do anel R,,, por um produto direto de grupos gerais lineares. Uma vez estabelecida esta
estrutura, aplicamos técnicas proprias da teoria de anéis de grupo integrais e mostramos
a validade de (Nor) para o grupo geral linear, GL(n,F,), onde F,, é um corpo finito e
¢; = pi". Provamos que vale (Nor) para cada fator GL(n,F,,) e portanto concluimos que

o produto direto desses fatores, é solu¢ao para (Nor).

Palavras-chave: Anéis; Grupos; Radical de Jacobson; Anéis de Grupo Integrais; Grupo

Adjunto; Grupo Geral Linear; Propriedade do Normalizador;



Abstract

In a ring R, the set of all quasi-regular elements determine the, so-called, adjoint
group G whose operation, known as circle, was defined by S. Perlis as xoy = x +y + xy.
This work, has as objective to determine the structure of the group G of a finite ring R
and to verify the validity of the normalizer property (Nor) for integral group rings, with
respect to the general linear groups, GL(n,F,,). Exploring the decomposition of the ring
R in their p;-components, we conclude that G is a direct product of the adjoint groups,
Gy,, for each p — i-component R, of the ring; then we demonstrate that for each factor
G)p,, the quotient G, /pR,,, admits a decomposition as a semi direct product, (endowed
with the circle operation) of J,, /pR,,, which J,, is the Jacobson radical of the ring R,,,
by a direct product of general linear groups. Once established this structure, we apply
proper techniques of the theory of integral group rings to investigate the validity of (Nor)
to general linear groups, GL(n,F,,), where F,, is a finite field and ¢; = p;,". We proved
the validity of (Nor) for each factor GL(n,F,,) and therefore we conclude that the direct

product of these factors is solutions for (Nor).

Keywords: Rings; Groups; Jacobson Radical; Integral Group Rings; Adjoint Group;

General Linear Group; Normalizer Property;
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Introducao

Apresentamos neste trabalho temas relacionados tanto a teoria de Grupos, teoria
de Anéis quanto a teoria de Anéis de Grupo. Mais especificamente, faremos um estudo
da estrutura do grupo adjunto de um anel associativo e investigaremos a validade da
propriedade do normalizador para o grupo geral linear, obtido por essa decomposicao.

Dados um grupo G e um anel R, associativo com unidade, determinamos um novo
anel chamado anel de grupo, denotado por RG, que consiste em um modulo livre tendo
os elementos do grupo GG como base e os coeficientes no anel R, com a adicional operacao
de multiplicacao entre seus elementos, definida por distributividade. Utilizaremos aqui
principalmente anéis de grupo integrais, denotados por ZG, onde G é um grupo finito e
Z ¢é o anel dos inteiros.

Na teoria de Anéis de Grupo, encontramos vérias questoes interessantes; uma
delas é o Problema do Isomorfismo, conhecido como (Iso), que consiste em verificar se
dois grupos serao isomorfos sempre que seus anéis de grupo o forem. A questao vem
sendo discutida desde 1940, a partir dos trabalhos de G. Higman com diversos anéis de
coeficientes, conforme relata C. Polcino Milies e S. K. Sehgal, [18]; entretanto, varios
resultados relevantes foram obtidos utilizando-se o anel dos inteiros e, assim, a questao

do isomorfismo tornou-se uma conjectura para anéis de grupo integrais:
(Iso) 7ZG ~7ZH = G~ H.

A Propriedade do Normalizador, ou (Nor) como é conhecida, é uma outra questdo de
destaque na teoria dos anéis de grupo integrais sobre grupos finitos. Dizemos que um
grupo G satisfaz essa propriedade quando o normalizador de G em U(ZG), grupo das
unidades de ZG, é o menor possivel, ou seja, é o produto do grupo G pelo centro do

grupo de unidades:
(Nor) Mu(G) =G - Z(U(ZG)).

Essa questao também foi apresentada como conjectura, e o primeiro resultado para esta foi
obtido por Coleman [2] em 1964, que conseguiu provar a validade de (Nor) para p-grupos,
e em seguida provou sua validade em grupos nilpotentes. Em 1987, Jackowski e Marciniak

[10] alcangaram um resultado para grupos que possuem um 2-subgrupo de Sylow normal
2



e portanto, obtiveram a solugao para (Nor) para grupos de ordem impar. Em 1995, foi
revelada por M. Mazur [14] uma relacao existente entre (Nor) e (Iso) no contexto dos
grupos infinitos; percebeu-se que, em se encontrando um contraexemplo para (Nor), é
possivel, a partir deste, fabricar um contraexemplo para (Iso). Para as duas questoes
foram obtidas varias respostas positivas, até que, M. Hertweck em 2001 [9], apresentou
contraexemplos para as duas questoes (Nor) e (Iso), dai, entdao, ambas as questoes perdem
o status de conjectura, porém nao a relevancia, uma vez que o objetivo passou a busca
das classes de grupos que sao solugoes para (Nor) ou satisfazem (Iso). Sandling [19],
obteve resultados interessantes relacionando o (Iso) aos elementos quaserregulares, mais
especificamente mostrando que o grupo dos elementos quaserregulares de um anel R,
denominado grupo adjunto ao anel, GG, é caracterizado pelo seu anel de grupo integral, ou
seja satisfaz (Iso). Podemos verificar na literatura que o radical de Jacobson é o maior
ideal quaserregular contido em G, dessa forma, existe uma ligagao entre o estudo de
grupo adjunto de um anel e o radical de Jacobson. Portanto, uma vez que o (Iso) para o
grupo adjunto de um anel ja havia sido estudado e resolvido por Sandling e, que ainda nao
existe na literatura investigac¢ao sobre (Nor) para grupos adjuntos, procuramos determinar
a estrutura do grupo adjunto GG de um anel R e, como através dessa estrutura obtemos
um grupo B que ¢ isomorfo a um produto direto de grupos gerais lineares, procuramos
investigar a validade de (Nor) para o grupo geral linear, GL(n,F,).

No primeiro capitulo, abordamos alguns aspectos da teoria geral de Anéis, teoria
de Grupo, bem como teoria de Anéis de Grupo, apresentando o Problema do Isomor-
fismo (Iso), considerando os resultados mais importantes, entre eles, os desenvolvidos por
Sandling [21], com a inteng¢ao de um capitulo preliminar.

O segundo capitulo, foi destinado a Estrutura do Grupo Adjunto de um p-anel;
resultado original desse trabalho. Explorando a decomposi¢ao do anel finito R em suas
p-componentes, demonstramos entao que cada fator G, admite uma decomposi¢ao como o
produto do radical de Jacobson desta componente, J,, por um grupo que ¢ uma extensao
do ideal pRR,, munido da operacao circulo, por um produto direto de grupos gerais lineares.
Ademais, provando que pR, é um subgrupo normal de G,, obtemos uma decomposigao
deste quociente como um produto semidireto de J, por um produto direto de grupos
gerais lineares .

Abordaremos no terceiro capitulo resultados fundamentais e relevantes relacio-
nados com a Propriedade do Normalizador (Nor), os quais serdo utilizados no capitulo
seguinte.

No quarto capitulo apresentamos a prova da validade de (Nor) para o grupo geral

linear, que também se constitui em um resultado original desse trabalho.

/



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos conceitos e resultados da teoria de Grupos, teoria
de Anéis e teoria de Anéis de Grupo que sao relevantes para o desenvolvimento deste

trabalho. O anel R presente no trabalho seréa considerado finito, associativo e com unidade.

1.1  Grupos

Nesta secao, apresentaremos e dicutiremos alguns resultados relevantes da Teoria
de Grupos que podem ser verificados, por exemplo, nas referéncias A. Garcia; Y. S. K.
Lequain [8], C. Polcino Milies; S. K. Sehgal [18] e S. K. Sehgal [|21].

Definicao 1.1. Seja H um subgrupo de um grupo G. Dizemos que H é normal em G,
(H<G)seg'Hg= H para todo g € G.

Definicao 1.2. Seja G um grupo e x,y € G. Os elementos x e y sao ditos conjugados

em G se existe g € G tal que y = grg™'.

Definicao 1.3. O centro de um grupo G € o subgrupo:
Z(G)={a € G:axr=rxaVre G}

Definigao 1.4. Para um dado grupo G, o subgrupo G' = (x 'y lay; v,y € G) é cha-

1

mado o subgrupo derivado de G, o elemento [x,y] := v~y lay € G, é chamado o

comutador de x e y.

Definicao 1.5. Seja H um subgrupo do grupo G. Dado um elemento g € G, o0s subcon-
Jjuntos da forma
Hg={hg|he H} e

gH = {gh|h € H}

sao denominados classe lateral a esquerda e a direita de H representada por g,

respectivamente.



Definicao 1.6. Seja G um grupo e H um subgrupo normal de G. O grupo de suas classes

laterais com a operagao induzida de G é chamado grupo quociente de G por H e é

denotado por G/H .

Definicao 1.7. Um grupo G é chamado de metabeliano se contém um subgrupo normal

A que seja abeliano e o quociente G /A também seja abeliano.

O lema a seguir determina uma condicao para a qual um grupo quociente é

abeliano.

Lema 1.8. Seja N um subgrupo normal do grupo G. Assim, o grupo quociente G/N é

abeliano se, e somente se, G' C N.

Definicao 1.9. Seja G um grupo multiplicativo. Um automorfismo de G é um isomor-
fismo f: G — G. O conjunto dos automorfismo de G serd denotado por Aut(G). E ficil

ver que Aut(G) € um grupo cuja a operagdo é a composicao de fungoes.

Definicao 1.10. Um subgrupo H de um grupo G € dito subgrupo caracteristico se
¢(H) = H para todo automorfismo ¢ : G — G. (H car G).

Definicao 1.11. Seja H um subgrupo de um grupo G, definimos o normalizador de H

em G por
Ny (G) = {g €G; g 'Hg= H}.

Seja G um grupo finito, cuja ordem é |G| = p"m, em que p denota um inteiro po-
sitivo primo e m um inteiro positivo nao divisivel por p. Devido ao Teorema de Lagrange,
sabemos que a ordem de um p-subgrupo de G deve ser menor ou igual a p™. Dessa forma,
existindo um subgrupo de ordem p", este deve ser maximal no conjunto dos p-subgrupos

de G. Dai, temos a seguinte defini¢ao:

Definigao 1.12. Seja G um grupo finito tal que |G| = p"m em que p f m. Um subgrupo
de G que tenha ordem p™ chama-se um p-subgrupo de Sylow de G.

Apresentamos a seguir um importante resultado que caracteriza subgrupos de

Sylow para grupos finitos.

Teorema 1.13. Seja G um grupo finito de ordem |G| = p™m, em que p é um inteiro

primo que nao divide m. Entao:

(i) G sempre contém p-subgrupos de Sylow e todo p-subgrupo de G estd contido num

outro p-subgrupo de Sylow de G.

(11) Todos os p-subgrupos de Sylow de G sao conjugados entre si em G.



(ii1) Se n, denota o nimero de p-subgrupos de Sylow de G, entdo
n, =1(mod p) e mn,|m.
Corolario 1.14. Seja P um p-subgrupo de Sylow de um grupo G. Entao,
NeWNa(P)) = Na(P).
Definicao 1.15. Um grupo G é chamado nilpotente se contém uma série de subgrupos:
{1}=Goyc G, C...C G, =G,

) . G :
estd contido no centro de ——, com 1 <i <n.

Gi
Gi—l Gi—l

tais que G;_1 < G e cada quociente

Toda série de subgrupos de G que satisfaz a propriedade acima é chamada de
série central de G.

Os grupos nilpotentes finitos podem ser caracterizados pelo seguinte resultado:
Teorema 1.16. Seja G um grupo finito. As sequintes condi¢oes sdo equivalentes:
(i) G € nilpotente;
(11) Todo subgrupo de Sylow de G € normal em G;

(11i)) G € o produto direto de seus subgrupos de Sylow.

Outros resultados importantes sobre grupos nilpotentes:
Lema 1.17. Subgrupos e grupos quocientes de grupos nilpotentes sao nilpotentes.
Proposicao 1.18. Um p-grupo finito é nilpotente.

Proposicao 1.19. Produtos diretos finitos de grupos nilpotentes sao nilpotentes.

1.2 Anéis, Médulos e Algebras

Nesta se¢ao, que é baseada em [18|, apresentaremos as definigdes e resultados
relevantes da teoria de Anéis que serao fundamentais para o desenvolvimento do nosso

trabalho.

Definigao 1.20. Seja R um anel, definimos o grupo das unidades de R como

UR)={reR;dyce Rexy=yx=1}.



Definicao 1.21. Seja R um anel nao necessariamente com unidade, definimos uma ope-

racao em R chamada operagao circulo, por xoy =x +y + xy, para todox,y € R.

Como essa operacao é derivada da adicao e do produto, em um anel, é facil ver

que ela é associativa e possui elemento neutro, 0.

Definicao 1.22. Seja R um anel. Um elemento v € R é chamado quaserregular a
esquerda se existe y € R tal que xoy = 0, esse elemento y € dito ser um quase-inverso
a esquerda de x. Analogamente x € R € dito quaserregular a direita, se existe z € R

tal que zox = 0.

Definicao 1.23. Um elemento x € R ¢é dito quaserregular, se ele € quaserreqular a
esquerda e a direita; Neste caso, pode-se provar que seus quase-inversos 4 esquerda e G

direita sao iguais.

Podemos observar que, em um anel, todo elemento nilpotente é quaseregular a
direita. Vejamos:
Seja r € R um elemento qualquer nilpotente, isto é, existe um ntmero inteiro positivo n,

tal que 2 = 0. Tomemos y = —x + 2% — 2% 4+ - + (=1)" "'z~ entdo

zoy = x4y+ry = 2+(—r+r’ =23+ 4 (=1)" " ta(—atad =24 (=) e

n—1_n-—1

—r—z+at—t 4 (D) et — (=) () = 0.

Logo y € R ¢é o quase-inverso a direita de x. Portanto todo elemento nilpotente é quase-
regular 4 direita.
Analogamente podemos verificar que todo elemento nilpotente é quaserregular & esquerda.

Contudo existem elementos quaserregulares que nao sao nilpotentes.

Exemplo 1.24. Seja Ziy = {$ € Q : (a,b) =1, 21b}.

Este conjunto € um anel comutativo sobre as operacoes usuais de adi¢dao e multiplicacao
e contém o subanel 27y, que estd contido em Q, ou seja, 2Z;) C Q, logo nenhum
dos elementos de 27 € nilpotente. Porém todos os elementos do subanel 2Z) sao
quaserregulares. De fato, tome § € 2Z), entdo 2|a e assim 21 (a+D), entdo % € 2Z ).

Dai, temos que:

a a?

a+b (a+0b)b

a —a
— 0 —

@
b a+b b

=0,

. . . a
ou seja — € o elemento quase-1nverso de E

a
(a+b)
Definigao 1.25. Seja R um anel. O radical de Jacobson de R, denotado por J(R), é

a intersecao de todos os ideats maximais o esquerda de R.



Proposicao 1.26. Seja R um anel. Entao J(R) € o tunico ideal o esquerda mazimal

quaserreqular de R.

Observemos, entao, que esse resultado nos fornece uma definicao equivalente para
o Radical de Jacobson: "O Radical de Jacobson J(R) de um anel R, é o ideal maximal
que é composto por elementos quaserregulares."
Com base no resultado a seguir, podemos garantir que o radical de Jacobson contém

qualquer ideal & esquerda nil.

Proposicao 1.27. Todo ideal a esquerda nil de um anel R estd contido no radical de

Jacobson J(R).

Definicao 1.28. Dizemos que um R-mddulo M satisfaz a condigao de cadeia descen-
dente (D.C.C), se toda cadeia de submodulos de M :

M13M23...Mi3...

estaciona, ou seja, existe um indice t tal que My = M,.; para todo inteiro positivo 1. Se os
submddulos de M satisfaz a (D.C.C), diz-se M é um moddulo artiniano(Em homenagem
a Emil Artin). Um anel R é chamado artiniano & esquerda se o mddulo rR € artiniano

e artiniano a direita se o mddulo R € artiniano.
Apresentaremos, a seguir, resultados relativos a semissimplicidade.

Definicao 1.29. Um R-mddulo M ¢é chamado semissimples se todo submaodulo de M é

um somando direto de M.
Definicao 1.30. Um anel R é chamado semissimples se o modulo rR é semissimples.

N. J. Divinsky, em [5], apresenta uma defini¢do equivalente, para semissimplici-

dade, no caso dos anéis artinianos, relacionada a elementos quaserregulares:

Definicao 1.31. Um anel R artiniano que nao possui ideais proprios formados por ele-
mentos quaserrequlares € chamado semissimples, ou seja, se R é semissimples, seu uinico
ideal formado por elementos quaserregulares € o ideal nulo. Neste caso, dizemos que R é

semissimples a Jacobson.
Teorema 1.32. (Wedderburn) Todo anel com divisao finito é um corpo.

Teorema 1.33. (Wedderburn-Artin) Um anel R € semissimples se, e somente se, é

soma direta de anéis de matrizes sobre anéis de divisao:
R~ Mm(Dl) D Mn2<D2) DD Mnk(Dk)a

em que M, (D;) é um anel de Matriz e cada D; é um anel de divisao.



O resultado a seguir nos apresenta uma importante caracterizagao para um anel

artiniano relacionando-o com anéis semissimples.

Teorema 1.34. Seja R um anel semissimples. Entdao, R € artiniano e as sequintes con-
di¢oes valem:

(i) R nao contém ideal bilateral nilpotente.

(i) R nao contém ideal & esquerda nilpotente.

(i1i) J(R) = 0.

Reciprocamente, se R € artiniano e alguma das condigoes acima vale, entao R é semis-

simples.

A seguir, apresentaremos alguns resultados sobre algebras finitas, cujas provas

poderdo ser conferidas em, Y. A. Drozd e V. V. Kirichenko, [6].

Definig¢ao 1.35. Um polinomio irredutivel, p(z), sobre um corpo F é chamado separavel

se p(x) ndo tem raizes maltiplas em qualquer extensao do corpo F.

Definicao 1.36. Um corpo F é chamado perfeito se cada extensao finita de F for sepa-

rdvel ou, em outras palavras, se todo polindmio irredutivel de Flz] é separdvel.

Drozd e V. V. Kirichenko [6], estabelecem condi¢oes para que um corpo de ca-
racteristica p, com p primo, seja perfeito e além disso eles nos garantem que todo corpo

finito é perfeito.

Teorema 1.37. Todo corpo de caracteristica 0 € perfeito. Um corpo F de caracteristica

p € perfeito se e somente se a equagao xP = o tem uma solu¢ao em F para cada o € F.
Corolario 1.38. Todo corpo finito € perfeito .

Definigao 1.39. Uma dlgebra A sobre um corpo K é separavel se, em qualquer extensao

L de K, a dlgebra A® L é semissimples(a Jacobson).

Citaremos um importante resultado, o Teorema de Wedderburn-Malcev, onde
apresenta uma decomposi¢ao para uma algebra de dimensao finita, o qual nos auxiliara

posteriormente.

Teorema 1.40. (Wedderburn-Malcev) Seja S uma dlgebra de dimensao finita sobre
um corpo F, com radical de Jacobson J, tal que S/J seja separdvel, entdo eziste uma

subdlgebra Sy, tal que S = So @ J (como soma direta de subespagos vetoriais), em que

S()ZS/J

Teorema 1.41. Se um corpo F € perfeito, entao toda F-dlgebra semissimples é separdvel.
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1.2.1 Automorfismo de Frobenius

Os teoremas de Sylow nos dizem que todo p-subgrupo A de um grupo G, de
ordem p™, estd contido em um p-subgrupo de Sylow, B, de G, contudo, para analise
dos automorfismos que geram o grupo geral linear, essa informacao quanto ao grupo de
ordem p™ nao é suficiente; para tanto, recorreremos a um resultado, ver [7], referente a

automorfismos de Frobenius que nos auxilird na analise desses automorfismos.

Definicao 1.42. Seja ¢ = p™, onde p € primo e seja E o fecho algébrico de F,. Para

a € F, o automorfismo de Frobenius, 0, : £ — E ¢ definido por:
o1(a) = al.

Teorema 1.43. O grupo G = Aut(Fym) de automorfismos de F,m € ciclico de ordem m,
gerado pelo elemento que corresponde ao automorfismo de Frobenius o1(a) = " . Ou

seja, Aut(Fym) =~ C,y,, onde Cy, € o grupo ciclico, dado por C,, = (o1()) .

1.3 Anéis de Grupo

Nesta secao, apresentaremos conceitos e discutiremos alguns resultados impor-

tantes da teoria de Anéis de Grupo.

Definicao 1.44. Sejam G um grupo e R um anel com unidade. Denotamos por RG o

congunto de todas as combinacoes lineares formais como a sequir

o= Zagg,

geG

em queay € R e {ag}geG ¢ uma sequéncia quase nula, ou seja, a, # 0 para uma quantidade
finita de indices. O conjunto (RG,+,-), dotado das operacées de adi¢ao, multiplicagao e
multiplicacao por escalar definidas da forma a sequir, € um anel chamado anel de grupo
de G sobre R:

(i) soma de dois elementos:

(Z agg> + (Z bgg> = (ag+by)g;

geG geG geG

(11) produto de dois elementos:

(Z agg> : (Z bgg> = ) (agbn)(gh).

geG geG g,heG
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(111) produto de um elemento por um escalar do anel R:

A- (Z agg> = Z(/\ag)Q, VA€ R.

geG geG

Note que temos 1rg = 1rlg, ou seja, RG € um anel com identidade que, denotare-

mos por 1.

Facilmente verificamos que RG é um R-moédulo e, se R é comutativo segue que

RG é uma algebra sobre R.

Definig¢ao 1.45. Dado o = Zagg € RG, definimos o suporte de o como supp(a) =
geG
{9 € G:a, # 0}, isto é, o conjuto dos elementos g € G que aparecem na composi¢io de

a de forma nao trivial, ou seja, oy # 0.

1.3.1 O ideal de Aumento

Definicao 1.46. Seja a funcao ¢ : RG — R dada por

€ (Z agg> = Zag.
9eG geG

Esta funcao € um homomorfismo de anéis, chamado homomorfismo de aumento de
RG.

Definimos U, (RG) = {a € U(RG);e(a) = 1}, como sendo o subgrupo das uni-
dades de aumento 1 em U(RG), ou entdo, o subgrupo das unidades normalizadas
de RG.

Observagao 1.47. Seja u € U(ZG), entao e(u) = £1. Portanto, podemos escrever
U(ZG) = £ U (ZG).

Defini¢ao 1.48. O nicleo do homomorfismo de aumento € € denotado por A(G) e o

chamaremos de ideal de aumento de RG.

Observe que, para um elemento Zagg € A(G), temos que € (Z agg> =

geG geG

5 ay = 0. Logo, podemos escrever a na forma:
geqG

azZagg:Zag(g—l).

geG geG
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Como os elementos da forma g — 1, com g € G, pertencem a A(G) e considerando a

observagao acima, temos o seguinte resultado:
Proposicao 1.49. O conjunto {g —1;9 € G,g # 1} é uma base de A(G) sobre R.

Devido a esta proposi¢ao A(G) pode ser descrito por:

A(G) = {Zag(g— 1); g# 1,04 € R}.

geG
Definicao 1.50. Seja H um subgrupo de G . O ideal a esquerda de RG, gerado pelo
conjunto {h —1; h € H}, € denotado por A(G,H) e pode ser explicitado da sequinte
forma:

A(G,H) = {Zah(h —1);ap € RG} :

heH

Observe que, pela defini¢ao acima, o ideal A(G,G) coincide com A(G). Sendo
assim, considerando N um subgrupo normal em G, o homomorfismo canénico ¢y : G —
G//N pode ser estendido a um homomorfismo de anéis ¢y : RG — R(G/N) dado por:

VN (Z agg> = ZQQEN(Q)'
geG geG

Por isso, segue o resultado abaixo que apresenta uma caracterizagao alternativa para

A(G, N), que, neste caso, ¢ um ideal bilateral.

Proposigao 1.51. Seja G um grupo e N subgrupo normal em G, (N <G) e by definido
da forma acima, entao ker(¢Yn) = A(G, N).

Corolario 1.52. Seja G um grupo e N subgrupo normal em G, (N < G). Entao,

siew " ()

Observagao 1.53. Pelo que foi visto até aqui, A(G, N) define uma aplicagao dos subgru-
pos normais em tdeais bilaterais; agora construiremos uma aplicagao na dire¢ao oposta.

Seja I um ideal de RG, consideremos o sequinte conjunto:

V(I)={9geG:g9g—1€1l}, istoé V(I) =GN (1+1).
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A relacao entre as duas aplicagoes é dada por:
Proposigao 1.54. Se H é um subgrupo de G, entio V(A(G,H)) = H.

Observagao 1.55. Observemos que, embora tenhamos V(A(G, H)) = H, as aplicagées
A eV, nao sao uma inversa da outra. De fato, como I é um ideal em RG, € fdcil ver que
A(G,V(I)) C I e, além disso, considerando I = RG, temos que V(RG) = GN(1+RG) =
G. Portanto A(G,V(RG)) = A(G) # RG.

Definicao 1.56. Um isomorfismo ¢ : ZG — ZH é chamado Isomorfismo Normali-
zado se para todo elemento o € ZG, temos que e(a) = (¢ (a)) ou, de forma equivalente,

se para todo elemento g € G, temos (¢(g)) = 1.



Capitulo 2

A Estrutura do Grupo Adjunto

2.1 O Grupo Adjunto de um Anel

Nessa secao apresentaremos definicoes e alguns resultados referentes a grupos
adjuntos que podem ser conferidos em [18]. Retomando a operagao circulo, o, x oy =
r+y+xy, para todox,y € R, definida no capitulo anterior; lembremos que esta operagao
é associativa, tem elemento neutro, neste caso o 0, entao é facil concluir que o conjunto
dos elementos quaserregulares do anel R, ou seja, aqueles elementos que possuem inverso

em relagao a esta propriedade, forma um grupo com essa operagao.

Definicao 2.1. O grupo formado por todos os elementos quaserrequlares de R com a

operagao o € chamado grupo adjunto.

Definicao 2.2. Se todos os elementos do anel R forem quaserregulares, alguns autores

denominam esse grupo como grupo circulo e o anel R é chamado anel radical.

Podemos verificar facilmente que, se 1 é a unidade do anel R, entao —1 nao é
quaserregular. Sendo assim, neste trabalho, caso o anel tenha unidade, admitiremos sem-

pre que essa unidade é diferente de 0, ou seja 1 # 0.

Se um anel R tem unidade e é nao trivial, entao existe uma conexao entre o grupo

adjunto de R e o grupo de unidades como veremos no resultado a seguir:

Proposicao 2.3. Sejam R um anel com unidade, U(R) o grupo das unidades de R e G
o grupo adjunto de R. EntaoU(R) =1+ G eU(R) = G.

Demonstra¢ao. Dado g € G arbitrario, considere h € G o quase-inverso de g, ou seja

goh =hog=0. assim temos que,

1+9)(1+h)=14+g+h+gh=1+(9+h+gh)=1+(goh)=1.

14
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Analogamente, podemos verificar que (1 + h)(1 + g) = 1. Logo 1 4+ g € U(R), donde
1+ G C U(R). Por outro lado, dado u € U(R), considere v seu inverso, ou seja, uv =

vu = 1. Temos que
(u=Dov—-1)=@w—-1)+@—-1)+(u-1)(v-1)

=u—14+v—-14w—-—-u—v+1=0

Por um raciocinio analogo, prova-se que (v — 1) o (u — 1) = 0, logo u — 1 € G, ou seja
u € 1+ G. Portanto U(R) =1+ G.

Agora, consideremos a aplicacao:

v: G — U(R)
g — 1+4g

Com base nas informagoes acima, podemos concluir que ¢ é uma bijecao.

A aplicacao ¢ é, de fato, um homomorfismo de grupos, pois dados g, h € G, temos:
o(goh)=1+(goh)=14+(g+h+gh)=14+g+h+gh=(1+9g)(1+h)=p(g)eh).

Portanto, U(R) = G, isto é, U(R) e G sao isomorfos.
O]

Em nosso trabalho, lidaremos apenas com anéis com unidade; contudo, nao quere-
mos, simplesmente, desprezar anéis que eventualmente nao apresentem unidade. Ocorre,
entretanto, que um anel sem unidade, felizmente, pode sempre ser extendido de forma
bastante natural a um anel com unidade (Extensao de Dorroh), a saber:

Tomando o conjunto Ry = Z, x R, em que ¢, é a caracteristica de R, dados (n,r),

(m,s) € Z, x R, definimos as operagoes de anel como a seguir:
Dados (n,r), (m,s) € Z, X R
e A adigao é definida por coordenadas:
(n,r) 4+ (m,s) := (n+m,r +s).
e A multiplicacao é definida por:

(n,r)(m,s) = (nm,rs +mr +ns),

em que mr e ns sao simplesmente as somas iteradas de r e s, dadas pelos inteiros

men.
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e O par (0,0) é o neutro aditivo.
e O par (1,0) é o elemento neutro multiplicativo.

Confirmando o neutro:
(n,r)(1,0) = (n.1,7.0 + 1.r +n.0) = (n,r).

e O elemento inverso pode ser obtido por: (n,r)(m,s) = (1,0) & nm =1lers+mr+
ns =0 e (nm)(rs + mr 4+ ns) = 0, enquanto (mr) o (ns) = mr + ns + (mr)(ns) =
mr +ns + (nm)(rs) = rs +mr + ns = 0.

~——

=1
Dessa forma, mr é quaserregular e mr = n~'r € G, onde G é o grupo adjunto de R.
e O par (n,7) € Z, x R = R, é invertivel & n e U(Z,) en 'r € G
Lembremos que U(Z,) é um grupo abeliano e tem ordem ¢(g) em que ¢ é a fun-
cao de Euler.
O resultado a seguir garante que podemos obter o grupo adjunto do anel R; em
funcao de grupo adjunto do anel R e das unidades em Zj,.

Teorema 2.4. Seja Gy, o grupo adjunto do anel Ry, G, o grupo adjunto do anel R e
U(Zy) o grupo de unidades de Z,, entio Gy = U(Z,) X G.

Demonstragao. Sabemos, da proposigao 2,3, que G; = U(R;) e, pelo discutido acima,

podemos considerar a aplicagao:

o: UR) — UZ,) %G

(n,r) +— (n,n"1r)

Verifiquemos que esta aplicagao é um homomorfismo de grupos:
ol(n, ) (1, )] = plnl, vt + nt + )

= (nl,(nl) " Yrt +nt +1r)) = (nl,n 'r + 17t + 0 trl7 )
= (nl,n'rol ) = (n,n ') (L, 17 %) = p(n,r)e(l,t).

Logo, ¢[(n,7)(l,1)] = ¢(n,7)e(l,1).

Agora verifiquemos que a aplicagao é bijetiva:
Considere ¢(n,r) = (1,0), entdao (n,n"'r) = (1,0), donde n = 1 e n~'r = 0, assim, r = 0,
ou seja, (n,r) = (1,0). Dessa forma, ker ¢ = {(1,0)}, o que garante que ¢ ¢ injetiva.

Agora, consideremos (n,7) € U(Z,) x G, ou seja, n € U(Z,) e r = n~(nr) € G. Entao,
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existe (n,nr) € U(Ry) tal que p(n,nr) = (n,n"'nr) = (n,r). Portanto, dado, (n,r) €
U(Z,) x G, existe (n,nr) € U(Ry) tal que p(n,nr) = (n,r), garantindo assim que a
aplicagao ¢ € sobrejetiva.

Diante disto, podemos concluir que Gy = U(Z,) x G e portanto G = G /U(Z,). O

2.2 O problema do Isomorfismo

Na teoria de Anéis de Grupo, a questao de como a estrutura do grupo base deter-
mina as caracteristicas do anel de grupo associado e, por outro lado, quais propriedades
do grupo base podem ser dicernidas a partir da investigacao do anel de grupo associado, se
coloca naturalmente. Neste sentido, uma questao central na teoria é: "dados dois grupos
G e H e um anel R, serd que a existéncia de um isomorfismo de anéis, entre RG e RH
implica que G é isomorfo a H?”

Intimeros foram os resultados a respeito desta questao; algumas investigacoes foram di-
recionadas a grupos abelianos, considerando a algebra sobre o corpo dos complexos. E
assim, obteve-se como resultado que um grupo abeliano finito nao é determinado pelo seu
anel de grupo sobre o corpo dos complexos.

Segundo C. Polcino Milies e S. K. Sehgal, [18], o mencionado problema foi sugerido pela
primeira vez em 1940 por Higman, em sua tese de Doutorado, referindo-se a anéis de
grupo integral, ou seja, quando R = Z. Mais tarde, em 1947 T.M. Thrall, apud [18],
reformulou o problema da seguinte forma:

"Dado um grupo G e um corpo F, determine todos os grupos H tais que FG = FH.”

As questdes sobre quais propriedades de um grupo finito G se refletem sobre o anel de
grupo RG ja foram estudadas, conforme relatam Polcino Milies e Sehgal, [18], por diversos
matematicos: S. Perlis e G. Walker em 1950, provaram que grupos abelianos finitos sao
determinados pelos seus anéis de grupo sobre o corpo dos niimeros racionais e W. E. Des-
kins em 1956, apud [18], mostrou que p-grupos abelianos finitos sao determinados por seus
anéis de grupo sobre qualquer corpo de caracteristica p. Neste sentido alguns resultados
parciais relacionados a grupos finitos ndo abelianos foram obtidos por B. Coleman(1962)
apud [2] e D. Passman [14]. Esses resultados sugeriam que para uma determinada familia
de grupos seria possivel obter um corpo para o qual o problema do isomorfismo tivesse
resposta positiva. Entretanto em 1972, E. Dade, apud [18], obteve um exemplo de dois
grupos nao isomorfos tais que suas algebras de grupo sobre qualquer corpo eram isomor-
fas. A partir dai descartou-se a possibilidade de R ser um corpo e passou-se a considerar
o problema do isomorfismo quando o anel de coeficientes fosse o anel dos inteiros Z. Em

sendo assim, a questao passou a ser enunciada da seguinte forma:

(ISO)  ZG~ZH = G=H.
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O resultado a seguir esclarece uma das razoes pelas quais seria interessante con-

siderar em particular o anel Z para a conjectura acima:

Lema 2.5. Sejam G e H dois grupos tais que ZG = ZH . entao, RG = RH para qualquer

anel comutativo R. (como R-dlgebra)

Foram diversos os exemplos de grupos que responderam positivamente ao Pro-
blema do Isomorfismo. Todavia em 2001, M. Hertweck, [9], apresentou um contra-exemplo
para o (Iso), ou seja, construiu dois grupos finitos, particulares e nao isomorfos de forma
que seus anéis de grupo integrais sao isomorfos. Essa descoberta é extremamente impor-
tante, pois o Problema do Isomorfismo perde o status de conjectura, porém nao a sua
relevancia. E, a partir dai, muda-se o foco da pesquisa, nao mais se busca a validade da
mencionada conjectura e sim quais as caracteristicas que um grupo deve apresentar para

ser determinado pelo seu anel de grupo integral.

2.2.1 Os Resultados de Sandling

R. Sandling, em seu trabalho, [19], apresenta diversos resultados relacionados a
grupo circulo e grupo de unidades de um anel, dentre estes, destacaremos aqui apenas
aqueles voltados a verificar que os grupos adjuntos finitos, os grupos circulos finitos e os
grupos gerais lineares sao determinados por seus anéis de grupo integrais.

Para obtermos os resultados desejados, é necessario que apresentemos alguns conceitos
bésicos e resultados técnicos.

Seja G um grupo adjunto do anel R, definamos um homomorfismo de grupos aditivo
0 :ZG — R por
0 <Z agg> = Zagg,
geG geqG
ou seja, cada elemento x € G é levado no proprio x € R. Agora, vamos mostrar que 6
restrito ao ideal de aumento A(G) é um homomorfismo de anéis e, para tanto, devemos

mostrar que essa restricao é um homomorfismo multiplicativo.

0((g—1)(h—=1))=0(goh—g—h+1)=goh—g—h=gh+g+h—g—h=gh.

Lembremos que o elemento identidade de G (1) ¢ o elemento nulo (0) de R, de modo
que um elemento da forma g — 15 € ZG é levado em g € R, pela aplicagao 6.
Obviamente §(A(G)) é um subanel de R. Os resultados, a seguir que caracterizam um

grupo adjunto, podem ser conferidos em [18],

Teorema 2.6. Um grupo G € o grupo adjunto de um anel se, e somente se, € 0 grupo
adjunto de um anel quociente de A(G) de ZG.
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Demonstragao. A validade da condicao suficiente é imediata. Para mostrarmos a validade
da condigao necessaria vamos assumir que GG é o o grupo adjunto de um certo anel R.
Considerando 6 : A(G) — R, o homomorfismo de anéis construido acima, temos, pelo

teorema do isomorfismo, que
A(G)
ker (6)
Note que O(A(G)) é um subanel de R contendo G; assim G ¢é o grupo adjunto de §(A(G)).
A(G)
ker (6)

~ 0(A(GQ)).

Logo, pelo isomorfismo acima, segue que G também é o grupo adjunto de
Analogamente também podemos caracterizar o grupo circulo:

Teorema 2.7. Seja G um grupo finito, entao G € um grupo circulo se, e somente se,
existe um ideal J de ZG, contido em A(G), tal que:

(1) O indice do subgrupo aditivo J em A(G) € igual a |G|, e,

i) (1+J)NG = 1.

Neste caso,

O resultado a seguir, apresentado por Polcino Milies e Sehgal [18], nos garante

que para um isomorfismo normalizado ¢ : ZG — ZH também vale que (1+¢(J))NH = 1:

Lema 2.8. Sejam G e H grupos finitos e seja ¢ : ZG — ZH um isomorfismo normalizado.
Sendo J um ideal de ZG tal que (1+J)NG = 1. Entao (1+¢(J)) N H = 1.

Exibiremos a seguir os resultados em que Sandling, [19], prova que grupos circulo
finitos, grupos adjuntos e os grupos de unidades de anéis finitos sao determinados pelo

seus anéis de grupo integral.
Teorema 2.9. Um grupo circulo finito é determinado pelo seu anel de grupo integral.

Demonstracao. Seja G um grupo circulo finito, entao, pelo teorema 2.7, existe um ideal
JCAG), talque (1+J)NG=1eG~1+ ﬁ Seja H um outro grupo tal que
ZG ~ ZH e seja ¢ : ZG — ZH um isomorfismo normalizado, entao ¢(J) é um ideal de
ZH, contido em A(H), logo, pelo lema anterior, temos que (1 + ¢(J)) N H = 1.

Sendo ¢(A(G)) = A(H), segue que [A(H) : ¢(J)] = [A(G) : J] = |G| = |H|, dessa forma
o Teorema 2.7 garante que H é um grupo circulo e é isomorfo a 1 + A(H)/¢(J).
Portanto, temos que

A(H)

Gl —2214+—~L ~H.
J o(J)
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Lema 2.10. Sejam G o grupo adjunto do anel R e J um ideal de um anel de grupo
integral ZG tal que (1 + J)NG = 1. Entao G € isomorfo a um subgrupo do grupo das
unidades do anel quociente ZG/J.

Demonstrag¢ao. Considere a aplicagao ¢ : G — 1+ (A(G) + J)/J, dada por
plx)=1+(x—1)+J
Essa aplicacao ¢ um homomorfismo de grupos. De fato, dados g e h € GG, temos:
P(g)¢(h) =1+ (g -1+ )1+ (h—1)+J)

=1+ (gh— 1)+ J = ¢(gh).

Essa aplicacao é injetiva; considere g € G tal que ¢(g) =1+J =1+ (g—1)+J =1+ J,
entdo g— 1€ J,assimge (1+J)NG = 1.
Portanto, G é isomorfo a ¢(G), que é um subgrupo do grupo de unidades de ZG/J. O

Dado G' = U(R), o grupo de unidades de um anel R e, considerando R o subanel
de R gerado por G, definimos um homomorfismo 6 : ZG — R’, considerando J = ker (0)

e usando o lema anterior prova-se a validade de (1SO) para U(R).

Teorema 2.11. O grupo das unidades de um anel finito € determinado por seu anel de

grupo integral.

Demonstragao. Conforme citamos acima, seja G = U(R) o grupo de unidades de um anel

R e tomando R’ o subanel de R gerado por G., consideremos a aplicacio:

0:72G — R, definida por:
0 (Z agg> = Z%g.
geG geG

E sabido que as multiplicacoes de G e R’ sao as mesmas, assim segue que § é um homo-
morfismo de anéis e entdo vale que #(ZG) = R'. Se denotamos J = ker (6); temos que
R =0(ZG) ~ ZG/ J.

Agora considere um outro grupo H tal que ZG ~ ZH e seja ¢ : ZG ~ ZH um homorfismo
normalizado. Entao ZG/J ~ ZH/¢(J). Como (1 + J) NG = {1}, temos, pelo teorema
2.7, que (1+¢(J))NH = {1}. Dai, segue, pelo lema 2.9, que H ¢é isomorfo a um subgrupo
do grupo de unidades de ZH/¢(J) ~ ZG/J ~ R'. Como o grupo das unidades de R ¢ o
proprio G, segue que H é isomorfo a um subgrupo de G e, desde que estes grupos tém a

mesma ordem e sao finitos, podemos concluir que H ~ G. O

Sandling, estende este resultado para o grupo geral linear GL(n, R), quando n >

1, através do seguinte resultado:
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Corolario 2.12. Seja R um anel finito com unidade e seja n>1. O grupo Geral Linear

GL(n, R) € caracterizado pelo seu anel de grupo integral.

Demonstra¢ao. Sabemos que é finito o anel de matrizes M (n, R), com R finito e, como
GL(n, R) é o grupo de unidades de M (n, R), o resultado segue imediatamente pelo Teo-

rema anterior. OJ

Também podemos estender esse resultado para o grupo adjunto de um anel finito

mesmo que o anel nao tenha unidade.

Teorema 2.13. O grupo adjunto de um anel finito é determinado por seu anel de grupo

integral.

Demonstragao. Seja G o grupo adjunto de um anel finito R.

Caso 1: Se R tem unidade, entao, pela proposi¢ao 2.3 segue que G ¢é isomorfo ao grupo
de unidades de R e entao pelo teorema anterior GG é determinado pelo seu anel de grupo
integral.

Caso 2: Se R nao tem unidade, podemos mergulhar o anel R em um anel com unidade R,
de modo que Ry = Z4 X R, em que ¢ ¢ a caracteristica do anel R e usaremos o Teorema
2.4 para concluirmos que Gy = G x C, ou seja, G ~ G1/C,, onde G; é grupo adjunto de
Ry e U(Z,) = C, & um grupo ciclico de ordem q.

Seja H um outro grupo tal que ZG ~ ZH. Entao,

LG ~ Z[G x Cy] ¥ LG ®7 ZCy ~ ZLH ®4 ZC, ~ Z[H x C}]

dai segue que ZG; ~ Z[H x C].

Como G; ~ (U(R;)) que é o grupo de unidades de R;, segue, pelo teorema
anterior, que G; ~ H x C,,.
Logo, H ~ G1/C,. Porém, por outro lado, pelo teorema 2.4, Assim, G ~ G,/C, ~ H.

Portanto, concluimos que G ~ H. O

2.3 Uma Decomposicao do Anel em p-anéis

Considerando R um anel finito com unidade, a estrutura (R, +) forma um grupo

abeliano, logo podemos escrevé-lo como soma direta de seus p; subgrupos de Sylow:
<R7+) = Rm @sz @"'@Rpm

em que R, ,R,,,- -, R,, sao p;-subgrupos de Sylow.

Provaremos, a seguir, que cada um destes p;-subgrupos é um ideal de R.
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Lema 2.14. Seja R, um p;-subgrupo de Sylow do grupo abeliano (R,+), entao R,, € um
ideal de R.

Demonstragio. Sejam x € Ry, e y € Ry, com o(z) = pi" e o(y) = pj.
Se i # j, temos que (xy +zy+---4+zy)=(r+x+--+2)y=0.

N J

o vezes
Por outro lado, (zy + 2y +---+2y)) =z(y +y+---+y) = 0. Dessa forma, o(xy)|p/" e

(. S

Pl Vezes
o(zy)|p}, porém p; e p; sdo relativamente primos, daf segue que o(zy) = 1, assim zy = 0.
Se tomarmos ¢ = j no desenvolvimento acima, podemos concluir que o(xy)|p!* e o(xy)|plt,
entdo zy € R,,,. Dados © € Ry, e r € R, temos que xr = x(ry + 1o+ +71p) = a1; € R,,..

Analogamente, rz = (ry +ro+ -+ +71y,)xr = r;x € Ry,. Portanto R,, é um ideal de R. [

Lembrando que sendo R fechado pela operacao circulo, esse é pelo menos um
mondide, dai, veremos no resultado a seguir que, quando tomamos a intersecao de cada

R,, com o grupo adjunto G, de R, obtemos um subgrupo normal em G.

Lema 2.15. Se G € o grupo adjunto de R e G,, = GNR,,, entao Gp, < G.

Demonstracao. Provaremos que G,, < G e, em seguida, que G, € normal em G.

1) Gy # 0
ii) Dados z,y € G,,, temos que zoy € G e além disso, zoy = = + y + zy, entdo xoy € R,
—_—
E€Ry,
Portanto x oy € G),.

cee . / . ’
iii) Considere x € G, e  seu quase-inverso. Provar que = € G,,.

’ !/ ! . / !/ /
O=zox =x+2 +2r,o0useja, x = —x —ax . Dessa forma z € G),.
——

E€Ry,
Portanto, podemos concluir que G, ¢ um subgrupo de G.

Agora provaremos que Gy, ¢ normal em G

Sejam g € G, z € Gy, e ¢ o quase-inverso de G, temos que ¢ oz o g € G e, além disso,

Jorxog=g +ar+gr+g+gg+rg+grg=9g +g+gg+r+gr+gug
—_—

=0
Dessa forma g oxog=x+gx+gxg € R,,, entdo segue que, g oxog € R, NG =G,

Portanto o subgrupo G,, é normal em G. n

No grupo G, definido acima todos os elementos sao quaserregulares, logo, no

resultado a seguir, verificaremos que este é o grupo adjunto do anel R,,:
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Lema 2.16. Seja G' o grupo do anel R, e G, = G N R,,, como no lema anterior, entao

Gp, € 0 grupo adjunto de R,,.

Demonstracao. Seja x € R,, quaserregular, entao existe y € R,,, tal que zoy = yox = 0.

Dessa forma z € G, e portanto € G,,. Logo G,, ¢ o grupo adjunto de R,,. []

No resultado seguinte, considerando a decomposicao da parte aditiva de R,
R=R, ®R,, - ® R,,, podemos obter uma decomposi¢ao para cada grupo adjunto

G, como produto direto dos G,:

Proposicao 2.17. Seja R um anel finito com unidade, G' o grupo adjunto de R e G, o

grupo adjunto de R,,, entao podemos escrever G como o segquinte produto
G =Gy 0 0Gy,.

Demonstracao. Considerando a decomposigao R = R, ® R, &---® R,,,, podemos tomar
u € U(R), comu = ri+ry+---+r,, onder; € R, e assim Is € R, com s = s1+Sa+- - -+5,
tal que u-s = 1. Entao, segue que, 1 = (11 + 719+ -+ +71,) - ($S1 + 52+ -+ 8,) =

7181 + 282 + -+ + 1pS,, uma vez que 7;5; = 0, para i # j.

Dessa forma, 17 + 1o+ -+ + 1, = r181 + 1289 + -+ - + 7,,Sp,, em que cada 1; é um
idempotente primitivo de R,,.
Assim, devido a unicidade da decomposicao, tem-se que 7;-s; = 1;. Logo r; € uma unidade
em R, , isto é, r; € U(R,,). Portanto, concluimos que U(R) >~ U(R,,) X --- x U(Ry,).
Como U(R) = G e cada G, = U(R,,), segue que G ¢é descrito pelo seguinte produto
direto

G~Gpo---0G,,.
[l

Salientamos que o objetivo da operagao adotada para descrever o produto direto
acima foi simplesmente ressaltar a operagao circulo (o).
Com base nesta proposicao, vamos reduzir nosso trabalho a um anel do tipo p-anel, ou

seja, Vr € R = pFr = 0, para algum k.

2.4 A Estrutura do Grupo Adjunto para um p-anel

Nesta secao, coletamos uma série de resultados iniciais, extremamente técnicos,
com o objetivo de obter a estrutura do grupo adjunto do anel R, uma vez que esse
apresenta uma estrutura muito particular. O radical de Jacobson, J(R), do anel R e o

conjunto definido por pR = {pr,r € R}, serao essenciais para obtermos esses resultados.
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Estamos nos referindo a um p-anel, R, ou seja, p é um inteiro positivo tal que Vr € R =

pfr =0, para algum k.
Lema 2.18. Seja R um p-anel, entao pR € ideal de R.

Demonstracao. Sendo R um anel com unidade, é claro que pR # ().
Sejax € pRer € R= Jy € R tal que z = p.y, entdo zr = p.yr = (py)r = rx € p.
Portanto, pR ¢ ideal de R. O

Lema 2.19. Sendo J(R) o radical de Jacobson do anel R, entio, pR C J(R)

Demonstracao. E sabido que Vr € R = pFr = 0, para algum k, dessa forma, temos que

(pr)f =p*- ¥ =0, para todo pr € pR

T1
Assim pr é nilpotente. Como pr é um elemento arbitrario de pR < R, todo elemento de

pR & nilpotente, entdo pR ¢ um ideal nil, logo pR C J(R). ]

Lema 2.20. Seja J (R/pR) o radical de Jacobson do anel R/pR e J(R) o radical de
Jacobson do anel R, entiao J (R/pR) = J(R)/pR

Demonstragio. Tome a + pR € J(R)/pR. Como a € J(R), 3a’;a0a = 0. Podemos
escrever (¢ + pR) o (a + pR) = (d' 4+ a + ad’) + pR = 0 + pR, dai segue que a + pR é
quaserregular em R/pR. E assim J(R)/pR é um ideal quaserregular em R/pR, logo esta
contido em J(R/pR).

Para a reciproca, consideremos I’ um ideal quaserregular de R/pR, entao existe um ideal
I de R que contém pR tal que I' = I/pR, pelo Teorema do Homomorfismo para anéis.
Sea € I<R,a+pR € I/pR, que é quaserregular em R/pR, entao existe o quase-inverso
de a+pR, seja ele: b+ pR, isto é (a+pR)o (b+pR) = (a+ b+ ab) + pR = 0+ pR, entao
a+b+ab € pR C J(R), que é um ideal quaserregular, entdao a + b+ ab é quaserregular
em R. Assim, 3¢ € R tal que a + b+ ab+ c+ (a+ b+ ab)e = 0. Dessa forma, temos que
a+(b+c+bc)+alb+c+bc) =0 e assimao(b+c+bc) = 0. Entao a é quaserregular em
R. Como a € I é arbitréario, segue que I é quaserregular em R, entdo I C J(R) e assim
I/pR C J(R)/pR.

Dessa forma, todo ideal quaserregular de R/pR esta em J(R)/pR. Em particular J(R/pR),
ou seja J(R/pR) C J(R)/pR.

Portanto, segue que J (R/pR) = J(R)/pR. O
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Lema 2.21. Seja J(R) o radical de Jacobson do anel R, entdo J(R) é um subgrupo

normal de G, com rela¢ao a operacao o.

Demonstragao. Provaremos que J(R) < G e, em seguida que J(R) é normal em G.

i) Lembrando que J(R) ¢ um ideal quaserregular em R, entao temos que J(R) ¢ fechado
para a operacao "o, logo dados a,b € J(R), acb=a+ b+ ab e J(R).

ii) Seja a’ o quase-inverso de a em J(R), dai segue que 0 =aod = a+da + aa’ e assim
a =—a—ad € J(R), como J(R) éideal em R, segue que a € J(R).

Logo J(R) < G.

Agora provaremos que J(R) é normal em G.

Sejam a € J(R), g € G e g o quase-inverso de g em G, entdo g ocaog € G e, além disso,
goaocg=g +a+ga+g+gg+ag+gag=_a + ga + ag + gag € J(R)
Assim g oao g € J(R) e portanto J(R) é um subgrupo normal em G. O

O teorema de Wedderburn-Malcev nao se aplica a R pois, nao temos a garantia
de que R é uma algebra finita sobre um corpo perfeito I, entretanto podemos verificar que
R/pR ¢ uma Z,-algebra, de fato, sendo R um p-anel, com unidade, podemos garantir que
R contém uma copia de Z,m, para algum m, que é determinado pela caracteristica de R,
ou seja 3A C R, tal que A = Z,~. No entanto, para simplificar, diremos que Z,» C R.
19”%7’ segue que Zym |pLym = % = Zyp. Se Zym C R, entao, pZym C
pR. Dai temos que Z, = Zym /pZ,» C R/pR, pois tanto Z,m C R quanto pZ,m C pR.
Logo Z, € R/pR, ou melhor, existe um subanel A’ de R/pR tal que Ly = A

Portanto, existe uma copia de Z, em R/pR.

Como Zym =

Agora, com base no teorema de Wedderburn-Malcev, podemos obter uma decomposicao
para R/pR:

R JR) A
Lema 2.22. Seja R um anel e J(R) o radical de Jacobson de R, entio — = L@—,
pR pR — pR

onde A é um subanel de R que contém pR.

R/pR
Demonstra¢ao. Como /—p ¢ semissimples e R/pR contém uma copia de Z,, en-

J(R/pR)
R/pR

tao —————— ¢ uma algebra semissimples sobre Z,, que é um corpo perfeito, logo, pelo
J(R/pR) '
R/pR | | ) i .
Teorema 1.40 m} ¢ uma algebra semissimples separédvel, portanto, o teorema de
p
Wedderburn-Malcev garante que existe uma subalgebra A, tal que R/pR = J(R/pR) & A

. .. R/pR
(como soma direta de espagos vetoriais), e A = /—p

J(R/pR)

Uma vez que J(R/pR) = J(R)/pR, pelo Lema 2.20, temos que A = JR/Z?R ~ R

(R)/pR  J(R)’

ou seja, A = Jﬁ%) e p—I;)% =J <1%) ® A, com AC R/pR.
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Pelo Teorema do Homomorfismo de anéis, podemos garantir que 3 A subanel de R que

A . R JR) A < R/pR
contém pR tal que — = Aeassim — = —~ @ —,com A/pR = ———— = R/J(R).
PR pR pR "pR [PRE 7 (R)/pR /IR)

Logo, podemos escrever R = A + J(R), com AN J(R) = pR.
A fim de obtermos uma decomposicao para o grupo adjunto G de R, vamos considerar o
subconjunto B de G tal que B = G N A e verificarmos que B < G.

Lema 2.23. Defina B =GN A. Entio B é um subgrupo de G' com relag¢ao a operagao o.

Demonstragao. Verificaremos que B satisfaz as propriedades de subgrupo.

)0eGe0ecA entio0eGNA=B=B#
ii) Dados a,b € B, segue que a,b € G e a,b € A, dessa forma, aob € G e
além disso aob=a+ b+ ab € A, pois A é anel. Sendo assim aobe GNA = B.
iii) Seja b € B e b o seu quase-inverso, ¢ imediato que b € G, provaremos
que b € A e portanto b € B. Para esta propriedade, consideraremos dois casos
distintos:
Caso 1: Se b€ pR<R, segue que 0 =bob =b+b +0bb,entdo b = —b—0bb €
pR C fl, assim b € A. Logo b € B.
Caso 2: Se b € pR, segue que b ¢ J(R). Pois, sendo como b = —b" — bb', segue
que b € J(R)N A, entdo b € pR, logo uma contradicio. No entanto, b’ = j + a,
onde j € J(R) e a € A, entdo podemos garantir que a ¢ J(R) e assim a & pR.
Por outro lado, temos que 0 = bob = bo (j4+a) = b+ j+a+bj+ ba =
b+a+ ba+w. Dessa forma, segue que b+ a + ba = —j(1 +b). Logo b+a+
€A €J(R) €A cJ(R)
ba € pRe —j(1+b) € pR. Porém (1+b)(1+0b) =1 e pR é ideal de R. Entdo
j=—j1+b[-(1+b)] €pRC A, eassimje A, logob € A, implicando em
b € B.

Portanto , concluimos que B < G. O

A partir desse fato e, utilizando a decomposicao obtida no Lema 2.22, obteremos

uma decomposicao para o grupo adjunto G de R.
Lema 2.24. Seja G' o grupo adjunto do anel R, entio G = J(R)+ B e BN J(R) = pR.

Demonstracdo. Tome g € G e o seu quase-inverso ¢ € G de forma que ¢ = h + a com
heJR) eacAeg =f+c com feJR)ece A Assim temos que

0=gog =(h+a)o(f+c)=h+a+f+c+hf+hctaf+ac,
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dessa forma g + ¢ + ac = —h—f—hf—hc—a]i.

Logo a + ¢+ ac € AN J(R) = pR C J(R), ou seja, a + ¢ + ac é quaserregular, entao
Jd €Rtalque (a+c+ac)od =0 = a+ctac+a +ad +ca +aca =0. Dessa
forma, a + (c+a +ca’) +a(c+a +ca’) =0,ousejaao(c+a +ca)=0,e dai segue
que a é quaserregular em R, entdo a € G. Logo a € GN A = B. Portanto podemos
concluir que g € J(R)+ B = G = J(R)+ B. Agora, suponha que a € BN J(R), entdo
acGnAeac J(R), logoae J(R)NA=pR. Entdao BN J(R) C pR. Por outro lado,
pR C BN J(R), portanto, concluimos que BN J(R) = pR. ]

Sendo J(R) um subgrupo normal em G, J(R) <G somos induzidos a tentar obter
a estrutura do grupo G como um produto de J(R) por um outro subgrupo de G, digamos
B. Porém nao obteremos um produto semidireto, uma vez que obteremos J(R)NB = pR.
No entanto, obteremos um produto semidireto quando tomamos o quociente por pR. Com

base nisto provaremos o seguinte resultado:

Teorema 2.25. Seja R um anel. Se G € o grupo adjunto de R, entao podemos escrever

ona-(42)(8)

onde J(R) é o radical de Jacobson de R e B/pR é um subgrupo de G/pR isomorfo ao

produto direto de grupos gerais lineares.

Demonstragao. Inicialmente, provaremos que J(R) + B = J(R) o B, ou seja, a decom-
posicao tanto pode ser feita com operacio de adi¢do quanto com a operacao circulo. E
imediato que J(R) o B < G(R), uma vez que J(R) < G, com a operagao o e B < G. E
pelo Lema anterior, temos que G(R) = J(R) + B. Logo J(R)o B C B+ J.

Por outro lado, se B" é o quase-inverso de b, temos b+ h = b+ h 4+ (bo b)h =

b+h-+bh+bh+bb'h = b+ (h+bh)+b(h+b'h). Entdiob+h=_b o(h+bh) e BoJ(R),
B
€ €J(R)

para quaisquer b € B e h € J(R). Logo, B+ J(R) C Bo J(R).
Portanto, concluimos que B+ J = Bo J.
Dessa forma, segue que G = Bo J(R) e BN J(R) = pR, em que pR é subgrupo normal

de G. Portanto, tomando o quociente por pR, temos o seguinte produto semidireto

= (S ) ()
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Vamos agora verificar a estrutura de B/pR:

Lema 2.26. B/pR = GL(ny,F,) x GL(ny,F,,) X --- x GL(n,F,, ), onde cada g; € uma

poténcia de p.

Demonstra¢do. Lembremos que B = G N A, dai segue que B/pR = G/pR N A/pR, onde
A/pR=R/J(R).

Tome a o pR € B/pR, entao a € G N A, dessa forma, existe ¢’ tal que aoad = 0
implicando que ¢ € B. Sendo a o pR quaserregular em B /PR, segue que a o pR =
{a 4+ pr+apr /r € R} = a+pR. Entao aopR = a+pR em A/pR e existe a opR = a' +pR
tal que (a o pR) o (a opR) = pR. Portanto, podemos afirmar que um elemento de B/pR
estd univocamente associado a um elemento em fl/pR que é quaserregular. No grupo
B/pR temos (a o pR) + (a' o pR) + (aa’ o pR) = pR, enquanto no anel A/pR temos que
(a+pR)o (a' + pR) = pR. Pelo Teorema de Wedderburn-Artin,

R

ok My, (Dy) @ M,,(D3) @ - -+ @ M,, (Dy),

onde cada D; ¢ um anel de divisdo. Ora, se o anel R/pR ¢ finito assim também serdo

estes anéis de divisao; logo, serao corpos finitos, que denotaremos por D; = F,,, ¢ = phi

Dessa forma, A/pR = T = M,,(F,) ® M,,(F,) ® --- & M,,(F,). Os elementos

quaserregulares de A/pR formam um grupo quaserregular em R/J(R), que ¢ B/pR e,
sendo R um anel com unidade, segue que esse grupo ¢é isomorfo a U(R/J(R)). Assim
temos que B/pR=U(R/J(R)) =U(M,,(Fy,) D M,,(F,)®---& M,, (F,)). Dessa forma,
B/pR = UMy, (Fg, ) XU (M, (Fy,)) x - - - xU(My,, (Fy,)), em que U (M, (Fy,)) € o grupo de
unidades em M, (F,, ), ou seja é o grupo geral linear GL(n,F,, ). Logo B/pR é isomorfo

ao produto direto de grupos gerais lineares:
B/pR = GL(ny,F,, ) x GL(ny,Fy,) % -+ x GL(ng, Fy, ).

]

Portanto, podemos concluir que G/pR pode ser escrito como produto semidireto

de J/pR por um produto direto de grupos lineares gerais.

Conseguimos um resultado bastante relevante, que é o produto semi-direto onde a
base é um p-grupo, logo satisfaz (Nor), por um produto de grupos gerais lineares. Diante
disso, procuramos investigar a validade de (Nor) para o grupo geral linear obtendo assim

a validade de (Nor) também para o topo, desse produto semi-direto.



Capitulo 3
A Propriedade do Normalizador

Apresentaremos neste capitulo uma das questoes centrais na teoria de Anéis de
Grupo, mais especificamente, Anéis de Grupo Integrais, que é a Propriedade do Norma-
lizador, conhecida como (Nor). Essa tem sido tema de diversos estudos na area de Anéis
de Grupo e ja foram obtidas muitas descobertas ao seu respeito.

Dado um grupo G e H < (G, uma pergunta natural que surge é como se localiza
o H dentro do grupo G, mais precisamente como se determina Ng(H), o normalizador de
H em G. Considerando U := U(ZG), o grupo das unidades do anel de grupo integral, é
facil ver que G é subgrupo de U. Dessa forma, podemos investigar o normalizador de G
em U. O centro de U, ¢ := Z(U), também esta contido em Ny (G), logo G - ¢ C Ny(G).
A propriedade do normalizador diz que estes determinam todo o normalizador, ou seja, o

normalizador é o menor possivel.

Essa propriedade é apresentada em Sehgal, [21| da seguinte forma:

(Nor) M(G) =G - (.

Diversos foram os estudos intencionados a verificar a validade desta questao para
diversas classes de grupos. Apresentaremos aqui alguns dos principais resultados, refe-
rentes & Propriedade do Normalizador, que serao fundamentais para desenvolvimento do
nosso trabalho.

Destacaremos abaixo uma versao apresentada por [21], para o Teorema Funda-

mental de Coleman:

Teorema 3.1. (Coleman, 1964) Seja G um p-grupo finito contido em um grupo finito G
tal que u € Ny(QG). entao existe y € G tal que u'gu = y~'gy, para todo g € P.

Os autores S. Jackowski e Z. Marciniak [10], alcancaram um resultado, para
anéis de grupo integrais, o que representou um grande desenvolvimento para pesquisa

pois, revela que a propriedade é verdadeira para grupos que possuem um 2-subgrupo de

29
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Sylow normal e portanto, segue a solugao para (Nor) para grupos de ordem impar.
Dado u € Ny(G), denotamos por ¢, : G — G o automorfismo ¢,(g) = v 'gu, e por
Auty(G) o grupo dos automorfismos definidos desse modo. E imediato que Inn(G) C
Auty(G), em que Inn(G) consiste em automorfismos internos de G. Agora, (Nor) é
valida se, e somente se, Vu € Ny (G), temos que u = gy -z, com gy € G e z € (. Logo,
utgu = v.(9) = 27 g5 9902 = g5 " 990, isto equivale a afirmar que ¢, é um automorfismo
interno de G, ou seja, Auty(G) C Inn(G).

Portanto, a propriedade do normalizador para um grupo finito G foi apresentada, segundo

Jackowski e Marciniak, [10] da seguinte forma:
(Nor) Auty(G) = Inn(G)?,

Utilizando a forma acima apresentada para (Nor), citamos um importante resul-
tado de Jackowski e Marciniak [10], que garante a validade de (Nor) para os grupos que

possuem ordem impar, ver [21]:
Teorema 3.2. Se G é um grupo de ordem impar, entao Auty(G) = Inn(G).

A partir desse resultado, passou-se a investigar a validade de (Nor) apenas para
grupos que possuem ordem par.
Os autores supracitados, apresentaram mais outra forma de verificar a validade de (Nor)
para um determinado grupo G, analisando um conjunto de automorfismos ¢, em Auty,(G)
a partir de um 2-subgrupo de Sylow S, fixo em G.
Para isto definiram o subconjunto Ig das involugoes de ordem 2 em Auty(G) que mantém

S fixo:
Ig := {gpu € Auty(G) : @2 = id, pu|s = id} ,

A partir deste conjunto, Jackowski e Marciniak [10] obtiveram um importante resultado

que garante a validade de (Nor) sempre que I C Inn(G):

Teorema 3.3. Se Ig estd contido em Inn(G) para um 2-subgrupo de Sylow S C G, entdo
Auty(G) = Inn(G).

Outro resultado que merece destaque é o teorema a seguir, de Jackowski e Mar-
ciniak [10], que garante a validade de (Nor) para um grupo G que possui um 2-subgrupo

de Sylow normal:

Teorema 3.4. Se G é um grupo finito que possui um 2-subgrupo de Sylow normal, entao

vale a propriedade do normalizador para G.

Apresentaremos a seguir um resultado bastante interessante que pode ser visto

como uma versao restrita da propriedade do normalizador, obtido por Petit Lobao, T. e

Sehgal, S. K, [16].
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Lema 3.5. Se u € Ny(G), entao p,(g9) = u'gu é um conjugado a g, para qualquer
g € G, isto €, existe h € G tal que u~'gu = h™tgh, com h fizo, mas dependendo do g.

Este resultado pode ser considerado uma versao restrita (ou pontual) de (Nor),
pois, ¢, (g) ~¢ g significa que V g € G,3 x € G, x depende de g, tal que p,(g) = v tgu =
r gz,

Enquanto o teorema 3.1, corresponde a uma versao local, ja que temos Auty (G) C Inn(G)
para p-subgrupos do grupo G.
Sabemos que grupos nilpotentes podem ser escritos como produto de seus subgrupos de

Sylow, entao, a partir do resultado acima segue que:

Corolario 3.6. Seja G um grupo nilpotente finito, entao vale (Nor) para G, isto é,

Nu(G) =G - Z.

No capitulo anterior, escrevemos o grupo adjunto G como produto direto de seus
subgrupos normais, G,,, entao a proposicao a seguir, que pode ser conferida em [12|, nos
possibilita trabalhar com estes subgrupos, uma vez que, verificada a validade de (Nor)

para estes, podemos estender para todo G.

Proposicao 3.7. Seja G o produto direto dos grupos G1 e G, G = G1 X Go. Entdao a

propriedade do normalizador vale para G se, e somente se, ela vale para G1 e G,.

Demonstracao. Denote por ¢; : G — G; a projecao natural de G em G;. Destacamos que
a extensao de ; aos anéis de grupo também serd indicada por ;. Para i # j, observe
que G; = Ker(p;). Suponha que (Nor) vale para G e seja u € Nyza,)(G;) uma unidade
no normalizador de G;. Entao u € Ny(G) e consequentemente v = wg, com g € G,
w € ((U(ZG)). Logo, temos que u = p;(u) = ;(w)p;(g) e entao, vale a propriedade do
normalizador para G;.

Agora, verificaremos que a condi¢ao é também suficiente. Suponha que a propriedade do
normalizador vale para os grupos G e Gs, e seja u € Ny(G) uma unidade no normalizador
de G. Sendo u; = p;(u), temos que u; € N (G;) e assim u; = w;g;, onde w; é uma unidade
central em ZG; e g; € GG;. Como G é o produto direto de GGy e G5, temos que w; é também
uma unidade central em ZG. Definindo w = wuu; 'uy ', verificaremos que w é central em

Z.G. Observe que w = uwflwg_lgflggl

estd no no normalizador de G, e ¢;(w) = %1.
Logo, segue que, para todo g € G, [w, g] = go para algum gy € G. Quando aplicamos ;
em ambos os lados da expressao acima, obtemos ¢;(go) = @:(w™Hwi(g7)pi(w)es(g) = 1.
Assim gyp = 1 e portanto w é uma unidade central de ZG. Temos entao que u = usujw =
Jog1w — 2wiwy € G - (, e portanto vale a propriedade do normalizador para G.

]

Lembremos que a estrutura do Grupo adjunto, G/pR foi obtida como produto

semidireto onde a base é nilpotente, logo vale (Nor) e o topo é um produto direto de
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grupos gerais lineares. No capitulo seguinte, provaremos a validade de (Nor) para cada
um dos grupos gerais lineares e utilizaremos o resultado anterior, para concluir que a

propriedade é valida também para o topo desse produto semidireto.



Capitulo 4

A Propriedade do Normalizador para o

Grupo Geral Linear

Neste capitulo, provaremos que vale a propriedade do normalizador para o grupo
geral linear GL(n,F,), definido sobre o corpo F,, em que ¢ = p™, com p primo.
Introduziremos alguns conceitos e resultados referentes ao grupo geral inear que serao

fundamentais para concluirmos a prova.

4.0.1 O Grupo Geral Linear - Estrutura Basica

Seja F, um corpo finito e seja n € N. Denotamos por M, (F,) o conjunto de
todas as matrizes quadradas de ordem n X n com entrada no corpo IF,, escrevemos tal
matriz como M = (my;), onde m;; € F,.

Definimos o grupo geral linear GL(n,F,) como o subconjunto de M, (F,) consistindo
de todas as matrizes quadradas invertiveis, de ordem n X n, ou seja, matrizes que tém
determinante ndo-nulo. GL(n,F,) forma um grupo com a multiplicac¢ao usual de matrizes,
cujo elemento identidade é dado por I,,.

A seguir exibiremos alguns conceitos e resultados encontrados em J. P. Alperin; R. B.
Bell, [1] e S. K. Sehgal em [21]| que descrevem a ordem do grupo GL(n,F) e os geradores

desse grupo.

Definig¢ao 4.1. O grupo especial linear SL(n,F) € o subgrupo de GL(n,F) formado pelas

matrizes cujo determinante é 1.

Proposicao 4.2. Seja n € N e seja ¢ uma poténcia prima. Entdao

n(n—1)

IGL(n,F)| =1 (¢" —¢" ) =q¢ = (¢"—1)-...-(¢—1).

Definigao 4.3. Seja X;j(a) = I, + aEy;, com a € F;, em que Ey;, com i # j € a matriz
da base candnica do espago de matrizes. Também poderiamos definir a matriz X;j(a),

como sendo a matriz cuja (k,l)-entrada € igual a « se (k,1) = (i,7) e igual a S para

33
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todas as demais entradas (k,1).

o~ 9
_ o O

1
Por exemplo, a matriz Xio(a) = | 0
0

Definimos transvecgoes como sendo os conjugados de X;;(«), no grupo GL(n,F,),
isto 6, N"'X,;;(a)N, onde N € GL(n,F,).

Teorema 4.4. O grupo G = GL(n,F,) € gerado pelo conjunto de todas as transvecgoes e

todas as matrizes diagonais invertiveis.

Teorema 4.5. Sejam GL(n,F,) o grupo geral linear sobre o corpo finito F, com q = p™,
p primo, e SL(n,F,) o grupo especial linear, entdo, valem as sequintes afirmagoes:

(1) GL(n,F,) = SL(n,F,) x F*;

(i1) SL(n,F,) € gerado pelas transvecgoes.

Observagao 4.6. Se q € uma ppténcia de p, um p-subgrupo de Sylow de GL(n,F,) é dado

pelas matrizes unitriangulares superiores, denotada por Ts:

1 a2 a1z -+ ayp

0 1 agg - a
T¢=110 0 1 - a3,

0 0 o --- 1

Ou seja, a;; =0, se j > 1, a;j =1, se j =1 e a;; € F, sao quaisquer se ¢ > j.
O p-subgrupo de Sylow determinado, analogamente, pelas matrizes winitriangulares infe-

riores € denotado por Tj.

4.0.2 Automorfismos do Grupo Geral Linear

As primeiras discussoes sobre os automorfismos do grupo geral linear sobre um corpo
comutativo devem-se a O. Schreier e van der Waerden, apud|3| em seguida esses resultados
foram estendidos para corpos nao comutativos por J. Dieudonnné. Tomando como base o
trabalho de Dieudonné, P. M. Cohn, 1969, em [3|, apresenta os quatro tipos de geradores
do grupo de automorfismos de GL(n,F,):

Lema 4.7. Se G = GL(n,F,) é o grupo geral linear sobre o corpo finito F, com q = p™,

p primo, entdo Aut(G) € gerado pelos sequintes automorfismos:

1. Automorfismos internos: @1 (M) = N"'MN, onde N é uma matriz invertivel, com-

pondo o subgrupo normal Inn(G) = &1 < Aut(G)
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2. Automorfismos induzidos por automorfismos do corpo F,.
SeX: F, — F,, € um automorfismo de F, e M = [a;;] € um elemento genérico de
G, X induz o automorfismo de G, dado por @o(M) = [N ay;)]; estes automorfismos
determinam o subgrupo ®o < Aut(Q).

3. Automorfismos radiais ou homotetias, também conhecidos como automorfismos cen-
trais:
Dado o homomorfismo de grupos x : G — Z(G) ~F; ~ C;_1, define-se p3(M) =
X(M)M, tal que x(al) = o' & a = 1. Esses forma o subgrupo ®3 < Aut(G).

4. Automorfismo contragradiente ¢4, dado por (M) = (M~1)" = (M")™"; este auto-

morfismo, obviamente, tem ordem 2.

Vale notar que a expressao ; é utilizada para indicar apenas o "tipo"de auto-
morfismo, enquanto ®;, indica o conjunto desses automorfismos.

A seguir, alguns fatos importantes referentes a estes automorfismos:

Fato 4.8. Automorfismos em ®5 comutam com o automorfismo @y.

Estendendo o automorfismo, A : F, — F,, ao grupo GL(n,F,), como no item 2 do lema
anterior, como MM~ = I,,, entio \(MM =) = X\(I) = I,. Dessa forma, \(M)N(M™1) =
L, garantindo que A(M~') = \(M)~".

Com base nisto, podemos garantir que
Pa(ip2 (M) = a(A(M)) = (AM)) ™" = MM ] = Apa(M)) = pa(pa(M)).

2 0 s(M) = g0 pa(M).

Logo, concluimos que os automorfismos dos tipos 2 comutam com (.

Fato 4.9. Automorfismos em ®3 geram um subgrupo normal em Aut(G): ®3 < Aut(Q).
Para p3(M) = x(M)M, onde x(M) € F,*, temos p3(M)M~ = x(M)I,, que é uma ma-
triz escalar, logo temos que @3(M)M™1 é central. Agora, consideremos um automorfismo
qualquer em GL(n,F,), a saber, ¢ e definamos uma nova aplicagio por 1)’ = 1ho g0~}

e dai, seque que,

!/

U (N) = (s (™ (V) = (s (N))NT'N = (3 ( ™ (N) (v (NT))N =

= U(ps (¥ (V) (@ (N)) N,
Como @3(v "1 (N)))(~Y(N))™! € uma matriz escalar, logo central, seque que

/

X (N) = ¥(ps(p H (N)) (A H(N))™h), também o serd.
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Verificaremos que X' € um homomorfismo de grupos:
X (N1N2) = ¢h(ipa(v ™ (N1 N)) (0 (N1 Ny)) 1) =

= s (MY (Vo)) (™ (N (V) ™) =
= lpa(e (V1)) a9~ (Vo)) (™ (V) ™ (™ (M) ™)

A
é central

= (3 (¥ (NP ND)) T (a9 (N2)) (71 (V) )
= (s (@ (V) (W (VD)) (s (V) (@7 (N2)) 1) = X (V1) (V).

Dessa forma, concluimos que ¥ (N) = X' (N)N em que ' (N) € uma matriz escalar. De-

finimos X" tal que X" € F,* e x".I, = X'. A aplicagio X" : GL(n,F,) — F; ¢ tal
que X' (N) = k, com k € F;. Logo Y (N) = X (N)N = x"(N)I,N = X" (N)N ¢ uma
homotetia, ou seja, € um automorfismo do tipo 3.

Portanto, os automorfismos do tipo 8 geram um subgrupo normal, bem como os automor-

fismos do tipo 1 também geram um subgrupo normal.

O fato de que ¢5 e ¢, comutam e o fato de que ¢, e 3 geram subgrupos normais,
nos levam a conclusao que para qualquer ¢ € Aut(G), ¢ é decomposto da seguinte forma:
P10P20pP3 OU P10Pa0p30py, com @; € O 1 € {1,2,3}, em que p; pode ser a identidade;
esta ordem de decomposicao pode ser qualquer.

Ainda podemos observar que automorfismos de ®; comutam com os de ®s.

Fato 4.10. Automorfismos em ®3 preservam conjugagoes, isto é, p3(N"TAN) = N~1p3(A)N,
donde x(N7'AN) = x(A).

De fato, p3(N"'AN) = 3(N~")ps(A)ps(N) = p3(N) " ps(A)ps(N) = N='x(N) " ps(A)x(N)N,
em que X(N) € Z(G). Logo p3(N7YAN) = N~1p3(A)N.

Apresentaremos a seguir um Lema que nos auxiliard na anélise dos automorfismos
do tipo 2:

Lema 4.11. Seja A : F, — F, dado por A(a) = a™*, para todo a # 0. Entao \ é um

automorfismo se e somente se ¢ =2, ou q =3 ou q = 4.

Demonstra¢io. E evidente que Fy = {0,1}; A : Fy — Fy, leva 0 +— 0, 1 — 1 em que
171 =1.

Para F3 = {0,1,—1}. X : F3 = F3,leva 0 — 0, 1 =~ 1l e —1 + —1, em que 17! =
le—=17' = —1. Enquanto, F; = {0,1,a,1 + a}, sendo a o gerador de F,* é tal que:
aa=14a (1+a)(l+a)=1+a+a+aa=(1+a)+a+(l+a)=2+(a+a)+a=a
, pois Char(Fy) =2. a.(1+a)=a+a*=a+ (1+a) =atatl=1

=0
Portanto, A\ : Fy = Fy,leva 0= 0,1+ 1,a+1+ael+arra,emquea ' =1+ae
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(1+a) " =a

Dito isto, seja A(a) = a™ !, Va # 0.

Se A = oy*, para 1 < k < m, entdo 0,"(a) = a*" = A~* donde a?*+! = 1, Va # 0.
Lembremos do Automorfismo de Frobenius, visto no Teorema 1.43, temos que, F," ~
Cym_1, entao Ya # 0, segue que "~ =1, em que ¢ = p™.

Sendo assim, se a é gerador de F,*, essa ¢ a menor poténcia tal que a?”"~! = 1, logo
p™ — 1|p* + 1, para algum k.

Conclusao:

1. Se k < m, como (p™ — 1)|(p* + 1), entao p™ — 1 < pF + 1.
Logo p™ —p* < 2. Assim p = 2. Consideremos k+r = m, r > 0. Como 2™ —2F < 2,
segue que
okt ok <9 = ok or ok <2 = 2F(2" —1) <2,

Nessas condicoes, temos que k =1 e r = 1. Logo p = 2 e m = 2. Portanto, I, é tal

que F, = Fpm = Fy.

2. Se k = m, temos que (p™ — 1)|(p™ + 1), donde p™ — 1 =1 ou p™ — 1 = 2. Dessa
forma, p™ = 2 ou p™ = 3.
Nessas condigoes, temos que m=1=kep=2oup=3.

Portanto, exceto para [y, F5 e Fy, o automorfismo A : @ — a~! nao existe.

4.0.3 A validade de (Nor) para o Grupo Geral Linear

Teorema 4.12. Se G = GL(n,F,) € o grupo geral linear sobre o corpo finito F,, com

q=p™, em que p € primo, entao vale a Propriedade do Normalizador (Nor) para G.

Demonstragao. Se n = 1, segue que GL(n,F,) = F,*, que ¢ ciclico, logo abeliano, entao
vale (Nor) em GL(1,F,). Para n > 2, pela proposigao 4.2, a ordem de GL(n,F,) é par,
logo néo se encaixa no Teorema 3.2 ¢ GL(n,F,) consiste em matrizes de ordem maior ou
igual a n x n.

O argumento para esta prova baseia-se fortemente na estrutura do Aut(G) (Lema 4.7),
no resultado de Coleman para p-grupos, (teorema 3.1), apud [21], nos resultados de Jac-
kowski e Marciniak [10] (teoremas 3.2, 3.4 e 3.5) e no resultado de Petit Lobao e Sehgal
[16] (Lema 3.6).

Dividiremos nossa prova em dois casos:

Iniciaremos considerando matrizes de ordem n > 2 e em seguida provaremos (Nor) para

matrizes de ordem n = 2.
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e Caso n>2

Mostraremos que todos os automorfismos de GL(n,F,), provenientes de uma unidade
normalizada sdo internos, ou seja Auty(G) = Inn(G). Para isso, utilizaremos a técnica
de Jackowski e Marciniak, [10], supondo que esses automorfismos estao em Is C Auty(G).
Ademais, todo raciocinio sera desenvolvido sobre os geradores de GL(n,F,), que sdo as
transvecgoes e as matrizes diagonais invertiveis.

Consideremos a matriz X;;(a) = I + aF;j, apresentada na Definicao 4.3. Como X;;(«) €
Ts, para j > i, este elemento tem ordem igual a uma poténcia de p, | X;;(a)| =p".

Por outro lado, sabemos que ¢3(Xjj(a)) = kXi;(a), com k € F} ~ C,_;.

Se a ordem de X;;(«) é p", elevando a equacao yp3(X;j(c)) = kX;;(a) a p", temos que
(X3 ()" = k" X;5(a)""

N

-~

uma vez que kI, é central

Sendo ¢3 um automorfismo, segue que,

(es(Xi(@)) = 9s(Xis(@)") = ¢a(l) = L Logo, I, = k"I, o que implica que
kP = 1.

Como k € F; ~ Cy_y, com g = p™, temos que k"~ = 1, porém, como o mdc{p™—1,p"} =
1 segue que k = 1. Donde, 3 fixa X;;(a), analogamente, fixa todo elemento de T ou 17
e, pelo Fato 4.10, fixa todas as transvecgoes.

Iniciemos analisando o automorfismo ¢ 0p0¢@30p,. Uma vez que ¢4(X;j(a)) € Ty, como
¢ facil verificar pelas propriedades desas matrizes, segue que: ;0 g 0 30 Y4(X;;(a)) =
©1 0 p2(Xji(—)), uma vez que, (Xz“(a»_l = Xij(—a) e (Xy()' = Xji(a).

Por outro lado, aplicando o teorema fundamental de Coleman, Teorema 3.1, [21], a T,
temos

@10 92 0 @30 04 (X5(@)) = L™ X5(a) Ls,

Sendo Lg uma matriz que depende apenas de Tk.
Dessa forma, temos:
P10 pa(Xji(—a)) = L' Xy5(a)Ls
N7HXGi(=Ma))N = Ls™ ' Xyj(a) Ls
(X;i(=M@)))NLs™' = NLs ' X;(a).

J
Sendo ¢ a conjugagao por N e p(A) = A(A), com A : F, — F,.
Apenas para facilitar a compreensao por parte do leitor, desenvolveremos esse raciocinio,

particularmente para matrizes de ordem 3 x 3, porém é facil verificar que esse argumento

estende-se a matrizes de ordem superior a 3 x 3, todavia ele nao se aplica a matriz de
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ordem 2 x 2. Consideremos a matriz

Xlg(O{) =

o O =
o = 9
_ o O

E a matriz NLg ™! = . Do fato de

Q Q.

b
e
h

S-S0

(Xji(=A(@))NLs™ = NLs™' X;;(ev),

1 0 0 a b c a b c 1 a 0
temos que | —A(a) 1 0 de fl=|def 010
0 0 1 g h 1 g h i 0 0 1
Dai, efetuando as devidas operagoes, obtemos:
a b c a aa+b c
—Ma)a+d —MNa)b+e —MNa)e+f | =|d ad+e f
g h i g ag+h i

Da 2¢ linha, temos: —A(a)a+d=d=a=0; —\a)c+f = f= c=0. Analogamente,
para X 3(a), teremos Xs1(—A(a))NLg ' = NLg ' X13(a). (1)

Observacao 4.13. A matriz Lg € a mesma, pois, devido ao teorema 3.1, depende apenas

do p-subgrupo de Sylow.

Da equagao (1) acima temos:

1 0 0 a b c a b c 1 0 «
0 10 d e f|l=|d e f 01 0],
—Ma) 0 1 g i g h i 001
a b c a b aa+c
assim, d e f =|d e ad+ f |.Da3"linha, ob-
“AMa)a+g —ANa)b+h —ANa)e+i g h ag+i

temos:

—AMa)b+h=h=b=0, donde a =b=c=0.

O que é impossivel. Logo nao existem automorfismos do tipo ¢; 0 9 0 w3 0 @y, indepen-
dentemente de quais sejam @1, Y2 € ©3.
Agora resta analisar os automorfismos do tipo ¢; o @5 0 3.

Aplicaremos este automorfismo as matrizes geradoras de GL(n,F,), isto é, as transvec-
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¢oes e as matrizes diagonais invertiveis, devido ao Fato 4.10, os automorfismos do tipo 3,
(3 preservam conjugacoes e, como ja vimos acima, estes fixam matrizes do tipo X;(a).
Logo, (3 ¢ trivial nas transveccoes.

Dessa forma, o automorfismo ¢ o s 0 @3 se reduz a @i o o, no que diz respeito a es-
tas matrizes. Portanto, analisemos o que ocorre quando aplicamos esse automorfismo as

matrizes diagonais, que estao definidas, no caso geral, como :

a 0 0 --- 0

0 a 0 --- 0
D(a17a27a37 o an) = )

0 0 O Qay,

com o € F"

Fato 4.14. As matrizes diagonais invertiveis caracterizam-se por apresentarem elementos
nao nulos ao longo da diagonal. Elas sao o produto de matrizes diagonais elementares
D;(«), em que os elementos na diagonal sao todos iguais a 1, exceto na posi¢ao ii que €

wgual a o.

oo o0 --- 0 1

Em particular, consideremos, apenas por ilustracao, uma matriz de ordem 3 X 3.

Observemos que,

D(a, B,7) =

o o Q
o L O
o = O
_ o O
o O =
o W O
_ o O

0
01| =
g

o o Q9
o O =
o = O

0
0
v

Fato 4.15. E facil verificar que matrizes diagonais elementares Dy (o), Di(a), sdo con-
Jugadas por matrizes permutacao, que sao involugoes, ou seja, tém ordem 2, dadas por
P = (pij), compy;=1,sek#i#j,pu=0,sei=Fkoui=7j; p; =0, parai# j, exceto

em que py = 1 = pi..

Como IF,* ~ C,_4, consideremos o um gerador de um r-subgrupo de Sylow de IF,*,
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e, uma vez mais com um exemplo de matriz de ordem 3x3, a matriz D; (a)) =

o o Q9
o = O
_ o O

Daremos um exemplo em que as matrizes Di(«) e Do(a) s@o conjugadas. Para isto,

consideremos uma matriz de permutacao dada por:

S = O
o O =
_ o O

E facil ver que ela ¢ sua propria inversa. Vamos fazer a conjugacio de D;(«a) por esta

matriz:

o~ o
o o =
- o o
o o 9

o R o
— o o
o~ o
o o =
—_ o o

I

E assim concluimos que D;(a) e Dy(«) sdo conjugadas.

, obtemos a matriz D3(«).

S = O
o O =

0
Analogamente ao conjugarmos D;(«) pela matriz | 0
1

Observacao 4.16. As matrizes Di(«) e D;(a), para i # 1 estao no mesmo r-subgrupo

de Sylow de F,*, devido a sua ordem e ao fato de comutarem entre si.

Dessa forma, existe uma matriz L, que depende apenas do r-subgrupo de Sylow
que contém as matrizes D;(a), Vi € {1,2,--- ,n}, tal que p10p90p3(D;(a)) = L™ D;() L.
Por outro lado, devido ao lema 3.6, de Petit Lobao e Sehgal [16]:

10920 93(D;()) = N7'A(k) D(M))N,

Em que N é a matriz associada a (1, A é o automorfismo associado a py e k é o escalar
associado a 3. Entao, A(k)D(A(a))NL™' = NL™'D;(«).
Ou seja, usando uma vez mais uma ilustracao para matrizes de ordem 3 x 3, que pode

ser generalizada para qualquer matriz de ordem superior a 3 x 3, temos:

AMa) 0 0O a b c a b c a 00
AEYl 0 10| |de fl=|des]|]010
0 01| ]|g h i g hilloon1
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Efetuando as devidas operagoes, obtemos:

AMa)a AMa)b MNa)ce aa b ¢
(k) d e f =|ad e f
g h i ag h i

Se e, f,h oui # 0, segue A(k) =1, logo k = 1.

Casoe = f =h=1i=0, segue que d # 0 e g # 0, e assim obtemos \(k) = « e esta
informacao nao é suficiente para nossa conclusao.

Como as demais colunas e as demais linhas também foram alteradas, delas nao podemos

retirar nenhuma informacao relevante, assim, é necessario trabalharmos com outra linha

1 0 0
e, para isto, vamos considerar a matriz Da(a) | 0 a 0 |, que necessariamente pertence
0 0 1
a 0 0
ao mesmo p-subgrupo de Sylow que contém a matriz anterior | 0 1 0
0 01
Dessa forma, temos
0 0 a a b c 0
AE) ] 0 AMa) 0O d =1d 00 «
0 1 g 00 0
Logo,
a b ¢ a ab c
AME) | Ma)d 0 0 | =|d
g 0 g 0

Como g # 0, mais uma vez podemos concluir que A(k) = 1 e entdo k = 1. Portanto, @3 é
trivial em todas as matrizes diagonais, uma vez que D;(«) geram as matrizes diagonais.
Observamos que o mesmo resultado pode ser obtido facilmente para uma matriz de ordem
n X n, com n > 3, uma vez que, ao multiplicarmos uma matriz do tipo D(«a) a direita de
uma matriz /N, uma coluna desta tltima ¢é substituida por um multiplo e analogamente
ocorre com relacao a esquerda, para uma das linhas.

Portanto, reduzimos a questao aos automorfismos do tipo ¢ o ws.
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Apliquemos ¢; o @9 & matriz al.

10 p2(al) = o1 ((Ma)])) = NHA(@)D)N = Na)]

J/

TV
uma vez que ol é central

Pelo resultado de Petit Lobao e Sehgal, lema 3.6. temos que 3 L que depende de al, tal

que

p10po(al) =L (al)L =al.
uma vez que;r oI é central

Comparando as duas expressoes obtemos:
M) =al = MNa)=a.

Logo, @9 € a identidade.
Dessa forma, os automorfismos do tipo ¢ o 9 0 3 se reduzem a automorfismos do tipo

1 que sao internos.
e Cason =2

Fato 4.17. Paran = 2, ou seja, em GL(2,F,), o automorfismo contragradiente @4, como

pode ser facilmente verificado, fica reduzido & composi¢ao p1 0 s, sendo p3(A) = ——A

detA

€ 1 a CcoNjugacao por [ 01 ], CUjo 1NVErso € [ 0 -1 ] .
-1 0 10

Devido a este fato, basta analisarmos o automorfismo ¢; o s 0 3.

Pode-se reproduzir o mesmo raciocinio do caso n > 2 para concluir-se que (3 é trivial nas

transvecgoes, logo basta analisarmos as matrizes diagonais. Para tanto, reproduziremos

o mesmo argumento utilizado no caso anterior, considerando matrizes diagonais elemen-

tares.

Pelo Lema 3.6, resultado de Petit Lobao e Sehgal [16], temos que:

a 0 a 0 a 0
0y 0 =L! L, em que L depende de .

Por outro lado,
a 0 7 AMa) 0
0 (py O = NNk N.
P10 P2 903<[01]> ()[ 0 1]
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Logo,

L—llo‘ O]L:N‘l)\(k)[)\m) 0]]\7.
0 1 0 1

«

A 0 0
Dai obtemos, \(k) [ (Oa) ) ] NL'=NL! [ 01 ] , sendo ¢ a conjugacao por N.

Vale ressaltar que NV é a matriz associada a 1, A é o automorfismo associado a @y e k é

o escalar associado a 3.

C

o9 L2

a
Considerando a matriz NL™! = [ ] , obtemos a seguinte equagao:

Entao,

Vamos analisar os casos d # 0 e d = 0.

Caso 1: Se d # 0, obviamente temos que A(k) = 1. logo k = 1. Lembrando

a 0 1 0
que [ 0 1 ] e [ 0 ] sao conjugadas e que @3 preserva conjugagao, temos que @3 age
o)

, , a 0 10 . e .
como a identidade em ) e 0 , 0 que implica que 3 é trivial nas matrizes

diagonais.

Sendo « o gerador de F,* ~ C,_;, concluimos que ¢ o 9 0 @3 reduz-se, no caso d # 0, a
$1© P2.

Mais uma vez, utilizando o mesmo raciocinio da se¢ao anterior, podemos aplicar p; o o
a matriz al e obtemos ¢ o wo(al) = al, assim A(«) = a, Yoo € F,*. Logo, ¢, ¢ trivial e

1 0 9 reduz-se a ;. K dai o resultado segue.

Caso 2: Para d = 0, devemos ter b # 0 e ¢ # 0 e, assim obtemos A(k) = a e
AE)A (o) = 1.
Logo, A(a) = a~!. Porém ja vimos, pelo Lema 4.11, que esse automorfismo s6 existe para
os corpos [y, F3 e [Fy.

Portanto, devemos analisar cada corpo separadamente.
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e Corpo Fy

Os automorfismos do tipo @9 € @3 sao triviais.
Logo @1 0 @9 0 p3 se reduz a 1, que é um automorfismo interno. E assim o resultado

segue.
e Corpo F3

Para o caso F3, ¢, € trivial donde ¢; 0 5 0 3 se reduz a @i o 3 e, lembrando
que, pelo teorema 4.5, GL(2,F;3) = SL(2,F3) x F3*, e pela proposicao 4.2, |GL(2,F3)| =
48 = 3.16.

Com isso, podemos garantir que um 2-subgrupo de Sylow de GL(2,F3) tem ordem 16. E
sabido que este 2-subgrupo de Sylow é isomorfo ao chamado grupo semidiedral com 16

elementos, Qg X Cy, vide [4] e é gerado por
(A,B: A® = B* =1, BAB = A%),
em que
1 1 -1
A= e B= 0
-1 1 -1 0
E entdo GL(2,F3) = (Qs x Cy, C3),com apresentagao dada por:
GL(2,F3) = (A,B,C : A= B*=(C%=1,BAB = A, CAC = B).

1

em que A e B ja foram definidos acima e C' = 0

. Portanto, em F3, p3(X) = X

ou p3(X)=—-X, VX €GL(2F;).

Como a ordem da matriz C' é 3, ¢3(C) = C.

E para poténcias pares de elementos quaisquer, o sinal associado a 3 é positivo, ou seja
03(X?) = X2, VX € GL(2,F).

Observemos que estamos utilizando a técnica de Jackowski e Marciniak, [10] (considerando
automorfismos em I C Auty(G), a partir de um 2-subgrupo de Sylow S, fixo em G). Para
tanto, consideramos que o S fixo em GL(2,F3) é o 2-subgrupo de Sylow com 16 elementos

gerado por A e B, citado acima.
0 -1
Vamos aplicar ¢; o 3 a poténcias pares: Seja A% = ) . e temos ¢ 0 3 em Ig.

Entao ¢; o p3(A?) = A%, enquanto um elemento de I fixa os elementos de S:

0 —1 0 —1
(e} = .
©1 0 @3 10 1 0
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Por outro lado,
0 —1 0 —1
o = N1y, N
$10 P3 [ 1 0 ] ¥3 [ 1 0 ]
0 —1 0 —1
Dai, N7! N = ,
v [ 1 0 ] [ 1 0 ]
0 —1 0 —1
ou seja, N=N .
1 [ 1 0 ] [1 0 ]

B BRI B [

Assim, obtemos a seguinte equagao

Entao,

—b a
Se ¢3(X) = X, VX € GL(2,F3) temos que o automorfismo ¢; o g3 reduz-se a ¢ que é

a b
dai, temos b = —c e a = d. Portanto, N = ] .

um automorfismo interno e completamos a prova.

Porém, caso ¢3(A) = —A, temos, por um lado que:

wlowgl_lli]:[_zi]. 0

E, por outro lado,

1 1 N1 1 1 N = N1 -1 -1 N (1)
(@] = = .
©1 0 ©3 1 ©3 11 1 1

Assim, comparando (I) e (II), obtemos:

IR A

b
Lembrando que N = [ ab , obtemos:
—b a

e |
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Entao obtemos a seguinte equagao:

—a—+b —b—a]_[ a—b a+0d

a+b b—a —b—a a—">
Logo,
—(a—0b) —(a+0b) | | a=b a+b
a+b —(a—b) | | =b—a a—=b|"

Dessa forma, temos que a —b=—(a—b)ea+b— —(a+b),entdfoa—b=0eca+b=0
= a = b= 0. Que é uma contradicao, uma vez que N é invertivel.

Portanto, 3 age trivialmente em A.

Agora, para estudarmos a agao de ¢; o 3 em B, basta lembrarmos, na apresentagao do
grupo GL(2,F3), da seguinte equacao CAC = B. Aplicando 3 a ambos os lados dessa
equagao, obtemos p3(CAC) = ¢3(B).

Como ja verificamos que 3 fixa A e fixa C', temos que p3(CAC) = CAC = B.

Logo, como 3 age trivialmente nos trés geradores de GL(2,F3), concluimos que p3 é
trivial em GL(2,F3). Portanto, todo automorfismo em Auty(GL(2,F3)) reduz-se a um

automorfismo interno, isto é vale (Nor) em GL(2,F;).

e Corpo Fy

Para o caso Fy, pelo Teorema 4.5, GL(2,F,) = SL(2,F;) x F4*, e pela Proposicao 4.2,
GL(2,F,) ¢ um grupo com 180 elementos.

Para estudarmos o caso GL(2,[F4), usaremos argumentos que podem ser conferidos em
W. R. Scott, [20]. Como Fs* = {1,a,a®> = 1+a} =~ Cj ¢ |F4*| = 3, entdo |SL(2,F,)| = 60.
por W. R. Scott,[20], SL(2,F4) ~ Alts. }

2
Além disso, Fs* = a ! , a0 ,
0 a 0 a®

Como essas matrizes sao centrais segue que o produto é direto, isto €,
GL(2,IF4) = SL(2,IF4) X IF4* = Alt5 X 03.

10
01

Sendo Cj5 abeliano, logo vale (Nor) para C3. Como pela Proposi¢ao 3.9 (Nor)
preserva produto direto, basta provar que vale (Nor) para Alts.

Sabemos que Alty < Syms, além disso, Aut(Alts) ~ Syms.

Em Syms existe uma classe de conjugagao I', que em Alts se quebra em duas,
digamos 'y e I's, que consistem em ciclos de tamanho 5. Por exemplo I'; é representada
por [12345] enquanto I'y é representada por [13524].

Suponhamos que nao vale (Nor) em Alts, entao existe u € U(Z(Alts)) que cria uma auto-
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morfismo ¢, que nao é interno, isto é, ¢, € Aut(Alts)\Inn(Alts), entao esse automorfismo
¢ da forma 0(12) com o € Alt;. Quando conjugamos a classe I'; ou I'y por 0(12), é facil
ver que ¢ nao altera seus elementos, pois ele ja esta em Alts, porém, conjugando I'; pela
transposigao (12), obtemos I's e conjugando I'y pela transposigao (12), obtemos I';. Dessa
forma, obtem-se que ¢, leva elementos de uma classe, I';, em outra classe distinta, I's.
Porém isso contradiz o lema 3.6, resultado de Petit Lobao e Sehgal [16].

Logo, nao existe tal u € U(Z(Alts)). Portanto, todos os automorfismos em Alts sdo in-
ternos. Com isto, provamos que vale (Nor) para GL(2,Fy).

Portanto, pelo que vimos até agora, concluimos a prova da validade de(Nor) para GL(n,F,),

em que ¢ = p™, e isto completa a prova do teorema.
O



Conclusao

Abordamos em nosso trabalho o grupo adjunto de um anel finito e a Propriedade
do Normalizador, essa ultima trata-se de uma importante questao na teoria de anéis de
grupo integrais e possui uma relagao com outra questao central, o Problema do Isomor-
fismo. O estudo do Grupo Adjunto de um anel, associado & Propriedade do Normalizador
foi essencialmente motivado pelo fato de que o Problema do Isomorfismo para o grupo
adjunto de um anel ja havia sido estudado e resolvido por Sandling e, que ainda nao existe
na literatura investigacao sobre a Propriedade do Normalizador, para grupos adjuntos.

Conseguimos determinar a estrutura grupo adjunto G como produto direto de
grupos menores, G, que sao os grupos adjuntos, de cada p-componente do anel R, ou
seja, grupos adjuntos de cada R,, e, quando fazemos o quociente de cada R, por pR,,
obtemos a estrutura G, /pR, = J(R,)/pR, x B, em que B = (GL(ny,F, ) x GL(ny,Fy,) x
.-+ X GL(ny,Fy, ). Uma vez estabelecida esta estrutura, aplicamos técnicas proprias da
teoria de anéis de grupo integrais e conseguimos mostrar a validade de (Nor) para o
grupo geral linear, GL(n,F,), onde F, é um corpo finito e ¢ = p™. Observemos que
cada subgrupo G, C R, que ¢ um p-anel finito e portanto a quantidade de elementos
desse subgrupo é uma poténcia de p; além disso, pR é um ideal do p-anel, R,, entao a
quantidade de elementos desse ideal é também uma poténcia de p, assim, pR é um p-
subgrupo de G. Ademais J(R,) é um ideal de R, e também um subgrupo de G, entéo é
um p-subgrupo de G, logo o quociente, J(R,)/pR, ¢ um p-subgrupo de G,. Ressaltamos
que ao retomarmos a estrutura obtida para o grupo adjunto, concluimos que o primeiro
fator do produto semidireto é um p-grupo e, entao vale (Nor). Quanto ao segundo fator,
este ¢ um produto direto de grupos gerais lineares, em que para cada um deles provamos
que vale (Nor). Uma vez verificada a validade de (Nor) para cada GL(n,F,,), podemos
concluir que vale (Nor) também para o topo(ou complemento) do produto semidireto,
desde que (Nor) preserva produto direto.

Portanto, acreditamos ter nos aproximado muito solugao de (Nor) para o grupo
adjunto, G/pR, uma vez que provamos a validade de (Nor) tanto para a base( ou ntcleo)
do produto semireto quanto para o topo (ou complemento), a partir dai basta considerar o
produto direto: G = G, 0---0G,,,, obter a estrutura do grupo maior G/pR e aplicaremos
técnicas proprias da teoria de anéis de grupo integrais para investigar a validade de (Nor)

para G.
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