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Resumo

Neste trabalho construimos medidas SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) para difeomor-
fismos locais parcialmente hiperbdlicos. A hiperbolicidade parcial sera caracterizada pela
existéncia de um campo de cones positivamente invariante satisfazendo uma condicao de
expansao nao uniforme num conjunto de medida de Lebesgue positiva. Mostramos ainda
que existem no maximo um numero finito de medidas SRB e que, caso o difeomorfismo
local seja transitivo, existe uma tnica medida SRB. Provamos a estabilidade estatistica
destas medidas, assumindo que vale a expansao nao uniforme no campo de cones robusta-
mente e com constantes uniformes. Finalmente, apresentamos exemplos de perturbagoes

de endomorfismos de Anosov em que podemos aplicar nossos resultados.

Palavras chaves: SRB; endomorfismos; expansao nao uniforme; estabilidade; derivados

de Anosov.



Abstract

In this work we construct SRB (Sinai-Ruelle-Bowen) measures for partially hy-
perbolic local diffeomorphisms admitting a positively invariant cone field which is non
uniformly expanding in a set with positive Lebesgue measure. We show that there exists
at most a finitely number of SRB measures and if the local diffeomorphism is transi-
tive then there is a unique SRB measure. We also prove the statistical stability of these
measures under the assumption of the robustly non uniform expansion along a cone field
with uniform constants. Finally, we present robust classes of perturbation of Anosov

endomorphisms which satisfy our hypotheses.

Keywords: SRB; endomorphisms; non uniform expansion; stability; derived from Anosov.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Medidas SRB e o formalismo termodinamico

Um dos objetivos da pesquisa em sistemas dinamicos é o estudo de propriedades
estatisticas de um dado sistema do ponto de vista de uma medida invariante. Contudo, o
conjunto de medidas invariantes para determinadas dinamicas pode ser grande ou conter
medidas que nao fornecem informacao suficiente para descrever o que acontece com a
maioria dos pontos do sistema. Por exemplo, para uma medida de Dirac em um ponto
fixo p obtemos apenas informagoes acerca deste ponto fixo. Assim, é natural darmos
destaque para algumas medidas que descrevem de maneira satisfatoria o comportamento
estatistico das érbitas de um sistema.

Nesta busca em exibir medidas que descrevam o comportamento estatistico da
érbitas de um dado sistema dindmico, Sinai, Ruelle e Bowen ([Sin72, Rue76, Rue78,
Bow75]) construiram, para difeomorfismos uniformemente hiperbdlicos (difeomorfismos de
Anosov e difeomorfismos Axioma A), medidas que possuem desintegragao absolutamente
continua com respeito a Lebesgue ao longo de variedades instaveis. Além disto, estas
medidas sao fisicas (ou seja, as suas bacias tem medida positiva com respeito a medida de
volume na variedade) e ainda sao estados de equilibrio Gibbs para o potencial ®“ () =
log |det Df (z) |gx|. Tais medidas sdo hoje denominadas medidas de Sinai-Ruelle-Bowen
ou simplesmente medidas SRB.

O ponto principal para a construcao destas medidas, em [Sin72, Rue76, Rue78,
BowT75], foi a existéncia de particoes de Markov e consequentemente a semiconjugagao
com um subshift do tipo finito.

Outros sistemas invertiveis, com formas mais fracas de hiperbolicidade, também
admitem a existéncia de medidas SRB. Por exemplo em [Car93] temos a existéncia de
medidas SRB para difeomorfismos derivados de Anosov em dimensao n > 2 e em [BY93|

temos um conjunto de parametros A C R? com Leb(A) > 0, para a familia de Hénon,
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tal que para todo (a,b) € A, f,, admite uma tinica medida SRB. Em [BV00] foi provada
a existéencia de medidas SRB para difeomorfismos parcialmente hiperbélicos com uma
diregao contratora nao uniforme e em [ABV00] foi demonstrada a existéncia de medidas
SRB para difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos com direcao expansora nao uniforme.
O caso em que a direcao central tem comportamento neutro foi abordado por Tsujii
em [Tsu05]. Em [ADLP15], temos a existéncia de medidas SRB para difeomorfismos
parcialmente hiperbdlicos admitindo uma direcao central fracamente nao uniformemente
expansora. Mais recentemente, [CDP16] temos a existéncia de medidas SRB para difeo-
morfismos que satisfazem uma condigao de hiperbolicidade efetiva, traduzida em termos
de campos de cones. Neste contexto estao inseridas aplicacao que podem nao admitir
particoes de Markov ou decomposi¢oes dominadas.

A existéncia de medidas SRB com respeito a aplicagoes nao invertiveis na presenca
de expansao nao uniforme foi demonstrada em [ABV00] como caso particular do contexto
parcialmente hiperbdlico considerado neste artigo; em [Tsu00, Tsu0Ol] para aplicagoes
lineares e real-analitica por partes; em[Pin06] para aplicagdes fracamente nao uniforme-
mente expansoras; em [OVO08] para aplicagoes nao uniformemente expansoras que ad-
mitem partigdes de Markov; em [VV10] para aplicagbes ndo uniformemente expansoras
em espacos métricos e que nao admitem necessariamente uma particao de Markov.

Algumas dificuldades surgem quando tratamos de sistemas hiperbdlicos nao in-
vertiveis e nao expansores em geral. Podemos citar a nao existéncia de particoes de
Markov como no caso invertivel hiperbdlico ou contracao dos ramos inversos como no
caso nao invertivel nao uniformemente expansor. Um outro obstaculo para o estudo de
sistemas nao invertiveis é o fato de que as variedades instdveis neste contexto dependem
das pré-orbitas do sistema o que torna a estrutura geométrica da familia de variedades
instaveis mais complicada em razao do grande ntimero de intersegoes. Veja por exemplo
[Zhu98, QXZ09].

Em [QZ95] foi provada a existéncia de uma medida invariante satisfazendo a
formula de Pesin para atratores Axioma A de endomorfismos. Tal medida foi obtida como
estado de equilibrio para o determinante do Jacobiano na direcao instavel. A definicao
de medida SRB para endomorfismos como uma medida que tem desintegragao absolu-
tamente continua com respeito a Lebesgue em variedades instaveis foi introduzida em
[QZ02]. Neste artigo foi provado uma extensao de [LY85, Teorema A] para o contexto
nao invertivel. Eles provaram que se f é um endomorfismo de classe C? e p é uma medida
tal que log|det Df ()] € £ (1) entdo pu é uma medida SRB se, e somente se u satisfaz
a férmula da entropia de Pesin. Consequentemente a medida exibida em [QZ95] é uma
medida SRB.

Nosso trabalho tem o intuito de contribuir para o estudo do formalismo ter-



modinamico para aplicagoes nao uniformemente hiperbdlicas nao invertiveis, especifica-
mente no que diz respeito a existéncia de medidas SRB. Consideraremos f : M — M
um difeomorfismo local de classe C1*® definido numa variedade compacta e conexa M,
satisfazendo uma condicao de expansao nao uniforme ao longo de um campo de cones in-
variantes, complementar a uma direcao estavel uniformemente contratora e D f-invariante.
Neste contexto, demonstramos a existéncia de um nimero finito de medidas SRB.

O resultado que demonstramos é uma extensao do [ABV00, Teorema A]. Aqui
adaptamos a nocao de expansao nao uniforme ao longo de uma direcao centro instavel para
expansao nao uniforme ao longo de um campo de cones. O principal motivo para consid-
erar a hiperbolicidade usando campo de cones neste contexto é devido a possivel existéncia
de infinitas dire¢oes instdveis invariantes associadas a um mesmo ponto [Prz76, MT14].
Devido a isto, considerar hiperbolicidade de endomorfismos usando decomposicoes invari-
antes é muito restritivo. No entanto, a existéncia de tempos cone-hiperbdlicos, reminis-
cente das ideias de hiperbolicidade nao uniforme para difeomorfismos, garante que discos
tangentes ao campo de cones exibem expansao ao longo de certos iterados e, consequente-
mente, bom controle do push-forward da medida de Lebesgue neste disco.

Medidas SRB para endomorfismos parcialmente hiperbolicos em superficies foram
estudadas em [Tsu05], ou seja, endomorfismos que admitem uma decomposi¢ao T'S =
E° @ E", nao necessariamente invariante, onde E" é uniformemente expansor e domina
a direcao E°. Tsujii provou que endomorfismos C"-genéricos (r > 19) admitem medidas
SRB. A ideia central neste artigo é que para uma dada constante y > 0 existem finitas
medidas fisicas com expoentes de Lyapunov de valor absoluto maior do que y. Se X
é o complementar da unido das bacias destas medidas e Leb(X) > 0 entdo pontos de

acumulagao da sequéncia dada por
n—1
1 E J
H . f* Vy
J=0

para todo n € N, onde v é um disco instavel contido em X, sao medidas absolutamente
continuas com respeito a Lebesgue em variedades instaveis.

Argumentos semelhantes serao aplicados em nosso contexto. Como nao assum-
imos a existéncia de dire¢oes uniformemente expansoras, a principio, nao temos a ex-
istencia de variedades instaveis. Partimos entao de um disco D tangente ao campo de
cones e tomamos como candidatas a medidas SRB, componentes ergddicas de pontos de

acumulacao da sequéncia dada por

n—1

1 .
= =N fiLeb 111
1% nz.f* €0p ( )

J=0



para todo n € N. Note que, como f é uma aplicacao nao necessariamente invertivel, o
iterado f7 (D) ndo é necessariamente uma variedade. Ainda assim, extraimos para cada
J € N uma familia finita D; de subdiscos de D dois a dois disjuntos. Para cada D; € D;
temos que f7 | p, ¢ injetiva, portanto f7(D;) é um disco e usaremos a propriedade de
existéncia de tempos cone-hiperbdlicos para garantir a expansao destes discos em tempo

j. Consideraremos, entao a sequéncia de medidas dada por

n—1

Uy 1= %Z f7(Leb |p,) (1.1.2)
§=0

para todo n € N. Veremos que se v é um ponto de acumulacao, entao o suporte de v
é coberto por discos instaveis que dependem de pré-orbitas. O mesmo fendmeno obser-
vado em [Tsu05] no caso bidimensional, em que dado um disco instavel v, as intersegoes
de f7 () com uma pequena vizinhanga V crescem exponencialmente rdpido conforme j
cresce, serd visto para esse contexto para os iterados f7 (D) com j € N. Isto dificulta
a verificagao da propriedade de continuidade absoluta ao longo dos discos instaveis, uma
vez que temos possivelmente auto-intersecoes, nao conseguimos construir uma particao
em que possamos desintegrar a medida v. Para contornarmos esta dificuldade, faremos
uso da extensao natural, que é o espaco das pré-érbitas do difeomorfismo local. Intuitiva-
mente, este espago permite que vejamos cada conjunto A C M, suficientemente pequeno,
acoplado a uma das suas pré-érbitas. Por exemplo no caso das variedades instaveis asso-
ciadas a pré-érbitas distintas de um mesmo ponto x € M, apesar delas terem intersegao
pelo menos em z, temos que, na extensao natural, identificamos estas variedades a dois
conjuntos distintos.

Cada elemento da extensao natural é representado como uma sequéncia (z_y),, oy
em que r_, € M, para todon € Ne f(r_,) = x_,41 para todo n > 1. Denotaremos
este espaco por M7. A dinamica f é semiconjugada a um homeomorfismo f na extensao
natural pela projecio 7 : M/ — M, na primeira coordenada. Isto nos permite estabelecer
uma bijecao entre o espago de medidas f—invariantes e o espaco de medidas f-invariantes
(1QX209)).

Replicaremos a construcao das medidas na variedade na extensao natural, definindo
levantamentos das medidas v, na extensao natural, ou seja, medidas 7, tais que 7,7, = v,.
Esses levantamentos, uma vez que v, nao é necessariamente invariante, nao estao unica-
mente definidos. Construiremos tais medidas usando a estrutura de produto da extensao
natural provada em [AH94|. Usaremos entdo as /s para verificarmos a propriedade
de continuidade absoluta desintegrando (localmente) um ponto de acumulagao v desta
sequéncia em uma particao que consiste das representacoes de discos instaveis na ex-

tensao natural.



Também no contexto nao invertivel e nao necessariamente expansor temos em
[UWO04] uma caracterizacao de medidas SRB para endomorfismos em termos de carac-
teristicas dimensionais da variedade estavel num atrator Axioma A e em [MT16] uma cota
superior para o numero de medidas SRB em funcao das classes homoclinicas do sistema.

Nos indagamos ainda acerca da estabilidade estatistica das medidas obtidas em
nosso trabalho. Precisamente, assumindo que valem as hipdteses de expansao nao uni-
forme robustamente ao longo de cones e com constantes uniformes num conjunto aberto

de endomorfismos, podemos investigar se, para uma sequéncia (f;,) que converge a f

neN
nesta vizinhanga, a sequéncia de medidas (j,,), . €m que ji, ¢ uma medida SRB para f,
para cada n converge a uma medida p que é SRB para f. Respostas afirmativas a esta
questao no caso invertivel e caso nao invertivel uniformemente expansor podem ser vistas
por exemplo em [V&s07, DL08, ACF10b, ACF10a, VV10, CV13].

Inspirados por [Vas07] provamos que temos também estabilidade estatistica em
nosso contexto. O primeiro passo aqui é vermos que qualquer medida SRB pode ser obtida
como acumulacao de sequéncias de medidas como na equagao (1.1.1) acima, com cotas
uniformes nas densidades. Entao provamos que as estruturas geométricas associadas a
esta construgao passam por limite, ou seja, que o limite das estruturas associadas a i,
sao as mesmas estruturas que definem .

Outros avancgos tem sido feitos no estudo do formalismo termodinamico para
aplica¢oes nao invertiveis. Por exemplo, em [Mih10a, Mih10b, Mih12b] temos um es-
tudo acerca da existéncia de medidas SRB inversas e suas propriedades no contexto
hiperbdlico. Uma medida SRB inversa ¢ um estado de equilibrio para o potencial ®* (z) :=
log |det Df ()

fornece informacoes estatisticas sobre a distribuicao das pré-imagens de um endomorfismo.

. Analogamente a uma medida SRB usual, uma medida SRB inversa

3

Em [Mih12a] temos que, no contexto hiperbédlico, estados de equilibrio com respeito a po-
tenciais Holder continuos existem e podem ser aproximados por medidas suportadas ao
longo de pré-érbitas do sistema. Em [MU14] temos um estudo da taxa de crescimento
das pré-imagens de um endomorfismo hiperbdlico, obtendo uma expressao para a pressao
topoldgica em termos desta taxa.

Nossos resultados se aplicam a adaptagoes da classe exemplos exibidos em [Car93,
ABV00] para o contexto nao invertivel. Partimos de um endomorfismo Anosov, por
exemplo um endomorfismo linear no toro T? induzido por uma matriz A € GL3(Z)
([Prz76)), e, via isotopia, perturbamos localmente de modo a enfraquecer a dire¢ao instavel
do endomorfismo, por exemplo, via um bifurcacao pitchfork ou bifurcacao de Hopf, para
obtermos um endomorfismo que satisfaz as nossas hipoteses.

Mais ainda, no caso em que o fibrado E* é trivial , recuperamos as classes de

dindmicas ndo uniformemente expansoras consideradas em [ABV00].



1.2 Resultados principais

Ante a discussao realizada na secao anterior, descreveremos aqui o contexto e os
resultados principais demonstrados neste trabalho.

Seja M uma variedade Riemanniana compacta e conexa d-dimensional. Dado
um conjunto A C M, denotamos por A o seu fecho. Dados espacos vetoriais normados
E e F' e uma transformagao linear 7' : F — F, se C' C E é um subconjunto fechado

consideraremos a norma de 1" ¢ como

1Tl = sup 10l
veC\{0} [ v]]

No que segue, descreveremos o contexto de endomorfismos nao singulares que
estudaremos neste trabalho. Suponhamos f : M — M um difeomorfismo local de classe
Cl*e com a > 0. Seja A C M um subconjunto compacto e positivamente f-invariante.
Suponha U D A um conjunto aberto tal que A = ﬂnZO fm (U) Assumamos que existam
uma decomposigao continua do fibrado tangente Ty M = E* @ F' (ndo necessariamente

invariante) e uma constante 0 < A < 1 satisfazendo:
(H1) Df (z)- E; = E%(, para todo z € U;

(H2) [[Df"

gs|| < A" para todo n € N;

(H3) Existe ¢ > 0, existe um campo de cones, U 3 x — C, (x), de amplitude a > 0
centrado em F', satisfazendo Df (z) - C, (x) C C, (f (z)) para todo x € A e existe
um conjunto H C U com Leb (H) > 0 tal que:

n—1

) 1 , _

limsup ~ > log | (Df(fj(;p))]ci(fj(x))> | < —2¢<0 (1.2.1)
=0

n—oo

para todo x € H;

(H4) |Df (z)-v| - ||Df ()" cw|| < A+ Jv]l - |lw] para todo v € Ef e todo w € Df (z) -
C, (z) e para todo x € U.

Dado um difeomorfismo local nas condigoes acima, diremos que E* é um fibrado uniforme-
mente contrator e que C, é um campo de cones com expansao nao uniforme. Denotaremos
ainda d = dim (M), ds := dim (E®) e d,, := dim (F). Nao é dificil verificar que a existéncia
do subfibrado E? é equivalente a existéncia de um campo de cones estavel.

Observe que a condigdo (H3) implica a existéncia de um disco D C U tangente

ao campo de cones tal que Lebp (H) > 0. Esta condicao é suficiente para demonstrar a



existéncia de uma medida SRB neste contexto. Poderiamos entao substituir a hipdtese
(H3) pela hipdtese

(H3’) Existe ¢ > 0 e existe um campo de cones, U > x +— C, (z), de amplitude a > 0
centrado em F'| satisfazendo Df (z) - C, (x) C C, (f (x)) e existe um disco D C U

tangente ao campo de cones C, e um conjunto H C D com Lebp (H) > 0 temos:

n—oo

n—1

: 1 ; _

timsup — > log || (DF(F (@IS () | < ~2¢ <0
3=0

para todo x € H.

Assumiremos a hipétese (H3), pois esta hipétese nos permitira garantir a finitude de me-
didas SRB associadas ao conjunto H, no sentido que temos um nimero finito de medidas
SRB cujas bacias cobrem o conjunto H a menos de um conjunto de medida de Lebesgue

nula.

Observagao 1.2.1. Assumimos, por simplicidade, a decomposicao na vizinhanca U de A.
Note que, supondo TaM = E* @ F, podemos estender esta decomposi¢io a U, TyM =
E® @ F. Além disto, assumindo U suficientemente pequeno, vale (H2) e (H4) para uma

constante A; < A.

Nossos resultados principais sao os seguintes:

Teorema A. Seja f: M — M um difeomorfismo local de classe C'™ (o> 0) em uma
variedade Riemanniana compacta e conexa M. Suponhamos A C M um atrator para f e
que exista uma decomposicao continua do fibrado tangente ThxM = E°* & F, em que E° é
um fibrado uniformemente contrator e ' admite um campo de cones com expansao nao
uniforme, i.e., valem as propriedades (H1), (H2), (H3) e (H4). Entao existe no mdzimo
uma quantidade finita de probabilidades invariantes e ergodicas com a propriedade SRB
cujas bacias cobrem H (Leb mod 0). Consequentemente, se H = U (Leb mod 0)
entao existem um numero finito de medidas SRB para f em U. Finalmente, se f é uma

aplicacao transitiva entao existe uma unica medida SRB para f.

Provamos ainda a estabilidade dessas propriedades assumindo que valem as hi-
poteses (H1), (H2), (H3) e (H4) robustamente numa vizinhanca de f. Assumamos entao
que exista um vizinhanga aberta V C End" (M), onde End" (M) denota o conjunto de
difeomorfismos locais de classe C" em M, e um campo de cones U > = — C'(x) de
dimensao 0 < d, < dim (M) definido num aberto U C M satisfazendo que g (U) cU.
Ademais, suponha que existem constantes A € (0,1), &« > 0 e ¢ > 0 tais que cada g € V

satisfaz:



(R1) g admite um subespago uniformemente A-contrator e Dg-invariante E? (g) para cada
xr € Ny, ouseja, ||Dg|ps|| < Ae Dg-E° = E®. Além disso < (E*®,v) > a, para todo
veC.

(R2) o campo de cones C' é positivamente Dg-invariante e para Leb quase todo ponto

xr € U temos que

n—1

1 . _
limsup — " log | (Dg (¢ (#)) leiay) | < —¢ <0.
7=0

n—oo 1 %4

(R3) para todo v € Ef e w € Dg(zx)-C (x)

1Dg (z) - v][[[Dg ()" - w] < A,

Neste caso diremos que V é um aberto de difeomorfismos locais parcialmente hiperbolicos

de classe C" com constantes uniformes.

Teorema B. Seja r > 1. Assumamos que exista um aberto V C End" (M) de difeomor-
fismos locais parcialmente hiperbolicos de classe C™ com constantes uniformes, ou seja,
cada g € V satisfaz (R1), (R2) e (R3). Seja (gn),cn wma sequéncia em V convergente
para g € V e suponha que p, € medida SRB ergddica para g,, para todo n € N. Entao
todo ponto de acumulagdo ju de (jin,), o € uma combinagdo conveza das medidas SRB para

g. Em particular, se cada g € V admite somente uma medida SRB, g, entao a aplicagao

u — M(M)

g = Hg

¢é continua na topologia fraca *.
Neste caso, caso exista tal aberto V C End" (M) de endomorfismos parcialmente

hiperbdlicos de classe C" com constantes uniformes, cada g € )V é dita estatisticamente

estavel.

Observacao 1.2.2. Estamos assumindo que existe uma decomposi¢ao nao necessariamente
invariante. Isto porque, em geral, a decomposicao T'M = E® @ F nao pode ser tomada
D f-invariante. Mesmo no caso hiperbélico, [MT14] mostraram que ou F' é D f-invariante

ou existem infinitas diregoes instaveis para todo x em um conjunto residual R C M.



Considere f um endomorfismo Axioma A em M. Isto é, o conjunto nao errante
Q(f) :={x € M : para toda vizinhanga U de x existe n € N tal que f" (U)NU # 0}

é um conjunto hiperbdlico e o conjunto dos pontos periddicos Per (f) satisfaz que, o seu

fecho, Per (f), é igual a Q (f).

Como veremos adiante na Subsecao 1.3.1, a hiperbolicidade do compacto Q (f)
equivale a existéncia de um subfibrado £* de Ty M satisfazendo, para constantes C' > 0
e0< A< 1t

Df (2)- B = Ejy e [[Df" (2) 0] < C - A" o]

para todo v € ES, x € Q(f) e n € N; e a existéncia de um campo de cones €2 (f) 5 z +—
C" (x) satisfazendo para uma constante o > 1

Df (z)-C*(x) c C*(f () e [[Df (x) - v]| = o |v]]

para todo v € C" (z) e x € Q(f). Ora, entao

n—oo

. 1 n—1 . B
lim sup — > log || (Df (£ () lowisiay) < ~logo <0,
=0

para todo x € Q (f).

Temos que o conjunto dos endomorfismos Axioma A é aberto, veja por exemplo
[Prz76, Teorema 1.16]. Em particular, por continuidade, existe um aberto U C End" (M)
de endomorfismos Axioma A de classe C", r > 1, que satisfaz as hipdteses (R1), (R2) e
(R3). Ou seja, U é um aberto de endomorfismos nao singulares parcialmente (uniforme-
mente) hiperbélicos. Logo temos como consequéncia imediata do Teorema B a estabilidade

estatistica para endomorfismos Axioma A, como segue:

Corolario C. Seja f: M — M um endomorfismo Azioma A numa variedade compacta

e conexa M. Entao f € estatisticamente estdvel.

1.3 Estrutura da tese

1.3.1 O conceito de hiperbolicidade uniforme

Suponhamos f : M — M um difeomorfismo C' numa variedade riemanniana
compacta M. Um conjunto compacto A f-invariante é dito hiperbdlico se existe uma
decomposi¢ao continua e D f-invariante TAM = E° & E" e constantes C' >0e 0 < A < 1

tais que:

1. [|[Df™

gs || < CA\" para todo n € N;

2. [[Df~™ |g« || < CA" para todo n € N.
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Alternativamente, podemos definir a hiperbolicidade do compacto A através da existéncia
de campos de cones A 5 z — C*(z) e A 5 x — C"(x) (com dimensao constante)

satisfazendo:
L Df ' (z)-C*(f(2)) S C°(x) e Df (x)- C*(x) & C* (f (2));

2. existe 0 > 1 tal que | Df~! (x)-v|| > o||v|| para todo v € C* (f (z)) e ||Df (z) w]| >
o||lw|| para todo w € C* (z).

A partir do campo de cones podemos recuperar as direcoes invariantes pondo:
o By =NenDf (@) - C°(f" (2));
o By =Nen Dfr (7" (@) CU(f7" (2)).

Podemos citar [Maz08] e [New04] para mais detalhes sobre a relagao entre o conceito de
campos de cones e hiperbolicidade. Nestes artigos caracterizam-se também a nocao de
decomposi¢ao dominada via campo de cones.

Se f é um endomorfismo nao necessariamente invertivel, nao podemos aplicar
diretamente a definigao de hiperbolicidade no caso invertivel. Isto porque, ao definirmos
o subfibrado instavel nao teriamos bem definida uma inversa para f, sob a qual veriamos
contracao deste subfibrado.

Assumamos entao que f é um endomorfismo nao singular, (i.e. um difeomorfismo
local). Entao para cada x € M existe uma vizinhanca V, de z tal que f admite uma
inversa local f~1 : V, — W,. Usando a regra da cadeia temos que para todo z € M
existe a inversa derivada de f no ponto x, Df (x)fl. Vamos adaptar entao a nocao de
hiperbolicidade via campo de cones para o contexto nao invertivel.

Considere A 5 x — C*(x) e A 5 x — C"(x) campos de cones com dimensao

constante satisfazendo:
1. Df(x)”"-C*(f(z)) S C*(x) e Df (x) - C*(x) € C*(f (x)) para todo x € A;

2. existe 0 > 1 tal que |[Df ()" -v|| > ol|v|| para todo v € C% (f (z)) e |Df (z)-w]|| >
o||lw|| para todo w € C* (z).

Definindo

B = () D () O (" (2) (131

neN

¢ facil ver que x — E? define um subfibrado D f-invariante, Df (z) - ES =

> E;;(x) e uni-
formemente contrator. A direcao instavel também pode ser obtida via campo de cones,

contudo, a construgao ird depender da pré-orbita de cada ponto. Dado x € A considere
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(7_pn), ey uma sequéncia em A tal que f(2x_,) = x_,41 para todon > 1 e zy = x. Ob-

serve que a sequéncia (z_,) assim definida, representa uma tnica pré-orbita de z.

neN’
Definamos

E = Df" (z_n) - C* (x_). (1.3.2)

(z*”)nEN
neN

u

() define um fibrado que é contrator para o passado ao longo da

E facil ver que E

pré-érbita de x dada por (x_y), oy € ¢ D f-invariante, no sentido que Df (x) - Ef.

(x*”)neN
Eéfn)nEN, onde (Y—n),cy ¢ @ sequéncia em A dada por yo = f () e y—_, = _,41 para todo
n > 1.

Encontramos assim decomposicoes do plano tangente a x em M, T, M = EJ @

u
(Z*")nEN

noc¢ao de hiperbolicidade para endomorfismos foi introduzida em [Prz76], onde foi definida

para cada pré-érbita de , aqui representada por uma sequéncia (r_y), oy Esta

a hiperbolicidade a partir de decomposi¢oes em direcoes uniformemente contratoras e
uniformemente expansoras dependentes das trajetérias de cada ponto pelo endomorfismo.

Existem casos de endomorfismos em que a direcao instavel independe das tra-
jetdrias, ou seja, a intersegao dada por (1.3.2) independe da pré-érbita escolhida do ponto
x. Por exemplo, os endomorfismos lineares de Anosov no toro satisfazem essa propriedade.
Ainda assim, [Prz76] mostra que é possivel encontrar um endomorfismo Anosov suficien-
temente préximo de um endomorfismo linear de Anosov, tal que em cada ponto existem
infinitas diregoes instaveis, cada uma delas associada a uma pré-orbita de um ponto.
Também, [MT14] mostram que para um endomorfismo Anosov temos que ou existe uma
unica direcao instavel ou, existem infinitas diregoes instaveis e esta iltima ocorre generi-
camente.

Para formalizarmos este conceito de hiperbolicidade para endomorfismo usamos
a nocao de extensao natural, que nao é nada mais que o espaco das sequéncias que
representam pré-érbitas do endomorfismo f. E possivel induzirmos um levantamento de
f neste espago que vem a ser um homeomorfismo. Contudo, ao fazermos este processo,
perdemos em geral a estrutura de variedade do espaco.

Entao, considerar a hiperbolicidade de um endomorfismo a partir de diregoes

invariantes parece nao ser razoavel.

1.3.2 Hiperbolicidade nao-uniforme e medidas SRB

Assim, adaptamos a nogao de hiperbolicidade parcial contida em [ABV00], con-
siderando campos de cones invariantes no lugar de direcoes invariantes. Por simplicidade,
consideramos uma dire¢ao uniformemente estéavel e D f-invariante e um campo de cones
complementar com uma condicao de expansao nao uniforme. Esta condicao implicard na

existéncia do que chamaremos de tempos cone-hiperbdlicos, que, em linhas gerais, garante
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que dado discos tangentes ao campo de cones e de diametro suficientemente pequeno tem
a propriedade de expansao em determinada sequéncia de iterados da f.

O método que utilizaremos para encontrarmos a medida SRB é inspirado nos
argumentos do [ABV00]. Consideraremos um disco tangente ao campo de cones C, da
hipétese (H3), ou seja, T, D C C, (z) para todo x € D e a dimensao de D é igual a

dim (F'). Definiremos medidas

n—1

1 .
n:—g ! Leb
2 n f* €0p

5=0
para cada n € N, onde Lebp é a medida de Lebesgue normalizada em D. A medida can-
didata a SRB sera alguma componente ergédica de um ponto de acumulagao da sequéncia
(k) e

Observe que diferente do caso invertivel, o suporte de cada medida f!Lebp para
J € N, pode nao ser um disco, pois, se f é nao invertivel, f7 (D) pode ter auto-intersegoes e
portanto nao ter estrutura de variedade. Iremos entao escolher, por um processo cuidadoso
de selecao, para cada j € N, uma familia D; de subdiscos de D com a propriedade de
expansao em tempo j. O tamanho destes subdiscos deverd se suficientemente pequeno,
de modo que f7 restrito a cada subdisco D; € D; seja um difeomorfismo para podermos
comparar a medida f/Lebp, com Lebgi(p,).

Restringiremos a sequéncia fi,, as familias de discos expansores em tempo j, D; .

Ou seja, consideraremos

n—1

1 ,
= = i Lebp. 1.3.
v n;():f* ebp, (1.3.3)

para todo n € N, em que Lebp, = ZDjGDj Lebp,. Note que v, ¢ uma medida tal que
Vp (M) < pi, (M) = 1. Logo, a sequéncia (), .y admite subsequéncia convergente. Se
v é um ponto de acumulagao de (v,), podemos escrever p = v 4 1 onde p é um ponto
de acumulacao de (f,),. Mostraremos que o suporte de v estéd contido numa uniao de
discos instaveis, possivelmente dependentes das pré-érbitas. Como era de se esperar, tais
discos instaveis nao sao necessariamente disjuntos. Entao para podermos identificar a
continuidade absoluta da medida temos que tentar eliminar possiveis intersecoes para
desintegrarmos a medida e analisarmos cada elemento da desintegracao. Para isso, us-
aremos a nocao de extensao natural que nos permitira ver cada disco instavel, ao menos
localmente, como subconjuntos disjuntos.

A extensao natural é o espacgo das pré-érbitas de f. O representamos como o
espago das sequéncias (z_,), .y € MY que satisfazem f (z_,) = 2_,11 para todo n > 1.

Denotamos este conjunto por M/. Se M é uma variedade compacta entdao M/ é um
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espaco métrico compacto. Podemos definir em M/ a aplicacio f : M/ — M/ dada por

Fl it g, m) = @, 21,20, [ (20))-

f ¢ um homeomorfismo e é semi-conjugado a f pela projecao na primeira coordenada
7 : M/ — M. Esta projecao 7 induz uma aplicacdo no espaco de medidas que a cada
medida i em M7 associa a medida p = 7, /i dada pelo push-forward de i por 7. Quando
nos restringimos ao espaco de medidas f—invariantes temos uma bijecao sobre o espaco de
medidas f-invariantes ([QXZ09]) .

Reproduziremos a sequéncia dada por (1.3.3) em M7, ou seja, consideraremos
uma sequéncia de medidas (#,),, .y em M f tal que 7,7, = v, paratodon € N. Gostariamos
de dizer que 7, é também uma média de Cesiro dos iterados de Lebesgue em M7. Con-
tudo, observe que, como MY/ nio tem necessariamente uma estrutura de variedade, nao
temos bem definida uma medida de volume em M/ que se relacione com a medida de
Lebesgue em M. Também, como a medida de Lebesgue nao é necessariamente invariante,
nio temos bem definido um levantamento da medida de Lebesgue para M. Sendo assim,
construiremos o levantamento da medida de Lebesgue em pequenos discos usando a es-
trutura de produto da extensao natural demonstrada em [AH94]. Em linhas gerais, temos
que se V é um aberto suficientemente pequeno em M entao 7! (V) é homeomorfo ao
produto de V' por um conjunto de Cantor I'. Entao para cada disco D; podemos definir
um levantamento da medida de Lebesgue a extensao natural como uma medida produto
entre Lebesgue no disco e uma probabilidade IP no conjunto de Cantor I'. As 7, serao
definidas como médias de Cesaro dos iterados deste levantamento por f .

Como consequéncia desta construgao obteremos que um ponto de acumulacao
v de (7,), é uma medida tal que v := w2 é um ponto de acumulagdo de (v,),. Mais
ainda, o suporte de ¥ estd contido numa uniao de conjuntos {A ,\} , em que para cada
A, T A, estd em bijecao com um disco instdvel A que estd con/\teiéo na cobertura do
suporte de v. A vantagem é que, ao menos localmente, a familia {A ,\} tem elementos
dois a dois disjuntos e podemos desintegrar a medida 7 nestes elemento/;g\/eriﬁcaremos a
continuidade absoluta projetando por 7, os elementos da desintegracao e comparando com
a medida de Lebesgue. Note que v ¢ uma medida que nao é necessariamente invariante.

Como p = v+mn, temos que os discos instaveis que cobrem o suporte de v também
sao relevantes para a medida p. Usaremos entao um argumento tipo Hopf, para, a partir
da medida v, exibir componentes ergédicas da medida u que sao medidas SRB para f.
Este é, em linhas gerais, o conteido do capitulo 3.

Neste ponto, demonstramos a existéncia de um nimero finito de medidas SRB

para f neste contexto.
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No capitulo 2 apresentamos os conceitos basicos utilizados em nossos argumentos,
como o conceito de extensao natural e suas propriedades, o conceito de medida SRB e o
conceito de tempos cone-hiperbdlicos.

Em [Vas07] foi demonstrado a estabilidade estatistica das medidas SRB encon-
tradas no contexto parcialmente hiperbélico e de decomposi¢do dominada por [ABV00].
Nos questionamos entao se a estabilidade também ¢é vélida no ambito de aplicacoes nao
invertiveis e verificamos que qualquer medida SRB pode ser obtida pela construcao ante-
rior. Nao obstante, a maior parte da construcao fazer uso da extensao natural, o fato que,
simultaneamente, a construcao também esta atrelada a geometria da variedade, nos per-
mite mostrar que a construcao €, em certo sentido, estavel, assumindo que a propriedade
de expansao nao uniforme no campo de cones valha robustamente. A descricao deste
argumentos estd no Capitulo 4.

Finalmente exibiremos alguns exemplos nos quais podemos aplicar os nossos re-

sultados a partir de perturbacoes de endomorfismos Anosov no capitulo 5.



Capitulo 2

Preliminares

2.1 Extensao natural

Seja (M, d) um espago métrico compacto e f : M — M uma aplicagdo continua.
Definimos a extensao natural de M por f como o conjunto:
Mf = {.QAZ = (.CE_]')

jen 't T—j € Me f(x_j) = z_j;1 para todo j € N}.

A distancia d em M induz uma distancia d em M7 dada por

d(#,9):= 27d(@j,y-).

jEN

E facil ver que, com esta métrica, Mf é um espaco compacto se M é compacto. Consid-
eraremos ainda a projecao natural na primeira coordenada, 7 : M/ — M, 7 (&) = z¢, que
¢ uma aplicacao continua com as métricas acima.

Definimos o levantamento de f por m como sendo a aplicacao f : M7 — M7 dada

por f(i") = (-, T,y T_1,Z0, f (x0)). Temos que
fom=mof.

Em geral, a extensao natural de M por um endomorfismo f nao tem estrutura
de variedade diferencidvel. Contudo podemos induzir em M/ uma estrutura fibrada,
semelhante a um fibrado tangente, tomando o pull back do fibrado tangente de M, T'M,

pela projecdo m. Em outras palavras, para cada & € M/, consideramos
Tj = Tﬂ(i) M.

Ao conjunto dos pares (%,v) com & € M/ e v € T; denotaremos por FM/. Se f é
15
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um endomorfismo de classe C!, temos que a derivada de f induz uma aplicacdo em
FM/. Definimos Df : FM/ — FM! por Df (#,v) = ( 7 (@), Df (x(2)) m), para todo
(z,v) € FM?. Observe que Df - T; C T (s, para todo & € M’ . Escreveremos Df (i)

para indicar a restricao de Df ao espaco tangente T}, ou seja, Df () : T — Tf(f).

Observacao 2.1.1. Se temos que A C M é um conjunto compacto e positivamente invari-

ante, consideraremos
A = {3} e M7 :y_, € A para todo n € N}

a extensdo natural de A. Note que A/ € M7/. Como assumimos apenas que f (A) C A,
pode existir x € A cuja alguma sua pré-imagem nao pertence a A. A extensao natural de

A desconsiderara as pré-6rbitas com tais pré-imagens.

Temos o Teorema de Oseledec para endomorfismos, enunciado a seguir como em
[Wal00, Teorema 10.4]:

Teorema 2.1.2. Seja f : M — M um endomorfismo de classe C' em M, variedade
Riemanniana compacta. Entdo existe um conjunto Borel mensurdvel I' C M com f (I') C

e (T) =1 para qualquer medida f-invariante u tal que valem as sequintes propriedades:
1. existe uma fun¢ao mensurdvel r: T'— {1,2,... dim (M)} comro f =r;

2. para todo x € I', existem niumeros reais

+00 > A (2) > Ao () > -+ > A\ (2) > —00;

3. se x € I' entao existe uma filtracao por subespacos lineares
T.M =Vy(x) DVi(x) D D Vo (x) = {0}
de T, M;
4. sex el el <i<r(x) entio
lim_~log | D" () -] = A (2)
im —lo x) vl =N (x),
n—-+oo N &

para todo v € V;_y (x)\V; (z). Além disto,

r(x)
tim o | det (Df" ()] = A () mi (),

n—+oo N —1
1=

em que m; (x) = dim (V;_; (z)) — dim (V; (z)) para todo 1 < i <r(z).
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5. x — X\ (x) € uma aplicagio mensurdvel definida em {x € I': r(xz) > i} e, além
disto, \; (f (z)) = X\ (z) para todo x € T';

6. Df (x)-Vi(x) CVi(f(x)) sei>0exel.

Os ntumeros {\; (:v)}:fl) dados pelo Teorema anterior sdo chamados de expoentes
de Lyapunov de f em x e m; (x) é chamada a multiplicidade de \; ().

A projecao m : M/ — M induz uma aplicacdo 7, : /\/lf (Mf) — M (M), onde
M i (M f ) denota o conjunto das medidas de probabilidade borelianas, f—invariantes em
M’ e My (M) denota o conjunto das medidas de probabilidade f-invariantes em M. .,
¢ a aplicacao que a cada medida 1 € M; (M ! ) associa a medida /i definida por

[odwin = [@oman

para todo ¢ € C(M). Conforme [QXZ09, Proposicao 1.3.1], temos que para cada p €
M (M) existe uma tnica medida i € M; (Mf) tal que 7,4 = p. Chamaremos tal
tnica medida de levantamento da medida p. E facil ver que, pp € My (M) é ergédica se
e somente se seu levantamento também é uma medida ergddica.

Temos ainda a versao adaptada a extensao natural do Teorema de Oseledec,
conforme [QXZ09, Proposicao 1.3.5]:

Proposicao 2.1.3. Seja f : M — M um endomorfismo de classe C' em M, variedade
Riemanniana compacta. Existe um conjunto boreliano A € Mfcom f(A) = A e j(A) =1

tal que todo T € A eziste uma decomposicao do espago tangente em &
Ty =T, M =E, (2) DE (2)® - D Enz) (2)

e numeros

+00 > A (2) > Ao (T) > -+ > Ay (8) > —00

e m; (&) com 1 < i <r (&), satisfazendo para todo & € A:

~

. Df (f” (i:))  Thugzy = Tiurr(zy € um isomorfismo para todo n € Z;

o

as funcgoes r : A—-Nel:A—>Rem:A— N sio f—im)ariantes para cada
1<i<r(z);

3. dim (E; (2)) = m; (Z) para todo 1 <i <r(z);
4. a decomposicio é D f-invariante, isto é, Df () - E; (&) = B; (f (i‘)) ;

5. lim, 100 L log ‘D (@) u‘ — )\ (2) para todo u € E; (#)\ {0}, 1 <i < r(2);
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6. se escrevermos
pr(&) 2 pa(2) = -+ = pa(2)

denotando os nimeros \; (Z) repetidos m; () vezes para cada 1 < i < r(Z) e

{uy,us, ...,uq} € uma base de Ty que satisfaz

lim —log ’Df" (2)

n—too N

= p;i (2)
para todo 1 < i < d, entao para quaisquer subconjuntos P,Q C {1,2,...,d} com
PNQ =10 temos que

1 R ~
lim —log < <Df" (z) - Ep,Df" (@)EQ> =0,

n—oo 1

onde Ep e Eg denotam os subespagos de T gerados pelos vetores {u;};cp € {uj}jeQ,

respectivamente.
7. 1) =20 € IV er () = r(zg), M(T) = N (z0) e mi (Z) = my(x) para todo
1 <i<r(z), onder(xg), \i (x0) e m; (zo) sdo dados pelo Teorema 2.1.2.

Note que os expoentes de Lyapunov de um endomorfismo f e de seu levantamento
f sao iguais. Contudo enquanto na versao do Teorema Multiplicativo Ergédico para
endomorfismos temos tao somente uma filtracao, na versao enunciada a partir da extensao
natural definimos uma decomposicao associada a cada pré-érbita de um ponto regular.
Dentro de cada V;_1 (o) \V; (x0), encontramos um subespago invariante E; (z) associado
ao expoente de Lyapunov \; () = \; (zo) para cada & € 7! ().

Temos ainda a existéncia de variedades instaveis locais associadas a pré-érbitas

de pontos regulares, conforme teorema que enunciamos a seguir e cuja demonstracao pode

ser encontrada em [QXZ09, Capitulo 5] ou [Zhu98, Teorema 1].

Proposicao 2.1.4. (Variedade instdvel local para endomorfismos)Suponhamos f : M —
M um endomorfismo de classe C? e u uma medida de probabilidade f-invariante que
tem pelo menos um expoente de Lyapunov positivo em quase todo o ponto. Existe uma

quantidade enumerdvel de conjuntos compactos {A,} de MY com ju (UieNAZ) =1 tal

ieN
que:

1. se denotamos Ej := €D, 450 L) (2) € EF" = @, 5)<0 £j (2) entao dim (E}) e
dim (ES) sdo constantes em A;, digamos dim (E¥) = k; para todo & € A;. Além

disto, B} e E° dependem continuamente em & € Ai, para cada 1 € N,

2. para cada A; existe uma familia de discos C' mergulhados, k;-dimensionais

{Wise (2)}sea,
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em M e nimeros positivos N\;, €; < A\;/200, r; < 1, v , a; e fB; tais que valem as

sequintes propriedades:

(a) existe uma aplicagio C* h; : Oy — ES°

x

em que Oz € um subconjunto aberto

de EY que contém {v € E;‘ o) < i}
i. hz (0) =0 e Dh; (0) = 0;
ii. Lip(hs) < B, e Lip(Dhy) < fi:
iii. W, (&) = exp,, (Graf (hs)) C B (z0,/ (2)7).

(b) dado qualquer yo € W}, (%) existe um tnico § € M7 tal que () = yo,

d(Y—n,T_pn) < rie" ", para todo n € N

A (Y 70) < %" (yo,0) , para todo n € N.

(c) definindo
Wise (#) = {5 € My e Wit (F7 (@), para todon € N},

entdo m: W (&) — W (&) € bijetiva.

(d) dados quaisquer §, % € W (Z) temos que
du f—(2) (y—na Z_n) S IYie_Aindg (?/0, ZO)

para todo n € N, onde d}_n@) (+,) denota a distancia ao longo da variedade

instdvel associada a f=" (z), para n € N.

Temos as seguintes propriedades adicionais das variedades instaveis locais:

Proposicao 2.1.5. Sejam ( ) AW (D) }iea, € {W,gc (93)} A dados pela Proposi¢ao
¢ TEA;

2.1.4. Entao existe p > 0 tal que para todo A; existem nimeros r; € (O, fz’) ee; €(0,1) e
R; > 0 satisfazendo:

~

1. Dados quaisquer r € [g ,n] ei €N, seqe By, (Z,6r) == Ay N B (%, €r) entao

W (9) N B (zg,7) € conezo e a aplicag¢ao
BAZ (j:7€1 ) By'_) VVloc( )DB((L’(), )

¢ continua com a topologia de Hausdorff nos subconjuntos compactos de B (xg,r).
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2. Dados quaisquer r € [%,m} e €A, sey ez pertencem a Bx_ (Z,€r) entdo, ou

I/VZI;C (g) nB (wO?T) - I/Vlltic (2) nB (.To,?“)

(Wise (4) 0 B (20,7)) [ ) (Wi (2) N B (o, 1)) = 0.

8. Para cada® € A; se§ € By (%,€r) e z0 € Wit (9)N B (zo,7) entao Wi, (§) contém

a bola fechada de centro em yge raio R; em W™ (), com a distancia dj.

Para uma prova nos referimos ao leitor para [QXZ09, Proposi¢ao VII.2.1].

2.2 Teorema da desintegracao de Rokhlin

Se (X, A, ) é um espacgo de probabilidade e P é uma particao mensurdvel de X
podemos induzir uma estrutura mensuravel no espago quociente X/P que nos permitird
escrever a medida de probabilidade ;1 em termos de medidas suportadas nos atomos de
P, como descreveremos a seguir.

A mensurabilidade da particao significa que podemos gerar a particao a partir
de uma sequéncia de particoes enumeraveis. Lembremos que dadas duas particoes Q, P

definimos a partigao Q\/ P por
Q\/P={QNP: Qe Qe PeP}.

Analogamente, se (Q;),.y ¢ uma familia de partigoes definimos

\/Qj::{ﬂQj; Qj € 9Qj, jEN}.
j=0 =0

Dizemos ainda que uma particao P é mais fina do que uma dada particao Q se, para todo
P € P existe QQ € Q tal que P C (). Neste caso, denotamos Q < P.

Definig¢ao 2.2.1. Uma parti¢ao P de um espaco de medida (X, A, ) é dita ser mensurdvel

(com respeito a ) se, restrita a um subconjunto com p-medida total, Xy, temos que existe

uma sequéncia crescente Py < Py < --- <P, < --- de particoes enumeraveis tal que
(o]
P=\/P.
j=1

Consideremos a projecao p : X — P que a cada elemento x € X associa o atomo

de P que contém x, que denotaremos por P (x). Diremos que um subconjunto Q C P
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é mensuravel se, e somente se, p~'(Q) é um subconjunto mensurdvel de X. Temos
entao que a familia de todos os subconjunto mensuraveis de P, neste sentido, forma uma
o-algebra em P, que denotaremos por A. Definimos entdo a medida quociente [i por
£(Q) = u(p~'(Q)). Com essa estrutura de espago de probabilidade em X /P, temos a
nocao de sistema condicional de medidas que nos permite enxergar a medida p em termos

de medidas nos atomos da particao P, conforme definicao abaixo.

Definigao 2.2.2. Sejam (X, A, 1) um espago de probabilidade e P uma partigao de X.
Um sistema condicional de medidas de p com respeito a P é uma familia {up : P € P}

de probabilidades em X tal que, para todo subconjunto mensuravel £ C X:
1. pup (P) =1 para fi-quase todo P € P;
2. a aplicagao P +— pup (F) é mensuravel;

3. 1(E) = [ up (E) dji (P).

Rokhlin em [Rok49] demonstrou que se P é uma partigao mensuravel entao existe
um sistema condicional de medidas com respeito a tal particao, conforme enunciado a

seguir.

Teorema 2.2.3 (Desintegracao de Rokhlin). Seja (X, A, 1) um espaco de probabilidade
em que X € um espag¢o métrico completo e separdvel. Se P é uma particao mensurdvel

de X entao p admite algum sistema condicional de medidas com respeito a P.

Observagio 2.2.4. E importante observar que se {up : P € P} e {ip: P € P} sio sis-
temas condicionais de medidas de p com respeito a P entdo up = pp para fi-quase todo
PeP.

Lema 2.2.5. Seja (X, A, ) um espago de probabilidade em que X é um espagco métrico
compacto e seja P uma particio mensurdvel de X. Suponha f : X — X um homeo-
morfismo e considere a particio Q = =1 (P). Entao se {up: P € P} e {ug : Q € Q}
sao sistemas condicionais de medidas de p com respeito a P e Q, respectivamente, entdo,
denotando para P € P, Q (P) := f~1(P), temos que up = J«tq(p) para i quase todo
PePp.

Demonstracao. Como vimos anteriormente, basta provarmos que { Jetgp) = P € 77} é
uma desintegracao de p com respeito a P. Consideremos p: X — Peqg: X — Q as
projecoes associadas as particoes P e Q respectivamente. Definamos f : P — Q dada
por f (P) := f~*(P). Temos que, como f é um homeomorfismo, f ¢ uma aplicacao

mensuravel. Temos a seguinte relacao

fop(x)=qo f(z),
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para todo z € X. Denotemos jip e fig as medidas quociente com respeito a P e Q

respectivamente. Entao

felip = fo (Dap) = o (fopt) = qupp = fig,

isto porque p é uma medida f-invariante. A propriedade acima implica que, como
pg (Q) =1 para fig quase todo Q € Q, f.ugp) (P) = 1 para fip quase todo P € P.

Fixemos £ C M um subconjunto mensuravel. Entao a aplicagago P > P
fettop) (E) é mensuravel pois pode ser vista como a composicao da aplicagao f com a
aplicacao mensuravel Q 3 Q — ug (f7! (E)).

Por fim, note que

para todo subconjunto E' C M mensuravel. Portanto { fetigqpy : P € 73} ¢ uma desinte-
gracao de p com respeito a P e coincide com {up : P € P} com excegao de um conjunto

de medida fip nula. O]

2.3 Propriedade SRB para endomorfismos

Recordemos que dado uma aplicacdo continua f : M — M definimos M/ como
o espago das pré-érbitas de M por f, que representamos por sequéncias T = (7_p), oy
satisfazendo f (z_,) = Z_,;1 para todo n > 1. Consideramos ainda 7 : MY — M a
projecao natural dada por m(Z) = xy. Dada uma medida de probabilidade p em M,
f-invariante, temos que 7 induz uma tnica medida de probabilidade i em M/, que é
f—invariante. Chamamos esta medida de levantamento da .

Quando f é um endomorfismo de classe C', a Proposicao 2.1.4 nos d4 a existéncia
de variedades instaveis associadas as pré-érbitas de um subconjunto de medida u-total. A

seguinte definicao diz respeito a particoes do espaco M/, adaptadas as variedades instéveis
de (f, ).

Definicao 2.3.1. Seja p uma medida f-invariante com pelo menos um expoente de Lya-
punov positivo em quase todo ponto. Uma particio mensurdvel P de M7S é dita ser

subordinada a variedades instdveis se para ji q.t.p. & € M/, P (&) satisfaz:
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L. wlp@) : P(2) = 7 (P (2)) é bijetiva;

2. Existe uma subvariedade W; de dimensao k(Z) em M tal que W; C W*(z) e

(P (z)) C Wi e w (P (Z)) contém uma vizinhanga aberta de xy em W.

Definimos entao a propriedade SRB para medidas invariantes de um endomor-

fismo:

Definicao 2.3.2. Dizemos que uma medida f-invariante p , com ao menos um expoente
de Lyapunov positivo em quase todo ponto, tem a propriedade SRB se para toda particao
mensuravel de M/subordinada a variedades instéveis e para fi q.t.p. & € M/ temos que
T flz < Lebyy,, onde {fiz},; ., ¢ um sistema de medidas condicionais para ji e m.fi; é a

projecao de fiz por |p(z).

2.4 Campos de cones e tempos cone-hiperbdlicos

Em [New04], Newhouse caracteriza hiperbolicidade e existéncia de decomposi¢ao
dominada em termos de campos de cones. Inspirado nisso, consideraremos a nossa
hipdtese de expansao nao uniforme usando campos de cones. Apresentaremos as definigoes
necessarias e introduziremos o conceito de tempo cone-hiperbdlico, que ¢ uma general-
izagao do conceito de tempo hiperbélico em [Alv00, ABV00].

Observe que o espaco das aplicagoes lineares de V' em W restritas a um subcon-
junto fechado £ C V| que denotaremos por Lg (V, W) formam um subespago vetorial de
L (V,W). De fato, dados A € Re S, T € L (V, W), temos que S|g+A-T|p = (S+ - T) |g.
Logo, S|lg+A-T|g € Lg(V,W) e L (V,W) é um subespago vetorial de £ (V,W). Por-

tanto, faz sentido o conceito de norma para elementos deste espago.

Definicao 2.4.1. Sejam V, W espacos vetoriais normados e 7' : V' — W uma aplicagao

linear. Suponha £ C V um subconjunto fechado, entao definimos ||T'|g|| por:

1T - ol

T ||| = sup (2.4.1)
0#veE

o]

Nao ¢é diffcil ver que ||T|g[| é uma norma em L (V,W). De fato, a aplicagao
Il = Lg(V,W)—[0,00) satisfaz:

1. IT|g|| > 0 para todo T'|g € Lg (V,W) e ||T|g||=0 se, e somente se T'|g = 0;
2. |A-Tlgll =M - |IT|| paratodo A€ R e T|g € Lg (V,W), por definigao;

3. |1S|e + Tlell < ||S|ell + |T|£l|, para todo S|g,T|r € Lg (V,W).
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A desigualdade triangular segue imediatamente da desigualdade triangular da norma em
V.

Definicao 2.4.2. Seja V um espaco vetorial normado. Suponhamos que V = E @ F.

Dado a > 0, definimos o cone de amplitude a > 0 centrado em E como o conjunto:
Co={veV:v=vGuvondev € Eevy € F com ||vg| <allv}.

Definicao 2.4.3. Dada M uma variedade Riemanniana compacta e uma decomposicao
TM = E®F do fibrado tangente, definimos o campo de cones de amplitude a > 0 centrado
em E como a aplicagdo = +— C, (x) que a cada x € M associa um cone de amplitude

a>0em T, M, centrado em FE,.

Observagao 2.4.4. ITremos chamar a dimensao do campo de cones C,, que denotaremos

por dim (C,), & dimensao do subespago gerador E.

Definicao 2.4.5. Seja N C M, uma subvariedade. Dizemos que N é uma subvariedade
tangente a um campo de cones z — C (), se dim (N) = dim (C) e T,N C C(z), para
todo z € N.

Iremos estender a definicao de tempos hiperbdlicos, usualmente considerada em
dire¢oes invariantes(ver [ABV00, Defini¢cao 2.6]), para campos de cones. Adiantamos
desde ja que a nao existéncia de uma direcao D f-invariante é uma das principais dificul-
dades na construgao das medidas SRB (veja Segao 3.2).

Seja A C M um subconjunto compacto e f-invariante e um campo de cones
Asz—Cl(x).

Definicao 2.4.6. Suponhamos M uma variedade Riemanniana compacta. Sejam f :
M — M um difeomorfismo local e ¢ > 0. Dizemos que n € N é um c-tempo cone-
hiperbdlico para x € M (com respeito ao campo de cones C') se Df (f7 (z)) - C (f’ (z)) C
C (fi*'(x)) paratodo 0 <j<m—1le

n—1

[T [[(or @leie)

j=n—k

H<e (2.4.2)

para todo 1 <k <n—1.

Lema 2.4.7. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta e c > 0. Sejamx € M en
um c-tempo cone-hiperbolico para x, com respeito a um difeomorfismo local f: M — M.
Entdo para cada j € {0,1,....,n—1} e cada v € C (f7 (z)) vale ||[Df"77 (f7 (x)) - v| >

eI ]].
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Demonstragdo. Fixemos j € {0,1,....n—1} e v € C (f? (x)). Denotemos
w=Df"7 (f (z))-v.

Entao,
1

v=Df (f ()" oDf (f () oo D (f (@) - w.
Observe que para cada j +1 < k <n — 1 temos que

1

Df (ff @) o Df (f1 (@) oo DF (77 (@) w =D (f7 (2)) .

Como Df (f7 (x))-C (f? (x)) C C(f7*! (z)) para todo 0 < j < n—1, por definigao, temos
que Df*= (fi(z))-ve Df (ff 1 (x))-C(ff ' (x)) c C(f*(z)), para todo j+1 <k <

n — 1. Segue portanto que:

lell = IDf (7 (@)™ o Df (741 (@)oo Df (S (@) - w]
< (DF (7 (@) legsen) - 1DF () oo DF (F77 (@)

< TTI(DF (5 @) o)) Il

1
~w

Como n é um c-tempo cone-hiperbdlico para x temos que

[T (D (@) loggry) 1 <0,
k=

logo, |lv]| < e~ ®|jw]||, ou seja, | D" (f7 (z)) - v| > e ||v]|. Como j foi tomado
qualquer entre 0 e n — 1 e o v também foi escolhido arbitrariamente, concluimos a prova
do Lema. O

Observagao 2.4.8. Lembremos que a aplicacao que leva uma transformagao linear em
sua inversa é uma aplicacao continua. A norma do operador também é uma aplicacao
continua. Assim, se o campo de cones A 3 x — C'(z) é continuo, temos que A >
t — Df(x)|ce@) é continua, considerando a norma da Definicao 2.4.1. Logo A 5 z —
(Df (z) |C(I))_l é continua e consequentemente A > z — || (Df (z) |C(I))_1 | também é
continua. Esta propriedade nos permitira futuramente a espalhar a propriedade de tempos

hiperbdlicos a vizinhancas de pontos que satisfacam tal propriedade.



Capitulo 3

Prova do Teorema A: Existéncia e
unicidade de medidas SRB

Queremos provar a existéncia de medidas com propriedade SRB para um difeo-
morfismo local f de classe C17%, com o > 0, admitindo um fibrado estdvel £* e um campo
de cones nao uniformemente expansor numa direcao complementar. Queremos verificar
entao que existe uma medida de probabilidade f-invariante p com pelo menos um ex-
poente de Lyapunov positivo em quase todo o ponto e que o levantamento & de u, admite
desintegracao absolutamente continua com respeito a Lebesgue em toda a particao sub-
ordinada a variedades instaveis. Aqui a continuidade absoluta com respeito a variedades
instdveis significa que, para toda particao de M/ subordinada a variedades instdveis, se
T«fip € a projecao da medida condicional de /i em P entdo T, fip € absolutamente continua
com respeito a Lebﬁ( P - Por definigao W(ﬁ) estd contido em alguma (unica) variedade
instavel local.

Comecamos por dar uma descricao da estratégia usada para provar o Teorema
A. A ideia da prova da existéncia da medida SRB neste contexto, parte da hipotese
da existéncia de um conjunto H C U com expansao nao-uniforme ao longo de cones
invariantes (conforme equagao (1.2.1)). Como Leb(H) > 0, existe um disco D C U
tangente ao campo de cones nao uniformemente expansor com Lebp (H) > 0. Como
consequéncia do Lema de Pliss ([ABV00, Lema 2.10],[Man87, Lema 11.8]) teremos que
se v € H entao existe uma sequéncia (ny (7)), oy tendendo a infinito tal que para cada &
temos que D f™ expande os elementos do cone em x. Isto nos permite, para cada m € N,
encontrar uma familia D,, de subdiscos em D que expandem por f™, escolhendo em H,
aqueles elementos x que satisfazem m € {ny (z)}. Tomamos como candidata a medida
SRB para f a medida v obtida como ponto de acumulacao da sequéncia de medidas

dadas pelas médias dos iterados da medida de Lebesgue nos subdiscos em Dy, ou seja,
Vp = = 221_:10 fmLebp,, .

26
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O suporte de um ponto de acumulacao desta sequéncia estd contido numa uniao
de discos acumulados por iterados por f de subdiscos D,, € D,,, com m — oco. Como
os discos em D, sao expandidos por f™ temos que seus iterados sao contraidos pelo ramo
inverso f~™ : f™(Dy,) — D,,. Assim, se A ¢é limite de f™ (D,,), é possivel provar uma
escolha apropriada de ramos inversos tal que A é contraido por £/, para todo j € N. Este
fato, juntamente com a continuidade da derivada de f garante a existéncia de expoentes
de Lyapunov positivos para v.

Iremos ver que como D é tangente ao campo de cones nao uniformemente expan-
sor entdao o seu fibrado tangente varia Holder continuamente. O mesmo vale para ™ (D’)
para D' C D, tal que f™|p é injetiva. Com isto e a expansdo em D,, por f™ vamos
provar a distor¢ao limitada em f™ : D,, — f™(D,,), para todo m. Entao fI"Lebp, é
absolutamente continua com respeito a Lebgmp,,. Mostraremos entao que se 7 é um lev-
antamento de v entao U esta contido em uma uniao de subconjuntos A, tal que 7 : A=A
é bijetiva e A é um dos elementos da cobertura do suporte de v por discos acumulados
por (f™ (Dp))pmen. De fato teremos que A estd contida em uma variedade instavel e
construiremos em uma vizinhanca de A uma familia disjunta de discos instaveis locais,
K, em que verificamos a propriedade w05 < Leb,, para todo v € K, onde 7w : 4 — 7 ¢
bijetiva.

Poderemos repetir este argumento para todo disco A tal que consigamos uma
vizinhanga e uma familia de discos instaveis locais com medida v-positiva. Isto mostrara
que o levantamento de v a extensao natural desintegra-se de forma absolutamente continua
com respeito a Lebesgue nos levantamentos 4 dos discos instaveis v . Observe que ainda
nao podemos dizer que v é uma medida SRB pois v é uma medida que nao é sequer
invariante. Consideraremos entao

n—1

1 .
n=— ! Leb
po =~ flLebp

J=0

para cada n € N. Temos que p, = v, + n,, onde 0, = p, — v,. Seja g um ponto de

acumulagao de () temos que p = v +n, com 7 um ponto de acumulacdo de (7,)

neNs neN

e i ¢ uma medida invariante. Usando a propriedade de continuidade absoluta mostrada
para v, extrairemos, via um argumento semelhante ao de Hopf, uma componente ergédica
de p que também satisfaz a propriedade de continuidade absoluta em variedades instaveis
e portanto é uma medida SRB.

Por fim veremos que a bacia de uma medida SRB contém um aberto em M o
que, por compacidade, implica na finitude das medidas ergédicas SRB para f, pois bacias
de medidas ergodicas diferentes sao disjuntas. Finalmente provaremos a unicidade da

medida SRB quando f é transitiva.
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Os resultados aqui provados estendem [ABV00] e valem se f é um difeomorfismo
ou um difeomorfismo local com E? trivial.

Dividimos entao a prova nas seguintes segoes:

e Secao 3.1: descrevemos um pouco da geometria de subvariedades, IV, tangentes ao
campo de cones nao uniformemente expansor, verificando a regularidade da variagao
do fibrado tangente. Como f é um difeomorfismo local, temos que a imagem por
f* de uma tal subvariedade nao é necessariamente uma subvariedade, contudo lo-
calmente temos que f* (V) é uma subvariedade. Verificamos também o que ocorre

com estas subvariedades contidas em f* (N);

e Secao 3.1.1: nesta secao descrevemos a construcao das familias de discos expansores
Dy;

e Secao 3.2: nesta se¢ao consideramos uma medida g que é um ponto de acumulagao,
na topologia fraca *, da sequéncia de medidas dadas pelas médias de Cesaro dos it-
erados de Lebesgue. Construiremos uma medida v, nao necessariamente invariante,

a partir da estrutura expansora em D obtida na secao anterior;

e Secaod.3: estudamos o levantamento 7 da medida v e verificamos a existéncia de

expoentes de Lyapunov positivos para estas medidas;

e Secao 3.4: construimos a familia de discos instaveis locais I e mostramos que v
tem desintegracao absolutamente continua ao longo de discos instéveis, olhando
para os respectivos levantamentos dos discos instaveis, que sao conjuntos localmente

disjuntos na extensao natural;

e Secao 3.5: mostramos a ergodicidade e finitude de medidas SRB para f e deduzimos

a unicidade no caso em que f é transitiva.

3.1 Geometria de discos tangentes ao campo de cones

o

Consideremos N uma subvariedade de M tangente ao campo de cones C, dada

pelas hipé6teses (H1), (H2) e (H3). Para e > 0 e z € M denotemos por
T, M(e) :={vel,M: |v]| <e}

a bola de raio € > 0 em T, M centrada na origem 0 € T, M. Fixemos dp, > 0 tal que a

aplica¢do exponencial, exp, : T,M (dp) — M é um difeomorfismo na sua imagem para
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todo x € M. Tal 9 > 0 existe e independe de x por compacidade de M. Consideremos
B (z,€) :=exp, (T, M (¢€)), para todo 0 < € < .

Existe 0 < § < dg tal que se y € B (x,0) N N existe uma unica aplicagao linear
A, (y) : T,N — E?, tal que o transporte paralelo de y a =, P,,,, do plano tangente
a N em y, coincide com o gréafico desta aplicagdo. Em outras palavras, P, (T,N) =
graf (Az (y)). Assim, a menos de considerarmos d, menor, o espaco tangente a N em
todo em y € B(x,0)) N N pode ser visto como o grafico de uma aplicagao A, (y) do
espaco tangente T, N para o espaco EJ. Observe que, novamente pela compacidade de
M, podemos tomar 0 > 0 independente de x. Além disto, 6 > 0 depende apenas do
campo de cones, ou seja, para qualquer subvariedade tangente a C,, vale esta mesma
propriedade para este 6 > 0 fixado. Expressamos entao a nocao de variacao Hoélder do

fibrado tangente de N em funcao destas coordenadas locais:

Definicao 3.1.1. Dados C' > 0 e 0 < a < 1. Diremos que o fibrado tangente T'N de N
¢ (C, a)-Holder se
14z (y) || < C - disty (x,y)",

para todo y € B (z,60)) "N ex € N.

Definicao 3.1.2. Dado 0 < a < 1 definimos a constante a-Holder do fibrado TN como
sendo:
k(TN,a) :=inf{C >0: TN é (C,«)-Holder} .

Proposicao 3.1.3. Ezxistem a € (0,1), 8 € (0,1) e Cy > 0 tal que se N é uma subvar-
iedade de M tangente a C, e f (N) também é subvariedade de M entao

k(Tf(N),a) <8 -k(TN,a)+ Cy.

Demonstragao. A prova segue os mesmos argumentos de [ABV00, Proposigao 2.2]. O

Corolario 3.1.4. FExiste L1 > 0 tal que se N é uma subvariedade de M tangente ao

campo de cones C, e k € N € tal que f*(N) é uma subvariedade de M entdo a fungdo

Je: fA(N) = R
x — log |det (Df()lz, %) »

¢ (Ly, o)-Hélder continua, em que Ly > 0 depende apenas em f.

A prova segue [ABV00, Coroldrio 2.4].
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3.1.1 Estrutura expansora do disco

A hipétese (H3) nos dd um disco D C A tangente a C, e um subconjunto H C U
com Lebp (H) > 0, tal que para todo z € H temos que:

n—oo

n—1
. 1 , ~1
limsup ~» _log || (Df(f(#)leupian) I < —2¢ <0. (3.1.1)
=0
Com o Lema de Pliss, enunciado a seguir, obteremos a existéncia de infinitos
tempos hiperbédlicos com densidade positiva a partir da condicao acima.

Lema 3.1.5. [Lema de Pliss] Dados A > ¢y > ¢ > 0, consideremos
0=(co—c1)/(A—c1).
Entao, dados niumeros reais aq, ...,an_1 satisfazendo
1. Zj.v:_ol aj > N e
2. a; < A para todo 0 < j < N —1,

existem | > ON e 0 <ng <ng <---<n <N —1 tais que

n;
Zajzcl(ni—n), para todo 0 <n <mn; el <i<I.
j=n

Demonstrag¢ao. Ver por exemplo[Man87, Lema IV.11.8]. ]

O seguinte lema é uma aplicacao do Lema de Pliss e é uma adaptagao do Corolario

3.2 de [ABVO00] para a frequéncia de tempos hiperbdlicos.

Lema 3.1.6. Para todo x € H e n suficientemente grande ezxiste 0 > 0 (que depende
apenas em f e c¢) e uma sequéncia 1 < ny(x) < --- < m(x) < n de c-tempos cone-

hiperbolicos para x com | > On.

Demonstragio. Usando a continuidade da funcao z +— | (Df (z)|c,x)) | (conforme

Observagao 2.4.8) e a compacidade de A, existe uma constante D > 0, tal que

1 (Df () leuw) || = D,

para todo « € U. Em outras palavras, —log|| (Df (f7 (z)) |Ca(fj(x)))71 || < —log D, para
todo j € Ne todo z € U.



31

A equacao 3.1.1 implica que para n suficientemente grande e x € H

n—1

> —log]| (Df (@) leusin) | = 2en.

J=0

Definamos A := max {—log D, 2c} e tomemos

-1
I

a; = —log [ (Df (fj (7)) |Ca(fj(x)))

)
® ¢y = 2c;
® Cp =cC¢

e = (ca—c1)/(A—c1) .

Entao, dado x € H, pelo Lema de Pliss segue que existe [ > 6n e uma sequeéncia 1 <

ni(z) <--- <myx) < n tais que

n;(z)—1

S© —log | (Df (£ (@) leuswn) | = e (ni(x) =),

j=n
paratodo 0 <n<n;el <i<|.

Em outras palavras,

ni(x)—1

1 @ Eiewm)

! < ek, paratodo 1 <k <n;(x)—1lel <i<lI.

j=ni(z)—k
Portanto, 1 < ny(z) < -+- < ny(x) < n é uma sequéncia de tempos hiperbélicos para x.
Note que # depende apenas em f e ¢ por definicao, o que conclui o lema. O

Como M é compacta e f é um difeomorfismo local, existe §; > 0, tal que os ramos
inversos estao bem definidos na bola de raio d; centrada em x para todo x € M. Mais
precisamente, dados * € M e y € f~' ({z}), podemos definir um difeomorfismo Iy L
B (x,01) = V, em que V, é uma vizinhanga aberta de y, satisfazendo f o fy_1 = idB(zz,)-
Além disto, reduzindo §; > 0 se necessério, podemos obter que V, NV, = 0 para todo
y,z € [~ ({z}) com y # z. O seguinte resultado mostra uma continuidade uniforme dos

ramos inversos.

Lema 3.1.7. Seja ¢ > 0 dado por 3.1.1. Dado € > 0 existe 6 = 0 (¢) > 0 tal que para
todo x € M, f, " (B (z,9)) C B(y,¢), para todo y € f~ ({x}).

Demonstragio. Fixe x € M e ¢ > 0. Para todo y € f~!({z}), existe 0 < §, < 0
tal que disty (2,2) < 9, implica disty, (fy_1 (2) ,y) < ¢/2. Definamos entao ¢’ (x) :=



32

min {4, : y € f~' ({z})}. Como M é uma variedade compacta, temos que #f~! ({z}) <
oo e 0’ (x) > 0 para todo = € M.

Note que, se disty (z,2) < ¢ (x) entdo para todo y € f~!'({z}) temos que
disty (f, " (2),y) < /2. Tomemos a cobertura de M pelas bolas abertas

{B (2,0 () /8)}pens -
Pela compacidade de M, podemos extrair uma subcobertura finita, digamos
{B(zj,0 (x;)/8): 1< j<m}.

Definamos 6 = min{¢' (z;) : 1 < j <m} /2.

Fixemos € M e y € f~' ({z}). Vejamos que f, " (B (z,9)) C B(y,e). Seja
z € B(z,6). Temos que existe 1 < j < m tal que z € B(x;,d (x;)/8). Entao, por
defini¢ao de &' (z;), disty (f;* (2),u) < €/2 para todo u € f~' ({x;}) . Observe que,

disty (v, ;) < disty (z,u) + disty (u, z;) < dg + 0 (x5) /8
< (52 (ZIZ']) /2+62 (CCJ) /8 < (CCJ>

Portanto, disty (f, ' (z),u) < /2, para cada u € f~ ({z;}). Assim,

distar (f ' (2), fu ' (2)) <e,

para cada u € f ({z;}).

Observe que z; € B(x,d' (z;)) C B (x,0;) implica que se ug = f, " (2;) entao

f,! coincide com f, ' em B (x,01) N B (z;,01). Como, z e  pertencem a esta intersegao

temos que:

dist s (fy_l (2) ,y) = disty (fy_l (2) ,fy_1 (:1:)) = distyy (fu_ol (2), f;)l (a:)) <&,
o que conclui a prova pois z, y e z foram escolhidos arbitrariamente. O

Lema 3.1.8. Existe uma constante 05 > 0 tal que , dado x € A, para todoy € B (x,d3)NA
e todo z € f~1 ({x}) vale que:

1D ()7 oll < e IDF( (@) ew s o] (3.1.2)

para todo v € Co(f (y)).

Demonstragio. Temos que a fungdo A 3 z +— || (Df (z) |ca(l,))71 || é uniformemente
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continua. Logo, dado n > 0 existe £ > 0 tal que distys (z,y) < £ implica que

11 (DS (2) leuiw) ™ 1| = I (DF @) leay) " Il < 1.

Como f é um difeomorfismo local em A, que é compacto, temos que
D :=inf | (Df () |cuw) " || > 0.
e “

Fixemos z € M,y € B(z,6)NAez € f~'(z). Fixen= (e2 —1) De ¢ > 0 dado
pela continuidade uniforme acima. Seja d, = §(£) > 0 dado pelo Lema 3.1.7. Entao se
x,y € A sdo tais que disty (z,y) < d temos que distys (71,y1) < &, em que x; := f71 (z)
ey = f-!(y). Mas entdo:

(D @) lewen) ™ 1= 11 (DS @) o) I

<(e?=1)D< (2 =1) [ (Df (@1) leuen) I

Como

1(Df ) lean) 1= 11 (DF (@1) leun) |

< [I(DF @) leuen) ™ 1= 1 (DF 012) lewiun) ™I

segue que:

1(DFf (1) leatwn) | < I (Df (@) leaen) I+ (€2 = 1) | (DF (21) leugen) |
= e3|| (DS (21) leuien) I

Assim dado v € C,, (f (y1)) = C, (y) temos que

IDf (y1) ™" ol < | (DF W) lewin) Il 0]l
<3| (Df (1) leun) " I+ 0]

Portanto, [ Df(f; " (y))~'vll < e2[IDf (7 (@) lewrp vl 0

Dada D C M uma subvariedade de M, denotaremos por Bp (-, €) a bola de raio
e >0 em D com a distancia induzida pela métrica Riemanniana em D, distp (-,-). Das
propriedades da aplicagdo exponencial e continuidade do transporte paralelo (ver por

exemplo [BGO05, Capitulo 4]) e do controle da variagao do fibrado tangente de discos
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tangentes ao campo de cones (3.1.3) deduzimos o seguinte:

Lema 3.1.9. Seja D um disco C* mergulhado em U tangente ao campo de cones C,.
Entao existe & > 0 tal que para todo x € D, Bp(x,§) = exp, (graf (¢.)) onde 1, €
uma aplicagao de B(0,§) C T, D em E:. Além disto, ¢, € Lipschitz e existe g9 > 0
(dependendo de a > 0) tal que Lip (¢,) < €.

Observacao 3.1.10. O Lema 3.1.9 nos diz que dado um disco D tangente ao campo de
cones (', localmente podemos ver esse disco como o grafico de uma aplicacao Lipschitz
de T,D em E3, com constante que depende apenas da abertura do campo de cones.
Diremos que A (q,9) C D é um disco de raio § tangente ao campo de cones, se A (q,0) =
exp, (graf (¥)) em que 1 € uma aplicagdo definida de B (0,6) C T,D em E; e graf (V)
estd contido em C,(q). Observe que a menos de uma constante R > 0, que depende

apenas do campo de cones, A (q,0) contém Bp (q, RO) e estd contido em Bp (q,2R9).

Lema 3.1.11. Seja D um disco C* mergulhado em A tangente ao campo de cones C,.
Fxiste 6 > 0 tal que dado v € D e n um c-tempo cone-hiperbdlico para x, existe uma
vizinhanga D(xz,n,80) de x em D que é difeomorfa por f™ a A (f™(x),80), ou seja, a um

disco de raio 8 tangente ao campo de cones C,.

Demonstracao. Como vimos anteriormente, existem dg,d; > 0 tal que para todo y €
M, exp, : B(0,00) C T,M — exp, (B(0,0)) e flpws) : B(y,01) = f(B(y,61)) sdo
difeomorfismos. Da continuidade uniforme de f, existe d3 > 0 tal que disty; (y, z) < 03
implica que disty (f (y), f (2)) < 6;. Fixemos também & > 0 dado pelo Lema 3.1.9.

Consideremos entao 86 = %min {£, 00, 01,03} e definamos:
F, = exp;(lx) of oexp, : B(0,86) C T,M — T M.

Afirmamos que F, é uma aplica¢do bem definida e F,, : B (0,80) — F, (B (0,89))
¢ um difeomorfismo. De fato, como 89 < dy temos que exp, |p(o,ss ¢ um difeomorfismo
com sua imagem, a bola de raio 6 > 0 e centro em x em M. Como ¢ < ; segue que f
é difeomorfismo quando restrita a B (z,d) e como ¢ < d3, f (B (2,80)) C B(f(x),01) e
portanto exp;(lw) ¢ difeomorfismo sobre a imagem bem definido em f (B (z,89)) .

Sejam D C M um disco C! mergulhado tangente a C,, Bp (x,89) bola de raio 89
e centro em = em D. Como assumimos 8 < &, consideremos 1, : T,,D (80) C T, D — E?
dada pelo Lema 3.1.9, ou seja, tal que exp, (graf (¢)) = Bp (z,85). Vamos mostrar
agora que a imagem F, (graf (1)) é o grafico de uma aplicacao de Ty f (D) em B3 -
Observe que, como f é apenas um difeomorfismo local, f (D) pode nao ser uma subvar-
iedade. Contudo, para uma pequena vizinhanga V, de z em D temos que f (V) é uma

subvariedade contida em f (D) contendo f (). Denotamos entao Ty, f (D) como sendo
T f (Ve).
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Afirmagao 3.1.12. Existe n > 0 tal que F}, (graf (1)) = graf (¢y)) para alguma fungao
Lipschitz wf(m) : Tf(a:)f (D) (77) C Tf(x)f (D) — ch($).

Prova da afirmacao. Note que podemos escrever
Fo(u+v)=Df(z)(u+v)+r, (u+v) +1t, (u+v)

em que 7, : T, D (80) x E3(80) — Tyw)f (D) ety : T,D(80) x E; (80) — Ej, sdo
aplicagoes com Lip (1), Lip (t,) < ¢, com ¢ dependendo apenas em §. Mais do que isto,
T, t, sao aplicagoes C17 ja que f é de classe C'T* (ver [BP07, Secao 7.1]). Seja p; a
projecao de Ty, M em Ty, f (D). Temos que

Llp (pl © F:v ° (Zdv wz> —Dho Df (SC) © (Zdv %)) < Llp (7’1) :

Isto segue imediatamente do fato que p; o F, o (id,v,) —pro D f (x)o(id,1,) = rio(id, 1)
pela invariancia do fibrado £* e do fato que Df (z) - T,D = Ty f (D). Entao tomando
J suficientemente pequeno tal que Lip (r,) < Lip [(pl oDf(x)o (id, @/JJC))A} - segue pelo
Teorema 1.2 em [Shu87] que p; o F, o (id,v,) é um homeomorfismo com sua imagem.
Isto garante que a imagem de graf (¢,) por F, é um gréafico de uma aplicacdo s de
Ty f (D) em B2y

Observe que se dom (l/Jf(m)) C By (0,89) entdao podemos repetir o argumento
acima e encontrar 12, tal que graf (wfz(x)) = Fya) (graf (zﬂf(l,))) . Suponhamos que
possamos definir 9,y uma aplicagao definida em dom (T/}fj(z)) C Byipy (0,89) para
todo 0 < j < n tal que expy(, (gmf (zpfj(x))) = f7(D(x,n,80)). Vamos mostrar
que isto contradiz a hipdétese de n ser um c-tempo cone-hiperbédlico para x. De fato,
temos que graf (Ysm)) = F' (graf (¢¥s)), onde FI' = Fpu-i(y) 0 ... 0 Fjy) o F,. Entéao

' = exp;,}(x) o f" o exp,. Entao podemos escrever
EY (utv) = Df () (ut o)+ (u+0) +057 (u+ ).
Entao dado u € T,,D (80) temos que

lp1 0 F2' o (id + ) (u) || = [|Df™ () w + r{™ (u + ¢, (w)) |
> | Df™ (@) ull — [ (u + 2, (w) |
> efull  Lip (") lul

= (e = Lip (1)) lul.

Note que, a menos de reduzirmos d > 0, podemos assumir que Lip (TYL)) é uniformemente



36

limitado ([BP07]). Em outras palavras, FI' expande ao longo do espago T, D. Dali,
dom (Ygn(z)) D Tpnwy f™ (D) (89), contrariando a hipdtese. Logo deve existir algum 1 <
j < n, tal que dom (Vi) D Triwf? (D) (85). Seja jo o menor tal que isto ocorre.
Se jo = n, concluimos o lema. Caso contrario, restringimos v iz a Tyio() f7° (D) (89),
e repetimos o processo, usando que || D770 (£ (1)) - u|| > e"0)||u|| para todo u €
T'tio (2 fP (D). Ao fim de uma quantidade finita de passos vemos que dom (wfn(m)) D

Tiniy [ (D) (86) e concluimos a prova do Lema. O

Dada D uma subvariedade de M, denotaremos por distp a distancia Riemanniana

em D. Observe que, como
disty (z,y) :==1inf{l(y) : ~v:1 — M, curva regular com v (a) =z e v (b) = y},

entao disty; < distp. De fato, a distancia em D é dada pelo infimo do comprimento das
curvas regulares em D que conectam x e y, e o conjunto destas curvas esta contido no
conjunto de curvas regulares em M que conectam x e .

A seguinte proposicao nos diz que se n é um c-tempo cone-hiperbdlico para x
entao a distancia em A (f" (z),89) é contraida pelos ramos inversos ff_f_k (z) PAra todo
1<k<n

Proposicao 3.1.13. Seja D um disco C' mergulhado em A tal que D € tangente ao
campo de cones C,. Sejam x € D en > 1 um c-tempo cone-hiperbélico para x. Seja § > 0
e seja D(x,n,80) a vizinhanca de x em D dados pelo lema anterior. Se y € D(x,n,80)

entao

dist pa-r (Do sey (F*F (@), 77 (Y) < e 2 dista(n @0 (" (2), [ (1)) (3.1.3)

para todo 1 < k < n.

Demonstragao. Seja D um disco C* mergulhado em M tal que D é tangente ao campo
de cones C,. Fixemos x € D e n um c-tempo cone-hiperbdlico para x e consideremos
y € D(z,n,89). Seja v, : [a,b] — A(f"(z),80) uma curva suave satisfazendo 7, (a) =
[ (@), m (b) = " (y) e £(1n) = distpn(pane)(f"(2), ["(y)). Note que tal curva existe
pois A (f™(x),d) é uma subvariedade fechada de M. Definamos 7,1 = ff_nl_l(x) (7n) C
S (D) uma vez que ff’,,,l_l(m) estd bem definido em 7, (pois f|pmnss) @ D(x,n,85) —
A(f™(x),80) é¢ um difeomorfismo). Por construgao, se u é um vetor tangente a 7,1 em
um ponto z € 7,1 entao podemos escrever u = D f (z)f1 -w com w vetor tangente a -y,
em f (=), pois 71 C f21 (D).

Sem perda de generalidade, podemos assumir que A (f" (z),85) é de fato uma
bola de raio 83 contida em f" (D). Assim, para qualquer ¢ € [a,b], disty (f™ (x),7(t)) <
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Df(z-1)~" .

\ 2 Caz) \ /Ca,(f(Z))

Figura 3.1.1: Contracao de curvas pelo ramo inverso ff_,},l(x).

86. De fato, vy [,y ¢ uma curva regular em A (f" (x),85) que conecta f"(z) a v, (t) e

tem comprimento menor ou igual a 80. Logo,

disty (f" (2) 7 () < distam@).ss) (f" (), 7n (£)) < 8.

Entao

distyr (f (2), f" (x)) <86

e pelo Lema 3.1.8 temos que

IDf(2) " wl| < e

(Df (f*1 (@) leairm-rn) Mlwll,

pois w € Df(2)-C,(f(z)). Ora, mas como n é um c-tempo cone-hiperbélico para z,

temos que
| (PP @G o) | < 7

Segue portanto que |jul| < e”2

ff’nl_1 () (7n), segue que:

wl|. Como u é tangente a 7,_; é arbitrario e v,_; :=

dYn_1 e dYp
<

para todo a < s < b. Logo £ (V,—1) < e 30 (y,) < e 285 < 8.
Novamente temos que ff_nl,2 (I)é bem definido em ~,,_1, pois 7,1 estd contida em

[ (D(x,n,85)) e f restrito a D(x,n,89) é um difeomorfismo sobre a imagem. Assim
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podemos considerar v, _o = f};},Q(x) (Yn-1) = f};l,z(m) o f};},l(m) (7n). Tomando w um
vetor tangente a Y,_s €m z € Yp_s temos que u = Df (2) " o Df (f(2))"" - w, com w €

Df (f(2))-Ca(f (2)) e Df (f (2))"w € Df (2)-C (). Ora, como dist (f (z), " (x)) <
89 e dist (f*(z), f™ (x)) < 85 temos que

IDF(2) " woll < €2 (D2 @)leaisnzn) ool
para todo vy € Df (z) - C, (2), €

IDf(f(2))" (DI @)lewirr@n) Nlwoll,

para todo wy € Df (f (2)) - Cy (f (2)). Segue entéo que, tomando vy = Df (f (2)) " -w e

wo = w nas desigualdades acima:

lull = IDf ()" o Df (f (2))" - w]
< e[| (DF"2 @)lew(s- 2(x>>) 1||||Df( F(2)7 - wl
< ees | (DU @Dloamen) I DFU @)lewgni@n) il

< e2%e ]| = e 22 |lw]|.

Portanto, como os vetores tangentes a 7, _» sao arbitrarios, por integracao, con-
/ _c. . . ,. .
clufmos que £ (y,2) < e 220(y,) < 8. Prosseguindo o raciocinio, recursivamente,

temos que £ (v,_r) < e 2*((~,), para todo 1 < k < n, onde 7,_; denota a curva
ff_nl_k (@) © ff_nl_k+1 (@ C O ff_nl,1 @) (7n). Em outras palavras, toda curva de comprimento
menor que 80 em f™ (D) é contraida pelos ramos inversos ff’nl_ k() © ff’nl_ k41(g) O 77O ffj}_l (z)’
com 1 < k <n, isto é,

C(frEy o) 5 (). (3.1.4)

Mas entao

dist pir o mson (P @), 75 ) < (a0 m) < e (3)
= e_gkdiStA(fn(g;),g(S)(fn(x)a 1" (y))7

como queriamos mostrar.

]

Observe que 0 > 0 utilizado na Proposicao anterior é dado pelo Lema 3.1.11 e
portanto independe de x € M. Dado D um disco C*, tangente ao campo de cones C,, para
simplificarmos a notacdo, chamaremos os discos D(x,n,80) C D, obtidos na Proposigao

3.1.13, de pré-discos hiperbdlicos. As suas imagens A (f™ (x),80), chamaremos de discos
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n-hiperbodlicos.
A proxima proposicao ird garantir a distor¢ao limitada do jacobiano do difeomor-

fismo local f, em pré-discos hiperbdlicos.

Proposicao 3.1.14. Suponhamos D um disco C* mergulhado em A, x € D e n um

c-tempo cone-hiperbolico para x. Existe C; > 0 tal que

-1 < |d6t Dfn(y)|TyD(a:,n,86)|

<
L' = |det Df7(2) @

T.D(z,n,86) | o

para todo y, z € D(x,n,80), onde D(x,n,80) € o pré-disco hiperbdlico associado a .

Demonstragao. Pelo Corolario 3.1.4, temos que

fj (D({L’, n, 85)) DY IOg | det (Df (y) |Tyfj(D(:p,n,85))) |
é (L1, «)-Holder continua para todo j € N, i.e:

| det (Df (y) \Tyfj(D(z,n,sé))) |
| det (Df (2) |1.£i (D(@m,s6))) |

log < Lidist 5 (p(anssy (4, 2)"

para todo j € N e todos y, 2z € f7 (D(z,n,89)).

Logo, usando a regularidade Holder,

log ‘ det (Dfn (y> |TyD(m,n,85)) | — log ‘ det (Dfn (Z) ‘TzD(iUﬂ'L,Sé)) ’

n—1
< ) log|det (Df (7 () |z, sip@nssy )| —log |det (Df (f7(2)) I, si(D(nso)
— I(y) 1I(=)
j:
< Lidist yi(pnssy (f7 (), f (Z>)a

S Z L1 (6%(‘7_”) (diStA(f"(x),85) (fn (y) ) fn <Z))))a
§=0
n—1
< Ly (166)") e 9% < Ly (168)° 1;

Jj=0

(L1(166)a Lo

Tomando C] = e 1-e” 2 ) obtemos:

\det D f™(y)|1, D(x,n.85)]

< (.
|det Df™(2)|1.D(@mnss)| — '
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Invertendo os papéis de y e z obtemos a desigualdade:

-1 det D f™(y)|1,D(x.n.86)]
b ‘det Dfn(z)|TzD(:v,n,85)’ ’

o que completa a prova da proposicao. O

Seja 6 > 0 dado pela Proposicao 3.1.13 e H = H (¢) dado pela hipdtese (H3) é
um conjunto de pontos em U vizinhanga de A com infinitos c-tempos cone-hiperbdlicos tal

que Lebp (H) > 0. Reduzindo § > 0, se necesséario, podemos assumir que o subconjunto
B:=B(D,c,8) :={x € DNH: distp (x,0D) > 8}

é tal que Lebp (B) > 0. Para cada n € N, definamos:
H, :={z € B: n é um c-tempo hiperbdlico para x} .

Observacao 3.1.15. E facil ver que se n e m sao c-tempos cone-hiperbdlicos para x € A, dig-
amos n < m, entao m—n é um c-tempo cone-hiperbédlico para f" (z). Como consequéncia
temos que se x possui infinitos c-tempos cone-hiperbdlicos entao f" (z) também possui
infinitos c-tempos cone-hiperbdlicos, para todo n € N. Entao, sem perda de generalidade,
podemos assumir que f (H) C H. Em particular, como Hy C H, f" (Hy) C H, para todo
ne N, para todo k£ € N.

A seguinte proposigao segue as ideias apresentadas em [ABV00, Proposicao 3.3].

Proposicao 3.1.16. Eziste uma constante 7 > 0 e, para cada n € N, existe um subcon-
Junto finito H de H, tal que os pré-discos hiperbdlicos D (x,n,d0) com x € HY sao dois
a dois disjuntos e sua uniao

D, = U D (z,n,?)

xeH}

satisfaz:

Lebp (D, N H,) > tLebp (H,,) .

Demonstragao. Fixemos n € N. Pelo Lema 3.1.9 para todo x € H,,, A (f™(x),80) é um
disco C'* mergulhado e tangente ao campo de cones C,. Além disso, como 85 < & temos que
se A(f"(x),80) contém a bola Ba(fr(z)ss) (¥, 5), para algum y € A (f" (x),8)) e s > 0,
entdo existe uma transformacao Lipschitz ¢, : T, D(s) — E; tal que Ba(sm)gs) (¥, 5) =

exp, (graf (1y)). Em outras palavras, a bola de raio s e centro em y em A (f" (x),89) é
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a imagem pela exponencial em y do gréfico de uma aplicagao v, : B(0,s) C T,D — E;.
Além disto, Lip (¢,) < €9, com gy > 0 dependendo de a. Isto implica que, neste caso,
existe uma constante uniforme R > 0 tal que para todo o < r < s a bola Ba(fn(z)ss) (¥, 5)
pode ser coberta por (s/r)™ R bolas de raio r, onde d,, = dim (C,).

Fixen € N. Para cada z € H,,, pela Proposigao 3.1.13, existe um disco D (z,n, 86)
contido em D e difeomorfo por f" a um disco de raio 8 centrado em f"(z) e tan-
gente ao campo de cones C,, que denotamos por A (f"(z),8)). Dados y € D (z,n,80)
e € > 0 tais que Ba(p(z)s0) (¥,€) C A(f"(2),80), considere o conjunto D*(y,n,€) :=
o (BA(fn(Z%&g) (y,e)), onde f;™ denota o ramo inverso de f™ com f " (f"(z)) = z.
Suponhamos que Lebp (H,,) > 0, caso contrario nada temos a mostrar. Escolha z; € H,
tal que Lebp (D* (z1,n,46) N H,) > £ Lebp (D* (2,n,46) N H,), para todo z € H,,. Se nao

existisse tal z; entao dado w € H,, existiria wy € H,, tal que
Lebp (D* (w,n,46) N Hy,) < %LebD (D* (wy,n,40) N H,) .
Também existiria we € H,, tal que
Lebp (D* (wy,n,40) N H,,) < %Lebp (D* (wq,n,40) N H,) .
Em particular
Lebp (D* (w,n,40) N H,) < 2—12LebD (D* (wq,mn,40) N H,).
Prosseguindo desta forma, encontramos uma sequéncia (wy), .y em H, tal que
Lebp (D* (w,n, 45) N H,) < 2—1kLebD (D" (wy, n, 46)  H,) |

para todo k € N. Mas isto implica que Lebp (D* (w,n,40) N H,) = 0. Como w foi fixado
arbitrério terfamos que Lebp (D* (z,n,49) N H,) = 0 para todo z € H,. Isto contradiz a
hipdtese que Lebp (H,,) > 0.

Da observacao inicial, podemos cobrir A (f™ (21),46) por 8% R bolas de raio §/2.
Consequentemente podemos cobrir D* (21,n,45) por 8% R conjuntos D* (-,n,d/2). Es-

colha y; € D* (z1,n,40) que satisfaz:

Leby (D" (y1,n,8/2) 1 Hy) >

8duRLebD (D* (z1,n,46) N H,) > 0.

Em particular, D* (y1,n,8/2) N H, # 0. Tome 2, € D* (y1,n,8/2) N H,. E claro que
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D* (x1,n,0) D D* (y1,n,0/2) . Logo,

Lebp (D* (z1,n,0) N Hy,) > Lebp (D* (y1,n,0/2) N Hy,)

1
> 8duRLebD (D* (z1,n,40) N Hy,)

1
> Lebp (D* (x1,n,40) N Hy,) .
Ou seja, em D* (x1,n,40) encontramos um subconjunto D* (x1,n,d) tal que o
tamanho do conjunto de pontos com n como c-tempo cone-hiperbdlico corresponde a

uma taxa maior do que do tamanho do conjunto de pontos de D* (x1,n,40) em

84u2R 2R
que n é c-tempo cone-hiperbélico. Se Lebp (H,\D* (x1,n,49)) = 0 entdo Lebp (H,) =
Lebp (D* (x1,n,46) N H,). Assim, tomando H} = {x1} e T = gr5z
Caso contrério, repetimos o processo para H,\ D* (x1,n,4d) e encontramos x, pertencente

a H,\D* (x1,n,40) tal que:

concluimos a prova.

1
Lebp (D* (x9,n,0) N Hy) > o ——Lebp (D* (x9,n,40) N H,,) .

2R

Se Lebp (H,\ (D* (z1,n,46) U D* (x9,n,49))) = 0 terminamos. Caso contrério,
mais uma vez repetimos o processo para H,\ (D* (x1,n,40) U D* (z2,n,49)). Pela com-
pacidade de M, esse processo termina em um ntimero finito de passos. Segue da construcao
que D* (z1,n,8) N D* (x9,n,0) = 0.

Observe que se D, := (J,c g D* (2, n,0) entao:

Lebp (D, N H,) = > Lebp (D* (x,n,6) N H,)

zeH}

]' *
> @GZH Lebp (D* (x,n,40) N H,)

1
> Sigplebn (Ueen, (D” (z,1,40) 0 Hy))

= giugg Leto (Ha)

Portanto escolhemos 7 := 8’1u12 7 € a proposigao esta demonstrada. O

3.2 Construcao de medidas invariantes e hiperbdlicas

em A

Nosso objetivo agora é usar a estrutura expansora do disco D, descrita na Secao

3.1.1 para construir medidas com a propriedade SRB para o endomorfismo nao uniforme-
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mente hiperbélico f|x. Seja B(A) a o-dlgebra de Borel em A. Diremos que uma medida
v:(AB(A)) — [0,4+00] é uma subprobabilidade se v (A) < 1. Denotemos por S (A) o
conjunto das subprobabilidades borelianas no compacto A. Pelo Teorema de Schauder,
S (A) é compacto, munido da topologia fraca *. Logo, toda sequéncia (v,), oy em S (A)
admite uma subsequéncia convergente.

Definamos, para cada n € N, a medida

n—1

1 )
n = — JLebp,
[ an*eD

J=0

onde D é o disco tangente ao campo de cones (', fixado anteriormente. Suponhamos que
a medida Lebp ¢ a medida de Lebesgue no disco induzida por sua métrica Riemanniana e
normalizada. E facil ver que se p é um ponto de acumulagao de (i), na topologia fraca™
entao p ¢ uma medida f-invariante.

Consideremos agora para cada j € N, a medida Lebp, := erH; Lebpa,js) €

definamos para cada n € N:

n—1
1 .
vy = g 0 fiLeby,. (3.2.1)
J:

Observe que Lebp, (M) < Lebp (M) = 1, logo, cada v,, ¢ uma subprobabilidade.
Consideremos n,, := i, — v,. Entao u, = v, +n,. Fixemos pu um ponto de acumulagao
de (ftn),cy na topologia fraca® . Tomando uma subsequéncia convergente de (1), oy

obtemos que 1 = v+ onde v é uma subprobabilidade e ponto de acumulagao de (vy,),,c-

O seguinte resultado nos diz que a medida v é nao nula.

Proposicao 3.2.1. Eziste a > 0 tal que v,(H) > « para todo n suficientemente grande.

Consequentemente, se v é um ponto de acumulagdo de (v,) entao v (H) > .

neN’

Demonstracao. Observe que, como
H; ={x e HN D :dist(z,0D) > § e n é c-tempo hiperbdlico para =}

entao:

n—1

n—1
i (H) = S fiLebn, (H) > -3 fiLebn, (7 ()
§=0

=0

= %ZLeb@j (f7(f (Hy))) = % Leby, (Hj)
=0

n—1 n—1

1 T
= 2% Lebp (D; N Hj) > Z Lebp (H;)
]:
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Aqui, usamos o fato que fj( H;) C H, para todo j € N, conforme Observacao 3.1.15.

Entao precisamos estimar = 2 " Lebp (H;). Fixado n € N considere o espaco A, :=
#B

= em A,.

{0,1,...,n — 1} com a o-algebra das partes de A, e a medida 7, (B) =
Considere a funcao x, : D x A, — R dada por x (z,i) = 1 se z € H; e x (x,i1) = 0, caso

contrario. Temos pelo Teorema de Fubini:
1 n—1
> Lt () = [ ( [ x(iazens (:c)) i (1)
5=0

—/(/X(x z)dnno)dLebD( )

Lembremos que consideramos o conjunto B, como o conjunto dos pontos H que
distam mais do que ¢ do bordo do disco D. Defina, para cada k > 1, os subconjuntos de
B,

n—1
By, = {m €B: Zlog | (Df(f7 () |Ca(fj(x)))_1 || < —2¢n, para todo n > k} .

=0

Observe que By, C Byi1, para todo k > 1 e que B = Uy>1By,. Entao, existe kg > 1 tal que
Lebp (By,) > 3Lebp (B). Como consequéncia do Lema de Pliss (Lema 3.1.5) e do Lema

3.1.6 temos que para x € By, e n > ky temos
/X (x,1)dn, (i) :=#—{0<j<n-—1: j éum tempo hiperbdlico para z} > 6.
n

Por outro lado temos também que, como D > z +— [ x (z,7) dn, () é uma fungao

positiva entao

// (x,4) dn, (i) dLebp (x / / (x,4) dn, (i) dLebp (x) .
By,

Portanto,
, : 6
/ / X (z,i) dny, (i) dLebp (x) > 6Lebp (By,) > §LebD (B) >0,
D JAp

para todo n > k.

Portanto, para todo n > kg, temos:

Logo a proposicao segue tomando « := T%LGbD(B) > 0. O
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Consideremos A, 1= Uzem: A (f", ) . Pela construcao de v, é facil vermos que
supp (v,) C U;L;&Aj. Logo, se v é um ponto de acumulacao qualquer de (), entao
supp (v) C NpenlUI 1A,

O lema a seguir nos diz que o suporte da medida v estd contido numa uniao
de discos contrativos para o passado segundo alguma trajetéria passada @ de M/. A
ideia é que, como supp (v) C ﬂneNU?;OlAj, temos que cada y € supp (v) pode ser visto
como o limite de y, com y, € A(f"(z,),0) e x,, € H, para todo n € N. A menos de
uma subsequéncia assumimos que f" (x,) converge a x € M quando n — oo. Usando o
teorema de Arzeld-Ascoli obteremos que de fato A (f" (z,),d) converge a um disco A de
centro em z e que contém y. A escolha do & € M7 tal que este disco A é contrativo ao
longo desta pré-érbita é feita a partir de escolhas adequadas dos ramos inversos do ponto
z. Como = = lim,,_,, " (x,), € x, tem n como tempo cone-hiperbédlico para todo n € N,
temos contragio para o passado nos ramos inversos A (f" (z,),0) — f* % (D (x,,n,0)),
para 0 < k < n — 1, para todo n € N. Entao para determinar z, determinaremos
cada uma de suas entradas. Por exemplo, para a pré-imagem z_; de x, escolhemos uma
subsequéncia (f+ " (z;,)), oy de (f/ (;));5, due estd contida numa mesma pré-imagem
V_; da bola B (z,d). Como, por hipdtese, f7* (x;,) converge a x quando k tende a infinito,
devemos ter necessariamente que f%*!(z; ) converge a z_;, pré-imagem de z em V_;.
Por continuidade provamos que o ramo inverso que leva A a A_; C V_; é contrativo neste

conjunto.

Lema 3.2.2. Seja y € supp (v). Entao existe & = (x_y,),, .y € M7 tal que y estd contido

em um disco A (z) de raio 6 acumulado por discos A (f™ (x),d) com j — oo, satisfazendo

1. o0 ramo inverso f;" estd bem definido em A (%) para todo n > 0;

2. para cada y € A (Z) vale que:

distyg (Yon, 2_p) < €725, para todo n > 0

Demonstragao. Dado y € supp (v), existe uma sequéncia (y;) .y com y; € A (™ (2,) ,0)
e Ty, € H,jj tais que lim;_, y; = y. Tomando uma subsequéncia, se necessario, podemos
assumir que lim;_,o, f™ (xn]) = x. Pelo Lema 3.1.9 podemos escrever A (f"j (xnj) ,5)

como a exponencial do grafico de uma aplicacao wfnj( ) Tfnj( )D (0) — E;ni(x ), com
J : J

T Tn,
Lip <w i ($n7>) < g9. Usando o transporte paralelo do grafico de v 773 (2n, ) podemos iden-

tificar o disco A (f™ (2n,) ,6), com o gréifico de uma aplicacao g,, : 15, (f™ (D)) (6) — E3.

Como Lip( £ (2, ) < gp para qualquer j e o transporte paralelo ¢ um isomorfismo linear
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uniformemente continuo, temos que (gnj) c é uma sequéncia de aplicacoes equicontinuas

jEN
e equilimitadas. Entao, pelo Teorema de Arzela-Ascoli obtemos que existe uma sub-
sequéncia tal que limy, gn;, = g uniformemente. Daf, temos que A (z) = exp, (graf (g))
¢ um disco C! mergulhado em M com raio § acumulado pelos discos {A ( fri (xnj) , 5) }jeN.
Sem perda de generalidade, suponhamos

A (z) == lim A (7 (2;),9)

Jj—00

lim f7 (x;) = x.
j—00

Como A (f7 (z;),6) C B(f(z;),9), existe jo € N tal que A (f7 (z;),d) C B(x,d;) para
todo j > jo. Logo, como cada ponto possui um nimero finito de pré-imagens, existe
z_y € f71 ({«}) tal que f; ! (B(z,0)) D f7* ' (D (xj,, jk,0)) para alguma subsequéncia

(Jk)pen> com ji, — oo quando k& — oo. Mais ainda, pela Proposigao 3.1.13:
diStfj’fl(D(mJ'kvjkﬁ)) (fjk_l (yjk)’fjk_l (I]k)) < e diStA(fjk(:cJ'k)ﬁ) <fjk (yjk)afjk (xjk» )
para todo y;, € D (z,,jx,0) e k € N. Isto implica que
disty (]L;_ll (fjk (yjk))7f;c__11 (]qk (xjk») Se_gdiStA(ﬁk@jk),(s) (f]k (%k)af]k (x]k)) )

para todo y;, € D (z,,jk0) e k € N. Ora, entdo, se y € A(z) entdo y = lim; o y;,
com y;, € A(f* (x;,),0). Dal, y_1 := f,; 1 (y) satisfaz y_; = limj_,00 f;

T_1 -1

(yj,)- Como

consequeéncia obtemos:

o

disty (y—1,0_1) < e 20.

Note agora que, a menos de considerarmos uma subsequéncia de (xj, )xen, pode-
mos supor limy_,o f* (21) = 2 ¢ f*=1 (D (2, k,9)) C B(x_1,6) para todo k suficiente-
mente grande. Entao existe 2o € f~!' ({z_1}) € f72({x}) tal que f;' (B(x_1,6)) D
fk=2(D (xy,, ks, 0)) para alguma subsequéncia k, de k, com k, — oo quando s — co. O

mesmo argumento acima, garante que:
distyr (Y—2,0_2) < e 225 < 4.

Prosseguindo com este raciocinio, temos que existe & € 7' ({z}) tal que f;"
estd sempre bem definido em A () e para todo y € A(z), denotando y_, = f;" (y)

temos que:

distas (Yon, T_p) < €375,
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&
—

Figura 3.2.1: Escolha do ramo inverso contrativo

para todo n € N. Neste caso A (2) := A (x) é o disco pretendido. Observe que & € A/
pois zg é o limite de " (x,,) € f™ (H) C A e A é f-invariante. O

O lema anterior nos diz que para cada ponto y do suporte de v existe um & € M7 e
um disco A (&), contrativo ao longo do itinerério passado definido por Z, tal que y € A ().
Denotemos por H. o conjunto de todos elementos de M/ obtidos desta forma, ou seja,
supp (v) C Uz, A (2). Observe entdo que, apesar da medida v nao ser necessariamente
invariante temos a existéncia de discos instaveis em quase todo ponto com respeito a esta

medida.

3.3 Levantamento de medidas hiperbdlicas para a ex-

tensao natural

Na secao anterior obtivemos uma subprobabilidade ¥ como ponto de acumulacao
das médias de iterados da medida de Lebesgue em subconjuntos de um disco fixado
tangente ao campo de cones C,. Nesta secao vamos construir um levantamento para v,
ou seja, uma medida 7 em M7 tal que .0 = v. Lembremos que a existéncia e unicidade
de levantamento é garantida apenas quando nos restringimos a medidas f-invariantes,
conforme [QXZ09, Proposicao 1.3.1].

O método de construgao desta medida nos permitira verificar a continuidade
absoluta de 7 com respeito a Lebesgue ao longo de discos instaveis, no sentido de que a
medida desintegrada projeta-se em uma medida absolutamente continua com respeito a
Lebesgue nos discos instaveis.

Como observamos na Secao 2.1, em geral, a extensao natural nao tem necessari-
amente estrutura de variedade diferenciavel. Contudo, no contexto de difeomorfismos
locais, localmente, podemos considerar a extensao natural como uma variedade produto.

Para tanto utilizaremos do seguinte fato, cuja prova esta contida em [AH94, Teorema



48

6.5.1]. Denotemos N* := N\ {0}. Note que, como M é uma variedade conexa, existe
d € N*, tal que #f~!(x) = d para todo x € M. Consequentemente #f~" ({z}) = d".

Chamamos este nimero d de grau de f.

Proposigao 3.3.1. Sejam M uma variedade Riemanniana compacta e conexa e f : M —
M um difeomorfismo local de grau d. Fxiste p > 0 tal que para todo x € M, dado
n € N* existe uma familia de abertos 2 a 2 disjuntos J, (x) = {Vi: A€ I,}, onde
I, :={1,2,....d}" , satisfazendo:

1. f7" (B (z,p)) = User, @

2. [, : Va = B(z,p) € um difeomorfismo, para todo A € I, ().
Demonstracao. [AH94, Teorema 6.5.1]. O

Observe que dado V3 € J, (z) temos que f7 (V)) € Jn_i (7), para todo 1 < k <
n — 1. Vamos estabelecer entao uma enumeragao para J, () que nos permita identificar
as imagens de elementos de 7, (z) em Ji (x), para 1 < k < n — 1. Paran = 1 temos
Jh (x) == {Vi, ..., V4}. Fixemos entdo para n = 2, Jo (x) := {Vi, : (ia,11) € Lo} tal que
f (Viyiy) = Vi, € J1 (x). Suponhamos que tenhamos fixado

jnfl ('T) = {‘/inflinfg...il : (infla -~'7Z.27i1) € ]—n*l} )
entao colocamos 7, (z) :={Vi, i : (in,...,71) € I,} de modo que

f (‘/;ninfl...il) = ‘/in,l,,,il S jnfl (.T) .

Vale ressaltar que, aqui estamos fixando uma enumeracao dentre as intimeras possiveis,
contudo, os nossos futuros argumentos independem de tal escolha.

Vamos entao definir uma caracterizagao, via homeomorfismo, para a pré-imagem
pela projecao natural na primeira coordenada, 7 : M7 — M, da bola de centro em z € M

e raio p > 0. Consideremos I' := {1, ...,d}" . Definamos

¢zt Bla,p)xT — 7 '(B(z,p)) C M?
(Za (Zn)nEN) = ((fn|‘/iw“z‘1)71(z)>n€N
Lema 3.3.2. ¢, acima definida ¢ um homeomorfismo para todo x € M.

Demonstra¢ao. [AH94, Teorema 6.5.1]. ]

Temos que I' é homeomorfo a um conjunto de Cantor. Logo, para todo x € M,
encontramos uma vizinhanca B (x, p) e um conjunto I" homeomorfo a um Cantor, tal que

existe um homeomorfismo, ¢, : B (z, p)xT' — 7~ (B (x, p)), satisfazendo oy, (z,¢) = 2.
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Vi
Vani

Viz >
VZ’)I

Vi

B(x, p)
‘]l)

Vara

Viag
o
Vago

Figura 3.3.1: Enumeracao das pré-imagens de B (x, p)

NSV

Agora, utilizaremos desta estrutura local fibrada para levantar a medida de
Lebesgue em cada disco pré-hiperbdlico D (x,n,d). Reduzindo § se necessério, pode-
mos assumir D (z,n,0) C B (x,p), para todo = € H, e n € N. De fato, lembremos
que

dist pnr (D)) (f" (@), [ (Y)) < €2 distagm .o (f(2), f'(y)) <

para todo y € D (z,n,0) e 1 < k < n. Logo D (x,n,d) estd contido na bola de raio § e
centro z. Sendo mais preciso, D (x,n,0) estd contido na bola de raio e~2"§ e centro .
Dai podemos assumir que, a menos de reduzir §, temos D (z,n,d) C B (z,p), para todo
xr € H,, para todo n € N.

Comecemos por fixar P uma probabilidade em I'. Lembremos que H} é o sub-
conjunto finito de pontos que tém j como tempo cone-hiperbdlico dado pela Proposicao

(3.1.16). Entao, definamos para cada j € Ne x € H; a medida
M0 = (¢a), [Lebpajs) X P, (3.3.1)

em 7 (D (x,7,0)).
Consideremos para cada j € N, a medida 1; = Y ;. ;. . Tomemos entao as
J

médias Cesaro dos iterados de m; por fj, ou seja,
1 n—1
Dy 1= — I, 3.3.2

para todo n € N. No lema a seguir, veremos que a medida 1, ¢ um levantamento a M/
(ndo necessariamente tinico) da medida de Lebesgue no disco pré-hiperbélico D (z, j,6),

ou seja, m,m;, = Lebp(, ;5. Usando que a projecao m semiconjuga f e f veremos que as
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medidas 7, também se projetam sobre as medidas
1 n—1
Vo= 2; fiLebp,.
]:

Lema 3.3.3. 7.0, = v,, para cada n > 1. Consequentemente se limy_,o U, = U, entdo

a medida v = m,0 ¢ um ponto de acumulagao de (vy,), ey -

Demonstracao. Note que

man. (0) = . (771 (0)) = (), (Lebp(. ;) x P) (77 (0))
= (Lebp(zjp X P) ()" (x71(0)))

para todo O C D (z,j,0) mensurdavel. Como para qualquer que seja (y,\) € B(z,p) x I'
temos que 7o @, (y, ) = v, segue que 7' (0) = ¢, (O x T'). Ou seja, (@) (771 (0)) =
O x I'. Portanto:

Ty . (0) = (LebD(z,j,é) X ]P) (O xT)
= Lebp(z 56 (0) - P (I') = Lebpgz,) (0)

para todo O C D (z, j, §) mensuravel. Entao m.m;. = Lebp(. ), qualquer que seja z € H;
e 7 € N. Segue da linearidade de 7, que 7.7, = v,. Da continuidade de 7,, segue que

se 7 ¢ um ponto de acumulagao de (), .y entdo v = 7,2 é um ponto de acumulagao de
(V) nen- H

Observacao 3.3.4. O levantamento de medida nao invariantes nao é necessariamente uni-
camente definido. No entanto é 1til discutir levantamentos das medidas v construidas
anteriormente. Vimos que dado um ponto de acumulagao o de (2,),oy entao 0 é um

ponto de acumulacao de (), .. Em contrapartida, se temos v um ponto de acumulacao

de (Vn),en €ntdo v = limy_,o p, , para alguma subsequéncia (vp, ),cy de (Vn),cn. Tome a
subsequéncia (7, de (7, . Entao existe uma subsequéncia (19 de (v
q (Fni) ke de (Pn)pen q " ) ien (Pri) ke

que converge a 7). Observe que isto implica que 7,7, = v, — 7m0 quando j — oo.
J J

Portanto m,n = v. Com isso, concluimos que dada uma medida v construida pelo processo

da segao anterior, podemos considerar uma subsequéncia de (2,), . que converge a um

levantamento da medida v.

Segue da definicao da medida 7, que

n—1

supp () € | |J 7 (=1 (D (x,5,9))) .

7=0 IGH;
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Portanto se 0 = limy_, o Uy, entao supp () C ﬂneNU?;& Usens fi(m=1(D (x,7,6))).

Lembre que definimos A/ como a extensao natural de um conjunto compacto e
positivamente invariante e esta é a colecao de todas as pré-orbitas de pontos em A contidas
em A (Observagao 2.1.1).

Pelo Lema 3.2.2 dado um ponto y do suporte da medida v existe um disco A (z)
que é contrativo para o passado ao longo da pré-érbita # € M/. Apesar do espaco M/ nio
ter necessariamente uma estrutura de variedade, gostariamos de afirmar que o suporte da
medida 7 tem estrutura semelhante ao suporte da sua projecao v.

A proxima proposicao nos dird que o suporte de ¥ estd contido numa uniao
de conjuntos homeomorfos a A (z) pela projegdo m. Para isso, consideremos A () =
limy o0 A (f7 (25,),0), com z;, € Hy para todo k € N. Este limite ¢ dado pelo Teorema
de Arzeld-Ascoli, uma vez que os discos A (f7*(z;,),0) podem ser representados por
aplicagoes equilimitadas e equicontinuas no fibrado tangente a M.

Os conjuntos fi* (71 (D (zj,,jk,0))) com k € N exercem o mesmo papel na ex-
tensao natural que os conjuntos A (f7* (z;,),d) na constru¢ao das medidas. Em outras
palavras, o suporte de ¥ esta contido na uniao de conjuntos obtidos como acumulacao
destes conjuntos na extensao natural, agora usando a topologia do espaco métrico M/
Definamos entdo A (%) como o conjunto de pré-érbitas § € M/ que sao limite de alguma
subsequéncia (@jks)seN’ com g, € frs (771 (D (2., jk..6))), onde (ijs)seN é uma sub-

sequéncia de (2;,), .y com ji, — 0o quando s — oo. Por continuidade da projegao ,

ke
cada § € A (&) 6 tal que 7 (j) € A(&). Portanto 7 <A (i)) C A(z). O que veremos
na proposicao a seguir é que, a restricao da projecao a este conjunto é na verdade uma
bijecao.

Formalmente definimos:

~

A(z):= {g] € M’/ : § = lim §;, , para alguma subsequéncia (yjk ) N
5—00 s s/s

com g5, € f% (77 (D (2,,,4k.,9))) € (2, ),en C (zjk)keN}. (3.3.3)

Observe que a sequéncia (z;,), y satisfaz a propriedade que limy o f7* " (2;,) = Z_p
para todo n € N, conforme prova do Lema 3.2.2. Como j, — oo quando k — oo estamos

olhando, para cada n € N, o limite sobre j, > n.

Proposigao 3.3.5. Se § € supp (D) entio existem & € M/ e um conjunto A () ¢ M/
(conforme (3.3.3)) tais que § € A (&) e A : A (2) = A (&) € uma bijecio.

Demonstra¢ao. Suponhamos A () dado pelo Lema 3.2.2. Digamos que

A(ﬁ) = lim A (fjk (ij) 76) )

k—o0
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com z; € H; , para todo k € N.

Consideremos A(:%) dada por 3.3.3. Como observamos anteriormente, a con-
tinuidade de 7 implica que 7 (A (i)) C A (#). Defato, se j € A (&) entdo § = lim, o Ui,
com gj, € fks (7r*1 (D (ijs7jks> 5))) Mas entao 7 (7) = limg o0 7 (g)jks). Mas 7 (@jks) €
A (f7%s (2,.) ,6) por definicdo. Como A (2) = limy_o A (f¥* (2;,) ,6) devemos ter neces-
sariamente que 7 (y) € A ().

A inclusao A (z) C « (A (i)) segue também da continuidade de 7. De fato, se
y € A(z) é tal que y = limy_,o y;, entdo, escolhendo y;, tal que 7 (y;,) = y;, € U;, €
f (771 (D (zj,,7%,9))) , temos, por compacidade de M/ que existe uma subsequéncia
convergente (g)jks)seN, limy o Y5, = ¥, ou seja, § € A (). Da continuidade de 7 devemos
ter necessariamente que m (9) = y.

Vamos mostrar entao que 7 | Az € injetiva. Afirmamos que se § € A (Z) entao
dist (Y_n,T_,) < e 2"5, para todo n > 1.
De fato, fixe n > 1. Do Lema 3.2.2, temos que
Fom (A (P (21)16)) = F (D (250, s 8)
para todo j, > n. Entdo § € A (z), implica que
Yon = lim £ (1),

poiS y_p = wo f" () e f." (fjks (ijs)) =mo f™" (gj]k) . Logo, usando o Lema 3.2.2
temos que

dist (Y, T_p) < €734

Como n > 1 foi tomado arbitrariamente, dist (y_,,z_,) < e~ 2"§, para todo
n > 1. Isto garante que se m(§) = 7 () entdo § = @ (pois os pontos em A (i) estdo
bem determinados pelos ramos inversos f; ", para todo n € N). Entao 7 | A € injetiva
e portanto T |5.;): A (2) = A(Z) € bijetora O
Lembremos que denotamos por H, o conjunto dos pontos & € M/ encontrados

no Lema 3.3.5, ou seja, tal que supp (7) C U;cpq. A ().

Proposicao 3.3.6. Dado & € ]:]oo, para cada 1 € A (%) existe um subespago d,-dimen-
sional £ de Ty = T,, M satisfazendo para todo v € E':

(D™ ()™ -0l < e72™|Ju]], (3.3.4)
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para todo m € N.

Demonstragio. Fixemos § € A (). Definamos

&= (DS (Y-n) - Ca (y—n)-
neN
Vamos mostrar que £; ¢ um subespago vetorial de dimensao d,, e que satistaz a desigual-
1
o <

dade (3.3.4). Comecemos por demonstrar que se v € &' entdo || (Df™ (y-m))

e~ 2™||v|| para todo m € N.

Demonstragao. Conforme vimos na Proposicao 3.3.5, temos que y = limj_,o Yn,, para
alguma subsequéncia (Jn, ),y COM P, € (7 (D (2n,, 11, 0))) € 2, € Hy para todo
k € N. Escrevendo g, = (yﬁn)neN e = (Y—n),ey temos que § = limy_,o P, se, €

somente se limy_,o Yi,—; = y—; para todo j € N. O

Afirmamos que dado m € Ne w € Df™ (y_,,) - Cy (y—m) entao
DS ()™ - w]] < €2 [Juo] -

De fato, fixemos k € N tal que n, > m. Entdo, como §,, € fI (7' (Dy, (2n,,6)))
temos que y*,; € [ (D (xp,,nk,0)) para todo 0 < j < ng. Em particular y*; €
™79 (D (2, %, 0)) para todo 0 < j < m.

Usando a Proposicao 3.1.13 concluimos que
distys (yﬁj,f”’“_j (an)) < e 20§

para todo 0 < j < m. Usando a continuidade da derivada, conforme Lema 3.1.8 temos

que:

1(DF (4 5-0) ™ sl < I(DF (77 o) leu(grasa(engy) -l (335)

para todo u; € C, (yfj) para todo 0 < 7 < m—1. Portanto, se wy € Df™ (ylfm) -Cy (yk )

—m

entao:

|@7 W)™ | < [ (D5 W) o DI (0 )

< H(Df (fnk—m(znk)) |ca(fnk—m(znk))>_ ‘ .HDfm—l (yﬁmﬂ) wkH

ne—1

< 11

j=ng—m

(D7 () leugen)) |- sl



o4

Aqui usamos que (ij (yﬁj))fl -wy, € C, (y—;) para todo 0 < j < m —1, pois assumimos
o campo de cones invariante e wy € D f™ (yfm) -C, (yk )

—m

Como z,, tem n; como c-tempo cone-hiperbdlico, segue, por definicao, que:

TLk—l

I 1 (Df (f (2n)) |Ca<ff(znk))> | <e2m

j=ng—m

Portanto, || (Df™ (y*,,))
Como escolhemos k arbitrariamente com n; > m temos que para todo k tal que ny > m,
se w, € Df™ (y*,,) - Ca (y*,,,) entdo || (Df™ (yﬁm))fl -wy|| < e72™||lwg||. Suponha agora

w € Df™(y_m) - Cq (Y—m). A continuidade do campo de cones, permite que escrevamos

' cwy|| < e 2™ |wy|, para todo wy, € Df™ (yE,) - Ca (¥5,,)-

—m

w como limite de uma sequéncia (w), oy com wy, € Df™ (y*,.) - Cq (y%,,). Como f é de

classe C? e o campo de cones C, é continuo, temos que, como

1(DF™ (y5,)) " - wil| < e 5™ |l

para todo k entao, passando o limite em k& — oo que:
HDF™ (yom)) ™" - w]| < e 5™ ul],

para todo w € Df™ (y_p) - Cy (y—m). O que conclui a prova da afirmagao.
Como m foi fixado de maneira arbitraria segue que para todo m € N e w €
Df™ (y-m) - Ca (Y=m):
D™ (y-m)) ™ - w0l < 72w

Em particular se w € & entdao w € Df™ (y_m) - Ca (y—m) para todo m € N e portanto
| (Df™ (y—_m))~" - w| < e~ 2™||w]|| para todo m € N como querfamos mostrar.
Mostremos agora que £ consiste de um subespago vetorial. Considere para cada

n > 1 a familia de subespacos de T}, M
8, ={E<T,M: ECDf"(y_n) Co(y—p) e dim(E) =d,},

em que £ < Ty, M denota que E é subespaco vetorial de T, M. Com a topologia Grass-
manniana, 5, é um compacto. Isto porque, como §,, é uma familia de subespacos contidos
na n-ésima imagem do cone em T, M, em particular ¢ uma familia de subespacos veto-
riais contidos no cone C, (yo) C Ty, M. Assim, podemos ver cada elemento de S, como
o grafico de uma aplicagao linear A : F, — Ej , onde F),, é a fibra na qual definimos o
campo de cones. Portanto, uma sequéncia (E}), .y, de elementos de S,, pode ser vista

como uma sequeéncia de aplicagoes lineares (Ag), oy de Fy, em E; .
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Fixemos entao uma sequéncia (Ejy), .y em 8,,. Digamos que Ej, = graf (A;) onde
Ay 1 Fyy = E; € uma aplicagao linear. Observe que o espaco £ (Fyo, E;O) das aplicagoes
lineares de Fy, em EZ é um espago de Banach de dimensao dim (F),) - dim (E3) < oo.
Temos também que o subconjunto das aplicagoes lineares de Fy, em Ej cujo gréfico estd
contido em D f" (y_,) - C, (y—p) é um subconjunto fechado de £ (Fyo, E;O) e consequente-
mente um compacto. De fato, se T' = limg_,o T € graf (Ty) C Df" (y—_y)-Cq (y—p) entao,
como Df" (y_p) - Co (y—n) é um subconjunto fechado de T,,M, graf (T) C Df" (y_n) -
Ca (y—n). Entao a sequéncia (A),cy admite uma subsequéncia convergente. Portanto
(Ek)pey admite uma subsequéncia convergente. Segue dai que 8, ¢ um conjunto com-
pacto.

Além disso, S,, é nao-vazio pois F,, := Df" (y_,) - F, , € 8,, para todo n € N,
onde F' é o fibrado, nao necessariamente invariante, no qual definimos o campo de cones
C,. Além disto 8,41 C 8, para todon € N: se E := Df"(y_, ) Z € 8,41, entdo
E == Df"(y_) - [Df (y—n_1)-Z] € 8,. Segue portanto que N,enS, # . Ora, mas
G € Nnendy se, e somente se G C &7

Vejamos que # Mpen S, = 1. Suponhamos que existam G # G € NpenS,. Tome

v € G\G'. Como visto anteriormente, temos que:
n -1 —<n
HDF* (y—n)] - ol < e72"|o]l; (3.3.6)

para todo n € N. Por outro lado, podemos escrever v = v, + v' com v, € Es\{0} e

v € G'. Mas entao:

’

DS (y=n)] -0l 2 N [DF" (y=)] " - 0sll = 1D (y-)] -0

> A" o] - emEn

/
o]l

para todo n € N, o que é possivel se, e somente se ||vs]| = 0. Mas entdao v € G', o que
contradiz a hipdtese, portanto G = G'. Isto prova que MNhen Sn consiste de um tinico

subespago £, o que completa a prova do Lema. O

A Proposicao 3.3.6 nos diz que para todo T € Hy e para cada y € A (%) temos
uma Unica decomposigao Tj; = E; & & com a propriedade (3.3.4) de contragao para o

passado. Dado § € ;e A (#) definamos

g}tl(g) = ﬂ Dfn (y—l—n> -C (y—l—n) :

neN

Observe que se existem E, E' C 5}‘71@) tais que dim (F) = dim (£') = d,, entao

Df(y)- E,Df(y) - £ sao subespagos de dimensao d, contidos em &;'. Portanto, como
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vimos na Proposic¢ao 3.3.6, Df (y_1) (E) = Df (y_1) (E'). Portanto £ = FE'.

Note também que dado v € EY

1) temos que

[DF" (y-1-n) " 0] < €5 o]

para todo n € N.

Entao temos uma decomposi¢ao
_ s u
Thr = By @ &7y

em um espaco uniformemente expansor, Ej , por D f‘l e um espaco uniformemente
contrator, S}f_l (5 Para D f ~1. Lembremos que definimos uma transformacao no conjunto
TMf, Df :TM! O, pondo Df (z,v) = Df (x9)-v, e que como f é um difeomorfismo local,
Df (z) é inversivel para todo x € M. Faz sentido entao definirmos D ffl L TMI O por
Df~'(&,v) = Df (x_)""-v. Denotaremos também 5?71@) = Df (yo) " <&, Assim para
todo & € So := UnZO f‘” (AOO> existe uma decomposicao Df—invariante T; = E;, ® &2,
em que

IDf™ (@) |5, Il < A" <1
IDf (
para todo n € N. Por [Shu87, BP07] temos a existéncia de variedades instaveis locais
{I/VZ%C (f)}xesw

Como A (z) ¢é limite de A (f™ (zy,,),0) = f™ (D (xp,,nk,0)) com ny — 00,
temos que para cada m € N, T, A (2) C Df™ (y_m) - Co (y—m), para todo y € A (2). Isto

porque, em outras palavras A () é limite de f™ (f™ "™ (D, (%n,,d))) quando nj — oo,

Hlell <ein<1

como f™ ™ (D,, (z,,,0)) também ¢é tangente ao campo de cones, T'A(g) é limite de
Df™. C,, logo, para cada y € A (z), T,A(z) C Df™ (y_m) - C4 (y—m). Em particular,
usando este fato e o Lema 3.2.2, temos A (z) C W, (z).

Fixemos z € M e e > 0 suficientemente pequeno tal que B (z,¢€) esta contido no

dominio do homeomorfismo ¢, dado pelo Lema 3.3.2. Consideremos o conjunto
H.i={i € Hu: A@)NB(2,6) £ 0}
Afirmamos que para quaisquer =,y € H, entao ou

(A@n=BE) = (AN (B(e)
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(A@ne (Ben)N(AG) Nm (B(ze)) =0

De fato, sejam Z e y em H,. Entao, como B (z, €) estd contido no dominio de ¢, podemos

escrever

~

A@) N7 (B (z,€) = ¢: (A (@) N B (2,€) x {¢})

~

A(g)na= (B (z,€) = ¢: (- (A () N B(z,¢€)) x {¢})).

Assim, se £ # ( entdo <A (#)Nn7 (B (z,e))) N (A () Nna (B (z,e))) = (), pois ¢, é
homeomorfismo. Caso, & = n, entao T e g sao pre Orbitas que acompanham uma mesma
pré-6rbita de z, logo estdo préximas, assim usando [QXZ09, Proposigao VII.2.1], temos

neste caso que ou

ou

(A@ne (Ben)N(AG) N (B(ze) =0

Temos entao a seguinte proposicao:

Proposicao 3.3.7. Eziste ¢g > 0 tal que se &,§ € H. e dist (x0,%0) < €o entdo ou
A@)=A®H) ou A@)NA(®H) =0.

3.4 Propriedade SRB

Denotamos por H, o conjunto dos pontos @ € A/, obtidos como no Lema 3.2.2,
ou seja, como ponto de acumulagao de uma sequéncia ( fri (xnj))jeN, com x,, € Hy.e
n; — oo quando j — oo. Dado Z € H.,., existe um conjunto A (&) que contém algum

y € supp (V) e projeta-se bijetivamente sobre A (z). Consideremos
Cy (z) := UyeA(@)Wf (y) (3.4.1)

em que W7 (y) é a componente conexa de W} . (y) N B (y,r) que contém y. Iremos con-
struir uma cobertura do suporte de 7 usando estes conjuntos e mostraremos que em cada
elemento desta cobertura com medida r-positiva encontramos uma particao em discos
instéveis (y C W, (%)) cuja desintegracao da medida com respeito a esta particio satis-

faz W*ﬁ,y < L€lel(L)c(2).
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Note que, diferente do caso em que f é um difeomorfismo, a familia de discos
instéveis {A (2)};.;_ ndo é duas a duas disjunta. De fato em um tinico ponto podem
existir infinitos discos passando por este ponto. Conforme Proposi¢ao 3.3.7, existe ¢y €
(0,1) tal que se dist (xg,yp) < €0 entdo ou A (Z) NA(g) = 0 ou A(z) = A(g). Isto
significa que se olharmos em torno de uma bola de raio ¢y > 0 e nos restringirmos a

pré-érbitas suficiente proximas temos disjungao dos discos.

Figura 3.4.1: Intersecao entre discos instaveis

Assumamos entdo 7 > 0 e § > 0 suficientemente pequenos tais que C, (z) C
B (9, €0).

Usando o homeomorfismo dado pelo Lema 3.3.2, podemos identificar 7! (C,. (£))
com C, () x I.

Figura 3.4.2: Identificagdao de 7! (C, (2)).

Seja g > 0. Consideremos uma cobertura finita de A (), {Az;}.,, de modo

que a intersecao de

C, (,1) = Uyea, W () (3.4.2)

com qualquer disco A tangente ao campo de cones instavel tenha diametro menor do que

g1 em A. Analogamente, 7! (C, (Z,1)) também é identificado com C, (Z,1) x T.
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Figura 3.4.3: Um elemento de K; (&, 1)

Temos bem definida uma holonomia H® : C, () — A(Z), ao longo das var-
iedades estdveis dada por H® (y) := W7 (y) m A (2) para todo y € C, (). Diremos que
A(f7(2),0) cruza C, (2,1) se H®|a(pizsncn 3 € um difeomorfismo com Aj;. Fixemos
(#,1). Por abuso de notagao, denotaremos A (f7 (z),d) como a intersecao de A (f7 (2),0)
com C, (#,1). A escolha do &; > 0 implica que qualquer disco A (f7 (z),d) que intersecta
C, (z,1) cruza C, (z,1).

Definamos entao para j € N

A

K; (#,1) == {fﬂ' (7 (D (2,5,0))) : A (f2,8) cruza C, (i, 1)} (3.4.3)

Koo (2,1) := {A(z) . A (%) cruza G, (:E,l)}. (3.4.4)

Observe que, como {D (z,7,0)},. e ¢ uma familia de conjuntos dois a dois dis-
juntos, por construgao (Proposi¢ao 3.1.16), a familia {7~ (D (z, j, 5))}261{; ¢ uma familia
de elementos dois a dois disjuntos. Consequentemente, os elementos de IC; (2, [) também
sio dois a dois disjuntos. Denotemos por K (#,1) a unido dos elementos de K, (z,1) para
0<j <o

Relembre que estamos considerando o levantamento 7, das medidas v,, dados por
?:—01 K (2,1) cobre o suporte

da medida |1, (z,0)) © Ko (2,1) contém o suporte de U|,-1(c, (3,1))-

(3.3.2) e  ponto de acumulagao desta sequéncia.Temos que

Vamos ver a seguir, que retirando uma vizinhanca suficientemente pequena do
bordo dos discos hiperbédlicos ainda assim, repetindo a nossa construcao, obtemos uma

medida de massa positiva. Isto garantird que ao tomarmos a cobertura do suporte de
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v formada pelos interiores dos conjuntos C, (z,[), deveremos ter algum deles com me-
dida v-positiva. Para vermos tal fato, denotemos para ¢ > 0, V. (OA (f7(2),6)) como
a vizinhanga de tamanho e do bordo do disco A(f7(2),0), para z € H; e j € N.
Consideremos entao A, (f? (2),0) = A(f7(2),0)\V.(OA (f7 (2),0)) e D.(z,7,0) =
177 (A (f7 (2),0)). Definamos entao:

mj,z,e = (sz)* (LebDe(Z,j,é) X IP) . (345)

Definamos ainda 7 := EzeH; Myjze €

1 — .
Ane == i 7 je- 3.4.6
Yn, n Z myj, ( )

Lema 3.4.1. Se € > 0 ¢é suficientemente pequeno entao vy, . (Af) > 5 para todo n sufi-

cientemente grande.

Demonstragio. Observe que D, (A') = v, (A) > v, (H) > «, para todo n suficientemente

grande, pela Proposicao 3.2.1. Temos ainda que:

1 n—1 N .
Do (AT) = Dy (AT) = - > fimg (M) = fimg . (A7)
=0

n—1

1

SIS e (B (P ).0)\0 (P ().9))

VAN
| =
)
§>
=y
N
—~
3
L
—~
>
—
Kﬁ
o
O
uO'z
SN—"
/
>
—~
—
<
—~
N
SN—
>,
SN—
N—
SN—"

=233 m i (A(F(2),0) \A (7 (2),9))

IN

% i: Y FLebpja (A (1 (2),6) \Ac (7 (2),6))

j=0 zEH

Tomando € > 0 suficientemente pequeno temos que a medida de Lebesgue da uniao das
vizinhanga de tamanho ¢ > 0 do bordo dos discos A (f7 (2),d) é uma pequena fracao da
medida de Lebesgue da uniao dos discos A (f7 (2),d). A distor¢ao limitada implica que
temos que o mesmo vale para fJLebp. Portanto, assim como na prova do Lema 4.2 em

[ABV00], a menos de diminuirmos €, podemos assumir que

> HLebpiey (A (F(2),6)\A (f(2),0)) <

x
zeHj

e
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Portanto
5 (A — 1 n<s
Vn(A ) VM(A ) < 5"
Ou seja,
. R a o«
Un.e (Af> Z Un (Af) - 5 Z 5
O que completa a prova. O

A medida positiva do interior dos discos hiperbdlicos nos garantira que deve existir
um par (Z,1) tal que 71 (KOO (z, l)> tem medida ¥ positiva, 0 que provamos no seguinte

lema.

Lema 3.4.2. Existe (z,1) tal que © (Km (f,l)) > 0. Além disto, existe k(Z,1) tal que

~

1% (f(oo (z, l)) > K (2,0) e Dy <U?:_01Kj (z, l)) > Kk (Z,1) para n em alguma subsequéncia de

(ng), onde by, — V.

Demonstragdo. A menos de tomarmos uma subsequéncia de (ny), .y, pPodemos consid-
erar que o, . converge a uma medida . na topologia fraca *. Pelo Lema (3.4.1) temos
que U, (Af) > 5. Note que supp () C ﬂneNU?;(}f(j,E e este conjunto é coberto pela
uniao dos interiores das caixas 71 (C, (Z)). Por compacidade , existe um niimero finito
de pontos & tal que supp (%) C U (7 (Cr (2))). Segue portanto que deve existir
& tal que 7. (771 (C, (%))) > 0 e consequentemente existe (#,1) e x(Z,l) > 0 tal que
ve (m7H(C (7,1))) > K (7,1) > 0.

Em virtude da escolha das caixas C, (Z, ) temos que qualquer disco da construcao,

A(f7(z),0) que intersecte C,. (z,1) cruza C, (,1). Isto implica que
- -1 - _ n—1g (A
De (171 (Cy (2,1))) = D (ujzo K; (3, z>) .

A menos de reduzirmos r > 0 e diminuirmos os subdiscos Az; de A (Z) na escolha das
caixas, podemos assumir que a medida 7 do bordo de 7! (C, (#,1)) é zero. Como, por

definicao, . < I temos que:

lim . (7 (Cy (8,1))) = 2 (7 (Cy (&,1))) > 1 (2,1).

k—o0

Portanto, para todo n numa subsequéncia de (ny) vale que
b, (ug;gkj (f,l)) > b (ug;gf(j (2, 1)) > K (#,1).
Note agora que

lim sup 7y, (u;;gf(j (2, l)) <D (uﬂ:gkj (2, 1)> .

k—o0
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A(f7(2),8) X [z, -, ()]

et

7 (x 1 (D(z,5,0)%

Figura 3.4.4: Representacio de f7 (771 (D (z,7,0))) em C, (&) x T

~

Como Nyen (U?;Olf(j (:i",l)) C Ky (#,1), segue que D <Koo (i,l)) >k (z,0). O

Recorreremos a estrutura local de produto dada pelo Lema 3.3.2 para entender a

estrutura dos conjuntos f7 (7= (D (z,7,0))) € K; (2, 1).

Observagio 3.4.3. Tomemos f7 (771 (D (z,7,0))) € K, (2,1). Podemos utilizar o homeo-
morfismo ¢, para identificar o conjunto 7! (D (z,4,4)) com D (z,7,8) x I'. Gostarfamos
de ver como representar a imagem f7 (7 (D (z,7,6))) em termos do homeomorfismo
¢z, Observe que, 71 (D (z,4,0)) C M7 representa o conjunto D (z, j,8) e todas as suas
possiveis pré-histérias. O conjunto f7 (771 (D (z, j,6))) representa entdo as pré-6rbitas de
A(f7(2),8) = f7(D(24,8)) que contém D (z,j,8). Em particular, f7 (771 (D (z,4,4)))
corresponde as pré-6rbitas de A (f7 (2),d) em que fixamos as j primeiras pré imagens.
Entdo, ¢ facil ver que o conjunto fi (71 (D (z,4,0))) é homeomorfo a A (fi(z),d) x

[T, ..., ®_1]4, DOL g, , onde
[T,y @]y = {(in)neN* el': eV, 4 (x), paracada 1 <k < j} )

Note que [z_;, ..., 2_1]y, é um cilindro de comprimento j em I'.

Dado j € Ne z € Hf, se A(f7(z),0) C B(x,p) denotaremos :

[z,f (2) . f? (Z)]x = {(in)neN el: fif ) eV, (@), 0<k< j} )

Ou seja, o conjunto [z, f (2), ..., f7 ()], das pré-histérias de x tais que

P = 5 (F (2),
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para todo 1 < k < j. Note que este conjunto é um cilindro de comprimento j em I'.
A observacao 3.4.3 nos diz que se fI (17 (D(z,4,6))) € K; (&,1), podemos iden-
tificd-lo com A (f7 (2),0) x [z, f (2) ;.. [7 (2)],,-

Queremos ver que I | Koo(ay) e desintegragao absolutamente continua com re-
speito a Lebesgue. Antes de enunciarmos e provarmos tal resultado, vamos construir um
espaco auxiliar e uma sequéncia de partigoes que nos permitird estudar um elemento oz
da desintegracao de © em termos da sequéncia de medidas (7,),,cp-

Fixemos um par (z,[) tal que v (f(oo (:i“,l)) > (. Tal par existe pelo Lema
3.4.2. Lembremos que Koo (z,1) é a familia de conjuntos que se projetam bijetiva-
mente sobre discos que cruzam C, (z,0) e que sao obtidos como acumulagao dos discos
hiperbdlicos. Por construgao os elementos de Koo (z,1) sdo obtidos como acumulagao de
1 (m (D (2, 4,8))), onde A (f7(2),8) = fi(D(z,4,0)) cruza C, (,1). Por acumulacao
aqui entendemos que para cada & € A € Ko (2,1) existe uma sequéncia (Jn, ),y tal que
oy € [ (771 (D (20, 1k, 6))) para todo k € N, ny, é crescente e tende a infinito quando
k vai a infinito e limy_o Upn, = .

Por simplicidade, omitiremos o par (Z,l) na notagdo dos conjuntos ICJ- (z,0) e
K; (2,1) para j € N := NU {oo} definidos por (3.4.3) e (3.4.4) e o conjunto C, (,1)
A:=A(%)e A:=A(&).

Definamos K := {J,x K; x {j}. Entao um elemento de Kt é um par (a,m)

definido por (3.4.2) . Denotaremos ainda & = (z_,),,cy;
em que @ € f™ (71 (D(z,m,0))) para algum z € H. Como observamos anteri-
ormente temos que f™ (771 (D (z,m,6))) = @uq (A(f™(2),0) x [z,..., f™(2)],,) onde
[z,..., f™ (2)],, ¢ um cilindro de comprimento m em I' = {1,... ,d}Y . Como @y, é
um homeomorfismo, a cada a € f™ (7! (D (z,m,d))) estd associado um tnico para
(a,A) € A(f™(2),0) X [z,..., " (2)],, tal que pg (a,\) = a e a = 7(a). Entao, a
menos da identificacdo por ¢,,, podemos escrever um elemento (G, m) € KT como uma

)
tripla (a,\,m) € A(f™(2),0) X [z,..., f™(2)]., x Nem que p,, (a,\) = a.

Zo
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=@
N
[ ]

Figura 3.4.5: O espaco KT

Em paralelo & construcao das medidas 7,,, definamos agora, para cada m € N, a
medida ¢/ em KT dada por:

Observe que tais medidas estao bem definidas para todo m € N uma vez que, por definigao
de KT, se Ujer flj x {j} é um subconjunto de KT entao flj C kj e ﬁgmj estd suportada

em K ;. Note ainda que dado qualquer conjunto A c C, temos que

ym( ):ﬁ (U AmK) — ¢l (g(ﬁm&) x{j})

para todo m € N. Em particular, isto implica que &£, (K T) > () para alguma subsequéncia
dos naturais conforme Lema 3.4.2. Assim sendo, existe um ponto de acumulacao da
sequéncia (f;fn)meN que ¢ uma medida positiva ¢ cujo suporte estd contido em K. x
{oo} C KT. Além disto, &7 <J§’ X {oo}) =0 (B), para todo B C Ky

Mostraremos entdo que & tem desintegracdo absolutamente continua com re-
speito a Lebesgue relativamente & parti¢ao {A X {oo}} ~ de Ky x {oo} para con-

cluirmos que o mesmo vale para 7. A desintegracao de &' ser absolutamente continua com

respeito a Lebesgue corresponde a dizer que pif < Leb (&) onde p' : KT — A, dada

Ax{oo}
por p' (a,\,n) = H*(a) e H® é a holonomia por variedades estéveis em C,. Para vermos

tal propriedade, vamos definir uma sequéncia crescente {Py}, . de particoes enumerdveis

de KT que serd geradora para {A X {oo}}A .
SO
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Figura 3.4.6: Projecdo p'

Lembremos que podemos identificar 7! (C,) com C, X I' pelo homeomorfismo
©g- Consideremos 2z’ € A, e seja W (2') a variedade estével local de 2. Tomemos
(Wi)gen uma sequéncia de partigoes enumeraveis de Wy (2) cujo diametro tende a zero
quando k tende a infinito. Fixemos também a sequéncia (I'y),.y de particoes de I' em
que cada I'y é a particao por cilindros de comprimento k£ em I'. Observe que (I'y),oy €
uma sequencia crescente de particoes enumeraveis de I' com diametro tendendo a zero
quando k tende a infinito. Assim (W, X I'y), .y ¢ uma sequéncia crescente de particoes
enumerdveis de W2 (') x I' cujo didmetro também vai a zero quando k tende a infinito,

conforme Figura 3.4.7. Logo, \/;Zg Wy, x I'y é a particdo de Wy (2') x I' por pontos.
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Vi Vie+1

Figura 3.4.7: Sequéncia de parti¢oes (Wi X I') o

Para cada k£ € N, agruparemos os elementos de Iej que intersectam o mesmo
atomo de W, x I'y, para construir a particao P,. Os atomos de P} consistirao de uniao
de elementos de léj que intersectam o mesmo atomo de Wy x ', para j < k fixado e da
uniao de elementos de Iﬁj, para todo j > k, que intersectam o mesmo atomo de Wy, x I'.

Definimos assim a partigao Py de KT dizendo que (a,\,n) € KT e (b,o,m) €

KTpertencem ao mesmo atomo de Py, se as seguintes condicoes sao satisfeitas:

1. existem y e z tais que a € A (f" (y),0) ebe A(f™(2),0) e os discos A (f™ (y) ,0)

e A(f™(z),d) intersectam o mesmo atomo de Wy;
2. X e o pertencem ao mesmo atomo de I'y;
3.m>ken>kloum=n<k.

Observe que, como A (f™ (y),d) e A(f™(z),d) cruzam C,. entao a intersecao destes com
W? (') nunca é vazia. As condigbes 1,2 e 3 acima definem uma relacao de equivaléncia
em K' o que implica que P}, é uma particao de K.

Afirmamos que os atomos de P, sao unioes de produtos de discos hiperbélicos
por cilindros em I" pelos tempos hiperbélicos correspondentes (figuras 3.4.8 e 3.4.9). De
fato, tomemos (a,A\,m) € K'. Suponhamos m < k. Entdo (a,\) € A(f™(z2),d) x
[z, ..., f (2)],, para algum z € H}. Denotemos por Py (a,A,m) o dtomo de Py que

contém (a, A\, m). E imediato da definicdo da parti¢ao P} que

A(f™(2),8) % ([2 000 I ()], NTw (V) % {m} C Py (a, A, m),
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onde I'y (A) é o atomo da partigdo 'y que contém A. Ora, mas I’y (A) é um cilindro de
comprimento k > m que tem intersecao nao vazia com o cilindro [z, ..., f™ (2)],, de com-
primento m. Logo [z, ..., f™ (2)],, D Tk (A) e [z, ..., f™ (2)],, N T, () = ['x (A). Portanto

A(f™(2),0) xTr (A) x {m} C Py (a,\,m).

Observe ainda que (y,0,n) € Pg (a, A\, m) se, e somente se:

e yc A(f"(w),d) para algum w € Hf e A(f"(w),d) e A(f™(2),9) intersectam o

mesmo atomo de Wy;
e 0T (N\);
e m=n.

Entao A (f™ (w),d) x I'y (A\) x {m} C Py (a, A\,m). Concluimos entao que, caso m < k,
. (@, \,m) UAfm §) x T, (\) x {m}

em que a unido percorre w € H} tal que A(f™(w),d) e A(f™(2),d) intersectam o

mesmo dtomo de Wy e [w, ..., f™ (w)], tem interseio ndo vazia com Iy, (A).
Suponhamos agora (a,\,m) € K com m > k. Observamos inicialmente, que

como no caso anterior temos que (a,A) € A(f™(2),0) x [z, ..., f" (2)],, para algum

z € H} . Novamente é imediato da definicao que

A(f™(2),8) % (2000 F™ (2)], NTR (V) X {m} C Py (@, A, m) .

Mas, como assumimos que m > k, [z,..., f™(2)],, N[k (A) = [z,..., f" (2)],,- Entdo
A(fm(2),0) x [z, ..., f"(2)],, X {m} C P, (a,\,m). Os mesmo argumentos anteriores

mostram que

(a, \,m) U UA f7 (wy),6) x [wj, ..., f (wj)L;O x{j}uU (UA(@) x {o} x {oo})

j>k wj

onde a unidao em w; se da sobre todos w; € HY tal que A (f7 (w;),d) e A(f™(z),0)
intersectam o mesmo dtomo de Wy e [wj, ..., f7 (w;)],  tem intersecdo nao vazia com
I'x (M) e a unido em Z percorre os pontos & tais que A (z) e A(f™(z),d) intersectam o

mesmo atomo de Wy e o € T’y (N).
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VN K

Figura 3.4.8: Atomo da particio Pj que contém (1,7) com j < k.

Figura 3.4.9: Atomo da particao P, que contém (@, j) com j > k.

E fécil ver que, como o diametro da particao W, x I'y vai a zero quando k tende

a infinito, vale a propriedade encaixante:
Py (a,A\,n) D Pa(a,A\,n) DD Pr(a,\,n) D ...

e MNgen Pr (@, A,n) = A(f"(2),6) x {\} x{n} onde a € A(f"(2),d). Em particular dado
(a, X, 00) temos que (,cn Pr (@, A, 00) = A () x {A} x {oo} onde a € A (7).

Enunciemos entao o resultado principal desta secao:

Teorema 3.4.4. Se (&,l) é como no Lema 3.4.2 entao existe C3 > 1 e uma familia de

medidas condicionais (Dx)aci. ap 9€ Pl (o tal que mDx < Leba (A =7 (A)) e
—LebA (B) S W*ﬁA (B) S C’gLebA (B)

para todo B C A mensurdvel, para quase todo AeKs (z,1).

Demonstragio. Fixemos (&,1) dado pelo Lema 3.4.2, ou seja, tal que Ko (Z,1) tem i-
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medida positiva. Considere o espaco KT e a sequéncia de medidas (fjn)meN dadas por
Ayx Y| == 30 fomg (A
jEN Jj=0

para cada m € N, definidos previamente. Consideremos a projecio p! : KT — A,
que a cada (a,\,n) € KT associa a projecdo de apela holonomia estdvel H*, ou seja,
pl(a,\,n) = H* (a).

Lembremos que estamos considerando o levantamento da medida de Lebesgue
nos pré-discos hiperbélicos dado por (3.3.1) na pagina 49, onde P é uma probabilidade
no conjunto de Cantor I" fixada.

Para provarmos o teorema basta mostrarmos que existe uma constante C' > 1,

tal que dado qualquer mensuravel BC A, k>1e(f € Kl en > 1:
C1€l (P (¢1)) Leta (B) < € () (B) P (1)) < CEL (Pe (¢1) Leba (B).

E importante notar que as estimativas acima independem da escolha da probabilidade IP.

De fato, fixando B C A um conjunto mensuravel podemos escrever Py (( T) como

a uniao de A (f7(2),0) x Q(z,k) x {j} , onde, ou

Q(z,k) = [z,...,fj (Z)Lco

Q(z,k) = Tw (V)

em que (' = (a, \,n). Em ambos os casos, Q (z, k) é um cilindro em I'. Entdo temos que:

& (P (¢1) Zmejz 0ro (A (F7(2),0) x Q(2,K))) . (3.4.7)

onde a soma se dd sobre os pontos z tais que A (f7(2),0) x Q(z,k) x {j} C Py (¢'). O

somando da expressao acima ¢ igual a:

(Lebps,js) x P) (gpz_l 0 f770.pu (A (f7(2),68) x Quy (2, k:))) : (3.4.8)

Usando o raciocinio da Observacao 3.4.3, é facil ver que

0o [T 0w (A(f7(2),8) X Quy (2,k)) = D (2,5,0) x Q,
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com €2, ainda um cilindro em I'.

ID°0

=] RS () lofoe

D(z,3,9)

Figura 3.4.10: Mudanca de cilindros.

Entao a expressao (3.4.8) é igual a:

(LebD(Z,j,(;) X IP) (D (Z,j, 5) X Qz) = LebD(z,j,zS) (D (Z,j, 5)) - P (Qz)
= flLebp(=s (A (f7(2),0)) - P ().

Segue entao que

f:{mj,z (Qozo (A (fj (Z) ’5) X Q:co (Zv k))) = fﬁLebD(z,j,(S) (A (f] (Z) ’ 5)) P (Qz) : (349)

Denotemos por Hy; ) a restrigao de H* ao disco hiperbdlico A (f7(2),0). Como
-1 ‘
(H i (z)> (B) € A(f?(2),0), nao é dificil ver que as propriedades acima valem substi-

, -1
tuindo A (f7 (2),9) por (H]‘ij(z)) (B), com os mesmos subconjuntos de I, portanto,

N -1 , ~1
fizmj& (90960 ((H;J(z)> (B) X Ly (Z7k)>) = fﬁLebD(zJﬁ) ((H;j(z)> <B>> ) ]P(QZ) :
(3.4.10)
A propriedade de distorg¢ao limitada dada pela Proposigao 3.1.14 nos fornece uma

constante 7} > 1 tal que

Ty Leb i) (H) ™ (B)) < fiLebpiz o (H*) ™ (B)) < TiLebassays (H*) ™ (B)).
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Como pode ser visto em [QXZ09, Teorema V.8.1] a holonomia estdvel Hj, () € absoluta-
mente continua e tem jacobiano afastado de zero e infinito o que implica que existe uma

constante Ty > 1 satisfazendo:
Ty ' Leba (B) < Leba(gicys) ((H®) ™' (B)) < TaLeba (B).
Portanto
Ty Ty ' Leba (B) < fiLebp.js) ((H®) ™' (B)) < T'TyLeba (B).
Nos argumentos acima, substituindo B por A,, obtemos que
Ty Ty ' Leba (A) < flLebp. ;) (A (f7 (2),6)) < TiToLeba (A).

Assim o quociente

fim,. ((pwo ((H;J(z)>_1 (B) x Qy, (2, k))) fiLebp(s.;0) <<H]§j(z))_1 (B))

it (0a (A (f9(2),60) X Quy (2,K))) fLebpijs) (A (7 (2),9))

tem cotas superiores e inferiores dadas por

Fiie (pay () (B) x 0y (2,1)))
Pl (0 (A (17 (2) .0) X Sy (2, 0))

s (puy () (B) % 0y (1)) _ , Leba (B)
Fig (fan (A (F9(2),6) Xy (2,K))) — " Leba (B)
onde C, = (T1T,)*. Portanto,

() BnPch)) = ZmeJz ery (H) ! (B) X Qay (2,K)))

]OZ

€bA
<O RS i (o (AP (1.0 <80
Leba (B)
= Lebi o) (L))
Analogamente
, Leba, (B)
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Findamos entao a prova da afirmacgao pondo C3 = #*(A).
Para concluirmos a prova do Teorema observe que se limy_,, 7, = ¥ na topologia
fracas, também existe o limite limy o & = &' e supp (£7) C UAGKOOA x {o0} . Temos
ainda que (T x {o0}) = (7). Escolhendo (f, oo> € KT na afirmacio anterior, ja

vimos que Ny Py (é, oo) = A x {oo} com A x {0} contendo ¢. Entéo, fazendo o n tender

a infinito temos que
¢t ((pt)*l (B) NPy (é, oo))
(o)

Ou seja, a medida condicional de &7 em A x {o0} é absolutamente continua com

C™'Leba (B) < < CLeba (B).

respeito a Leba. Dal w04 < Leba provando o teorema. O

3.5 Finitude e unicidade de medidas ergdédicas

Construimos uma medida g obtida como ponto de acumulagao das médias Césaro
da medida de Lebesgue num disco D tangente ao campo de cones C,, que é nao uniforme-
mente expansor em um subconjunto H C U, vizinhanga do atrator A. Ainda, D satisfaz

que Lebp (H) > 0. Em outras palavras, existe uma medida f-invariante:

TLk—l

1 )
= lim — Z flLebp,

k—oco N
k =0

para alguma subsequéncia (1), .y em N com n; — oo quando k& — oco. Mais ainda, se

TLk—l

1 )
V=l gy 2 fibebs
¢ como em 3.2.1 na pagina 43 podemos escrever © = v + 7, onde n = pu — v.

A medida v admite um levantamento © em M7 e existe um conjunto Ko c Mf
composto por conjuntos instaveis (conjuntos que projetam-se pela projegdo natural em
variedades instdveis) tal que » satisfaz .05 < Lebﬂ( A) para todo A € Ko, em que
{Patac .. ¢ um sistema condicional de medidas com respeito a K. Esta propriedade
nos permitird extrair uma componente ergédica da medida fi com a propriedade SRB.

Seja, R < f) o conjunto de pontos em que a média de Birkhoff passadas e futuras
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coincidem, ou seja,
=
A L N f . . . - o N y /\ — j /\
R(f)._{zei\/[ .ex1stenh_>ngong_0¢(f z) nh_)ngong (b(f z)}

Como consequeéncia do Teorema Ergddico de Birkhoff, temos que R ( f ) tem medida total,
conforme[Man87, Corolario I1.1.4].
Lembremos que dada uma particao P, mensuravel com respeito a uma medida
boreliana i, denotamos por i a medida quociente induzida por P.
Lema 3.5.1. Para v quase todo A € Ko e todo ¢ € C (M) existe La (¢) € R tal que
lim, o0 = Z?;()l & (f7 (x)) = La (@) para Leba quase todo x € A.
Demonstra¢ao. Como i <R (f)) = 1 devemos ter que v <Mf\R (f)) = 0. Em partic-
ular, para quase todo A € K, temos que vx (M \R f = 0. Caso contrario existiria
um subconjunto X' de Ko com medida positiva tal que 74 (Mf\R (f)) > 0 para todo
A € K. Mas entdo v (Mf\R (f)) > [ VA (Mf\R (f)) dv > 0. Este argumento
garante que para quase todo A € K. temos que Ui quase todo & € A pertence a R ( f)
Seja A € K. Considere

RA<f>::{2€A:existenh_{gonz¢< / >_T}1_>Igo%nz_lq§<fﬂ(é))}

Como vimos 74 (Mf\RA (f)) = 0 para quase todo A € Ks. Entdo Ry =1 (RA (f))
¢ um conjunto de medida total para 7,5 e consequentemente para Leba. Isto porque, con-
forme Teorema 3.4.4, w4 ¢ absolutamente continua com respeito a Leba com densidade
afastada de zero e infinito. Seja ¢ € C'(M) e x,y € Ra. Entao existem 2,y € Rx (f)
tais que 7 (2) =z e w(g) = y. Observe que pom € C (Mf), logo temos que existem os

limites:
n—1 n—1 n—1
Jggoﬁjzocb(:c_ﬂ —ggroloﬁgqbow (f‘j (@) = 1;@05;92507?@ (x)>
(§] ) n—1l - 1 n—1 N
i 15000 = Jin 3 500m (7 0) = Jm 1 00m (5.
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e portanto
n—1 n—1
Jim 30w (@) = Jim 300w (£ )
7=0 Jj=0

Como 2,9y € R (f), segue que:

1 n—1 N 1 n—1 a.
i 2> gom (P@) = Jim I3 g0 (@),
j=0 Jj=0
Usando que f/or =mo fj, concluimos que
n—1 n—1
Jm 2> 6 (F @) = Jim 2> 0 (F )
7=0 Jj=0

Como z,y foram escolhidos arbitrariamente temos que lim,,_o = Z;:& & (f7(x)) = La (¢)

para todo x € Ra e por definicao Leba (A\Ra) = 0. O

Temos a propriedade de desintegracao absolutamente continua para uma sub-
probabilidade v nao necessariamente ergddica e invariante. Para garantirmos a existéncia
de medidas SRB bastard garantir a existéncia de medidas ergddicas com desintegracao ab-
solutamente continua com respeito a Lebesgue e ergddicas. A préxima proposigao garante

a existéncia de componentes ergddicas de p com a propriedade SRB.

Proposigao 3.5.2. A medida f-invariante p = v+n tem alguma componente ergodica i,

cujos expoentes de Lyapunov sao todos nao nulos e tem a propriedade SRB. Além disso,

supp (p) C A.

Demonstragao. Consideremos R = (Jpcx Ba. Defina R =, f7" (R). Temos que R
é f-invariante, no sentido que u (RN f~'(R)) = 0. De fato, é claro que f~' (R) C R e,
pelo Teorema de Recorréncia de Poincaré é facil ver que pu (R\f~!(R)) = 0.

Afirmamos que para todo ¢ € C' (M) existe L (¢) € R tal que para todo = € R

vale: B
Tim =S (1 () = L(0).
j=0

A prova segue as ideias do argumento de Hopf para ergodicidade de difeomorfismos de
Anosov. Para vermos isso, usando o Lema 3.5.1, temos que existe La (¢) € R tal que

para todo x € Ra

n—00 N 4

lim ligb(fj (a:)) = La (¢) para todo ¢ € C(M).
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Dados A, A’ € K, consideremos a holonomia estdvel H* : A — A’. Como Ra e Ras sdo
conjuntos de medida total para Leba e Leba:, respectivamente, e a folheagao estdvel é ab-
solutamente continua ([QXZ09, Teorema V.8.1]) temos H® (Ra) = Ras (Leba — mod 0).
Observe também que ¢ () = lim,,_,o 1 Z;':ol ¢ (f7 (x)) é constante quando restrita a var-
iedades estaveis. Dai temos que La (¢) = La/ (¢) = L (¢), para quaisquer pares A, A’ €
K. Portanto dado ¢ € C (M) existe L (¢) € R tal que lim,, o + Z;.:S (f7 (z)) = L(9)
para todo x € R .

Assim, dado ¢ € C' (M) temos que para todo z € R, existe ng (z) € N tal que
f™ (z) € R, e portanto:

G S (P @) = s S e (P E) = L) (351

Observe que

w(R) > p(R) > v(R) = mi (R) = (n ' (R)) 219<R(f>> :19<f(00> > a > 0.

L(ANR)
w(R)

como R é f-invariante, temos que pu, ¢ uma probabilidade f-invariante positiva. Como

Defina p, := plg, onde pulg (A) = , para todo A C M mensuravel. Ora,
para todo x € R temos que vale (3.5.1), p. é uma medida ergédica. Podemos escrever
ainda . = v|g + n|r.

Como consequéncia da Proposicao 3.3.6 temos que para todo A € K., e para
todo y € A existe uma pré-érbita § € M/ de y que admite uma decomposicao D fﬁl—
invariante Ty = Ej @ £ em que EJ é uniformemente contrator e & é contrator para
o passado ao longo da pré-orbita y. Em particular, para todo y € R existe uma tal
pré-érbita § € MY e a decomposiao T; = E @ £Y. Observe que p, (R) > v (R) > 0.
Logo os expoentes de Lyapunov com respeito a /i, associados a este ¢ sao nao nulos. Pela
Proposicao (2.1.3) temos que tais expoentes coincidem com os expoentes de y, assim os
expoentes de Lyapunov de y com respeito a p, sao nao nulos. Entao para todo x € R o
espectro de Lyapunov nao contém o zero. Portanto u, ¢ hiperbdlica.

Vamos ver agora que u, tem a propriedade SRB. Consideremos /i, o levantamento
de p.. Lembremos que p, é f-invariante e portanto i, é inica medida f-invariante tal
que Tyfly = flg- B fécil ver que fiy := ﬂ’ﬂ—l(R).

Afirmacao 3.5.3. Se { i, A}A ‘ ¢ um sistema condicional de medidas de /i, com respeito
’ ER o

a Koo entao Tufl, A < Leba, para ,L:L* quase todo A € K.
Prova da Afirmacdo. Para cada A € Ky temos que |4 A = A é um difeo-
morfismo. Podemos entao levantar a medida de Lebesgue em A a cada conjunto A

~ —1 . A
correspondente, pondo my = (m|x), Leba. Assim w1, x < Leba se, e somente se
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floa < 1A

Suponhamos por reducao ao absurdo que exista A c K. tal que jiy <121) >
0 e mgz (flﬂA) = 0 para ﬁ* quase todo A € Ko . Mas fbs (121) > 0 implica que
fl A <121 N A) > () para todo A em algum subconjunto IC;O C Ko com medida ,L:L* positiva.
Defina B = U;’i_oo fj <A> Ora, B ¢é f—invariante e f[ls (E) > [l (A) > (. Entao, por
ergodicidade, fi. (E) = 1 e portanto /i, A (B N A) = 1, para ﬁ* quase todo A€ Ko
Por outro lado mj (B N A) = 0 para ﬁ* quase todo A e I@OO, pois fij < My, para
todo 5 € Z. Concluimos entao que, neste caso, [l A L M, para ,&* quase todo AeKs

Note que nao podemos ter fi, x L Mz, para ﬁ* quase todo Ae /@OO, pois em Koo
podemos escrever fi, A = Uz + 75 € j& temos que Uz < M4 (Teorema 3.4.4) e Uz tem
massa positiva.

Assim sendo, para todo A C K., tal que mA (A N A) = 0 temos que /i (A) =0
e, neste caso, ¢ imediato que u*A < My, para ,u* quase todo A e /@OO. Isto prova a
afirmacgao.

Como na prova da Proposi¢ao VII.2.4 de [QXZ09] temos que P := \/jeN F K
¢ uma particao de R subordinada a variedades instaveis. Pois aqui também estamos
tomando uma familia de conjuntos instaveis dois a dois disjuntos e gerando uma particao
a partir desta familia. Usando a propriedade acima concluimos que para quase todo
P e P, teremos que mufi, p K Lebw( P Se Q é qualquer outra particao subordinada a
variedades instaveis, a mesma propriedade de continuidade absoluta vale para QV P e
portanto para Q. Portanto u, ¢ uma medida SRB para f. E imediato que supp (ps) C A,
pois . é a restricao de  a R e R esta contido em A. m

Lema 3.5.4. FExiste b > 0 tal que se p, € dado pela Proposi¢ao 3.5.2, entdo existe um
aberto U C M que estd contido em B (u.) (a menos de um conjunto de medida de Lebesque
nula) e Leb (U) > b.

Demonstragao. Observe que fi, (B (fix)) = 1, pois fi. é uma medida ergddica. Em particu-
lar, existe A € Ky tal que /i, ; quase todo ponto & em A pertence a B (i), consequente-
mente 74 quase todo ponto & em A pertence a B (fi,). Observe que 7 (B (fi.)) C B (i)
De fato, dado ¢ € C' (M) temos que ¢ o € C (M), logo se & € B (i) entao:

j (3
nlgrolonZgboﬂ f T) /gbowdu*

Mas o lado direito da igualdade acima ¢ igual a lim,_,o 2?2—01 ¢ (7 (z0)) enquanto o
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esquerdo ¢ igual a [ ¢du,. Portanto

Ou seja, g = 7 (&) € B (u«). Entdo Leba quase todo ponto x € A pertence a B (p.).
Entao a unido das variedades estéveis de pontos em B (p.) NA também estao contidas em
B (1), pois limites de médias de Birkhoff sdo constantes ao longo de variedades estéveis.
Usando a continuidade absoluta da folheagao estavel e que as variedades estaveis tém
tamanho uniformemente afastado de zero, concluimos para r > 0 suficientemente pequeno,
que U = J,cp W (y) é um aberto que estd contido em B () exceto por um conjunto
de medida nula. O fato que U tem medida de Lebesgue uniformemente afastada de zero
¢ analogo a prova do Corolario 4.6 de [ABV00]. O

Como consequeéncia do Lema 3.5.4, temos que existe um niimero finito de medidas
ergodicas SRB para a aplicacao f, uma vez que a bacia de cada uma delas é disjunta e

contém um conjunto de medida de Lebesgue positiva uniformemente afastada de zero.

Suponhamos agora que f seja transitiva e que existam p; e pus medidas SRB para
f. Pelo Lema 3.5.4 temos que existem abertos Uy C B (1) mod 0e Us C B () mod 0.
A transitividade de f implica que existe um Ny € N tal que fY (U;) N U, # 0. A menos
de considerarmos um aberto menor, podemos supor que f™°|; é um difeomorfismo. Em
particular temos que fNo (U;)N U, é um aberto. Ora, mas também fNo (U)NUy C B (u2)
mod 0. Temos ainda que f~™ (f (U;)NU;) NU; C B(u) mod 0. Portanto, deve
existir x € M, tal que x € B (u;) e f° (x) € B (p2), ou seja, x € B (u1) N B (u2). Logo,
(1 = p2. Ou seja, a medida SRB é Unica se f é transitiva.

Podemos entao resumir os resultados obtidos:

Teorema 3.5.5. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e conexa. Suponhamos
f M — M um difeomorfismo local de classe C***, com o >0 e A C M um atrator para
f eU C A uma vizinhanga de A tal que A = N0 [ (U) Assumamos que para todo x € U
temos bem definido um subespago estavel E; < T, M e um campo de cones de amplitude
a > 0, complementar ao espago estdvel satisfazendo as hipdteses (H1), (H2), (H3) e (H/).
Entao existe no maximo uma quantidade finita de probabilidades invariantes e ergodicas
com a propriedade SRB cujas bacias cobrem H (Leb mod 0). Consequentemente, se
H = U (Leb mod 0) entio existem um niumero finito de medidas SRB para f em U.

Finalmente, se f € uma aplicacdo transitiva entdao existe uma unica medida SRB para f.



Capitulo 4

Estabilidade estatistica da medida
SRB

Finalizamos o capitulo anterior mostrando que existe um numero finito de medi-
das SRB ergddicas cujas bacias cobrem, a menos de um conjunto de medida de Lebesgue
nula, o conjunto H de pontos que tinham infinitos tempos cone-hiperbdlicos. Caso f
seja transitiva no atrator A entao temos a unicidade de tal medida. Neste capitulo va-
mos ver que se as hipéteses (H1), (H2), (H3) e (H4) valem robustamente entdo temos
a estabilidade estatistica da medida SRB. Precisamente, suponhamos &/ um aberto de
endomorfismos de classe C" em que valem as propriedades (H1), (H2), (H3) e (H4) com
constantes uniformes e (f,,), o Uma sequéncia em U convergindo a f € Y. Entao temos a
estabilidade estatistica das medidas SRB se para qualquer sequéncia de medidas (1), oy
em que, para cada n, u, é uma medida SRB para f,, entao todo ponto de acumulagao
o de (pin),cn ¢ combinacao linear de medidas SRB para f. Comecemos por definir a
robustez das propriedades (H1), (H2), (H3) e (H4).

Suponhamos que A seja um atrator para f. Consideremos U D A uma vizinhanca
aberta de A tal que N,>0f" (U) = A. Se g é préxima de f entao Ay := Ny>0g" (U) é um
atrator para g. Denotemos por End" (M) o conjunto de difeomorfismos locais de classe
C" em M.

Assumamos que exista um vizinhanga aberta , V C End” (M), de f, um campo

de cones em U de dimensao 0 < d,, < dim (M)
Usz— C(x)

e constantes A € (0,1), a > 0 e ¢ > 0 tais que cada g € V satisfaz:

(R1) g admite um subespago uniformemente A-contrator e Dg-invariante E? (g) para cada
< AXe Dg-E®*=FE°. Além disso < (E®,v) > «a , para todo
78

xr € Ay, ou seja, || Dg|pgs
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veC.

(R2) o campo de cones C' é positivamente Dg-invariante e para Leb quase todo ponto

x € U temos que

n—1

) 1 . _
limsup — " log|| (Dg (¢ («) lewy) Il < —¢ <0.
j=0

n—00

(R3) para todo v € Ef e w € Dg(zx)-C (x)

1Dg (z) - v][[[ Dg ()" - w] < .

Neste caso diremos que V é um aberto de difeomorfismos locais parcialmente hiperbolicos
de classe C" com constantes uniformes. Para cada g € V, denotemos por H, o subconjunto

de U de pontos que satisfazem a propriedade (R2).

Observagao 4.0.6. Como a existéncia de um espaco estavel é equivalente a existéncia de

um campo de cones invariante pelo inverso da derivada em cada ponto, alternativamente

poderiamos substituir a condigao (4) pela existéncia de um campo de cones C* satisfazendo

Dg(z)™" - C*(g(z)) C C(z) para todo z € A, e para todo g € V e existe o > 1 tal que

|Dg (z)™" - v|| > o|v|| para todo v € C* (g (), para todo = € A, e para todo g € V.
Segue do Teorema 3.5.5 que:

Corolario 4.0.7. Para todo g € V existe uma quantidade finita de medidas SRB ergédicas
para g suportadas em Ny. Além disso, se g|a, € transitiva entao existe uma tinica medida
SRB para g.

A partir daqui fixemos V C End” (M) um aberto de difeomorfismos locais par-
cialmente hiperbdlicos de classe C" e se g € V, seja i, uma medida SRB para g. Entao,
dada uma particao P de MY subordinada a variedades instéveis, para i, quase todo ponto
T e M9:

Tefip(s) < Lebr(pay),

onde fi, ¢ o levantamento de u, para MY, P (Z) é o atomo de P que contém #, /175@) éo
elemento da desintegragao de fi, em P () e a aplicacao 7 é considerada restrita a P (z).
Pelo Teorema de Radon-Nikodym existe uma funcao mensuréavel p; : 7 (75 (i)) — R que
é positiva para W*ﬂﬁ(i) quase todo ponto e satisfaz para todo subconjunto mensuravel

BCW(ﬁ(ﬁ:)):

Tollp(a) (B) = /BP:IBdLebﬂ(ﬁ(az))'
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Por outro lado, observe que, 7 |5, P(2) = <75 (i‘)) é uma aplicagao bijetiva,
podemos induzir uma medida de Lebesgue em P (Z) a partir da medida de Lebesgue em
T <75 (i)) Lembremos que 7 <75 (i‘)) estda contida em W}, (Z) e portanto, entendemos
por medida de Lebesgue neste conjunto como aquela induzida pela medida de Lebesgue

em Wy, (#) . Definamos rp ;) = (7r \75(23)> Lebw(ﬁ(f)) , onde

(7 bpe)) Lebo(oin) (A) = Lebioy) (7 loy (4))

Note ainda que mmﬁ(i) = Lebﬂ(ﬁ(@). Entao W*ﬂﬁ(i) < Lebw(ﬁ(i)) se, e somente
se, /175(56) < Thﬁ(i). Novamente pelo Teorema de Radon-Nikodym, temos que existe uma

funcao mensuravel p : P (Z) — R, positiva em ﬂﬁ(f) quase todo ponto, tal que

P ) <B ) - / AR 3)-
B
A medida mﬁ(i) herda a propriedade de mudanca de variaveis da medida de

Lebesgue em 7w (75 (i)) , com respeito a ¢ como veremos no lema a seguir. Antes, relem-
bremos que definimos sobre a extensao natural de um endomorfismo g : M — M, M9, uma
estrutura de fibrado vetorial que associa a cada & € M7 o espaco vetorial Ty := T3 M.

E definimos a derivada de g na sequéncia & € MY, como a aplicagao

v —=Dg(n(z))- v

Podemos definir também det Dg () = det Dg (7 (Z)).

Lema 4.0.8. Seja g : M — M um endomorfismo de classe C' definido numa variedade
Riemanniana compacta M .Suponha Ac M9 um subcongunto satisfazendo que 7 | 4: A
s (fl) ¢ bietiva e (A) ¢ uma subvariedade de M. Além disto, assuma que T ’g(/x)

também ¢é bijetiva com a sua imagem. Entao vale que
/g(/x) gbdmg(A) = /Agzﬁ og(z) ’det Dg (z) ‘Tzoﬂ'(A) dm .

Demonstrag¢ao. Denote A :=m (A) Entao A é uma subvariedade de M. Como 7 |g(A) é
uma aplicagao injetiva e m semiconjuga g e § temos que g |4 é um difeomorfismo sobre sua

imagem. Em particular g (A) também é uma subvariedade de M. Entaose ¢ : § (fl) —R
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é uma aplicacao mensuravel temos:

i #7000 = iy 1 ) b
=/ ¢o(w\<)) dLebya)
/ ¢ o w| "o g (2) |det (Dg () |r..1)| dLeba
- /ﬁ ogo(m 1) (x)|det (Dg ((r |4)" (x)) |r,a)| dLeba

_ / 60 (2) |det (DG (2) |r., 4)|d (7 | 1)" Leba

/cbog

Observagao 4.0.9. Note que se g € End” (M), r > 1, e A € MY é um subconjunto tal que

(D3 () |7,,a)| diin4 (2)

O

7 |4 é uma aplicagdo injetiva entao 7 |, i-1(4) também é um aplicacao injetiva. De fato,

suponhamos &, 9 € g~ (fl) ern(z)=mn(y). Entdo g (7 (2)) = g (7 (y)) . Mas, como 7 é
semiconjugacio entre g e g, temos que 7 (§ (&) = 7 (§ (4)). Mas §(2),§(g) € Aen | e
injetiva implica que ¢ (Z) = ¢ (y). Logo, © = y. Em particular, se 7 <A> ¢é subvariedade

de M entao w (g—l (A)) também é uma subvariedade de M. O Lema 4.0.8 garante entao
que, para ¢ : g~ ! (A) — R.

onde DG~ (2) = (Dg (z_1)) "

O proximo lema garante que tais fungoes p; sao afastadas de zero e infinito e
portanto Txflp(z) NA0 SO € absolutamente continua com respeito a LebTr(ﬁ(j)), como e

também equivalente.

Lema 4.0.10. Eziste C' > 0 tal que se g € V e pg € medida SRB para g entao as

densidades sao funcoes Holder continuas e sao afastadas de zero e infinito e

P
- dLebA - ’

onde {ﬂg’A}AeP ¢ desintegracao do levantamento fi, de pg, com respeito a particao P

subordinada a variedades instdveis e A = (A)
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Demonstracao. Fixemos P uma particao de MY subordinada a variedades instaveis. Seja
2 € supp (fig). Temos por defini¢do que 7 |p(z) é uma aplicacao bijetiva com a sua imagem.
Consideremos entao a medida mp(z) := (7r |'p(2))* Lebyp(z)). Como T, fipiz) K Lebrp(z))
temos que fip(sy <K Mip(z) e portanto, pelo Teorema de Radon-Nikodym existe uma fungao

mensuravel p; : P (£) — R que é positiva para fip(z) quase todo ponto satisfazendo

fip(2) <3> = /E; Padinpz)

Da invariancia das variedades instaveis e do fato que = |g71( ?) ¢ injetiva para todo Pep
decorre que ¢~™P também é uma particao subordinada a variedades instaveis. Denotemos
por p, : g7 (P (2)) — R a densidade de fig-n(p(z)) com respeito a mgz—n(pz)). Usando a
formula de mudanca de varidveis, temos que se BcCP (%) é um subconjunto mensuravel,

entao
flg=n(P(2)) (ﬁ_" (B>> = / _\ Padiitg=npz))

i(8)
— [ meg @

B

Mas, pelo Lema 2.2.5, temos que g7 fi;,. () = [ip(z)- Dal,

(D" (&) |1uym(pzy) | diivps).-

pz (&) = pn o g~ (2) |det (D" () Irsympian) | -

Observe que

Dy~ (&) = Dg" (x (57" (2))) "
= Dg(x-p)" 0 Dg(x_pt1) " ©---0Dg(x )" oDg(zr_1)"

Entao

det (Dg™" (&) |z, n(p(zy) = | ] det (Dg C IEx_M)

k=1

onde E, , =T, 7 (7% (P(2))). Ou ainda:

det (D™ (&) |1, (p H det (Dg (2-0) [e,. ﬂl

k=1
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. Assim, dados Z,y € P (2) temos que

p: () pa (g™ (f))ﬁ [det <Dg (z-1) ‘E’”‘kﬂl .
P 0) GO i [aet (Do (v I, )]

Usando o Coroldrio 3.1.4 temos que 7 (7% (P (2))) > w — log(det Dg (w) |g,) é uma

funcao Holder continua, com constantes L > 0 e a € (0,1). Entao

o H [det (Dg (x_g) |Ex_k>} —| < ilog det <Dg (k) |1EM>

k=1 [det (Dg (y_i) " |Ey7k>} k=1

— log det (Dg (y—r)™ |Ey_k>

< Z L-dist(z_y,y_g)"

k=1

< Z L-e 3% dist (z0,10)" .

k=1

det (Dg(Lk)lELk>
det (Dg(y—krl |]Ey7k )

Em particular temos que, [];_, é um numero afastado de zero e infinito

para todo n € N.

Py, (5770 (2))
pr (0770 ()
Prova da afirmagao. Consideremos C := J, ¢, (pey Wy (y) com r suficientemente

Afirmacdo. Existe uma subsequéncia ny, — oo tal que limy_, o =1.

pequeno. Consideremos K a familia de variedades instaveis locais de (g, y14) que cruzam
C e K a familia dos levantamentos dos elementos de K. Tomemos W = 7~ (W? (2)).
Entao todo elemento de QE esta contido em algum VT/}OC (w) com W € W. Fixemos ¢ > 0
e, C Kum subconjunto compacto tal que f (I@\QJ < € e a aplicagao p : Q. — R dada
por p(Z) = pg () onde w € W é tal que & € Wipe () € pg é a densidade no elemento

P (&) é uma aplicacao continua. Em particular, dado k € N existe d; > 0 tal que

para todo &, € (). que pertencem a um mesmo Wiy, (w) e cf(i", J) < Oy
Como i (QE) > 0, podemos aplicar o Teorema de Recorréncia de Poincaré para

afirmar que para &,y € P (2) existe n; suficientemente grande tal que:
1. existe w € W tal que §~™ (P (2)) € W, ();

2. d(§7™ (&),57™ (§)) < O
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A primeira propriedade segue da invariancia das variedades instdveis e a segunda da

propriedade de contracao para o passado fixadas as pré-érbitas. Segue entao que

Pry (977 () = p (57 (2))

P (7™ @) =0 (0™ (9)) -

Mas entao, por hipétese:

Pry (G (2)) 1’ ‘p (g™ (2))
Py (57 (9)) p (57 (9))

para todo k € N. Isto conclui a prova da afirmacao.

1
—1 < —
<

Entao, como

; ﬁ det (Dg (x_g) |Ew_k>

k=1 |det (DQ (S |1Ey,k>

pz (L) _ pn(g7" (£)
pz () pn (97" (9)

pz(%)
pz(9)

< Kk, como queriamos mostrar.
O]

temos que existe uma constante x > 0 tal que k™! <

Lema 4.0.11. Sejam g € V e puy uma medida SRB para g. Entao existe um disco D C M
tal que Lebp (D N B (py) N Hy) = Lebp (D).

Demonstrag¢ao. Seja P uma particao de M7 subordinada a variedades instaveis. Entao
cada atomo de P contém, por definicao, um conjunto que projeta-se pela projecao natural
m : M9 — M sobre um disco contido em alguma variedade instavel local de g com
respeito a piy. Consideremos sem perda de generalidade que a particao P seja tal que
cada dtomo ¢ de fato um conjunto que projeta-se sobre um disco instavel local. Seja fi,
o levantamento de p, para a extensao natural. Temos que ji, ¢ uma medida ergddica,

portanto fi, (B (fiy)) = 1, onde B (fi,) ¢ a bacia da medida fi,. Em particular devemos ter
que para quase todo P € P, fig.p (B (fig)) = i, p (P), em que {/lgp} ¢ um sistema
; ) ) pep

condicional de medidas com respeito a particao P. Entao tome P um tal atomo, ou seja,
tal que i, p (B (f1y)) = fi, p <]5> Tome D =7 (P) Entao D ¢é um disco contido em
uma variedade instavel local.

Como py ¢ uma medida SRB para g, temos que pp = m.ji, p < Lebp. Observe
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que pp (B (n) N D) = pp (D) uma vez que

pp (B () = mefiy p (B (1) = iy p (77" (B (1))
> i, 5 (B (1) = i (P) = 10 (D).

Ou seja, para up quase todo ponto x € D temos que x € B (1). Em particular para Lebp
quase todo ponto z € D temos que x € B (i), pois up < Lebp com densidades afastadas
de zero e infinito.

Considere entdo I' = (J,p Wi, (y). Como Leb(H,) = Leb(U), deve existir um
disco D cruzando T' tal que Leby, (H,) = Lebp, (D) Pois caso contrario, encontrariamos
um subconjunto A com medida positiva tal que A C U\H,. Por definigao se D cruza T
entdo a holonomia estavel que leva D em D é um difeomorfismo. Como tal holonomia é
absolutamente continua, temos que Lebp quase todo ponto x & D pertence a B (u). Sendo
assim, encontramos D C M um disco tal que Lebj, (D N B (uy) N Hg) = Lebj (f)) O

que conclui a prova do lema. O

Teorema 4.0.12. Sejam g € V e jiy uma medida SRB ergddica para g. Entao p, € ponto

de acumulagdo na topologia fraca * de alguma sequéncia (wy,) da forma

neN
n—1
1 § J
Wp = — gxMmp,
n <
J=0

em que mp € a medida de Lebesque normalizada num D C M um disco satisfazendo, para

constantes C >0, £ € (0,1) e ¢ > 0:

1. para cada k e para cada dominio de injetividade Dy, de g* em D a aplicacao
¢ (Dy) > o+ log |det (Dg (x) |ngjpk>|

¢ (C,&)-Hélder continua para todo 0 < j <k — 1.

-1

2. limsup,_, = E;:& log H <Dg (g7 (1)) |ng(1>ng> < —c¢ < 0 para Lebp quase todo

reD.

Ademais as constantes C, & e ¢ independem de g € V.

Demonstra¢ao. Tome D C M um disco tangente ao campo de cones C' dado pelo Lema
4.0.11. Usando o Corolério 3.1.4 podemos obter (1). A propriedade (2) segue imediata-
mente do fato que Lebp (H,) = Lebp (D) pelo Lema 4.0.11.

Counsideremos entao
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Seja w um ponto de acumulagao na topologia fraca *. Digamos w = limy_,o wy, . Vamos

mostrar que w = p,. Seja ¢ € C' (M). Temos que

1 ng—1 4
== i = i — ‘7
[ o=t [ o =i [ 37 (oogdmy
]:

np—1

1 )
= lim — 7 .
s 3o

Mas, Lebp (B (py)) = Lebp (D). Portanto para Lebp quase todo x € D temos que
limy, o0 = Z?;& po fl(x) = [ pdu,. Dai, [¢pdw = [ $pdp,. Como ¢ foi escolhida arbi-
trariamente, temos que w = 4.

Ademais, observe que as constantes C, ¢ sao oriundas do Corolario 3.1.4 e de-
pendem somente do campo de cones, o qual tomamos o mesmo para todo g € V. Ja a
constante ¢ > 0 vem da hipdtese (R2) e portanto é a mesma para todo endomorfismo
geV. O

O Teorema 4.0.12 nos diz que toda medida SRB para g € V, pode ser obtida pelo
processo de construcao do capitulo anterior, usando um disco D adequado. A diferenca
é que no capitulo anterior a medida SRB era uma componente ergddica absolutamente
continua de um ponto de acumulacao da sequéncia das médias de Cesaro dos iterados de
Lebesgue num disco tangente ao campo de cones. Aqui, o proprio ponto de acumulagao
¢ a medida SRB.

Queremos mostrar que ha a continuidade dessas medidas com respeito a topologia
fraca® em algum sentido. Veremos que se (gy,),cy ¢ Uma sequéncia em ) convergindo a
g €V, (tn)yey ¢ uma sequéncia de probabilidades ergédicas em que ji, é uma medida
SRB para g, para cada n € N e y é um ponto de acumulagao de (i), entao quase
toda componente ergédica de p é uma medida SRB para g.

Inspirado por [V&s07] e pela construgao das medidas SRB para endomorfismos
parcialmente hiperbdlicos, iremos ver que se j;, ¢ uma medida SRB entao existe uma
familia de discos instaveis disjuntos de tamanho uniformemente afastado de zero para
g € V. Esta uniformidade nos permitira para cada n escolher uma tal familia associada
a gn, digamos IC,, e mostraremos entao que pela compacidade de M esta familia deve
acumular em uma familia de discos K que mostraremos ser instaveis com respeito a g.

Como para cada n teremos que u, sera absolutamente continua com respeito aos
discos instaveis de K,, acabaremos por mostrar que p também é absolutamente continua

com respeito a Lebesgue nos discos de K. Mostraremos entao que a decomposicao ergddica
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de p dada pelas medidas ergddicas

n—1

.1
= i 3 e
]:

com x variando num conjunto de probabilidade total entao para quase todo ponto x € K
a medida p, é uma medida SRB ergédica para ¢g. Para finalizarmos, veremos que a
decomposicao ergédica de u é realizada no conjunto | J ieN /77 (K) donde garantimos que
quase toda componente ergédica de p é uma medida SRB.

Dado um disco A C M, denotemos C¥ (A) := J, A Wy (9,y), onde Wy (g,y) é o
disco de raio r > 0 centrado em y da variedade estavel local W} . (g,y) com respeito a g.
Diremos que um disco A de mesma dimensio que A cruza C9 (A) se a a holonomia por
variedades estaveis H* : A — A é um difeomorfismo. Denotemos por K¢ (A) a familia de
variedades instaveis locais de g que cruzam C? (A) e por K7 (A) a unido de seus elementos.
Ou seja, K (A) = Upucrs(a) D"

Proposicao 4.0.13. Existem 6 > 0 e n > 0 satisfazendo que para todo g € V e pu, medida
SRB para g, existe um disco A := A (g, pug) de raio 6 > 0 tal que se Ky (A) € a familia
de discos instdveis que cruza Cs (A) entdo pg (K4 (A)) > 1 .

Demonstra¢ao. Sejam g € V e iy uma medida SRB para g. Pela proposicao 3.2.1, existe
uma subprobabilidade v, tal que p1; = vy + (g — vy), vy (M) > o (g) > 0 e o suporte de v,
estd contido numa unido de discos instaveis de raio d (¢g) > 0, conforme Lema3.2.2. Temos
ainda que v, ¢é absolutamente continua com respeito a Lebesgue nestes discos instaveis.
Consequentemente o suporte de v, estd contido na uniao de C¢ (A) com A disco instdvel
de raio 6 (g) > 0.

Observe que a constante d > 0 pode ser tomada uniforme na vizinhanca V. De
fato, relembre que esse ¢ corresponde ao tamanho dos discos hiperbdlicos em tempo finito
do endomorfismo parcialmente hiperbélico. Vimos que este tamanho depende apenas do
tamanho do dominio de invertibilidade da aplicagao exponencial, do tamanho do dominio
dos ramos inversos e da continuidade uniforme das aplicagoes e estas quantidades variam
continuamente, conforme Lema 3.1.11.

Como as variedades estaveis dependem continuamente em relacao a dinamica
podemos tomar 7, := r > 0 para todo g € V. Temos também que a constante o de-
pende apenas da frequéncia de tempos hiperbdlicos para o endomorfismo parcialmente
hiperbélico (Proposi¢ao 3.2.1) e esta por sua vez depende continuamente do endomor-
fismo e da constante ¢ > 0 da expansao nao uniforme do cone (Lema 3.1.6).

Em outras palavras, existem constantes ¢ > 0 e a > 0 tais que para todo g € V

e pgy uma medida SRB para g temos que existe uma subprobabilidade v, tal que p, =
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vy + (g — v,) satistazendo v, (M) > a e o suporte de v, estd contido numa unidao de
C9 (A) com A disco instavel de raio 6 > 0.

Agora observe que CY (A) contém uma bola de raio £ > 0, independente de g,
pois os r e J sao constantes em V. Entao, como a medida v, é uniformemente afastada
de zero para todo g, podemos escolher um disco A = A (g, p14) instavel de raio J tal que
tg (CI(A)) > v, (C9(A)) >n > 0. Isto equivale a dizer que p, (K¢ (A)) > 7. O

Dada g € V e y, uma medida SRB para g considere o conjunto C, := CY (A) e
g := K2 (A) dados pela Proposigao anterior. Ou seja, tais que py (K,) > n e C, contém
uma bola de raio £ > 0 uniforme em g. Temos que K, é um familia de discos instaveis
disjuntos e cada elemento de K, admite um levantamento bijetivo a extensao natural de

M por g. Denotemos a familia destes levantamentos por Iég . Temos a seguinte:

Proposicao 4.0.14. Existe 7 > 0 tal que para todo g € V e puy medida SRB para g temos
que se fig € o levantamento de p, e {ﬂg’A}Aekg ¢ um sistema condicional de medidas de
figlg, entao

7 ' Leba (B) < mafi, o (B) < TLeba (B) (4.0.1)

para todo B C A mensurdvel

Demonstracao. Ora, podemos repetir os argumentos do Teorema 3.4.4 para garantir que
para cada g € V existe um 7 = 7 (g) tal que vale a propriedade (4.0.1). Para concluirmos
a prova da proposi¢ao, observe que a constante 7 = 7 (g) é obtida em funcao da distorgao
limitada dos iterados de Lebesgue no disco e da regularidade da holonomia estavel. A
constante de distor¢ao limitada é oriunda da regularidade do Jacobiano ao longo dos
iterados do disco, que vimos ser (C,¢)-Holder continuo, em que C' e £ valem para todo
g € V. E a regularidade da holonomia também varia de forma continua em )V, uma vez
que as variedades estaveis variam continuamente em ). Portanto, podemos assumir que

vale (4.0.1) com a constante 7 uniforme para todo g € V. O

Fixemos entdo uma sequéncia {g},.y de difeomorfismos locais de classe C”,
em que, para cada n € N, g, € V. Suponhamos que lim,_.., g, = ¢ na topologia C".
Denotemos entao KC,, = Ky, , K, = légn e C,, = C,, para cadan € N. Pela Proposicao 4.0.7
temos que para cada n € N existe uma medida ergodica SRB, u,, para g,. Suponhamos

entdo p um ponto de acumulagao de (u,) E claro que p ¢ uma medida g-invariante.

neN-

A estratégia para mostrar que as componentes ergédicas de p sao medidas SRB
para g passa por mostrar que podemos recuperar uma estrutura semelhante a obtida na
construcao de medidas SRB através do limite das estruturas para g,. Entao mostramos
que as componentes ergddicas satisfazem a propriedade de continuidade absoluta com

respeito a esta estrutura de discos instaveis.
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Lema 4.0.15. Eziste um cilindro C' e uma familia IC de discos instdveis disjuntos com

respeito a g contidos em C' tal que p (K) > o > 0.

Demonstracao. Relembremos que C), consiste das unioes das variedades estaveis de pontos
em um disco A, tangente ao campo de cones. Usando da compacidade de M e o Teorema
de Arzeld-Ascoli, podemos supor que a menos passarmos a uma subsequeéncia, A,, converge
a um disco A. Como cada A, tem raio uniformemente limitado por baixo por § > 0,
A é um disco de raio . Consideremos entdo C' := UyeaW; (v, g), com r > 0 dado pela

construcao dos C,,. Considere

K={DcM: D= lim D,, com D, €K, DcC},

k—00

ou seja, K é a familia de discos contidos em C obtidos como acumulacao dos discos
instaveis para g, com nj convergindo a infinito quando %k vai a infinito. Como cada
D,, € K,, é um disco tangente ao campo de cones C entao D € K é um disco tangente ao
campo de cones C.

Suponhamos D € K. Por simplicidade, escrevamos D = lim,,_,, D,. Supon-
hamos z € D tal que D C B (z,d). Para n suficientemente grande temos que D, C
B (z,9). A menos de reduzirmos a vizinhanga V podemos assumir que cada g, tem ramos
inversos bem definidos em B (z,d). Por definicdo temos que, para cada n € N, existe um

ramo inverso g, 171 : B(z,0) = V;, tal que existe uma constante 0 < o < 1 satisfazendo

dist (g5, (2), 0ns, () < odist (z,y)

para todo z,y € D, . Ademais, a constante o independe de n. Considere para cada
n €N, Dl = In. 171 (D). A menos de passarmos a uma subsequéncia podemos as-
sumir que lim, .o, D, = D!, De fato, se x, ¢ o centro de D,, podemos tomar uma

subsequéncia convergente de (g;jn (xn))n e aplicar o Teorema de Arzela-Ascoli para

eN
. A . A . . -1
garantir a convergéncia da sequéncia de discos (D "), cn-

n

Observe que g (D™!) = D. Tome z € D™, Entao z = lim,, s 2, com z, € D!
para todon € N. Por outro lado, temos que a menos de uma subsequéncia lim,, o, g (2,) =
w com w € D. Portanto devemos ter necessariamente que g (z) = w. Note ainda que
como D~ ¢ um disco de diametro menor do que ¢4, pois assim o ¢ cada D, !, temos que
D! deve pertencer a alguma imagem de um ramo inverso de g.

Concluimos assim que g1

é contrativa em D para algum ramo inverso de g.
Podemos prosseguir com este mesmo raciocinio para qualquer ramo inverso de ¢~/ para
todo 7 € N. Entao vemos assim que cada D € K é um disco instavel segundo alguma
pré-orbita de g.

Em particular, temos que cada D € K, admite um conjunto D c MY cuja
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projecao é bijetiva neste conjunto. Ademais, tais discos sao disjuntos e podemos exibir
subespagos do plano tangente contratores para o passado conforme Proposicao 3.3.6 e
Proposicao 3.3.7.

Para vermos que K tem medida p positiva, lembremos que p, (IC;,) > a > 0 para
todo n > 0. Dado £ > 0, consideremos V. (K) a e-vizinhanga de K. Entao existe ng € N
tal que KC,, C V. (K) para todo n > ng. Mas note que, N.~oVz (K) = K. Tomemos £ > 0
tal que p (0VZ (K)) = 0, entao:

p (Ve (K)) = Tim pp, (Vo (K)) 2 >0

n—oo

e portanto,
p () = liminf p (V2 (K)) > a > 0.

e—0

]

Estamos entao em condigoes de repetir os argumentos do Teorema 3.4.4 para /.

Obtemos entdo:

Lema 4.0.16. Eziste uma constante 1o > 1 tal que se (jix)pcc € um sistema condicional
de medidas do levantamento i de p restrita a K entao w15 € absolutamente continua

com respeito a Leba, onde A =7 (A) e ainda
75 "Leba (B) < m.jia (B) < 1oLeba (B)
para todo B C A Borel mensurdvel.

Agora vamos mostrar que quase toda componente ergédica de fi|x é uma medida
SRB para g. Inicialmente vamos escolher um conjunto Z de medida total em K tal
que para todo ponto T € Z temos que a componente ergddica dada pela decomposi¢ao
ergddica de ji é uma medida SRB para g.

O Teorema da Decomposicao Ergddica, [Man87, Teorema I1.6.4], assegura que
existe um conjunto ) (g) de medida total, ou seja, de medida total para qualquer proba-

bilidade invariante /i, tal que para todo & € 3 (g), existe o limite

=l Z (e

Além disto, & — [ ¢djiz é mensurdvel e

[ éai= | ( / édﬂx) ap (2)
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para toda fungao mensuravel e limitada QAS : M9 — R. Ainda para toda funcao mensuravel

e limitada g% : M9 — R temos para [ quase todo & € MY que:

Para cada A € K existe um tnico A € K tal que 7| 4 ¢ um homeomorfismo sobre

A. Definamos entao para cada A € K a medida
mA = (W‘A)* LebA.

Temos que w1y = Leba imediatamente da definiciao. Note que se {jiz } 5 .¢ € um sistema
condicional de medidas de fi| ; entdo .1z < Leba se, e somente se, fix < MA.
Fixemos B C MY tal que 74 (B N A) = 0 para todo AeKe it (B) ¢ maximal
entre todos os conjuntos mensuraveis com esta propriedade Usando o Lema 4.0.16 temos
que jiy < Mg e portanto, como ,u( ) = [ [ix (B (A), em que ﬁ ¢ a medida
quociente de K /K (Teorema de Desintegracao de Rokhlin), segue que j (B) =0.
Relembre que tomamos R (§) como o conjunto dos pontos em MY tal que as

médias de Birkhoff futuras e passadas convergem e coincidem, ou seja,

g) =<y € M :existe li ‘ —1' i ( M?
R(9) {yE eX1senLHgonZ¢ nlﬁl{.lonZgzﬁ VQSEC'( )}
Considere Z := KNX(§) N R () \B.
O préximo Lema, enunciado em um contexto mais amplo, nos dara condigoes
necessarias para que a desintegracao de i com respeito a K coincida com a desintegracao
de f1; com respeito a K para quase todo ponto & com excecao de um conjunto de medida

nula de elementos de K

Lema 4.0.17. Seja v uma medida finita em um espago de medida (Z,B), com v (Z) > 0
. Seja X uma particio mensurdvel de Z e (v.),., wma familia de medidas finitas em Z

tais que:

(a) a funcdo z — v, (A) € mensurdvel e constante em cada elemento de X, para cada

subconjunto mensurdvel A C Z.
(b) {w: v, =wvy,} € um conjunto mensurdvel de medida v, total, para todo z € Z.

Suponhamos que v ( = [l(z A)dv para alguma fungdo mensurdvel | : Z — Ry e
qualquer mensurdvel A C Z. Sejam {v,: yeX} e{v,,: veX} desintegracoes de v

e v,, respectivamente, em medidas condicionais com respeito a X. Entao v, ., = v, para
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v quase todo z € Z e para U, quase todo v € K, em que U, € a medida quociente em K

induzida por v,.
Demonstragao. Ver [ABV00]. O

Vamos provar entdo que quase toda componente ergédica fi; de fi|; satisfaz a

propriedade de continuidade absoluta ao longo dos conjuntos Aek.

Proposicao 4.0.18. Para i quase todo & € K a medida fui satisfaz fix = fiz A para i
quase todo Aek.

Demonstracao. Queremos aplicar o Lema 4.0.17 para Z = Z, U=z, K= Keuvs = fbs,
para cada 2 € Z. Observe que como R (g) e ¥ (g) s@o conjuntos de probabilidade total e
il <E> = 0 temos que

i(2)=i(KnR@Nz@) =i (K) >

Fixemos A C MY um subconjunto mensuravel. Observe que a aplicagao T >

13 <A> é mensuravel para quase todo = € Z pelo Teorema de Decomposicao Ergddica.

Fixe Ae Kedz,je ZNA. Seja ¢ € C' (M) temos que

J=0 J=0
pois &, € R(§) NE (). Ora, mas como &,§ € A que é um conjunto instével temos que
i 256 @) = i 2366 )
e T, nee T

Portanto [ ¢dji; = [ ¢djiy para todo ¢ € C (M9). Portanto ji; = fi; para quaisquer
z,9 € ANZ. Assim & — i (fl) é constante em cada A € K.

Vejamos que vale a propriedade 4.0.17 do Lema 4.0.17.

Note que como M9 é um espago métrico compacto, temos que C' (MY) admite

um subconjunto enumeravel denso. Seja {q@m} tal conjunto. Considere G (ngSm, k) 0

me
conjunto dos pontos & € X tais que existe um natural g (z) satisfazendo
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para todo n > ¢ (z). Temos que G (gzg,m k) ¢ um conjunto mensuravel para todo m € N
ek eN.
Afirmamos que {1 ; ﬂw::ﬂg}::r%ENrmgﬂ?(émdk>.Deﬁﬁo,dwﬁ)wezﬁg::

{W: fiy = [15}, temos:
1D€Eg@i/$ﬂm:i/$Wkpmauﬂ0$€kaﬁ)

. 1n—1A o . 1
@ Jn 52 07 ) = fim o

n—1
ZQE (@j (7:’)) para todo gﬁ cC(MY).
Jj=0

Mas entao, fixado m € N e k € N, existe ¢ € N tal que

—_

n—

S|
RS Y
3
—
Na )Y

<
=>
~
|

S|
>
3
—
Nl

<
N>
~—

<

Il
=)

1
o

para todo n > ¢. Ou seja, w € G (qgm, k:) para todo m, k € N.

Reciprocamente, suponhamos w € (,,cy NkenG (g%m, k:) Fixemos € > 0. Dado
¢ € C (M), existe m € N tal que ||¢ — dn|| < €/3. Seja k € N tal que 1/k < €/3. Por
hipétese, w € G <¢2m, k), logo existe ¢ € N, tal que para todo n > ¢ temos que:

1 A 1 A €
— 2 Pm (¢7w) =2 9n (72)| < 3
7=0 7=0
Segue entao:
1n—1AAA 1n—1AAA 1n—1A X 1n—1A o
- ¢ (§'w) — - ¢ ('2)] < - ¢ (§'w) — 7 2 O (G 0)
7=0 7=0 7=0 7=0
1 n—1 R 1 n—1 R
+ - Om (§0) — 7 2 Om (G72)
j=0 j=0
1 n—1 ) A 1 n—1 ) ‘
T2 0m (@2) =2 ) 0 (3'2)
7=0 7=0
<t+i4+ic
373"73°°
para todo n > ¢. Portanto
1 n—1 n—1
Jim 3209 () = Jim D320 (5 (2)
J= J=

Como as escolhas foram arbitrarias, temos que ji; = fi; e w € E;. Como 15 é ergddica,
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temos que
. 1n—1AA'A . . ln—lAA'A
i 230 @) = [ b= 23250 )

para ji; quase todo o ponto z € MY. Dai, E; tem medida total para ji;.
Falta mostrarmos entao que existe uma funcao mensuravel [ : Z — R, tal que
[ <A> = [1(2) iz <fl> dji () para todo A C Z mensurével. Denotemos por 1 ; a funcio

caracteristica do conjunto A. Entao

i (4) = 250

Entao jiz (121) > ( somente se & tem algum iterado que pertence a A c Z. Definamos

para cada Z € Z.
1(2) ;:min{r>o:g*r(z) eZ},

ou seja, o menor tempo de retorno para o passado de um ponto Z € Z. Ora l é bem

definida para ji quase todo Z € Z pelo Teorema de Recorréencia de Poincaré. E f4cil ver

i (4) = [ s (A)aica) = [ 1is (A) i ).

Estamos entao aptos a aplicar o Lema 4.0.17 para concluirmos a prova desta proposicao.
m

que

Consideremos entao K = 7 (R’ ) Temos o seguinte:
Corolario 4.0.19. Para quase todo x € K temos que p, é uma medida SRB para g.

Demonstracao. Observe que para cada § € MY temos que 7,05 = d,,. Da linearidade e
continuidade de m, : M (M9) — M (M) temos que T.fiz = [z, para todo & € X (g), onde
Mz = limy, o0 % Z;:& di(a)- Note também que, se B C M9 é um conjunto de medida
total para i entao w <B> C M é um conjunto de medida total para p = m.fi. De fato,
como 71 <7r (B)) > B temos que 1 <7r (é)) = Tl (7r (B)) > [ (B) = 1. Com isso,
concluimos que para quase todo x € K, temos que pu, € tal que o seu levantamento fi,
tem desintegracao que coincide com a desintegragao de fi ao longo dos discos instaveis de
K. Como ja mostramos que a desintegracao de i é absolutamente continua neste discos

instaveis, segue que u, ¢ uma medida SRB para quase todo x € K. O

Recordemos que temos uma sequéncia (g ), o em V convergindo a g € V e uma

sequéncia de medidas () em que cada pu, ¢ uma medida g,-invariante, ergodica e

neN?
uma medida SRB para g,. Denotamos por ji,, o levantamento a extensao natural de cada



95

medida p,,. Consideramos a projecao natural 7 : M9 — M, omitindo a dependéncia de
7 em n, para maior simplicidade na escrita. Seja y um ponto de acumulagao de (fir),,c-
Exibimos um conjunto K tal que o elemento da decomposicao ergédica p,, de u, é uma
medida SRB para g, para todo x € K, onde K ¢é obtido como projecao do conjunto
K c MY, Queremos ver que i é combinagao convexa de medidas SRB para g. Pelo
corolario 4.0.19 temos que p quase todo x € K, a componente da decomposicao ergddica
i ¢ uma medida SRB. Portanto, se mostrarmos que a decomposicao ergddica de p é
realizada por pontos em K, ou seja, que g = | x Medp, entao concluimos que p é uma
combinacgao convexa das medidas SRB para g. Observe que, pelo Teorema 3.5.5, da secao
anterior, g admite um nimero finito de medidas SRB. Logo p = | 5 Hedp equivale a dizer
que [ = Z?Zl a;p;, onde {1, ..., g} é o conjunto de medidas SRB para g e o; € [0, 1],
paratodol1 <j<ke Z?:l a; = 1. Mais precisamente, vamos mostrar que y = fG adit,
onde G é um conjunto de medida g-total em |J;y 977 (K).
Definamos Ky = U0 d7™” (K) Defina

A A

G:=X(9)NR(g) N Ko

C = /Gg@dg (2). (4.0.2)

Note que G é um conjunto g-invariante. Por definicao fi; (G’) > () se, e somente

se & € G. Entéao, supp (é) = G. Observe ainda que cada flz com T € G é uma medida
SRB.
Paran € N, cada u,, ¢ uma medida ergddica e portanto fi,, ¢ uma medida ergddica.

Logo, conforme [Wal00, Teorema 1.5], como fi, <Kn) > a > 0 temos que

=0
Defina

Ail = {i ek, : J € o primeiro tempo de retorno de & por gn} :

Esses conjuntos sao dois a dois disjuntos e K, = U Aﬁl mod 0. Logo

jEN

o () = S (A1),
j=1

Lema 4.0.20. A série Z;; fbn, (A%) converge uniformemente com respeito a n € N.
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Demonstracao. Fixemos j € N. Como fi,, ¢ uma medida g,-invariante temos que
jin (43) = i (37 (42)).
Usando da desintegracao de i, em K, temos que:
i (32.(42)) = s (31, (40)) i ()
| [ iy @ o )i @) (D).

Pela Proposicao 4.0.14 temos que existe uma constante 7 > 0 que independe de

n € N tal que

a ’ . . . ’ _cj;
Como D esta contido no levantamento de uma variedade instavel, e temos uma e~ 27-

contragao por g,”?, existe uma constante o > 0 tal que, para D;,, :=7 (g;j[)) temos

Lebp, <7T <Ail>> < ge 2

para qualquer que seja n € N. Assim
/jj]lg%(AQ (7) p% (x)dmp (2) < Toe 2

para todo n € N. Concluimos portanto que

> i (1211}) <> roe

i=1 j=1
e a série converge uniformemente em n. O
Observacao 4.0.21. Se definirmos

Al = {:f: eK: 7 € o primeiro tempo de retorno de & por Q}

entao, como acima, a série Z;; [ <Aj ) converge e temos a mesma estimativa

(e 9]

il <AJ) < ZTae’%j.
j=1

J=1
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Considere k (#,n) o menor inteiro positivo tal que gr@n) (z) € K,,. Temos que

este numero é bem definido para fi,, quase todo ponto. Para N € N, defina
KN = {&e M% : k(&,n)=N}.

Para todo N € N, definamos Y = ([Ln |KN> Segue do Lema 4.0.20 que para todon € N
fixado, ¥ converge na topologia fraca * a i, quando N vai a infinito, uniformemente em

n.

Analogamente, defina k (2) como o menor inteiro positivo tal que §*@ (1) € K.

Para N € N, definamos o conjunto
KY :={ieMI k(#)=N}.

Para todo N € N, defina ¢y = ¢ |f(év’ onde ¢ ¢ dada por (4.0.2). Temos ainda que Cn
converge na topologia fraca * & medida f .

~

Lema 4.0.22. 7. = 7.(.

Demonstracao. Seja ¢ : M — R uma aplicagao continua e ¢ > 0. Como limy_, éN = CA

. A~ N . 2 w* 2 . N ~ .
e limy_ o u,]lv = [in, temos que limpy_ o Ty = m.( e limy_ o m,uﬁf = T.fly,. Fixemos

‘ [ oini~ [ odnx
‘ [ o~ [ oam.

paratodon > 1. Temos ainda que lim,, ., fi, = f& por hipétese e que lim,, . 7 /)g = ﬂ*f N

entao N € N tal que
<e

<e

por definicao. Logo, fixemos n € N tal que:

‘/d)dmﬂn — /¢d7r*ﬂ <e
e
’/gbdw*éN — /¢dmﬂfj <e.
A desigualdade triangular implica entao que
’/qﬁdw*f— /gzﬁdw*ﬂ < 4e
e portanto W*é = Tl O

Corolario 4.0.23. A medida p é combinagao convera das medidas SRB para g.
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Demonstracao. Considere é dada por (4.0.2). Pelo Lema anterior temos que

p= /7r @ padpr.

Note que 7 (G) ¢ um conjunto de medida p-total em U]EN g7 (K), pois G é um conjunto
de medida pi-total em UjeN g (f() Ora, mas temos que p, é uma medida SRB para
todox € (G’) e o Teorema 3.5.5 nos diz que existe apenas um nimero finito de medidas

SRB para g. Entao u, € {p,..., 1}, com k < oo, para todo x € (@)

~

Denote G := {x em <G> Doy = uj}, para todo 1 < j < k. E facil ver que G

¢ um conjunto mensuravel para todo 1 < j < k. Entao,

k n
uz/  pedp = Z/ pidp = 1 (G;) py.
~(6) j=17Gi j=1

E, como G;NGj = 0 se j # j', temos que Z§:1 p(G;) = 1. Ou seja, p é uma combinacao
convexa das medidas SRB para g. ]

Observagio 4.0.24. Observe que se (g,), C V é tal que g, é transitiva para todo n € N
entao, conforme Teorema 3.5.5, existe uma unica medida SRB pu, para g,. Entao se g,
converge a g que também ¢é transitiva teremos que p, converge para a tunica medida SRB,
i, para g. Em outras palavras se temos transitividade para toda g € V temos que a
aplicacdo 8 : V — M (M) que associa a cada g € V a sua medida SRB, 1, é continua

com a topologia fraca *.

Resumimos os resultados deste capitulo no seguinte Teorema:

Teorema 4.0.25. Seja r > 1. Assumamos que ezista um aberto V na topologia C" tal
que todo g € V satisfaz as hipdteses (R1), (R2) e (R3). Seja (gn),en wma sequéncia em
V convergente para g € V e suponha que i, é medida SRB ergédica para g,, para todo
n € N. Entdo todo ponto de acumulagio pu de (pin),cn € wma soma convexa de medidas
SRB para g. Em particular, se cada g € V admite somente uma medida SRB, p, entdo a

aplicagao
YV - M(M)
g = Hy

¢ continua na topologia fraca *.



Capitulo 5
Exemplos

Neste capitulo exibiremos alguns exemplos de aplicacao dos nossos resultados.

Antes, vejamos dois resultados que serao tteis para a construcao dos nossos exemplos. O

primeiro diz respeito a uma estimativa para o binomial N quando k é uma fracao vy de

n com vy > % e é consequéncia da férmula de Stirling. O segundo nos da uma estimativa
sobre a frequéncia de visitas de um ponto a uma determinada regiao do espago, vista em
funcao dos elementos de uma cobertura por dominios de injetividade que contém essa
regiao.

Lema 5.0.26. Sejam n € N e v € (%, 1) um numero real. Consideremos k o menor
n
inteiro tal que k > yn. FEntao existem constantes A, B > 0 tais que (k) < AeB-mn

para todo n suficientemente grande.

Demonstracao. Esta é uma aplicacao direta da férmula de Stirling:

n!
lim ——— = 1.
ns o B

Entao, dado € > 0 existe ng (¢) € N tal que se n > ng temos:

(1 —¢€)V2mn <g>n <n! <(1+¢€)V2mn (g)n

Em particular se n, k,n — k > nqg entao:

1+€)v2mn (2)" |
(1 =€) /2m (n— k) (2=k)"

e

(

e

" <
<k> N (1—6)%(

99
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(1+6)
T—0™ar temos:

(Z) A\ E @ k) K (n ik)k

Fixemos v € (%, 1) e escrevamos k := §,n 0 menor inteiro maior ou igual a yn.

Tomando entdao Ay =

para todo n, k > ng.

Temos entao que v < 9, < v+ %, para todo n € N. Portanto, se n é suficientemente

grande entao v + % <60 < 1ed, é uniformemente afastado de 1. Assim, para esse k

n B 1 <
VEk(n—Fk | (1-0d0)n "~

para n suficientemente grande. Temos ainda que:

temos:

n’l’b

e @ () <6) ()
O] <))

Como v < 4, < 0 < 1 temos que existe uma constante £ > 0 tal que # < &. Logo, se n

1-y)n

nn 1—v)n
o < B

Portanto, escolhendo A = Age e B = log By concluimos a prova do Lema. O

¢ suficientemente grande temos que existe uma constante By tal que

5.1 Perturbacoes locais de endomorfismos Anosov

Suponhamos M uma variedade Riemanniana compacta e conexa d-dimensional.
Consideremos f : M — M um difeomorfismo local C'*®. Suponha que existe uma
decomposi¢ao continua, nao necessariamente invariante, T'M = E® F' do fibrado tangente

sobre M satisfazendo
1. existe a > 0 tal que o cone de amplitude a > 0 centrado em E, x — C (z) satisfaz:

(a) Df (z)~"-C5 (f(z)) € C; (z), para todo = € M;

«

(b) existe Ay > 1 tal que || Df (z)”" - v|| > A|jv||, para todo v € C5 (f (x)), para
todo z € M.

2. existe f > 0 e uma funcao L : M — (0,00) tal que o cone de amplitude 3 centrado

em F', satisfaz:
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(a) Df(z)-Cj(z) € Cf(f(x)) para todo x € M;

(b) [[Df(x) - v|l > L(z)||v|| para todo v € Cj (x) e para todo x € M.

3. det |Df (z) |r,p| > o, para alguma constante ¢ > 1, para todo x € M e disco

tangente a CZ{ contendo x.

4. Existe uma regiao aberta O C M tal que L (z) > \,, para alguma constante A, > 1
e para todo x € M\O e L(z) > L, para alguma constante L < 1 (a determinar),
para todo x € 0. Além disto, assumamos {Vi, ..., V,, V11, ..., V,} uma particao de
M por dominios de injetividade e que O C U?Zlvpﬂ, onde p, ¢ sa0 nimeros naturais

tais que existe v € (0, 1) satisfazendo p'*~7¢ < 0.

Dado um disco D C M tangente a C4, n € Ne v € (0,1), definamos
R(D,n,y):={zeD: #{0<j<n—-1: f/(z) € O} >n}

Lema 5.1.1. Fixemos um disco D C M tangente ao campo de cones C’g. Eziste vy €
(%, 1) tal que para todo n suficientemente grande temos que Lebp (R (D,n,vy)) < Ke™"
para algum esuficientemente pequeno e uma constante K > 0.

Demonstragao. Consideremos Ny, :={1,...,p,p+1,...,p+ ¢} e o conjunto
R(n,v) = {;E Ny, #{0<j<n—1:4; > p} nyn}.

Denotemos V; := ﬂ;-l;ol —J (Vij). Observe que z € R(D,n,~) entdo x € V; para algum
i € R(n,7). Logo,
V.

nyy) i

Vamos estimar a medida de V%, para um qualquer elemento i€ N Por

p+q°
definicao temos que fn‘V; é injetiva, portanto vale que:

Lebguyy (f" (V7)) = / | det D™ () |1, p|dLebp.
’ Vi
Como f7(V5) é um disco, pela injetividade de f™ neste dominios, e é tangente ao campo

de cones, pela invariancia do mesmo, temos que

n—1

| det DF" (2) |r.pl = [ [ |det DF (f7 (@) |7, piuy| = o™ (5.1.1)

J=0

Segue assim que
Lebp (‘/;‘) < O-_nLebf"(Vv) (fn <‘/Z)) < C()O'_”.
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Ora, entdao Lebp (R(D,n,7y)) < #R(n,v) - Coo~™. Precisamos estimar entao

4R (n, 7). Sefa
k:=min{meN: m>yn}.

Podemos escrever R (n,7) = Uj_,R; (n,7) em que
R;(n,y) = {ZEN£+q3 #{Ogjgn—l:ij>p}:j}.

E para cada j temos que

logo

n

n
Sabemos que como k > & entao (k) > <
J

) para todo k < j < n. Assim,

Usando o Lema 5.0.26 temos que

#R (n,7) < gAeB =np=ngr,

para n suficientemente grande e constantes uniformes A, B > 0. Note que para n sufi-

cientemente grande 7 < eBO=7" Logo
#R (n,7) < Ae*POmpl=2ngn,

Portanto
LebD (R (D7 n, 7)) S Cer_nlogUQZB(l_’Y)"p(l—’Y)nqn.

Entdo, como por hipdtese, assumimos que p=¢ < ¢ temos que (1 —v)logp + logq —

log o < —2¢ < 0. Portanto se escolhermos =, suficientemente proximo de 1 de forma que

2B(1 — ) < € entao:

—logo+2B(1—7)+ (1 —7)logp +logg < —e.
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Segue portanto que
Lebp (R (D, n, PY)) < C«OAen[— log 04+2B(1—v)+(1—7) log p+log g < COAe—en

para todo nsuficientemente grande. O]

Observacao 5.1.2. Suponhamos que nao tenhamos expansao de volume para todo o espago
ao longo de discos tangentes aos cones. Seja {Vi,...,V,, Voi1, ..., Vyiq}, uma particao de

M em dominios de injetividade. Assumamos que exista o > 1 e p < 1 tais que
]det Df (x) ’TID’ Z g (512)

para todo z € [J;_, Vj e
|det Df (x) |r.p| = p (5.1.3)

para todo x € ngl Vo4, onde D ¢é qualquer disco tangente ao campo de cones. Entao se
V= é como anteriormente e i€ R (n,7v), com vy € (%, 1), entao para todo r € V;en € N

temos que
n—1

H ‘det Df(f (x)) |Tfj(m)fj(D)’ > yopn.

=0
Entao se v e p sao suficientemente proximos de 1 temos que yop > 1 temos ainda expansao
de volume em tempo n. Entao substituindo a hipétese 3 pelas equagoes (5.1.2) e (5.1.3)

temos a validade da estimativa da frequéncia de visitas na regiao V,.; U --- U V,, dada
pelo Lema (5.1.1).

Corolario 5.1.3. Se D é um disco tangente ao campo de cones C’; e € (%, 1) € como
no Lema anterior entdo para Lebp quase todo ponto x € D existe n(x) € N tal que
x ¢ R(D,n,v) para todo n > n(x).

Demonstracao. Pelo Lema anterior, para todo n suficientemente grande, temos que:
Lebp (R(D,n,7)) < Ke™".
Portanto > 7 Lebp (R (D, n,v)) < 00, e pelo Lema de Borel-Cantelli, temos que
Lebp (Ny>1 Umsn R(D,n,7)) =0,

o que conclui a prova do corolario. O
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Consideremos L < 1 suficientemente préximo de 1 e ¢ > 0 suficientemente

proximo de zero de modo que
Lo A170) > ¢ > 1 (5.1.4)

Proposicao 5.1.4. Seja D um disco tangente ao campo de cones C’;. Entao existe ¢ > 0

tal que para Lebp quase todo x € D wvale que:

< —c < 0.

1 n—1
lim sup — lo
n—oo 1 Z &
7=0
Demonstragdao. Como D é um disco tangente ao campo de cones Cj e Cjj ¢ D f-invariante

temos que

<A <lsefi(z)¢O

(27 (7 @) Iy )

<L 'se fi(x)€O.

H (D7 (F @) Iy p00)

Entao para todo n:

n—1
Z log < Z log
§=0

jer(n,xz)

+ Zlog

j€g(n,z)

)

‘ (Df (7 () |Tfj<z>fj(D))_1

onde r(n,z) = {0<j<n—1:fl(x)eO}eg(nz) :={0,1,....n—1}\r(n,z). O
coroldrio 5.1.3 implica que para Lebp q.t.p. = existe n (z) tal que para todo n > n (x),
r ¢ R(D,n,v). Em outras palavras, para todo n > n(x) temos que #r (n,z) < yon.
Consequentemente #g (n,x) > (1 — 7o) n. Segue portanto que

1 1
< —#tr (n,2)log L' + —#g (n,z) log A,
n n

1 n—1
- j;o log

, -1
‘<Df (@) ’Tfﬂz)fj(D))
1 1
=— (—#r (n,z)log L + —#g (n,x)log )\u) .
n n

Como L < 1, temos que logL < 0 e portanto, como }1#7“ (n,z) < 7o temos que
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%#r (n,z)log L > vylog L. Também %#g (n,z)log Ay > (1 — 7o) log \,. Portanto

< —(vlog L + (1 — ) log A\y)

1 n—1 ‘ 1
E ;log H (Df (fj (:p)) |Tfj(x)fj(D)>
< — (log (LWO . )\E}*”’O))) < —c <.

]

Observe que se f é um endomorfismo que satisfaz 1, 2, 3 e 4, com a constante L
satisfazendo (5.1.4) entdo a Proposi¢do anterior nos diz que dado um disco D tangente
ao campo de cones Cg temos que Lebp quase todo ponto tem expansao nao uniforme
ao longo dos iterados do espaco tangente. A hipdtese (1) implica na existéncia de um
subfibrado D f-invariante e uniformemente estdvel. Além disto se A\, - L™1 < 1, temos
que existe uma folheagao estavel absolutamente continua tangente a este fibrado. Em
particular, temos que para Leb quase todo x € M, x tem expansao nao uniforme ao longo
de alguma direcao. Segue portanto que existem uma quantidade finita de medidas SRB
para f, pois f satisfaz as condigdes (H1), (H2), (H3) e (H4) descritas no Capitulo 2.

5.2 Derivados de endomorfismos de Anosov

Exemplo 5.2.1 (Bifurcagao Pitchfork). Considere M =T e g : M — M um endomor-
fismo Anosov linear de classe C", r > 1. Entao g é um endomorfismo Anosov especial,
ou seja, tal que os espagos instdveis independem das pré-drbitas, conforme [Prz76]. Seja
p € M um ponto fixo para g. Tome T,M = E; & E;, onde dim (EI‘;) = 2. Fixemos § > 0
e B(p,0) C M. Se § é suficientemente pequeno podemos escrever em B (p,d) em termos

de coordenadas locais em E; D E;‘:

g(.’L’,y,Z) = <)‘1 ’ JJ,h(y,Z))

onde z € E5 e (y,2) € By e \; € R é o autovalor de D f na diregao E5, [A| < 1. Sejam
A2, Az € R, [Ag| > [A3] > 1 os autovalores de Df em E}. Deformamos por isotopia a

aplicacao h num arco [0, 1] ¢ — h, tal que:

2. hy, t € [0,1] tem um ponto fixo p;, continuacao de p. Assumiremos sem perda de

generalidade que p; = p para todo ¢ € [0,1] ;

3. hy: B () C Ef, — Ef, é uma aplicacdo C"para todo t € [0,1] , onde Ef, := E

para todo t € [0, 1];
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Figura 5.2.1: Antes da bifurcagao existe um tnico ponto fixo repulsor. Apés a bifurcagao
surgem um ponto fixo atrator e dois pontos fixos repulsores.

4. os autovalores de Dhy em p sdo Ag e p € R com |p| < 1.

Suponhamos que p seja suficientemente proximo de 1 tal que
A2 p[ > 1.
Considere r suficientemente grande tal que exista vy € (%, 1) tal que
r=7 <A - pl.

Assuma que exista uma partigao de M, {B1, Bs, ..., By, B} com k > r | por dominios de
injetividade, onde B = B (p, ). Note que, a menos de reduzirmos § > 0, B (p, 9), ¢ | B(p,s)
é injetiva para todo ¢ € [0, 1]

Consideremos entao ¢; : M — M dada por ¢ (z,y,2) = (A-z,h(y,2)) em
B (p,d) e gt |am\Bps)= 9 |m\B(p,s)- Observe que TM = Ej ® Ef. Definindo para a € (0, 1)

Ci (2) = {v=0s D s [ve]| < eflus]l}

Gl (z) ={v=vsDve: usll < allecll}.

Assumamos que

MMl <le [h-p <L

Afirmamos que g; satisfaz as hipdteses (1), (2), (3) e (4). De fato, observe que

*

i ¥ =s5,ce Dg (p)_lv =

dado v € C* (g1 (p)) temos que v = vy ® v, onde v, € E
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-1 —1 ~ .
Dg, (p)” -vs+Dgy (p)~ -v.. Entao, considerando a norma da soma em 7'M e escrevendo
Ve = Ue2PU.,3 onde v, 2 pertence ao autoespago associado a Ay e v, 3 pertence ao autoespago

associado a p temos que

[Dg1 (0) ™" - vel| < [|Dgi (0) ™" - veall +[|Dgr ()" - ves
< Aol loeall + 1o ™ lvesl|
< 1ol ™" (vell + llvesl) = 1o llvel
< Jol™ aflosll < al ol || Dar ()" v
< a|[Dgi (p)™" - sl

Ou seja, Dgy (p)~" - v € C5 (p). Analogamente, se v € C¥ (p) entdo

1Dg1 (p) - vsl| < [AeMa] e[| Dy (p) - vel| < e[| Dgy (p) - ve]

e Dgy (p) - v € C{ (p). Por continuidade, temos o mesmo para todo z € B (p,0).
Observe ainda que para v € C{' (p) temos que ||Dgy (p) - v|| > (1 — «) - p|jv]|. Por

continuidade, para = € B (p,d) temos
[Dg1 (x) - vl =2 (1 —a) - pllo] .
Se x ¢ B (p,0), como g1 [an\Bps)= 9 |M\B(p,s) temos que
[Dgy (x) - oll = (1 —a) - Az [Jo]] -

Entao, tomando O = B (p,d) temos que valem as propriedades (1), (2) e (4).
Para verificarmos a propriedade (3), observe que det (Dg (p) | Ef,p) ¢ aproximadamente
dada pelo produto Asp. Em particular para todo = € B (p,d) temos a mesma estimativa
(possivelmente para uma constante um pouco menor). Fora de B (p, d), g1 expande volume
em EY , por hipotese.

Sendo assim, ¢g; admite um numero finito de medidas SRB. Tomando V C
End" (M) uma vizinhanga aberta de g; suficientemente pequena, é facil ver que valem
essas hipotese robustamente e portanto temos a estabilidade estatistica destas medidas

conforme Teorema 4.0.25.

Exemplo 5.2.2 (Bifurcacao de Hopf). Consideremos g : M — M como no exemplo 5.2.1,
ou seja, um endomorfismo Anosov Linear em M = T®. Seja também p € M um ponto fixo
e T,M = E; & E; com dim (E;;) = 2. Podemos repetir a construcao acima considerando
uma bifurcacao de Hopf do ponto fixo p, deformando g por isotopia. Assumamos entao

que Dg possua dois autovalores complexos conjugados de valor absoluto p > 1. Obtemos
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entdo um arco [—1,1] 3 ¢t — g, satisfazendo:

1. para todo t € [—1,1], g; é um endomorfismo de classe C” com um ponto fixo py,

continuagao de p. Assumiremos por simplicidade que p, = p para todo t € [—1, 1].

2. 9.1=g

3. para todo t < 0, g; ¢ um endomorfismo Anosov. gy tem autovalores complexos

conjugados de valor absoluto 1 restrito a Eg .

4. a bifurcagao de Hopf acontece no parametro t = 0. Entao para todo parametro
t > 0 suficientemente pequeno temos que os autovalores de Dg; restrito a Ef sao
ainda complexos conjugados mas tem valor absoluto menor do que 1. Para estes
parametros surge ainda um circulo invariante C, em volta de p, que é repulsor. O

ponto p torna-se um ponto fixo atrator.
5. 9t |m\Bpo)= 9 |m\B(p,s) Para todo t € [—1,1]

<A< 1.

Como no exemplo anterior, o espago E;, = E*,  para todor € M e HDgt E:
Fixemos entao f = g, para algum parametro t, > 0 satisfazendo as assertivas acima.
Denotemos por py, o valor absoluto dos autovalores de Dgy, (p) em Ef . E fécil ver a
existéncia de cones invariantes para f. Suponha A o autovalor de D f na diregao E°. Note
que em M\ B (p,d) temos que |det Df (z) |r,p| > |p| para todo disco tangente ao campo

de cones. Em B (p,d), |[det Df (x) |7.p| > |pt,]. Assumindo que exista v € (0, 1) tal que
plp > 1

e que 0 > 0 ¢ suficientemente pequeno tal que {By, ..., By, B (p,0)} é uma particao de M

em dominios de injetividade tal que

P < vppry

temos que f satisfaz as hipdteses (1), (2), (3) e (4).
Com no exemplo anterior, é facil ver que podemos mostrar que para todo g numa
vizinhanga aberta de f, g é um endomorfismo parcialmente hiperbdlico com um campo

de cones nao uniformemente expansor.

Observagao 5.2.3. Usando [Tsu05, Proposi¢ao 4.7], se nos restringimos a endomorfismos
parcialmente hiperbdlicos em superficies, temos que a medida SRB aqui encontrada é

também absolutamente continua com respeito a medida de Lebesgue na superficie.
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5.3 Difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos e apli-

cacoes nao uniformemente expansoras

Em [ABV00, Apéndice A], Alves, Bonatti e Viana exibiram duas classes abertas
de aplicacoes nao uniformemente hiperbédlicas: a primeira delas consiste em endomorfismos

nao singulares de classe C1* para os quais vale

n—1

1 ~ -1
lim — 1 D J < —-2c<0 5.3.1
o3 lox D7 (#(0) ) < -2 (531)

n—oo

em um conjunto com medida de Lebesgue positiva; a segunda classe é formada por difeo-
morfismos admitindo uma decomposicao dominada invariante TM = E°® E°, em que E*

é um espaco uniformemente contrator e £ satisfaz

n—1
1 : -1
li — log || D J <=2 3.2
1msupnjEO og |Df (f7 (z)) < —2c<0 (5.3.2)

n—o0 E;H'l(l') H

em um conjunto H com medida de Lebesgue positiva.

Os endomorfismos satisfazendo a desigualdade (5.3.1) sdo ditas aplicagdes nao
uniformemente expansoras e correspondem em nosso contexto ao caso em que tomamos
o fibrado E*® nao trivial e o campo de cones corresponde ao fibrado tangente inteiro.

Os difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos satisfazendo (5.3.2) também satis-

fazem as nossas hipéteses. De fato, a equagao (5.3.2) é equivalente a dizer que

i1 ()

S 10g 107 (£ () ey, Il < 20 <0
j=0

para todo n suficientemente grande. Entao, pela continuidade da derivada, se a > 0 ¢é

suficientemente pequeno, podemos dizer que

1 n—1 ' B
=D log || (DF (£ (@) lewpwn) | < —2¢<0
j=0

para todo n suficientemente grande, onde C, é o campo de cones invariante de amplitude

a > 0 centrado em E°. Em outras palavras,

n—o0

' 1 n—1 ' B
limsup — "log|| (Df (f («)) leupay) I < 20 <0
=0

para todo x € H.
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Sendo assim, nossos resultados se aplicam a difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos
nao singulares e transformagoes nao uniformemente expansoras nao singulares contidas

em [ABV00, Apéndice A].



Capitulo 6
Perspectivas futuras

Neste trabalho mostramos a existéncia de medidas SRB para endomorfismos nao
singulares parcialmente hiperbdlicos e mostramos a continuidade com respeito a topologia
fraca * (estabilidade estatistica) das medidas em relacdo a dinamica. Dada a existéncia
desta medida surgem questoes naturais que, respondidas, levam a um maior entendimento
do comportamento das 6rbitas do sistema do ponto de vista desta medida invariante.

Podemos também indagar sobre generalizacoes de nossos resultados para endo-
morfismos singulares ou ainda sobre outras formas de estabilidade das medidas SRB.

Neste capitulo apresentamos algumas destas questoes a ser respondidas no futuro.

6.1 Endomorfismos singulares

Como salientamos anteriormente, o Teorema A é uma generalizagao de resultados
de [ABVO00] para endomorfismos nao singulares parcialmente hiperbélicos. Em [ABV00],
os autores também abordam o caso de difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos e en-
domorfismos nao uniformemente expansores admitindo um conjunto singular § C M.
Assumindo que f se comporta como uma poténcia da distancia ao conjunto 8§ em regioes
proximas de §, eles mostram que existe um numero finito de medidas SRB para f
([ABVO00, Teorema C e Corolério DJ).

E natural ento investigarmos o que ocorre com endomorfismos parcialmente

hiperbdlicos admitindo regices singulares:

Pergunta 6.1.1. Seja f : M\8 — M\8 um endomorfismo de classe C*** admitindo um
subfibrado invariante contrativo, onde § € uma regiao critica de f. Quais condigoes sobre

8 devemos ter para que tenhamos a existéncia de medidas SRB para f?

111
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6.2 Estabilidade estocastica

Supondo V C End' (M) um aberto de endomorfismos nao singulares parcialmente
hiperbdlicos com constantes uniformes, o Teorema B diz que vale a estabilidade estatistica
neste aberto. Ou seja, para quaisquer sequéncia (g ),y €m V convergindo para g € V, se
[, € uma sequéncia de probabilidades ergddicas, em que u, é uma medida SRB para g,
para todo n € N, entao todo ponto de acumulacao de (fi,), oy ha topologia fraca * é uma
combinacao convexa das medidas SRB de g. Isto nos d& uma continuidade das medidas
SRB com respeito & g € V com a topologia fraca *.

Podemos questionar acerca da continuidade das medidas SRB com respeito a
perturbagoes aleatérias da dinamica. Uma perturbacao aleatéria de f € V é uma familia
(0e).o de probabilidades em V tais que existe uma vizinhanga V, (f) de f para todo € > 0

satisfazendo:

supp (0) C Ve (f) e [\ Ve(f) ={f}.

e>0

Ademais, V;, (f) C V., (f) se &1 < e5. Considere o skew product

F: VWxM — VN x M
(frz) = (o)) folx)

ondei:(fo,fl,...,fn,...)ea:VN—>VN dado por

U(fo,fl,...,fn,...):(fl,...,fn,...).

Uma medida g€ em M é dita uma medida estaciondria se a medida 0 x u¢ é
uma medida invariante em VN x M. Diremos entdo que f é estocasticamente estavel se
para uma sequéncia de medidas estacionarias (1), qualquer ponto de acumulagao é
uma combinacao convexa das medidas SRB de f.

Temos a estabilidade estocastica para abertos de difeomorfismos parcialmente
hiperbdlicos (veja [AAVO0T7]). Entao esperamos uma resposta positiva para a seguinte

questao:

Pergunta 6.2.1. Se f ¢ um endomorfismo nao singular parcialmente hiperbolico e ex-
iste uma vizinhanga V C End' (M) de f constituida de endomorfismos nao singulares e

parcialmente hiperbolicos entao f € estocasticamente estdavel?
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6.3 Continuidade absoluta da medida SRB com re-

speito a medida de Lebesgue

Em [Tsu05, Proposi¢ao 4.7], o autor mostra que, para endomorfismos parcial-
mente hiperbdlicos nao singulares em superficies, medidas SRB hiperbélicas sao absoluta-
mente continuas com respeito a medida de volume na superficie, nao somente ao longo de
variedade instaveis. Intuitivamente, a continuidade absoluta é obtida a partir do estudo
das intersecoes de iteracoes de discos instaveis com uma fixada vizinhanga da variedade.
Deduz-se a continuidade absoluta com respeito a medida de Lebesgue na superficie a par-
tir da continuidade absoluta ao longo das variedades instéaveis. Comportamentos similares
podem ser observados em nosso contexto de endomorfismos nao singulares parcialmente

hiperbdlicos em dimensao finita qualquer, o que nos leva a seguinte questao:

Pergunta 6.3.1. Se pu é uma medida SRB para um endomorfismo nao singular parcial-

mente hiperbolico f entao p € absolutamente continua com respeito a Lebesgue?

6.4 Propriedades estatisticas da medida SRB

Se f é um endomorfismo nao singular parcialmente hiperbdlico satisfazendo (H1),
(H2), (H3) e (H4) e p é uma medida SRB para f dada pelo Teorema A entdo u é uma
medida fisica (Lema 3.5.4). Lembremos que uma medida p é dita uma medida fisica se a

sua bacia

n—1
1
B(p) := {a: € M : existe lim —dej(m) = u}
7=0

n—oo N 4

tem medida de Lebesgue positiva. Ademais, se f é transitiva e o conjunto H da hipdtese
(H3) tem medida de Lebesgue total entdo esta medida fisica é unica e B (u) também
tem medida de Lebesgue total. Em particular, dada ¢ : M — R uma funcao continua o

conjunto

n—oo M

D, (p) := {x € M : existe lim l‘igo(fj (z)) = /(pdu}

tem medida de Lebesgue total. Consequentemente, se definirmos paran € Ne e > 0

2

entdo lim,_,o Leb (D, (1, m,€)) = 0. Surge entdo a questdo das taxas de convergéncia

n—

SRS

o (f (z) - / edp

D, (p,n,€) = {xEM:

1
3=0

deste limite o que chamamos de taxa de grandes desvios para a medida pu. Taxas de

grandes desvios para medidas SRB para difeomorfismos parcialmente hiperbdélicos foram
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provadas em [AP10]. E natural entdo buscar responder a seguinte:

Pergunta 6.4.1. Que tipo de taxa de grandes desvios para a medida SRB p para o
endomorfismo parcialmente hiperbolico f podemos obter e para qual classe de observdveis

podemos obter tais taxas?

Uma outra propriedade estatistica para o conhecimento do comportamento da
dinamica é o decaimento de correlagoes. Dados dois observaveis ¢, : M — R, definimos

a funcao correlacao, para cada n € N, como sendo

Co (0, ) r=‘/(@Of”)wdu—/sodu-/wdu‘.

Para determinadas classes de observaveis é possivel mostrar que esta fungao converge a
zero quando n tende a infinito e exibir taxas para esta convergéncia. Por exemplo, para
observaveis Holder continuos com respeito a difeomorfismos parcialmente hiperbdlicos
como em [ABVO00], temos condigdes para taxas de decaimento de correlagbes polinomiais
(ver [AP10)). E intuitivo investigar o que acontece no contexto de um endomorfismo em

geral:

Pergunta 6.4.2. Para qual classe de observdveis podemos obter taxas de decarmento de

correlacoes? Que tipo de taxas podemos obter?

Uma forma de obter respostas para a pergunta anterior seria uma adaptacao
da construgao de torres de Young (veja por exemplo [AP10]) para o contexto de en-

domorfismos parcialmente hiperbdlicos e adaptar os resultados devidos a L.S. Young
([You98, You99)).
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