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Resumo

Neste trabalho obtemos uma cota superior para a taxa exponencial de grandes
desvios para observaveis continuos em semifluxos de suspensao sobre uma base unidi-
mensional nao-uniformemente expansora com singularidades nao-flat ou descontinuidades,
onde a fungao teto que define a suspensao se comporta como o logaritmo da distancia
para o conjunto singular/descontinuo da aplicagdo base. Para obtermos tal cota, mos-
tramos que a transformacao da base apresenta recorréncia exponencialmente lenta para
o conjunto descontinuo. Os resultados sao aplicados, em particular, para semifluxos que
modelam sumidouros hiperbdlicos singulares em variedades tridimensionais nao necessa-
riamente transitivos. Como coroldrios obtemos taxas de escape de subconjuntos destes
sumidouros sem medida total e resultado de existéncia de medida fisica para classes de

transformacoes do intervalo expansoras por pedacos com singularidades.

Palavras chaves: Sumidouro, atrator, conjunto hiuperbdlico-singular, grandes desvios,
aproximacao exponencialmente lenta, transformacoes expansoras por pedacos com singu-

laridades.



Abstract

We obtain a exponential large deviation upper bound for continuous observables
on suspension semiflows over a non-uniformly expanding base transformation with non-
flat singularities or criticalities, where the roof function defining the suspension behaves
like the logarithm of the distance to the singular/discontinuous set of the base map.
To obtain this upper bound, we show that the base transformation exhibits exponential
slow recurrence to the singular set. The results are applicable in particular to semiflows
modeling singular-hyperbolic attracting sets of three-dimensional flows. As corollary of
the methods we obtain result on the existence of physical measure for classes of piecewise
expanding maps of the interval with singularities. We are also able to obtain exponentially

fast escape rates from subsets without full measure.

Keywords: Attracting set, attractor, singular-hyperbolic set, large deviations, exponen-

tially slow approximation, piecewise expanding transformation with singularities.
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Introducao

Um dos conceitos mais importantes em Sistemas Dinamicos é a nogao de medida
fisica (SRB) para um fluxo ou transformagao. Diz-se que uma medida de probabilidade
invariante p para um fluxo X' em uma variedade compacta é fisica se o conjunto de pontos
z tais que, para toda funcao continua 1

im 1 | s = [ van

t—o00

tem medida de Lebesgue positiva no espaco ambiente. Equivalentemente, definimos bacia
de uma ptrobabilidade invariante p como sendo o subconjunto de pontos z € M tais que
T}Lrgo % /0 §(X7(2)) = p na topologia fraca® e uma medida fisica é aquela cuja bacia tem
volume positivo.

Dos primeiros trabalhos sobre existéncia de medidas fisicas destacamos os traba-
lhos de Sinai, Ruelle e Bowen, em [29, 30, 47, 48, 53], nos quais é provada a existéncia
dessas medidas para difeomorfismos e fluxos uniformemente hiperbdlicos. Mais recente-
mente, Alves, Bonatti e Viana, em [5], mostraram existéncia para difeomorfismos par-
cialmente hiperbdlicos e aplicagdes nao-uniformemente expansoras. E, mais préximo do
nosso contexto, destacamos o trabalho de Aratjo, Pacifico, Pujals e Viana ([15]) que
prova a existéncia para atratores hiperbdlicos singulares em dimensao trés. Tais medi-
das para aplicagoes e fluxos nao uniformemente hiperbdlicos foram obtidas recentemente
[44, 32, 25, 26, 8, 5].

Mostrado que estas medidas existem, é natural considerar a taxa de convergéncia
das médias temporais para a média espacial. Essa taxa pode ser medida pelo volume do
subconjunto de pontos cujas médias temporais estao afastadas da média espacial por uma
quantidade fixada, até certo tempo de evolucao. Precisamente, se fixarmos ¢ > 0, uma

margem de erro, e considerarmos o conjunto

pe={o: |1 [Cvexcanas- | i > e},

procuramos condigoes sob as quais a sua medida de Lebesgue decai exponencialmente

rapido, isto é, se existem constantes C, & > 0 tais que

1



Leb(Br) < Ce ", para todo T > 0.

Esta taxa esta relacionada com o formalismo termodinamico, primeirodesenvol-
vido para difeomorfismos uniformemente hiperbélicos por Bowen, Ruelle e Sinai (veja
por exemplo [29, 30, 49, 50, 33, 28, 44], entre outros). Estes autores estudaram siste-
maticamente a construcao e propriedades de medidas fisicas para difeomorfismos e fluxos
hiperbdlicos. As propriedades estatisticas de medidas fisicas sao um objeto de intenso
estudo, veja por exemplo [30, 40, 54, 55, 27, 3, 4, 7, 35, 18, 12]. A principal ideia por
tras destes esforcos é que a familia {1) o X'}, assintoticamente, comporta-se em muitos

aspectos como uma variavel aleatéria i.i.d..

0.1 Resultados Principais

O estudo dos fluxos de suspensao é motivado pela modelagem de um fluxo que
admite uma segao-transversal global. Tal fluxo é equivalente a um semifluxo de suspensao
sobre a aplicagao de retorno de Poincaré para a secao transversal com funcao teto dada
pela funcao tempo de retorno para os pontos da secao. Isto é uma das principais ferra-
mentas técnicas na teoria ergddica de fluxos Axiomas A (ou uniformemente hiperbélicos)
desenvolvidas por Bowen e Ruelle [30], permitindo passar deste tipo de fluxo para um
fluxo de suspensao sobre um shift com nimero finito de simbolos e fungao teto limitada.
Entao, as propriedades da transformagao base sao usados para deduzir muitos resultados
para o fluxo de suspensao, que sao entao passados para o fluxo original.

Em [13], Araijo obteve uma cota superior de grandes desvios exponencial para
observaveis continuos em semifluxos de suspensao sobre uma transfrmacao base nao uni-
formemente expansora com singularidades nao-flat ou criticalidades, onde a funcao teto
que define a suspensao comporta-se como a distancia logaritmica para o conjunto sin-
gular/critico da transformacao base. Estendemos aqui este resultado de grandes desvios
para a medida de volume obtido para atratores geométricos de Lorenz, provando o mesmo
para sumidouros hiperbdélicos-singulares em variedades tridimensionais sem assumir tran-
sitividade. Isto nos obrigou a, primeiro, generalizar a construcao de uma aplicacao global
de Poincaré obtida em [15] via segbes adaptadas do fluxo, construidas agora sem assumir
transitividade; segundo, a lidar com a possivel existéncia de diversas medidas fisicas, em
numero finito, cujas combinagoes lineares convexas formam o conjunto denotado por E
de todos os estados de equilibrio destes conjuntos em relagao ao potencial dado pelo loga-
ritmo do jacobiano centro-instavel do fluxo, e que exigiram uma modificacao simples da
reducao do conjunto de desvios do fluxo para uma transformacao unidimensional.

Finalmente, e tecnicamente mais delicado, generalizamos a prova, dada em [13]



para uma transformacao expansora por pedacos do intervalo com descontinuidades singu-
lares, da recorréncia exponencialmente lenta para transformagcoes expansoras por pedacos

com singularidades e descontinuidades. Provamos assim o seguinte resultado:

Teorema A. Seja X' um fluxro em uma variedade tridimensional exibindo um sumidouro
hiperbolico singular com regiao armadilha U. Denote por Leb a restrigao normalizada
da medida de Lebesque em U e assuma que o sumidouro tem wvolume zero e todas as

singularidades sao do tipo Lorenz. Seja v : U — R uma funcao continua e limitada,

>e}<0.

Este resultado nos permite obter informacoes sobre a taxa de escape de um com-

entao para qualquer € > 0

1
lim sup T log Leb {z eU : inf

T—o0 HEE

7| o= uw)

pacto em . Precisamente, fixe K C U um subconjunto compacto. Dado € > 0 pode-
mos encontrar um conjunto aberto W O K contido em U e uma fungao bossa continua
¢ :U — Rtal que Leb(W\K) <ecom 0 < ¢ <1, ¢|g = 1 e planw = 0. Entao, obtemos
para T > 0

{zGK:Xt(z)GK,O<t<T}C{ZEL{:%/OT@(Xt(z))dtzl},

e deduzimos o seguinte, usando o Teorema A:

Corolario B. No mesmo contexto do Teorema A. Seja K um subconjunto compacto de

M tal que inf,cg p(K) < 1. Entao,

limsup%logLeb ({zreK:X'(2) e K,0<t<T})<0.

T—o0

Para provar o Teorema A usamos a propriedade de aproximacao exponencial-
mente lenta as singularidades de uma transformacao unidimensional, obtida por quoci-
ente sobre folheacao uniformemente contrativa da dinamica de uma certa transformagao

de retorno Poincaré a uma familia finita de se¢oes adaptadas.

0.2 Recorréncia exponencialmente lenta ao conjunto

de descontinuidades/ singularidades

Nos Capitulos 2 e 3 veremos que para um conjunto aberto e denso de campos
de vetores X de classe C? tendo um sumidouro hiperbélico singular A em uma variedade
tridimensional, existe uma familia finita = de secgoes transversais e uma aplicacao global

de Poincaré R : Zy — Z, R(z) = X"@(z), para alguma 7 : = — R, fundo tempo



de retorno e =y = Z\I', em que I' é uma familia finita de arcos suaves. Ademais, esco-
lhendo coordenadas adequadas em Z a aplicacdo R pode ser escrita como F : Q — Q,
F(z,y) = (f(x),9(x,y)) e a funcao f : I\D — I, onde I = [0,1] e D C I é um con-
junto finito de pontos, é mondtona, C** em pedacos com n + 1 ramos definidos nas
componentes conexas de I\D e tem um conjunto finito de medidas invariantes absolu-
tamente continuas (a.c.i.m.), ,uie. Mostraremos que a aplicagao f satisfaz a condigao de
aproximacao exponencialmente lenta ao conjunto de descontinuidades e singularidades.

Denotamos As(z) = |logdists(z,S)| a distancia logaritmica J- truncada de x €
M a S, isto é, As(x) é ndo negativa e continua longe de S, identicamente nula 24-longe
de S, eigual a —log dist(z,S) quando dist(z,S) < § e toma valores entre 0 e —log § para
x tal que que dist(z,S) < 20.

De fato, mostramos esta propriedade para transformacgoes expansoras possivel-

mente com infinitos ramos, como segue:

Teorema C. Seja f : I\D — I uma fun¢do unidimensional mondtona, C'T em pedagos
com ramos mondtonos definidos nas componentes conexas de I\D tal que inf|f'| > 1
onde estd definida. Além disso, assuma que o conjunto D seja enumerdvel e que se divida
em dois subconjuntos S e D\ S, em que S # ) € o conjunto finito das singularidades

satisfazendo:

1. para todo b € D existem os limites laterais f(b%) = limy_y+ f(t);

(a) existe L € 7 tal que para todo b € D\S existe T(b*) < L tal que fTO5) (bF) € S;

(b) para todo b € S existe 0 < a = a(b) < 1 e, existe e € finito e nao nulo algum

(ou ambos) dos limites laterais limy s |t — b= f'(t).

Tal fungao tem recorréncia exponencialmente lenta ao conjunto das descontinuidades/singularidades

D, ou seja, para todo € > 0 existe d > 0 tal que

n—oo 1

n—1
1 1 .
lim sup — log Leb {x el: — g As(f(x)) > e} < 0.
ni=

Neste resultado, assumimos que cada ponto de descontinuidade com derivada
finita seja enviado para outro ponto de descontinuidade com derivada infinita; que cada
ponto de descontinuidade seja nao degenerado; e que o nimero de pontos com derivada
infinita seja finito.

Exemplos de aplicacao sao os sumidouros hiperboélicos-singulares: eles induzem
uma transformacao unidimensional com estas propriedades, que de fato tem um nimero

finito de ramos.



Por resultados bem conhecidos sobre transformacoes nao uniformemente expanso-
ras (veja por exemplo a Segao 4 do Capitulo 1) o Teorema C garante também a existéncia
de nuimero finito de medidas invariantes ergédicas e absolutamente continuas para trans-

formacoes na classe dada no Teorema C. Mais precisamente,

Corolario 0.2.1. Seja f nas condi¢oes do Teorema C. Eziste uma quantidade finita de

medidas invariantes ergodicas absolutamente continuas com respeito a Lebesque.

Este resultado generaliza resultados bem conhecidos de existéncia de probabili-
dade invariante absolutamente continua para transformacao expansoras por pedagos do
intervalo de classe C'*¢, possibilitando uma infinidade de ramos e fornecendo também in-
formacao estatistica sobre a recorréncia de quase todas as orbitas aos bordos dos dominios
de monotonia da transformacao. Em particular, segue da aproximagao exponencialmente
lenta, que a cauda da funcao primeiro tempo hiperbdlico desta classe de transformagoes
é exponencial, o que nos fornece outras propriedades estatisticas muito fortes para as

probabilidades invariantes absolutamente continuas destas transformacoes; veja [7], [45] e

[6].

0.3 Sobre a prova dos resultados

A prova destes resultados exigiu a generalizacao da construcao de secoes adapta-
das obtidas pela primeira vez em [15] para o caso de um atrator hiperbélico-singular (um
sumidouro hiperbélico-singular transitivo) e a deducao de certas propriedades topoldgicas
das variedades estaveis das singularidades destes sumidouros.

Em [15] a construcao de segoes adaptadas, necessarias para a redugao da dinamica
do fluxo a uma aplicacao global de Poincaré, foi feita assumindo existéncia de 6rbita densa
no sumidouro. Generalizamos esta construcao para sumidouros hiperbdlicos singulares
assumindo que o volume destes é zero, garantindo em particular que eles nao tém pontos
interiores. Esta suposigdo de volume zero é natural visto que se sabe (pelo trabalho
de [2]) que um sumidouro hiperbdlico singular transitivo préprio de um campo C? tem
necessariamente volume zero.

Em [13] a aproximacao exponencialmente lenta foi obtida para uma transformacao
do intervalo com ntmero finito de ramos todos singulares, com derivada crescendo como
o logaritmo da distancia aos bordos dos intervalos de monotonia, segundo o modelo da
transformacao de Lorenz. No nosso contexto, para reduzirmos a dinamica a transformacao
do intervalo, precisamos admitir ramos singulares mas também ramos com derivada finita
e limitada. Isto cria problemas de controle de distorcao em érbitas que passam muito

perto do bordo destes intervalos de monotonia.



Ademais, em [13] a expansao proporcional a uma poténcia da distancia ao bordo
resolvia o problema via um argumento de refinamento dinamico de parti¢des. Agora mos-
tramos que os sumidouros considerados admitem familia de se¢oes adaptadas com bordos
contidos em variedades estaveis das singularidades do sumidouro, que induz transformagcao
do intervalo cujos bordos dos intervalos de monotonia sao ou singulares, ou enviados em
pontos singulares em numero finito de iteragoes da transformagao. Isto é suficiente para
que o método de prova da aproximacao exponencialmente lenta de [13] possa ser estendido
para a nossa dinamica.

Além disto, temos que lidar com o fato de que nosso sumidouro pode ter varias
medidas fisicas, em vez de uma tunica medida fisica, como em [13] e [15]. Mostramos
que tal como pegas basicas no contexto uniformemente hiperbdlico, toda medida fisica
¢ SRB e ¢ um estado de equilibrio com respeito ao jacobiano centro-instavel, e que esta
familia vem de medidas invariantes ergddicas absolutamente continuas da transformacao
do intervalo induzida. Usaremos este conjunto [E de estados de equilibrio para exprimir o

que queremos dizer com grandes desvios no enunciado do Teorema A (veja segao 4.1).

0.4 Organizacao do texto

No Capitulo 1, apresentamos defini¢oes preliminares e alguns resultados gerais so-
bre hiperbolicidade e hiperbolicidade singular, destacando a prova da equivaléncia entre
medidas SRB e estados de equilibrio no contexto hiperbdlico singular sem transitividade.
No Capitulo 2, descrevemos a construgao da transformacao de retorno de Poincaré que
vamos usar para reduzir a dinamica deste sumidouros para uma transformacgao unidi-
mensional. No Capitulo 3, estudamos mais profundamente certas propriedades desta
aplicagao unidimensional. Mais precisamente, mostramos aqui que para um conjunto
aberto e denso de campos de vetores X de classe C? tendo um sumidouro hiperbdlico
singular A em uma variedade tridimensional, existe uma familia finita = de seccoes trans-
versais e uma aplicacdo global de Poincaré R : Zy — Z, R(z) = X7@(z) tal que esco-
lhendo coordenadas adequadas em = a aplicacao R pode ser escrita como F' : Q— Q,
F(z,y) = (f(z),9(z,y)) e a fungdo f : \D — I é mondtona, C'** em pedagos com n + 1
ramos definidos nas componentes conexas de I\D e tem um conjunto finito de medidas
invariantes absolutamente continuas (a.c.i.m.), ,ulj}. Veremos que a aplicacao f, satis-
faz a condicao de aproximacao exponencialmente lenta ao conjunto de descontinuidades
e singularidades. No Capitulo 4, mostramos como reduzir o enunciado do resultado de
grandes desvios do Teorema A para um resultado de grandes desvios para a aplica¢ao uni-
dimensional induzida. No Capitulo 5, provamos a aproximacao exponencialmente lenta

as descontinuidades/singularidades desta aplicagao unidimensional, completando a prova



dos Teoremas A e B.

Terminamos com algumas perspectivas de desenvolvimento futuro no Capitulo 6.



Capitulo 1
Preliminares

Ao longo da tese iremos considerar M uma variedade Riemanniana compacta sem
bordo, conexa e de dimensao trés. Fixamos em M uma distancia d induzida pela métrica
riemanniana.

Na primeira secao deste capitulo estabeleceremos notacoes e defini¢oes prelimi-
nares para fluxos, e na segunda secao estabeleceremos as principais ferramentas utilizadas

ao longo deste trabalho.

1.1 Definicoes Gerais

1.1.1 Equacgoes diferenciais ordinarias

Denotaremos por X'(M) o conjunto dos campos vetoriais de classe C* em M
munido da topologia C!. Lembramos que um campo vetorial é uma aplicacao de classe
C', X : M — TM, onde TM é o fibrado tangente associado & variedade M. Para cada
X € X'(M) denotaremos por X' o fluxo induzido por X, que definiremos da seguinte
forma.

Um fluxo de classe C' é uma familia (X');cg de difeomorfismos de classe C*

satisfazendo as seguintes propriedades:
1. X°=1d: M — M é a aplicacao identidade em M:;
2. X' = X' o X* para quaisquer t,s € R.

Dado um campo vetorial de classe C*, X, existe tinico fluxo associado ao campo X que

satisfaz

d
EXt(QHt:to = X(X"(q)) para quaisquer ¢ € M e ty € R.

Se o bordo de M ¢é vazio, como M é compacta, todo campo vetorial de classe

C', X, é limitado, e portanto, o fluxo X! esta definido em toda reta real. Note que,
8



reciprocamente, um fluxo X! determina unicamente um campo vetorial X cujo fluxo
associado é precisamente X°.

Dado X € X!'(M), uma singularidade de X ou um ponto fixo para o fluxo X* é
um ponto p € M tal que X'(p) = p para todo ¢ € R. Nesse caso temos X (p) = 0. Ao
longo desta tese denotaremos por S(X) o conjunto de todas as singularidades do campo
X. Todo ponto p € M\S(X) é chamado ponto regular para X.

Diremos que um fluxo é nao-singular se ele nao admite pontos fixos. Analoga-
mente, diremos que um campo vetorial é nao-singular se ele nao admite singularidades.

Dado p € M, a érbita de p através de X é o conjunto O(p) = Ox(p) = {X*(p) :
t € R}. Sendo assim, o é uma singularidade se, e somente se, Ox (o) = {o}. Uma 6rbita
periédica de X ¢é uma 6rbita Ox(p) tal que X7 (p)=p para algum T > 0 e X'(p) # p
para todo t € (0,7). Nesse caso, chamamos T o periodo de p ou da érbita de p. Uma
orbita é compacta se, e somente se, ela é uma singularidade ou uma Orbita periédica.
Denotaremos por Per(X) o conjuntos das dérbitas periddicas de X.

Um elemento critico de um campo X é um ponto p € M que é uma singularidade
ou pertence a uma 6rbita periddica. Definimos o conjunto Crit(X) = S(X) | Per(X)
pelo conjunto dos elementos criticos de X. Por uma orbita fechada nés queremos dizer
uma 6rbita que é uma singularidade ou uma orbita periddica.

Dizemos que um ponto p € M ¢é nao errante se para toda vizinhanca U de p
e todo T" > 0 existe t > T tal que X*(U)(U # 0. O conjunto nao-errante Q(X) é o
conjunto de todos os pontos nao errantes de X.

Se p € M, definimos o conjunto w-limite do ponto p, wx(p), pelo conjunto dos
pontos de acumulacdo do seguinte conjunto: {X*(p) : ¢ > 0}. Analogamente, definimos
o a-limite do ponto p por ax(p) = w_x(p), onde —X é o campo inverso de X. Segue
que o a-limite e o w-limite de qualquer ponto da variedade M estao contidos no conjunto
nao-errante.

Um subconjunto A de M é dito invariante por X se X*(A) = A, para todo t € R.
Um subconjunto invariante A é dito transitivo se existe p € A tal que wx(p) = A, e ele é

dito solado se,

A=) xW),

teR

para alguma vizinhanca aberta U de A. Tal vizinhanca é chamada um bloco isolador.

Se U pode ser escolhido tal que X*(U) C U, para todo t > 0, dizemos que A
é um conjunto sumidouro ou simplesmente um sumidouro. Um atrator é um conjunto
sumidouro transitivo, e um repulsor é um atrator para —X.

Fixado um campo vetorial X € X'(X) e t € R, denotaremos por DX" a derivada
do difeomorfismo X : M — M em relacao a variedade M e escrevemos DX'(p) : T,M —

Txt(yM a derivada de X* aplicada no ponto p € M. Da mesma forma denotaremos por
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DX a derivada do campo vetorial X : M — T'M com respeito a variedade M e escrevemos

DX(p) ou D, X : T,M — T,M para denotar a derivada aplicada no ponto p € M.

1.1.2 Hiperbolicidade

Denotamos por m(L) = inf|,)=1 L(v) a conorma do operador linear L.

Definigao 1.1.1. Um conjunto compacto e X'- invariante A é hiperbdlico se existe uma
decomposigao continua e invariante do fibrado tangente TA\ M = E3 & EX @ E} e existem

contantes A\, K > 0 tais que
o Ef é (A, K)- contrator, isto é

< K7 'e™ para todo x € A, e para todo t > 0;

1DX"(x)

o E} é (A K)- expansor, isto é

m(DX"(z)|gu) > KeM, para todo z € A, e para todo ¢ > 0;

e EX ¢ o subespaco em T, M gerado por X () para todo = € A.

Se a variedade inteira M é um conjunto hiperbdlico para o campo vetorial M, dizemos
que o campo X e o fluxo gerado por ele é Anosov.

Assim, definimos que um ponto critico de X é hiperbdlico se sua orbita é um con-
junto hiperbdlico para X, e denotaremos por Perh(X) o conjunto dos pontos periddicos
hiperbdlicos para X. Um conjunto hiperbdlico A para X é chamado bdsico se ele é tran-
sitivo e isolado. Seja A um conjunto hiperbdlico basico. Entao existe uma vizinhanca
U C M de A e uma vizinhanca de classe C', U de X tal que se Y € U, entdo Y admite
um conjunto hiperbdlico Ay em U chamado a continuagao de A. Nesse caso a dimensao
dos subfibrados E} ¢ igual a dimensao de E}, para * = s, u.

Pela Teoria de Variedades Invariantes, se A C M é um conjunto hiperbdlico,

entao para todo p € A, os conjuntos
W(p) = {q € M : d(X"(p),X"(q)) — 0, quando t — oo}

Wi (p) = {qg € M : d(X"'(p), X*(¢q)) — 0, quando t — —oo}

sao variedades tangentes a F/} e EY, respectivamente.

Sendo O = Ox(p) a érbita de p, entao

W3 (0) = W (X' (p) e WE(0) = [ W (X' (p))

teR teR
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sao variedades tangentes a E3 ® Ex e ExX @ EY, respectivamente. Definimos, desta forma,
as variedades estavel e instavel forte e estdvel e instdvel de um ponto p € A por W (p),
e W5 (Ox(p)), respectivamente.

Ainda para p periédico e hiperbdlico, se € > 0 a variedade estavel forte local de p

é definida por
W2 (p) = Wik (p) = {y € M;d(X"(y), X' (p)) <e, set >0}
Pelo Teorema da Variedade Estédvel existe e = €(p) > 0 tal que
W) = J X (W2 (X ().
t<0

Analogamente, se ¢ é uma singularidade hiperbdlica para X, a variedade estdvel forte

local de o é definida por
W2 (o) ={y € M;d(X"(y),0) < eset>0}.
Novamente, pelo Teorema da Variedade Estédvel, existe € = €(o) > 0 tal que

Wi (o) = J X' (W (o).

t<0
Analogamente, definimos variedades instavél forte, instavel e instdvel local.

Seja p € M um ponto critico hiperbdlico para X. A dimensao da variedade
estavel W*(O(p)) é chamado indice de O(p), e denotaremos por index(O(p)).

Seja ¢ uma oOrbita hiperbdlica critica (singularidade ou 6rbita periddica) de um
campo vetorial X € X'(M). Pelo anterior, existe uma vizinhanca U C M de o e uma
vizinhanca C1, U, de X tal que se Y € U, entdao Y admite uma 6rbita critica hiperbdlica
oy em U e index(oy) = index(o). Tal oy é chamada de continuacao de o.

Um poco de X é um atrator trivial para X, ou seja, ele é uma orbita de X. Uma

fonte de X é um atrator trivial para —X.

1.2 Hiperbolicidade Singular

Seja A um conjunto compacto invariante de X € X" (M), ¢ > 0 e A > 0. Dizemos
que A tem uma (¢, A\)-decomposicao dominada se o fibrado tangente sobre A pode ser

escrito como uma soma D X-invariante e continua de sub-fibrados
T\M = E' & F?,
tal que para cada t > 0 e cada = € A, temos

|DX gy || DX g, || < e
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Dizemos que A é parcialmente hiperbdlico se tem uma (¢, A)-decomposigao do-
minada tal que o sub-fibrado E' é uniformemente contrativo, isto é, para algum ¢ > 0 e

todo ¢ > 0 e cada x € A temos
DX | < e

Proposicao 1.2.1 ([36]). Eriste uma métrica Riemanniana adaptada || . |0 equivalente

a original e X € (0,1) tal que

< e—/\t

|DX g2l - | DX ez,

Xt(x)

t —Xt
1DX gy < ™

para todot > 0 e todo x € A.

Durante todo o texto a métrica Riemanniana é uma métrica adaptada e o subfi-
brado E' é unidimensional.

Para x € A et € R seja J?(x) o valor absoluto do determinante da aplicagao
linear DX"|p2 : E2 — E%, () Dizemos que o subfibrado E3 é volume expansor se existem
K > 0e 6 >0 tais que

Ji(x) > Ke™,

para todo z € A, t > 0.

Esta condicao é mais fraca do que a expansao uniforme ao longo da direcao
central. O atrator geométrico de Lorenz tem diregao central volume expansora que nao é
uniformemente expansora.

Outra propriedade importante é que a condi¢ao de dominagao junto com a con-
tracao uniforme, implica que a direcao do fluxo esta contida no fibrado central E“.

Especificamente,

Lema 1.2.2 ([17, Lema 3.2]). Seja A um compacto invariante para um fluzo X* de um

campo X de classe C* em M.

1. Dada uma decomposicao continua TAM = E ® F tal que E € uniformemente con-

traido, entio X (x) € F,, para todo x € A.

2. Assumindo que A € nao-trivial e tem decomposicao continua e dominada ThAM =

E ® F tal que X(x) € F, para todo x € A, entio E € uniformemente contraido.
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1.2.1 Sumidouros hiperbdlicos-singulares

Dizemos que uma singularidade o de um campo X tridimensional ¢é tipo-Lorenz

se os autovalores \;, i = 1,2,3 de DX (o) sdo reais e satisfazem
A < A3 <0< —=A3 <.

Seja A um conjunto compacto invariante de X € X"(M). Dizemos que A é um
sumidouro hiperbdlico-singular para X se é parcialmente hiperbélico com direcao
central volume expansora e todas as singularidades em A sao do tipo-Lorenz. E claro que
um sumidouro hiperbélico singular tem um nimero finito de singularidades, pois estas
sao hiperbdlicas, portanto isoladas contidas em um conjunto compacto.

Consideraremos a classe dos sumidouros hiperbdlicos singulares que contém os
sumidouros parcialmente hiperbélicos A de um campo X de classe C2?, com um nimero
finito de singularidades acumuladas por érbitas regulares de X em A, e admitindo uma

decomposicao continua e DX'-invariante do fibrado tangente sobre A,
Ty = E3 & B

O subfibrado F3 unidimensional é uniformemente contraido por DX*, e E{* tem
fibras bidimensionais cuja 4rea é uniformemente expandida por DX!. Como mostrado
em [43] esta classe é uma extensdo dos atratores uniformemente hiperbélicos. Em parti-
cular, fluxos Anosov em variedades tridimensionais pertencem a esta classe. Além disso,
os atratores hiperbdlicos singularess contém cada conjunto C' robustamente transitivo
isolado para fluxos em variedades compactas tridimensionais.

O exemplo motivador da teoria de hiperbolicidade singular foi o atrator de Lorenz
e o correspondente atrator geométrico de Lorenz; veja [16]

Exemplos de sumidouros nao-transitivos podem ser obtidos modificando a cons-
trucao do atrator geométrico de Lorenz, primeiro introduzindo novas singularidades tipo-
Lorenz, como na figura, obtendo ainda um atrator; e depois colocando uma cépia invertida
do atrator geométrico de Lorenz, como na figura, obtendo agora um sumidouro que nao
admite érbita densa.

Para outros exemplos de sumidouros hiperbdlicos singulares, incluindo construcoes
com qualquer nimero finito de singularidades e singularidades que nao sao do tipo-Lorenz;
veja [20, 42, 21]. Os atratores hiperbdlicos singulares préprios apenas admitem singula-
ridades tipo Lorenz, como provado em [16], mas esta propriedade pode nao valer em
sumidouros hiperbélicos singulares, como mostram os exemplos nos artigos citados no pa-
ragrafo anterior. Consideramos no que segue apenas sumidouros hiperbolicos singulares

com singularidades de tipo Lorenz.
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Figura 1.2.1:

1.3 Algumas propriedades dos conjuntos hiperbdlicos

singulares

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades ja conhecidas sobre os conjun-
tos hiperbdlicos singulares bem como novas propriedades que serao fundamentais para a

prova do teorema principal.

Proposigao 1.3.1. [16] Seja A um conjunto hiperbélico singular de X € X*(M). Entao,
qualquer subconjunto compacto invariante I' C A sem singularidades é uniformemente

hiperbalico.

E claro que um atrator hiperbodlico singular tem um ntimero finito de singularida-
des, pois estas sao hiperbdlicas, portanto isoladas contidas em um conjunto compacto. O
lema a seguir é uma generalizacao do Lema 6.3 de Aratjo e Pacifico [16], pagina 164, mas
o enunciado seguinte nao tem condigdes extras em sigma; veja também [Thm A, Sing-hyp
systems, MPP, PAMS].
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Figura 1.2.2:

Lema 1.3.2. Seja A um conjunto compacto, nao-vazio, invariante, isolado para um fluxo
tri-dimensional X' associado a um campo vetorial X € X*(M). Assuma que A € parcial-

mente hiperbolico com direcao central volume-expansor. Entao,

1. se o € uma singularidade do tipo-Lorenz para X entao W (o) N A = {o};

2. se o € uma singularidade do tipo-Lorenz para —X entio W (o) N A = {o}.
Demonstracao. Seja o uma singularidade em A de tipo-Lorenz para X esejax € (W*(o) NA) \{c}
e seja X' = X'(z) com Tx:M = FE*(X') & E¢(X"). Por continuidade da decomposicao
segue que

ES(Xt) —t—00 ESS<O'>,
e pelo Lema 1.2.2, X(X') € E¢(X"). Mas como X' € W*(o)\{c}, temos X (X)) €

Tx:W=**(s). No entanto,
Txt Wss (O') —t—00 B (O'),

portanto o angulo entre E*(X') e E°(X") vai a zero quando ¢ — oo, contrariando a

continuidade de E{ @& Ef = TaAM, com o € A.
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Assim, W**(o) N A = {0} em toda singularidade do tipo-Lorenz num conjunto

hiperbdlico-singular. [

Teorema 1.3.3. [16] Todas as singularidades num atrator hiperbolico singular sio do

tipo Lorenz.

Dizemos que um subconjunto compacto invariante H de um fluxo é uma classe
homoclinica se H é o fecho do conjuntos de pontos de interseccao transversal entre as
variedades estavel e instavél da orbita de um ponto periodico hiperbdlico, isto é, existe p

tal que

H = W(0{p) h W (00p)).

Teorema 1.3.4. [16, Cap 6, Sec 2] Todo atrator hiperbdlico singular é uma classe ho-

moclinica e contém um subconjunto denso de orbitas periodicas.

Os mais significativos exemplos de atratores singulares hiperbdlicos sao os atrato-
res de Lorenz e o atrator geométrico de Lorenz. O préximo resultado coleciona uma série
de resultados que permitem estudar propriedades desta familia de atratores, reduzindo
sua dinamica a de transformacoes de Poincaré entre seccoes transversais ao fluxo numa
vizinhanca do atrator.

Em [15] a constru¢ao de um mapa global de Poincaré para qualquer atrator
hiperbdlico singular é feita com base na existéncia de secoes transversais adaptadas e
holonomias estéveis C''-Holder nestas secoes. Com os resultados que apresentaremos nas
préoximas secoes esta construcao pode ser realizada para qualquer conjunto sumidouro
hiperbdlico singular com volume zero. Esta construgao foi resumida em [14, Teorema 5]
como segue, com adaptagoes para nosso contexto um pouco mais geral: itens (1-5) podem
ser encontrados em [15] mas item (6), que é crucial para o trabalho, vai ser obtido nas

proxima secoes.

Teorema 1.3.5. [14, Teorema 5, Se¢ao 4, p 1021] Para um subconjunto aberto e denso
de campos de vetores X de classe C? com sumidouro hiperbélico singular A com volume
zero em uma variedade tri-dimensional, existe a« > 0 e uma familia finita = de secgoes
transversais adaptadas e uma aplicagao global (n-ésimo retorno) de Poincaré R : =g —»
Z, R(z) = X™@)(z) tal que

1. o dominio =g = Z\I', em que I' é uma familia finita de arcos suaves, e T : Zg —

[T0, +00] € uma funcao suave afastada de zero pela constante 19 > 0.

2. Podemos escolher coordenadas em = nas quais a aplicacao R pode ser escrita como

F Q — Q7 F(Q?,y) = (f(«l’),g(x,y)), onde Q =1Ix H; I= {07 1] e Q = Q\FO com
To=Dx1TeD=A{by,...,b,} CT um conjunto finito de pontos.
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3. A funcao f : I\D — 1 é mondtona, C'™ em pedagos com n + 1 ramos definidos
nas componentes conexas de I\D e tem um conjunto finito de medidas invariantes

absolutamente continuas (a.c.i.m.), p%. Além disso, inf |f'| > 2 onde estd definida,

4. A aplicagao g : Q — I preserva e contrai uniformemente a folheagao vertical F =
{{z} x [},er de Q: existe 0 < X < 1 tal que dist(g(x,y1),9(x,y2)) < Ay — y2| para
todos y1,ys € 1

5. A aplicagio F admite uma familia finita de medidas fisicas u't que sdao induzidas
por MJ} de uma forma padrao. O tempo de Poincaré T € integrdvel com respeito a

cada pi e com respeito a medida de Lebesque bidimensional em Q.

6. O conjunto D se divide em dois subconjuntos S e D\'S, em que S # 0 € o conjunto

das singularidades satisfazendo:

(a) para todo b € D existem os limites laterais f(b*) = lim,_+ f(t);
(b) para todo b € D\'S eziste T(b*) € N tal que fTO9(b%) € S;

(¢) para todo b € S existe 0 < a = «a(b) < 1 e, existe e € finito e ndo nulo algum

(ou ambos) dos limites laterais limy . |t — D' "D f(t).

O fluxo X' em U ¢ semiconjugado a um fluxo de suspensiao com funcao teto 7 e
dinamica da base F. Isto é, seja ¢! : M, — M, o fluxo de suspensiao com funcao teto
7 : M\D — R sobre a base F', onde

M, ={(z,s) € M x[0,+00) : 0 < s <7(x)}.

Para cada (z,s) € M, et > 0 existe um ntmero n(z, s,t) > 1, que consideramos o nimero
de voltas que o ponto da sobre o conjunto M., tal que S, 7(z) < s+t < S,117(x), entdo
definimos ¢*(z, s) = (F™(x),s +t — S,7(x)).

A aplicagao @ : M, — U dada por ®(z,s) = X*(z) é um difeomorfismo local
e semiconjugacao entre os fluxos, com nimero finito e limitado de pré imagens. Nao
temos como garantir injetividade pela forma como definimos a funcao tempo de retorno
de Poincaré: de z a X™®) () a trajetéria pode cruzar vérias secoes de =, mas apenas um
numero finito e limitado delas.

Vamos assim analisar o conjunto de grandes desvios sobre o sumidouro estu-
dando o conjunto de grandes desvios nesta suspensao, sem qualquer perda na medida
de Lebesgue. Isto serd feito no capitulo 4 depois de obtermos diversas propriedades da

transformacao F.
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1.4 Transformacoes nao uniformemente expansoras

A aplicacao unidimensional f faz parte de uma classe de transformagoes com
propriedades muito lteis que enunciamos aqui.

Denote por || || a norma Riemanniana de uma variedade compacta sem bordo
M, por dist a distancia induzida e por Leb a forma de volume correspondente, a qual
chamamos medida de Lebesgue ou volume. Assumimos que Leb é normalizada, ou seja,
Leb(M) = 1.

Seja f : M\S — M um difeomorfismo local de classe C'*®, onde S é um conjunto
singular nao-flat com volume zero. A definicao de nao-flat usada aqui é uma nocgao esten-
dida para dimensao qualquer do mesmo em dimensao um, e significa que f se comporta
como uma poténcia da distancia ao conjunto singular. Mas precisamente, existem B > 1,

0 < B < 1 tais que, para todo z,y € M\S com dist(z,y) < w ev € T,M\{0} vale

o seguinte,
1 |Df(x)v|| 1 . _
1. —dist(z,S)? < —— 71 < —dist(z,S)";
B [|v]] B
7 _ dist(z,y)
2.1 D =1 D || € B———222
g 101 (a) | = g 1010 ] < B
dist(x,y)

1 -1
3. |log|det Df(x)~"| —log|det Df(y)~"|| < de’st(x,S)ﬁ'

Além disso, assumimos uma condigao extra relacionada a geometria de S. A medida de
vizinhancas de S é comparavel a uma poténcia da distancia a S, ou seja, existe Cy, k > 0

tal que para todo p > 0 pequeno vale que
Leb{x € M : dist(z,S) < p} < Cyp. (1.4.1)

Dizemos que f é nao-uniformemente expansora se existe ¢ > 0 tal que

n—1
. 1 i
timsup 3 log | D (£/(2)) 7] < —
i=0

n—oo

para Lebesgue quase todo ponto x € M.

Seja As(z) = |log dists(x,S)| a distancia logaritmica J- truncada de z € M a S,
isto é, As(z) é ndo negativa e continua longe de S, identicamente nula 20-longe de S, e
igual a —logdist(z,S) quando dist(z,S) < ¢ e toma valores entre 0 e —logd para z tal
que que dist(z,S) < 20.

Dizemos que f tem recorréncia exponencialmente lenta ao conjunto singular S
se para todo € > 0 existe § > 0 tal que

1 1
lim sup — log Leb {x € M:—=S5,As(x) > e} < 0. (1.4.2)
n

n—oo 1
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SnA(; (ZL’)
n

A condicao acima implica que converge, em medida, para zero. Ou seja, para

cada € > 0 existe 0 > 0 tal que

1
lim sup — S, As(z) <, (1.4.3)
n

n—oo

para Lebesgue quase todo ponto # € M. Dizemos que f satisfazendo (1.4.3) tem re-
corréncia lenta ao conjunto singular S.

Apresentaremos um resultado de existéncia de medidas absolutamente continuas.
Veremos que tais medidas sao de fato estados de equilibrio para o potencial log |det D f],
isto é, h,(f) = [log|det Df]dpu.

Teorema 1.4.1 ([5]). Seja f : M — M um difeomorfismo local de classe C17 o € (0,1),
exceto em um conjunto singular S. Suponha que f € nao-uniformemente expansora com
recorréncia lenta a S. FEntao, existe um niumero finito de medidas de probabilidade f-
mvariantes, ergodicas, absolutamente continuas iy, ..., piy cujas bacias cobrem a variedade
Lebesgue quase todo ponto, ou seja, B(pui) U ...U B(ug) = M, Leb- mod 0. Além disso, o

suporte de cada medida contém um disco aberto em M.

Leis de grandes desvios sao usualmente relacionados a Teoria da Entropia Métrica
e estados de equilibrio. Denotamos por M; o conjunto das probabilidades invariantes por
f. Seja J = |detDf|, dizemos que p € My é um estado de equilibrio com respeito ao
potencial log J se h,(f) = f log Jdpu, isto é, se u satisfaz a Formula da Entropia. Denote
por [E o subconjunto de My formado por todos os estados de equilibrio de f.

Para o que segue precisaremos da definicao de tempos hiperbdlicos que nos per-
mite trabalhar com comportamento uniforme extraido da hipdtese de expansao nao-

uniforme. Fixe b > 0 constante tal que b < min{1/2,1/(25)}.

Defini¢ao 1.4.2. Dado 0 < 1 e § > 0, dizemos n é um (o,0)- tempo hiperbélico para
um ponto x € M\D se para todo 1 <k <n

n—1

[T D7 @) < o* e dista( (), D) = o™

j=n—k

Esta definicao nos garante uma série de propriedades.

Lema 1.4.3. Dadoo <1 ed >0, eziste §; > 0 tal que sen é um (o, 9) - tempo hiperbolico

para um ponto x € M\D, entdo existe uma vizinhanca V, de x tal que
1. f™ envia V, difeomorficamente na bola de raio 6, em torno de f™(x);

2. para cada 1 < k<n ey, zeV,,

dist(f" " (y), """ (2)) < oM 2dist(f"(y), f"(2)).
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Coroldrio 1.4.4. Eziste constante C > 0 tal que para cada x € M\D, para todo (o,6)-

tempo hiperbolico npara x, e cada y,z € V,

1 det D f™

o= lap] <©
Lema 1.4.5. Existem 6 > 0 e § > 0, dependendo apenas de o e de f, tal que dado
qualquer ponto x e qualquer N > 1 suficientemente grande existem tempos hiperbolicos
1<m<---<n <N parax, | >06N.

Usaremos tais propriedades para provar o seguinte.
Proposicao 1.4.6. Toda medida fisica de f pertence a E.

Demonstracao. Para ver isto primeiro temos que verificar que a funcao As é p- integravel.
De fato, como f tem recorréncia lenta ao conjunto singular S, podemos aplicar o reciproco
do Teorema de Birkhoff que nos garante a integrabilidade de funcoes nao negativas tais
que o limite das médias de Birkhoff existe. A partir disso e das condi¢oes nao degeneradas

em Svamos mostrar que log |det D f| é u- integravel.

Temos por hipétese sobre S que 1Df(@)ol < Cd(z,8)? para todo v € T, M, para

[[]

algum € (0,1). Dai, log || Df(z)] <logC — Slogd(x,S). Por defini¢ao, temos que

vol(Df(z)ey, ..., Df(x)ey,)

vol(eq, ..., em)

|det D f (z)| = <|[IDf(@)enl . [ Df(x)eml

se considerarmos {ey, ..., e, } uma base ortonormal de T, M. Entao, log|det Df(z)| <
mlog C —mfplogd(z,S) e dai,

/1og|det Df(zx)|du < mlogC’erﬁ/—logd(x,S)dp
< mlogC —|—mﬁ/A5(a:)du.

Como ja vimos que As(x) é integravel concluimos que log |det D f| também o é.

Agora, podemos aplicar o Teorema de Birkhoff para o log|det Df| e a desigual-
dade de Ruelle para obter h,(f) < [log|det Df|dp.

Para terminar, precisamos obter a desigualdade contraria. Pelo Teorema de
Shannon-Mcmilan-Breiman se a entropia é finita e i é ergddica podemos usar uma particao
geradora, isto é, h,(f) = h.(f, P).

h,(f,P) = limsup —% log (P (z)),
n—o0

para u- quase todo ponto x. No nosso contexto, para u- quase todo ponto x € M

existem infinitos tempos hiperbdlicos com frequéncia positiva. Podemos olhar apenas
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para a sequéncia de (ny) de tempos hiperbdlicos,

(P (2))
b(P, ()

L 1 p( P, (2)) _ 1
I Lo oy Ve ok P )
)-

1
> hm 1nf ——log Leb(P,, (x)
n

1
h,(f) = limsup —— log (

n—o00 n

Leb(P )

#(Pny () f
Leb(Pr,, (z)) Leb(Pr, () P”k Pry, (T dLeb

e pelo Teorema de Derivacao de Lebesgue o limite é exatamente a derlvada de radon—

Pelo Teorema de Radon-Nikodym o quociente ¢ igual a
Nikodym -2 <7 que é nao nula y quase todo z € M.

Nos tempos hiperbdlicos vale distorcao limitada e a usamos para comparar o
volume de P,(x) com o volume de P(f"(x)) pois f"(P.(z)) C P(f"(z)). Como as-
sumimos que P é uma particio finita e que Leb(P(z)) > ag > 0 para pquase todo
ponto z, usando novamente o Teorema de Birkhoff temos que para p—q.t.p. = h,(f) >
[log|det Df(x)|du. Isto mostra que p é estado de equilibrio e termina a prova da pro-
posicao. ]

1.5 Equivaléncia entre medidas SRB e estados de
equilibrio
Aqui vamos mostrar que em qualquer sumidouro hiperbélico singular para um

fluxo suave (pelo menos de classe C?) vale uma propriedade similar ao que Bowen provou

para atratores hiperbélicos Axioma A, em [29, 30].

Teorema 1.5.1. Seja A um sumidouro singular hiperbdlico, com volume zero, para um
campo vetorial X de classe C'. Seja p uma medida de probabilidade X -invariante supor-

tada em A. Entdo as sequintes afirmativas sao equivalentes:

1. h,(Xy) = [log|det DX;

Ec d,u > 07'

2. u € uma medida SRB;
3. 1 € uma medida fisica.

Antes de demonstrar o teorema acima vamos relembrar um resultado obtido em
[15] e também em [51] . A partir do Teorema 1.3.5 podemos seguir [15, Se¢oes 6-8] para
obter:

Teorema 1.5.2. Seja A um sumidouro singular hiperbdlico, com volume zero, para um

campo vetorial de classe C', com regigo armadilha U. Entdo, existem um nimero finito
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de medida ergédicas SRB/fisicas pi1, ..., i, suportadas em A tais que a unido das suas
bacias ergodicas cobrem U Lebesgue quase todo lugar, isto €, Leb (U\ (U::1 B(/@)) =0.
Além disso, cada u; € um estado de equilibrio para o log do jacobiano central com entropia
positiva, ou Seja,

h, (X1) = /log |det DX |ge| dp; > 0.

Prova do Teorema 1.5.1: Seja p uma probabilidade X-invariante suportada em
A. Vamos comegar mostrando que (3) = (1).

Note que se a bacia B(p) de p tem medida de Lebesgue positiva entao por in-
variancia B(u)NU deve ter medida de Lebesgue positiva. Dai, obtemos uma decomposigao
Leb-mod 0 de B(u)NU =UN (Ule B(p) N B(,ui)>. Pela definigdo de medida fisica isto

significa que para cada observavel continuo ¢ : U — R tem-se

n—1
/ pdp = / / (ngglooﬁjzo%{(m)) dLeb(x)

", Leb(B(p) N B(u;) N U)
=2 Leb(D) / P

=1

onde o limite é tomado na topologia fraca* das medidas de probabilidade da variedade.

Portanto, temos que u = % | Leb(B(fig(BUg“i)”U)

convexa das medidas ergédicas SRB/fisicas dadas pelo Teorema 1.5.2 com coeficientes
— Leb(B(w)NB(u:)NU)

i Leb(U)

k k
hu(Xl) = Zaih#i(Xl) = Zaz/log|det DX1
=1 i=1

Isto completa a prova que (3) = (1).

i . Ou seja, p é uma combinagao linear

. Dai concluimos que i é um estado de equilibrio pois

Ec

dp; = /log |det DX1|ge| dp > 0.

Agora provaremos que (1) = (2) = (3). A hipétese (1) implica, pelo trabalho de
Ledrapier, que p ¢ uma medida SRB, isto é, u tem desintegragao absolutamente continua
ao longo das variedades instdveis W"(z) para p-quase todo ponto x € A. Pela invariancia
das variedades instaveis e suavidade do fluxo, vemos que p tem desintegracao absoluta-
mente continua ao longo das variedades centro-instaveis W (z) para p- quase todo ponto
z, onde W (x) = {J,cp X'W*(z) . Isto mostra que (1) = (2).

Seja A; um subconjunto de A com p- medida total, onde p tem tem desinte-
gragao absolutamente continua ao longo das variedades centro-instaveis. Como A é um
sumidouro, entao A contém todas variedades instaveis e entao todas as variedades centro-
instaveis W (z), para x € A;. Lembre que W (x) é tangente a E°(z) em z € Ay. Além
disso, como A tem uma decomposicao parcialmente hiperbélica, cada ponto y € A admite
uma variedade estavel W?*(y) que é tangente ao E*(y) em y. Assim, W*(y) é transversal
a We(x) para todo y € W (z) e x € A;.
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Ademais, as médias temporais de z € W*(y) e y sdo a mesma para todo observavel
continuo. O mesmo vale para y € A, e x, onde A, é algum subconjunto de W (z) com
area positiva (pela desintegragdo absolutamente continua) para z € A;. Portanto o
subconjunto B = {W?*(y) : y € A,,x € A1} estd contido na bacia ergddica de .

Pela suavidade do fluxo é bem sabido que a folheacao forte-estavel {W*(z)}, .o
é uma folheacao absolutamente continua de U, ou seja, em particular, o conjunto B tem
medida de Lebesgue positiva . Portanto, Leb(B(u)) > Leb(B) > 0, logo u é fisica. Isto

mostra que (2) = (3) e termina a prova.



Capitulo 2

Aplicacao Global de Primeiro

Retorno de Poincaré

Vamos agora comecar a apresentagao da construcao da aplicacao global de pri-
meiro retorno de Poincaré para sumidouros hiperbdlicos singulares com volume zero, for-

necendo uma prova do Teorema 1.3.5.

2.1 Folheacoes estaveis

Durante todo o texto vamos assumir que A é um sumidouro singular hiperbdlico
para um campo de vetores X € X"(M), r > 1, com decomposi¢ao invariante Ty M =
E* & E° com dimensao de E® igual a 2. Seja E* @& E° uma extensdo continua desta
decomposicao para uma vizinhanca U de A. Convenientemente tomamos U invariante

para o futuro e tal que ﬂXt(U) = A, além disso E° pode ser escolhida DX'-invariante.
20
Em geral, a extensao E°“ da direcao centro-instavel nao pode ser assumida invariante.

No entanto, podemos sempre considerar um campo de cones em torno de U
Cz) = {v =20+ 0v":v° € B e v™ € E com |[v°|| < a.||v*|[}

que ¢ invariante para o futuro para algum a > 0, que é, existe um 7" > 0 dependendo
apenas de a, tal que
DX'(Cg"(x)) C C"(X' (),

para todo t > T'. Além disso, podemos tomar a > 0 arbitrariamente pequeno, reduzindo
U se necessario. Por simplicidade de notacao, no que segue, escreveremos E° e E* no
lugar de E* e B,

Seja D* o disco unitdrio k-dimensional e seja Emb"(D*, M) o conjunto dos mer-
gulhos C", ¢ : D¥ — M, dotado com a distancia C”.

24



25

Teorema 2.1.1. [11] Existe uma vizinhan¢a positivamente invariante U de A e uma

constante 0 < v < 1 tal que
1. Para todo x € U, existe W5 € Emb" (D', M) com x € W tal que

o T,W: =FEs;
o XHWE) C W5, , Vit >0;
o d(X'(z), X" (y)) < V'd(z,y), Yy € W, Vt > 0.

2. existe uma aplicagio continua v : U — Emb’ (D', M) tal que v(z)(0) = z e
@) (DY) = W;

3. o conjunto {W? : x € U} define uma folheagao topoldgica de U.

O teorema acima nos garante a existéncia de uma folheacao topoldgica estavel
numa vizinhanga de A. Além disso, [11] prova um resultado sobre a regularidade desta
folheagao sob uma condigao bunching apropriada. As referéncias padroes sao [38] e [52].

Condigao ¢g-bunching significa que existe ¢ > 0 tal que

|DXYES||  NDX_o| B¢l - || DXYES||* < 1 para todo @ € A.

tx

Teorema 2.1.2. [11] Seja q € [0,[r]]. Se a condi¢iao q-bunching vale para algum t > 0,
entao o fibrado E° é C9 sobre U. Isto é, a aplicacio v —— E7 é de classe C? em
uma vizinhanga Uy C U de A para Gy (a Grassimaniana de todos os subespagos uni-

dimensionais em Ty, M ).

Observagao 2.1.3. (a) Segue da dominagao que a condigao g-bunching vale para ¢ = 0.
Pela suavidade do fluxo e a compacidade de A, uma condi¢ao ¢g-bunching vale para algum
q > 0. Portanto, o fibrado estavel E* é pelo menos Hélder sobre Us.

(b) Quando ¢ > 1 no teorema anterior, segue pelo Teorema de Frobenius que a
familia de variedades estdveis F° = {W7}_ ., ja obtidas formam uma C? folheagao de
Ui, no sentido que a as cartas coordenadas sao C'9. Além disso, a aplicacao holonomia ao
longo das folhas estaveis sao C'9 suaves.

Para detalhes sobre as provas, veja [11] e [10].

2.2 Secoes Transversais e Aplicacao de Poincaré

Aqui mostraremos que holonomias ao longo de folhas contrativas em secoes trans-
versais de sumidouros parcialmente hiperbdlicos de um fluxo suave sao sempre C'*, sem-

pre no caso onde ¢g-bunching vale para ¢ € (0,1). Feito isso, consideraremos a composigao



26

de um mapa de Poincaré entre se¢oes transversais com uma holonomia, para localmente
obter uma aplicacao unidimensional C**. Finalmente, globalizaremos a construcao em
uma vizinhanca de um sumidouro singular hiperbdlico, escolhendo segoes transversais
adaptadas , e representando a dinamica no sumidouro por um mapa unidimensional ex-
pansor por partes com nimero finito de ramos e singularidades tipo-Lorenz.

Seja X uma secao transversal ao fluxo, que é definida como um disco C? compacto
mergulhado transversalmente ao campo X em cada ponto x € Y. Assumimos que as se¢oes
transversais estao contidas em uma vizinhanca aberta de A onde uma folheagao contrativa

JF5% estd definida.

Observacao 2.2.1. Dada uma secao transversal ¥ podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que ¢ a imagem do quadrado I x I por um difeomorfismo ¢ de classe C**< |
para algum 0 < o < 1, que envia linhas verticais em folhas de F§. Denote por int(X) a
imagem de (0,1) x (0,1) por £. Também assumimos que cada secdo ¥ esta contida em
U, entdo cada x € ¥ é tal que w(x) C A. A partir de agora vamos assumir que as segoes

transversais sao deste tipo.

2.2.1 Suavidade de holonomias em secoes transversais

Seja > C U uma secao transversal para o fluxo, isto é, um disco mergulhado
compacto C? em cada ponto z € X. Considere 19 = inf {|t|: X'(z) € 3,¢ # 0} que ¢é
estritamente positivo pela compacidade de ..

Para x € 3 definimos W?(X) a componente conexa de XN <U\t|gm/2 Xt(Wj)) que
contém x. Como o fluxo (X);cg 6 C%, W(X) é uma curva mergulhada C? de codimensio
um para cada z € X. Estas folhas formam uma folheacao F3, de codimensao um de X.
Neste contexto, as holonomias entre pares de curvas transversais a JFs, ao longo das linhas
de F3, podem ser vistas como mapas entre intervalos da reta tendo um jacobiano Holder
com respeito a medida de Lebesgue. Portanto estas holonomias siao mapas C'T®, para
algum 0 < o < 1 que depende apenas de X. Neste caso, as folhas W?*(z,Y), para x € X
definem uma folheacao F3% de X cuja suavidade transversal é C''-Holder.

Consideremos um par de curvas suaves 7,7; contidas em Y dadas por ~; :

[0,1] — X, i = 0, 1 cujo espaco tangente estd sempre contido num cone centro-instavel:
7i(t) € Ciyy(a), para todo t € [0,1],i = 0,1

para algum a > 0 pequeno. Chamamos as 7.s de cu- curvas. Ainda assumimos que
7 ([0,1]) h WE(X) = ([0, 1)) N W2(X) é um unico ponto para todo x € X, i =0, 1. Por-
tanto, existe um mapa h : vy — 71 que associa cada (to) ao unico ponto de intersec¢ao

de W3 ;. (X) com 71; isto é a holonomia de 73, de vo para 1.
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Figura 2.2.1: A secao transversal X para o fluxo junto com as curvas ~; e superficies 7,

1 = 0,1, a holonomia H restrita a 7y e a holonomia h depois composta com a projecao .

Lema 2.2.2. A holonomia h € diferencidvel e sua derivada é Hélder.

Este resultado foi crucialmente usado em [16] para atratores hiperbélicos singu-
lares (para campo de vetores tridimensionais). Para provar o lema precisamos considerar
as holonomias da folheagao estavel F* do fluxo.

Fixando 0 < € < 79, consideremos as superficies 75 = Ute[_“] Xt(v), ¢ = 0,1
que sao pelo menos C? ja que tanto v; quanto X! pertencem a esta mesma classe de
diferenciabilidade. Estas sao transversais a folheacao estavel F° do fluxo, por construcao.
Podemos definir a holonomia H : 7§ — 7{ que a cada z € 7§ associa a Unica interseccao

de W; com ~y; veja figura 2.2.1

Demonstracio. Escrevemos h como composicao de h : Y — & C Ay emo = Y,

1 = 0,1 que é a projecao natural ao longo do fluxo. Temos entao que h = m; o 71, onde
m1(2) = 1(s) <= |t| < e: X (1(s)) = 2,

para algum s € [0,1]; veja figura 2.2.1. Entdo podemos escrever a imagem & = h()

como o grafico de ~§ sobre ~v;:

& = {Xe (1(5)) s € 0,1]}

para uma fungao £ : 7, — R.

Relembremos que & ¢ dada pela restricio H |70- A Holder continuidade da holo-
nomia H ao longo de laminagoes forte-estavel ou forte-instavel é uma consequéncia geral
da dindmica parcialmente hiperbélica C1*t® para qualquer a > 0; veja [13]. Portanto,
¢y — R é Holder continua.

Além disso, neste contexto, estas holonomias sao também absolutamente continuas

com respeito a medida suave m; em ~¢, ¢ = 0, 1 induzida do volume Riemanniano em M;
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veja [11,12]. Isto é sabido pois Anosov estudou fluxos hiperbélicos de classe C? em varie-
dades com curvatura seccional negativa, e significa que H,(mg) < m;.

isto também significa que H admite um Jacobiano, que é, existe JH : v§ —
[0, +00) tal que my(H(A)) = [, JHdm, para todos subconjunto de Borel A de 7§. Em
adicao, como consequéncia da suavidade e hiperbolicidade parcial, este Jacobiano é uma
aplicagao Holder continua.

Denotemos por \; a medida induzida em -; pela medida de volume m; em 77,
1=0,1.

Tudo isto junto significa que h : y9 — 71 é absolutamente continua no sentido
que h.(Ag) < A1 e seu Jacobiano é também Hélder, que implica que a derivada de Radon-
Nikodym d(%;\w pode ser vista como A;- quase todo ponto igual a h/, e entdo h se torna
de classe C'-Holder.

De fato, dado qualquer intervalo aberto (a,b) C [0,1] definimos A;(vi(a,b)) =

mi(m; 'yi(a, b)), i = 0,1 e entdo

Ai(h(a, b)) = M (mh(vo(a, b)) = Ai(miH (g 0 (a, b))
= ma(H (5 "v0(a,0)))

:/ JHdmoz/ JHd((m0)«mo)
Wal'yo(a,b) ~o(a,b)

= / JHd\g
~Yo(a,b)

veja que o Jacobiano de h pode ser visto como uma restricao de JH para y. Finalmente,
mapas absolutamente continuos como h sao diferenciaveis Agp-quase todo ponto e, além

disso, sao primitivas da derivada. Entao temos

A (h(7o(a, b)) = / oy

Y0 (avb)

para todo 0 < a < b < 1.Como também sabemos que |k’ o vo| = JH o7y, Ao- q.t.p. e JH é
Holder continua, entao podemos estender A’ para uma fun¢ao Holder continua [0, 1] — R

que ¢é a derivada de h. Isto conclui a prova. O

2.2.2 Aplicacoes de Poincaré

Para o que segue assumiremos que A é um sumidouro hiperbdlico singular. Dadas
duas segoes transversais X, Y. para o fluxo, vamos assumir que existe x € int(X) e 7 > 0

tais que X, (z) € int(X). A suavidade do fluxo implica que existe uma vizinhanga U, de

x em Y e uma aplicacao de Poincaré unicamente definida

R:U, CY =3, R(x) = X,)(x)
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para uma func¢ao tempo de retorno de Poincaré adequada r : U, — Rt com r(z) = 7,
de tal forma que R|y, se torne um difeomorfismo para uma vizinhanga Vi) = R(U,) de
R(z) em ¥ e tao suave quanto o campo de vetores. [10, Proposicio 1.2, pp 94].

Note que, em geral, » nao precisa corresponder ao primeiro tempo que orbitas de
U, C Y encontram Y, nem estd definido em todo .

Assumimos que X, estdo dotados com cu-curvas Y0, Yo que intersectam cada
segao e também U, e Vpg(,), respectivamente. Na notacao introduzida acima, a funcao
tempo de retorno r : ¥ — (0,+00) pertence a mesma classe de diferenciabilidade do

fluxo, pois as secoes transversais 2, Y sao discos C?, mergulhados em M.

2.2.3 Quocientando localmente sobre a folheagao estavel

Denote por p : Uy — 0, P’ : V(@) — 7o as projecoes ao longo da folheagao estédvel
F3, e F em cada vizinhanga. A vizinhanga aberta U, onde f estd definida ¢ projetada
sobre V' = p(U,) que é uma vizinhanga aberta de p(x) em 7. Como folhas estaveis sdo

invariantes pelo fluxo, podemos definir uma aplicacao de V' para

yeV— fly)=p (f(p ' (y)NU)). (2.2.1)

De acordo com o Lema 2.2.2 esta aplicacao ¢ uma composicao de um mapa C'T% com a

aplicacdo de Poincaré, e assim f é uma aplicacao C'**, para alguma constante 0 < av < 1.

2.2.4 Hiperbolicidade do mapa de Poincaré

Assuma que

e R estd definida em todos os pontos de ¥ (removendo de ¥ os pontos onde R nao

estd definida, se necessério), e que
R envia folhas de F3, no interior de folhas de FZ.

Entao, tomando cu-curvas 7,7y intersectando 3,3, respectivamente, o procedimento
anterior define uma aplicacdo quociente f : vo — Yo que é de classe 1+,

Para mostrar que f envia folhas de 3, no interior de folhas na imagem, precisamos
usar a hiperbolicidade parcial do mapa de retorno de Poincaré entre secoes transversais
adaptadas em U.

A decomposigao E® @ E sobre U induz uma decomposigao continua E*(¥) @&

E(¥) do fibrado tangente T'Y (e analogamente para %), definida por

EX(2) = ESNT,E e ES(S) = BN TS,y € % (2.2.2)
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onde B = £ @EyG e EyG ¢ a direcao do fluxo em y. A DX'- invariancia da decomposicao
E*@ E® em A e a invariancia de E° em U significa que DR.EZ(X) = Ep,,(X) para todo
z € ¥ e DREY(X) = Ey, () para todo z € AN .

O préximo resultado estabelece que, se TAM = E3 @& Ef é uma decomposicao
hiperbdlica singular e o temo de Poincaré r(x) é suficientemente grande, entao 2.2.2 define

uma decomposicao hiperbdlica para a transformacao R nas secoes transversais.

Proposigao 2.2.3 ([16, Proposicio 6.15, p 172]). Seja R : ¥ — % 0 mapa de Poincaré
com tempo de Poincaré r(-) e assuma que ES* € seccionalmente expandido. Para cada
0 < X <1 dado, existe Ty = T1(X, 3, \) > 0 tal que se infr > T}, entdo

| DRIE;(X) ||[< A e || DRIES(YX) ||> 1/ para todo x € 3.
Dado ¥, p > 0 e x € X, definimos C¥(p) = C*(p) N T, M.

Corolério 2.2.4 ([16, Corolério 6.17, p 173]). Para R : ¥ — % como na Proposi¢io
anterior, com infr > T, e qualquer x € X, existe p > 0 tal que
—1
DR(x).C;(p) C Criy(p/2) € [[DR(z).(v)]| = )\7 vl para todo v € CY(p).

A prova da proposicao e seu corolario sao baseadas na observacao que, para
p > 0 pequeno, v € C¥(p) podemos escrever como v* + v*, v* € ES° que é contraido a
uma taxa A, e v* € ES(X), que sai de T3 para T2 é expandido de uma taxa AL
Esta expansao é uma consequéncia da expansao de area ao longo do plano gerado por
{X(z).v"} junto com a invariancia da diregao do fluxo sobre a aplicacao tangente para
o fluxo. Portanto, para p pequeno, a componente centro-instavel domina a componente
estavel e o comprimento do vetor é acrescido de uma taxa préxima a A1

Desta forma, podemos sempre alcancar uma expansao arbitrariamente grande ao
longo das direcoes do cone instavel em qualquer par de secoes transversais, sempre que
tomarmos Asuficientemente proximo de zero e, consequentemente, um tempo limite 73

suficientemente grande.

Observagao 2.2.5. Dada uma secao transversal > podemos supor, sem perda de gene-
ralidade, que é a imagem do quadrado I x I por um difeomorfismo h de classe C1T* |
para algum 0 < « < 1, que envia linhas verticais em folhas de F3. Denote por int(X) a
imagem de (0,1) x (0,1) por h. Também assumimos que cada segdo ¥ estd contida em
U, entao cada z € ¥ é tal que w(x) C A. A partir de agora vamos assumir que as segoes

transversais sao deste tipo.

2.2.5 Secoes transversais adaptadas

A préxima etapa é encontrar variedades estaveis para a transformacgao de Poincaré

R. Os naturais candidatos sao as intersegoes W*(z, ¥) = W#(z)NE. Por construgao estas
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folhas sao contraidas pela acao do fluxo e portanto contraidas por R. Além disso, como ja
dito antes, estas intersecoes definem uma folheagao estdvel C'™* F& de o com holonomia

Cl-Holder. Para alcancar nosso objetivo é importante que esta folheacdo seja invariante:
R(W?*(z, %)) C W*(R(x),X') para todo =z € ANX(X). (2.2.3)

Para obter este tipo de propriedade restringimos nossa classes de secoes transver-
sais tais que o bordo centro instavel é disjunto de A. Lembre que estamos considerando
segoes X que sao difeomorfas ao quadrado I x I, com linhas verticais {n} x I enviadas em
conjuntos estaveis W*(y, X). O bordo estdvel 0°Y é a imagem de {0,1} xI. O bordo centro

instdvel ou cu-bordo 0% é a imagem de I x {0,1}. A secao transversal é d-adaptada se
d(ANX,0%) > 0,

onde d é a distancia intrinseca em Y. Relembre que escolhemos a secao tal que os cu-

bordos sao formados por cu-curvas.

AN e A does not intersect a
Y /:// d-neighbhd. of the cu-boundary
A
P
AT A
\81// //
oLl ///' >'/
v
/;/ cu — boundary
/
e S — boundary
5 e
-

\ \ \ stable leaves
Figura 2.2.2: Secao adaptada para A

Chamamos faixa vertical de ¥ a imagem h(J x I) para qualquer subintervalo
compacto .J, onde h : I> — ¥ é o sistema de coordenadas em ¥ como na Observacao

(2.2.1). Note que cada faixa vertical é uma sec¢ao d-adaptada.

Proposicao 2.2.6. [16, Lema 6.22, pp 177]Seja A um subconjunto compacto invariante
para um campo de vetores tridimensional G, que € sumidouro seccional hiperbolico com
volume zero, e seja x € A um ponto reqular. Entdo, existe § > 0 tal que podemos encontrar

uma secao transversal - adaptada ¥ contendo x em seu interior.

O proximo lema diz que se as secoes transversais sao adaptadas, e o tempo de

Poincaré é grande o suficiente, entdo temos a propriedade (2.2.3).
Lema 2.2.7. [16, Lema 6.23, pag 178] Dado § > 0 e ¥, X' sec¢oes d-adaptadas, existe
Ty = To(X,%) > Ty > 0, onde Ty é como na Proposi¢ao 2.2.3, tal que se R : 3(X') — ¥/

¢ a transformagao de Poincaré com tempo de Poincaré infr > T, entao
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1. R(W?*(z,%)) C W*(R(x),%) para cada x € X(¥), e
2. d(R(y), R(2)) < 3d(y, z) para todo y,z € W*(z,%) e x € B(¥).

O lema acima,que é consequéncia direta das propriedades obtidas na Proposicao
(2.2.3) usadas em segoes adaptadas, nos da condigbes suficientes para termos hiperbolici-
dade parcial da aplicacao de Poincaré. De fato, se t > Ty, > T}, entao as folhas estaveis
sao enviadas estritamente dentro das folhas estaveis e uniformemente contraidas pela taxa

de 1/2; e os cones instaveis em secoes transversais sao preservados.

2.2.6 Secao 0-adaptada numa vizinhanca de todo ponto regular

A prova da Proposicao 2.2.6 serd baseada nos argumentos usados em [16, Se¢ao
6.1.3, pp 175-178] visto que as hip6teses em A no enunciado do lema sdo mais fracas do
que é considerado usualmente na literatura.

O préximo resultado é uma consequéncia topoldgica do Lema 1.3.2 e é crucial no
que segue. Este é o tnico resultado que usa a hipotese de que o sumidouro tem volume
zero. O mesmo resultado foi obtido em [15] assumindo, além da hiperbolicidade singular,

também transitividade.

Lema 2.2.8. Cada ponto reqular x em um conjunto compacto invariante A, no contexto

da Proposicio 2.2.6, satisfaz v € W*s(x)\A.
Usamos o seguinte lema da dinamica hiperbdlica.

Lema 2.2.9 ([16, Lema 6.20]). Seja X € X'(M) e A um subconjunto compacto invariante
parcialmente hiperbolico contendo um disco forte-estdvel v, com v wma vizinhanga de
algum ponto de W*5(x) N A com a topologia relativa de W**(x), para algum x € A. Entao,

ax(v) ={a(z) : z € v} contém todos os discos estdveis através de seus pontos.
A seguir damos a prova do Lema 2.2.8.

Demonstracao. A prova é feita por contradicao. Suponha que existe x € A tal que z estd
no interior de W#**(x) N A. Pelo Lema 2.2.9 o conjunto a(z) contém todas as variedades
estaveis através de seus pontos.

Segue que «(x) nao contém nenhuma singularidade: de fato, pelo Lema 1.3.2
sabemos que a variedade forte-estavel de cada singularidade intersecta A apenas na sin-
gularidade.

Portanto, segue da Proposigao 1.3.1 que o conjunto invariante a(z) C A é hi-

perbdlico. Segue das observagoes anteriores que o conjunto

H = J{W=(y):y € a(z) N A}
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esta contido em A. Pelo mesmo argumento de antes, este conjunto contém as variedades
forte-estaveis de todos os seus pontos. Portanto pela Proposicao 1.3.1, H nao contém
nenhuma singularidade, isto é, H é uniformemente hiperbdlico.

Afirmamos que W, o fecho da uniao das variedades instaveis do pontos de
H, é um conjunto aberto (claramente é um conjunto fechado). Primeiro mostraremos que
WH"(H) é aberto. Note que H contém toda a variedade estdavel W*(z) de cada z € H:
isto porque H é invariante e contém a variedade forte-estavel de z. Note que a uniao
das variedades forte-instaveis dos pontos de W*(z) contém uma vizinhanca de z. Isto
prova que W*(H) é uma vizinhanca de H. Assim, a dérbita passada de qualquer ponto
em W"(H) deve entrar no interior de W*(H). Uma vez que o interior é um conjunto
invariante segue que W*(H) é aberto.

Agora observe que, como W"(H) é aberto e invariante, a variedade forte-estavel
de qualquer z € W"(H) estd contido em W"(H), que estd contido em A pois assumimos
que A é sumidouro. Portanto, tomando limites vemos que W**(w) C W*(H), para todo
w € W Isto implica que W nao contém singularidades e é hiperbdlico. Final-
mente, as variedades instaveis dos pontos em W estao bem definidas pela hiperbo-

licidade e estao em W¥(H), apenas tomando limites dos pontos em W*(H) . Portanto,
Wu(H) contém suas variedades estaveis e instaveis, e entdo um conjunto aberto em A.
Isto mostra que A tem interior nao vazio, contradizendo a hipdtese que A tem

volume zero. O

Corolario 2.2.10. Para qualquer x € A existe pontos xt ¢ Ae x= ¢ A em distintas

componentes conexas de W**(x)\{x}.

Agora podemos provar a Proposicao 2.2.6. Fixe ¢ > 0 como no Teorema da
variedade estavel. Qualquer secao transversal Yy em z suficientemente pequena com
respeito a € > 0 é folheada pelas intersecgoes W2 (z) N3y. Pelo Corolario 2.2.10, podemos
encontrar pontos z* ¢ A e x~ ¢ A em cada uma das componentes conexas de W#(z) N Xo.
Como A é fechado, existem vizinhancas V* de 2% disjuntas de A . Seja v C Xy alguma
curva pequena passando por z transversal a W?2(x) N%,. Entao, podemos encontrar uma
familia continua de segmentos dentro de W?(y) N Xy, para cada y € v com pontos finais
em V*. A unido Y destes segmentos é uma secao transversal J- adaptada, para algum
0 > 0. Veja figura 2.2.6.
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Figura 2.2.3: A construcao de uma segao d-adaptada para um x € A regular.

Isto conclui a prova da Proposicao 2.2.6

2.2.7 Suavidade e expansao do quociente da aplicagao de Poin-

caré sobre as folhas estaveis

Agora podemos voltar para o mapa quociente sobre as folhas estaveis que agora
estao bem definidas em V = ¥ e concluir que este é uma aplicacaio C1T® e também que,

para qualquer o > 1, definimos A = o¢~! na Proposicao 2.2.3 e deduzir que
|Df| = |D(p" o Rog)| > sinZ (FL(Ro),%) - IDR o v0.(50)|l > 0

sempre que tomarmos os limites temporais 17,75 grandes o suficiente, pois os angulos

entre as cu- curvas v, 7 e a folheagao estavel nas secoes sao afastados de zero.

2.3 Aplicacao de Poincaré perto das singularidades

Aqui construiremos a aplicagao de Poincaré do fluxo préximo as singularidades.
Relembre que, como as singularidades o sao do tipo Lorenz, a variedade instdvel W" (o) é
unidimensional, e existe uma variedade forte estavel W**(o) contida na variedade estével
bidimensional W#(o). Pelos resultados de linearizagao obtidos por Hartman na auséncia
de ressonancias, 6rbitas do fluxo em uma vizinhanca pequena U, de uma dada singulari-

dade o sao solugoes do seguinte sistema linear, modulo uma escolha suave de coordenadas:
(&, 9,2) = (\x, day, A3z)  logo X" (20, Yo, 20) = (0™, yoe™, 20¢™*"), (2.3.1)

com Ay < Az <0< —A3 < Aq.

Vamos usar o seguinte resultado de linearizacao.
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Teorema 2.3.1. Dado n € Z* existe inteiro N = N(n) > 2 tal que: se T’ é uma matriz

real nao singular d x d com autovalores vi,- -+ ,7vq satisfazendo

d d
Zmi%%%pamtodokzl,---,deQﬁijSN (2.3.2)

i=1 j=1

ese & =TE+Z2E), (=T¢, onde £, € R e Z ¢ de classe CN para ||€]| pequeno com
2(0) = 0,0¢=(0) = 0; entao existe um difeomorfismo C™ R de uma vizinhanga de & = 0
para uma vizinhanca de ¢ = 0 tal que RER™Y = (, para todo t € R e condicoes iniciais

para os quais o fluro (; e & estao definido nas correspondentes vizinhangas da origem.
Demonstragao. Veja [37], Teorema 12.1, p. 257. O

Lembre que, em geral, singularidades hiperbdlicas sao apenas linearizadas por
homeomorfismos no maximo Holder de acordo com o Teorema de Hartman-Grobman.

Pelo Teorema 2.3.1, é suficiente escolhermos os autovalores (A1, Ao, A\3) € R? de
o satisfazendo um conjunto finito de relagoes de nao-ressonancia (2.3.2) para um certo
N = N(2) e para cada singularidade o, em A. Para esta condigao, defina um conjunto
aberto e denso em R3 e entdao toda perturbacao pequena Y do campo X vai ter uma
singularidade cujos autovalores (A1(Y'), A2(Y), A3(Y")) est@o ainda na regido de linearizagao
C2.

Note que em (2.3.1) x corresponde a dire¢ao forte estavel em o, y a dire¢do
expansora e z a direcao estavel fraca. Entao, para algum § > 0 podemos escolher secoes

transversais contidas em U,

e %% em pontos y* em diferentes componentes de W (o)\{c};

+

e Y% em pontos ¥ em diferentes componentes de W (0)\W;: (o),

e a aplicacdo de primeiro retorno de Poincaré R* : Li+\(* — 30~ U X%F onde (* =
S (o), satisfazendo

1. cada orbita no sumidouro que intersecta uma vizinhanca pequena da singularidade

o intersecta alguma das sec¢oes Ef;i;

2. R* envia cada componente conexa de Y55\ (* difeomorficamente em uma diferente

secio Y%F preservando as correspondentes folheagoes estdveis.

Aqui escrevemos W (o), * = s,ss,u para as variedades locais estével, forte estével e
instavel da singularidade tipo sela hiperbdlica o, e estas variedades estendem-se para as
secoes LhE, e NOE,

Note que em cada caixa de fluxo préximo a singularidade existem quatro segoes:

duas de safda ¥4 e duas de chegada X0*.
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Usando as coordenadas C? linearizadas na caixa de fluxo préximo a singularidade,
com os apropriados reescalonamentos, podemos assumir sem perda de generalidade que
para um § > 0 pequeno, X% = {(z1, 29, £1) 1 |21] < 6, |z2] < 5} € 0% = {(£1, 29, 73) :
|zo| <0, |xs] < 6}

Entao, a partir de (2.3.1) podemos determinar a expressao da transformagao de

Poincaré entre as segoes de saida e chegada:
SO {2y > 0} = D0, (01,09, 23) > (1,20 2™, 27N (2.3.3)

Os outros casos sao similares.

Isto mostra que a aplicagao obtida a partir da identificacdo dos pontos com a
mesma coordenada xs, ou seja, pontos na mesma folha estavel, é simplesmente = +—>
f(z) = 2% em que « = —A3/A\; € (0,1). Analogamente, as coordenadas transversais as

folhas estaveis transformam de acordo com o mapa g(z,y) = yz” em que 8 = —\y/\; > 0.

Observacao 2.3.2. 0,9(x,y) = Byx’~! é limitada se, e somente se, 5 > 1 ou equivalente-

mente —Agy > Aj.

Nestas coordenadas é facil ver que para pontos z = (1,13, +1) € ¥%F o tempo
7F tal que o fluxo comeca em z e toca em uma das £%* depende apenas de z; e é dado

por
1 o

Til<:€1) = — 0g)\|x1\ e consequentemente / |Ti<l‘1)|dﬂﬁ1 < 00. (2.3.4)
1 )

Isto mostra, em particular, que o tempo de retorno em uma se¢ao de saida préximo a

uma singularidade é constante nas folhas estaveis.

2.4 Transformacao Global de Poincaré

Agora mostramos a construcao da aplicacao global de Poincaré para o fluxo em
uma vizinhanca do sumidouro singular hiperbélico A. .

Observe que pela Proposicao 2.2.6 podemos encontrar uma secao d-adaptada em
cada ponto nao singular x € A. Sabemos também que perto de cada singularidade o}, de
A existe uma caixa de fluxo U,, contendo oy em seu interior. Seja S(A) o conjunto das

singularidade em A.

Passo 1: Escolha uma caixa de fluxo U, com as seguintes condigoes extras:
1. para qualquer par de distintos 01,09 € S(A) a caixa de fluxo
SEET) = {X(z) : v € int(25F),|s| < Ty}, 0 = 01,00, % = 0,0

sao disjuntas dois a dois, e
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2. 0 menor tempo necessario para a 6rbita positiva de um ponto em X** inter-

sectar £%* é maior que Tj.

u = arbitrari Hxi1 o i¢o
Note que como podemos tomar ¥** arbitrariamente préximo de o, estas condigoes
podem sempre ser obtidas. Denote por @ a familia de todas as segoes transversais

perto das singularidades de A.

Passo 2: Considere o conjunto aberto Vg = Ugsega) Uszio Zf;i(Tl) e o subconjunto
compacto A := A\Vs de A. Sabemos que qualquer z € A; é um ponto regular.
Portanto temos secoes d-adaptadas ¥, para todo x € A;. Considere a ¢€y- caixa de

fluxo
Yo(eo) = {Xs(x) 1 x € int(X,), |s| < e}

para um € fixo pequeno e ¢y < T7. Note que x € A; significa que (&) ndo contém

singularidades e , de fato, nao intersecta qualquer uma das secoes fixadas no Passo

1.

A colecao C = {X,(e) : © € Ay} é uma cobertura aberta de A;. Fixamos a
subcobertura finita Cp = {3, (€y), . .., 24, (€0)} n0 que segue e consideramos a cor-
respondente familia finita de segdes transversais Zg = {X;,,..., Xz, }-

Passo 3: Agora ajustamos a construcao de forma que a o tempo de primeiro retorno de

Poincaré entre elementos de = seja maior que alguma constante positiva uniforme.

Dadas X, ¥ € E, se int(X) Nint(X') # 0, entdo podemos supor sem perda de
generalidade que a intersecao é transversal. Por outro lado, se h : I? — X é o
sistema de coordenadas de Y visto na Observagao 2.2.1, podemos encontrar um
mergulho C** , : 12 — M suficientemente préximo de h tal que ¥ := h(I%) é uma
secao 6-adaptada e existe ¢ : 12 — (—e, €o) tal que h(s,t) = Xoes)(h(s,t)) e ambos
0s pares mt(f]), int(X) e 9%, Y sdo transversais. Em particular, 3 e 9% devem

ser disjuntos, pois o espaco ambiente é tridimensional.

Segue que podemos assumir que a intersecao YN Y é formada por um nimero finito

de curvas suaves fechadas. Considere a sub faixa de > dada por
Yo :=U{W(y,X):ye xnX'}

e também a sub faixa de ¥’ dada por
Y= U{W(z,Y) 2z eXNY}

Com respeito a definicao de W*(z,X), W*(z,Y') existem ¢, : W5(z,X) — (—¢€, €o)
e ¢, W (2,%') — (—eo, €) tais que para cada z € SN Y

W5t (2) = A{Xo@) () - v € W3(2, E)} U{X; ) (y) 1y € W2(2, X))} C WE(2)
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~

e ¢(z) =0 = ¢(z). Pelo Teorema 2.1.1, as variedades estaveis na vizinhanca U de

A variam C?- suavemente no pontos da base, entdao o conjunto

Yo :={Ws*(2):z€e XNX'}

é uma secao 0- adaptada cuja caixa de fluxo, no tempo 2¢y, cobre a €y- caixa de
fluxo de Xg e 2.

Substituimos ¥ e ¥/ pelas seguintes faixas: o fecho das componentes conexas de
¥\Y; junto com o fecho das componentes conexas de 3X'\Y;; e o fecho de 35. O
nimero de tais componentes é finito e, além disso, suas caixas de fluxo, no tempo

2¢p, cobrem pelo menos a mesma porcao de A como as caixas de fluxo de X e X',

Esta construcao nos garante que, para quaisquer X2, 3 em =0, seus interiores nao se inter-
sectam e o menor tempo de primeiro retorno de Poincaré entre estas secoes é estritamente
positivo. Redefinimos Cy = {¥(2¢) : £ € Zp}.

Definimos = := =y U © a familia de todas as segoes transversais escolhidas nas

etapas acima.

Observagao 2.4.1. Note que:

1. garantimos que cada um dos conjuntos abertos ¥(2¢y), ¥ € E e U,,0 € S(A) esta
contido em U, vizinhanga de A onde a extensao da folheagao forte estavel estd
definida;

2. dada ¥ € Z e x € int(X), o tempo de primeiro retorno de Poincaré para a érbita
positiva de z alcancar alguma secao em = é estritamente positivo, como o nimero
de secoes é finito e cada uma delas é compacta existe ¢ > 0 tal que inf{t > 0 :
X' z) € 2} > e

3. como A é um atrator, o conjunto w(z) de qualquer z € Usee(€y) U Ugesa)Us esta
contido em A. Seja z um ponto regular. Com excecao das variedades locais de o
em U,, um ponto y € w(z) tem dérbita regular que intersecta alguma segao em = em
algum tempo futuro. Portanto, a érbita de z, que acumula em w(z), deve intersectar

alguma secao de =.

Defini¢ao 2.4.2. [Aplicagao global de primeiro retorno de Poincaré| Seja z um
ponto no interior de uma secao transversal em =. A aplicacdo de primeiro retorno de
Poincaré é dada por

Ro(2) == X755 (2) (2.4.1)

e dizemos que
To(2) = inf{t > 0: X'(2) € Z} (2.4.2)
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é o tempo de Poincaré de z. Se o ponto z nunca retorna para alguma das secoes, entao o

mapa Ry nao esta definido em z.

Esta construcao nos garante que Ry ¢ injetiva, uma vez que é o mapa de primeiro
retorno entre se¢oes transversais ao fluxo.

Ainda nao podemos assegurar que o tempo de Poincaré é suficientemente grande
para ter hiperbolicidade da transformacao de retorno. Observemos primeiro que pelo
Lema 2.2.6 podemos tomar uma secao transversal J- adaptada em cada ponto nao singular
x € A. Sabemos também que préximo de cada singularidade o}, existe uma caixa de fluxo
Us,.

Usando a construcao da vizinhanca tubular proximo a qualquer secao d-adaptada
¥, linearizamos o fluxo em um conjunto aberto Uy, = X (=49 (int(X)) para ¢ > 0 pequeno,
contendo o interior da secao. Isto nos fornece uma cobertura aberta do compacto A por
caixas de fluxo proximo as singularidades e vizinhancas tubulares em torno de pontos
regulares.

Seja {Us,,U,, :i=1,...,lek=1,...,s} uma cobertura finita de A, onde s > 1
é o numero de singularidades em A, e seja T3 > 0 um limite superior para o tempo que
qualquer ponto z € Uy, leva para sair da vizinhanca tubular sob o fluxo, para qualquer
t=1,...,1. Assumimos, sem perda de generalidade, que T, > Tj.

Para definir a aplicagao de Poincaré R para qualquer ponto z em uma das segoes
em

E={Y, B n0 =1, bk=1,...,s},
consideramos 2 = X72(z) e esperamos o préximo tempo 75(X72(z2)) que a érbita de 2 toca

novamente uma das secoes. Entao, definimos
R(Z) — XT2+T0(XT2 (2)) (Z)7

e dizemos que 7(z) = Ty + 79(X™2(2)) é o tempo de Poincaré de z. Se o ponto z nunca
retorna para umas as segoes transversais, entao o mapa R nao esta definido em z. Além
disso, pelo Lema 2.2.7, se R esta definida em x € ¥ para alguma ¥ € =, entao R esta
definida em cada ponto de W#(x,3). Portanto, o dominio de R|s é formado por faixas

de ¥. A suavidade de (x,t) — X'(z) significa que as faixas
Y(X)={reX:Rx) e}

em interior nao-vazio em Y, para quaisquer X, € Z. Numa secao de chegada perto
de uma singularidade oy, pode existir um bordo da faixa correspondendo a linha l,f de

pontos que caem na variedade estavel de oy.

Observagao 2.4.3. Pelo item (3) da Observacao 2.4.1, a familia de todas ¥ (¥') para ¥’ € =

cobre X exceto nos ponto em que R nao estd definida.
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2.4.1 Numero finito de faixas no dominio da aplicacao global de

Poincaré

O proximo resultado diz que, fixando uma se¢ao transversal X € =, os pontos
onde R nao esta definida estao contido em um numero finito de folhas estaveis. Assim,
a familia de todas as possiveis faixas cobrem ¥ exceto por um nimero finito de folhas
estaveis Wo(x;,2), ¢ = 1,...,m = m(X). Ou seja, o nimero de faixas em cada segao é
finito.

Pelo Teorema do Fluxo Tubular e a suavidade do fluxo temos que R é suave em
todos os pontos x € ¥ tais que R(z) € int(Z), onde int(X) é a unido dos interiores de
cada secao em =. Denote 0°= a uniao de todas as folhas que formam o bordo estavel de

cada se¢ao em =.

Lema 2.4.4 ([16]). O conjunto das descontinuidades de R em Z\O°Z estd contido no

conjunto dos pontos x € Z\0°Z tal que:

1. Ou R(z) estd definida e pertence a 0°=;

2. ou existe algum 0 < t < Ty tal que X'(x) € Wi(o) NE; para alguma singularidade

ocemAeX; €E.

Além disso, este conjunto estd contido em um numero finito de folhas estdveis da se¢ao
DINSICH

A prova deste lema depende do fato de que o tempo de Poincaré é finito para
pontos onde R(x) estd definida, entao os outros pontos devem estar no atrator mas nunca
intersectam outra se¢ao em =, entao devem convergir para uma singularidade de X em
A, ou vao cair no bordo estavel de alguma secao de =.

Seja I o conjunto finito das folhas estaveis de = vindas do Lema (2.4.4) unido
com 0°=. Entao o complementar Z\I" é formado por finitas faixas abertas ¥ € Z, onde
R ¢ de classe C?. Cada uma dessas faixas é entao uma componente dos conjuntos (')

para X, ¥ € =, onde R ¢ um difeomorfismo C?.

2.4.2 Integrabilidade do tempo de retorno global de Poincaré r

Agora vamos obter uma propriedade fundamental para a construcao de medidas

fisicas para atratores hiperbdlicos singulares.

Lema 2.4.5. O tempo global de Poincaré T € integrdvel com respeito a medida de Lebesque

em Z, induzida pela forma de volume em M.
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Demonstragdo. Seja z € Z, o ponto 2 = X72(2) ou estd numa caixa de fluxo U,, de uma
singularidade o, ou nao. No primeiro caso, o tempo que Z leva para alcancar uma se¢ao
de saida ¥2:* é limitado pela fungio tempo de saida 77 da correspondente caixa de fluxo,
que ¢ integravel. No segundo caso, Z leva um tempo de no maximo 273 para alcancar
outra se¢ao, pela definicao de T5. Assim, o tempo de Poincaré em = é limitado por Ts+ T3
mais uma soma de finitas fungoes integraveis , uma para cada caixa de fluxo perto de uma
singularidade, por finitude do niimero de singularidades, do niimero de se¢oes em = e do
numero de faixas em cada se¢do. Assim, o tempo de Poincaré de R em = é Lebesgue

integravel. O

Observagao 2.4.6. Como as folhas estaveis nas segoes transversais fixadas sao uniforme-
mente contraidas pelo fluxo, existe uma constante ¢ dependente apenas do campo, do
diametro e posigoes das segoes, tal que |7(z) — 7(2’)] < ¢ para todos os pares z,z’ na
mesma folha estavel das secoes da familia =. Ou seja, o tempo de retorno de Poincaré é

quase constante sobre as folhas estaveis de =.

2.5 Aplicacao bidimensional F

A partir de agora = é a colegao de todas as faixas ¥(3') onde a aplicagao de
Poincaré é suave. Vamos denotar as faixas por Y. Escolhemos uma cu-curva C? s
transversal a F3, em cada ¥ € =. Entao, a projecao py ao longo das folhas de Fi em
s é um mapa C'"% pois as folhas estdveis W*(x, X)) sao definidas através dos pontos de
¥ € Z e as holonomias dependem C'T® suavemente no ponto da base.

Dado um conjunto A, defina

- U S8 ¢ s- | 59
R %YVEE
Como o numero de faixas é finito, pelas propriedades de X (X') obtidas anteriormente, o
conjunto I ¢ C?- difeomorfo ao intervalo I = [0, 1] menos o conjunto com finitos pontos
C=1{c1, ,cu}, e ps|py’ torna-se uma submersio C'. O conjunto S é C**-difeomorfo
ao retangulo fechado nao degenerado Q C R?, @ = [0,1] x [0, 1] menos o conjunto finito
formado por linhas verticais C x I. Denote por H o C''*%- difeomorfismo H : S — @ que

envia folhas estaveis em linhas verticais e considere a composicao
F=HoRoH':Q —Q.

De acordo com a Proposigao 2.2.3, Corolario 2.2.4 e Lema 2.2.7, a aplicacao de
Poincaré R : Z\I' — = leva folhas estéveis de F3, em folhas estdveis da mesma folheacao,
¢ O por partes e hiperbdlica. Além disso, pelo Coroldrio 2.2.4, uma cu- curva vy C X é

levada por R em uma cu- curva R(7) na imagem da segao.
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Podemos definir cones instaveis em () usando a suavidade de H:

C,(H(z)) := DH(z).Cy.

p

Isto significa, em particular, que cu- curvas sao enviadas por I’ em cu- curvas. Portanto,

o mapa F' = H o Ro H~! pode ser escrito como

F(r,y) = (f(x),9(z,y)),

onde
f-I\D - 1,(I\D) 5 z+ H((pg/(R(WS(H_l(z), Y)YNX(X))).

Por construcao temos que valem as seguintes propriedades:

e f:I\D — I nio estd definida em D = {by,--- ,b,} e 6 C' em I\D = Up<;<n];. Os
pontos by, - -+ , b, correspondem ou a projegao de uma linha ¢ = X; N W?(o), ou a

projecao do bordo de uma faixa ¥ € =.

e g: @ — I nao estd definida nas linhas verticais ¢, = {b;} x I em @, que corres-

pondem a py'(b;) e g é O restrita a Q\(Up<i<nls,)-

Finalmente, colocando by = 0 e b, = 1, a restricao de F' a cada faixa X; = (b;, b;41) X
0,1] CQ,0<j<n-—1édada por

ng(az,y) = (fzj(x)7g2j<x7y))'

Notemos que o Lema (2.2.7)(b) junto com o fato de que H ¢ um difeomorfismo C'*

implica que

Lema 2.5.1. A aplicagao F : Q — Q preserva a folheagao vertical F* de Q, e F|y é -
Lipschitz com A <1 em cada folha v € F°.

Observagao 2.5.2. Tomando a secao X suficientemente pequena podemos garantir que o
cone instavel tem variagao muito pequena ao longo da faixa. Entao todas as curvas que
estao a uma distancia constante de vy também sao cu- curvas. Como F3. ¢ enviada em
linhas verticais em () através de H, isto nos da que todas as linhas horizontais em ()
que nao intersectam as linhas verticais ¢., sdo cu- curvas, pois estas linhas horizontais
correspondem, por H, a curvas que estao essencialmente a uma distancia constante de ~s

ao longo das folhas estaveis.



Capitulo 3

Aplicacao unidimensional induzida e
densidade das variedades estaveis

das singularidades

Apresentamos agora prova do item 6 do Teorema 1.3.5 baseada no estudo de

propriedades topoldgicas e ergddicas da transformagao quociente unidimensional.

3.1 Propriedades da aplicagao unidimensional f

E sabido que como o fluxo (X")ier ¢ C?, 0s conjuntos W#(z, ), x € ¥, definem
uma folheacao C°, F3, de cada secao transversal ¥ € =, cuja holonomia é absolutamente
continua e com jacobiano Holder com respeito a medida de Lebesgue, logo esta holonomia
¢ C''- Holder.

Estas propriedades junto com a expansao fornecida pelo Corolario 2.2.4 implicam

(veja a prova em [16], secao 7.3.2 pag 222.).

Lema 3.1.1. A aplica¢io unidimensional f é expansora, isto €, |f'| > k, para algum
k> 1. Além disso, ¢ de classe C'T* por pedagos tal que 1/|Df| é a- Holder, para algum
0 <a <1, restrita a cada I;.

A expansao uniforme é consequéncia da existéncia de uma cota uniforme para os
angulos entre F3 e as curvas vy, uma vez que fixamos o conjunto = das se¢oes transversais,
e obtemos uma taxa de expansao arbitrariamente grande ao longo dos cones instaveis se
T1 > 0 é suficientemente grande. Podemos portanto assumir, sem perda de generalidade,
que k£ > 2 no enunciado do Lema 3.1.1 e assim faremos no restante deste trabalho. Como

consequéncia disto é possivel deduzir mais propriedades da aplicagao unidimensional.

43
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3.1.1 Propriedades topoldgicas da dinamica de f

O seguinte lema garante a existéncia de uma classe especial de érbitas peridédicas

para f.

Lema 3.1.2 ([16], Lema 6.30). Seja f : |J; [; — I uma aplicacdo de classe C", expansora
por partes com finitos ramos I, ..., I; tal que cada I; € um intervalo aberto ndao-vazio.
Suponha que |Df|r,| > r >2 e I\(U, I;) € finito.

Entao, para cada 6 > 0 pequeno eziste n = n(d) tal que, para cada intervalo
aberto nao-vazio J C Uj I; com |J| > 8, podemos encontrar 0 < k < n, um subintervalo
JdelJel < j <1 satisfazendo f*|; : J — I; é um difeomorfismo.

Ademais, f tem nimero finito de orbitas periddicas O(py), ..., O(px) contidas em
Uj I;, e cada intervalo aberto nao vazio J admite um subintervalo aberto j, um ponto

periddico p; e um iterado n tal que f"|; € um difeomorfismo em uma vinhanca de p;.

Observacao 3.1.3. Para a aplicacao bidimensional F' o lema acima mostra que existem um
ndimero finito de dérbitas periédicas O(Fy),. .., O(Py) para F tal que 7(O(F;)) = O(p:),
i =1,...k onde m: ) — I é a projecdo na primeira coordenada. Além disso, a uniao
das variedades estaveis dessas dérbitas periddicas é densa em Q).

De fato, 77'O(p;) é uma colecao finita de folhas verticais de @), compactas e
invariantes para o futuro. Cada folha é contraida por F"i, onde r; € Z* é o menor
perfodo de p;. Portanto existe um ponto fixo para F" em cada folha de 771O(p;) e juntos
eles formam uma drbita periédica para F, O(P;) tal que 7O(F;) = O(p;), e 71O (p;) se
torna uma variedade estavel local da drbita periddica O(P;), para cada i = 1, ..., k.

Além disso, para cada intervalo nao-vazio J consideramos a faixa J x [ em ) e a
subfaixa J x I dentro de .J x I, onde J é dado pelo Lema 3.1.2, que também nos ddn € Z*
tal que f":.J — V(p;) é um difeomorfismo de J para a vizinhanca V(p;) de p;. Entao,
F(JxI) intersecta V(p;) x I e entdo F™(Jx )N~ 1p; # 0, que é, Ws(P)NF"(JxI) # 0.
Pela invariancia da variedade estavel, concluimos que J x I D J x I contém um ponto na

variedade estével de P,.

Observacao 3.1.4. Isto também implica que as variedades estéveis das orbitas periddicas
P; obtidas acima sao densas em uma vizinhanca U de A.

De fato, podemos escrever o fluxo X* em uma vizinhanca de A como um fluxo
de suspensao sobre F'; veja [15]. Entao a drbita de cada P; é periddica e hiperbdlica, e
WEa(P;) é a suspensao de Wi (F;). Portanto, a densidade de U;W3(F;) em @ implica a
densidade de U;W3(P;) em uma vizinhanca U de A.

Denotamos por C(Z) a familia de componentes conexas maximais das sub-faixas

{E(X') : ¥ € =}, para qualquer dada ¥ € =, onde R é suave.



45

Definicao 3.1.5. Dadas duas faixas S;1 = J; xI C ¥ e Sy = Jo X I C ¥, para quaisquer
Y1, 29 € =, onde J; e Jy sao subintervalos compactos de II. Dizemos que R’“(Sl) intersecta

Sy para algum k > 1, se existe uma sub-faixa S = J x I de S tal que

ps, (RF(S)) D ps,(S2) e R¥(S) é difeomorfica a S.

k
Dadas duas faixas S7, S5 escrevemos S; — Sy se R’“(Sl) intersecta Ss.

Lema 3.1.6. Se existe um intervalo J C I e um inteiro n tal que f"|; € um difeomorfismo

entre J e sua imagem f"(J), entdo a faiza S = J x 1 intersecta a faiza S = f(J) x L.

Demonstra¢ao. Como fop = po R temos que f"(p(S)) = p(R"(S)) = f*(J), e assim
R™(S) projeta em p(S’) Portanto S =% S. ]

Como consequéncia dos resultados acima, obtemos

Proposicao 3.1.7. Existem pontos periddicos py, . .., py do campo X em = tais que p=(p;)
estd contido em U;I; e, para cada faiza S contida em C(X) existe subfaiza S de S e
k € N tais que Ry, : S — Rk(g) ¢ um difeomorfismo e Rk(S’) contém algum dos pontos

piyi € {1,...,k} no seu interior.

Observacao 3.1.8. As orbitas periédicas ébtidas na proposicao acima serao designadas por

“Orbitas perddicas destacadas” no que segue.

3.1.2 Propriedades ergdédicas de f

A aplicacao f é expansora por partes com derivada Hdélder, isto é suficiente para
que possamos usar resultados fortes da dinamica unidimensional.

E bem sabido que aplicacoes f de classe C!, expansora por partes, no intervalo [
tal que 1/ |Df| tem variagao limitada tem um ntimero finito de medidas de probabilidade
invariantes absolutamente continuas cujas bacias cobrem Lebesgue quase todos os pontos
de I.

Usando uma extensao da nogado de variacdo limitada foi mostrado em [9] que
os resultados de existéncia e finitude de medidas invariantes absolutamente continuas
ergddicas e invariantes podem ser estendidos para aplicacoes expansoras por partes de
classe C! tais que g = 1/|f’| é a- Holder para algum « € (0,1). Estas fungoes sao de

variacao limitada universalmente, isto é,

sup (Z lg(a;) — g(ai_l)ll/a> < oo,

a=ap<a1<--<an=b
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onde o supremo é tomado sobre todas partigoes finitas do intervalo I = [a,b]. Além disso,
a partir de [39] as densidades ¢ das medidas de probabilidade invariantes absolutamente

continuas para f satisfazem o seguinte: existem constantes A, C' > 0 tais que
/osc(go, e,z)dr < C.e® para todo 0 < e < A,

onde osc(p, €,T) = esSSUD, .ep(q [P(Y) — @(2)| e o supremo essencial ¢ tomado com
respeito a medida de Lebesgue. A partir dai podemos encontrar uma sequéncia ¢, — 0
tal que osc(gp, €, ) —_ 0 (com respeito a medida de Lebesgue). Isso implica que o suporte
de supp(p) contém intervalos abertos nao vazios.

De fato, dado 6 > 0 pequeno seja p > 0 pequeno e n grande tal que W = {p > p} e
V = {osc(p, €, ) > p/2} satisfazem A\(I\W) < §. Entao, A\(WNI\V) >1-26 > 0. Seja
x um ponto densidade de Lebesgue de WNI\V. Entao existe um subconjunto com medida
de Lebesgue positiva de B(z,¢,) onde ¢ > p. Pela definicao de osc(yp, €,,x) temos que
©(y) > p/2 > 0 para Lebesgue quase todo ponto y € B(z, €,), e assim B(z, €,) C supp(p).

Ademais, segue de [9] que existe um nimero finito de medidas de probabili-
dade ergddicas, invariantes, e absolutamente continuas v, ..., ; de f e toda probabilidade
invariante absolutamente continua v se decompoe em uma combinacao linear convexa
v = 22:1 a;v;. Considerando qualquer subintervalo J C I e a medida de Lebesgue nor-
malizada A; = (A\|J)/A(J) em J, cada ponto de acumulagao fraca* de n™! Z?;& JEIeN))
é uma probabilidade invariante absolutamente continua v para f (pois a funcao indica-
dor de J tem variagao limitada generalizada). Portanto as bacias de vy, ..., cobrem [
Lebesgue médulo zero: A(I\(B(v1)U...U B(y)) = 0.

Note que a partir de [9] também sabemos que a densidade ¢ de qualquer medida

de probabilidade f- invariante absolutamente continua é limitada por cima.

3.1.3 Medidas absolutamente continuas e orbitas peridédicas des-

tacadas

Agora enunciamos algumas propriedades topolégicas e ergddicas que tanto quanto

sabemos sao obtidas aqui pela primeira vez.

Lema 3.1.9. Para cada orbita periddica destacada O(p;) de f existe alguma medida v;
de probabilidade f- invariante ergédica e absolutamente continua tal que p; € supp(v;), e

vice Versa.

Demonstragao. Defina E = {1 <i<k:31<j<Ital que O(p;) € suppy;}. Note que
como int(supp)r; é nao vazio, entdo para um intervalo J C int(suppr;) podemos, pela

Proposicao 2.1, encontrar outro intervalo J C J e n > 1 tais que TTE J = V(p;) é um
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difeomorfismo para uma vizinhanga V' (p;) de p;, para algum 1 < i < k. A invariancia de
suppy; mostra que p; € int(suppry) e E # (.

Seja B = {1,...,k}\E. Agora vamos mostrar que B = (). Escrevemos i — j se
a pré érbita de O(p;) acumula O(p;).

Afirmamos que se ¢ — j e j € E, entao ¢+ € E. Portanto, érbitas em B
nao podem intersectar érbitas em E. Pois a uniao das pré érbitas de orbitas periddicas
distintas de f sao densas em I, entao B pode apenas ser acumulado por pré orbitas de
elementos de B. Assim, a uniao W das pré orbitas de elementos de B é f- invariante e
densa em uma vizinhanca das érbitas dos elementos de B. Portanto, W é um compacto
f- invariante com interior ndo vazio de I e entdo Wcontém o suporte de alguma Vj.
Consequentemente a pré érbita de algum elemento de B intersecta int(suppr;) e entao
BN E # (). Esta contradicao prova que B dever vazio a menos da prova da afirmacao.

Existe =, — p; tal que z, € Up>of "(p;) e entdo podemos encontrar V,,
vizinhanca de x, enr—r;f > 1 tal que f™|y, : V,, = V(p;) é um difeomorfismo em uma
vizinhanga V(p;) de p;. Mas V(p;) N suppy, # 0 para algum 1 < h < [ e entdo, por
invariancia do suppvy, existem pontos de suppyy, em V,,, para todo n > 1. Isto mostra
que p; € um limite pontual de suppyy, e entao ¢ € E . Isto prova a afirmacao e termina a

prova do lema O

3.2 Densidade de variedades estaveis de singularida-

des

Aqui provaremos algumas consequéncias para o sumidouro A a partir das propri-

edades da aplicagao unidimensional.

Teorema 3.2.1. A uniao das variedades estdaveis das singularidades de um conjunto
sumidouro hiperbolico singular com volume zero € densa na bacia de atragao topologica,

que é

UcC U Ws(o).
cEANS(X)
Uma importante implicagao é a possibilidade de escolhermos secoes transversais

adaptadas com uma especial caracteristica que vai ser crucial para a prova do Teorema

C.

Corolario 3.2.2. Cada ponto regular de um conjunto sumidouro hiperbolico singular com
volume zero admite secao transversal d-adaptada cujo bordo estdavel € formado por varie-

dades estdveis de singularidades do conjunto, para cada 6 > 0 suficientemente pequeno.
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3.2.1 Prova do item 6 do Teorema 1.3.5

Como consequéncia do Corolario 3.2.2, a aplicacao unidimensional f satisfaz o
item (6) do Teorema 1.3.5.

De fato, pontos na variedade estavel de uma singularidade o € A sao enviados,
pelo fluxo em tempo finito, para a variedade estavel local da singularidade em uma segao
transversal préxima a singularidade. Para a aplicacao unidimensional o comportamento
correspondente é precisamente dado pelo item (6b) do Teorema 1.3.5.

O item (6b) é uma consequéncia da defini¢ao de aplicagoes de retorno em segoes
transversais, enquanto o item (6¢) é uma consequéncia do comportamento local do fluxo

préximo a uma singularidade tipo-Lorenz; veja [15, Segao 2.4].

3.2.2 Interseccoes transversais entre variedades instaveis de orbitas

periodicas e variedades estaveis de singularidades

Para provar o Teorema 3.2.1 note que o fluxo de X na variedade com bordo
U é um fluxo Anosov-seccional, pois A é um subconjunto maximal invariante na regiao

armadilha U. Vamos usar isto para deduzir o seguinte.

Teorema 3.2.3. Seja . uma medida de probabilidade invariante hiperbolica suportada
em um sumidouro hiperbolico singular conexo A com wvolume zero. Assuma que jé um
estado u-Gibbs, isto €, para p-quase todo x a variedade instavel W3 esta bem definida e
Lebesgue quase todo ponto y € W} € p-genérico: %fOT dx,(y)ds ijzo L.

Entao existe 0 € AN S(X) tal que W¥(p) h W*(o) # 0 para cada p € suppju.

Podemos agora provar o Teorema 3.2.1: Este teorema é um corolario do Teorema 3.2.3
pois, pela observagao 3.1.4, as variedades estaveis das orbitas periddicas distintas sao
densas em uma vizinhanga U de A. A intersecao transversal dada pelo Teorema 3.2.3
significa que cada uma destas variedades estaveis é acumulada pela variedade estavel de
alguma singularidade; aqui usamos o A- Lema. Dai segue o resultado 3.2.1.

A seguir apresentaremos alguns resultados para a prova do Teorema 3.2.3.

Lema 3.2.4. No contezto do enunciado do Teorema 3.2.3, fize py € Per(X) N supp(u) e
seja J = [a,b] um arco em uma componente conexa de Wi (po)\ {po} com a # b. Entao,

H = Uer Xt(J) contém alguma singularidade de A.

Demonstrag¢ao. Segundo a teoria nao uniformemente hiperbdlica (Teoria de Pesin) sabe-
mos que o suporte de uma medida de probabilidade ergédica hiperbdlica nao atomica

estd contida na classe homoclinica de uma 6rbita peridédica O(p); por exemplo veja [8] ou

6],
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Portanto, para p-quase todo ponto x temos que W C suppu (pois p é uma
medida Gibbs) e W* Mt W*(O(p)) # (. Assim, pelo A- lema (veja [10]) temos que
W(p) C W¥(z) C suppp.

Como cada ponto periédico py € suppp estd homoclinicamente relacionado a p,
entao também temos W (pg) C W"(py) C supppu.

Note que H C W C suppp € H é um conjunto compacto por construcao,
onde W{'(po) é a componente conexa de W*(py)\O(p) contendo J. Ademais, H é conexo,
pois H é també o fecho da érbita do conjunto conexo J sob o fluxo continuo.

Se H nao tem singularidades, entao H é um conjunto compacto conexo hiperbdlico
e entao contém as variedades forte-estaveis de quaisquer de seus pontos, pois cada ponto
em H é acumulado por iterados futuros do arco J. isto significa que H é um sumidouro
e entdao H = A por conexidade, e portanto H contém todas as singularidades de A. Esta

contradicao nos diz que H deve conter alguma singularidade. O

Fixe pp e 0 € S(X)NH como no enunciado do Lema 3.2.4. Devemos mostrar que
Wu(py) N S(X) # 0. Além disso, o fluxo de X é interiormente transversal ao bordo da
variedade U e tem A como seu subconjunto invariante maximal, que é hiperbélico singular.
Portanto X em U é um fluxo Anosov-seccional e estamos no contexto do préximo resultado

devido a Batista e Morales [22].

Teorema 3.2.5. [22] Se O € uma drbita periddica de um fluro Anosov-seccional em uma
variedade compacta satisfazendo W*(py) N S(X) # 0, entio existe o € S(X) tal que
WH(O)NW?(o) # 0.

Agora tomemos O = O(py) e como X ¢é um fluxo Anosov-seccional na regiao
armadilha de A, aplicamos o Teorema 3.2.5 para obter a existéncia de ¢ € S(X) tal
que W*(O) N W*(o) # 0. Pela definigao de hiperbolicidade singular, isto significa que
W (po) N W*(0) # 0.

Isto é suficiente para concluir a prova do Teorema 3.2.3. De fato, como todas
as Orbitas periédicas em supp(u) estdo homoclinicamente relacionados, é suficiente obter

W*(po) N W*#(c) # () para um ponto periddico destacado py € supp(u).



Capitulo 4

Grandes desvios para sumidouros

hiperbdlicos singulares

Um dos conceitos mais importantes em Sistemas Dinamicos é a nogao de medida
fisica (SRB) para um fluxo ou transformacao. Diz-se que uma medida de probabilidade
invariante p para um fluxo X! em uma variedade compacta é fisica se o conjunto de pontos

z tais que, para toda funcao continua ¢

t—o0

im 1 [ v Gds = [ odn

tem medida de Lebesgue positiva no espaco ambiente. Equivalentemente, definimos bacia

de uma probabilidade invariante p como sendo o subconjunto de pontos x € M tais que

1 n—1

lim — E dfi(z) = i na topologia fraca® e uma medida fisica é aquela cuja bacia tem
n—oo N 4 5
]:

volume positivo.

Mostrado que estas medidas existem, é natural considerar a taxa de convergéncia
das médias temporais para a média espacial. Essa taxa é medida pelo volume do sub-
conjunto de pontos cujas médias temporais estao afastadas da média espacial por uma
quantidade fixada, até certo tempo de evolugao. Precisamente, se fixarmos € > 0 uma

margem de erro, e considerarmos o conjunto

By = {x %/OTMXS(x))ds—/wdu‘ >e},

procuramos condicoes sob as quais a sua medida de Lebesgue decai exponencialmente

rapido, isto é, se existem constantes C, ¢ > 0 tais que

Leb(Br) < Ce ' para todo t > 0.

20
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4.1 Cota superior para grandes desvios

Vamos agora comegar a construir a prova do seguinte resultado, que é o Teorema

A enunciado na Introducao.

Teorema 4.1.1. Seja X' um fluzo C? em uma variedade tridimensional exibindo um
sumidouro hiperbolico singular com regiao armadilha U. Denote por Leb a restri¢cao nor-

malizada da medida de Lebesque em U e assuma que o sumidouro te volume zero. Seja

<o

Comecamos por mostrar que, gracas a folheagao uniformemente contrativa que

Y : U — R uma funcao continua e limitada, entao para qualquer ¢ > 0

1
lim sup T log Leb {z cU: mf

T—o0

/th )t — ()| >

cobre o sumidouro, o conjunto de pontos que sofrem grandes desvios esta contido num

conjunto de grandes desvios para a aplicagao induzida F' nas secoes adaptadas.

4.1.1 Reducao a dinamica nas segoes adaptadas e ao quociente

sobre folhas estaveis

Para o fluxo de suspensao ¢' : 27 — =7 com altura 7 e dinamica da base F e

para 1) : =7 — R continua temos, para T > 0 e z = (a:,s) comr€Zel<s<7(r)<oo
T 7(z)
| v @nde= [ e o+ Z / (! (F (), 0))dt
0 s

T+s—Sp1(x)
4 / P& (F" (), 0))dt
0

Definindo ¢(x) = fOT(x) (¢! (x,0))dt temos que

_/¢¢t ))dt = Z/T(FJ (F(z),0 dt——/wtx()))t

T+s—Sp7(x)
sz U (F"(2),0))d.
0
Podemos majorar
1 s . 1 T+s—Sp7(x) .
=1 1) =7 [ o@@opd+ 7 | (6 (F™ (), 0))d,
0 0
pelo seguinte

1),

onde ||¢|| = sup|¢|. Dado w > 0 para 0 < s < 7(z) e n = n(x,s,T) o conjunto

-

s SF . r(x)—SEr(x)
< 2 n+1 n
r< (254 o)

%sta(x) gy

{(x, s) € 7 : inf )

nek
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esta contido na uniao dos conjuntos

%ngp(a:) — Zif; > g} U {(9:,3) e=Z":1> %} (4.1.1)

Note que se ¥ = 0 entdo consideraremos o subconjunto do lado esquerdo de (4.1.1) no

{(:E,S) € =7 :inf

nek

que segue. Vamos estimar a A-medida de cada subconjunto acima assumindo que v nao é
identicamente nula. Mostraremos que estes conjuntos podem ser incluidos em conjuntos
definidos para a dinamica de F.

Primeiro note que pela observagao 2.4.6 temos

1S 2 s+ 7(F0) 9] < o s+ (7 ) Il + 5

onde p : = — I é a projecao ao longo das folhas estaveis F=, mostrando que I é dominado
por uma expressao que depende realmente apenas de f.

Para o outro conjunto, note que

{(x,s) € =7 . inf

peE

£ (2| >

pois para toda pu € E

esta contido em

=T .
{(x,s) €= ;Iellfé

| &

}U{(x,s) € inf

Lo M| _|nSie _n n p(e)
‘TSnSO T | ST e T fﬂ(@)' + fﬂ(@) e
< 722 o)+ ) |7 - 1 .

f
SEr(x) < T+ s _ SE 7(x) < Sy aT(p(x)) N n+ 10.
n n n n n n

n

Sh(p(x))
T n

Portanto, cotas envolvendo # podem podem ser substituidas por outras envolvendo

e assim reduzimos estas estimativas a dinamica de f, com excecao das cotas que envolvem

S5Fp
o f,

4.1.2 Reducao a dinamica unidimensional

Agora mostramos que podemos reduzir a propriedade de grandes desvios da
dinamica da aplicacao F, sobre um observavel induzido pelo observavel original, para
uma propriedade semelhante da dinamica da aplicagao unidimensional quociente.

Dizemos que a fungao ¢ : M\S — R tem crescimento logaritmico préximo a S se

existe K = K(¢) > 0 tal que |¢|xps,s5) < KA;, para todo § > 0 suficientemente pequeno.
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Proposicao 4.1.2. Seja e > 0 ey : U — R uma fungao continua e limitada em uma

vizinhan¢a U do A. Defina ¢ : Eg — R dada por p(z,y,2) = OT(x’y’z)w(Xt(:c,y, z))dt,
onde T(x,y,z) € o tempo de retorno do ponto (z,y,z) € Zo.

Seja p medida tal que u(|p|) < co. Entao, existem inteiros N > 1, 6 > 0 pequeno,
~v > 0 constante dependendo apenas de v e do fluxo, e uma fungdo continua  : I\D — R

com crescimento logaritmico proximo ao conjunto D, tais que, para todo n > N

{11185 ¢ — u(p)] > 3¢} Cp™ ({%Sffﬁa > %} U{’%Sﬂ — ulp)| > e}) :

onde p: Zg — I € a projecao canonica que leva um ponto y na folha estdvel correspondente

x no quociente I.

Demonstracao. De acordo com a construcao do fluxo hiperbdlico singular, existem C' > 0
e 0 < X\ < 1 tais que dados dois pontos na mesma secao e na mesma folha estavel y; e y»
temos

d(R*(x, 1, 2), R*(x, 15, 2)) < CA¥, para todo 1 < k < n, (4.1.4)

onde n > 1 é o primeiro tempo em que a Orbita dos pontos intersectam a linha singular,
que corresponde a interseccao da folha estavel local de alguma singularidade do campo
com uma sec¢ao transversal de entrada perto dessa singularidade. Os tempos de interse¢ao
dependem apenas da orbita de x pela aplicacao f e correspondem aos tempos n tais que

f™(z) € D. Como D é finito, X, = U f7"(D) é enumeravel. Assim, o conjunto de pontos
n>0
em Y. € = que representam linhas {z} x I x {2}, com =z € Xj e z € I fixo, tem medida

de Lebesgue nula em Y. Portanto, para um conjunto de medida de Lebesgue total em =
vale (4.1.4) para todo k > 1.
Além disso, como y; e ys pertencem a mesma variedade estdvel, entao para todo
t > 0 temos que
dist(X'(y1), X' (y2)) < Klyr — val, (4.1.5)

para uma constante x > 0 dependendo apenas dos angulos entre a superficie 3 e a folha

estavel do fluxo através dos pontos de =. Note que ¢ é continua em =, e

lo(y)] < 7(y).sup || < Co.sup [Y].

Temos que a constante Cy > 0 satisfaz Cy < K.As(x), para algum ¢ > 0 suficientemente
pequeno e K = K(7) > 0. Esta tltima desigualdade vem do fato de que préximo as sin-
gularidades a funcao 7 cresce como logaritmo da distancia e é limitada no complementar.

E claro que para y,w em Y na mesma folha estavel em alguma secao > de =, e

n > 1, existe ponto x em I correspondente a essa folha tal que

|
—
—

n n—

S|

(e(F (y)) — o(F (w)))| <

S|

pj(z)

<
I

o
<
I

o
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onde $;(x) = sup, yewsx) [9(F(y)) — (F(w))|. Seja € > 0, existe § > 0 pequeno e
n > 0 tal que —Krnlogd > €/3 e kn < sup|¢|. Seja & > 0 satisfazendo

dist(y,y') < &= [(y) =) <n. (4.1.6)
Entdo por (4.1.4) podemos encontrar um jo = jo(n) > 1 tal que |Fi(y) — Fi(w)| < &
para j > jo e quaisquer y,w na mesma linha vertical. Assim, obtemos a partir de (4.1.5)
e (4.1.6) e as escolhas de €,0 e n
gilx) < KAs(zz).  sup  [U(X(F(y) — »(X(F(w)))]
0<t<KA5($j)
< KAs(xj)kn +€/2. (4.1.7)

Tome uma fungao continua [ : [\D — R tal que para algum 0 < a < €/3

1. i Fio(y)) —a <l(x) < Fo(y));
yevrysl&z)sf)( (y) —a < (x)_a+yevrgg§’2)¢( (v));

2. p(loP) = p(p).

Note que ¢ é p-integravel. Observe também que [ tem crescimento logaritmico préximo
ao conjunto de singularidades. Para obter tal fungao [, desintegre p1 ao longo da partigao
mensurdvel de cada X dada pelas linhas verticais e defina lo(z) = [ ¢dp,. Entao aproxime
lp por uma funcao continua ly tal que [|lp — 1| o Pdp < €/3. Agora para algum —e/3 <
a < €/3 a fungao | = l; + a satisfaz as condigoes 1 e 2 acima para todas as se¢oes em =.

Agora para n > 0 usando (4.1.7), f o P = P o F e somando sobre 6rbitas de F*
e fk

1SE(LoP) = Shol(y) < [loP —ol(y)+ S5 1(1oP —)|(y)

< 2sup [Y|KAs(x) + a+ Y (KrnAs(f/(x)) +a+¢/3)
j=1
2
< 2sup [|K (log 61 + Ay(z)) + % + Khn.Sn1As(f(x))
2
< 2sup Y|K log 67" + S + K (i + 2sup [4]).5, A ().

Observe que

{3500 - uto) > 3¢ < {|2stwo P = st > 2ef U Listwe P - -t > of
(4.1.8)

Definindo vy, = 2sup 1| K logd~! e 75 = K(kn+2sup |1|) obtemos para n suficientemente

grande

L (57 (1oP) - 5F) g%+%-s,{Aéo7> <et 2SI 0P,

n
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onde 7, < 3Cy sup ||, pela escolha de 7. Logo,

1 1 €
—(SF(1oP)—SE >2 3 CP M —SIAg > ———— 4
{7 (st aom - sta| > af e {Tsta> sy
e isto juntamente com (4.1.8) completa a prova da Proposicao. 0

4.2 Grandes desvios para observaveis com cota lo-

garitmica perto do conjunto descontinuo/singular

Recordamos que uma fungao ¢ : M\S — R tem cota logaritmica préximo a S se
existe K = K(¢) > 0 tal que |¢|xp(ss) < KAs, para todo § > 0 suficientemente pequeno.
Também dizemos que f é uma transformacao regular se para £ C M tal que Leb(E) = 0,

entdo Leb(f~!(E)) =0, ou seja fuu < p.

Teorema 4.2.1 ([12]). Seja f: M — M um difeomorfismo local, regular, de classe C*T
em M\S onde S é um conjunto singular nao-flat e o € (0,1). Suponha que f é uma
transformacao nao-uniformemente expansora com recorréncia exponencialmente lenta ao
conjunto singular S e seja ¢ : M\S — R uma fun¢do continua que tem cota logaritmica
prozimo a S. Além disso, assuma que existem no mdzrimo um numero finito de estados de
equilibrio piy, ..., g com respeito a logJ, que sao absolutamente continuos. Entao, dado

w>0 .
—Snp(z) — p(yp)

1
lim sup — log Leb {x € M : inf n
n n

n—o0 nek

> w} < 0,
onde E ¢ a familia de todos os estados de equilibrio com respeito a log J.
Demonstragao. Defina
k sex >k
o =&k o, onde & =S w se |z| <k, k=1
-k sex<—k

Entao, ¢, : M — R é continua para todo k > 1, pp(x) — k00 ¢(z) para todo z € M\S

e | — o] < 1] X{lp/>k}- Além disso, claramente temos para todo n, k > 1

Snr — Sn | — @] < Snp = Snwr + Sn(@ — i) < Spr + Snle — il (4.2.1)

Observe que, como ¢ tem crescimento logaritmico préximo a §, para quaisquer ¢, ey > 0
dados, podemos escolher €1,d; > 0 tais que a condicao de recorréncia exponencialmente
lenta ¢é verdade e K.¢; < €. Entdo, escolhemos k > 1 grande suficiente para {|p| > k} C

B(S,61). Da relagao 4.2.1 obtemos a seguinte inclusao

{lSngo > c} - {lSngok >c— eo} U {lSnAgl > 61} , (4.2.2)
n n n
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usando a hipdtese que pcresce como logaritmo da distancia perto de S e as escolhas de

€1,01. Analogamente obtemos uma inclusao oposta

1 1 1
{—Sngp < c} C {—Sngpk <c+ eo} U {—SnA51 > 61} ; (4.2.3)
n n n

veja [13, Segao 4, pp 352] para detalhes sobre como obter estas inclusoes.

A partir de (4.2.2) e (4.2.3) vemos que para obter o limite para grandes desvios no
enunciado do Teorema 4.2.1 é suficiente obter um limite de grandes desvios para a funcao
continua ¢, com respeito a mesma transformagao f e ter recorréncia exponencialmente
lenta para o conjunto singular S.

Para obter cota para grandes desvios, usamos o resultado seguinte ja provado
para observaveis continuos sobre transformacgoes nao uniformemente expansoras no nosso

contexto em [12].

Teorema 4.2.2. Seja f: M — M um difeomorfismo local fora de um conjunto singular
nao-flat S, que é nao-uniformemente expansor e tem recorréncia lenta para S. FEntao,

para wy > 0 e uma fungao continua @y : M — R existem e, > 0 arbitrariamente proximos

>W0}

Relembre que E = {v € My : h,(f) = v(log J)} é o conjunto de todos os estados

a zero tais que, escrevendo

~Supole) = (o)

pe

An:{xEM:lSnAg(x)ge} eBn:{xEM:in]fE
n

obtemos limsup,_, .. +log Leb(A, N B,) < 0.

de equilibrio de f com respeito ao potencial log J. Note que E é um subconjunto compacto
nao-vazio convexo do conjunto de probabilidades invariantes, na topologia fraca*.

Recorréncia exponencialmente lenta nos garante que limsup,,_, %Leb(M \4,) <
0. Sob essa hipdtese o teorema acima significa que para (e, d) proximos a (0, 0) temos que
lim sup,,_,, = log Leb(B,,) < 0, pois Leb(B,) < Leb(A, N B,,) + Leb(M\A4,).

Entao, escolhemos w, e > 0 pequenos, k > 1 como antes, ¢y = @ € Wy = W + €.
Portanto {u(pk) : p € E} é um intervalo compacto da reta. Em (4.2.2) definimos ¢ =
inf,ck p1(po) — w e em (4.2.3) definimos ¢ = sup g p1(p0) + w. Entdo, temos a inclusao

{ inf { !
jus

ESMp — u(gp)‘} > w} C B, U {lSnA(;l > el} . (4.2.4)
n

Pelo Teorema 4.2.2 podemos encontrar €, > 0 suficientemente pequenos tais que a re-

corréncia exponencialmente lenta vale também para o par (e, d) e portanto

} > wo} < 0. (4.2.5)

Finalmente as escolhas de € 0; unida a condigao de recorréncia exponencialmente lenta

1 1
lim sup — log Leb {inf {‘—Sngpo — (o)
n

n—oo T HEE

para S significa que a medida de Lebesgue do subconjunto do lado direito em (4.2.4) é
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também exponencialmente pequeno quando n — +oo. Isto, junto com (4.2.5) conclui a

prova do Teorema 4.2.1. O

4.2.1 Semifluxos com altura com cota logaritmica nas singula-

ridades e aproximagao exponencialmente lenta.

Seja ¢' : M, — M, um semifluxo com fungao teto r : M\S — R sobre a base f,
onde
M, ={(z,s) e M x[0,+00): 0 < s <r(x)}.

Para cada (z,s) € M, et > 0 existe um nimero n(z, s,t) > 1, que consideramos o nimero
de voltas que o ponto d4 sobre o conjunto M, tal que Sfr(z) < s+t < S£+17’(x), entao
definimos X*(x,s) = (f™(z),s +t — S,r(z)).

Denotemos por v = u x Leb' a extensdo X! - invariante de p para M, e por \ a
extensao de Leb para M, isto é, A\ = Leb x Leb', onde Leb' é a medida de Lebesgue em

R. Para qualquer subconjunto A C M,

(A) = ﬁ / dp(z) /0 " xa(z, 5)ds

1 r(z)
MA) = ——— [ dLeb ds.
(4) = s [ dEebta) [ e s)is

O proximo resultado serda uma das nossas principais ferramentas neste capitulo e

com ele vamos provar o resultado final deste trabalho.

Teorema 4.2.3 ([13]). Seja X' um semifluzo de suspensao sobre uma transformagdo nao
uniformemente expansora f: M\S — M que tem recorréncia exponencialmente lenta ao
conjunto singular S e a fungao teto r : M\S — R tem crescimento logaritmico prdzimo
aS. Seja E o conjunto formado por todos os estados de equilibrio com respeito a log J, e

seja v : M, — R uma funcdo continua. Entdo, dado € > 0

1
limsupflog)\ {z € M, : inf

T—o0 nek

%/OTMXt(Z))dt - u(w)' > e} <0.

Com a relacao entre o fluxo original numa vizinhanca do sumidouro e o fluxo
suspensao sobre F, e esta reducao ao semifluxo de suspensao sobre dinamica unidimen-
sional, completamos a prova do Teorema (4.1.1), ou seja, do Teorema A, assumindo a
propriedade de aproximacao exponencialmente lenta ao conjunto das singularidades /des-

continuidades, que serda o objeto do capitulo 5.
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4.2.2 Redugao para a dinamica da base.

Grandes desvios para um semifluxo pode ser provado a partir da dinamica da base,
isto é, reduzimos o conjunto desvio do fluxo para um conjunto desvio que sé depende da
dinamica da base.

Seja 1 : M, — R uma fungao continua e limitada. Para T'> 0 e z = (z,s) com

r€Me(0<s<r(r)<oopodemos escrever

r(f7(x))

/thdt/ waOﬁ+ZJ WX (x),0))dt

T+s—Spr(x)
[T e, o
0

onde n =n(z,s,T) e Néo nt’lmero de voltas tal que S,r(z) < s+ T < Sppir(x).
Definindo o(x fo (X (z,0))dt temos que

%lzwuﬂ }:/‘ V(X (f(),0) dp_%lfwx%mmwt
T+s—Spr(z)
v / HX(S (), 0))dt.

Podemos majorar [ = I(x,s,T) = —7 [5 ¥(X*(x,0))dt++ T+S Sr@ (X (2), 0))dt,

pelo seguinte
Sn - Sn
1< (254 2l 2S00 1y,

T
onde [|¢|| = sup |¢|. Dado w > 0 para 0 < s < r(z) e n =n(z,s,T) o conjunto

s

>§}U{@@6Mp1>g} (4.2.6)

Note que se ¢ = 0 entdo consideraremos o subconjunto do lado esquerdo de (4.2.6) no

()
pu(r)

{( )EAI:mf;&m@ﬂ+[—

esta contido na uniao dos conjuntos

%L@eMggé%&ﬂ@_MW)

que segue. Vamos estimar a A-medida de cada subconjunto acima assumindo que ¥ nao

¢é identicamente nula.
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4.2.3 A funcao teto como observavel sobre a dinamica da base.

Tome N > 1 suficientemente grande tal que N||¢|| > 2 e note que para quaisquer
T, w>0,

)= [aze / S(xws2o0) © 1) (5, T)

wT T
< Leb {r > W} + Leb {r( ) < 2;||¢|| e Sir(r) < T < Siyr(x), i€ N}

[T/ro]+1
wT wT |S;w1ir — Sir| Nl — 2 }
§Leb{r> }—I— Leb{ > Wy .
NS N 2 T 2Nl
(4.2.7)

Note que, como r é limitado por baixo, r > rq > 0, temos que T > rgn, o que nos da um

limite superior, [%] + 1, para o possivel niimero de voltas que aparecem na soma acima.
Em (4.2.7) também usa-se as seguintes relacoes

§<2_7’<z wI' _ w w :N\WH—Q

T T T T 2Nl N W ]

Por um lado, como r cresce como logaritmo da distancia a S, temos que a primeira

w
2

parcela do lado esquerdo da soma (4.2.7) é limitada por

Leb {x € M : dist(z,S) < exp ( NCL\)|1T/JH)}

onde C' > 0 é uma constante dependente de r. Segue da hipdtese (1.4.1) que

T
Leb {SC € M : dist(z,S) < exp (—CW)} < e~ CrT/NIYI|,

Por outro lado, como T' > S;r(x) > ryi obtemos o seguinte limite superior para a parcela
do lado direito da soma (4.2.7), para cada i =0, ..., [T'/r,] + 1

|Sspar — S| (Nuwn—z ) } ( N[l -2 )
Lebq ————— > | —————— g |we < sejary = ———= T
{ i N[y " BT = Nl

> —} —I—Leb{mf 1
2 1

com Cpy, f > 0 constantes. A desigualdade acima segue do Teorema 4.2.1 que nos garante

< Leb{mf =Sir — p(r) =Sipar — p(r)

E

>7}<2006 pi

um limite de grandes desvios para o observavel r com respeito ao infimo das medidas
fisicas de f. Portanto, podemos estimar a soma (4.2.7) por

[T'/ro]l+1

wT . CwT
— 20, E i T =BT/ro
2N||v|| 0 : ¢ _2N||1/1||e
1=0

para uma constante C' > 0 dependente de f,r,w e 1.

Assim, obtemos
1
lim sup = log A {I > f} <0, (4.2.8)
T—o0 T 2

sempre que tomarmos w > 0 suficientemente pequeno.
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4.2.4 Usando ¢ como observavel sobre a dinamica da base.

Agora vamos dar um limite superior (estimar) para a medida de Lebesgue do

conjunto

| L po)| v
{(:c,s) e M, : /1}61% ?Sngo(x) e > 5} (4.2.9)

Para toda u € E e Leb quase todos os pontos x € M e todo 0 < s < r(z)

Syr(z) < T+s < Sn+17“(x)‘
n n n

(4.2.10)

Também temos que para toda u € E

1 plp)| _ |nSwp 1 n ()
’T Tour) | TIT e T ()] +|7() p(r)
n [ Spp n 1
< = _ -
<7 u(w)‘ +ule) |7 )
Portanto, o conjunto {(x, s) € M, :inf,ep | 750(z) — % > %} estd contido na seguinte
uniao,
{(1: s) € M, : inf |~ (S”QO ( )) >“’}U{(x SeM, nf|to 1| }
’ raee|T\n MY 1 ! Tner|T ()| T 4lule)]
4.2.11)
Note que a A\ medida do conjunto {(a:,s) € M, :infep |7 — u(lr) > 4|M°E¢)|} é

limitada por cima por

~ 1))

)\{(a:,s) € M, : inf n

neE

er(zr) < T} + M(z,s) € M, :r(x) >T}.
(4.2.12)

Veremos adiante que essa quebra serd ttil para reduzir a medida A em M, para a medida

pu(r)

de Leb em M, e assim aplicar um resultado de grandes desvios para o observavel r.

Para w > 0 suficientemente pequeno, T" e n suficientemente grandes, temos que

1 w
/\{3:,3 € M, :inf | = — > erﬁT}
() € M0k |77 = 003 T
[T/ro]+1 ; ] N (4.2.13)
<T Leb{xEM:inf — > }
ZZ:; ;;1 nek | Sipr p(r)]  |p(e)]

Seja (x,s) € M,. Para T > 0 suficientemente grande temos que quando o fluxo
age sobre esse ponto até tempo T ele da n “voltas” e este nimero de voltas ja vimos
que é limitado por [T'/rg] + 1. Suponha, por exemplo, que n(z,s,T) = 2. Sabemos que

2

— < =< —1
SgT’_T_SQT’ 080

2 1
Sar p(r)

2 1

Sor ()

(x,s) € {(x, s) € M, : inf

nek

> 2 }U{(m,S)EMTZiIEIIfE

11(ep)]

> o) } |
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Fazendo o mesmo para todas as possibilidades de voltas, obtemos a cota (4.2.13).
Usando o resultado de grandes desvios limitado, Teorema 4.2.1, para o observavel
r temos que existem constantes Cy, 8 > 0 tais que
1 w
— >
Siggr pu(r)| 4lp(e)l
e entao para alguma constante C'; > 0 dependendo apenas de f,r e w temos

Leb{m € M :inf

neR

} S COe_ﬁia paraj - Oa ]-7

[T/’r’o +1

T Z ZLeb{xGM ;lllellg

=0 35=0,1

1
Szﬂr u(r)

> d } < ClTe_ﬁT/rO.
()]

A integral | (T} rdLeb é limitada usando a condi¢ao (1.4.1) da seguinte forma:
para T > 0 suficientemente grande tal que 7 > [T] implica (i + 1)e®’ < 1, onde ¢y =
—rlogp/2K > 0. Dali,

/ rdLeb < Z/ rdLeb < ) (i + 1)Leb{r > i}
{r>T}

Z>[T] ’L>[T] (4‘2‘14)
< Ck Z (Z + 1)672001 < Ck Z efcoi < CQ@iCOT,
i>[T] i>[T]

para uma constante positiva C, > 0 dependendo apenas de f.

Para terminar temos que analisar o subconjunto do lado esquerdo de (4.2.11).

T <S;(p u(w))‘ > %}

Para algum @ > 0, o conjunto

{(x,s) € M, : inf

peE

esta contido na seguinte uniao

T . e |Sne wi. .
{(%,S)GMT.;ILI;I% E—,u(r) >W}U{(I’S)EM”'££ . — () >Z(w+i1€1]fEu(r))},
(4.2.15)
pois |— — p(r )‘ > w implica que % > ﬁm :

Novamente para w > 0 a A-medida do subconjunto do lado esquerdo de (4.2.15),
seguindo os mesmos argumentos acima, ¢ exponencialmente pequeno em 7. Para estimar
a A-medida do lado direito de (4.2.15) usamos grandes desvios limitados para o observével
@ com respeito a f, jé que ptem crescimento logaritmico préximo ao conjunto singular.
De fato, |p(z)| < fo |Y(z, s)|dt < r(z). ||| para z € M\S pois ¢ é limitada. Podemos
estimar a A- medida do subconjunto do lado direito em (4.2.15) como em (4.2.13) e

(4.2.14), obtendo constantes C3y > 0 dependendo de f,r e w tais que

Spp w(2—w _
— —_ — < .
- ()| > u(r) 1 ( 5 >} < C3Te

/\{(x,s) € M, : inf

neE

A partir disso concluimos

. 1 |1 ple)|  w
1 —log A\ ,8) € M, . inf | =S, — > — 5> < 0. 4.2.16
imsup - log {(fﬂ s) It |75 = |7 3 ( )

Juntando (4.2.8) e (4.2.16), fica provado o Teorema 4.2.3.




Capitulo 5
Recorréncia Exponencialmente Lenta

Neste capitulo vamos provar o principal resultado técnico deste trabalho, o Te-
orema C: a aproximagao exponencialmente lenta as singularidades/descontinuidades de
uma transformacao expansora por pedacos unidimensional, admitindo conjunto enumeravel
de ramos nao singulares mas nimero finito de singularidades, e tal que as imagens laterais
dos pontos de descontinuidade nao singulares sao enviadas em alguma singularidade num
nimero finito uniforme de iterados.

Como explicado na introducao, este resultado garante, em particular, a existéncia
de nimero finito de densidades invariantes para a dinamica cuja bacia ergddica cobre quase

todo ponto do intervalo, com respeito a medida de Lebesgue.

5.1 Condicoes gerais e enunciado do resultado

Por construgao temos que |f’| cresce como a inversa de alguma poténcia da

distancia ao conjunto das singularidades, isto é, existem B > 0e 0 < § < 1 tais que
|f'(z)] = B 'd(z, D), (5.1.1)

para todo x € M\D.
Lembre que f tem recorréncia exponencialmente lenta ao conjunto das des-

continuidades D, se para todo € > 0 existe § > 0 tal que

n—oco 1

n—1
1 1 ‘
lim sup — log Leb {x el: - E As(f/(x)) > e} <0, (5.1.2)
Jj=0

onde As(z) = |logdists(x,D)| é a distancia logaritmica J- truncada de x € M a D, isto
é, As(x) é nao negativa e continua longe de D, identicamente nula 26-longe de D, e igual
a —logdist(x, D) quando dist(x,D) < § e toma valores entre 0 e —logd para z tal que
que dist(z, D) < 20.
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Teorema 5.1.1. Seja f : I\D — T uma fungdo unidimensional mondtona, C'T em
pedagos com n + 1 ramos definidos nas componentes conexas de I\D admitindo um
conjunto finito de medidas invariantes absolutamente continuas (a.c.i.m.) ,u}, e que
inf |f'| > 2 onde estd definida. Além disso, assuma que o conjunto D seja enumerdvel
e que se divida em dois subconjuntos S e D\ S, em que S # () € o conjunto finito das

singularidades satisfazendo:

1. para todo b € D existem os limites laterais f(b%) = lim,_+ f(t);
2. existe L € Z tal que para todo b € D\ S existe T(b*) < L tal que fT¢5)(b%) € S;

3. para todo b € S eziste 0 < o = a(b) < 1 e, existe e € finito e nao nulo algum (ou

ambos) dos limites laterais limy v [t — b|* "D f(t).

Entao f tem recorréncia exponencialmente lenta ao conjunto das descontinuidades D.

A prova demanda técnicas de refinamento de particoes primeiramente desenvol-
vidas nos trabalhos de Benedicks e Carleson ([23], [24]) e serd baseada principalmente na
prova de Aratjo [13], que mostrou recorréncia exponencialmente lenta da transformagao
base do semifluxo de suspensao obtido através da reducao do fluxo do atrator geométrico
de Lorenz.

As técnicas apresentadas aqui também foram utilizadas por Freitas em [34] para
provar que a familia quadratica f, = a — 2% com a € [ag, 2] no subconjunto com medida
de Lebesgue positiva construido por Benedicks e Carleson ([23],[24]), onde ag ~ 2 tem

aproximacao exponencialmente lenta para a singularidade.

5.2 Particao inicial e refinamento

Aqui vamos construir uma particao cujos elementos tenham comprimento expo-
nencialmente pequeno com respeito a distancia ao conjunto D. Assumimos que D = {b, },

é uma sequéncia estritamente mondtona (em ordem anti-hordria se M = S'). Denotamos

bn+bn+1
2

particao Py, Lebesgue mddulo 0, de M como segue.

Cp = os pontos médios para todos os indices n. A partir dai vamos definir a

12 Parte. b, € S. Consideremos p > py > 1, com py > 0 suficientemente grande.

Particionamos (b, ¢,) em subintervalos
M (2n,p) = (b + dane ™, by + dape™ 1),

onde dy, = ¢, — b,. O indice 2n indica que particionamos o intervalo que esta a direita
de b,,.
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M (2n, p)
rh_/H

S50,

Cn bn+ 1

bn, + d27é€7p
bn + d2n 6717+1

d2n
Figura 5.2.1: Atomo da particao Py proximo a uma singularidade.

Analogamente particionamos (¢,—1,b,) em subintervalos
M(2n —1,p) = (by + don_1e” "™V, b, + done™),

para todop > pg>1edy,_ 1 = b, —cp1.

22 Parte. b, € D\S. O Teorema 1.3.5 item (6-b) garante que existe T'(b,) € N tal
que fT(bi)(b;[) = bf, com by € §. Denotaremos por 1" o menor inteiro positivo tal que
fT(b%) € S. Sejad, € (b,,c,) de tal forma que a imagem de (b,, d,,) por f7" esteja contida
ou em (by cx) ou em (cx—1, by).

Para cada p > pg > 1, tome M (k,p) contido em (by, cx) ou em (cx_1,bx) tal que

f7(M(k,p)) N (b, d,) seja um subintervalo de (b,, d,) que iremos denotar por M (n,p).

Estes elementos pertencem a partigao de (b, c,).

M(2n,p
D\S > by, @np) ) en

|
S3b .
g M2k, p) fr(dy) Ck

Figura 5.2.2: Atomo da particio Py préximo a uma descontinuidade.

Completamos a particao de (b, ¢,) com o intervalo

M (20,0) = (bn, ;)\ (b, don).

Fazemos a mesma construgao para o intervalo (c,_1,by,).

. .~ C e e . B
32 Parte. Para concluir a defini¢ao da particao inicial considere pg € N tal que e 2 <1

¢ (1 n plo) (1+2)% < ¢, onde B € (0,1) jd foi definido em (5.1.1). Entdo, defina Py
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como a cole¢ao de todos os intervalos M (k, p), M(n,p) para todo n, k € N e todo p > pg

unido as componentes conexas de

M\ (| MEp) U U Mnp)uba))] -

k,p>po n,p>po

Isto conclui a construgao da particao Py.

Figura 5.2.3: Particao inicial Py.

Para cada elemento 1 € Py denote por n* o intervalo obtido pela uniao de 1 com
seus dois intervalos vizinhos em Py. Por definicao temos a seguinte relagao para todo k e
todo p > po
Leb(M(k,p)*) < 9Leb(M(k,p)) = 9dre P(e — 1),

se M(k,p) é um elemento da particao Py proximo a alguma singularidade, ou
Leb(NV(n,p)*) < OLeb(NI(k,p) < 950D |(F ™) lasgugyrtnin b (M (. ) < 9due 7 (c—1),

onde d,, = sup |7 | o) (o) [ s M (n,p) é um elemento da particio Py préximo

perto de alguma descontinuidade e M (k, p) estd perto de alguma singularidade.

Observagao 5.2.1. Assumimos que T'(b) é uniformemente limitado e por isso podemos
escolher p suficientemente grande tal que os iterados intermédidrios entre b e f7®)(b) nio

visitam os intervalos da particao Py.

5.2.1 Refinando a Particao

A particao Py é dinamicamente refinada de forma que quaisquer x, y pertencentes
a0 mesmo atomo do n-ésimo refinamento P,, pertencem ao mesmo elemento de Py durante
os primeiros n iterados, isto é, Py(f'(x)) = Po(f*(y)) para i = 0,...,n — 1. Além disso,
f™". é um difeomorfismo para cada intervalos w € P,,.

O refinamento é definido indutivamente. Assuma que P, ja esteja definida e
para cada w € P, existem conjuntos R,(w) e D,(w). Para w € Py, colocamos Ry(w) =
Dy(w) = @.

Vamos construir P, ;. Seja w € P, e analisemos [T (w) :

Primeiro caso f""!(w) intersecta trés ou menos elementos de Py. Neste caso definimos

w € Pui1, Rup1(w) = Ry(w) € Dypyr(w) = Dy(w).
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Note que, da forma que a particao P, foi definida, f"™!(w) esté longe de qualquer

singularidade.

Segundo caso Nao acontece o primeiro. Entao consideraremos os subconjuntos n' =

(f"11,) " (1), para todos os 7 € Py que intersectam " (w).

A familia {n'} obtida acima é uma particao de w. Note também que f"™(n') ou é

igual a algum 7 € Py ou estd estritamente contido em algum 7 € F.

Quando f"*(n') C n redefinimos a parti¢ao juntando os intervalos extremos de {n’}
com seu intervalos vizinhos tal que a nova particao {¢} de w satisfaca: para cada &
existe M (k,p) € P, tal que M(k,p) C f"1(&) € M(k,p)*.

Colocamos entao cada § € Ppi1, Rot1(§) = R () U{n+1} e Dyy1(§) = Dy(§) U
{(k,p)} e dizemos que n+1 é o tempo de decomposicao e que (k,p) é a profundidade

da decomposicao.

Figura 5.2.4: Refinamento do atomo w € P,,.

Isto completa a construcao de P,;; a partir de P, para todo n > 0.

5.2.2 Distorgao Limitada

Seja w € P, para algum n > 1 e sejam z,y € w. Lembre que, pela construcao de
P,, o mapa |, é um difeomorfismo para todo i = 1, ...,n, além disso f expande distancias

com uma taxa minima de o e f’ é a-Holder. Entao existem constantes C, D > 0 tais que
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IN

> llog (7)) ~ o | (£ )|

@) - )]
; max{|f'(f7(=))], [/ (7 ()|}

— C|fi(x) — fi(y)|*
; max{|f'(f7(z))|, [ f'(f1(y)|}

<EX @) - e

C _—
< = Z o "“diam(Pp)

J=0

<D.

IN

IN

«

5.3 Medida dos atomos de P,

Vamos mostrar que podemos estimar a medida de cada elemento de P, usando
as informacoes contidas em R, e D,,.

Dadon >1ew € P, temos:
e uma sequéncia de tempos R, (w) = {r <...<rs} comr >1er, <n.

e uma sequéncia de intervalos wy 2 w; 2 ... 2 ws = w com suas correspondentes

=

profundidades D, (w) = {(k1,p1), ..., (ks, ps)}, onde wy € Py e
w; € Pm N...N Pm+1—1
tal que M (k;,p;) C f7(wi—1) € M(k;, p;)T, para todo i = 0,1, ..., s com 19 = 0.

Observagao 5.3.1. Nos casos em que f"i(w;) estd proximo de uma descontinuidade, temos
que M (k;,p;) vem, via pré-imagem, da partigdo exponencial perto de uma vizinhanga

unilateral de alguma singularidade.

Os tempos ris sdo os iterados onde as imagens do elemento anterior da partigdo foi
quebrado em iterados menores, isto é, a imagem de w; 1 por f" intersecta nais de trés
elementos de Py e é particionado de acordo com a construcao feito no segundo caso da
Secao 5.2.1.
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Usando a distorcao limitada obtida na secao 5.2.2 e o Teorema de Mudanca de

Variaveis, obtemos a seguinte estimativa:

s

Leb(w)  Leb(ws)  Leb(w:) 5 Leb(f"i(w;))
Leb(wg)  Leb(ws_1)  Leb(wp) = E Leb(fri(wi_1))’

De fato,

(5.3.1)

Leb(fw) = [ 107 @)l
> D) (leblwn)

para algum y € w;. Por outro lado,

Leb(friw;_) = / (Y ()\de

< DI(f") (y) | Leb(wi-1).

Observe que w; C w;_1. Portanto podemos tomar o mesmo y € w;_; nas duas desigualda-
des.

Finalmente
Leb(wi) . DI(f")(y)l DLeb(f"(wi)) _ po Leb(f™(wi))
Leb(wi—1) = Leb(f"(wi-1))  [(f")'(y)] Leb(fri(wi-1))’

e repetindo o mesmo argumento para ¢ = 1, ..., s obtemos 5.3.1.
Agora nosso objetivo é limitar a expressao (5.3.1) obtendo assim uma estimativa

para a medida de w. Consideraremos trés casos separadamente, por clareza:

1°. Ambos os retornos estao perto de alguma singularidade: Neste caso repetimos

o argumento apresentado em Aratjo ([13]).

Sabemos por construgao que f"w; nao foi quebrado, entdo f"iw; C M(k;,p;)" e
portanto Leb(f"iw;) < Leb(M (k;, p;)*). Por outro lado, tem-se que

Leb(f"wi—1) = Leb(f" "1 (f" wi1))
= (/") (O Leb(f wim), com § € [T win

T'i—’l’i_l—l

= I I7(PEI Leb(fwi)

ri—ri—1—1

> |f1(€)|Leb(f " winy), com  [] IF(F(€)>1

J=0

> B~'d(¢, D) P Leb(M (ki—1,pi-1))-

Na ultima desigualdade usamos a hipétese 5.1.1 e o fato de que f"i~'(w;_1) nao

quebra e portanto contém M (k;_1,p;_1)-
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2°. Se f"i(w;) retorna préximo a alguma descontinuidade e f"-!(w;_1) cai préximo
de alguma singularidade: Seja b; a descontinuidade préxima de f"i(w;). Sabe-
mos que existe T; = T'(b;) > 0 tal que f7i(b;) = bf, onde b; é alguma singularidade
de f. Além disso, sabemos que no tempo r; nao houve a quebra de w;, ou seja,
fri(w;) € M(k;,p;)*. Portanto,

Leb(f" (wi)) < Leb(M(kiapi>+) < KﬁTiLeb(M(kfiapi)ﬂ < Leb(M(/fi>pi)+)

Para estimar a medida de f"i(w;_1) repetimos o argumento do caso anterior e obte-
mos

Leb(f" (wi—1)) > B7'd(&, D) " Leb(M (ki—1, pi—1)).

3°. Se f"i(w;) estd perto de alguma singularidade e f"~'(w; ;) préximo de al-
guma descontinuidade: J4 sabemos que f"i(w;) C M (k;, p;)", logo Leb( " (w;)) <
Leb(M (k;,p;)T). Queremos também estimar a medida de " (w;_1). Como f"i-!(w;_1)

cai préximo de alguma descontinuidade, a qual denotamos b; 1, é claro que

Leb(f” (Wifl)) — Leb<f7"i*7"i71*Ti—1 (sz’—l‘H"i—l (Wi—l)),

onde T; 1 < r;—r;_1, pois T; é o primeiro iterado que cai perto de uma singularidade
e, pela escolha de p na observacao 5.2.1, nao ha visitas perto do conjunto D antes
de T;. Portanto,

Leb(f(wir)) = [(f7 770 (y) | Leb(F11 7 (wia)
ri—ri—1—(Ti—1+1)

> /')l 11 L (F7 ()] Leb(M (ki-y, pi-1))

j=1

> B~ d(y, D)_ﬁLeb(M(ki—lapi—l))7

ri—ri—1—(Ti—1+1)

com y € [Tt ) C Mk p)te [ IF(P@) =1

j=1
Agora estamos em condigoes de estimar o produto (5.3.1). Assumindo que pode ocorrer

um dos trés tipos de retorno para cada i = 1, .., s temos,

Leb(w) Leb(f 5 Leb(M (i, pi)™t)
Teb(wo) = HD Leb( fn HD Bd(€, D)~PLeb(M (ki pit))

A construcao da particao nos dd um limite inferior para a distancia de qualquer ponto ao

conjunto D,

d(¢, D) = min{d(P,(£), P)} = min{d(M(k,p)", D)} = dye™™,
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se P,(&) esta proximo de alguma singularidade. Caso contrério,
d(¢, D) > min{d(P,(¢), D)} > min{d(M(k,p)", D)} = dpe™”,

com dj = Kk Tkdj,.

Dai segue que

)T
Leb(w) < HD Leb(f H Leb(M (ki,p;)™) |
Leb<w0) i=1 Leb sz -1 Bfleﬁpifld,;ﬁ_l(e — 1)75L€b(M(ki,1,pi,1))

Isto é,

s

Leb(M (k;, pi)™)
L Zeb(M (kisy,pic))

Leb(w) < (D*B(e — 1)/3)581_[ 6_’3pid}i Leb(M (ko, po))

=0
s—1
< (9D*B(e — 1)%)* Leb(M (ky, po)) [ [ e 7],
=0
s—1
= (9D*B(e — 1)°)*.dy,.e ™ (e = ) [ [ e},
=0

< (9D*B(e — 1)) [[ e ™d;,

=0

= (9D*B(e — )"y [[e % d] e %
=0

< (9D*B(e — 1)+ e H e P2 d] (5.3.2)
r_gn Pi

<[ d = eXp(—BZ(§ + 1)), (5.3.3)
=0 =0

Da linha (5.3.2) para a linha (5.3.3) usamos que (9DB(e — 1)#+1.e7#%)s < 1, ou

seja, estamos assumindo que

log((9D2B(e — 1)**1) _
Po 5
Além disso, ¢; = [— log dy,] para simplificar a notagao.
As estimativas que obtivemos acima nos dizem que a medida de cada atomo de
P, depende apenas do tempo de quebra e da profundidade da tal quebra. Além disso,
notemos que se R, (w) = () entdo ndo existe quebra, mas existe expansiao uniforme com

controle de distorcao. Dai, temos que:
Leb(f" (w / (/") |dLeb > D" Leb(w),

ou seja, Leb(w) < D267, Em todos os casos apresentados a medida de w decai expo-

nencialmente.
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5.4 Meédia do logaritmo da distancia a D.

Usamos novamente as propriedades do refinamento de P,, para estimar log dist(f?(z), D)
via R, (w) paraw >z e j < n.

Sejam n > 1, w € P, e os intervalos wy 2 w; 2 ... 2 Wy = W COMO Na sSe¢ao
anterior. Dados r, 7’ € R, (w) consecutivos sabemos que, para iterados ¢ entre r e 17, existe
n € Py tal que f'(w,) C nt.

A partir das propriedades de f e da partigao P, deduzimos que
1. seie€ {1, -+ ,7" —r—1} é tal que f" 1 (w,) estd préximo de alguma singularidade,

entao

Leb(f(w) = [f'(N].Leb(f ™+ w,)), A€ frH " w,)
> B Y\, D) PLeb(fr+ Y (w,))

> Biﬁ(dk *pr+i71)*BLeb(fT‘i’i*l(wT))

= ()7 (e = Do) P Leb(F7 ()
> (54)  [Leb(fr w2,

Por outro lado em r+i ainda nao houve quebra de w,, entao f™(w,) C M (k, 1, prys) ™.
Logo
dy,..e7 P+ > (9(e — 1)) Leb(f T (w,)),

41
ou seja, d(f™*(w,), D) > (9(e — 1))~ Leb( " (wy)).
2.seje{l,--- ' —r—1} é tal que f"71(w,) estd perto de alguma descontinuidade.
Leb(f™ (wr)) = [f'(M]-Leb(f 7 Hw,)), A€ frH 7 Hwy)

> B7'd(\, D) P Leb(f 7 (w,))

v

B—ﬂ(d’k le—prﬂ-_l)—BLeb(fmj—l(wT))

T+j—
= (eTBl)_ﬁ ((e — 1>Jkr+j—16_p7'+jfl)_BLeb<fr+j_1(w7“))
> (551) [Leb(fmH 7 wp)] .

Também temos que

diy 7P > (9 — 1) Leb(f(w,)),

ou seja, d(f™ (w,), D) > (9(e — 1)) Leb(f™+ (w,)).
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Agora é facil ver que

—log Leb(f™ ™ (w,)) < —(1 — B)log Leb(f " (w,)) + Blog

e—1
= —log Leb(f™""(wy)) ((1 —B) — loglLOegbfj‘{«iizwi)))

— —ylog Leb(f™ ()

com 7y = ((1 - B) — %) € (0,1) para B suficientemente grande.

Assim obtemos

r'—r—1 r'—r—1

— 3 logd(f i (w), D) < — S (log Leb( 7 (w,) — log(9(e — 1))

i=1 i=1
< —constlog Leb(f"(w,)) + (r' — r)log(9(e — 1))
< —constlog Leb(f"(w;)).

Na ultima linha usamos expansao uniforme e a definicao de r e r':

— log(Leb(f" (,)))

K TTLeb(f(w,)) <1 =1 —r < og

Como r < r’ sdo elementos arbitrarios de R, (w) mostramos que

s—1
Z —logd(f’(x),D) < —c Z log(dke™"), (5.4.1)
j=0 (k,p)€Ds (w)

para todo x € w, onde s < n é o dltimo tempo de quebra antes de n.

Se m > n é o primeiro inteiro tal que w ¢ P,, mas pertence a partigdo P;, para
n <l < m, ou seja, m ¢ o primeiro tempo maior que n em que ha quebra de w. Entao,
podemos escrever w = U,ep, w' Nw. Repetindo o argumento para x € w' Nw, para cada

w' € P, obtemos uma relagao tipo (5.4.1) substituindo Ds(w) por D, (w):

n—1
Y —logd(f/(x),D) < —c > log(de?). (5.4.2)
Jj=0 (k,p)EDn(w)

Defina para um conjunto co-enumeravel de x € I a fungao

Lox)= Y —log(dpe™). (5.4.3)
(k,p)€Dn(Pn(z))
Defina também a soma truncada: para todo é > 0 e para o mesmo conjunto co-enumeravel
de pontos z € I
Lox)= Y  —log(dpe™). (5.4.4)

(k‘,p)eDn (Pn(l‘))
dre P<é



73

Pelos argumentos anteriores obtemos

n—1

> —logds(f7(x), D) < L (). (5.4.5)

j=0

Defina os nimeros t,,(z) := §R,(P,(x)) o nimero de quebras até o n-ésimo iterado
e u,(z) == t{(k,p) € R,(Pn(x)) : dge P < 0} niimero de quebras profundas.

Dadox € Ten > 1,sejam 0 =1, < 1 < ... < 1, com t = t,(x) os tempos
de quebra ao longo da érbita de x até tempo n. Seja 0 < 57 < ... < s, os indices das
correspondentes profundidades, onde u = u,(z). Cada quantidade acima é constante nos
elementos de P,,.

Defina,

Ai(‘,i’pl)f_’(ku’pu)(n) ={xel:t,(v) =tupn(x) =ue (ks,ps;) = (ki,pi),i =1,...,u},

o conjunto de pontos que em n iterados tem ¢ tempos de quebra e dentre estes u quebras

profundas, com profundidades especificas (k1,p1),- -, (ku, Pu)-

u t -
Lema 5.4.1. Leb(A(,;thpl),__“(kuvpu)(n)) < (u) exp (—6 Z(m —|—pi)> , onde n; = [—log dy,].
i=1

Demonstra¢ao. Usando a estimativa (5.3.3) obtemos a seguinte limitagao para a medida

u,t
de Lebesgue de A(kl,m) ,,,,, (ku,pu)<n)

<2) exp (—B Zzu;(m +pi)) cexp | -8 3 (v; + ;)

(kj.p;) £.Q. dk]-e_pj >4
J=1,..,t—u

O coeficiente binomial leva em conta todas as possiveis ordenacoes de u profundi-
dades entre t tempos de quebra. O ultimo fator exponencial é uma cota para contribuicao
de todas as possiveis ¢ — u vezes de quebra nao profunda, com v; = [~logdy;]. Como
p > po e v; > 0 concluimos que o ultimo fator exponencial ¢ menor que 1 e prova-se o

enunciado. n

Lema 5.4.2. Para qualquer z > [ temos que fezgsl(x)dx < ?Om onde 0(5) € tal que
6(9) — 0 quando 6 — 0.

Demonstracao. Por definicao,

/ezzg(z)dx _ Z e%i(“’)Leb(w) < Z Leb(wo)+

wePn wo€Po
Do™ Leb(wg)<1

2L8 (w Ut
+ Y Y LAY (),

O<u<t<n (k‘l ,pi)
i=1,...,u
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onde estamos considerando todas possiveis combinacoes de profundidades de quebra e de
quebras profundas entre todos os tempos de quebra, para todos os elementos de P, na

segunda soma. Podemos estimar a primeira soma como segue

Z Leb(wg) = Z Leb(wo) + Z Leb(wy)

Do™|wp|<1 Do™|wo|<1
dro™/2<1 dro™/?>1

< Z e P <e

p>log(D(e—1)o™/2

wo
Do™|w|<1

Como D ¢ finito nao acontece d; /2 < 1 para n grande. Entao limitamos o segundo termo

da soma principal. Considerando o Lema (5.4.1) e sabendo que

L (w) = Z — log(dre™?),

(k,p)EDn (w)
dke_p<5
obtemos a seguinte cota para a segunda soma

Z Z 6 Leb Auk‘i Pl) (kuypu)(n))

O<u<t<n (k;,p;)

i=1,...,u
< ) ) exp(z Y —log(die™)) - (i) exp(—f > (¢ + pi))
O<u<t<n ( 1%,pz) dre P<o i=1
< > Z <)eXp (z4+8) ) (g +p))
0<u<t<n (k;,p;) i=1
i:l LU
< Z Z ( )uL (h,u)e” P2k,

O0<u<t<n h>ul(s

onde h = > ,(¢; + pi), £(6) é um inteiro tal que cada par (k,p) satisfazendo dye™ < §
também satisfaz k 4+ p > £(9), e

u

L(h,u) = #{((¢, pi))i=1,..u € N%“ : Z(Qz + pi) = h com p; > p,}.

i=1
Além disso, o numero u limita a quantidade de distintos dj, com o mesmo valor

¢; ao longo de n iterados da orbita dos pontos. Observe que

L(h,u) < #{(hi); € N3": > hy=h} = (h”“_ 1).

, 2u—1
=0

Aplicando a Formula de Stirling ficamos com

2u—1\ h
2u — 1 h R
L(h,u) < (e”’”‘ (1+ uh >(1+2 1) > < efh < et
u_
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onde 0 < ¢ < 1 é uma constante independente das outras varidveis, e usamos que h > upy,
a definicao de pg e por ultimo que z > (.

Juntando todas as cotas obtidas temos que

> Z()uLhu Sah < N Z()

0<u<t<n h>ul(8) 0<u<t<n h>ul(8)

o Bul(5)/2

- n—1
< —But(e)/2
_Zn< - >u o
"\ (e PO)/2)u
< >
- uz% (u)c 1—e#

c n
—BL(3)/2
< (1 R p— ) :

onde ¢ > 0 é uma constante que limita {ue=?49/2} -, e ndo depende de £(6).

Finalmente, como £(§) cresce sem limite quando § — 0, o enunciado do lema

segue apenas aumentando o valor de ¢ e levar em conta a primeira estimativa. O

5.5 Medida dos pontos com recorréncia ruim

Neste momento estamos com todas as ferramentas para deduzir que f satisfaz
a propriedade de recorréncia exponencialmente lenta ao conjunto singular D. Iremos
usar a desigualdade de Tchebishev da seguinte forma: dados €, > 0 sabemos que existe

constante C' > 0 tal que

n—1
1 : 1 €
= sts(f7 > L0 () > =
{x eM "2 log dists(f’(z), D) > e} C {x eM nﬁn(w) > C}

= {x € M : e#n@ > e”G/C}

portanto,

n—1
1 )
Leb {x eM:—— E log dists(f’(x),D) > 6} < e_”e/c/e‘%fl(x)d[/eb = U/ C—00))
n
j=0

que pode ser tomado exponencialmente pequeno, escolhendo o > 0 suficientemente pe-

queno tal que ¢/C' > 6(9). Isto conclui a prova do Teorema 5.1.1.



Capitulo 6
Perspectivas futuras

Indicamos aqui alguns possiveis desenvolvimentos futuros dentro da linha dos

resultados deste trabalho.

6.1 Extensao para classe de sumidouros singulares

em dimensao mais alta

Metzger e Morales [41] introduziram o conceito mais geral de hiperbolicidade
singular (que sdo modelos definidos em variedades tridimensionais) chamado de hiperbo-
licidade seccional que inclui sistemas definidos em variedades de dimensao finita arbitraria.
Precisamente, dizemos que um conjunto compacto A invariante por um fluxo gerado por
um campo vetorial X € X!'(M) em uma variedade compacta M de dimensao finita é sec-
cional expansor se o fibrado tangente sobre A admite uma decomposicao ThyM = E*@® E°,
D X'-invariante e dominada tal que existem C, A\ > 0 satisfazendo para cadax € Aet > 0

que:
e E° ¢ uniformemente contraido, isto é, | DX gs|| < Ce ™ e;

e [/ ¢é seccionalmente expandido, ou seja, para cada subespaco bidimensional F
contido em E¢ temos que |det(DX'|r, )| > CeM.

Entao é natural a seguinte pergunta,
Questao. Valem os grandes desvios para sumidouros hiperbolicos-secionais?

Sobre a equivaléncia entre estado de equilibrio para log |detDX;|, estado de cu-
Gibbs e medida fisica num sumidouro hiperbdlico secional, a tinica coisa que falta para
reargumentar como na secao 1.5 para o caso de um sumidouro hiperbdlico-secional é saber
que sempre temos nimero finito de medidas fisicas/SRB também neste contexto. Sabendo

isso, a equivaléncia deve seguir pelo mesmo argumento.

76
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6.2 Sumidouros para campos com menos regulari-

dade

Reduzindo a diferenciabilidade, parece natural levantar

Questao. Se o sumidouro hiperbdlico singular for de um campo de classe apenas C' numa
variedade tridimensional, que podemos dizer sobre os grandes desvios para a medida de

Lebesgue?

Observamos que, apesar de a nossa prova da cota superior de grandes desvios usar
medidas fisicas do sumidouro, o enunciado de grandes desvios nao precisa de nenhuma

medida invariante.

6.3 Extensao do resultado unidimensional

Como exemplo de transformacao nas condi¢oes do Teorema C com infinitos ramos,
tome uma transformacdo de Lorenz topologicamente exata no intervalo [f(07), f(07)]
estritamente contido em [ = [—1/2,1/2] e completamos seu grafico como fungao de I em
I com pedacos afins entre pontos com ordenada igual a algum ponto da pré-orbita da tinica
singularidade na origem. Podemos proceder de maneira que a inclinacao destes ramos afins
seja superior a 2 e os respectivos dominios de monotonia/continuidade I;,j € Z formem
uma cobertura enumeravel de I, com a exce¢ao de um conjunto enumeravel de pontos
(os bordos destes intervalos). Assumimos também que os extremos a, b dos intervalos de

ambos os lados da singularidade na origem sao também pré-imagens da singularidade.

I \
l |

S

Figura 6.3.1:

Verifica-se facilmente que a singularidade e as descontinuidades nos bordos dos
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intervalos de monotonia sao nao degeneradas; veja Secao 4 do Capitulo 1 para a definicao
de conjunto singular /critico ndo degenerado e também subsecao 7.3.11.1 de [16].

De fato, a singularidade na origem ¢é uma singularidade de tipo Lorenz, cujo
carater nao degenerado é bem conhecido: na segao 3 do Capitulo 2 se mostrou que |Df |y, |
no caso singular tem a forma x? para algum 8 € (0,1); nos demais casos |Df | ;| é
limitada superiormente e inferiormente afastada de zero, ou mais restritivamente, no caso
afim Df |, é uma constante.

Por construgao, os pontos de descontinuidade sao enviados na singularidade em
nimero finito de iterados. Temos assim satisfeitas as hipéteses do Teorema C. Porém,

temos apenas uma singularidade.

Questao. Podemos obter aproximacao exrponencialmente lenta com uma infinidade de

singularidades?

Considerando os sumidouros hiperbélicos-seccionais em dimensao arbitraria, seria

interessante também responder a seguinte pergunta,

Questao. Podemos obter aprorimacao exponencialmente lenta a um conjunto singular ou
descontinuo ou critico para transformagoes nao uniformemente expansoras em variedares

de dimensao mais alta?

Faz parte desta questao encontrar condigoes suficientes gerais para definir classes
amplas de transformacoes nao uniformemente expansoras multidimensionais em que se

possa provar aproximagao exponencialmente lenta ao conjunto nao regular.
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