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mado, nem tenha medo, porque Eu o Senhor
seu Deus, estarei com vocé em qualquer lu-

gar por onde vocé passar. ”
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RESUMO

A presente dissertacdo é baseada no artigo Almost Engel Finite and Profinite
Groups de E.ILKhukhro e P.Shumyatsky [9]. Seja g elemento de um grupo G e n um
ntmero inteiro positivo. Neste trabalho provamos resultados em termos dos subgrupos
E.(g), os quais, sao gerados pelos comutadores [x,g¢,...,¢|, para cada x € G, onde g
aparece n vezes no comutador. Denotamos por F(g) a interse¢do dos subgrupos F,(g),
com n variando no conjunto dos nimeros naturais. Primeiro, provamos que, se G é um
grupo finito e existe um inteiro positivo m tal que |E(g)| < m para cada g € G, entao a
ordem do residual nilpotente 7., (G) € limitado em termos de m. Por fim, mostramos que,
se G é um grupo profinito tal que para cada g € G existe um inteiro positivo n = n(g)
onde o subgrupo E,(g) é finito, entdo G tem um subgrupo normal N finito tal que o

quociente G/N é localmente nilpotente.

Palavras-chave: Grupos Finitos; Grupos de Engel; Grupos Profinitos.



ABSTRACT

The present thesis is based on the article Almost Engel Finite and Profinite
Groups written by E.I.Khukhro and P.Shumyatsky [9]. Let g be an element of a group G
and n a positive integer. In this thesis, we prove results in terms of the subgroups E,(g),
which are generated by commutators [z, g, ..., g, for each € G, where g appears n time
in the commutator. We denote by E(g) the intersection of the subgroups E,(g), with n
varying in the set of the natural numbers. First, we prove that if G is a finite group and
there is a positive integer number m such that |E(g)| < m for each g € G, then, the order
of the nilpotent residual v, (G) is bounded in terms of m. Lastly, we showed for if G is
a profinite group such that for each g € G, there is a positive integer n = n(g) which the
subgroup E,(g) is finite, so G has a finite normal subgroup N with the quotient G/N
locally nilpotent.

Keywords: Finite groups; Engel group; Profinite groups.
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INTRODUCAO

Seja G um grupo. Dizemos que GG é um grupo de Engel se para cada z,g € G
existe um inteiro positivo n dependendo da escolha dos elementos x e y, que denotaremos
por n = n(x,g), tal que [z,g,9,...,9] = 1, onde g aparece n vezes no comutador. Em
particular, um elemento g € G serd chamado elemento de Engel se para cada x € G,
existe um inteiro positivo n = n(z, g), de modo que [z,g,¢,...,9] = 1, onde g aparece
n vezes no comutador. Chamaremos G de localmente nilpotente se cada subconjunto
finito gera um subgrupo nilpotente. Evidentemente, todo grupo nilpotente é localmente
nilpotente e todo grupo localmente nilpotente ¢ um grupo de Engel. O seguinte diagrama

ilustra bem o que acabamos de afirmar.
{grupos nilpotentes} C {grupos localmente nilpotentes} C {grupos de Engel} (1)

Em [14] existe um exemplo apresentado por Golod de grupos que sao de Engel e nao sdo
localmente nilpotentes. Assim, os grupos de Engel representam uma vasta generalizagao
dos grupos nilpotentes. Em geral ndo vale as inclusoes contrarias de (1), mas sobre certas
condigoes algumas dessas inclusoes valem. Por exemplo, Zorn provou que grupos finitos
de Engel sao nilpotentes [14] e Wilson e Zelmanov provaram que grupos profinitos de
Engel sao localmente nilpotentes [18].

Neste trabalho provaremos resultados relacionados em termos dos subgrupos

Eu(9) = (v,9,9,...,9] | z € G).

Usaremos esses subgrupos para generalizar as condicoes de Engel, que aparecem na de-
finicdo acima. Assim, entendemos neste trabalho que um grupo G é quase Engel se
para cada g € G existem inteiros positivos, n = n(g) e m = m(g), tais que |E,(g)| < m.
Observe que, todo grupo de Engel ¢ quase Engel.

O objetivo desta dissertacao é provar dois resultados, sendo um para grupos fini-
1



tos e outro para grupos profinitos. O primeiro é para grupos profinitos.

Teorema A (Khukhro-Shumyatsky). Suponha que G é um grupo profinito tal que para
cada g € G exista um nidmero inteiro positivo n = n(g) onde o subgrupo E,(g) € finito.

Entao, G tem um subgrupo normal N finito tal que G/N é localmente nilpotente.

Veremos, como decorréncia do teorema A, que G possui um subgrupo aberto
localmente nilpotente. Na verdade, esse fato serd uma das etapas da prova, a qual,
também usa o ja mencionado teorema de Wilson-Zelmanov.

O segundo resultado sera para grupos finitos. Para isso, consideremos os sub-
grupos E(g) = (),—, Ex(g). Também é conveniente denotar o residual nilpotente de um

grupo G por 7oo(G) =), 7:(G), onde 7;(G) sao os termos da série central de G.

Teorema B (Khukhro-Shumyatsky).  Suponha que G € um grupo finito e que existe
um inteiro positivo m tal que |E(g)] < m para cada g € G. Entao, a ordem do residual

nilpotente v (G) € limitado em termos de m.

Dizer que um namero inteiro k é limitado em termos de um inteiro positivo m (ou
simplesmente, k é m-limitado), significa que k é limitado por uma funcao que depende
apenas de m.

Como consequéncia do teorema B, veremos que o indice do subgrupo de Fitting
é limitado em termos de m. Esse teorema implica o seguinte resultado para grupos pro-

finitos, se ha uma uniformidade ligadas as ordens dos subgrupos E,(g).

Corolario C. Suponha que G € um grupo profinito e que existe um inteiro positivo m
tal que, para todo g € G, existe n = n(g) de modo que |E,(g)| < m. Entao, G tem um
subgrupo normal finito N de ordem limitada em termos de m tal que G/N € localmente

nilpotente.

Para apresentarmos as demonstracgoes desses resultados, organizamos a disserta-
¢ao em dois capitulos. No primeiro, que denominamos por grupos finitos, iniciamos apre-
sentando o conceito de acao de grupos. Depois, definimos grupos soliveis, nilpotentes,
subgrupo de Fitting e subgrupo de Frattini e apresentamos as principais caracterizacoes
dessas classes de grupos. Finalizamos esse capitulo com a demonstracao do teorema B e
suas consequéncias.

No capitulo dois, que intitulamos por grupos profinitos, definimos grupos pro-C e
apresentamos alguns resultados dessa teoria que nos interessa nesse trabalho. Antes, defi-
nimos espaco topologico, grupos topoldgicos e limites inversos. Encerramos esse capitulo

com a prova do teorema A e suas consequéncias.



CAPITULO 1

GRUPOS FINITOS

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos e resultados que serao tteis
para o desenvolvimento do nosso trabalho e provamos o Teorema B de Khukhro-Shumyatsky.
Para isso, assumimos como conhecido algumas defini¢oes e resultados da teoria de grupos,
por exemplo, a definicao de grupo, subgrupo, subgrupo normal, p-grupo, entre outras. Re-
sultados como: os Teoremas de isomorfismos, os Teoremas de Sylow, entre outros. Na
primeira segao, dissertamos sobre acao de grupos, apresentamos o conceito e os princi-
pais resultados que serao usados nesses trabalho. Na secao seguinte, definimos grupos
soluveis, grupos nilpotentes e alguns objetos necessarios para exibirmos as principais ca-
racterizacoes dessas classes de grupos. Na terceira se¢do, definimos subgrupo de Fitting,
subgrupo de Fitting generalizado e subgrupo de Frattini de um grupo, juntamente com
alguns resultados que serao futuramente usados nesse trabalho. Finalizamos, com a secao
de grupos finitos quase Engel, onde provamos o Teorema B.

Os livros de B. Huppert [5], Daniel Gorenstein |2, Derek J.S. Robinson [14], Hans
Kurzweil [10] e I. Martin Isaacs 7] foram as principais referéncias usadas. Nessas obras

encontra-se todas demonstragoes que serao omitidas neste capitulo.

1.1 Acoes de Grupos

Sejam GG um grupo e {2 um conjunto nao vazio. Suponha que exista uma operacao
"." tal que, para cada elemento g € G e a € ) é bem definido um elemento «a.g € €.
Dizemos que essa operacao define uma agao de G sobre €2 se as seguintes condigoes sao

satisfeitas:
(i) a.1 = a para todo a € Q;

(ii) (a.g).h = a.(gh) para todo a € Qe g, h € G.
3



Neste caso, dizemos que o grupo G age sobre o conjunto (2. Essa acao serd chamada fiel
se, a.g = « apenas quando g = 1. Ja se, a.g = « para todo g € G e a € (), dizemos
que a acao é trivial. Um elemento o € Q) é dito G-invariante, se todo g € G fixa «,
isto é, a.g = «a, para cada g € G. De maneira mais geral, se G age sobre um subconjunto

X C ), dizemos que X é G-invariante, se x.g € X, para cada z € X e g € GG. O conjunto
N ={ge€G|ag=a, para todo a € Q}

¢ chamado de niicleo da acao de G sobre Q. Afirmamos que N < G. De fato, sejam
reN,geGeac Note que,

a. (g lzg) = [(a.g ) a]l.g=(a.g')g=a.(g7g) =al=a.

Entéo, g~'zg € N para todo x e N e g € G.

O conjunto formado pelos elementos g € G que agem sobre o € (), o deixando
fixo é chamado estabilizador de «. Denotaremos esse conjunto por stabg(a) = {g €
G | a.g = a}. Vamos mostrar que stabg(a) < G para todo a € Q. Claramente o elemento
identidade 1 de G estd em stabg(a). Sejam a,b € stabg(«), entdo a.a = o« = a.b. Note
que,

abt=(ab)bt=a (b ) =al=a = b c stabg(a).

Assim,

a.(ab™) = (a)b P =abt=a = ab ' € stabg(a).

Portanto, stabg(a) < G para todo a € €.

Suponha que o grupo G age sobre o conjunto Q # (). Seja ~ uma relacao, tal que,
para todo x,y € €, x ~ y se existe algum g € G de modo que, x.g = y. Vamos mostrar
que ~ é uma relacao de equivaléncia, ou seja, que a relacao ~ é reflexiva, simétrica e

transitiva.
e Reflexividade: Para cada x € 2 tem-se que, .1 = x. Logo, z ~ z;

e Simetria: Se para cada z,y € (2 tem-se que, x ~ y, entao existe g € G tal que,

xr.g = y. Note que,

r=xl=x(997") =(2.9).9  =yg "

Logo, y ~ x;

e Transitividade: Se para cada z,y, z € 2 tem-se que, x ~ y e y ~ 2, entao existem

g,h € G tais que, .9 =y e y.h = z. Assim,

z =y.h=(x.9).h =x.(gh).



Portanto, x ~ z.

Logo, a relacao ~ determina uma particao em €). Para cada x € (), chamaremos o
conjunto

orb(z) ={z.g | g € G}

de érbita de z. O seguinte resultado nos fornece informacoes referente a cardinalidade
da orb(z).

Proposicao 1.1.1. Seja G um grupo que age sobre um conjunto 2. FEntao, para cada
x € Q tem-se que, |orb(z)| =[G : stabg(z)].

Demonstra¢ao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [10], pagina 58. O]

Um exemplo de acao que usaremos com muita frequéncia neste trabalho é a
seguinte. Seja G um grupo. Considere () = G e defina para cada z,9 € G, z.g :=

g txg = 29. Como
(i) .1 = 2! = x para cada x € G;
(ii) z.(gh) = 29" = (29)" = (29).h = (x.g).h para cada z,g,h € G.

temos que GG age sobre si mesmo. Esta acao serd chamada de agao por conjugacao.

Perceba que o niicleo desta acao é
N ={g € G| 29=xparacada z € G}.

Neste caso, chamaremos o nucleo de G de centro do grupo G e o denotaremos por Z(G).
Ja o
staba(g) ={r € G | g" = g}

serd denominado de centralizador de um elemento g em G e o denotaremos por Cg(g).
Se X C @G, definimos

Co(X) =) Celx)

zeX

como o centralizador de X em G. Por fim, chamaremos a
orb(g) ={g" | = € G}

de classe de conjugacao do elemento g € G e o denotaremos por Cl(g). Segue pela
Proposicao 1.1.1 que, |Cl(g)| = [G : Cs(g)], para cada g € G. Um grupo G, onde para
cada g € G, |Cl(g)| é finito, serd chamado de F'C-grupo. Se H é um subgrupo do grupo

G, chamaremos o subgrupo

(HY = (W |he He g G)



de fecho normal de H em G. Claramente, H < (H%) e (H%) < G.

Considere agora {2 como sendo o conjunto formado por todos os subconjuntos do
grupo GG. Para cada X € Q e g € G, definimos a operagao X.g := X9 = {29 | g € G}.
Observe que com essa definicio, G' age por conjugacao sobre (). Para cada X €
chamaremos o stabg(X) = {g € G | X9 = X} de normalizador de X em G e o
denotaremos por Ng(X). Cada elemento da orb(X) serd chamado de conjugado de X
em G. Segue pela Proposigao 1.1.1 que |orb(X)| = [G : Ng(X)], para cada X € Q.

Proposicao 1.1.2. Seja H um subgrupo de um grupo G. Entio, Co(H) < Ng(H) e
Na(H)/Cq(H) € isomorfo a um subgrupo do Aut(H).

Demonstra¢ao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [14], pagina 38. O

Sejam G um grupo, H < G e ) o conjunto formado por todas as classes laterais
a direita de H em G. Observe que, para cada x,g € GG a operacao Hx.g := Hxg define

uma acao de GG sobre 2. Note que

stabg(Hz) = {9e€ G| Hx.g= Hz}
= {geG| Hxg= Hx}
= {9€G|xrge€ Hx} = H".

Assim, o nicleo desta acao é
N=[)H"
zeG

O subgrupo N, neste caso, serd chamado de core de H em G e o denotaremos por Hg.
Como N < G, segue que Hg < G. Claramente Hg < H. Se K < G tal que K < H,
entao para todo g € G tem-se que, K9 < HY9, entao K < HY para todo g € G e, portanto,
K < Hg. Com isso, acabamos de mostrar que Hg é o maior subgrupo normal de G
contido em H.

Sejam A e G grupos. Dizemos que A age por automorfismo sobre G, se A age
sobre G como conjunto e além disso, (g192).a = (g1.a)(g2.a), para quaisquer g;,g2 € G
ea € A. Como (g192)* = g7g5 para cada g1,90 € G e a € A, temos que a a¢do por
conjugacgao é uma acao por automorfismo. Se A e G sao grupos finitos, a acao de A sobre
(G sera chamada coprima quando as ordens de A e (G sdao relativamente primas, ou seja,
se (|A],1G]) = 1.

Nos casos em que A é um grupo que age sobre um grupo G, o centralizador de

A em @G é definido como
Ca(A) :={g € G| g é A-invariante}.

Lema 1.1.3. Suponha que A age por automorfismos em G, onde A e G sao grupos finitos,

e seja N um subgrupo normal A-invariante de G. Assuma que (|Al,|G]|) = 1. Escrevendo



G = G/N, temos que

Ca(A) = Ca(A)
Demonstra¢ao. Disponivel em [7], pagina 101. ]

Abriremos agora um paréntese, para apresentar algumas defini¢oes e resultados
da Teoria de Grupos, que nos proporcionara condicoes suficientes para exibir alguns re-

sultados referentes a agoes por automorfismo.

Sejam x1, o, - - - elementos de um grupo G. Definimos o comutador de x; e x5
por
1.1 1
[r1, 0] = 2] x5 1129 = 2] X7
Por inducao, definimos o comutador de xy,--- ,z,, n > 3, por

[[5517 . ;557%1]7 xn]

Por convencado, [z1] = z;. Com o intuito de facilitar a escrita, introduziremos a seguinte

[xlame] = [$1,$2, ct o, 2.

m

notacao

A seguir, apresentamos uma Observacao que ajudara na caracterizacao de alguns

grupos.

Observagao 1.1.4. Sejam H um grupo finito e A um subgrupo do Aut(H). O conjunto
G = {(¢,z) € A x H} munido da operacao (¢,z)(¥,y) := (¢, ¥ (x)y) € um grupo onde
o elemento identidade é (14,15) e o inverso de (¢,x) € o elemento (¢~ ¢~ (z™1)). Note
que a aplicag¢do de inclusao i : A — G dada por, ¢ — (¢,1y), é um homomorfismo de
grupo injetor. Assim, podemos identificar o grupo A em G, ou seja, podemos considerar
A como um subgrupo de G. Analogamente, podemos considerar H como um subgrupo de

G. Note que, para ¢ € A e x € H tem-se que,

[(1A7 ZE), (¢7 1H)] =

Usando a identificagio temos que [r,¢] = 27 '¢(x) comxz € H e ¢p € A.

Apresentamos agora, algumas das principais propriedades das operagoes com co-

mutadores.

Lema 1.1.5. Sejam z, y e z elementos de um grupo G. Entao:



(i) o¥ = xla,y];
(ii) wy = yalr,yl;
(iii) [z, y] = [y, x|~
(i) [z,y]* = 2%, y°);
(v) [x,y2] = [z, 2w, y]" e vy, 2] = [, 2)[y, 2];
(vi) [z,y7"] = ([l )" e fa™hy) = (f2y)” )7
(vii) [z,y™, 2]y, 271, o)z, 271, y]* = 1 (identidade de Hall-Witt).
Demonstragao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [14], pagina 123. O

Utilizando os itens (i7) e (v) do Lema 1.1.5, prova-se que [zy, 2] = [z, z][, 2, ][y, 2],
onde x,y e z sao elementos de um grupo G.

O subgrupo derivado G’ de um grupo G é definido como
G = {[z,y] | 2,y € G).

Mostra-se que G' ¢ um subgrupo normal de G e que G’ é o menor subgrupo tal que o grupo
quociente G/G’ & abeliano. Se (G') = {1}, dizemos que o grupo G é metabeliano. Um
grupo G onde G = G’ e G/Z(G) é um grupo simples nao abeliano é chamado de quase

simples.

Teorema 1.1.6 (Schur). Se G é um grupo cujo o centro tem indice finito n, entao G' é

finito e para cada g € G' tem-se que g" = 1.
Demonstragao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [14], pagina 287. O
Sejam X7, Xy, --- subgrupos de um grupo G. O subgrupo gerado

[Xl,XQ} = <[$1,[L‘2] | xr1 € X1 € Ty € X2>

é chamado o subgrupo comutador de X; e X5. Por inducgdo, definimos o subgrupo

comutador de Xy, -+, X,,, n > 3, por
[Xlu U 7Xn] = HXlu o 7Xn71]7Xn]-

Note que, [X1, Xo] = [X5, Xi] e se X1, Xy, X3 < G entdo [ X, Xy, X3] = [ X1, X5][ Xy, X5).

Novamente, com objetivo de facilitar a escrita, introduziremos a seguinte notacao,

[lemXQ] = [X17X27 e 7X2 .

m



Definimos, G® := G e por inducio, GV = [G®D GW], ou seja, GV & o
subgrupo gerado pelos comutadores do grupo G®, para cada i = 0,1,2,---. Chamamos
a série

G=GOp>agM>...>GlH > ...

de série derivada. Note que, G /G(+1) & um grupo abeliano para todo i = 0,1,2,---.
Usando inducao é possivel provar que, se H é subgrupo de um grupo G, entdo H™ < G
e se N é subgrupo normal de um grupo G, entdo (G/N)™ = G™WN/N.

Agora estamos aptos para finalizarmos nossa explanacao sobre agoes de grupos.

Lema 1.1.7. Suponha que A age por automorfismos sobre G, onde A e G sao grupos e

seja H < G. Sao equivalentes:
(a) Toda classe lateral & direita de H em G é um conjunto A-invariante;
(b) Toda classe lateral & esquerda de H em G é um conjunto A-invariante;
(¢c) O conjunto [G,A] < H.
Demonstra¢ao. Disponivel em [7], pagina 132. ]

Lema 1.1.8. Seja A um grupo que age por automorfismos sobre um grupo G, onde A e
G sdo grupos finitos e assuma que (|A],|G|) = 1. Entao [G, A, A] =[G, A].

Demonstra¢ao. Disponivel em [7], pagina 138. ]

Teorema 1.1.9 (Fitting). Seja A um grupo que age por automorfismo sobre um grupo
abeliano G, assuma que A e G sao finitos e que (|G|, |A|) = 1. Entio G = Cg(A) x |G, A.

Demonstragao. Disponivel em [7], pagina 140. ]

1.2 Grupos Soltveis e Nilpotentes

Um grupo G é soliivel se possui uma série de subgrupos
(}=Hy< < H, =G,

onde cada H; ¢ um subgrupo normal de H;,; e cada quociente H;.;/H; ¢ um grupo
abeliano, isso para todo i =0,--- ,n — 1.
A série derivada é muito 1til no estudo dos grupos soltiveis, pois fornece a seguinte

caracterizacao para essa classe de grupos.

Proposicao 1.2.1. Um grupo G € solivel se, e somente se, existe um inteiro n positivo
tal que G = {1}.
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Demonstra¢ao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [2], pagina 25. O

Usando a Proposicao 1.2.2, mostra-se facilmente que todo grupo abeliano é soli-

vel, todo subgrupo e quocientes de um grupo soluvel sao solaveis.

Proposicao 1.2.2.
(a) Sejam G um grupo e N I G. Se N e G/N sdo soliveis, entio G € solivel;
(b) Produto direto de um nimero finito de grupos soliveis é soliveis;

(¢c) Se H e K sao subgrupos normais soliveis de um grupo G, entio o subgrupo HK é

solvvel.

Demonstragao. A prova dos itens (a) e (b) podem ser consultadas em [2], pagina 23. Ja

(c) é consequéncia de (a), pois HK/K e K sdo soluveis. O

Segue da Proposi¢ao 1.2.2 (c¢), que um grupo finito G possui um tnico subgrupo
normal solivel maximal. FEste subgrupo é o produto de todos os subgrupos normais
soliveis de G. Chamaremos tal subgrupo de radical solavel e denotaremos por R(G).

Apresentaremos agora uma classe de grupos que se encontra entre a classe dos
grupos abelianos e a classe dos grupos solaveis.

Um grupo G diz-se nilpotente se possui uma série de subgrupos
(1} =Hy<H < <H,=G

onde cada subgrupo H;_; é normal em G e cada quociente H;/H; ;1 esta contido no centro
de G/H;_4, isso para todo ¢ = 1,--- ;n. Uma série que satisfaz a essas propriedades é
chamada de série central. Um grupo G que possui uma série central crescente que
estabiliza em G ¢ chamado de hipercentral. Consequentemente, todo grupo nilpotente
é hipercentral.

Uma vez que as condigoes exigidas na definicao de nilpoténcia sao mais restritas
que aquelas que aparecem na definicdo de solubilidade, segue imediatamente que todo
grupo nilpotente é, em particular, um grupo solavel.

Decorre da definicao acima que o subgrupo H; esté contido no centro do grupo
G. Se, por ventura, H; = {1}, entdo o subgrupo Hs esta contido no centro de G, e assim
sucessivamente. Como a série central termina em G, podemos concluir que todo grupo
nilpotente possui centro nao trivial.

Vamos agora apresentar duas caracterizagoes para a nilpoténcia. Para isso, defi-

niremos indutivamente duas novas séries. A primeira é construida usando comutadores.

71(G) =G, %(G) = G'e %i(G) = [vi1(G), Gl
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J& a segunda, ¢ apoiada no conceito de centro de um grupo.

Zy(G) = {1}, Z:1(G) :== Z(G) e ZZZZSSC);) =7 (ZZ?(G)> '

Sem muita dificuldade é possivel mostrar que as séries

sao séries centrais de um grupo G. Chamaremos a primeira de série central superior e

a segunda de série central inferior.

Teorema 1.2.3 (Lema de Griin). Seja G um grupo finito tal que Z(G) S Zs(G), entdo
G' < G. Em particular, G tem um quociente abeliano isomorfo a um subgrupo nao trivial

de 7(G).
Demonstragao. Seré omitida, mas poder ser consultada em [4], pagina 03. ]

Sejam ¢ e j inteiros positivos. Por inducao sobre 7, mostra-se a seguinte pro-
priedade: Z;,(G/Z;(G)) = Zi1;(G)/Z;(G). Usando os termos da série central inferior,

definimos o subgrupo

Yoo G) = () (@)
i=1
que chamaremos de residual nilpotente do grupo G.

Lema 1.2.4. Sejam G um grupo nilpotente e {1} = Hy < --- < H,, = G uma série
central de G. Entao, H; < Z;(G) e vi11(G) < H,_;, para cada i =0,---  n.

Demonstra¢ao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [14], pagina 125. O

Decorre deste resultado a seguinte caracterizagao para os grupos nilpotentes:
um grupo G é nilpotente se, e somente se, existe ¢ € N tal que v.41(G) = {1} se, e
somente se, existe ¢ € N tal que Z.(G) = G. Chamaremos o menor desses ¢ € N, que
possui a propriedade anterior, de classe de nilpoténcia e o denotaremos por cl(G).
Evidentemente, se o grupo é nilpotente tem-se que v.(G) = {1}. Observe que todo
grupo G abeliano é nilpotente, pois 12(G) = {1}.

Usando inducao, prova-se que: se G é um grupo, H < G e N < G, entao
vi(H) < 7(G) e v(G/N) = ~v(G)N/N, para cada i € N. Usando esse fato, mostra-se

que todo subgrupo e quociente de um grupo nilpotente sao nilpotentes .

Lema 1.2.5.
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(a) Imagens homomdrficas de grupos nilpotentes sao nilpotentes;
(b) O produto direto de um nimero finito de grupos nilpotentes é nilpotente;
(C) Todo p-grupo finito, p primo, € nilpotente.
Demonstragao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [2]|, pagina 22. ]

O resultado seguinte é muito 1til para estabelecer propriedades do comutador de

termos das séries centrais inferiores e superiores.

Proposicao 1.2.6 (Lema dos trés subgrupos). Sejam H, K e L subgrupos de um grupo
G.Se NdGel|H K, L||K,L H <N, entao [L,H, K] < N.

Demonstragao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [14], pagina 126. ]
Apresentaremos agora uma outra caracterizacao para os grupos nilpotentes.
Proposicao 1.2.7. Seja G um grupo finito. Sao equivalentes:
(i) G € nilpotente;

(ii) Para cada H < G, eziste uma série de subgrupos H = Hy < --- < H, = G, onde
H;, 1 < H; para todo i = 1,--- ,n. Se essa propriedade € vdlida, dizemos que H ¢é

subnormal em G;
(11i) Para cada H 5 G, tem-se que H £ Ng(H);
(iv) Se M ¢é um subgrupo mazimal de G, entio M < G;
(v) G € produto direto dos seus subgrupos de Sylow.
Demonstragao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [14], pagina 130. ]

Em relacao a subgrupos subnormais, abriremos um paréntese para apresentar o

seguinte resultado, o qual, serd muito util futuramente.

Proposicao 1.2.8. Sejam Ki,--- , K, todos os grupos quase simples subnormais de um
grupo finito G. Considere E(G) = (K4, -+, K,) e denote por

 KiZ
T Z

(i=1,---,n).
Entao:

(a) E(G) € o produto central de Ky,--- |, K,, em particular Z = Zy -+ Z,;
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(¢c) E(G)]Z =FEy x---x E,.
Demonstra¢ao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [10], pagina 144. O

O préximo Teorema, mostra que vale um resultado similar ao da Proposicao 1.2.2

(c) para grupos nilpotentes.

Teorema 1.2.9 (Fitting). Sejam H e K subgrupos normais nilpotentes de um grupo G
com classe de nilpoténcia c e d, respectivamente. Entao, o subgrupo HK é nilpotente de

classe menor ou igual a c+d.
Demonstragao. Seré omitida, mas pode ser consultada em [14], pagina 133. ]
Provaremos agora uma generalizacao do Teorema de nilpoténcia de Hall.

Proposicao 1.2.10. Suponhamos que B € um subgrupo normal de um grupo A tal que
B € nilpotente de classe ¢ e v4(A/B') € finito de ordem k. Entdo o subgrupo

c=ca((3)) = toe A1 butaal < )

tem indice k-limitado e € nilpotente de classe (c,d)-limitada.

Demonstragao. Vamos iniciar provando que Ca(v4(A/B’)) = {a € A | [va(A),a] < B'}.
Por defini¢do, Ca(v4(A/B’)) = {a € A | T* = T para todo T € v4(A/B’)}. Usando que
©W(A/B') = 14(A)B'/ B’ temos que,

A
Ca (w (§>) = {a€ A| (xB)* =B para todo z € v4(A)}
= {a€ A| 2 '2*B = B para todo = € y4(A)}
= {a€ A|x,a] € B para todo z € 4(A)}.

Portanto, Ca(va(A/B")) = {a € A | [1a(A),d] < B'}.
Afirmamos que A = Nu(v4(A/B’)). De fato, como v4(A/B’') < A/B’, entao
existe H < A tal que v4(A/B’) = H/B'. Sejam a € A e hB' € H/B'. Note que,

(hB')* = _h* B € H/B'
€eH

O que prova a afirmacao. Segue pela Proposicao 1.1.2 que,

Como |v4(A/B’")| = k, implica que |Aut(va(A/B’))| é k-limitado e, portanto, [A : C] é
k-limitado.
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Vamos mostrar agora que C' é nilpotente de classe (c, d)-limitada. Note que,

07"'7070707"'] < [[7d(0)7c]707]

d+1

Provaremos agora por indugao que

B,B|.C,---,C,C,---] < B,C|[B,;Cl,C,---]. 1.1

(B.5), | < I [BachBsCLC (L)
2d—1 i+j=2d—1

Suponha que 2d — 1 = 1. Uma vez que B,C < A, entao qualquer subgrupo comutador

envolvendo esses subgrupos sao, claramente, normais em A. Segue pelo Lema dos trés

subgrupos (Proposi¢ao 1.2.6) que,

IN

[B,B,C],C,---] [[B,C,BlC,B,B],C,---]
H[B’C]’ ]][87[870]]’07”']
= [[[370]7 ]707"'”[37[BvCH’O?"']

H [[Bﬂ'c]?[B?j 0]707]

i+j=1

B
B

—~
*
~

Em (%) usamos que [B,C, B] < A. Suponha que [[B, B],, C] < [[,,,_,[[B,:C],[B,; C]]

sempre que n < 2d — 1. Vamos provar que (1.1) é verdade. Note que,

HB’B]’C’ 70’07...]
2d—1

= (B.BLC LG

2d—2
Hipo6tese de inducao

[1 [B.ClLB;Cl.CC, -

DI B.CLIB,0L0L0 ]
Proposige 120 ]I 185G B CNIC B €L B, €11, C ]
- . H [[[B>j C? C]v [Bvi C”[[Bﬂ C? C]’[B’j CH’C’]

= [I 1B CLIB Clll[Byi C (B, CI, C, -]

i+j=2d—2
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(x2%) A H [[B.j+1 CL,[B,: C]}, C, - - |[[[B.i+1 C, [B,; C], C, - - -]
- H B, C],[B,; C,C,---].

Em (*x) usamos que [[B,;C|,[B,;C]] 9 A parai+j = 2d — 2. J4 em (* * %) usamos
que [[B,;+1Cl, [B,; C|],[[B.i+1C],[B,; C]] < A. Portanto, segue por induc¢ao que (1.1) é

verdade. Perceba agora que,

H [[Bai C]» [B>j 0]70?"']

" Bac)BLO,
< [[[’Yd(A)’C]’B]’C7 o ]
< [[[373]73]707"']'

Assim, v441(C) < 72(B), entao v(g11)+@d-1)(C) < v3(B). Um calculo similar mostra que
Y(d+1)+(2d—1)+(3d—2) (C) < 44(B), assim por diante. Provaremos por indugio sobre ¢ que
Y(ed)+1(C) < Yer1(B), onde 1+ f(c,d) = 1 +de(c+1)/2 —c(c—1)/2. Para c = 1, tem-se
que 1+ f(1,d) = d + 1. Vimos anteriormente que vi4¢1,a)(C) < 72(B). Suponha com
hipotese de inducdo que Vs a)+1(C) < Yrt1(B), sempre que k < c. Note que,

7f(c,d)+l(c) = [’Yf(c—l,d)-i-l (0)7 Ca T C
cd—(c—1)
Hipotese de inducao
S [,YC(B)7C7 vO
cd—(c—1)
()
< fYc-&-l(B)'

Em (*) usamos um raciocinio similar do feito acima. Por hipotese, B é nilpotente de
classe ¢, entdo 7y.41(B) = 1, o que implica em 7(cq)11(C) = 1. Portanto, C' é nilpotente
de classe f(c,d). O

Teorema 1.2.11 (Schmidt). Se todo subgrupo prdprio de um grupo G € nilpotente, entdio

G € soluvel.
Demonstragao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [5], pagina 280. O

Seja I uma classe de grupos que contém o grupo trivial e todas as imagens
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isomorficas de grupos que estao em K. Para qualquer grupo G

Oc(G):=J[4 (Aek)

A<G
é um subgrupo caracteristico de G chamado de IC-radical.

Proposicao 1.2.12. K € a classe de grupos nilpotentes. Para cada grupo G finito
Ox(GQ) = (A | A subnormal em G, A € K).

Em particular, Ox(G) é o maior subgrupo subnormal de G que estd em K.
Demonstragao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [10], pagina 130. O

Apresentaremos agora um resultado que ¢ conhecido como extensao dos Teoremas
de Sylow para grupos soliveis. Para isso, exibiremos alguns conceitos.

Sejam 7 um conjunto de nimeros primos e 7’ o complementar de 7 no conjunto
de todos os nimeros primos. Dizemos que um elemento x de um grupo G é chamado um
w-elemento se a ordem de z é divisivel apenas por primos em 7. Em particular, temos
a nogao de um p-elemento, p primo. Dizemos que um grupo G é um m-grupo se todo
elemento de G é um m-elemento, em particular, se G é um grupo finito, G' é um m-grupo
se |G| é divisivel apenas por primos em 7. Similarmente, temos a nogao de 7'-grupo.
Um subgrupo H de um grupo finito G é um mw-subgrupo de Hall se H é um m-grupo
e se para todo primo ¢ que divide [G : H] tem-se que ¢ € ©’. Se m = {p}, p primo, o
m-subgrupo de Hall é chamado de p-subgrupo de Sylow. Para um dado primo p, dizemos
que um elemento x de um grupo G é um p’-elemento quando p nao divide a ordem de x
e dizemos que G é um p’-grupo quando p nao divide a ordem de GG. Desse modo, tem-se
a nocao de p/-subgrupo de Hall. Finalmente, o minimo miltiplo comum entre as ordens

dos elementos do grupo finito G é chamado expoente de G.
Teorema 1.2.13 (P. Hall). Se G é um grupo solivel finito, entao
(i) Para cada conjunto de primos w, existe um mw-subgrupo de Hall de G;
(i1) Quaisquer dois m-subgrupos de Hall de G sao conjugados;
(11i) Qualquer m-subgrupo de G estd contido em um m-subgrupo de Hall de G.
Demonstra¢ao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [2], pagina 231. O

Na definicao de K-radical, se a classe K é igual a classe P de todos os p-grupos,
denotaremos o subgrupo Ok (G) por O,(G). Observe que O,(G) é o maior p-subgrupo

normal do grupo G.
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Sejam G um grupo finito e p um primo divisor da ordem de G. Definimos a

p-série de G como
1< Op’(G) < Op/,p(G) < OP'JMDI(G) <

onde O, é o maior p’-subgrupo normal de G e O, ,(G) é aimagem inversa de O,(G/O, (G))

em G, isto é,

o, ( G > _ Opa(G)
Op (G) Op (G)
De maneira semelhante, O, ,,(G) serd a imagem inversa de Oy (G/Oy ,(G)) em G e
assim por diante. Se G é um grupo finito solivel, chamaremos o nimero de fatores da
p-série de p-comprimento de G e o denotaremos por [,(G).
Seja p um nimero primo. Um grupo finito GG ser4 chamado p-soliivel se GG possui
uma série de composicao cujos fatores sao p-grupos ou p’-grupos.

Finalizaremos essa se¢ao com o seguinte Teorema.

Teorema 1.2.14. Se um grupo finito G € p-solivel e exp(P) é o expoente do seu p-

subgrupo de Sylow P, entdo o p-comprimento l,(G) € limitado em termos de exp(P).

Demonstra¢ao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [8], pagina 264. O

1.3 Subgrupo de Fitting e subgrupo de Frattini

Na definicao de KC-radical, se I é a classe dos grupos nilpotentes, chamaremos
o subgrupo Ok (G) de de Fitting de GG. Nesse caso denotaremos esse subgrupo por
Ok(G) := F(G). Se o grupo G é finito, segue pelo Teorema de Fitting que F(G) é
nilpotente e evidentemente é o tinico maior subgrupo nilpotente normal de G. Usando

esse conceito, a série de Fitting ¢ assim definida: fixamos Fiy(G) := {1} e definimos

Fin(G) _ G .
For —* (7@) 20

Se existir um namero inteiro positivo n tal que F,(G) = G, chamaremos o menor desses
nameros que tem essa propriedade de comprimento de Fitting. O subgrupo de
Fitting generalizado de um grupo G é o produto do subgrupo de Fitting e todos os
subgrupos quase simples subnormais de G. Uma propriedade importante é: o subgrupo
de Fitting generalizado de um grupo finito contém o seu centralizador (a prova desta
propriedade pode ser consultada em [10], pagina 144).

Um elemento g de um grupo G é chamado elemento de Engel a direita se
para cada = € G existe um inteiro positivo n = n(g,z) tal que, [g,,x] = 1. Por outro

lado, dizemos que g é um elemento de Engel a esquerda se para cada x € G existe
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um inteiro positivo n = n(g,x) de modo que, [z,, g] = 1. Porém, se g é simultaneamente
um elemento de Engel & direita e a esquerda, dizemos apenas que g ¢ um elemento de

Engel, como visto na introducao.

Teorema 1.3.1 (Baer). Seja G um grupo finito. Entao os elementos de Engel a direita

sao exatamente os elementos do subgrupo de Fitting de G.
Demonstragao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [5], pagina 298. ]

Outro subgrupo importante para nosso estudo, ¢ o subgrupo de Frattini ®(G),
que é definido como o resultante da intersecao de todos os subgrupos maximais de um
grupo G. Se G nao possui subgrupos maximais, por convengao ®(G) = G. O subgrupo
O (@) & caracteristico em G (veja [14], pagina 135). A seguir apresentaremos mais algumas

propriedades desse subgrupo.

Proposicao 1.3.2 (Frattini). Em qualquer grupo G, o subgrupo de Frattini é igual ao
conjunto formado pelos elementos nao geradores de G. Aqui um elemento g € G € chamado

nao gerador se G = (g, X) sempre implica em G = (X), onde X € um subconjunto de

G.

Demonstragao. Serad omitida, mas pode ser consultada em [14], pagina 135. O

Dizemos que um grupo abeliano GG é abeliano elementar se existe um primo p

tal que os elementos de G, diferentes da identidade, sao de ordem p.

Proposicao 1.3.3. Se G é um p-grupo finito, entio G/®(G) é um p-grupo abeliano

elementar. Em particular, se ®(G) =1, entdo G € abeliano elementar.
Demonstragao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [2]|, pagina 174. O

Teorema 1.3.4. Seja a um automorfismo de G onde (|a|,|®(G)|) = 1. Suponha que,
a(9)®(G) = g®(G) para todo g € G, ou seja, o analisado em G/P(G) € o automorfismo
identidade. Entao o = 1.

Se G é um p-grupo e o € um automorfismo de G onde a(g)P(G) = gP(G) para

todo g € G, entao a ordem de o é uma poténcia de p.

Demonstra¢ao. Disponivel em [5], pagina 275. O]

1.4 Grupos Finitos Quase Engel

Iniciaremos essa secao fazendo algumas observagoes referente ao subgrupo

En(g) = ([wmgl | 2 € G)
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onde n é um inteiro positivo e G é um grupo finito. Seja N um subgrupo normal de
G. Como no homomorfismo candnico 7 : G — G/N vale que 7([z,, g]) = [7(x),, 7(g)],
para cada x,¢g € G, temos que o subgrupo E,(m(g)) = m(E,(g)). Para cada elemento
g de um subgrupo H de G tem-se que E,(g) construido em H esta contido em F,(g)
construido em G. Recorde-se da introdugao que, E(g) = Ny, E,(g). Assim, para cada
elemento g de um subgrupo H de G, tem-se que E(g) construido em H esta contido em
E(g) construido em G. Se |E(g)] < m, m € N, entdo |E(7(g))| < m. Consequentemente,
essa desigualdade é preservada para todo subgrupo de G/N.

Vamos agora enunciar e provar quatro Lemas que serao utilizados na demonstra-

cao do Teorema B.

Lema 1.4.1. Sejam G um grupo finito de comprimento de Fitting 2 e I o conjunto dos

primos que divide a ordem de F(G). Entao,

Yoo (G) = H[Fqu’] (1)

qel
onde F, € um g-subgrupo de Sylow de F(G) e Gy € um ¢'-subgrupo de Hall de G.

Demonstracao. Por hipotese, G € um grupo finito e o comprimento de série de Fitting é

2, ou seja,

entdo G/F(G) ¢ nilpotente. Perceba que G,F(G)/F(G) ¢ normal em G/F(G), o que
implica em, G, F(G) ser normal em G. Note que, G, F(G) = Gy F,. Assim, para todo
x € G tem-se que

(Gg)"Fy = (GyFy)* = Gy by
Logo, (Gy)* < GyF, para cada z € G. Uma vez que [F,,Gy| I F, e [F,,Gy] < G,
entdo [F,,Gy] < Gy F,. Consideremos o grupo G, F,/[F,,Gy]. Observe que para cada
f € F,egec Gy tem-se que

fg[anGq’] = ff_lfg[Ftp Gq’} = f[an Gq’]'

Como (Gy)* = Gy e F, = (F,)", para cada = € G, concluimos que (G,)* tem a mesma
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acao de Gy sobre F, no quociente Gy F;,/[Fy,, G,|. Desse modo,

[(Gq’)vaqHFqu'] _ {(Gq’)x Fq 1
[qu Gq’] [an Gq’]’ [an Gq’]
_ [ Gq’ Fq 1
[an Gq/] ’ [an Gq/]
_ [Gq/a Fq] [an Gq’]
a [FQ’GQ’]
= [quGQ’]'

Assim,
Gy, Fy) = (Gy)*, F)| =[Gy, Fy]* para cada z € G.

Logo, [Fy, Gy] < G. Decorre desse fato que subgrupo comutador [F;, G| ndo depende da
escolha de um ¢'-subgrupo de Hall de G de modo que o produto em (1) é bem definido,
pois G é soluvel por (1.2) e assim seus ¢'-subgrupos de Hall sdo conjugados (Teorema
1.2.13).

Seja q qualquer primo e G, um g-subgrupo de Sylow de G. Afirmamos que médulo
[F,, Gy] 0 grupo G = G,Gy age sobre I, /[F,,G,| como a imagem de G,. De fato, sejam
g€ Ge feF, Dege G implica que existem ¢; € G, e g2 € Gy tais que g = gi1g2. Note

que,

9 = foee
= 95" farge
= ¢, f"g
= ) gy g
= fIf", g2l

Como F, é caracteristico em F(G) e F(G) 9 G, tem-se que f9 € F,, assim [f9', go] €
[Fy,Gy]. Logo, f9 = f9%(mod [F,,Gy]). Considere agora § = gigz € G/[F,,Gy] e
f € F,/|F,,Gy]. Observe que,

?ﬁzfglgz :Wzﬁzfgl'

Entéo, segue que a imagem de G, no grupo G/[F,, G,] age por conjugagio sobre F,/[F,, Gy].
Mostraremos agora que o grupo quociente G/ [[ [Fy, G¢] ¢ nilpotente. Consi-
deremos os grupos G, G, e F, modulo [F,,G,]. Dizer que G possui a mesma acao de
G, sobre F, é equivalente a afirmar que [G, F;| = [G,, F,]. Como G, é um g-grupo, en-
tao G, ¢ nilpotente. Assim, existe t(¢) € N tal que, 1 = [Fy ) Gq] = [Fyuq G- Dai,
F, < Zyg)(G). A partir de agora, até o final deste paragrafo, todos os grupos serao conside-

rados modulo [ [Fy, Gy]. Tomemos ¢ = max{t(q) | ¢ primo divisor da ordem de F'(G)}.
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Entdo, F, < Z;(G) para todo ¢ primo divisor da ordem de F(G). Desse modo, F(G) =
F, x---xF, <Z(G), onde todos os ¢; sdo primos e divisores de |F(G)|. Como G é um
grupo que possui comprimento de Fitting 2, temos que F'(G/F(G)) = G/F(G), ou seja,
G/F(G) é nilpotente. Note que, Z;(G)/F(G) 9 G/F(G) e que

G
& ~ G
Zy(G) :

Assim, G/Z;(@G) é nilpotente, o que implica que existe m € N tal que,

@ = o <Zt<G>) =z = ImlG) =6

Portanto, G' modulo [] [Fy, Gy ¢ nilpotente.

Observe que,

OO(G) Hq[quGq/] G
o e < Yoo (—Hq[Fqu/]) = [[IF:. Gyl = 1 (G) < [][F. G-

Para mostrar a outra inclusao, note que G4 age por conjugacao sobre Fj. Uma
vez que (|F,|,|Gy|) =1, tem - se que essa a¢do ¢ coprima. Entao, segue pelo Lema 1.1.8
que [[Fy, Gyl, Gy] = [Fy, Gy]. Assim, [Fy, Gy] < 750(G) para cada g. Logo [] [Fy, Gy <
Yoo (G). O que prova o Lema. O

Lema 1.4.2. Sejam G um grupo finito, P < G um p-grupo e g € G um p'-elemento.
Entao, [P, g] < E(g).

Demonstragao. Uma vez que P <4 G, temos que [P, g] < P, em outras palavras, [P, g] é
um p-grupo. Entao, V = [P, g]/® ([P, g]) ¢ um p-grupo abeliano elementar.

Note que oy : @ € P — x9 € P é um automorfismo. Assim agy|pg ¢ um
automorfismo de [P, g] onde ®([P, g]) é o,|pg-invariante. Como ([P, g]) < [P, g], entdo
para cada = € [P, g] ¢ bem definida uma aplicacao @, : 2®([P,g]) € V —— 29®([P, g]) €
V. Claramente @, ¢ um automorfismo de V.

Como (|ayl,|P|) = 1, segue pelo Lema 1.1.8 que,
[P, org] = [[P, g, cxg].

Segue da Observagao 1.1.4 que, [P, ay] = [P, g|. Uma vez que ®([P, g]) é ay|;pg-invariante,

entao para todo v € [P, g, tem-se que,

[0, ] = (171 )ag(v) = (0) 7'y (V) = [v,3,] (WeV).
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Dai,

[P, g] . [P,ag] _HRO‘g]aO‘g]:{ [P,ag]

o([Pg) ®(Pgl)  ®(P.g)) @([pjg]yag} = [V, @]

Logo V' = [V, g], uma vez que [V, @,] = [V, g], pela Observacao 1.1.4. Como (|ayl,|V|) =1
e V é um grupo abeliano, segue pelo Teorema 1.1.9 de Fitting que, V = [V, ay] x Cy(ay).

Segue pelo produto direto anterior que Cy (@) = 1. Assim,
Cy(ay) ={veV[ayv) =vi={veV |v=v}=Cv(g)

e, entdo, Cy(g) = 1.

Sejam v,w € V. Como V ¢é abeliano tem-se que,

[vw, g = [v, g]“[w, g] = [v, g][w, g]

v.g] ™ =lg.v]= (@ ) v=0v ) =" g]

Desse modo, V' = [V g] = {[v,¢] | v € V} e por consequéncia V = {[v,,g] | v € V}
para todo n € N. Agora, considere o subgrupo F(g) construido pela imagem de g € G
no grupo (P, g)/®([P,¢g]). Uma vez que E(g) é a imagem de E(g) em (P, g)/®([P,g]),
entao E(g) = E(g9)P([P,g])/P([P,g]). Segue que V < E(g), o que implica em [P, g] <
E(g)®([P,g]), e portanto, [P, g] < E(g), ja que ®([P, g]) é construido pelos elementos nao
geradores de [P, g] (Proposi¢ao 1.3.2).

[

Lema 1.4.3. Sejam V um g-grupo abeliano elementar ¢ U um ¢'-grupo de automorfismos
de V. Se |[V,u]| < m para cada u € U, entao |[V,U]| é m-limitado e por consequéncia,

|U| é também m-limitado.

Demonstragao. Inicialmente, suponha que U é abeliano. Perceba que se U = {1}, o
resultado é 6bvio. Entao vamos assumir que U # {1}. Desse modo, existe u; € U tal que
[V ui] # 1. Como V & um g-grupo abeliano elementar e u; é um automorfismo de V' que

é um ¢'-elemento, segue pelo Teorema 1.1.9 de Fitting que

Para cada v € V, w € Cy(u) e u € U vale que,

Observagao 1.1.4

(v uy (v)) (1.4)
= w(v™Hu(w (v))
( 1

U é abeliano

u([v, ur])

= [u(v), w] € [V, u]
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weCy (u1)

u(w) u(ur (w))
U ¢ abeliano

= u(u(w)) = u(w) € Cy(u).

Assim, concluimos que [V, u1] e Cy(ug) sdo subgrupos U-invariantes. Consequentemente,

para cada u € U, a aplicagao ¢, : v € [V, u1] — v" € [V, u;] é um automorfismo. Se
Cu([Vyui]) ={u e U | u(v) = v, para cada v € [V,uy]} = {1}.
Entao, a aplicagao
p:u€Ur— p, € Aut([V,u]) (1.5)
¢ um monomorfismo. De fato, sejam u,w € U. Para cada v € [V, 4] temos que,
Puw (V) = 0" = (uw)(v) = w(w(v)) = (Pu © Pu)(v).

Desse modo,
cp(uw) = Puw = PuPuw = gp(u)(p(w).

Logo, ¢ & um homomorfismo de grupos. Com Cy ([V,u;]) = {1}, tem-se que Ker(p) = {1}
e, portanto, ¢ ¢ um monomorfismo. Por hipotese, |[V,u;]| < m, entao |Aut([V,uy])| € m-

limitado. Segue do monomorfismo (1.5), que |U| é m-limitado. Uma vez que,
V.Ul =([V.u] | ueU)

entao |[V,U]| é também m-limitado. Se Cy([V,u1]) # {1}, entdo existe us € Cy([V, u1])
tal que ug # 1. Como (ug,us) < U < Aut(V), entdo (uy,usz) age por automorfismo sobre

V. Como (|[(ug,us)|,|V]) = 1, segue novamente pelo Teorema 1.1.9 de Fitting que
V = [V, (uy, u2)] ® Cv((uz, us)).

Afirmamos que [V, (uy,us)] = [V, u1] & [V, ug]. De fato,

(1) [V, (u1,u2)] = [V, ua] [V, ual;
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Sejam v € V e 5,7 € N. Note que,

[v, ufuj)

= [v,u Hv uj]s

= [v, uguy [uh(v), wyui Y]

= [v,up” ][v )™ [ub(v), ui b (v), wi ]

= o, uguy 2 [uh ™ (v), ua] [ (v), wyw =] (u5 ) (v), ]

= o uy v, ua] " [us (0), ugl[ub (v), wi ] fub(v), w]™ [(uf " ug) (v), ]

= [v,u 2[5 2 (0), ua) [y (v), ) [y (v), w3~ [(uf~20uh) (v), ][~ u) (v), ]

= [v, ua]ua(v), us] - - - [ug™  (v), ua][uh (v), ur)[(uruh) (v), wy] - - - [(uf " uh) (v), ua]

é um elemento de [V, u|[V,us]. Logo, [V, (uy,us)] C [V, u1][V, us]. Por outro lado,
temos que
[V, Qun, ug)] = (Vo] | @ € (ua, ug))

entdo, claramente [V, 1], [V, us] C [V, (u1, ug)] e, portanto, [V, (uy, ug)] = [V wi][v, ug).
(i) [Viw], [V, ua] S [V, (ur, uz);

Segue do fato de V' ser um grupo abeliano.
(iil) [V uq] N[V ug) = {1}.

Suponha que [V, ui] N[V, us] # {1}. Entao, existe v € [V, u1] N[V, uz] tal que v # 1.
De v € [V, ug], segue do produto direto V = [V, us] & Cy(usz) que us(v) # v. Por
outro lado, v € [Viu1] e 1 # uy € Cy([V,w]), entdo uz(v) = v. O que é uma
contradigao. Logo, [V, ui] N[V, ug] = {1}.

Segue de (i), (ii) e (iii) que
[V, {ur, ug)] = [Vow] & [V, ua].

Assim,
V= [‘/, Ul] 5>, [V, UQ] ©® Cv(<u1,u2>).

Se Cy([V,u1] @ [V, ug]) # {1}, entéo existe ug € Cy([V, u1] ® [V, uz]), us # 1, de modo que
V= [Viu] & [V us] & [V, uz] ® Cv ((us, uz, us))

e assim por diante. Como V é um grupo finito, existe um inteiro positivo k tal que
Cy([V,ur]®---®[V,ug]) = {1}. Afirmamos que k é m-limitado. Com efeito, suponha que

k nao seja m-limitado e considere o elemento w = uy---u € U. Paracadat=1,--- )k
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note que,

= [[Viwi],u1 - - ug
= [[Viw],ug - ug][[V, il w7
[

= (Vouilug - ][V, ], wa] " 5[V, ], ]2

[V wil wn ][V wil wge—a ] -+ - [V ], w0 [V ], ug ]2
= [[Vywl, wg)[[un(V'), wil, wp—a] - [[(igr -+ ) (V) wi] s i -+ [[(ug - g ) (V) i), ua
Vo], ] [Vowil, wpa] - [Vow w] -+ [V ], ]

(.

Q[?/ZM] Q[?/,rui] :[?{Ui] Q[?/,r“i]
= [V> ul}

Assim temos que [V, ;] C [V, w] para cada i =1---k. Entéo

Como [V u;] # {1} para todo ¢ = 1---k, implica que |[V,w]| > m. O que é uma
contradigdo. Segue que k ¢ m-limitado e, assim, |[V,u1] @ --- @ [V, ux]| ¢ m-limitado.

Como [V uy] @ -+ - @ [V, ug| é U-invariante, entao para cada v € U a aplicacao
buiv€Viu]@® @ Viuw]— " € Viwm] @ & [V,
é um automorfismo. De maneira anéloga a prova de (1.5) mostra-se que a aplicacdo
viu€eUr— h, € Aut([Viul] ® -+ @ [V, uy))

¢ um monomorfismo. Entdo, U < Aut([V,u1] @ --- & [V, ux)). Uma vez que |[V,u1] D --- &
[V, ug]| € m-limitado, segue que |Aut([V,u1]@- - -®[V, ug])| também é. Consequentemente,
|U| e |[V, U]| sao m-limitados.

Consideraremos agora o caso geral. Vamos iniciar mostrando que cada elemento
u € U age fielmente sobre [V, u]. Seja u' € (u), onde ¢ € N. De maneira analoga a (1.4),
mostra-se que [V,u] é (u)-invariante. Desse modo, a aplicacdo ¢, : v € [V, u] — v* €

[V,u] ¢ um automorfismo. Considere a aplicagao
¢ :ut € (u) — e € Aut([V,ul). (1.6)

De maneira anéloga a prova de (1.5) mostra-se que ¢ é um homomorfismo. Seja u’ €

Ker(¢). Entao, u' fixa todos os elementos de [V, u]. Segue pelo Teorema 1.1.9 de Fitting
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que V = [V,u]® Cy(u). Vamos mostrar que u' fixa todos os elementos de V. Perceba que
para isso, resta mostrar que u' fixa todos os elementos de Cy (u). Tomemos v € Cy (u)

arbitrario. Note que,

Logo u' fixa todos os elementos de Cy/(u) e, portanto, fixa todos os elementos de V. Como
u' € Aut(V), segue que u' = 1. Assim, provamos que essa agao ¢ fiel. De (1.6) podemos
concluir também que (u) < Aut([V,u]), assim, segue que |(u)| ¢ m-limitado. Uma vez
que o expoente de um grupo é o minimo miltiplo comum entre as ordens de todos seus
elementos, segue claramente que o expoente de U é m-limitado.

Sejam P um p-subgrupo de Sylow de U e M um subgrupo abeliano normal
maximal de P. Segue da parte inicial desta prova que |[V,M]| ¢ m-limitado. Vamos
mostrar agora que M age fielmente sobre [V, M]. De maneira similar aos casos anteriores,
mostra-se que para cada u € M a aplicacdo p, : v € [V,M] — v* € [V, M] é um

automorfismo. De maneira semelhante a prova (1.6), mostra-se que a aplicacao
p:ueM— p, € Aut([V, M]) (1.7)

¢ um monomorfismo. Entdo, Ker(p) = {1} e, portanto, M age fielmente sobre [V, M]. Re-
sulta também do monomorfismo (1.7) que M < Aut([V, M]). Como |[V, M]| &é m-limitado,
entao |Aut([V, M])| também é. Consequentemente, |M| é m-limitado. Provaremos agora
que |P| é m-limitado. Para isso, mostraremos inicialmente que Cp(M) = M. Como M &
abeliano, entao M < Cp(M) < P. Suponha que |Cp(M)/M| > p. Como

(24

entao existe um subgrupo normal abeliano H de P tal que, Z(Cp(M)/M) = H/M, o que
implica em M £ H < P. Assim, temos uma contradi¢ao em rela¢do a maximalidade do

subgrupo M. Entao, segue que Cp(M) < M e portanto, Cp(M) = M. Pela Proposigao
1.1.2 temos que
P Np(M)
M Cp(M)
Entao | P/M| ¢ m-limitado, pois a ordem do Aut(M) é m-limitado. Como |P| = |P/M||M]|,

temos que |P| é m-limitado. Como o nimero de divisores primos da ordem de U é m-

< Aut(M).

limitado, decorre que |U| é m-limitado. Uma vez que

V.U =>"[V,ul

uelU

obtemos que |[V,U]| & m-limitado.
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]

Lema 1.4.4. Se G é um grupo finito tal que |E(g)| < m para todos os g € G, entdio
G/F(QG) tem expoente m-limitado.

Demonstracao. Sejam g,x € G e n,k € N. Como
(20 g"]7 = [#9,0 (6")7] = [2%,0 ¢"] € E(g")

segue que o subgrupo E(g*) é g-invariante para qualquer k inteiro positivo.

Seja k o maximo expoente de Aut(H), onde H sao os grupos de ordem no maximo
m. Entao, |Aut(H)| é m-limitado, o que implica em k ser m-limitado. Note que o, :
E(¢*) — E(¢%), dada por x — 29, é um automorfismo. Como |E(g¥)| < m, segue

pelas consideragoes acima que o/g“ = 1. Assim, para cada x € E(g*) tem-se que,

Dai, [E(gk)7a’gf] = 1. Segue da Observacao 1.1.4 que [E(gk),a’g“} = [E(g"), g"], assim
[E(g%),¢"] = 1. Isso implica que ¢g* é um elemento de Engel de G. Pelo Teorema 1.3.1
de Baer, tem - se que ¢g* pertence ao subgrupo de Fitting de G. Logo o expoente do

grupo G/F(G) é menor ou igual a k. Como k é m-limitado, concluimos que o expoente
de G/F(G) é m-limitado. O

Enfim, agora estamos em condigoes para provar o Teorema B.

Teorema B (Khukhro-Shumyatsky).  Suponha que G é um grupo finito e que existe
um inteiro m tal que |E(g)| < m para cada g € G. Entao, a ordem do residual nilpotente
Yoo (G) € limitado em termos de m.

Demonstracao.

Caso em que G é um grupo solavel:

Passo 1: Mostraremos que o comprimento de Fitting de G é finito;

Sejam p e ¢ primos divisores da ordem de G. Como O,(G) < F(G) temos que,

Op.q(G)
F(G) F(G)N0,,(G) ~ T

Uma vez que o grupo
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¢ um g-grupo, entao ¢ nilpotente. Assim, O, ,(G)F(G)/F(G) ¢ normal e nilpotente
em G/F(G), o que implica, O, ,(G)F(G)/F(G) < F(G/F(G)) = F»(G)/F(G).
Logo, O,,4(G) < F5(G) e assim por diante. Decorre do Teorema 1.2.14 que o p-
comprimento [,(G) é limitado em termos do expoente exp(P) de um p-subgrupo
de Sylow P de G. Logo, o comprimento de Fitting de GG é limitado em termos do
exp(P). Como G é um grupo finito, entao exp(P) é finito e, assim, o comprimento
de Fitting de G’ também ¢é finito

Passo 2: Usando inducao sobre o comprimento de Fitting de G, mostraremos que a

ordem do residual nilpotente v (G) é m-limitado.

Uma vez que o comprimento de Fitting de G é finito, podemos usar inducao sobre
esse comprimento. Se esse comprimento for 1, entdo F(G) = G. Como G é um
grupo finito, entdo F'(G) é nilpotente. Logo, 7..(G) = 1 e, obviamente, sua ordem é
m-limitada. Quando o comprimento de Fitting é pelo menos 2, considere o segundo

subgrupo de Fitting F»(G). Pelo Lema 1.4.1, temos que

Voo (F2(G)) = H [Fy, Hy]

q

onde Fj, é um g-subgrupo de Sylow de F/(G) e Hy é um ¢’-subgrupo de Hall de F5(G),
esse produto é feito tomando divisores primos de |F(G)|. Para um dado primo g,
sejam H, = Hy/Cq,(Fy) eV oquociente de Frattini F,/®(F;). Afirmamos que Hy
age fielmente sobre V. De fato, inicialmente, como [, é um subgrupo caracteristico
de F/(G) e F(G) 9 F5(G) implica que Fy, < F5(G), em particular, Hy < Np,q)(Fy)-
Uma vez que ®(F,) é um subgrupo caracteristico de F, e F,, < F5(G), entao Hy <
Npy ) (@(Fy)). Sejam ¢ € Cy ,(Fy), h € Hy e f®(F,;) € V. Note que,

(fO(F))" = fr®(F,) = f"O(F,)

é um elemento de V. Assim, para todo h € ﬁq/ e v € V & bem definido um elemento
0.h = v" em V. Segue claramente que ﬁq/ age por automorfismo sobre V. Como
(|Hy|,|V]) = 1, tem-se que essa agdo é coprima. Considere ®(V) < V| segue pelo
Lema 1.1.7 que toda classe de ®(V) em V é um conjunto H g-invariante. Desse
modo, para cada h € Hq/, tem-se que, ¢j : V — V. dada por v — vh, é um
automorfismo de V onde, ¢;(v)®(V) = v"®(V) = (v®(V))" = v®(V). Como V &
um g-grupo, segue pelo Teorema 1.3.4 que a ordem de j;, é uma poténcia de ¢, em

outras palavras, a acao de Hq/ sobre V' é fiel.

Para cada x € H, temos que |[V,z]| < m, isso porque

[Fy, 2| ®(F)
O(F,)

E(x)®(F,)

[V, a] = o(F,)

<
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pelo Lema 1.4.2. Entdo, |[H | é m-limitada pelo Lema 1.4.3. Para todos f € F,,h €
Hyece CHq,(Fq) tem-se que,

b= f 0 b= f e i e = £ (he) ™ f(he) = [ hel.

€ry

Entdo, concluimos que |[F,, Hy]| = |[F,, Hy]|. Vamos mostrar que a igualdade
anterior ¢ m-limitada. Perceba que [F,, H,] é o produto de muitos subgrupos [F,, k],
h € Hy. Segue pelo Lema 1.4.2 que |[F,, h]| < |E(h)] < m. Consequentemente,
I[F,,h]| < m. Como |Hy,| ¢ m-limitado, implica que |[F,, Hy]| também é. Se
[Fy, Hy] # 1, entao existe h € Hy tal que, [F,, h] # 1. Como [F,, h| < F,, tem-se
que a ordem de [F}, h] ¢ uma poténcia de ¢ e, assim, ¢ < m. Logo, a cardinalidade do
conjunto formado pelos primos ¢ que sao divisores da ordem de F(G) é m-limitada.
Portanto, [v.0(F2(G))| = [T, [Fy: Hyll € m-limitado.

Suponha, como hipotese de indugao, que o Teorema seja valido para todos os grupos
soluveis que possuem comprimento de Fitting menor que o do grupo GG. Uma vez
que G é soluvel e 15 (F5(G)) < G, tem-se que 0 grupo G /7o (F>(G)) é solavel. Como
F>(G) /7.0 (F5(G)) é nilpotente, entdo Fo(G) /Y0 (F2(G)) < F(G/~v(Fy(G))). Dai, o
comprimento de Fitting de G /v (F2(G)) é menor que o comprimento de Fitting de
G. Segue pela hipotese de inducdo que |V (G /Yoo (F2(G)))| € m-limitado. Note que,

Vo (G) — ( G )
Yoo(F2(G)) 7 \1eo(F2(G))
Assim, [Yoo(G) 1 Yoo (F2(G))] € m-limitado. Pelo Teorema de Lagrange temos que,

Yoo (G)] = 00 (@) = Yoo (F2(G))] 1700 (F2(G)) -

Entao, |[7.(G)| é m-limitado. O que completa a prova do Teorema para o caso

solavel
Caso geral:

Passo 3: Provaremos que a ordem do grupo quociente G sobre o radical soliuvel R(G) é
m-limitado;
Recorde-se que o subgrupo de Fitting generalizado é o produto do subgrupo de
Fitting e todos os subgrupos quase simples subnormais. Seja E o subgrupo de
Fitting generalizado de G/R(G). E suficiente mostrar que |E| é m-limitado, pois

pela Proposicao 1.1.2, tem - se que,

=

G

~

_G N
= < Aut(E).

B
3
x
8
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Se |E| é m-limitado, entao o |Aut(E)| é m-limitado, assim, [G/R(G) : Cq/rc)(£)]
é m-limitado. Uma vez que o centralizador de E no grupo G/R(G) esté contido em

E, tem-se que |Cq/r(q)(E)| € m-limitado. Pelo Teorema de Lagrange

‘R(GG)’ - [RE;G) :OR%)(E)} )CR%)(E)"

Portanto, |G/R(G)| ¢ m-limitado. Afirmamos que E é produto direto de grupos
finitos simples nao abelianos. De fato, seja H um subgrupo normal nilpotente de
G/R(G). Note que existe K < G tal que H = K/R(G). Uma vez que H é
nilpotente, tem-se também que H é solivel. Como R(G) é um subgrupo normal
solivel maximal de G, entdao K é soluvel e necessariamente K < R(G). Portanto,
H =1 e assim concluimos que F(G/R(G)) = 1. Desse modo,

G
E=F—=— (5, ,S)=(5,--,9

(R(G)) < 1, ) > < 1 k>
onde Sy, -+, Sk sdo os subgrupos quase simples subnormais de G/R(G). Note que
Z(S;) é subnormal em G/R(G) para cada ¢ = 1,--- , k. Decorre da Proposicao
1.2.12 que Z(S;) < F(G/R(G)), para cadai = 1,--- , k. Logo Z(S;) = 1, para cada

t=1,---,k. Como
S

Z(5i)

segue que S; é um grupo simples nao abeliano, uma vez que .S; é quase simples. Pela

Proposigao 1.2.8 tem-se que Z(E) =1 e que
—:Sl><"'><Sk:E.

O que prova a afirmagao. Decorre do Lema 1.4.4 que o expoente de G/F(G) é m-
limitado, o que implica em, expoente de G/R(G) ser m-limitado. Assim, o expoente
do grupo E = 57 x - - - x S} ¢ m-limitado e, consequentemente, cada S; também tem
expoente m-limitado. Seja [ = max{expoente de S; | i = 1,--- ,k}. Segue como
consequéncia da classificacao dos grupos simples finitos, que para um dado inteiro
positivo j existe apenas um numero finito de grupos simples que possuem expoente

igual a j (ver [3]). Sendo assim, seja
Q) ={H | H é um grupo simples de expoente menor e igual a [}.

Claramente, S; € Q para cada ¢ = 1,--- , k. Denotemos por r = max{|H| | H €
Q2}. Note que r depende apenas de [. Como [ é m-limitado, entdo r também é.

Portanto, |S;| ¢ m-limitado, para cada i = 1,--- k. Mostraremos agora que o
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ntmero de fatores é igualmente m-limitado. Note que, cada S; possui um subgrupo
nao nilpotente minimal, entao decorre do Teorema 1.2.11 de Schmidt que cada
S; tem um subgrupo nao nilpotente R; que é soluvel, para o qual 7. (R;) # 1.
Aplicando o Teorema que ja foi provado para grupos soltveis a T'= Ry X - -+ X Ry,
obtemos que |75 (7")| ¢ m-limitado. Como Vo (R;) < Yo(T'), para todoi =1,--- |k,
entao k é m-limitado, caso contrario, teremos que |7, (7T")| ndo & m-limitado. Entao,
como o nimero de fatores do produto de E é m-limitado e a ordem de cada S; é

m-limitado, concluimos que |E| é limitado em termos de m.

Passo 4: Notaremos que é suficiente mostrar que a ordem do residual nilpotente do grupo
G /Y (R(G)) é m-limitado;
Uma vez que |7 (R(G))| é m-limitado, pelo que ja foi provado no caso solavel, po-

demos considerar G/v-(R(G)). Agora, é suficiente mostrarmos que |yoo (G /700 (G))|

é m-limitado para concluirmos a prova do Teorema, pois

Yoo (G)] = oo (G Yoo (B(G))) 700 (R(G))

Passo 5 Mostraremos que R(G/7-(R(G))) é nilpotente;

Com efeito, note que existe H <9 G tal que R(G /7 (R(G))) = H/v-(R(G)). Entao,
que H ¢é soluvel e, assim, H < R(G). Como R(G)/7(R(G)) < R(G/vx0(R(G))),

implica que H/75(R(G)) = R(G) /700 (R(G)). Logo, R(G) /70 (R(G)) = R(G /700 (R(G)))
e, portanto, R(G/v-(R(G))) é nilpotente.

A partir de agora escreveremos G para representar o grupo G/v..(R(G)). Decorre
do passo 5 que R(G) = F(G).

Passo 6: Se existir F(G) < N < G, concluiremos por indugao sobre |G/F(G)| que a

ordem do residual nilpotente de G é m-limitado;

Ja sabemos que |G/F(G)| é m-limitado, para que possamos usar indugdo sobre
|G/F(G)|. Se |G/F(G)| =1, entdo G = F(G), assim, G é nilpotente e, portanto,
Yoo (G) = 1, que é obviamente m-limitado. Suponhamos, como hipétese de inducao,
que o Teorema seja valido para todos os grupos cuja ordem do seu quociente pelo
subgrupo de Fitting seja menor que |G/F(G)|. Seja F(G) < N < G. Como
F(G) é normal e nilpotente em N, entdo F(G) < F(N). Claramente, |N/F(G)| <
|G/F(G)|. Uma vez que F(G) < F(N) < N, tem-se que

il )
F(G)

Assim, |N/F(N)| < |G/F(G)| e, portanto, temos por hipotese de inducdo que
|Yoo (V)| € m-limitado. Considere agora o grupo G/v-(N). Note que existe H < G
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tal que F(G/7(N)) = H/V0(N). Como N/v,(N) é nilpotente e normal em
G/7ao(N), implica que N/7a(N) < F(G/7(N)). Note que,

G G /Yoo (N) G
Yoo (N) ~ N/¥oo(N) ~ E ~ g
a T H/ve(WN) T H T g
F (m) Nfvee(N) N

Como F(G) < H < G, implica que |G/H| < |G/F(G)|. Portanto, por hipotese de

inducao temos que |Yoo (G /Yoo (V)| € m-limitado. Uma vez que,

G . 7OO<G)7OO(N)
Toe (mm) T V)

G
Yoo ()

e (G)] < F1oe(G1oe (V)] = \%o ( )\ e (V)

segue que, |7.(G)| € m-limitado.

Assim, podemos assumir que G/F(G) ¢ um grupo simples nao abeliano de ordem
m-limitado.
Seja {t1,--- ,tx} uma transversal de G modulo F(G).

Passo 7: Mostraremos que o grupo K = Hf:1<%O(F(G) (t;))¢) € normal em G e possui

ordem m-limitada;

Seja g € G um elemento arbitrario. Afirmamos que o grupo F(G)(g) é solavel.
Com efeito, perceba que F(G) < F(G)(g) e F(G){g)/F(G) ¢ ciclico, logo abeliano
e, portanto, solavel. Entdao, F'(G)(g) é soltvel. Assim |y, (F(G){g))| é m-limitado,
pelo que ja foi provado no caso em que G é solivel. Como F(G)(g)/F(G) é abeliano,
entao o subgrupo derivado (F(G)(g)) < F(G). Isso implica que 7 (F(G)(g)) <
F(G), entao F(G) < Ne(Vo(F(G){(9))) < G. Sabemos que

##{conjugados de Yoo (F(G)(9)) em G} = [G - Na (700 (F(G)(9)))]

Logo, podemos considerar que o fecho normal {(7.(F(G){g)))¢) é o produto de no
méaximo |G/F(G)| conjugados de G, onde cada um é normal em F(G). Para cada
r € G, (1(F(G)(9))" = 700(F(G)(g)), entdo [(vo(F(G)(9)))"] € m-limitado.
Escolha uma transversal {t1,--- ,t;} de G modulo F(G) e considere o conjunto
k
K = [ [ (F(G)(1:)))

i=1

que é um subgrupo normal de G de ordem m-limitado.
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Passo 8: Notaremos que é suficiente mostrar que a ordem do residual nilpotente do grupo
G/K é m-limitado;

Isso porque |K| é m-limitado e

Yoo ()] < Yoo (G) K| = 700 (G/ K| K.

Assim, podemos assumir que K = 1.

Passo 9: Provaremos que [F(G),G, -+ ,G] = 1;

Observe que para cada g € G existe n(g) € N tal que,
[F(G)in@ 9] < K = [F(G)ng 9] = 1. (1.8)

Na verdade, g € F(G)t;, para algum t;, e o subgrupo F(G)(t;) é nilpotente, pois
note que existe n(¢;) € N tal que,

[%,n(,) ts) = 1 para cada x € F(G)(t;).

Entao, t; ¢ um elemento de Engel de F/(G)(t;). Segue pelo Teorema 1.3.1 de Baer que
t; € F(F(G)(t;)), logo (t;) < F(F(G)(t;)). Uma vez que F/(G) é normal e nilpotente
em F(G)(t;), tem - se que F(G) < F(F(G){t;)). Dai, F(G){t;) < F(F(G)(t;)), e
portanto, F'(G)(t;) é nilpotente.

Afirmamos agora que

onde G é repetido um ntamero suficiente de vezes. E suficiente provarmos que
[F,,G,---,G] = 1, para cada ¢-subgrupo de Sylow F, de F(G), uma vez que
F(G) é nilpotente e pode ser escrito como o produto direto dos seus subgrupos
de Sylow. Para cada ¢-elemento h € G, note que h age por conjugacao sobre
um g¢-subgrupo de Sylow F, de F(G). Consequentemente, temos uma agao co-
prima, ja que (|h|,|F,|) = 1. Resulta do Lema 1.1.8 que [F,h| = [F,, h,h] e,
portanto, [F,,h] = 1, em vista de (1.8). Seja H um subgrupo de G gerado por
todos os ¢’-elementos. Afirmamos que G = F,H. De fato, note que H < G, o
que implica, HF(G)/F(G) < G/F(G). Como G/F(G) é um grupo simples, entao
HF(G) = F(G) ou HF(G) = G. Se HF(G) = F(G), temos que G é um ¢-grupo,
logo G é nilpotente e, portanto, G é solivel. O que é uma contradicao. Entao,
HF(G) = G. Uma vez que, F(G) = F,F, ¢ Fy < H, implica que, G = F,H.

O que prova a afirmacdo. Dai, [F,, H] = 1. Como F, é caracteristico em F(G) e
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F(G) 9 G, entdo F, < G. Dai, note que

[Fq7G7"'7G] -

=1

=
I

I
=
=
S

isso para um comutador suficientemente longo.
Denotaremos D = 7,,(G).

Passo 10: Provaremos que a ordem de D é m-limitado.
Primeiro, mostraremos que D = [D, D]. Como estamos assumindo G/F(G) nao
abeliano simples, entdao Z(G/F(G)) = 1, o que implica que G/F(G) nao ¢é nilpo-

tente, assim

17&7()0( e ):DF(G)

F(G) F(G)
Entao, D ¢ F(G). Desse modo, D nao é solivel, pois se D fosse soltvel teriamos
que D < R(G) e como R(G) = F(G), entdao D < F(G), o que ¢ uma contradigao.
Uma vez que D é totalmente invariante em G, tem-se [D, D] também é. Assim,
[D, D] < G. Dai, [D, D|F(G) < G. Desse modo

D, D|F(G) G

FG)  © FG)

Como D nao é solavel, implica que [D, D] £ F(G). Como G/F(G) é um grupo
simples, tem-se necessariamente que G = [D, D]F(G). Suponhamos D # [D, D].

Perceba que,

[D,G.G,---,G] = [D.G],G,-- G
- G, D], G, ,G]
G=PLIFS ip DIF(G), D, G, |G
_ D,D],D,G,-- ,G|F(G),D,G,- G
(L9) [D,D,D,G,---,G] <[D,D] £ D.
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Isso para um comutador suficientemente longo. Mas, isso é uma contradi¢ao, pois
como [D,G] = D, entao [D,G,--- ,G| = D. Logo, D = [D, D].

Ja que F(G)N D < F(G), entdao F(G) N D é nilpotente e, portanto, é hipercentral
em D. Como D' = D, segue pelo Teorema 1.2.3 de Griin que Z(D) = Zy(D). Isso
implica que, Z(D) = Z;(D) para todo i € N. Por (1.9) tem-se que, F(G) N D <
Z(D). Assim, F(G)ND < Z(D)N D'. Por um dos Teoremas de isomorfismo de
grupos temos que,
D ~ DF(G) G
F(G)NnD  F(G) F(G)

Entao, D/(F(G)N D) é um grupo simples nao abeliano. Assim, Z(D) < F(G)N D,
o que implica, Z(D) = F(G) N D. Desse modo,

7200 {&1Z(D),-- ,d,Z(D)}

¢ um grupo simples nao abeliano de ordem m-limitado. Note que, para cada ¢; €
Z(D), utilizando as propriedades do Lema 1.1.5, obtém-se que, [d;c;, djc;] = [d;, d;].
Logo, D' = D é gerado por no maximo (Z) elementos. Consequentemente, o nimero
de geradores de D é m-limitado. Decorre pelo Teorema 1.1.6 de Schur que o expoente
de D é m-limitado. Desse modo, Z(D) tem o numero de geradores e expoente m-
limitados. Segue desse fato que |Z(D)| é m-limitado. Pelo Teorema de Lagrange,
tem-se que,

G
D| = || |F(G) N D).
DI = |55 | IF@ N D
Portanto, |D| é m-limitado.

]

Vamos finalizar esse capitulo apresentando algumas consequéncias do Teorema
B.

Assuma que G é um grupo finito que satisfaz as hipoteses do Teorema B. Segue
como consequéncia desse Teorema que o indice do subgrupo de Fitting é limitado em
termos de m. Com efeito, perceba que 7, (G) é exatamente o altimo termo da série
central inferior. Desse modo, segue da Proposicdo 1.2.10 que Cg(700(G)) € nilpotente.
Como Ci(70(G)) < Ne(700(G)) = G, implica que Cg(7s0(G)) esta contido no subgrupo
de Fitting F(G) de G. Assim, pela Proposi¢ao 1.1.2 tem-se que,

G

‘%‘ < ‘m‘ < |Aut(12(G))

Uma vez que |7 (G)| € m-limitado, implica que |Aut(v(G))| também é. Logo, [G : F(G)]

é m-limitado.
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Por fim, o Teorema B pode ser visto como uma generalizacao do Teorema de
Zorn, que diz: grupos finitos de Engel sdo nilpotentes. Com efeito, se os subgrupos E(g)
sao triviais, decorre da demonstracao do Lema 1.4.4 que cada g € G é um elemento de
Engel de G. Pelo Teorema 1.3.1 de Baer, tem-se que todo elemento de g € G pertence ao
subgrupo de Fitting F'(G). Entao, G = F(G) e, portanto, G é nilpotente.



CAPITULO 2

GRUPOS PROFINITOS

Neste capitulo provaremos o Teorema A. Antes, definiremos Grupos Pro-C e
exibiremos algumas caracterizacoes para essa classe de grupos, juntamente com alguns
resultados importantes que serao usados futuramente nesse trabalho. Para isso, dividimos
esse capitulo nas seguintes secoes: Espaco Topologico, Produtos de Espacos Topologicos,
Grupos Topologicos, Limites Inverso, Grupos Pro-C', Teoria de Sylow e Grupos Profinitos
Quase Engel.

Os livros de Elon L. Lima [11], John S. Wilson [17], L. Pontrjagin |12], L. Ribes
e P. Zalesskii [13], Taqdir Husain [6] ¢ Tej B. Singh [16] foram as principais referéncias

utilizadas aqui.

2.1 Espaco Topologico

Uma topologia num conjunto X é uma colecao T de subconjuntos de X, cha-

mados os subconjuntos abertos satisfazendo as seguintes condigoes:

(1) X e o subconjunto vazio () sdo abertos;

(2) A uniao de uma cole¢ao qualquer de subconjuntos abertos é também um subconjunto

aberto;

(3) A interse¢ao de uma colegdo finita de subconjuntos abertos é também um subcon-

junto aberto.

Um espago topoldgico ¢ um par (X, 7) onde X é um conjunto e T é uma
topologia em X. Frequentemente, diremos apenas "o espaco topolégico X", mencionando

T somente quando for necessario.

37
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Uma base para a topologia em X é uma colecao  de subconjuntos abertos de
X, com a seguinte propriedade: todo subconjunto aberto A C X pode ser escrito como a
uniao A = UB, onde B, € f3.

Proposicao 2.1.1. Seja X um espaco topoldgico. Uma colecao B de subconjuntos abertos
de X constitui uma base em X se, e somente se, para cada subconjunto aberto A C X e

cada elemento x € A existe um conjunto B, € [ tal que x € B, C A.

Demonstra¢ao. (=) Se todo subconjunto aberto A C X pode ser escrito como A = UB,,

By € 3, entao dado = € A existe algum A tal que x € B, C A. Faca B, = B,.
(<) z € B, C Asignifica {z} C B, C Ae, portanto, A = J,,{z} C U

A, entao A =

uniao de elementos de [ e, portanto, § é uma base para a topologia em X. O

B, C

B... Logo, todo subconjunto aberto A C X pode ser escrito como a

r€A

T€EA

Proposicao 2.1.2. Sejam 3 uma colecio de subconjuntos de um conjunto X. Para que 3
seja uma base de uma topologia em X € necessdrio e suficiente que se cumpra as condi¢oes

abaizro:
(1) Para cada x € X, existe B € 3 tal que x© € B;

(2) Se x € By N By, onde By, By € (3, entdo existe B € [ tal que x € B C B; N Bs.
(Esta condi¢ao € cumprida, em particular, quando By N By € )

Demonstra¢ao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [11], pagina 73. O]

Um subconjunto F' de um espaco topologico X é fechado quando seu comple-
mentar X — F é um subconjunto aberto. E facil verificar que os subconjuntos fechados

gozam das seguintes propriedades:
(1) O conjunto vazio ) e o espaco topologico X sao fechados;

(2) A intersecao de uma cole¢ao qualquer de subconjuntos fechados é também um sub-

conjunto fechado de X;

(3) A unido de uma colegao finita de subconjuntos fechados de X é um subconjunto
fechado de X.

O fecho Y de um subconjunto Y de um espaco topolégico X é a intersecao de
todos os subconjuntos fechados de X, contendo Y. Evidentemente, Y é um subconjunto
fechado. Um subconjunto Y de X é chamado denso em X se Y = X.

Uma vizinhanca de um elemento = € X é um subconjunto aberto que contém z.
Um sistema fundamental de vizinhancas de um elemento x num espago topologico
X ¢é uma colecao V de vizinhancas de x com a seguinte propriedade: dada qualquer

vizinhanca U de x no espaco topolégico X, existe uma vizinhanca V € V tal que V C U.
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Qualquer conjunto X pode ser considerado como um espagco topoldgico definindo
a topologia T, em X tomando todos os subconjuntos de X como abertos. A topologia T,
é chamada topologia discreta e o espago topologico X é chamado de espago discreto.
Seja f : Y — X uma aplicacdo de um conjunto arbitrario Y num espago to-
pologico X. A colecao T das imagens inversas f~'(A) dos subconjuntos abertos A C X

pela aplicacao f é uma topologia em Y. Isso pode ser visto através das relacoes:

U@y =r1Ja

AEA AEA

FHA) NN A) = (AN N Ay)

A topologia T chama-se a topologia induzida em Y pela aplicacao f : Y — X. O caso
particular mais importante da topologia induzida é aquele em que Y C X e f reduz-se a
aplicacao de inclusao i : Y < X. Neste caso, dado A C X, tem-se que i 1(A) = ANY de
modo que a topologia induzida por 2 em Y tem como subconjuntos abertos as intersecoes
ANY, dos abertos A C X com o subconjunto Y. Munido desta topologia, ¥ chama-se
um subespaco do espaco topologico X.

Um espaco topologico X é chamado compacto, se dada qualquer familia (Ay)xea
de subconjuntos abertos cuja unido é igual a X, existe um subfamilia finita (A, -+, Ax,)
cuja uniao é igual a X.

Um familia (F))yea tem a propriedade da intersegao finita quando qualquer
subfamilia finita (F),,---,F), ) tem interse¢do nao vazia. Assim, para que um espago
topologico X seja compacto, é necessario e suficiente que a seguinte condicao se cumpra:
se uma familia (F)) ea de subconjuntos fechados em X possui a propriedade da intersegao
finita, entdo a intersecdo [),c, Fi € ndo vazia. De fato, seja X um espago topologico
compacto e (F)rea uma familia de subconjuntos fechados em X tal que (,., F) = 0.
Para cada A € A, seja Ay = X — F). Cada A, é aberto e [J ., Ax = U er(X = F)) =
X —Myea FA = X. Pela compacidade de X existe um subconjunto finito L C A tal
que X = U,cp Ax. Logo, N, F> = 0 e portanto a familia (Fy)yep nao satisfaz a
propriedade da intersecao finita. Reciprocamente, se X nao é compacto, existe uma
familia (A))xea que ndo possui nenhuma subfamilia finita tal que a unido é igual a X.
Portanto, (F) = X — A))xea € uma familia de subconjuntos fechados em X que satisfaz
a propriedade da intersecdo finita, mas [, oy Fi = [ea (X — A\) = X = Uyep Ax = 0.

Um espaco topologico X chama-se um espago de Hausdorff quando dados
dois pontos arbitrarios x # y em X, existem subconjuntos abertos A, B C X tais que
r € Ayye Be AN B = (). Resulta da definicao anterior que num espaco de Hausdorff
X, o subconjunto {z} é fechado para cada r € X.

Um espaco topologico X chama-se conexo se nao pode ser escrito como uniao

disjunta de dois subconjuntos abertos nao vazios. Por outro lado, X é totalmente des-
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conexo se todo subespago conexo tem no maximo um elemento. Os espacos que estamos

mais interessados sao os espacos de Hausdorff, compactos e totalmente desconexos.

Proposicao 2.1.3. Sao vdlidas as sequintes propriedades:

(a)
(b)
(¢)
(d)

(¢)

()

(g)

Todo subconjunto fechado F de um espaco topologico compacto X é compacto;
Todo subconjunto compacto C' de um espago topoldgico de Hausdorff X € fechado;
Todo subespaco Y de um espago de Hausdorff X € um espaco de Hausdorff;

Sejam C' e D subconjuntos fechados de um espac¢o de Hausdorff compacto X tais
que CND =0, entao existem subconjuntos abertos U,V , tais que, C CU,D CV e
Unv =0;

Sejam x um elemento de um espaco de Hausdorff compacto X e A a intersecao de
todos os subconjuntos de X contendo x, que sao simultaneamente abertos e fechados.

Entao A € conexo;

Se X € um espaco de Hausdorff, compacto e totalmente desconexo, entdo todo sub-
conjunto aberto pode ser escrito como a uniao de subconjuntos que sao simultanea-

mente abertos e fechados;

Seja X um espago totalmente desconexo. Entao {x} € fechado em X, para cada
reX.

Demonstragio. (a) F = J,c,(F N Ay), onde Ay é um subconjunto aberto em X, para

cada A € A. Note que A = X — F' é um subconjunto aberto em X. Como X é
compacto, existe uma subfamilia (Ay,,---,A4y,,A4) tal que F' = (FN Ay )U---U
(FNA,,). O que prova a compacidade de F.

Seja x € X — C. Decorre da definicao de espago de Hausdorff que para cada y € C
existem subconjuntos abertos A,, contendo x, e By, contendo y, tais que A,NB, = (.
Obtém-se desse modo que C' C Uyec
uma subfamilia (B, -, B,,) tal que C C B, U---U B, . Correspondentemente,

B,. Segue da compacidade de C' que existe

definimos A, = A, N---NA,,. Claramente A, ¢é aberto, contendo z, e nenhum
elemento de A, pode pertencer a C. Logo, X — C' = J,cy_c Az € aberto e assim
C' é fechado.

Sejam y1,y2 € Y C X. Como X é um espaco de Hausdorff, existem abertos A; e A
em X tais que y; € Ay, yo € Ay e A;NAy = 0. Note que, Vi = AiNY e Vy = A,NY

sao subconjuntos abertos disjuntos em Y contendo y; e ys, respectivamente.
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Inicialmente, afirmamos que para cada ¢ € C existem subconjuntos abertos disjuntos
U,V.comceU.e D CYV,. Fixece C. Para cada d € D existem subconjuntos
abertos disjuntos Oy, P; com ¢ € Oy e d € P;. Uma vez que X é igual a unido
dos subconjuntos X — D e Py, com d € D, segue da compacidade de X que ha
um nimero finito de elementos di,--- ,d,, € D tais que X é igual a uniao dos

subconjuntos Py, , -+, Py, e X — D. Claramente os conjuntos
UC:Odlﬂ-~-ﬂOdm eVe=PFPyU---UPF,,

tem as propriedades afirmadas. Agora facamos ¢ variar. Uma vez que X é igual a
uniao de X — C' com os subconjuntos U,, ¢ € C, novamente pela compacidade de
X, existem elementos ci,--- , ¢, € C tais que X é igual a unido dos subconjuntos
Ueyyo-- U, e X — C. Defina U e V como

U=U,U--UU, eV=V,N---NV,.

Seja (C)\)aep a familia de todos os subconjuntos abertos e fechados contendo x.
Suponhamos que A = CUD onde C' e D sao abertos disjuntos de A. Como A—C = D
e A— D = (' sao abertos, entao C' e D sao também fechados em A. Afirmamos que
C e D sao fechados em X. De fato, de C ser fechado em A, implica que A — C' é
aberto em A. Por definicdo da topologia induzida, existe um subconjunto W aberto
em X tal que A—C = ANW. Uma vez que A é fechado em X, tem-se que X — A

é aberto em X. Note que,

WUX—A) = (WNnAUWN(X=—A))U(X - A)
(WNA) U (X — A)
C)U (X — A)

(A
%Ax—a
Como WU (X — A) é aberto em X, resulta que X — C' é aberto em X. Portanto, C
é fechado em X. De maneira analoga, mostra-se também que D é fechado em X.
Decorre de (d) que existem subconjuntos abertos U, V em X taisque C CU, D CV
e UNV = (. Considere o subconjunto fechado B = X — (UUV). A intersecao da
familia {B} U (C))xea de conjuntos fechados é igual ao vazio, pois A = NyeaC) e
A CUUYV. Segue da compacidade de X que existe uma subfamilia (Cy,,---,C),)
tal que BNCy, N---NC,, = 0. Assim, o conjunto I = C), N--- N C,, satisfaz:
I CU UV, de modo que I ¢éigual a uniao disjunta de I NU com I NV. Note que,
cada um destes subconjuntos é aberto em I e, portanto, também sao fechados em
I. Uma vez que I é aberto e fechado em X, resulta que INU e INV sao aberto em

X e por argumentos analogos da parte inicial dessa prova, esses conjuntos também
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sao fechados em X . Portanto, se v+ € I NU devemos ter A C I N U, assim,
DCANV C(INU)NV CUNV = e, portanto, D = (). Por outro lado, se

x € I NV, conclui-se de maneira analoga que C' = (). Portanto, A é conexo.

(f) Sejam U um subconjunto aberto em X e x € U. Como X é um espaco de Hausdorff
e totalmente desconexo, entdo para cada y € X —{z} existe um subconjunto F, que
¢ aberto e fechado e satisfaz: © € F, e y ¢ F,. Note que X ¢ a unido do subconjunto
aberto U com os subconjuntos X — Fj. Resulta da compacidade de X que existe

um numero finito de elementos yy,--- ,y, tais que,
X=UUX—-F,)U---U(X—-F,)

Como (X — F,)U---U(X —F,) =X —(F,N---NFE, ), entdo necessariamente
F,N---NF, CU,ze€kl, Nn---Nk,, ek, N---NkE, &aberto. Portanto, segue

o resultado.

(g) Seja C o fecho de {z}. Suponha que C' é igual a unido de dois subconjuntos abertos
disjuntos A, B, com x € A. Note que C — A = BNC = B é aberto em C, entao A é
fechado em C. Por argumentos analogos da parte inicial da prova de (e), mostra-se
que A é fechado em X. Logo, A = C. Portanto, o conjunto C' é conexo. Como X é
totalmente desconexo, entdo C' = {z}.

]

Teorema 2.1.4 (Teorema de categoria de Baire). Se X é um espago topoldgico regqular

compacto e (Cy)nen € uma familia de conjuntos fechados tais que |, . Cn contém um

neN
conjunto aberto nao wvazio, entdo algum conjunto C, contém um conjunto aberto ndo
vazio. Aqui, X é chamado regular se cada vizinhanga aberta U, de um ponto, contém

uma vinhanca aberta V' cujo fecho em X estd contido em U.
Demonstragao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [1]. O

Uma aplicacao f : X — Y, de um espago topoldgico X num espago topoldgico
Y, diz-se continua quando a imagem inversa f~'(B) de todo subconjunto aberto B C Y
for um subconjunto aberto em X. A relagao (go f)™'(B) = f~'(¢g~(B)) mostra que a
composta go f : X — Z de duas aplicacoes continuas f: X — Y eg:Y — Z é uma
aplicagao continua.

Um homeomorfismo h : X — Y, de um espaco topoldgico X sobre um espaco
topologico Y é uma aplicacdo continua, bijetora, cuja inversa h™! : Y — X também é

continua.
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Lema 2.1.5.

a) Sejam e espacos topoldgicos. Para que uma aplicagao f : — seja
Sejam X e Y topoldgi P licaca X Y sej
continua, ¢ necessdrio e suficiente que a imagem inversa f~1(F) de todo subconjunto

fechado F' C'Y seja um subconjunto fechado em X ;
(b) Se f: X — Y € uma aplicagio continua e X é compacto, entao f(X) é compacto;

(c) Se f: X — Y € uma bijecio continua de um espag¢o compacto X para um espago

de HausdorffY, entao f é um homeomorfismo;

(d) Se f: X — Y eg: X — Y sdo aplicagcées continuas e Y é um espaco de
Hausdorff, entao o conjunto {x € X | f(z) = g(x)} € um subconjunto fechado em
X.

Demonstragao. (a) (=) Seja f : X — Y uma aplicacdo continua. Dado F' C Y
fechado, tem-se que Y — F' ¢ um subconjunto aberto. Entao f~'(Y —F) = f~}(Y)—
fYF)=X — f7Y(F) ¢ aberto e, portanto, f~!(F) é fechado em X.

(<) Se a imagem inversa de cada subconjunto fechado em Y é um subconjunto
fechado em X, entao dado um subconjunto aberto A C Y, tem-se que f~}(Y —A) =
X — f7YA) é um subconjunto fechado em X, donde f~'(A) ¢ um subconjunto

aberto. Portanto, f é continua.

(b) Seja f(X) = Uyea Ar. onde (A))rea ¢ uma familia de subconjuntos abertos em
Y. Sendo f continua, (f~'(Ax))aea ¢ uma familia de subconjuntos abertos em
X onde X = ycp f7H(Ax). Como X ¢ compacto, existe uma subfamilia finita
(F7HAN), - fTH(AN)) tal que X = f7H(Ay ) U--- U f71(Ay,). Entdo, f(X) =
S AN))U---U f(fH(Ay,)) = Ay, U--- U A,,. Portanto, f(X) é compacto.

(c) Seja F' C X fechado. Decorre da Proposigao 2.1.3 (a) que F' é compacto. Pelo item
(b), deste Lema, f(F') é compacto. Pela Proposicao 2.1.3 (b), tem-se que f(F) ¢é
fechado. Finalmente, por (a) deste Lema, segue que f~' : ¥ — X ¢é continua.

Portanto, f é um homeomorfismo.

(d) Tome N ={z € X | f(x) # g(x)}. Sejay € N. Como Y & espaco de Hausdorff
existem subconjuntos abertos U e V em Y tais que f(y) € U, g(y) € VeUNV =0.
Claramente, f~1(U)Ng~ (V) é um vizinhanga aberta de y contida em N. Logo, N é
igual a unido de subconjuntos abertos e assim é aberto. Portanto, {x € X | f(x) =
g(x)}= X — N é fechado.

[

Sejam X um espaco topologico, () um conjunto qualquer e ¢ : X — ) uma

aplicagao de X em (). Indicaremos por 7 a colecdao dos subconjuntos B C () tais que
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¢ 1(B) & um subconjunto aberto em X. Verifica-se facilmente que 7 é uma topologia em
@, chamada a topologia co-induzida pela aplicacao ¢. Relativamente a essa topologia,
a aplicacao ¢ : X — @ é continua.

Um caso frequente de topologia co-induzida é o seguinte. X é um espaco topolo-
gico e F uma relacao de equivaléncia em X. No conjunto () = X/F, quociente de X pela
relagao F, consideremos a topologia co-induzida pela aplicagao canénica ¢ : X — X/E,
que associa a cada x € X a classe de equivaléncia p(z) que o contém. Esta é a topologia
quociente em X/FE. O espaco topologico X/E é o espago quociente de X pela relacao
de equivaléncia E. A aplicacdo ¢ chama-se aplicacdo quociente. E facil verificar que ¢
tem a seguinte propriedade: se f : X — Y é uma aplicacao continua, sobre Y, tal que
elementos equivalentes, com respeito a relagdo F, tem a mesma imagem sobre f, entao

existe uma tinica aplicacdo continua f : X/E — Y tal que f(o(z)) = f(z).

2.2 Produtos de Espacos Topolbgicos

Seja (X))aea uma familia de conjuntos. Seu produto cartesiano C' = [[ X é o
conjunto de todas as aplicacdes x : A — [J, X\ tal que z(\) € X, para cada A € A.
Escrevemos z(\) = x, e denotaremos = por (z,). Entenderemos os elementos de C
como vetores com entradas indexadas pelos elementos de A. Se qualquer X, = (), entao
[T X\ = 0. Entao devemos assumir que X, # () para cada A € A (aqui estamos usando o
axioma da escolha). Note que no caso em que cada conjunto X, = X, o produto [] X,
é o conjunto de todas as aplicacoes A —> X. Este produto pode ser entendido como o
produto cartesiano de A copias de X.

A funcgao projecao é uma aplicacao 7, : [[ X\ — X, dada por (z)) — z,.
Considerando cada X como um espago topologico, diremos que 7,1 (A,) = A, X H#a X,
é aberto em C se A, é aberto em X,. Segue da Proposicao 2.1.2 que o conjunto 5 de

todas as intersecoes finitas

7'(';11(14/\1) M--- ﬂﬂ';}j(A)\k) = A)\l X X A,\k X H X)\
AEN;

onde A>\1 Q X>\17"' ,AA

topologia em C. Esta topologia é chamada a topologia produto. Se C' estd munido

., C€ X), sao subconjuntos abertos, formam uma base para a
desta topologia, tem-se claramente que as funcoes projecoes 7, sao continuas.

Seja Y um espago topologico e f : Y — (' uma aplicacdo. Temos que f é
uma aplicacao continua se, e somente se, cada funcao m, o f é continua. De fato, se f
é continua, entao cada funcao ), o f, sendo a composicao de duas aplicacoes continuas,
é continua. Reciprocamente, se m, o f é continua para cada A\ € A, entao para qualquer
conjunto aberto Ay C Xy, f~1(m ' (A))) = (mao f)"1(A)) é aberto em Y. Como a colegao

das intersecoes finitas dos subconjuntos 7T>T1(A)\), A, C X, aberto, constituem uma base
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para topologia em C', segue que f é continua.
A seguinte Proposicao, descreve algumas propriedades gerais do produto cartesi-

allo.

Proposicao 2.2.1. Sejam (X))rea uma familia de espagos topoldgicos e C' o seu produto

cartesiano.

(a) Se cada X € espago de Hausdorff, C' também o é;
(b) Se cada X € totalmente desconexo, C também o é;

(¢) Se cada Xy é compacto, C' também o é.

Demonstra¢ao. Sera omitida, mas pode ser consultada [17], pagina 4. O

2.3 Grupos Topologicos

Um grupo topolégico ¢ um conjunto G' que ¢é simultaneamente um grupo e um

espaco topoldgico satisfazendo as seguintes condicoes:

(1) A aplicacdo m : G x G — G dada por (x,y) — zy, é continua quando considera-

mos G x G com a topologia produto;

1

(2) A aplicacdo i : G — G dada por x — x~!, é continua.

A continuidade das aplicacoes m e ¢ sao equivalentes a continuidade da aplicacao
p: G x G — G definida por, (z,y) — xy~'. De fato, se G ¢ um grupo topologico de
modo que a aplica¢ao p : G x G — G & continua, entdo a restrigao p|gy, onde H ={1}xG
é continua. Claramente a aplicacdo f : G — G x G dada por z — (1,x), é continua.
Entdo plg o f =i : G — G é continua. Considere agora idg : G — G, dada por
x — x, ou seja, a aplicacao identidade em G. Como ¢ é continua, segue que a aplicagao
(idg x 1) : G Xx G — G x G definida por (z,y) — (x,y~ '), é continua. Portanto,
m = po (idg x1i): GxG— G, (z,y) — xy, é continua. Reciprocamente, temos que
p=mo (idg x i) : G x G — G. Logo, u é continua.

Um grupo topologico G é gerado topologicamente por um subconjunto X de
G se o subgrupo (X) é denso em G, isto &, se G = (X).

Na seguinte Proposicao apresentamos alguns resultados elementares sobre grupos

topologicos.
Proposicao 2.3.1. Seja G um grupo topoldgico.

(a) A aplicagio x — 7 de G para G é um homeomorfismo. Para cada g € G as

aplicacoes x — xg e x — gx, ambas de G para G, sao homeomorfismos;
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Se H é um subgrupo aberto de G (respectivamente fechado), entdo toda classe Hg

ou gH de H em G ¢ aberta (respectivamente fechada);

Todo subgrupo aberto de G € fechado e todo subgrupo fechado de indice finito é

aberto. Se G é compacto, entao todo subgrupo aberto de G tem indice finito,

Se H é um subgrupo contendo um subconjunto aberto nao vazio U de G, entao H é

aberto em G;

Se H ¢ um subgrupo de G e K ¢ um subgrupo normal de G, entao H ¢ um grupo to-
poldgico, com relagao a subgrupo topoldgico, G/ K € um grupo topoldgico, com relagao
a quocientes topoldgicos, e a aplicagao quociente q : G — G /K leva subconjuntos

abertos em subconjuntos abertos;

G € Hausdorff se, e somente se, {1} é um subconjunto fechado de G e se K é um
subgrupo normal de G entao G/K hausdorff se, e somente se, K ¢ fechado em G.

Se G € totalmente desconexo, entao G € Hausdorff;

Se G é compacto e Hausdorff e se C, D sao subconjuntos fechados em G, entao C'D
¢ fechado em G;

Suponha que G é compacto e seja (Xy)ren uma familia de subconjuntos fechados
com a sequinte propriedade: para todos A\, s € A existe um elemento p € A tal
que X, € X5, N X),. SeY € um subconjunto fechado de G, entdao ((N,cp X2)Y =

Miea X0Y.

Demonstracao.

(2)

1

A aplicacao i : G — G, x — z7 ", é claramente uma bijecao e sua inversa é ela

mesma. Portanto, ¢ € um homeomorfismo.

Uma aplicacao f : X — G x GG é continua se, e somente se, a composicao de cada
funcao projecao com f é continua; desse modo, se 8 : G — G e p: G — G
sao aplicagoes continuas, entao, assim ¢ a aplicacao = —— (0(x), p(z)) de G para
G x (. Agora, tomemos 6 como a aplicacao identidade em G e ¢ a aplicacao
constante, x — ¢!, considere a aplicacao f : G — G x G, dada por z —
(0(z), p(x)) e a aplicagdo p: G x G — G, (z,y) — zy~'. Dai, po f : G — G,
r — g, é continua e sua inversa  — x¢~! também é continua. Logo, x — x¢
é homeomorfismo. De maneira analoga, mostra-se que a aplicacao r —— gx é um

homeomorfismo.

Note que dado um homeomorfismo f : X — Y, vale que: para todo subconjunto
aberto (respectivamente fechado) A C X, tem-se que f(A) é um subconjunto aberto

(respectivamente fechado) em Y. De fato, seja A C X um conjunto aberto. Como
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f7':Y — X ¢é continua, entdo f(A) ¢ aberto em Y. De maneira analoga, mostra-
se que se ' C X ¢é fechado, entdo f(F') é fechado em Y.

Entdo (b) segue imediatamente por (a).

Seja H um subgrupo aberto de G. Note que, G — H = J(Hg | g ¢ H). Por (b)
G — H é aberto. Entao H é fechado.

Se H possui indice finito, entdo G — H = |J(Hg | ¢ ¢ H) ¢ uma unido de uma
quantidade finita de classes. Assim, se H é fechado, entao segue por (b) que G — H

é fechado. Logo, H é aberto.

Se H é aberto, entao os subconjuntos Hg sao abertos e disjuntos e sua uniao é igual
a (G. Decorre da definicao de compacidade que se GG é compacto, entao H tem indice
finito em G.

Segue por (a) que para cada h € H o subconjunto Uh ={uh | u € U} é aberto.
Entdo, se U C H, tem-se que H = |J(Uh | h € H). Portanto, H ¢ aberto.

A afirmagao sobre H é clara. Seja V' um subconjunto aberto em G. Por (a) kV é
aberto para cada k € K C G. Entao, V; = KV = {J,.x kV ¢é aberto. Desde que
q(V) = q(V1) e ¢ (q(V1)) = Vi tem-se que q(V) é aberto em G/K, em relagao a
topologia co-induzida pela aplicacdo ¢q. Resta mostrar que a aplicagdo m : G/K X
G/K — G/K definida por, (¢,() — (™', ¢ uma aplicagao continua. Seja U
aberto em G/K e seja (Kwy, Kwy) € m~Y(U). Uma vez que as aplicagdes ¢ e
(r,y) — zy~ !, de G x G para G, sao continuas, existem vizinhangas abertas
Wi, Wy em G de wy,wsy, respectivamente, tais que, WiW, ' C ¢ '(U), e assim
q(W1) x q¢(W3) é uma vizinhanca aberta de (Kwy, Kws) em G/K x G/K contida em
m~Y(U). Logo, m~*(U) pode ser escrito como uma unido de abertos, assim m~!(U)

é aberto. Portanto, m é continua.

Vimos anteriormente que se um espago topolégico X é Hausdorff, entdao todo sub-
conjunto {z} é fechado para cada x € X. Assim, se G é Hausdorff, tem-se, em
particular, que {1} é um subconjunto fechado em G. Mostraremos agora que, se
{1} é um subconjunto fechado, entdo G ¢ Hausdorff. Sejam a e b elementos distintos
de G. Por (a), a aplicacao x — xab™!, de G para G, é um homeomorfismo. Entao
{ab='} é um subconjunto fechado em G. Assim, U = G — {ab™'} é um subcon-
junto aberto em G contendo 1. Como a aplicagao (z,y) — zy~!, de G x G para
G, é continua, entao a imagem inversa de U ¢ um subconjunto aberto em G x G.
Desse modo segue que existem subconjuntos abertos V, W, contendo 1, tais que
VW=t CU. Como, a~'b ¢ VIV~ tem-se que, aV NbW = (). Por (a), aV e bW sdo

abertos. Logo, G é Hausdorff. A segunda e a terceira afirmacoes sao consequéncias
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imediatas da primeira afirmacao, juntamente com a definicao da topologia quociente

e também da Proposicao 2.1.3 (g).

(g) Como C, D sao subconjuntos fechados de um espago compacto G, segue da Pro-
posi¢ao 2.1.3 (a) que C, D sdo conjuntos compactos. Dai, C' x D é um conjunto
compacto (Proposicao 2.2.1 (c¢)). Assim, a imagem de C' x D pela aplica¢ao conti-
nua, (x,y) — zy, ¢ compacto (Lema 2.1.5 (b)). Esta imagem ¢ claramente C'D.
Como G ¢é Hausdorff, entdo C'D ¢ um subconjunto fechado (Proposicao 2.1.3 (b)).

(h) Claramente () X,)Y € N(X,Y). Suponha que g ¢ ((X,)Y. Entao gY ' N
(NXy) = 0. Como G ¢ compacto e gV e os conjuntos X sao fechados, entdo
essa familia de subconjuntos nao pode satisfazer a propriedade da intersecao finita.
Assim, gY 'NX,, ---NX,, =0, para alguns Ay, -+, \,. Por hipotese, existe u € A
tal que X, C X, N---N X,,. Desse modo, gY 'NX,=0eg¢ X,Y.

Lema 2.3.2.

-

(a) Se S é um subconjunto de um grupo topoldgico de Hausdorff G, entao Cg(S) é
fechado em G;

(b) Se H é um subgrupo fechado de um grupo topoldgico de Hausdorff G, entdo Ng(H)
¢ fechado em G,

(c) Se H é um subgrupo aberto de um grupo topoldgico compacto G, entdo o core Hg é

normal e aberto em @G.

Demonstracao. (a) Fixe s € S. Pela Proposigao 2.3.1 (a) tem-se que as aplicagoes
g — gs e g — sg, ambas de (G para (G, sao continuas. Uma vez que G é um espaco
de Hausdorff, segue pelo Lema 2.1.5 (d) que o conjunto Cs = {g € G | gs = sg} é
fechado. Note que,

Ca(S) =) C..

ses

Portanto, C(S) é fechado em G.

(b) Fixe h € H. Defina uma aplicacao f, : ¢ € G — g 'hg € G. Perceba que f; é
continua, pois é igual composicao da aplicacdo g — hg com g — g~ 'h, ambas
de G para G, que sdo continuas (Proposicao 2.3.1 (a)). Como H é fechado em G,
entdo Ny, = f, '(H) & fechado em G (Lema 2.1.5 (a)). Note que

Na(H) = (] Ni-

heH

Portanto, Ng(H) é fechado em G.
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(c) Ja sabemos que Hg < G. Por defini¢ao

Hg=()H"
zeG
Afirmamos que x varia em uma transversal a direita de H em (. De fato, seja
T = {xy, - ,xp, -} uma transversal a direita de H em G. Observe que, para

cada h € H e x € T tem-se que,
H" =27 'h"'Hhx = H".

Logo, segue a afirmacao. Como G é compacto e H é aberto, entao o indice de
H em G ¢ finito (Proposi¢ao 2.3.1 (c)). Isso implica que T' ¢ um conjunto finito.
Decorre da Proposigao 2.3.1 (a) que para todo g € G a aplicagao x — ¢ 'zg é um

homeomorfismo. Entao, para cada x € T o conjunto H* é aberto e, portanto,

He= () H"

zeT

é aberto.
]

Lema 2.3.3. Seja G um grupo topologico compacto. Se C € um subconjunto que € aberto

e fechado, contendo 1, entao C' contém um subgrupo normal aberto.

Demonstragao. Para cada x € C' o subconjunto W, = Cx~! é uma vizinhanca aberta de
1, tal que, W,z C C. Desde que a multiplicagao seja uma aplicacao continua de G x G
para G, existem subconjuntos abertos L,, R, contendo 1, tais que, a imagem de L, X R,
estd contida em W,, isto é, tal que L,R, C W,. Denotaremos S, = L, N R,. Assim,
S:S: € W, e S, é aberto. Como C é compacto e é igual a uniao dos subconjuntos
abertos C'N S,x, entao, por isso existe um nimero finito desses subconjuntos tais que

C C U, Sz;z;. O conjunto S = (), S, é aberto e contém 1. Assim temos,
sc c|Jssm | WeaicC (%)
i=1 i=1

e assim, S C C. Seja T = SN St Logo, T & aberto, T =T ' e 1 € T. Escrevemos
T' =T, paran > 1 escrevemos T" = TT" ' e H = |

gerado por T e sendo um uniao de conjuntos da forma Ty, é aberto. Por indugao, usando

nso I Com isso, H é um grupo
(%), temos que T™ C C, para todo n > 0. Segue que, H C C. Uma vez que G é compacto
e H é um subgrupo aberto de G, resulta pelo Lema 2.3.2 (¢) que, o core Hg de H em
G é um subgrupo normal e aberto de G contido em H. Portanto, Hg é o subgrupo
desejado. O
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Proposicao 2.3.4. Seja G um grupo topoldgico compacto, totalmente desconexo.

(a) Todo subconjunto aberto em G € uma unido de classes laterais de subgrupos normais

e abertos;

(b) Um subconjunto de G ¢ aberto e fechado se, e somente se, é uma unido de uma

quantidade finita de classes de subgrupos normais abertos;

(c) Se X é um subconjunto fechado de G, entio

X = ﬂ(NX | N um subgrupo normal aberto de G).

Particularmente, a intersecio de todos os subgrupos normais abertos de G € um

subgrupo trivial.

Demonstra¢ao. (a) Segue da Proposicao 2.3.1 (f) que G é Hausdorff. Seja U um sub-

conjunto aberto nao vazio de G. Se x € U, entao Uzx~!

¢ um subconjunto aberto,
contendo 1. Segue da Proposigao 2.1.3 (f) e Lema 2.3.3 que Uz~! contém um sub-

grupo normal aberto K. Portanto, U = | K, x.

zeU

Se P é um subconjunto que é simultaneamente aberto e fechado, por (a), tem-se
que P ¢é igual a uniao de uma familia de classes laterais de subgrupos normais e
abertos. Uma vez que P é compacto, P ¢é igual a uniao de uma subfamilia finita
dessas classes. Reciprocamente, é claro que a uniao de uma quantidade finita de

classes laterais de subgrupos normais e abertos é tanto aberto como fechado.

Claramente X C [(NX | N um subgrupo normal e aberto de G). Reciprocamente,
seja y € G tal que, y ¢ X. Como G é totalmente desconexo, entdo y tem uma
vizinhanga aberta disjunta de X e assim, por (a), h4 um subgrupo normal aberto
N satisfazendo NyN X =0 . Logo, y ¢ NX e, portanto,

X = ﬂ(NX | N um subgrupo normal aberto de G). (%)

Observe que, como G é totalmente desconexo, entdo G é Hausdorff, assim {1} é
fechado em G (Proposi¢ao 2.3.1 (f)). Tomando X = {1} em (x), concluimos a prova
de (c).

]

Sejam G e H grupos topologicos. Dizemos que uma aplicacao f : G — H é

um isomorfismo topolégico se f é um isomorfismo de grupos e um homeomorfismo de

espacos topologicos.
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2.4 Limites Inverso

Nesta secao, vamos definir limite inverso e apresentar suas principais proprieda-
des. Ao invés de desenvolver o conceito sob condi¢Oes mais gerais, nos restringiremos a
limites inversos de grupos topologicos, pois esse ¢ o ambiente, em que, estamos interessa-
dos neste trabalho.

Um conjunto I é parcialmente ordenado dirigido ou Poset dirigido se [ é

um conjunto com uma relacao binaria < satisfazendo as seguintes condicoes:
(1) i =4, parai € I;
(2) izjej=i=i=j parai,j€ I;
B)izjej=k=1=k parai,j k€I
(4) sei,j € I existe algum k € I tal que i,7 < k.

Um sistema inverso de grupos topologicos sobre um poset I, consiste de uma
colecio {G; | i € I} de grupos topoldgicos indexados por I e uma cole¢do de homomor-

fismos continuos de grupos ¢;; : G; — G, definido sempre que 7 = j, de tal forma que

k Gk

J

o diagrama

o
Gi -

N
G

comuta sempre que os homomorfismos sao definidos, ou seja, sempre que 7,7,k € [ e i =

j = k. Além disso, assumimos que ¢;; € a aplicacao identidade idg, em G;. Denotaremos
tal sistema por {G;, pi;, I} ou {G}, ¢;;} se o conjunto de indices I é claramente entendido.
Se G' é um grupo topologico fixo, denotaremos por {G,id} o sistema inverso {G;, i;, I},
onde G; = G para todo @ € I e p;; é a aplicagao identidade idg em G. Diremos que
{G,id} ¢é o sistema inverso constante em G.

Sejam Y um grupo topologico, {G;, y;j, [} um sistema inverso de grupos topo-
logicos sobre um poset dirigido I e seja ¢; : ¥ — G; um homomorfismo continuo de
grupos, para cada ¢ € I. A aplicacao 1; diz ser compativel se ¢;;1; = 1; sempre que
J =i

Diz-se que um grupo topologico G, juntamente com os homomorfismos continuos
compativeis ¢; : G — G;, i € I, ¢ um limite inverso do sistema inverso {Gj, i, I}
se a seguinte propriedade universal é satisfeita: sempre que Y ¢ um grupo topologico e

v, Y — G;, i@ € I, € um conjunto de homomorfismos continuos compativeis, entao
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existe um tnico homomorfismo continuo ¢ : Y — G tal que ;v = 1; para cada i € I.

y -t G

i

As funcoes ¢; : G — G; sd@o chamadas de projecoes. Tais projecoes, nao sao
necessariamente sobrejetivas. Denotaremos o limite inverso por (G, ¢;).

No seguinte resultado, mostramos que exitem limites inverso e que sao nicos.

Proposigao 2.4.1. Seja {G;, ¢, I} um sistema inverso de grupos topoldgicos sobre um

poset dirigido I. Entao,

(a) Ewziste um limite inverso do sistema inverso {G;, @i;, 1 };

(b) Este limite € uinico no sequinte sentido. Se (G, ;) e (H, ;) sao dois limites inverso
do sistem inverso {G;, pi;, 1}, entdo existe um isomorfismo topoldgico v : G — H

tal que Y;p = ; para cada v € 1.
Demonstracao.
(a) Defina G como sendo,
G={(z) € HGz’ | pimi((2:) = m;((2:)),V 4,5 € I, com i = j}
i€l

onde m; : [[,c;Gi — G, i € I, sdo as fungdes projecoes. Note que G é um
subgrupo do produto cartesiano Hie[ G;. Definimos ¢; := m|g, para cada i € I.
Vamos mostrar que (G, ¢;) é o limite inverso do sistema inverso {G;, ¢;;, [}. Para
isso, temos que mostrar que:

(i) Para cadai € I, ¢; : G — G; é um homomorfismo continuo;

(i) ¢; : G — Gy, i € I, ¢ uma familia de homomorfismos compativeis;

(iii) Vale a propriedade universal da defini¢ao de limite inverso.
Verifiquemos:

(i) Note que cada m; : [[,.; Gi — G; ¢ um homomorfismo continuo. Entao sua
restri¢ao ao subgrupo G, m;|¢ = ¢; : G — G}, é claramente um homomorfismo

continuo.

(ii) Para todo i,j € I, com i > j temos que,
Cijpi = PijTile = Tjle = ¢;

o que mostra que a familia de homomorfismos, ¢; : G — G;, sao compativeis.
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(iii) Provaremos primeiro a existéncia. Sejam H um grupo topologico, ¢; : H —
G, uma familia de homomorfismos continuos compativeis e a aplicacio 1 :
H — [],.; G; definida por, h — (1;(h)). Note que, m;1) = 1, para todo
i € I. Como cada 1; é continua, segue que v é continua. Dados a,b € H,
tem-se que G(ab) = (Yi(ab)) = (u(@)i(B)) = (¥a(a)) (Lulb)) = B(a)i(b), o

seja, 1 é um homomorfismo de grupos. Para cada i > j, vale que

iel

— (%) —
ij = wj = %’jwi = S%‘WW

em (*) usamos o fato que cada v; é compativel. Dai, concluimos que a imagem
da aplicacao v estd em (G, em outras palavras, 1 é uma aplicacao de H para

G. Agora defina a aplicacao ¢ : H — G por, »(h) = ¥(h), para cada h € H.

Claramente ¥ ¢ um homomorfismo continuo e satisfaz
Splw :Wi’GE:wia Vie [7

o que mostra a existéncia do homomorfismo continuo.

Provaremos agora a unicidade do homomorfismo v : H — G. Suponha que
existe um outro homomorfismo continuo ¢ : H — G satisfazendo p;¢ = 1;,

para cada ¢ € I. Entao, teremos que

pip=vi=pYpViel = ¢=1.
Portanto, (G, ¢;) é o limite inverso do sistema inverso {G;, i;, I }.

(b) Suponhamos que (G, ¢;) e (H,1;) sdo dois limites inversos do sistema inverso
{Gi,¢ij, I}. Uma vez que as aplicagoes ¢ : H — G, sdo compativeis, a proprie-
dade universal do limite inverso (G, ¢;) mostra que existe um tnico homomorfismo
continuo ¢ : H — G tal que, ;1) = 9);, para cada i € I. Do mesmo modo, uma
vez que as aplicagoes ; : G — G; sdo compativeis e (H,1;) é um limite inverso do
sistema inverso {G}, ¢;;, I}, segue pela propriedade universal deste limite inverso,
que existe um tinico homomorfismo continuo ¢ : G — H tal que, ¥;0 = ;, para
cada € I.
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Entao, observe que o diagrama

P
Go =G
ida
N
G;

comuta para todo ¢ € I. Uma vez que, por definicao, existe apenas um tnico
homomorfismo satisfazendo esta propriedade, entao, tem-se necessariamente que,
Y = idg. Da mesma forma, tem-se que, i) = idy. Portanto, ¢ é um isomorfismo

topologico.
]

Observacao 2.4.2. Se cada G; € apenas um espago topoldgico e as aplicagoes p;; + G; —
G,, i = j, sao continuas, temos que {G;, @, I} € um sistema inverso de espagos topold-
gicos. Do mesmo modo, se G € apenas um espacgo topologico e as aplicacoes p; - G — G}
sao continuas e compativeis, temos que (G, ;) € um sistema inverso de espagos topold-
gicos. Vale salientar, que todos os resultados apresentados, nesta secao, valem para tais

sistemas e limites inversos.

Se {Gi, vij, I} é um sistema inverso, vamos denotar, a partir de agora, seu limite

inverso por: @iel G;, ou l'&nl G;, ou @Gi, dependendo do contexto.

Lema 2.4.3. Se {G;, p;; } € um sistema inverso de grupos topoldgicos de Hausdorff, entdo

@Gi € um subgrupo fechado de [],.,; G;.

Demonstracao. Seja (z;) € ([[G;) — (1&1 G;). Entéo existem r,s € I, com r = s, tal que,
©rsTr((2;)) # 7s((2;)). Como cada G; é, em particular, um espaco de Hausdorff, existem
vizinhancas abertas disjuntas U e V' de @7 ((;)) e ms((z;)) em Gs, respectivamente.
Seja U' uma vizinhanga aberta de 7,((z;)) em G, tal que, ¢,(U) C U. Considere o
Vi de [[,c; Gi, onde V,. = U,V,=V eV, =G, para

i # r,s. Entdo, W(,,) é uma vizinhanca aberta de (z;) em J]

subconjunto aberto W) = [,
.1 Gi disjunto de l&nGl
Como (x;) € ([[G:) — (gn G;) foi tomado arbitrariamente, tem-se que,

U We=([16) - timcy)

(@) €(ITGi)—(jm Gi)

é um subconjunto aberto em [[, ., G;. Logo, im G; € um subgrupo fechado em [Lic; G
O

Proposigao 2.4.4. Seja {G;, @i, I} um sistema inverso de grupos topoldgicos de Haus-
dorff, compacto e totalmente desconexo sobre um poset dirigido I. Entao, 1'&11,61 G; é

também um grupo topoldgico de Hausdorff, compacto e totalmente desconezxo.
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Demonstracao. Segue das proposicoes 2.2.1 e 2.1.3 juntamente com o Lema 2.4.3. ]
Proposicao 2.4.5.

(a) Sejam {X;, ij, I} um sistema inverso de espagos topoldgicos de Hausdorff, compac-
tos e X um espaco de Hausdorff, compacto. Suponha que {p; : X — X;}ties €
um conjunto de aplicacoes continuas, compativeis e sobrejetivas. Entao a aplicagao

correspondente induzida 0 : X — @Xi ¢ sobrejetora.

(b) Seja {Xi,pij, I} um sistema inverso de espagos topoldgicos sobre um poset dirigido I
e sejam p; : X — X; aplicacoes continuas, compativeis e sobrejetivas, do espaco X
para os espacos X; (i € I). Entdo, I'&HXZ' = () ou corresponde a aplicacio induzida

p: X — l‘&an de X para um subconjunto denso de 1£1X,
Demonstra¢ao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [13], pagina 7. O

Lema 2.4.6. Sejam {G;,pi;} um sistema inverso de grupos topoldgicos compactos de
Hausdorff, G = @Gi e p; : G — G; as projecoes.

(a) SeY € um subespaco fechado de G, entio Y = lgupi(Y);
(b) Se'Y € um subespaco de G, entio Y = l'glgoi(Y), em que Y € o fecho deY em G;
(¢c) SeY eY' sio subespacos de G e ¢;(Y) = 0;(Y'), para cada i, entio Y =Y.

Demonstracao.

(a) Observe que ha uma inclusdo dbvia,

Pela Proposicao 2.4.4, tem-se que G é um grupo topolégico compacto e de Hausdorff.

Note que,

e decorre da Proposicao 2.1.3, itens (a) e (¢), que Y é um espago compacto de
Hausdorff;

e {v;i : Y — ¢i(Y)} & um conjunto de aplicagbes continuas, sobrejetivas e

compativeis.

Entao, segue da Proposi¢ao 2.4.5 (a) que a aplicacdo Y — @@i(Y) ¢ sobrejetiva.
Portanto, Y = @@Z(Y)

(b) De acordo com a Proposicao 2.4.5 (b), Y esta incluso em @@i(Y) como um sub-
conjunto denso. De maneira analoga a demostracao do Lema 2.4.3, mostra-se que

lim ;(Y’) ¢ fechado em G. Entdo, Y = Hm ; (Y").
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(c) Como ¢;(Y) = ¢;(Y"), para cada 4, entdo

Y =limgi(Y) = limgpy(Y') =V

O

Seja (I,=) um poset dirigido. Considere I’ um subconjunto de I de tal forma
que (I’, %) é um poset dirigido. Dizemos que I’ é cofinal em [, se para todo i € I, existe
algum i’ € I’ tal que, i <7’

Seja {G}, ¢ij, I} um sistema inverso e I’ cofinal em I, {G, ¢;j, I'} torna-se um
sistema inverso de forma obvia e dizemos que {G;,¢;;,I'} é um sistema cofinal de
{Gi, pij, 1}

Proposicao 2.4.7. Seja {G;, pij, I } um sistema inverso de grupos topoldgicos compactos

de Hausdor[f sobre um poset dirigido I e seja I' um subconjunto cofinal de 1. Entdo

i G, = im G

el el

Demonstracao. Para cada j € I, seja j' € I’ tal que, j > j. Defina
@ : @Gl/ — Gj
I/

- s , P
como a composigao dos homomorfismos canonicos @j ¢, onde ¢ : I]mi,ell Gy — G

, PSS
er Gy, ¢l). Observe que as aplicacoes @;
sao bem definidas e sdao compativeis. Dai, elas induzem a seguinte aplicacao

sao as funcgoes projecoes do limite inverso (1£1Z

©:limGy — lim G;
e

tal que, ;o = @; (j € I), onde ; : l'gll,el G; — G sao as fungdes projecoes do
limite inverso (l'&niel G, ¢;). Afirmamos que a aplicacdo ¥ é uma bijecao. De fato, sejam
(v), (yy) € lim,_, Gy tais que, (z:) = P(z)) = 2((yy)) = (y). Isso implica que
xy = yy para todo i € I'. Como I’ é cofinal em I, segue que ©p é injetora. Para ver
que P é sobrejetora, seja (y;) € @ie[ G; e considere o elemento (z;) em que, zy = Y,
para cada i’ € I'. Entao, (zy) € m, . Gy e claramente, ?((z#)) = (y;). O que prova
a afirmacg@o. Segue pela constru¢do da @ que a mesma é¢ um homomorfismo continuo.
Dai, » é um isomorfismo continuo de grupos. Segue da Proposicao 2.4.4, que I'&ni/ep Gy
e @iel G; sao grupos topologicos compactos de Hausdorff. Pelo Lema 2.1.5 (¢), tem-se
que P é um homeomorfismo. Portanto,  é um isomorfismo topologico.

]
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Um sistema inverso {G;, ¢;;, [} ¢ chamado sistema sobrejetivo se cada apli-
cacdo @;; (i = j) é sobrejetora. Pelo Lema 2.4.6 (a), para qualquer sistema inverso
{Gi, @ij, I} existe um sistema inverso {p;(G), ¢};, [} sobrejetivo correspondente (onde ¢};
¢ a restrigdo de ;; para ¢;(G)) com o mesmo limite inverso G.

Seja {G}, ¢i;, I} um sistema inverso de grupos topologicos sobre um poset dirigido
I. Considere G = @Gi e seja p; : G — G as funcoes projecoes. Se ¢; & sobrejetiva
para cada j € I, evidentemente, o, : G, — G serd sobrejetiva, para todos r,s € I,
r = s. A reciproca nao ¢ necessariamente verdadeira. No entanto, como mostra a seguinte

Proposicao, a reciproca vale nas seguintes condicoes.

Proposicao 2.4.8. Seja {G;, ¢i;, 1} um sistema inverso sobrejetivo de grupos topoldgicos
compactos de Hausdorff sobre um poset dirigido 1. Entao, para cada j € I, a funcgao

projecao ¢; @Gi — G € sobrejetiva.

Demonstragao. Fixe j € 1. O conjunto I; = {i € I | i > j} é cofinal em I. Pela
Proposicao 2.4.7 tem-se que, l'&nidj G; = T&niel (G;. Portanto podemos supor que i >~ 7,
para cada ¢ € I. Sejaz; € Gj e Y, = gpr_jl(xj), para cada r € I. Uma vez que ¢,; é
sobrejetora e continua, Y, é um subconjunto nao vazio e compacto de G, (r € I). Além
disso, se r = s, r, s € I, tem-se que, p,5(Y,) C Y. Dai, {Y,, @5, [} é um sistema inverso.
Afirmamos que 1'&1}/} # (). De fato, para cada j € I, defina o subconjunto X; de [[Y,

como,

Xj = {(yr> € HY;“ | (ijﬂ-j«yr)) = Wk((yr))7 Vijr k}

usando o axioma da escolha e um argumento similar ao do Lema 2.4.3, mostra-se que cada
X; é um subconjunto fechado ndo vazio de [[Y,. Observe que, se j' > j, entdao X; C X;.
Segue que a colegao de subconjuntos {X; | j € I} tem a propriedade da intersecdo finita,
ja que I é um poset dirigido. Uma vez que [, Y, é compacto, segue que (X é nao
vazio. Entao,

lm Y, = () X;

rel jel
(veja demonstragao da Proposicao 2.4.1 (a)). O que prova a afirmagdo. Desse modo, existe
um elemento (y,) € HmY; C lim X, tal que, ©;i((y)) = z;. Portanto, ¢; é sobrejetora
para cada j € I. O

2.5 Grupos Pro-C

Seja C uma classe nao vazia de grupos finitos (isso sempre significa que C contém
todas as imagens de isomorfismos de grupos de C). Definimos um grupo pro-C G como
o limite inverso

Gzl&nGi

el
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de um sistema inverso sobrejetivo {Gj, ¢;j, I} de grupos G; em C, onde cada grupo esta
munido da topologia discreta. Entendemos um grupo pro-C G como um grupo topologico,
cuja topologia é herdada do produto [[..; Gi.

Algumas classes importantes sao:
e a classe de todos os grupos finitos. Neste caso, chamamos o grupo pro-C de profi-
nito;
e a classe de todos os p-grupos finitos, onde p é primo. Neste caso, chamamos o grupo

pro-C de pro-p;

e a classe de todos os grupos nilpotentes finitos. Neste caso, chamamos o grupo pro-C

de pronilpotente.

Se C é uma das classes mencionada acima, entao C satisfaz as seguintes proprie-
dades:

(P1) C é fechada para subgrupos, isto é,se G € C ¢ H < G entdo H € C;
(P2) C é fechada para quocientes, isto ¢, se G € C e K < G entao G/K € C;

(P3) C é fechada para produto direto finito, isto é, se G; € C (i = 1,--- ,n), entao
[, G eC.

Vamos exibir agora um exemplo de grupo profinito.

Exemplo 2.5.1. Seja p um nidmero primo. A cole¢io {Z/p"Z | n € N} de grupos
topoldgicos (Z/p"Z estd munido de topologia discreta) indexados por N, juntamente com

0s homomorfismos
Onm  LJp" L — L]p" L

definidos por @um(x+p"7Z) = x+p"Z, sempre que n > m, que sGo claramente continuos,

€ um sistema inverso de grupos topoldgicos finitos, pois o diagrama

7/ p"Z ok 7./p"7

Pnm Pmk

Z]p"7

comulta sempre que n > m > k. Entao,

Z, = imZ/p"Z

neN

¢ um grupo profinito, mais ainda, Z, € um grupo pro-p, pois cada Z/p"Z é um p-grupo
finito.
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Z,, pode ser identificado como o conjunto de todas as sequéncias (classes de equi-
valéncias) (a,) = (ay,a9,---) de nimeros naturais tal que a, = a,(mod p™), n > m,
pO1is,

Zy ={(an) € [[ Z/P"Z | ¢nm(an) = am,n > m}

neN

Entao,
Onm(an) = am & an + p"7% = apm + p"7L = a, = ap(mod p)

sempre que, n > m.

Lema 2.5.2. Seja G = @ie] Gy, onde {G;, pij, I } € um sistema inverso de grupos finitos
G, e seja

o homomorfismo projecao. Entao,
{Si | Si = ker(p:)}

é um sistema fundamental de vizinhancas abertas do elemento 1 em G.

Demonstragao. Considere a familia de vizinhancas de 1 em [][,.; G; da forma

el
( H Gi> x {1}, x -+ x {1},
P01, i

para qualquer conjunto finito de indices iy, - ,i; € I, onde {1}; denota o subconjunto de
G; que consiste do elemento identidade. Uma vez que cada G; estd munido da topologia

discreta, esta familia é um sistema fundamental de vizinhancas do elemento identidade

de Hie] G;. Seja ig € I tal que ig = 71, -+ ,1;. Afirmamos que
G <H GZ-) x {1}, | =G ( 11 GZ-) x {1}, x - x {1},
ii0 iy, it

De fato, note que o conjunto I’ = {i € I | i »= ip} é cofinal em I. Como cada grupo
finito GG; estd munido da topologia discreta, tem-se claramente que cada G; é um grupo
topologico compacto de Hausdorff, assim, {G;, ¢;;, [} ¢ um sistema inverso de grupos

topologicos compactos de Hausdorff. Segue pela Proposicao 2.4.7, que

G =1mG; = limG,
el iel’

usando o fato que lim,_ G; € um subgrupo fechado de [Lic; Gi e identificando [, ., G;

iel’
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em [[..; G, tem-se que,

<H Gi> X {1}4 =lmG;[ )

i#io el

i

iel’

( 11 Gi>x{1}il><---><{1}it

i,

o que prova a afirmacao. Portanto, a familia de vizinhancas de 1 em G é da forma

i ORE

¢ um sistema fundamental de vizinhancas abertas de 1. Finalmente, observe que

Gm [(H G1> X {1}10] = ker(gpio) = Sio-

i#10

]

Apresentaremos agora uma caracterizacao para os grupos pro-C, onde C é uma
das classes de grupos apresentadas anteriormente, ou seja, C ¢ a classe de todos os grupos
finitos ou C é a classe de todos os p-grupos finitos ou C é a classe de todos os grupos

nilpotentes finitos.
Proposicao 2.5.3. As sequintes condigoes, em um grupo topoldgico G sao equivalentes:
(a) G € um grupo pro-C;

(b) G € compacto, de Hausdorff e totalmente desconero, e para cada subgrupo normal

aberto U de G, G/U € C;

(c) G é compacto e o elemento identidade 1 de G admite um sistema fundamental U de

vizinhangas abertas U, tal que, (N, U =1 e U é um subgrupo normal e aberto de

G com, G/U € C;

(d) O elemento identidade 1 de G admite um sistema fundamental U de vizinhangas

abertas U tal que U € um subgrupo normal de G com GJU € C e

G = lim G/U.

veu

Demonstracao.

(a) = (b) Seja G = Im _ G;, onde {G;, pij, I} € um sistema inverso sobrejetivo de gru-
pos topologicos, de modo que cada G; pertence a C. Denote por ; : G — G; (i € I)
a funcao projecao. Como cada grupo finito G; est4 munido da topologia discreta, se-

gue que cada G; é um grupo compacto, de Hausdorff e totalmente desconexo. Pela
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Proposicao 2.4.4, G é um grupo topolégico compacto, de Hausdorff e totalmente
desconexo. Uma vez que {G;,¢;;, [} ¢ um sistema inverso sobrejetivo de grupos
topologicos compactos de Hausdorff, tem-se pela Proposicao 2.4.8 que a funcao pro-
jecao ¢; : G — G; é sobrejetiva. Seja U um subgrupo normal e aberto de G. Segue
do Lema 2.5.2, que para algum i € I, existe um subgrupo normal S; = ker(p;) onde
S; < U. Note que,

e p,: G — G, (i € I) & um epimorfismo, entdo G/5; = G; € C;

e Paracadaie€ I, S; <U, U/S; < G/S; e por um dos Teoremas de isomorfismo

G

=

[l

S Tied o

como G/S; € C e C é fechada para quociente, entdao G/U € C.

= (c) Segue do Lema 2.5.2, que G admite um sistema fundamental de vizinhancas
abertas do elemento identidade 1. Pela Proposi¢ao 2.1.3 (f), G admite uma base de
subconjuntos que sao simultaneamente abertos e fechados para sua topologia. Desse
modo, G possui um sistema fundamental &/ de vizinhancas, abertas e fechadas, do

elemento identidade 1 de G tal que,
V=1

Entao, é suficiente mostrar que para cada V € U, V contém um subgrupo normal
e aberto de G. Seja X um subconjunto de G e n um nimero natural. Para os fins
da presente prova somente, denotaremos por X" o conjunto de todos os produtos
Ty Ty, onde xq,--- , 2, € X. Além disso, denotaremos por X! o conjunto de

todos os elementos 7!, onde z € X.

Defina F = (G — V)N V2 Como G ¢é compacto e V ¢é fechado, tem-se que V
& compacto, consequentemente V2 também é compacto. Uma vez que G é um
espago de Hausdorff, tem-se que V? ¢ fechado em G (Proposi¢ao 2.1.3). Assim,
F é fechado no compacto GG, e portanto, também é compacto. Seja x € V, entao
xr ¢ F, isso implica que x € G — F. Pela continuidade da multiplicacao, existem
vizinhancas abertas V, e S, de x e 1, respectivamente, de tal modo que, V,, S, CV
e V.S, C G—F. Pela compacidade de V existe uma quantidade finita de 1, -+, z,
tais que a unido dos V., -+, V,, éiguala V. Considere S = (), Sy, e W = SNS~1.
Entao W é uma vizinhanga simétrica de 1 (isto é, w € W se, e somente se, w™! € W),
W CVeVWCG—F. Portanto, VW NF = (. Uma vez que VIW C V2, entdo
VW N (G—V) =0, caso contrario VW N F # (), o que é uma contradi¢do. Assim,
VW C V. Consequentemente, VW™ C V', para cada n € N. Uma vez que W ¢é
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simétrico, tem-se que R = |J, .y W™ € um subgrupo aberto de G contido em V.

Assim, o core de R em G

Re=()R"

zeG

¢ um subgrupo normal e aberto de G (Lema 2.3.2 (c)). Finalmente, observe que
Re C V pois,
Re<RCVRC|JVIW"CV.

neN

Entao, Rg é um subgrupo normal e aberto de G contido em V.

= (d) Seja U como em (c). Observe que U é um poset dirigido, com a seguinte
definicao: U = V se, e somente se, U <V, para cada U, V € U. De fato,
e U XU, pois U < U para cada U € U,
eseU=XVeVIU,entaoV<UeU<SV =U=V,paracada U, V € U,
eseU=XVeVW,entao W <V <U=UIXIW,paracada U, V, W € U,
e Seja U, V € U, temos que existe W =UNV € U tal que, W < U, V =
Uu Vv <w.

Vamos mostrar que {G/U, pyy,U} é um sistema inverso de grupos G/U € C, U € U,
onde ppyy : G/U — G/V é o epimorfismo natural, para U > V. Claramente
{G/U | U € U} & uma colegao de grupos topologicos e {oyy : G/U — G/U | U =

V, U eV €U} é uma familia de homomorfismos continuos onde o diagrama

G___wvw G
U w
SOU\N %/W
G
\%

comuta, sempre que U = V = W. Além disso, pyy = idgy, para cada U € U.

Logo, {G/U, pyy,U} é um sistema inverso.

Considere agora o epimorfismo canonico,

G
¢U:G—>U

como pyy Yy = Yy, sempre que U > V., entao

{wUG—>§|U€Z/{}

¢ uma familia de homomorfismos compativeis. Note que ¢y : G — G /U induz um
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homomorfismo continuo o

VG — (11%2 i
Vamos mostrar que ¢ é um isomorfismo topologico. Segue pela Proposicao 2.4.5
(a), que ¥ & um epimorfismo. Para ver que 1) é um homeomorfismo, basta provar
que ¢ é um monomorfismo, uma vez que G é compacto e l'geru G/U é Hausdorff
(ver Lema 2.1.5 (c)). Perceba que se z € G e ¢(x) = 1, entdo € U para todo
U € U, o que implica em = € [, U = 1, entdo v = 1. Logo, o ker(y)) = 1 e,

entao, ¥ € um monomorfismo. Portanto, ¢ é um isomorfismo topologico.
(d) = (a) Segue diretamente da defini¢ao de grupo pro-C.
O

Introduziremos agora uma notagao, que sera muito 1til para o que esta por vim.

Seja G um grupo topologico e H um subgrupo de G. Entao,
H<,G, H<. G, H1, G, H<. G, H<;G, H<5G

indicara respectivamente: H subgrupo aberto de GG, H subgrupo fechado de G, H sub-
grupo normal e aberto de GG, H subgrupo normal e fechado de GG, H subgrupo de indice
finito de G e H subgrupo normal de indice finito de G.

Lema 2.5.4. Seja G um grupo pro-C, onde C € uma das classes de grupos apresentadas

no nicio desta secao, entao
(a) Todo grupo quociente G/K, onde K <. G, é um grupo pro-C;
(b) Todo subgrupo fechado H de G é um grupo pro-C;
(¢) Todo subgrupo finito H de um grupo profinito G € um grupo profinito.

Demonstragao. (a) Seja V = {KU | U <, G}. Considerando V com a seguinte defi-
nicao: KU > KV se, e somente se, V < U, para cada U,V <, G. Mostra-se de
maneira analoga a demonstracao da implica¢ao (¢)=-(d) da Proposi¢ao 2.5.3, que V
¢ um poset dirigido. Como G é um grupo pro-C, segue pela Proposicao 2.5.3 (b),
que G/U € C para todo U <, G. Por um dos Teoremas de isomorfismos de grupos

temos que

v G

% KU’

Uma vez que C é fechada para quocientes, tem-se que G/KU € C. Seguindo os mes-
mos passos da demonstragao da implicagao (c¢)=-(d) da Proposic¢ao 2.5.3, obteremos
um epimorfismo continuo

G
Vv:G— lim —.
Jroc KU
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Vamos determinar o niucleo da 1. Se x € G e ¥(z) = 1, entdo x € KU para todo
U <, G, entao
T € ﬂ KU.

U<oG

Uma vez que K <. G, segue pela Proposi¢ao 2.3.4 (c¢), que

K= ﬂ KU.
U<oG

Logo, K = Ker(v). Novamente, por um dos Teoremas de isomorfismos de grupos,

temos que
G o ©
— = lm ——.
K~ S KU

Como G/K & compacto e Hm, o G/KU ¢é Hausdorff, segue pelo Lema 2.1.5 (c),
que o isomorfismo acima é uma isomorfismo topologico. Portanto, G/K é um grupo

pro-C.

(b) Como H <. G, segue pelo Lema 2.4.6 (a) que
H = lim ¢;(H)

onde ¢; : G — G; é a funcao projecao e G; € C. Por hipotese, C é fechada para
subgrupos, entao cada ¢;(H) € C. Portanto, H é um grupo pro-C.

(¢) Como G & um grupo profinito, entdao G é um espaco de Hausdorff (Proposi¢ao 2.5.3
(b)). Assim, o subconjunto {z} é fechado para cada = € G. Logo, H pode ser escrito
como uma uniao finita de subconjuntos fechados e, portanto, é fechado. Segue por
(b) que H ¢ um grupo profinito.

]

Lema 2.5.5. Sejam G um grupo profinito e H um subgrupo normal e fechado de G. Se

H
‘TU‘ <j vpara todo U <, G

entao, |H| < j.

Demonstracao. Como G ¢ profinito, entao o elemento identidade 1 de G admite um
sistema fundamental U de vizinhancas abertas U tal que U <, G (Proposigao 2.5.3).
Suponha que |H| > j + 1. Sejam hq,--- ,h;i; elementos distintos de H. Perceba que
existem U, € U tais que hy'hy, ¢ Uy, a,b € T = {1,--+,j + 1} com a # b. Note
que, ﬂmbel’a#b U, € um subgrupo normal e aberto de G. Uma vez que ¢/ é um sistema

fundamental de vizinhancas do elemento identidade 1 de G, existe U € U de modo que
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U < MNuper astb Uap- Por construgao, tem-se que h 'h, ¢ U,a # b. Entdo, as classes
laterais h,U e hyU sao distintas, a,b € I com a # b. Assim,

HU|
v =7

O que prova o Lema.
O

Um grupo profinito G é chamado prociclico se contém um elemento x tal que
G= @ Observe se G ¢ um grupo profinito prociclico, entao G é igual ao limite inverso
de grupos ciclicos finitos.

Finalizaremos essa secao com os seguintes resultados.
Teorema 2.5.6. Se G ¢ um FC-grupo profinito, entao G' € finito.
Demonstragao. Seré omitida, mas pode ser consultada em [15], pagina 1281. ]
Teorema 2.5.7. Grupos profinitos de Engel sao localmente nilpotentes.

Demonstragao. Serad omitida, mas pode ser consultada em [18], pagina 105. O

2.6 Teoria de Sylow

Considere um grupo profinito G = @iel G;, onde cada G; é um grupo finito
munido da topologia discreta. Se G ¢ infinito, o conhecimento da sua cardinalidade traz
consigo poucas informagoes. Porém, ha uma nocao muito 1til de ordem para um grupo
profinito G que reflete, de forma global, as propriedades aritméticas dos grupos finitos G;
e é independente da apresentacao de GG como limite inverso de grupos finitos.

Para explicar este conceito, precisamos primeiro introduzir a nogao de nimero de

Steinitz. Um ntmero de Steinitz ¢ um produto formal
n — H pn(p)
p

onde p pertence ao conjunto de todos os nimeros primos e n(p) é um inteiro nao negativo

ou co. Por convencao, dizemos que n < 00, 00 + 00 = 00 +n = n + 0o = 0o para todo

n € N. Se
m = Hpm(p)

p
¢ um outro nimero de Steinitz e m(p) < n(p) para cada p, entdo dizemos que m divide n

e escrevemos m|n.
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(o 1)
p

é uma colecao de ntimeros de Steinitz, entao definimos seu produto, maximo divisor

comum e minimo miltiplo comum de forma natural,
o [1, 7 =TI1,p"™, onde n(p) = =, n(p,i);
e MDC{n;}icr = pr”(p), com n(p) = min{n(p,i) | i € I};
o MMC{n;}icr = pr”(p), onde n(p) = maz{n(p,i) | i € I'}.

Aqui ), n(p, 1), mini{n(p,i)} e maz;{n(p,i)} tem significados 6bvios; note que os resul-
tados destes operadores podem ser inteiros nao negativos ou oc.

Seja G um grupo profinito e H um subgrupo fechado de GG. Denotaremos por U
o conjunto de todos os subgrupos normais e abertos de G. Definimos o indice [G : H] de

H em G como sendo o namero de Steinitz

G H] = MMC{E @U] U e u}

A ordem |G| de G é o nimero de Steinitz |G| = [G : 1], ou seja,

G| = MMC{‘%’ U eu}.

Lema 2.6.1. Sejam H um subgrupo fechado de um grupo profinito G e U' um sistema

fundamental de vizinhancas de 1 em G formado por subgrupos normais e abertos, entdo
|G : H = MMC{|G/U : HU/U] | U e U'}

Demonstracao. Por defini¢ao

oo e[S v cul

onde U ¢ a colecao de todos os subgrupos normais e abertos de G. Perceba que para todo
U € U existe um subgrupo U’ € U’ tal que U’ < U. Segue da Proposicao 2.5.3 que para
cada U € U, G/U é um grupo finito. Entao
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sao grupos finitos. De U’ < U implica que HU' < HU. entao

o<

7

Segue da definicao de minimo multiplo comum, apresentada anteriormente, que

e [5 21] 10

G HU
MM ; ! .
{5 G| 1veu’

]

Provaremos agora uma versao do Teorema de Lagrange para grupos profinitos.

Proposicao 2.6.2. Sejam G um grupo profinito e K <. H <. G. Entao,

G: K] =

|G : H|[H : K].

Demonstracao. Seja U a colecao de todos os subgrupos normais e abertos de GG. Entao,

G: K] = MMC{E [EU] U e u}

e 57 [5 -1

Em (x) usamos a tese da Proposi¢ao para grupos finitos. Agora, {HNU | U € U} é um

sistema fundamental de vizinhancas de 1 em H. Pelo Lema 2.6.1, temos que

HnU

[H:K]:MMC{[ AT

em (x%) usamos o fato que,

CK(HNU)

U

H :K(HmU)hU u}(ﬁ MMCHHU KU%U u}

H
HNU "

como K < H, segue por Dedekind (ver [14], pagina 15) que K(HNU)

[H: K(HNU)

HNU

} =[H:K(HNU)]
= HNKU. Assim,

= [H: HNKU|
— [HKU : KU

— [HU : KU|
e
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Assim, basta provar que,

MMC{{G HU] [HU KU] Ue u}

U U ||l U
G HU HU KU
- MMC{LT U}|U€U}MMC{{U U}|Ueu}

Seja p um namero primo e sejam p”, p"! e p™? as maiores poténcias de p tais que,
ol
o]

{liy KU]|U u}

respectivamente (n, ny, ny € NU{oo}). Entao, claramente n < nj+ns, n > nj;en > ns.

Portanto, se n = 0o, n = n; + ny. Se n < 0o, segue que ny, ny < oo. Entado, existem
Uy, Uy € U tais que,

712

G HU,
U, U

HU, KU,
U, U, |

Seja U = Uy U U,. Desse modo, U e U e

1t G HU||HU KU
P —: : .
U U U U
Por isso, n > ny 4+ ng e assim, n = n; + ny. Como queriamos. ]

Sejam 7 um conjunto de ntimeros primos e 7’ o conjunto dos niimeros primos que
nao estao em . Dizemos que um ntmero de Steinitz, n = pr”(p), ¢ um 7-nhamero,
sempre que para n(p) # 0, tem-se que p € 7.

Um grupo profinito G é chamado grupo pro-m ou mw-grupo se sua ordem |G|
¢ um m-nimero, isto é, G é o limite inverso de grupos finitos cujas ordens sao divisiveis
apenas por nimeros primos em 7. Se m = {p}, entdo escrevemos geralmente grupo
pro-p em vez de grupo pro-{p}. Um subgrupo fechado H de um grupo profinito G é um
m-subgrupo de Hall se |H| é um 7m-ntimero e [G : H] é um 7'-nimero. Quando 7 = {p},

um 7m-subgrupo de Hall é chamado de p-subgrupo de Sylow .

Lema 2.6.3. Seja m um conjunto de nimeros primos. Suponha que G € um grupo profinito
e H<,G.
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(a) Suponhamos que G = Im G;, onde {Gi,¢ij, I} é um sistema inverso sobrejetivo
de grupos finitos. Entao, H ¢ um m-subgrupo de Hall de G se, e somente se, cada

0i(H) é um m-subgrupo de Hall de G;;

(b) H é um m-subgrupo de Hall de G se, e somente se, HU/U ¢é um m-subgrupo de Hall
de G/U para cada subgrupo normal aberto U de G.

Demonstragao. Sera omitida, mas pode ser consultada em [13], pagina 36. ]

Proposicao 2.6.4. Seja m um conjunto fixo de nimeros primos e seja G = I'&Hiel G; um
grupo profinito, onde {G;,pi;, I} € um sistema inverso de grupos finitos. Suponha que

cada grupo G; (i € I) satisfaz as sequintes propriedades:

(a) G; contém um m-subgrupo de Hall;

(b) Qualquer m-subgrupo de G; estd contido em um 7-subgrupo de Hall;

(¢) Quaisquer dois T-subgrupos de Hall de G; sao conjugados.
Entao:

(a’) G contém um m-subgrupo de Hall;

(b’) Qualquer w-subgrupo fechado de G estd contido num mw-subgrupo de Hall;
(¢’) Quaisquer dois w-subgrupos de Hall de G sao conjugados.
Demonstracao.

(a’) Seja H; o conjunto de todos os m-subgrupo de Hall de G;. Por (a), H; # 0. Desde
que ¢;; ¢ um epimorfismo, ¢;;(#H;) C H;, sempre que ¢ = j. Portanto, {#,;, pi;, [} é
um sistema inverso de conjuntos finitos nao vazio. De maneira aniloga a prova de

uma afirmacao feita durante a demonstracao da Proposicao 2.4.8, mostra-se que,
hm H; 7# 0
i€l

Seja (H;) € 1&17{1 Entao, H; é um m-subgrupo de Hall de G, para cada i € I, e
{H;, ¢, 1} é um sistema inverso de grupos finitos. Pelo Lema 2.6.3, H = @Hi é
um 7-subgrupo de Hall de G.

(b’) Seja H um 7m-subgrupo de G. Note que, ¢;(H) é um m-subgrupo de G; (i € I). Pela
hipotese (b), existe algum m-subgrupo de Hall de G; que contém ¢;(H), de modo

que o conjunto,

Si={5|pi(H) <S<G;, Séum m-subgrupo de Hall de G;}
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¢ ndo vazio. Além disso, ¢;;(S;) C S;. Entao {S;, i, I} ¢ um sistema inverso
nao vazio de conjuntos finitos. Novamente, como na demostragao do item anterior,

temos que

lim S, # 0.

iel
Seja (5;) € Im S;. Entéo, {Si,¢i;} € um sistema inverso de grupos finitos. Final-
mente,

H= @@i(H) < 1'&15’1 =S
e S é um m-subgrupo de Hall de G, pelo Lema 2.6.3.

(¢’) Sejam H e K m-subgrupos de Hall de G. Entao ¢;(H) e ¢;(K) sao m-subgrupos de

Hall de G; (i € I), e assim, por hipotese, eles sdo conjugados em G;. Seja

Qi={a € Gi| g i(H)q = ¢i(K)}.

Claramente ¢;;(Q;) € Q; (i = j). Portanto, {Q;,p;;} é um sistema inverso de
conjuntos finitos nao vazio. Novamente, pelo mesmo argumento da demonstracao
do item (a’), tem-se,

Hm Q; # 0.

1€l

Seja q € @QZ Entao, ¢ 'Hq = K, pois ¢;(¢"'Hq) = ¢;(K), para cada i € I.
]

Se m = {p}, p primo, entdo os Teoremas de Sylow, para grupos finitos, garante
que as hipoteses da Proposicao 2.6.4 sdo satisfeitas para todos os grupos finitos. Como

consequéncia, obtemos a seguinte generalizagao dos Teoremas de Sylow.

Corolario 2.6.5 (O Teorema de Sylow para grupos profinitos). Sejam G um grupo pro-

finito e p um numero primo fizo. Entao,
(a) G contém um p-subgrupo de Sylow;
(b) Qualquer p-subgrupo fechado de G estd contido num p-subgrupo de Sylow;
(¢) Quaisquer dois p-subgrupos de Sylow de G sao conjugados.

Se uma propriedade é compartilhada a todos os grupos de um sistema inverso
{G;, pi;} e essa propriedade é preservada pelos homomorfismos ¢;; de alguma maneira,
entao pelo método utilizado na demostracao da Proposicao 2.6.4, é possivel provar um
analogo criterioso dessa propriedade para o limite inverso @Gz Através dessa ideia,

obtém - se a seguinte caracterizacao para grupos pronilpotentes.
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Proposicao 2.6.6. Um grupo profinito G € pronilpotente se, e somente se, para cada
ndmero primo p, G contém um unico p-subgrupo de Sylow.
Denote por G, o tunico p-subgrupo de Sylow de um grupo pronilpotente G. Entao,

G € o produto direto G = Hp G, de seus p-subgrupos de Sylow.

No que se segue, a menos de uma menc¢ao, um subgrupo de um grupo profinito
vai sempre significar um subgrupo fechado e quocientes serao por subgrupos normais
fechados.

Lema 2.6.7. Seja G um grupo profinito.
(a) Sejam K, Ky <. G pronilpotentes, entdo o produto KKy € pronilpotente.

(b) G tem um subgrupo normal pronilpotente que contém todos os subgrupos normais

pronilpotente de G.
Demonstracao.

(a) Seja G = @ie[ G, onde {Gj, ¢;;,1} é um sistema inverso sobrejetivo de grupos
finitos. Denote por ¢; : G — G; a funcao projecao. Pela Proposicao 2.4.8, ¢; é
um epimorfismo. Como K; K5 ¢ um subgrupo fechado de G (Proposicao 2.3.1 (g)),
segue do Lema 2.4.6 (a), que

Ky Ky = Jim gy (K K) 2 Jim (K )i (K).
Em (x) usamos o fato que ¢; é homomorfismo de grupos. Note que,
wi(K1) 9G; e ¢i(Ky) <G;, paracadai€ [

é sao nilpotentes. Decorre do Teorema 1.2.9 de Fitting que ¢;(K7)p;(K3) é nilpo-
tente. Portanto, K7 K5 é pronilpotente.

(b) Seja H um subgrupo normal pronilpotente de G. Entdo, H = lglgpi(H) onde
{pi(H), ¢i;, I} é um sistema inverso sobrejetivo de grupos nilpotentes finitos. Temos
que cada ¢;(H)<G;. Uma vez que cada G; é um grupo finito, entao ¢;(H) < F(G;),
onde F(G;) é o subgrupo de Fitting de G;. Isso porque o subgrupo de Fitting de

um grupo finito é o maior subgrupo nilpotente.

Considere a familia {F(G;) | ¢ € I}. Note que, ¢;;(F(G;)) C F(G,), sempre que
i = j. Entao {F(G;), pi;, I} & um sistema inverso sobrejetivo de grupos nilpotentes
finitos, onde

F = lim F(G;)
¢ um subgrupo normal pronilpotente de G. Claramente H < F'. Como H foi tomado

arbitrariamente, segue a afirmagao (b).
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]

Corolario 2.6.8. Se K;,---, K, sdo subgrupos normais fechados pronilpotentes de um

grupo profinito G, entao K1Ks--- K, € pronilpotente.

Seja G um grupo profinito. Definimos os subgrupos fechados v, (G) (n =1, 2, --+)

de G da seguinte maneira:

Vl(G) = G7 f}/nJrl(G) = [Gvfyn(G)]

Entao, G = 11(G) > %(G) > -+ > 7,(G) > --- & chamada série central inferior de

G. Chamaremos -
Yoo (G) = [) 1(@)
n=1
de residual pronilpotente de G.
Lema 2.6.9. Seja G um grupo profinito. Entao,
(a) Voo(G) € 0 menor subgrupo normal cujo quociente G /v (G) € pronilpotente.
(b) G ¢é pronilpotente se, e somente se, V(G) = 1;
Demonstracao.

(a) Segue da demonstracao do Lema 2.5.4 (a) que

G .. G
(R SNl 2

onde G /7 (G)U sao grupos finitos para todo U <, G. Note que, para cada U <, G
existe k(U) € N tal que

= (i) = o (o)

G B %(U)(G)%o(G)U
e (%O<G>U) T GU

Perceba que, para todo k& € N tal que k£ > k(U) tem-se que

G\ m(@=(GU
7°°<%O<G>U>‘ 1T

Assim,

Logo,

o ( G ) _ Yoo (G) Voo (G)U = {1(G)U}.

700<G>U 700(G>U
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Isso implica que, para cada U <, G, o grupo G/7,(G)U é nilpotente. Portanto,
G /Y (G) & pronilpotente, em vista de (2.1).

Vamos provar agora que Y (G) é o menor subgrupo normal e fechado de G com essa
propriedade. Suponha que exista H <. G tal que G/H ¢é pronilpotente. Novamente,

pela demostracao do Lema 2.5.4 (a), tem-se que

G

G .
7o m g

U<oG

onde, para cada U <, G, o grupo finito G/HU é nilpotente. Assim, existe n(U) € N

V(v ( ¢ ) BRI GRS

de modo que

HU HU
Logo, para cada U <, G, tem-se que 7(G) < Yo (G) < HU. Entdo,

1(G) < () HU.
U<oG

Decorre da Proposi¢ao 2.3.4 (¢) que, 7.(G) < H. Portanto, segue (a).

(b) (=) Uma vez que G é pronilpotente e {1} <. G, entdo G/{1} = G é pronilpotente
e, por (a), 7 (G) = 1.

(<) Segue diretamente por (a).

Lema 2.6.10.

(a) O residual pronilpotente Voo (G) de um grupo profinito G € igual ao subgrupo gerado

por todos 0s comutadores [x,y|, onde x ey sao elementos de G de ordens coprimas.

(b) Para qualquer subgrupo normal N de um grupo profinito G temos

Demonstragao. (a) Seja H o subgrupo gerado por todos os comutadores [z, y], onde z e
y sao elementos de G de ordens coprimas. Claramente as imagens dos elementos x
e y no grupo quociente G/v,(G) sdo também elementos de ordens coprimas. Pelo
Lema 2.6.9 (a), G/7s(G) é pronilpotente. Segue pela Proposi¢ao 2.6.6 que, para

cada primo p, o p-subgrupo de Sylow de G é normal. Assim,

[, Y70 (G) = [2760(G), Yoo (G)] = V10 (G) = [2,Y] € Yoo (G).
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Logo, H C 75 (G). Como s (G) & fechado em G, tem-se que H C 7o (G).

Por outro lado, segue pelo Lema 2.5.4 (a) que, G/H ¢ um grupo profinito. Sejam
um p-elemento e y um p’-elemento de G. Entdo, [z,y] € H e, assim, [z,y]|H = H.
Desse modo, o p-subgrupo de Sylow de G/H ¢ normal. Pela Proposicio 2.6.6 tem-se
que, G/H ¢ pronilpotente. Entdo, 7,,(G) C H (Lema 2.6.9 (a)).

Portanto, 7. (G) = H.
(b) Sejam zN e yN elementos de ordens coprimas do grupo profinito G/N. Isso significa
que |zN| é um m-nimero e |[yN| é um 7’-nimero. Considere os subgrupos prociclico
(x) e (y) do grupo profinito G. Como esses subgrupos sdo pronilpotentes, decorre
da Proposigao 2.6.6 que (z) = [], Sp, onde S, ¢ um p-subgrupo de Sylow de (z), e
(y) =11, Sy, onde S, & um g-subgrupo de Sylow de (y). Assim,
e = x1x9, onde |z1| é um mw-ntimero e |z3| é um 7’-nimero;
® Y = y19o, onde |y;| é um 7'-nimero e |yz| é um T-nimero.
Uma vez que |(z)N/N| é um m-numero e |(y)N/N| é um 7'-nimero, tem-se que

o,y € N. Assim, N = 1N, yN = y; N e os elementos x; e y; possuem ordens

coprimas em G.

Entéo, [z1,y1] € 70(G), 0 que implica em, [xN,yN]| € ~,(G)N/N. Portanto,
Voo(G/N) € 70(G)N/N.

Por outro lado, se x e y sao elementos de ordens coprimas de G, entdo [z,y| €
Yoo (G). Claramente, =N e yN sdo elementos de ordens coprimas de G/N. Assim,
[N, yN] € 7o(G/N). Logo, Yoe(G)N/N C 7(G/N).

Portanto, 7o (G/N) = Yoo (G)N/N.

2.7 Grupos Profinitos Quase Engel

Nesta secao provaremos resultados relacionados em termos dos subgrupos

En(g) = ([rngl | x € G)

No que se segue, a menos de uma mencao, um subgrupo de um grupo profinito vai
sempre significar um subgrupo fechado e quocientes sera por subgrupos normais fechados.
Todo os subgrupos gerados por um subconjunto X de um grupo profinito GG serao gerados

por X como grupo topologico.
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Lema 2.7.1. Seja G um grupo profinito onde para cada elemento g € G existe um inteiro
positivo n = n(g) tal que o subgrupo E,(g) € finito. Entao, G € pronilpotente se, e somente

se, € localmente nilpotente.

Demonstragao. (=) Suponha que G é um grupo pronilpotente. Segue da Proposicao 2.5.3
(c), que para cada g € G existe um subgrupo normal e aberto N com quociente G/N
nilpotente, tal que, F,(¢g) " N = 1. Uma vez que E,(g) é finito, a imagem g/N de g no
grupo nilpotente G/N é um elemento de Engel, ou seja, existe um inteiro positivo m, que

pode ser a classe de nilpoténcia de G/N, tal que,
G
[tN,, gN] = N para todo zN € N

Perceba que,
[N, gN| = [t,n,g]IN=N = |[1,,9] € N.

Se m < n, tem-se que,
[ngl €N e [z,9] € E(9) = [rngl€E(g)NN=1 = [z,,9]=1, Vzeq.
Porém, se n < m, note que,

[l’,mg] - Hl‘;kg}mg} onde m =k +n.
——

cG

Entdo, [z,, g] € E.(g9). Dai, [z,, 9] € E,(9)NN =1 = [z,,9] =1 para cada z € G. De
qualquer forma g é um elemento de Engel do grupo G. Como g foi tomado arbitrariamente
em G, concluimos que todo elemento do grupo G é um elemento de Engel. Portanto, G
é um grupo profinito de Engel. Segue pelo Teorema 2.5.7 de Wilson-Zelmanov, que G é
um grupo localmente nilpotente.

(<) Seja G um grupo profinito localmente nilpotente. Suponha que G = @ie] G,
onde {G}, ¢;j, I} € um sistema inverso sobrejetivo de grupos finitos. Considere ¢; : G —
G, a funcgao projecdo. Pela Proposicao 2.4.8, ¢; é um epimorfismo. Note que existe um
subconjunto finito X de G tal que p;|x : X — G; é uma bijecdo. Como G é um grupo
localmente nilpotente entao (X) é um grupo nilpotente. Uma vez que imagens homomor-
ficas de grupos nilpotentes sdo também grupos nilpotentes, temos que ¢;((X)) = G; é
um grupo nilpotente. Entao, concluimos que para todo ¢ € I, GG; é um grupo nilpotente.

Portanto, G é um grupo pronilpotente. O
Provaremos agora uma versao da Proposicao 1.2.10 para grupos profinitos.

Proposicao 2.7.2. Suponhamos que B € um subgrupo normal de um grupo profinito A
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tal que B ¢é pronilpotente e voo(A/B’) € finito. Entdo o subgrupo

D=Ca(1(3)) = to€ Al bl < B)

€ aberto e pronilpotente.

Demonstracao. De maneira andloga a prova da Proposicao 1.2.10, mostra-se que

D=Ci (e (3)) = ta€ Al buldhal < B,

Como B’ é um subgrupo fechado caracteristico em B e B <. A, entao B’ <. A.
Assim, o quociente A/B’ ¢ um grupo profinito (Lema 2.5.4 (a)). Uma vez que 7. (A/B’)
¢ um subgrupo finito de A/B’, segue pelo Lema 2.5.4 (¢) que 7o(A/B’) ¢ um grupo
profinito.

Afirmamos que D é um subgrupo fechado de A. De fato, fixe y € v,,(A/B’)
e considere as aplicacbes ry,l, : A/B" — A/B' dadas por, © — zy e v — yuz,
respectivamente. Segue pela Proposicao 2.3.1 (a) que essas aplicagoes sao continuas. Ja
sabemos que a aplicagdo quociente m : A — A/B’ é continua. Assim, as aplicacoes
ryoml,om: A — A/B' sao continuas. Como A/B’ é, em particular, um espaco de

Hausdorff, segue pelo Lema 2.1.5 (d) que o conjunto
Xy={a€Al(ryom)(a) = (lyom)(a)}

é fechado. Assim,

X= 1 X

YEYo0 ()

é fechado. Para concluir a prova da afirmacao, vamos mostrar que D = X. Seja a € X.

Entao,
aB'rB = xB'aB', ¥V vB € 7(A/B') & B =a'2"B', ¥V 1 € 7(4)
& [xr,a] € B, V1 € y(A)
& aely ('yoo (%))
Logo, D = X.

De maneira analoga a prova da Proposicao 1.2.10, mostra-se que,

A A
< =
5 (1 (5)).

Como Y (A/B’) é finito, implica que Aut(ys(A/B’)) é finito. Assim, [A : D] ¢ finito.
Segue pela Proposi¢ao 2.3.1 (¢) que D é aberto.



77

Vamos mostrar agora que a imagem de D em qualquer quociente finito A de A &
nilpotente. As barras denotam as imagens em A. Afirmamos que Yoo (A/B’) = voo(A/B').
Com efeito, seja N < A tal que N < B’. Pelo Lema 2.6.10 tem-se que,

- A A\ B’ ~(A)N B’
A\ ) =W F =
To | =) =Y | 5 | = ; = B

B N N

B
N

Por outro lado,

~(A)B’ ~(A)N B’
. (A):%o<A>B'_” i 4

B) B B T

N N

Portanto, segue a afirmacio. Seja @ € D. Note que,

T = _ _ A
T¢ = 2% =7 para cada T € Y o)

Entdo @ € C4(7a0(A/B’)). Isso implica que,

D<Cy (@) _ oy (voo (%))

Como A/B’ é finito, existe d € N tal que 7o (A/B’) = 74(A/B’). Por hipotese, B é
pronilpotente, entdo B é nilpotente. Logo, D é nilpotente pela Proposicio 1.2.10.

Uma vez que A é um grupo profinito, segue pela Proposi¢ao 2.5.3 (d) que o
elemento identidade 1 de A admite um sistema fundamental U/ de vizinhancas abertas U

tal que U é um subgrupo normal de A onde A/U é finito e

P

dauU
Seja oy : A — AJU, U € U, a funcgdo projecao. Como D <. A, segue pelo Lema 2.4.6
que

D = @ eu(D).
Ueu

Vimos que ¢y (D) é nilpotente para cada U € U. Portanto, D é pronilpotente.
]

Antes de iniciar a prova do Teorema A, provaremos que se um grupo profinito
satisfaz as hipoteses desse Teorema, entao ele possui um subgrupo aberto localmente

nilpotente.

Proposicao 2.7.3. Seja G um grupo profinito onde para cada g € G, existe um inteiro
positivo n = n(g) tal que E,(g) € finito. Entao, existe um subgrupo normal aberto de G

que € pronilpotente.
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Naturalmente, tal subgrupo serd localmente nilpotente pelo Lema 2.7.1.

Demonstracao. Segue da Proposicao 2.5.3, que para cada g € G podemos escolher um
subgrupo N, <y G tal que, E,(g) N N, = 1. Afirmamos que g ¢ um elemento de Engel de
Ny(g). De fato, seja x € N,(g), entdo x = mh, onde m € N, e h € (g). Perceba que,

[z, 9] = [mh, g] = (mh)~'g~" (mh)g
= R tm Y (hh 1) g 'mhg
2

(g) & abehano m 1)h (hg) m(hg) S Ng
N—_— ——
ENg GNg

como N, <y G, tem - se que,

[@,n 9] = [[%, g];n—19] € Ny
eN,

Uma vez que [z,, 9] € E,(g) tem-se que [z,,g] € E,(9) N N, = 1, entdo [z,, g] = 1 para
cada z € Ny(g). Logo, g é um elemento de Engel de N,(g). Note que em cada quociente
finito de N,(g), g, a imagem de g, é um elemento de Engel. Decorre do Teorema 1.3.1 de
Baer que g pertence ao subgrupo de Fitting desse quociente. Assim, o (fecho do) subgrupo
[Ny, g] é pronilpotente. Com efeito, como Ny(g) € um subgrupo fechado do grupo profinito
G, segue da Proposi¢ao 2.5.3 (d) que

1 N9<9>
Nolo) = B TN, ()

onde V é um sistema fundamental de vizinhancas do elemento identidade 1 de GG. Assim,
{Ny(9)/(UNNyg)), puv,V} é um sistema inverso de grupos finitos (aqui estamos consi-
derando V com a seguinte definicao: U > V se, e somente se, V C U. Com essa defini¢ao

V é um poset dirigido). Considere a fun¢ao projecao

Ng<9>

wu : Ng(g) — TN N, (g)

Pela Proposigao 2.4.8, ¢y é um epimorfismo, para cada U € V. Como ¢y (g) pertence
a um subgrupo de Fitting F; de Ny(g)/(U N Ny(g)), entao [¢ou(N,),vv(g)] € Fy para
cada U € V. Uma vez que Ny(g)/(U N N,(g)) é finito tem-se que Fy é nilpotente. Como
[Ny, g] ¢ um subgrupo fechado de N,(g), segue pelo Lema 2.4.6 que,

[Ny, 9] = 1&“ ou([Nyg, 9]) = L m [y (Ng), eu(9)]-

vel/ vel/

Segue que [N, g] é pronilpotente.
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Seja ]\79 o fecho normal de [Ny, g] em G, ou seja,
Ny = ([Ng, 9" | © € G)

Notemos que para todo z,y € N, vale que

[, g][[=, g, ]
= [z, gllz, g xy, glly, ]!
[zy, glly, 9] € [Ng, gl.

[z, g]”

—~
*
~

Em (x) usamos que [zy, z] = [z, z][z, 2z, y][y, 2], onde z, y e z sdo elementos de um grupo.
Entédo, [N,,g] < N,. Como N, <, G, entao N, <. G (Proposigao 2.3.1 (c)). Segue pelo
Lema 2.3.2 (b) que, Ng([Ny, g9]) <. G. Uma vez que

[Ng7g] <]Ng = Ng SC NG([Ngag]) SC G
Pela versao do Teorema de Lagrange para grupos profinitos (Proposicao 2.6.2) tem-se que,
(G : Ng] =[G = Ne([Ng, gD)][Na([Ng, g]) = Ny

Como G ¢é compacto e N, é aberto, entao N, tem indice finito em G (Proposicao 2.3.1

(c)). Isso implica que [G : Ng([Ny, g])] é finito. Sabemos que
#{conjugados de [N, g] em G} =[G : Ng([Ng, g])]-
Dai, [Ny, g] tem um namero finito de conjugados. Assim,
N, = {([Ny, g]" | € G) = [Ny, g]"* - -- [Ny, g]** onde z1,---,24 € G.

Como,
[Ngag] = [Ngmg]wl (Z = 17 7k>

entao, Ng ¢ o produto de um nimero finito de subgrupos normais de V,, onde cada um ¢
pronilpotente. Segue do corolario 2.6.8, que ]\79 é pronilpotente e cada subgrupo Ng esta
contido no maior subgrupo normal pronilpotente K de G (Lema 2.6.7 (b)).

Afirmamos que G/K é um FC-grupo. De fato, como K <. G, entao G/K é um
grupo profinito (Lema 2.5.4 (a)). Denotaremos por g a imagem de g no quociente G/ K.
Segue pelo Lema 2.3.2 (a) que, Gg/k(g) <. G/K. Pela Proposicao 2.3.1 (e) tem-se que, a
imagem N, de N, no quociente G/K ¢ aberta, logo, N, é fechado em G/K (Proposi¢ao
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2.3.1 (c¢)). Como

e [Ny, g] < K, entdo Ny <. Cg/x(g). Pela versdo do Teorema de Lagrange para grupos

profinitos (Proposi¢ao 2.6.2) temos que,

[% :Ng} - [% : CG/K@)} [Carn(g) : N,

Uma vez que,

concluimos que [G/K : N, é finito. Consequentemente, [G/K : Cq/k(g)] ¢é finito. Logo,
G/K é um FC-grupo. Segue do Teorema 2.5.6 que G/ K possui subgrupo derivado finito.
Dai podemos escolher um subgrupo aberto B de G/K tal que, a intersegdo com (G/K)’
¢ trivial (Proposigao 2.5.3). Claramente B é abeliano. Deixe H ser sua imagem inversa
completa em G. Pela continuidade do homomorfismo canénico, H é um subgrupo aberto

em G tal que, seu subgrupo derivado H' < K. Como,

H\ HK _ K

k) K K%
temos que (H/K') é abeliano. Entao, M = H/K’ é metabeliano. Uma vez que, para todo
h € H < G existe n = n(h) tal que, o subgrupo E,(h) é finito, entdo a imagem de E,, (h)
em M é finito. Logo, M satisfaz as hipoteses da Proposi¢ao. Temporariamente usaremos

a notacdo E;(g) para os subgrupos e elementos de M correspondentes. Afirmamos que

para cada par de inteiros positivos 7, j, o conjunto
Eij={re M| |E(z) <j}

é fechado. Com efeito, como M é um grupo profinito, o elemento identidade 1 de M
admite um sistema fundamental £ de vizinhancas L tal que L <1, M. Pela Proposicao

2.5.3 (d) tem-se que
M

M = lim —.
L

fa—

m

LeLl

m
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Decorre do Lema 2.4.6 (b) que

E claro que E;; C Em. Para provar a inclusao contraria, é suficiente mostrar que se
|Ei(z)L/L| < j (L € L), entdo |E;(x)| < j. Isso decorre do Lema 2.5.5. Logo, F;; C E;
e, portanto, E; ; = E; ;. O que prova a afirmagdo.

Por hipotese, temos que
M= JE,
2%

Pelo Teorema 2.1.4 de categoria de Baire, tem-se que um desses subconjuntos contém um
subconjunto aberto, ou seja, existe um subgrupo aberto U e uma classe lateral aU, tal
que, aU C E, ,,, para alguns n, m. Em outras palavras, |E,(au)| <m para cada u € U.

Vamos mostrar que |FEa,1(u)| < m?, para cada v € U. Note que os subgrupos

Eypp(a) = {[za] | x € M)

Expn = (2 au] | 2 € M')

estao contidos em E,(a) e E,(au), respectivamente e, portanto, tem ordem no maximo
m. Afirmamos que Eyp,(a) e Epp,(au) sdo subgrupos normais em M. De fato, sejam
x € M e he M. Note que,

[sz a]h

M' é abeliano H.Th CL] . ah]
- ) ym—

h

[SC " CL] S EM/,n(CL).

Logo, Eyvp(a) < M. De maneira analoga, mostra-se que Eyy,,(au) < M.

Mostraremos agora que no quociente

M

M =
EM/,n(a) EM/JL((ZU)

ambos M’(a) e M'(au) sdo normais e nilpotentes de comprimento no maximo n. Com

efeito,
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e M'{a) <« M & [M'(a), M] < M'{a)

Sejam m’b € M'{a), m' € M' e b € (@), m € M. Note que,

como M’ < M implica que, [m/,m]® € M’ e [b,m] € M’. Entdo, [M'{a), M] <

M'{@). De maneira andloga, mostra-se que, M'{(au) <t M.

e Faca E = Eyy,(a)Eyr ,(au). Vamos provar agora que M’(@) é nilpotente de classe

no maximo n. Perceba que,

Vst (M(@)) = (@™, -, Mpa™]) | m e M/, t, €N, i=1,--- ,n+1).
Note que,
[[mya™,- - mpa™], m, 0™ E
t
= H[mlatla Ty mn—latn71]7 mnatn]a athrl] ﬂmlatla Ty mnatn]7 mn+1]a "+iE
WV
= [Hmlatlﬂ T 7mn71atn_1]7 atn] \[[mlatla T >mn71atn_l]a mn]at"j ath]E
I}
= [mya™,a®, - " E.

Aplicando sucessivamente a propriedade do Lema 1.1.5 (v), obtém-se que,
[mya™,a®, -+ Ja'"+] € Eypp(a) < E.

Portanto, M'(a) é nilpotente de classe no maximo n. De maneira analogo, mostra-se

que M'{au) é também nilpotente de classe no maximo n.

Segue do Teorema 1.2.9 de Fitting que o produto M’(a)M’(au) é nilpotente de

classe no maximo 2n. Claramente, u € M'(a)M’{au). Entdo, para todo x € M temos

[z, u, -+, ul € [Mu, -, u] < Eyppl(a) By n(au).

2n+1 2n

Assim, Eoyi1(u) < Enpp(a)Eyy n(au) € [Eopgr(w)| < [Evpp(a)||Enen(au)| < m?2. Uma

que,
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vez que M' < K/K', entdo para cada x € M tem-se que,

[,0041 uk] = [z, uk],on uk]|

——
=yeM’

= [Y,2nu] € [M' 2 u] < Eppn(a)Eyp p(au)

para cada u € U e k € K/K'. Consequentemente, |Fy,,1(uk)| < m? para cada u € U e
ke K/K'.

Defina V := U(K/K’). Entao, os subgrupos Es,1(v) satisfazem a desigualdade
|Foni1(v)| < m?, para cada v € V. A mesma desigualdade vale em cada quociente finito
V de V. Entdo vale que,

<m* VoeV.

ﬂ Eoni1(0)
n=1

Segue pelo Teorema B, que |7, (V)| < I, para algum ntiimero [ = [(m) dependendo apenas
de m. Como U <, V, decorre da Proposi¢io 2.3.1 (d) que V' <, M, entao, V <, M.
Logo, 7e0 (V') <. M. Note que, para cada L <, M tem-se que

| ()

Segue do Lema 2.5.5 que |7,(V)| < L.

Seja W a imagem inversa completa de V em G. Como V <, M, entao W <,
H <, G, o que implica em, W <, GG. Logo, W <. G e, assim, W é um grupo profinito
contendo o subgrupo normal e pronilpotente K. Denotemos por I' a imagem inversa

completa de 7 (V') em G. Entdo, pela Proposi¢ao 2.7.2 (b), tem-se que
F=Cw(ye(V)) ={weW | [Iu] < K'}

é um subgrupo normal e aberto pronilpotente de G.

Finalmente, vamos provar o Teorema A.

Teorema A (Khukhro-Shumyatsky). Suponha que G é um grupo profinito tal que para
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cada g € G exista um ndmero inteiro positivo n = n(g) onde o subgrupo E,(g) € finito.

Entao, G tem um subgrupo normal N finito tal que G/N é localmente nilpotente.

Decorre do lema 2.7.1, que para provar o Teorema A é suficiente mostrar que o

residual pronilpotente é finito.

Demonstracao.

Passo 1: Denotaremos por F(G) o maior subgrupo pronilpotente de G. Mostraremos
que o indice [G : F(G)] é finito;

Pela Proposicao 2.7.3, G tem um subgrupo normal aberto pronilpotente. Segue
da Proposigao 2.3.1 (d), que o maior subgrupo normal pronilpotente F'(G) é um
subgrupo aberto de G. Como G ¢, em particular, um grupo topologico compacto
e F(G) é um subgrupo aberto de G, tem-se pela Proposi¢ao 2.3.1 (c), que o grupo
quociente G/F(G) é finito.

Passo 2: Se existir um subgrupo F(G) < N < G, por indugao sobre o indice [G : F(G)],

provaremos que o residual pronilpotente de G é finito;

Como |G : F(G)] é finito, podemos usar inducdo sobre |G/F(G)| =n. Sen = 1,
entdao G = F(G) e, portanto, 7,,(G) = 1. Suponha, como hipotese de indugao que
o Teorema seja valido para todos os grupos cujo quociente pelo seu maior subgrupo
pronilpotente tenha ordem menor que n. Seja F'(G) < N < G. Como F(G) < F(N)
tem-se que
N N || F(N)
o3|~ 7w 71|

Logo, |[N/F(N)| < |G/F(G)|. Segue pela hipotese de indu¢do que v,,(N) é finito.
Considere agora o grupo G /e (V). Uma vez que N/v(N) é normal e pronilpotente
em G/700(N), entdo N/v(N) < F(G/vx(N)). Perceba que existe um subgrupo
normal H de G tal que F(G/7(N)) = H/vx(N). Note que

G G/vs
Yoo (V)

(V)
)
G - H/’YOO(N)
F(59) (™)

2
=
2
2
1
S
1

= @

Uma vez que F(G) < N < H, tem-se que
S P A I
H|~|N F(G)|

Entao, segue pela hipotese de indugao que Yoo (G /700 (IV)) € finito. Como Yoo (G /Yoo (V)
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Yoo (G) /Yoo (IN) entdo

10e ()] = '%o (ﬁ)\ (V)]

Assim, 75 (G) é finito.

Assim, podemos assumir que G/F(G) é um grupo simples (abeliano ou ndo abe-
liano).
Sejam p um namero primo que divide a ordem do grupo G/F(G) e g € G— F(G)

um elemento de ordem p" (p"™ é um ntmero de Steinitz).

Passo 3: Provaremos que o subgrupo R = [[{[Q, g]¢), onde Q é um g-subgrupo de Sylow
de F(G), com q # p, é finito;

Uma vez que F(G) é pronilpotente, para qualquer primo g # p, o elemento g age
por conjugacao em um g-subgrupo de Sylow @ de F(G) como um automorfismo de

ordem dividindo p".

Afirmamos que o subgrupo [Q, g] € normal em ) e consequentemente é normal em
F(G). De fato, sejam h,x € Q). Note que,

[hxmg] = [h,g]x[ﬂf,g] = [h’g]x - [hl‘,g][a;,g]_l.

Assim, [h, g]* é um elemento de [@, g]. Entao, [@,¢g] é normal em Q. Isso implica
que @ < N¢([@,g]). Como F(G) é pronilpotente, entao para todo primo p, divisor
da ordem de F/(G), tem-se que F'(G) = [], Sy, onde S, um p-subgrupo de Sylow
de F(G) (Proposicao 2.6.6). Perceba que para todo x € S,, p # ¢, = centraliza
[@,g]. Desse modo, S, < Ng(|Q,g]) para todo p # ¢, onde p||F(G)|. Assim,
F(G) < N¢(|Q, g]) e, portanto, [@Q, g] é normal em F(G). Perceba que a imagem de
(@, g] em qualquer quociente finito esta contida na imagem de E,,(g) pelo Lema
1.4.2. Note que,

_ [Q, g] ' }
e T IR
) Euo9)
_ n(9) (9
By ()] = Mutc {00 5n(g)(g)’ ¥ 9.6)
Como,
@49 L[@R9N = B9 o Eug9)N
NN [Q,g] N NN En(g) (g) N
e

@ gIN _ Eng(9)N
N - N
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para cada N <, G, concluimos que, |[@,g]| < [Enq)(g)|. Por hipotese, E,)(g)
¢ finito, entdo [@,¢] também é. Como [@,g] < F(G) implica que, F(G) <.
Nea([Q, g]) <. G. Pela Proposigao 2.6.2, temos que,

G F(G)] = [G: Ne([Q, g)][Ne([Q, g]) - F(G)]

como [G : F(G)] é finito, entdo [G : Ng([Q, g])] também ¢é finito. Assim,

#{conjugados de[Q, g] em G} = [G : No([Q, g])]

é finito. Logo, o fecho normal ([Q, g]¢) é o produto de um ntimero finito de conjuga-
dos e portanto, também & finito. Seja R o produto destes fechos ([Q, g]¢) sobre todos
os g-subgrupos de Sylow @ de F/(G), para ¢ # p. Uma vez que [Q, g] < E,4(9),
hé& apenas um namero finito de primos ¢, tal que, [Q, g] # 1 para os ¢g-subgrupos de
Sylow (). Portanto, R é finito.

Passo 4: Notaremos que é suficiente provar que o residual pronilpotente do grupo G/R
é finito;

Isso porque Y (G/R) = 7o(G)R/R ¢

Yoo (G)] < 1100 (G) B = |70 (G/ R)[| R].

Assim, podemos assumir R = 1. Como [Q, ¢°] < R, implica que [Q, ¢*] = 1 para
qualquer conjugado de g e qualquer g-subgrupo de Sylow @, q # p.

Sejam T' =[], Sy, onde S; é um g-subgrupo de Sylow de F(G) e {ti, -+ 4}
uma transversal de G modulo F(G). Consideraremos o subgrupo G; = (g™, -+ ,g') e

seja P um p-subgrupo de Sylow de F(G) (Possivelmente trivial).

Passo 5: Provaremos que G = G1F(G);

Note que
G1F<G> _ <gt17 T 7gtk>F(G)
F(G) F(G)
= (¢"F(G),- - ,g"F(G))
= ((gF(@))" "D, (gF(G))*FD).

Isso significa que, G1 F'(G)/F(G) é gerado pela classe de conjugagao da imagem de g.
Note que, G1F(G)/F(G) < G/F(G). Como G/F(G) é simples e G1F(G)/F(G) #
1, implica que G1 F(G) = G.

Passo 6: Provaremos que [PGy,T] = 1;
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Pelo nosso pressuposto, o produto cartesiano 7' de todos os ¢g-subgrupos de Sylow
de F(G), para q # p, esta centralizado por todos os elementos g'. De fato, se

x €T, entao v = x1---x,--- onde cada x, pertence a um ¢,-subgrupo de Sylow

Qn, gn # p- Note que

i 0
x9 = (X1 xp--)d
t; t
— e
[an 21}21
- Ty Ty
= xZ.

Assim, [¢",T] = 1, para todo i = 1,--- k. Entao [z,T] = 1, para todo z € Gy.
Desse modo, segue que [G1,7] = 1. Seja P um p-subgrupo de Sylow de F(G)
(possivelmente, trivial). Tomemos h € P, g; € Gy e € T. Perceba que

[hglvm] = [hax]gl [gbx]
G g,

Como P,T 4 F(G), entdo [h,z] € Pe [h,x] € T. Isso implica que [h, z] € PNT = 1,
assim, [h, 2] = 1. Entao, [hgi,z] = 1. Isso mostra que [PGy,T] = 1.

Passo 7 Mostraremos que Yo(G) = Voo (PG1);

Vamos mostrar agora que Yoo (G) = Voo (PG1). Perceba que G = G1F(G) = G, PT.
Sejam x1, 12 € Gy, y1,y2 € P e z1,29 € T. Note que,

[T1y1 21, T2y 2o] = [T1y1, Tay220)* 21, Tay220] (2.2)

= ([z1y1, 22][T1y1, T2y2|*?) 21, 22]) [21, T2ye) ™
N—— N———

=1 =1

= [1’1?/1, 51723/2] [21, 2’2]-

Entao, 12(G) = 72 (PG1)72(T). Por inducdo, vamos provar que v,(G) = 7,(PG1)vn(T)
para todo n € N. Suponha que v(G) = v (PG1)7(T) para todo k < n. Provare-

mos que a igualdade anterior vale para n.

"n(G) [Yn-1(G), Gl
['Yn I(PGI)’Vn 1<T)7G1PT]
= h/n I(PGl) PGlHVn I(T) T]
)

= Y (PG )Y (T

Hipétese de inducao

—
N

Em (%) usamos um raciocinio analogo ao de (2.2). Logo, acabamos de provar por
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inducao que v,(G) = Y. (PG1)7(T) para todo n € N. Mostraremos agora que
Yoo (G) = Yoo (PG1)7ao(T). E claro que 7o (PG1) Yoo (T) < 7a0(G). Seja € 700(G) =
N2, 1 (G). Como 7, (G) = Y (PG1)va(T), entdo & € v,(PG1)v,(T) para todo
n € N. Assim, existem a € 7,(PGy) e b € 7,(T), para todo n € N, tais que
x = ab. Desse modo, a € ()2, 7 (PG1) e b € (), 7(T), o que implica em,
T = ab € Yoo(PG1)Vo(T). L0go, Yoo(G) < Yoo(PG1)Yeo(T') €, portanto, v (G) =
Yoo (PG1)Yso(T). Pela construcao de T, segue que para cada primo ¢, divisor da
ordem de 7', existe um unico g-subgrupo de Sylow contido em 7. Entao, T é

pronilpotente pela Proposi¢do 2.6.6. Assim, 7.(T) = 1 e, portanto, V,.(G) =

Passo 8: Mostraremos que 7 (G) N7 ¢é finito;

Note que,

PT _GP GP < PT G,P
— P Y P

7P
B G, TP
B P
[G1,T]=1 PT  G.P G, P
P N Z
P P - ( P
Uma vez que,
G
Gi.P TPAOIF
Z(ZIP) ~ Toh (2.3)
F TP OLP
e
\P G PT
~ 1P ~ G
P =PT — :
e 7 FG)
Como % é finito, entdo o grupo em (2.3) é finito. Decorre do Teorema 1.1.6 de
Schur que (G1P/P)" é finito. Como
G, P G P G\P TP G, P
entao,
G, TP G
< Ng e —=.
P — P P
Claramente
TP 4 G
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Considere agora o grupo

Note que,

é abeliano, assim, é pronilpotente. Ja sabemos que T é pronilpotente, entao

=

(%)

é pronilpotente. Decorre da Lema 2.6.7 (a) que o grupo

b

c GiTP
P _ P
(45) (42

é pronilpotente. Segue do Lema 2.6.9 (a) que
G G P\’
P P
Logo, 7 (G/P) é finito. Como

(%O(Gli) NnT)P < %O(Cj;P)P . <G]13P> < (g)

P
entao, (Yeo(G1P)NT)P/P é finito. Note que,

(Yoo (G1P)NT)P Yoo (G1P)NT Yoo (G1P)NT
o - >~ (CLP)NT.
P 1 (GiPYNT NP 1 Yoo GLP) 0

Entao, v..(PG1) NT é finito.
Assim podemos assumir que 7' = 1, em outras palavras, que F'(G) é um p-grupo.

Passo 9: Se |G/F(G)| = p, notaremos que G ¢ pronilpotente. Entdo, 7. (G) = 1;

Se |G/F(G)| = p, entdo G é um grupo pro-p. Logo, G é o limite inverso de p-grupos
finitos, uma vez que os p-grupos finitos sao nilpotentes, entao G é igual ao limite
inverso de grupos nilpotentes finitos. Portanto, G é pronilpotente e pelo Lema 2.6.9
(b), tem-se que v,.(G) = 1. Segue do Lema 2.7.1, que G é localmente nilpotente.

O que prova o Teorema.
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Passo 10: Caso contrario, notaremos que temos o caso trivial em que F(G) = 1, o que

implica em, G ser um grupo finito e, portanto, v, (G) é finito.

Porém, se G/F(G) é um grupo simples nao abeliano, entdo escolhemos um outro
primo, r # p, dividindo |G/F(G)| e repetimos os mesmos argumentos acima para o
primo 7, no lugar de p. Como resultado, reduzimos a prova para o caso F(G) = 1,

onde o resultado é 6bvio, pois

G
— =G
F(G)
Entao, G ¢ finito e, portanto, v (G) € finito. Assim, G/ (G) é pronilpotente e sa-
tisfaz as hipoteses do Teorema A. Segue pelo Lema 2.7.1 que G /7 (G) é localmente

nilpotente.
0

Vamos finalizar esse capitulo apresentando algumas consequéncias do Teorema
A. Usamo aqui as mesmas notagoes empregada no enunciado desse Teorema.

Seja G' um grupo profinito satisfazendo as hipoteses do Teorema A. Segue como
consequéncia desse Teorema que G possui um subgrupo aberto localmente nilpotente.
Afirmamos que Cg(N) é um subgrupo aberto localmente nilpotente de G. De fato, como
N & um subgrupo finito de G, segue pela demonstracdo do Lema 2.5.4 (¢) que N é
fechado. Entao G/N é um grupo profinito localmente nilpotente satisfazendo as hipdteses
do Teorema A. Pelo Lema 2.7.1 tem-se que G/N ¢ pronilpotente. Entdo 7.,.(G) < N
(Lema 2.6.9 (a)). Assim, podemos considerar N = 7,,(G). Pela Proposigao 2.7.2, tem-se
que Cg(N) é um subgrupo aberto e pronilpotente. Uma vez que C(N) é aberto em G,
entao Cg(N) é fechado em G (Proposicao 2.3.1 (¢)). Entdo, C(N) é um grupo profinito
que satisfaz as hipoteses do Teorema A (Lema 2.5.4 (b)). Portanto, segue do Lema 2.7.1
que Cg(N) é um subgrupo aberto e localmente nilpotente de G.

Por fim, o Teorema B tem uma outra consequéncia, agora para grupos profinitos,

se ha uma uniformidade nas ordens dos subgrupos E,(g).

Corolario C. Suponha que G € um grupo profinito e que existe um inteiro positivo m
tal que para todo g € G existe n = n(g) de modo que |E,(g)] < m. Entao, G tem um
subgrupo normal finito N de ordem limitada em termos de m tal que G/N € localmente

nilpotente.

Demonstracao. Para cada subgrupo U normal e aberto do grupo profinito G tem-se que,
para todo g € G/U existe um inteiro positivo n = n(g) de modo que o subgrupo E,(g),
construido no quociente G/U, tem ordem menor ou igual a m. Assim, |E(g)| < m para
cada g € G/U. Decorre do Teorema B que |y (G/U)| é m-limitado. Como

- ()|= =]
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¢ m-limitado, segue pelo Lema 2.5.5 que |7, (G)| é m-limitado. O que conclui a prova do
corolério.

]
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