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Resumo

Neste trabalho iremos estudar a dinamica de homeomorfismos do circulo. Vamos
definir o nimero de rotacao por fragoes continuas de um homeomorfismo do circulo, e o
usaremos para estabelecer condigoes sobre as quais o homeomorfismo considerado é semi-
conjugado ou conjugado a uma rotagao, pelos teoremas de Poincaré e de Denjoy. Por fim,

estudaremos condicoes sobre as quais a conjugacao do Teorema de Denjoy é de classe C*.

Palavras- Chave— Homeomorfismos do circulo; Conjugacoes topologicas; Rigidez; Niimero

de rotacao;



Abstract

We are going to study the dynamics of circle homeomophisms. First, we’ll define the
rotation number by continuous fractions of a circle homeomorphism, then we’ll use it to
establish the conditions on which the given homeomorphism is semi-conjugated or conju-
gated to a rotation, by using the theorems of Poincaré and Denjoy. Finally, we will study

the conditions necessary so that the Denjoy’s conjugation is C*.

Palavras-Chave— Circle homeomorphisms; Topological conjugacies; Rigidity; Rota-

tion number;
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1 Introducao

O primeiro e segundo capitulos deste trabalho se direcionarao a estudar as condicoes
sobre as quais um homeomorfismo do circulo f : S' — S' é conjugado a uma rotacao
do circulo. Para isto, iremos definir o chamado niimero de rotacao do homeomorfismo f,
p(f), cujo primeiro uso foi feito por Poincaré (POINCARE, 1885). Provaremos o teorema
de Poincaré, que mostra que se o nimero de rotacao de um homeomorfismo é irracio-
nal, entao este homeomorfismo é semi-conjugado a uma rotagdo com mesmo ntmero de
rotacao. Ou seja, dado um homeomorfismo do circulo f : S* — S com ntimero de
rotacao irracional, existe uma rotacao R : S — S! e uma funcao h : ST — S injetiva
e mondtona tal que foh = ho R. A secao 2 se destinara a resultados que serao necessarios
ao longo do resto do trabalho, além de apresentar a formalizacao classica do ntimero de

rotacao, como definido pelo limite:

para todo z € S' e todo levantamento f de f. Por outro lado, para provar o Teorema
de Poincaré, iremos usar uma outra abordagem do numero de rotacao, conhecido como

nimero de rotagao por fragoes continuas, definido como:

a; +

as +
1

A+ . . .

em que a, é uma sequéncia de nimeros inteiros que dependera do homeomorfismo f. Esta

oy

construcao do nimero de rotagao e a prova do Teorema de Poincaré serao feitas na secao
3.

Naturalmente, podemos nos perguntar sobre quais condigoes a semi-conjugacao
acima é uma conjugacao, ou seja, em que condi¢oes h é sobrejetiva. Isso é resolvido no
teorema provado por Arnaud Denjoy em 1932 (DENJOY, 1932), que afirma que se caso f
seja um difeomorfismo de classe C! e sua derivada tenha variacao limitada, entao h é uma
conjugacao topoldgica entre f e arotacao R. Em particular, temos que todo difeomorfismo
do circulo de classe C? é topologicamente conjugado & rotacao R, pois podemos mostrar

que todos possuirao variagao limitada. Estes resultados serao provados na secao 4.



Finalmente, iremos estudar sobre quais condicdes a conjugacao h é de classe C1,
uma propriedade conhecida como rigidez. O primeiro resultado relacionado a rigidez foi
provado por Arnold (ARNOLD, 1961) para ntmeros de rotacao diofantinos, onde um
ntimero £ é dito diofantino se existem k& € R* e ¢ > 0 tais que:

i

q q
para todo racional ’é. Arnold mostrou que se um difeomorfismo analitico do circulo
possui numero de rotagao irracional diofantino e sua derivada é préxima de 1, entao o
difeomorfismo é conjugado a uma rotagdo. Anos mais tarde, em 1979, Herman provou
o resultado para difeomorfismos do circulo de classe C*** (HERMAN, 1979; HERMAN,
1980). Este resultado foi melhorado posteriormente para difeomorfismos de classe C**

(KHANIN & SINAI 1987), e sera a demonstragao apresentada neste trabalho na segao 5.



2 Homeomorfismos do Circulo

Definiremos o circulo como o quociente S' = R/Z. Desta forma, o circulo esté
identificado com o intervalo [0,1), que contém todos os representantes das classes de

equivaléncia mod 1. Considere a aplicacao 7w como a proje¢ao canonica:

m: R —>R/Z

x +— x(mod 1)

essa aplicagao é um recobrimento. Consideraremos a distancia entre dois pontos do circulo
como o comprimento do menor arco determinado pelos pontos. Dessa forma, vamos definir

a aplicacao distancia d : S' x S' — R como:

|[frac(z) — frac(y)| se |frac(z) — frac(y)| <

A o) =
T\ 1= Uracte) - frac)l se |frac(a) — frac(y) >

= N

em que frac(x) é a parte fraciondria de z. Observe que a aplicacdo acima estd bem
definida, pois todos os representantes da mesma classe diferem por um inteiro, logo a parte
fracionéria de todo representante para a mesma classe de equivaléncia é a mesma. Vamos
provar que d ¢ uma métrica em S*. Note que d([z], [y]) > 0, pois 0 < |frac(z)— frac(y)| <
1. Se d([z],[y]) = 0, entao temos dois casos possiveis. Se |frac(z) — frac(y)| = 0, entao
[x] = [y]. No segundo caso, temos |frac(x) — frac(y)] = 1, e novamente temos que
[z] = [y]. A simetria é imediata, pois |z — y| = |y — x| para todo x,y € R. Resta provar
que para todo [z], [y],[z] € S!, temos que d([z].[y]) < d([z],[2]) + d([2], [y]). Vamos ter
trées possibilidades, e as outras serao analogas.

Para simplificar a notacao, suponha sem perda de generalidade que 0 < x,y, 2z <

1.Suponha que |z —y|, |z — 2|, |y — 2| < % Dali, temos que:

d([a], [y]) = |z —yl < |z = 2[ + [z —y| = d([z], [2]) + d([], [y])

1

1, mas |y — z| > 3. Dal,

e segue o0 que queriamos. Suponha agora que |r — y|, |z — z| <

temos que:

l—|z—y[ 2|z -yl = —[z—2[+ ]|z -y
L—[z—yl+]|z—yl>]z+y|

e novamente segue o resultado. Finalmente, se |z —y| < 3 e |z — 2|, |y — z| > %, entdo

basta aplicar o argumento acima, mas considerando 2 — |z — y|. Os outros casos seguem



diretamente de pelo menos um destes 3. Em particular, note que os mesmos argumentos
provam que d : [0,1) x [0,1) — R definida da mesma forma é uma métrica.
Utilizando um recobrimento 7, também podemos definir uma ordem em S! da

seguinte forma: dados z,y € S*, diremos que z <y se (77! [jo,1)) " () < (7 [jo.1)) " (w).

Definigao 2.1. Sejam xz,y € S'. Definiremos o intervalo [x,y] do circulo como 7|, 7]
em que T = (7 |p1)) " (z) e § = (7 |j01)) " '(y). Podemos definir os intervalos abertos e

semi-abertos de maneira semelhante.

Apresentaremos agora alguns resultados importantes relacionados a homeomor-

fismos sobre o circulo.

2.1 Levantamentos

Definicao 2.2. Dada f : S' — S wma aplicacdo continua, dizemos que f:R — R ¢

um levantamento de f em R se f € continua, e mo f = fom.

Proposicao 2.3. Seja f : St — S uma aplicagdo continua. Se fi e f, sdo levanta-

mentos de f, entio existe k € Z tal que fi(z) =k + fo(x), para todo x € S*.

Demonstra¢ao. Como mo fi = fomr = mo fo, entdo fi(x) e fo(z) estdo na mesma classe de
equivaléncia médulo 1, logo fi(z) — fo(z) € Z. Como f; e f, sdo continuas, entdo f; — fo
é continua. Além disso, como R é conexo, segue que a imagem de f; — f3 é um conjunto

conexo em Z, portanto f; — fo é constante. n

Proposigao 2.4. Se f; : R — R é um levantamento de f : S — S, entao fi(z+1) =

fi(z) + ny, para algum inteiro ny e para todo x € R.

Demonstragao. Note que o fi(x +1) = fon(z+1) = fom(x) = mo fi(z). Usando o
argumento anterior, fi(x + 1) — fi(x) € Z, portanto existe n; € Z tal que fi(z + 1) =
f1<$)+n1,v1'€R. ]

Observe que o nimero n; encontrado na proposicao anterior independe do levan-
tamento escolhido. Com efeito, se f; é outro levantamento de f, pela proposicao existe
ny € Z tal que fo(z + 1) = fo(x) 4+ ny para todo x € R. Como f; — f2 é constante, segue

que

filz +1) = folr + 1) = fi(z) + 11 — fa(z) —

de onde temos que ny = ns.



Definicao 2.5. Se fi é um levantamento da aplicacdo continua f : S' — St tal que
filz+1) = fi(x) +n, dizemos que o grau topoldgico de f é n. Denotaremos o grau de f

por deg(f).

Proposicao 2.6. Sejam f,q: S* — S aplicagoes continuas com levantamentos f e g,

respectivamente. Entdo f o g é um levantamento de f o g, e deg(f o g) = deg(f) deg(g).
Demonstracao. Note que:
rofog=forog=fogon

logo f o g é levantamento de f o g. Além disso:

foglx+1)= f(g(z) + deg(g))

Afirmagao: Se f; é um levantamento de f, entdao fi(z +n) = fi(x) 4+ ndeg(f), para todo
n € Z. Ja provamos o resultado se n = 1. Suponha que o resultado vale para n € N.

Logo:

file +n+1) = filw+n) +deg(f) = fix) + ndeg(f) + deg(f) = fi(x) + (n+ 1)deg(f)

Além disso:

filz) = filz +n—n) = filz —n) +ndeg(f)

de onde vem que fi(z—n) = fi(x)—ndeg(f), e provamos a afirmacdo. Portanto, f(g(x)+

deg(g)) = f o g(z) + deg(g)deg(f), como queriamos. O
Proposigao 2.7. Se f: S' — S é um homeomorfismo do circulo, entio deg(f) = +1.

Demonstragao. Observe que Id : S' — St a aplicacao identidade no circulo tem como
levantamento Id : R — R. Além disso, Id(z+1) = 2+ 1 = Id(x) + 1, logo deg(Id) = 1.

Como f é um homeomorfismo, existe uma aplicacao f~! que é continua, e temos que:
deg(fo f~') = deg(f)deg(f™") = deg(Id) =1
Como sabemos que deg(f) e deg(f~!) sao inteiros, entao deg(f) = deg(f~') = +1. O

Definicao 2.8. Diremos que f : S' — S é um difeomorfismo de classe C* se seus

levantamentos forem difeomorfismos de classe C*.



f(z)

fly)

N/

f(x)

Figura 1: Exemplo de um homeomorfismo do circulo que preserva orientacao. Note que
partindo do ponto x no sentido anti-horario, atingimos o ponto y e depois o ponto z. Da

mesma forma, partindo no sentido anti-horério do ponto f(x), atingimos f(y) e depois

f(z).

Definicao 2.9. Se f : St — St é um homeomorfismo, diremos que f preserva orientagdo

se deg(f) =1. Caso deg(f) = —1 diremos que f inverte orienta¢ao.

Observe que uma consequéncia da definicao acima é que se f preserva orientacao,
entao seus levantamentos sao fungoes nao-decrescentes. Da mesma forma, se f inverte
orientacao, entao seus levantamentos sao funcoes nao-crescentes. Geometricamente, um
homeomorfismo do circulo preserva orientacao se, dados trés pontos x,y e z do circulo, a
ordem dos pontos f(x), f(y) e f(z) nao é alterada, partindo do ponto = e f(z), respecti-

vamente (Figura 1).

Definicao 2.10. Definimos os conjuntos:

Difi(SY) :={f:S' — S f difeomor fismo de classe C" e deg(f) = 1}

Difr(SY) == {f:S' — SY; f difeomor fismo de classe C" e deg(f) = —1}

A proposicao seguinte serd 1til para caracterizar os levantamentos de homeomor-

fismos do circulo que preservam orientagao:

Proposicao 2.11. Seja f : S — St um homeomorfismo do circulo que preserva ori-

entagio. Se f : R — R ¢é um levantamento de f, entdo f pode ser escrito como



f=1d+ ¢, onde ¢ € periddica de periodo 1, ou seja, p(x + 1) = ¢(z).

Demonstra¢io. Como f preserva orientacio, entdo deg(f) = 1. Defina ¢ := f — Id. Dal,

temos que:
Pl +1)=fla+1) = (z+1) = f(z) -z = ¢(z)

Portanto, ¢ é periddica de periodo 1, e podemos escrever f = ¢ + Id. O

2.2 Homeomorfismos que invertem orientacao

Nessa secao veremos como podemos descrever completamente a dinamica de ho-
meomorfismos que invertem orientacao. Para isto, precisamos de algumas defini¢oes adi-

cionais:

Definicao 2.12. Dizemos que x € S* é um ponto periddico de f : S* — S* de periodo
n €N, se f'(x) =z, e fi(z) # x, para todo 0 < i < n. Se f(x) = x, entdo dizemos que

x € um ponto fixo de f.

Definicao 2.13. Seja f : X — X uma funcdo definida em um espago métrico X.

Definiremos a semi-orbita positiva de x € X por f como:
OF (x) = {f"(s)in € Z,n > 0}
Caso f seja invertivel, podemos definir:
07 (&) = {f"(w)in € Zun > 0)
como a semi-orbita negativa de x por f. Em geral, definimos a drbita como Of(x) :=
{f"(x);n € Z}.

Definicao 2.14. Definimos o conjunto w — limite de f como o conjunto dos pontos de
acumulacao de O]T(x) e o conjunto o — limite como o conjunto dos pontos de acumulacao

de O; (z). Iremos representd-los por w(x) e a(x), respectivamente.

Observe que se f inverte orientacdo, entdo o segundo iterado f? preserva ori-
entacao, pois deg(fof) = deg(f)?. Dessa forma, antes de estudar a dindmica de homeo-
morfismos que invertem orientacao, precisaremos do seguinte Lema para homeomorfismos

que preservam orientacao:



Lema 2.15. Seja f : S' — S um homeomorfismo do circulo que preserva orientacdo.
Se f possui um ponto fixo, entao o conjunto w — limite da orbita de todo ponto de f é

formada por um ponto fixo.

Demonstragao. Seja y mod 1 € S' o ponto fixo de f. Observe que como y é um ponto
fixo de f, entdo existe um levantamento f tal que f(y + k) = y + k para todo k € Z.
Com efeito, sabemos que se f é um levantamento de f, entdo 7o f(y) = fon(y), de onde
mof(y) =y mod 1, ouseja, f(y) = y+ki, para algum k; € Z. Considere f; := f—k;. Note
que como kj é inteiro, f; ainda é um levantamento de f, e, por construgao, fi(y) = y. Além
disso, como f preserva orientacao, temos que fi(y+k) = fi(y)+k = f(y) —k1+k = y+k,
como querfamos. Considere f := f; de agora em diante. Tome 2 € S* um ponto qualquer,
e T € R tal que 7(Z) = 2. Como f preserva orientacio, segue que f*(Z) é uma sequéncia
nao-decrescente. Além disso, observe que o conjunto 7 '(y) é ilimitado superiormente,
daf existe y € 7 1(y) tal que ¥ < . Em particular, f*(z) < f*(y) = ¢, paratodon € N, o
que implica que a sequéncia é limitada, e temos que f™(Z) converge, digamos, para z € R.
Como f é continua, entdo z = lim, o f"71(Z) = f(lim,_s f(Z)) = f(2), e segue que z é
um ponto fixo de f. Finalmente, temos que como 7 é continua, 7(z) = lim,,_,, 70 f*(Z) =
lim,, e f 0 7(Z) = lim,, 500 f™(2), e como temos que 7(z) = 7o f(2) = f o m(z), segue

que 7(z) é um ponto fixo de f. O

Considere agora f um homeomorfismo do circulo que inverte orientacao e possui
um ponto fixo. Pelo que falamos anteriormente, f? preserva orientacao, e pelo Lema
segue que as 6rbitas de f? sao assintéticas a um ponto fixo. Em particular, temos que
todas as érbitas de f também serao assintéticas a um ponto fixo ou a um ponto periédico
de periodo 2. Com efeito, dado x € S!, sabemos que f?"(x) — vy, para algum y € S*
ponto fixo de f2. Como f é continua, lim,, o fo f2"(z) = f(lim, o f2"(2)) = f(y) = v
Observe que as subsequéncias f2*(z) e f*"*!(z) possuem todos os termos da sequéncia
f™(x) (a menos do primeiro). Portanto, se existe uma sequéncia convergente (f())men,
de termos da drbita de x por f que converge para um ponto de w(zx), ela deve possuir
infinitos termos de pelo menos uma das subsequéncias f2"(z) e f?"*1(z), e pela unicidade
do limite, segue que a sequéncia (f™(x))men, deve convergir para um ponto fixo ou para
um ponto periédico de periodo 2. Dessa forma, vemos que se um homeomorfismo possui
um ponto fixo, podemos conhecer a dinamica de qualquer um de seus pontos. A seguir,

veremos que no caso de homeomorfismos que invertem orientagao, sempre podemos aplicar
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este argumento.

Proposicao 2.16. Seja f um homeomorfismo do circulo que inverte orientagcao. Entao

f tem precisamente dois pontos fixos.

Demonstragao. Seja x € S' com x # f(x). Considere p,q € S! pertencentes a di-
ferentes componentes conexas de S' — {z, f(x)}. Sejam A := (x,p) e B := (¢, )
os arcos determinados por estes pontos. Considere A e B maximais, de forma que
ANSf(A) =0 = B f(B). Observe que, como por hipétese f inverte orientacao, entao
A e f(A) estardo contidos em uma componente conexa de S' — {z, f(z)}, enquanto f(B)
e B estarao contidos em outra componente conexa. Pela maximalidade de A e B, temos
que f(p) = p e f(q¢) = q. Ademais, nenhum outro ponto pode ser ponto fixo, pois se

y € A, entao f(y) € f(A), e Ae f(A) sao disjuntos a menos do ponto p. O]

Dessa forma o conjunto w — limite de homeomorfismos do circulo que invertem
orientacao fica completamente descrito: como f? preservaré orientacio e sempre possuira
um ponto fixo, como vimos, qualquer ponto sera assintotico a um dos dois pontos fixos
da proposicao ou a um ponto periédico de periodo 2.

Podemos usar argumentos similares ao que fizemos acima para homeomorfismos
que preservam orientagao e possuem ponto periodico. Neste caso, se f possui um ponto
periédico y € S* de perfodo k, entdo y é ponto fixo de f*. Portanto, f* preserva orientacio
e possui um ponto fixo. Dai, pelo Lema, todas as érbitas de f* serao assintéticas a um
ponto fixo x de f*. Em particular, o conjunto w — limite de f é uma 6rbita periddica de
perfodo k. De fato, note que dado qualquer y € S, terfamos que f™*(y) — x se n — oc.
Dai, segue que como f é continua, f"*~!(y) — f~!(x) para todo 0 < t < k. Resta mostrar
que estes sao os Unicos pontos de acumulacao da oérbita de y por f. Com efeito, note
que dado qualquer outro ponto de acumulacao w € S* da érbita de y por f, existe uma
sequéncia com infinitos pontos distintos que converge para w. Esta sequéncia devera ter
infinitos pontos de pelo menos uma das sequéncias (f™*~!(y)),eny para algum 0 < t < k,
logo o resultado segue pela unicidade do limite.

Para estudar homeomorfismos do circulo que nao possuem pontos periddicos ou
pontos fixos (E, pela proposigao anterior, preservam orientagao), precisaremos definir o

chamado ntimero de rotacao.
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2.3 Rotacoes

Antes de definir o nimero de rotacao, iremos estudar o comportamento das 6rbitas
de uma rotacao do circulo, que também serao importantes para estudar a dinamica de ho-
meomorfismos do circulo que nao possuem pontos periddicos. Primeramente, definiremos

uma rotagao:

Definicao 2.17. Definimos uma rotagao do circulo por um angulo @« € R com 0 < a <1

como a aplica¢ao

R, :S! — St

r — (z 4+ a)mod 1

Queremos mostrar que as rotacoes do circulo sao homeomorfismos. Antes disso,
uma obsevacao: dado z,y € R, se 0 <z < 1e0 <y < 1, entdo fraclx —y) =
frac(x) — frac(y). De fato, da hipdtese temos que —1 < —y <z —y <1—y < 1. Logo
frac(x —y) =x—y—|z—y| = r—y. Seja agora R, : S* — S! uma rotagao do circulo.

Note que podemos definir uma aplicacao:
R, :S' — st
r— (x —a)modl
e temos que (R_,(z)) é a inversa de R,. Vamos provar que R_, é uma isometria, e
entao seguird que rotacoes do circulo sao isometrias, portanto homeomorfismos. Sejam

[z], [y] € S* tais que d([z], [y]) = € e suponha sem perda de generalidade que 0 < z,y < 1.

Temos dois casos: se |R_,(frac(z)) — R_o(frac(y))| < 3, temos que:
d(R_o(7), R-a(y)) = | frac(R-o(z)) — frac(R_o(y))| = [frac(z — a) — frac(y — o)
= |frac(z) — frac(a) — frac(y) + frac(a)| = |frac(x) — frac(y)| =€

Portanto R_, é uma isometria, logo é um homeomorfismo.
Observe que dada uma rotacao do circulo R,, um levantamento desta ¢ dado pela

translagao T,(z) = = + a. Com efeito:
Ryom(z) = (v + ) (modl) = 7o T,(x)

Como este levantamento é crescente, entao ele preserva orientacao. Por abuso de notacao,

chamaremos as translagoes que definimos de rotacoes, e as denotaremos por R,. Observe
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que se uma rotacao R, tem um ponto periddico de periodo n, entao todos os seus pontos
sao periédicos de periodo n. Com efeito, se z € S' é um ponto periédico de periodo n,
entao segue que x = R!'(z) = (x 4+ na)mod 1. Isso implica que na € Z, portanto dado
qualquer outro ponto y € S', segue que R"(y) = (y + na)mod1l = ymodl. Logo y

também é periédico de periodo n.

Proposigao 2.18. Se a € irracional, entdo a drbita de Ry (x) é densa em S*, para todo

T €.

Demonstragdo. Seja x € S* e F := O, (x). Observe que F é um conjunto invariante por
R,. Afirmamos que F também ¢é invariante por R,. Com efeito, consideremos y € F e
tome uma sequéncia (y,),eny de pontos em F' tal que y, — y. Note que como R, é uma

isometria cuja inversa é R_,, entao é um homeomorfismo, e portanto:

R.(y) = Ry(lim y,) = lim R, (y,)
n—oo

n—oo

Como F é invariante, entdao R, (y,) € F, ¥n € N, de onde temos que R,(y) € F. Logo
R.(F) C F. Por outro lado, para todo z € F, utilizando o argumento anterior para R_,,
terfamos que R_,(z) € F, de onde Ry (R_o(2)) = 2z € Ro(F), ou seja, F' C Ry (F), o que
conclui a afirmacao.

Como R, é injetiva (pois é homeomorfismo), segue que A = S — F é invariante.
Suponha, por absurdo, que a érbita de R, nao seja densa em S'. Dai, teriamos que A é
um conjunto aberto, pois é o complementar de um fechado, e nao vazio. Considere uma
componente conexa (arco) Ay de A, com comprimento € > 0. Como A é invariante e R,
¢ um homeomorfismo, entdao R!(Ay) também é uma componente conexa de A, para todo
n € N.

Afirmamos que os conjuntos R!(Ag) sdo dois a dois disjuntos. Com efeito, su-
ponha que R?(Ag) (R (Ag) # 0, com m > n. Dai, como homeomorfismos levam com-
ponentes conexas em componentes conexas, entdo RI'(Ag) = R (Ap). Como as rotagoes
preservam orientacao, os pontos de RY(Ag) sdo periddicos de periodo m — n. Portanto,
tomando x € RI'(Ap), existe z € Z tal que x + (m —n)a = x + z, e dai terfamos que
a = z/(m—n) € Q, um absurdo. Concluimos que os conjuntos R!(Aj) sao dois a dois
disjuntos.

Por outro lado, como R, é uma isometria e Ay tem comprimento ¢ > 0, entao o

comprimento de A é maior que ne, para todo n, um absurdo. O
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2.4 Definicao classica do niimero de rotacgao

Nesta se¢ao iremos definir o nimero de rotacao e estudar algumas de suas propri-
edades. Seja f : S! — S um homeomorfismo do circulo que preserva orientacio. Pelo
que vimos antes, existe um levantamento F': R — R tal que w o F' = f o, e para todo
xo € 7 1(f(0)), existe um levantamento F}, no qual F,,(0) = zg, ou seja, basta compor F
com uma rotagao adequada. Desta forma, para cada xy, o levantamento correspondente

ird diferir dos outros por um inteiro.

Teorema 2.19. Seja f : S' — S um homeomorfismo do circulo que preserva ori-
entacao. Seja F' : R — R um levantamento de f. Entao para todo ponto x € R, o
limate

o) = (Jm )
existe e independe do ponto x. O numero de rotacio p(f) = w(p(F')) € independente do
levantamento F', e € chamado de nimero de rotacdao de f. Se f possui um ponto periédico,

entao p(f) € racional.

Demonstracao. Suponha que o limite existe para algum x € R. Note que F' leva intervalos
de comprimento 1 em intervalos de comprimento 1, pois caso contrario a relacao mo F =
f o nao seria satisfeita. Segue entao que para qualquer y € R e Vn € N, temos que
|F™(z) — F"(y)| < 1, pois F"(z) e F™(y) sempre estarao contidos em algum intervalo de

comprimento 1. Dai, temos que
((F"(z) — ) = (F"(y) = y)| < [F"(2) = F*(y)[ + [z —y[ < 2,

entao temos que

Fr(@)—a |F"(y) =yl _2
n n n

e fazendo n — oo, vem que

p<f’:”(“m W) =p<f>:7r(nm M)

n—00 n—00 n
Observe que como F"(y + k) = F™(y) + k e F' é um homeomorfismo, |F"(z) —
FM'y+ k)| = |F"(z) — F"(y) — k| < k+1Vn € NeVk € Z. Entao, como fizemos antes,

teremos que:

(@) —al [Py k) = g+ k) _ k2
n n T oon
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e temos que

o) = (i ST <) = (i )

n—00 n—00 n

para todo y € R. Isto prova que o limite nao depende do ponto x escolhido.

Suponha agora que F%(x) = x + p para algum x € [0,1) para p,q € N. Ou seja,
temos que 7(z) é um ponto periddico de f de periodo ¢, pois o F(z) = w(z + p) =
7(x) = fon(x). Para todo n € N, tome n = kg + r, em que 0 < r < ¢. Dai, temos que
F*(z) = F"(F*(z) = F"(x + kp) = F"(2) + kp, e como temos que |F"(x) — x| < p, entdo
vale que

F”(a:)—:v_F’"(m)+kp—x_FT(x)—:r+ p

n kqg+r kq+r q+

De onde, fazendo k — oo, vem que

p(f) = lim =L =

F'(z)—x _p
n—00 n q
Logo se f tem um ponto periédico, o nimero de rotacao é racional.

Suponha agora que F(x) # = + p, para todo © € R e p,q € N, isto é, f ndo tem
pontos periédicos. Para cada par p,q € N temos que F(z) > z + p ou Fi(z) < x + p,
Vx € R. Para cada n € N, escolha p,, € Z tal que p, — 1 < F"(z) — = < p, para todo

x € R. Dessa forma para cada m € N,
m(pa —1) < F™ (@) —x < mp,

e dividindo por mn, temos

P 1 F™(z)—2x p,

n n mn n

Aplicando o mesmo argumento para m, teremos que existe p,, € Z tal que para o n

considerado, temos:

w1 P (g) — m
1 _F"@) - _pn

m m mn m

Daf, subtraindo ambas as expressoes temos que |22 — 22| < |2 4+ 1| portanto a sequéncia
m n m n

(z)—z

/ / F™
{E2} é de Cauchy. Pela forma como construimos p,, segue que — >— converge se n —

00. O

Observe que o ntmero de rotacio p(f) € S', mas, por abuso de notagio, como

ST =R (mod 1), escreveremos p(f) = x para algum z € [0, 1].
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Proposicao 2.20. O nimero de rotacio depende continuamente de f na topologia C°.

Demonstra¢ao. Seja f um homeomorfismo do circulo que preserva orientagao. Escolha

p,q,p,q¢ € N tais que ¢ > p, ¢ >p e § < p(f) < zi:. Seja F' um levantamento de f tal
que p < F(x) —x < p+ q, para algum z € R. Entao p < Fi(z) —x < p+¢q Vz € R.
Suponha, por absurdo, que ndao. Entao caso exista y € R tal que F(y) —y < p, terfamos

que

Fiy)—y p _ Fi(r) —x
q q q

o que implica que p(f) = 0 se ¢ — oo, um absurdo, pois tomamos p(f) > § > 0.

Por outro lado, se F'(y) —y > p + ¢, entao

Fi(r) — F(y) —
@-z _p , Fy-y
q q q

o que implica que p(f) =1 (mod 1) =0 (mod 1), se ¢ — 0o, novamente um absurdo.
Note agora que podemos definir d(f,g) = sup,cq |f(z) — g(x)| = sup,er |f ©
n(z) — g o w(z)| para toda f e g homeomorfismos do circulo. Suponha que para algum

e > 0, vale que d(f, g) < ¢, entdao para G e F levantamentos de g e f, temos que

1

T or

|[f em(z) —gom(z)| =|roF(z) —moGx)| = | (2)[|F(x) — G()] F(r) = G(x)]

O que implica que podemos escolher g suficientemente proximo de f tal que a desigualdade
p < Gl(x)—x < p+q é vélida, e temos que § < p(g). Podemos aplicar o mesmo argumento,
mas utilizando p’ e ¢/, de onde obterfamos que p(g) < %:, e segue o resultado.

]
Proposicao 2.21. O numero de rotagdo € um invariante sobre conjugacoes topolégicas.

Demonstracao. Sejam f e h homeomorfismos do circulo que preservam orientacao. Sejam
F e H os levantamentos de f e h, respectivamente. Entao H o F o H~! é um levantamento

de ho fog™!, entao para todo x € R
(HFH Y () -2 (HF"H Y(z)—2 H(F"H '(z))— F"H '(x)
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Note que o primeiro termo da expressdo acima tende a 0, pois H(z) = = + ¢(z), onde
o(z) < C, para algum C > 0. O terceiro termo da expressao também tende a 0 se n — oo,
e temos que

(HFH Y)"(z) — x ~ lim F"H Y(z) — HY(x) —o(f)

n n—o00 n

p(hfh™t) =
O

Proposicao 2.22. Se f : S' — S ¢ um homeomorfismo, entio p(f) € racional se, e
somente se, [ possui um ponto periddico. Além disso, se p(f) = §, onde p e q sao inteiros

nao nulos e primos entre si, entao todo ponto periodico de f tem periodo minimal q.

Demonstracao. Ja fizemos o caso em que f possuir pontos periédicos implicar que p(f) é
racional. Suponha que p(f) = %, onde p,q € N. Se F e F = F +1 sao dois levantamentos
de f, onde | € Z, entdao F9 = F? 4 [q. Dessa forma, podemos escolher F o tnico
levantamento tal que p < F7(0) < p+¢q. Para mostrar a existéncia de um ponto periddico
de f, é suficiente provar que existe x € [0, 1] tal que F(z) = =+ k, para algum k € Z. Se
para algum z € [0,1], F(x) < x + p, entdo por continuidade temos que existe y € [0, 1]
tal que F?(y) = y + p. Da mesma forma, se existe = tal que F(x) > = + p + ¢, entdo
terfamos que F'%(x) = z + p 4+ ¢q. Vamos supor entdo que = +p < F(x) < x + p + q para
todo x € [0, 1]

Escolha € > 0 tal que para todo z € [0,1], z+p+e < Fi(z) <x+p+q—e¢
A mesma desigualdade sera valida para todo z € R, pois como F é um levantamento,
Fi(x + k) = Fi(x) + k, para todo k € Z. Dali, temos que:

pte_+eq FM@)-—a kptg—e_pta—c

q kq kq kq q

para todo k& € N, contradizendo o fato que p(f) = %, se tomarmos k — oo. Concluimos

que F9(z) =z +pou Fi(z) = x + p+ ¢, para algum z, de onde temos que = é peridédico
de periodo gq.

Agora assuma que p(f) = . parapeq relativamente primos. Seja z € [0,1) um
ponto periédico de f. Logo existem inteiros p’ e ¢ tais que F? = z + p/. Pela prova do
teorema 1.1, p(f) = {qi:. Entao se d € Z é o maior divisor comum de p’ e ¢/, como p e g sao
relativamente primos, segue que ¢’ = gd e p' = pd. Afirmamos que F%(x) = x + p, pois,
caso contrario, terfamos que F9(z) < x 4+ p ou F(x) > z + p. Supondo o primeiro caso,

entdao temos que Fl(x) > x + qd, o que contradiz nossa hipétese de que F' ¢ =z

Analogamente provamos o outro caso, e concluimos que x é periddico de periodo q. [
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Teorema 2.23. Seja f : S* — S' um homeomorfismo do circulo que preserva orientacao
com nimero de rotagdao racional p(f) = %, onde p e q sao relativamente primos. Entao

para todo ponto periddico v € S', a ordem de {z, f(x), f*(x),...,fT (z)} € a mesma

2p

ordem do congunto {0, §, 2, s

(¢ —1)E}, que € a drbita de 0 sobre a rotagio Ryy).

Demonstrag¢ao. Seja x um ponto peridédico de f, e sejai € {0,..,¢— 1} o inico nimero tal
que f%(x) é o primeiro ponto a direita de z na érbita de x por f. Entao f%(x) deve ser o
primeiro ponto a direita de fi(z), pois caso f'(z) € (fi(z), f*(x)), entao | > ie f7i(z) €
(x, f(z)), contradizendo a hipétese de que f*(z) é o primeiro ponto a direita de z. Dessa
forma, os pontos da érbita de x estdo ordenados como z, fi(z), f2(x), ..., f4Vi(x).

Seja 7 um levantamento de x. Note que f7 leva cada intervalo [f*(z), f*#+1(2)]
em seu intervalo sucessor e existem ¢ intervalos, pois x é ponto periédico de periodo gq.
Logo, existe um levantamento F' de f! tal que F9(z) = Z + 1, pois como x também é
ponto periédico de f de perfodo ¢q. Seja F o levantamento de f tal que F%(z) = T + p.
Entao ' é um levantamento de f, e temos que F* = F + k, para algum k € Z. Portanto

temos que:

T+ip=F"(1) = (F+k)")(@) =F(7) + gk =2+ 1+qk

Portanto ip = 1 + gk, logo i é o inico nimero entra 0 e g tal que ip =1 (mod ¢). Como

‘ ) R A Iy
os pontos do conjunto {0, §, 7”, (g — 1)’5’} sao ordenados como 0, %, s w, segue o

teorema. ]
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3 O Teorema de Poincaré

Em vista do que estudamos no capitulo anterior, a partir de agora considerare-
mos um homeomorfismo do circulo f : S' — S' que nao contém pontos periédicos,
isto é, preserva orientacao. Neste capitulo apresentaremos uma outra construcao do
nimero de rotagao, chamada de nimero de rotacao por fracoes continuas, a qual coincide
com a apresentacao cldssica apresentada anteriormente. Antes de enunciar o teorema de
Poincaré, sera conveniente identificar homeomorfismos do circulo com certas aplicagoes

g :la,b] — [a,b].

3.1 O conjunto de fungoes S(J)

Fixemos um homeomorfismo do circulo f : S' — S sem pontos fixos ou
periédicos que preserva orientacdo. Observe que a aplicacao 7 o1 ¢ uma bije¢ao continua.
Vamos provar que 7 [j1): [0,1) — S é uma isometria. Lembre-se que jd definimos

métricas em S' e [0,1) no inicio do capitulo anterior. Dessa forma, para todo x,y € [0, 1),

temos que se |z — y| < i, entdo d(n(z),7(y)) = |z — y| = d(z,y). Por outro lado, se

|z — y| > 1, entdo d(r(z),7(y)) = 1 — |z — y| = d(z,y), logo 7 |jp1) é uma isometria.
Observe que podemos utilizar os mesmos argumentos para  |(o,1]-
A menos de uma rotagao, podemos considerar m,, : [0,1) — S, tal que m,,(0) =

7o, para todo zo € S*. Essa aplicacao ainda é uma isometria, pois como vimos, rotacoes

1

sao isometrias. Note que como 7" ainda é uma isometria, é continua, e temos que

. _1 _ . . . 1
lim,_, . 7,/ (t) = 0. Pelos mesmos argumentos, usando a isometria 7, : (0, 1] — 5" com
-1

Teo(1) = g, temos que limy_, 40y~ 7,

(t) = 1. Utilizando a restricdo ¢, := m,." |s1_ {0}

vamos definir uma aplicagao ¢ : [0,1] — [0, 1] da seguinte forma:

(
¢f(xo) o f o Qb;(lxo)(t)a sete (Oa 1)6 13 7é ¢f(x0)<x0)
0, Se t = (s (0)
git) =19 ’
lim o+ g(t), set=0
[ lime- g(t), set=1

O limite lim; o+ g(t) existe pois a aplicagao ﬂ?&o) o f 0Ty |1y é continua em 0,
além disso, como [0, 1] é fechado, temos lim, ,o+ g(z) € [0,1]. Analogamente, vemos que
lim;_,- g(t) também existe ja que mr(y) (0,1 € 77?&0) sao continuas em 1. Em particular,

esses limites sdo iguais. Definiremos ¢ = ¢(g) 1= ¢y(4)(20) diferentemente dos outros
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pontos, pois ¢z, o f o gb;(lzo)(c(g)) = G f(a0)(f(20)) D0 estd bem definida.

Pela construcao que fizemos e usando o fato que limy_, f()+ W;(lm)(t) =0e
limy_, f(z0)- W}T&O) (t) = 1, segue que os os limites laterais em ¢ irdao existir, e lim;_,.+ g(t) =0
e lim; .- g(t) = 1.

O que fizemos acima foi ”abrir” o circulo em um ponto arbitréario f(z) e identificé-
lo com o intervalo fechado [0,1]. Podemos fazer essa mesma construgao para qualquer

intervalo J = [a, b] da reta. Essa construgdo motiva a seguinte definigao:

Definicao 3.1. Dado um intervalo J := [a,b], defiimos o conjunto de fungées S(J) como

as fungoes g : J — J tais que:
1. g(a) = g(b).
2. Existe um unico ponto c(g) € (a,b) de descontinuidade de g.
3. g € estritamente crescente em cada componente conexa de J — {c(g)}.
4. limy o+ g(t) = a e limy_,.— g(t) = b. Em particular, g(c(g)) = a ou g(c(g)) = b.

De maneira similar, dada uma aplicacdo g € S(J), podemos associd-la a um
homeomorfismo do circulo. Também podemos definir analogamente um conjunto S’(.J)

aos quais sao associados homeomorfismos que invertem orientacao.

3.2 Aplicagoes de primeiro retorno

Definicao 3.2. Seja f : J — J uma funcao e I C J um intervalo fechado tal que
para todo x € I existe um inteiro positivo n tal que f"(x) € 1. Definimos a aplica¢io de

primeiro retorno de f a I como a aplicacdo:

R(f) = "),
em que n(x) = min{n € Z,n > 0; f"(z) € I'}.

Fixemos um ponto o € S, um intervalo J = [a,b] e considere um homeomor-
fismo f € S(J) tal que f nao tem pontos periédicos. Observe que se ¢ = ¢(f), entao o
interior de J pode ser dividido nas componentes conexas (a,c) e (¢,b). Vamos definir os
intervalos J' e J” da seguinte forma: se f(a) é tal que f2(a) < ¢, ou seja, se o intervalo

f?(a,c) intercepta o intervalo (a,c), entdao definiremos J' = (c,b) e J” = (a,c). Caso
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J' J“

Figura 2: Intuitivamente, estamos ”cortando”o circulo no ponto a = z( e o ”esticando” no
intervalo [a,b]. Note que como f?(a) nao ultrapassou o ponto a, entao J' estd & esquerca

de c e J" estd a direita.

contrario, definiremos J' = (a,c) e J” = (¢,b). Além disso, pela constru¢ao que fizemos

temos que em ambos 0s casos:

f) g
f(J//) ) J/

Suponha que J' = (a,c) e J” = (¢,b). Defina py = f(a) = f(b). Como a
aplicagdo f |, é continua e injetora, sua imagem por f é o intervalo aberto (po,b).
Como f |;» também é contiua e injetora, a imagem de f((pg, b)) por f também serd um
interalo aberto, que definiremos como f((po,b)) = (p1,po), para algum p; € J. Assim,
indutivamente nos construimos os intervalos (pg, px—1), ---, (Po, b) adjacentes abertos, dai

temos que f*(J') = (px_1, pi_2), para k > 2.

Proposicao 3.3. Seja um homeomorfismo do circulo f € S(J) tal que f: J — J tal
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que f ndo tem pontos periddicos e que J' estd a esquerda de J". Existe um inteiro a(f)

tal que fD(JYNJ' £ 0.

Demonstracao. Suponha, por absurdo, que este inteiro nao existe. Dal, os pontos px
) Y Y
formam uma sequéncia estritamente decrescente em J”, que é limitado inferiormente por

¢, portanto a sequéncia é convergente. Defina p = lim;_, p;. Logo:
f(p) = f(lim p;) = f(lim f7(po)) = lim f7*'(po) = lim pjyy =p

que é um absurdo, pois f nao possui pontos periédicos, em particular, nao possui pontos

fixos. O

Podemos utilizar argumentos similares para o caso J' = (¢,b) e J” = (a, ¢). Vamos
definir J(f) como fecho de f*D*1(J)(J.J', que serd um intervalo fechado.A préxima

proposicao nos dara exatamente qual a aplicagao de primeiro retorno do homeomorfismo

faJ(f).

Proposicao 3.4. Sejam f € S(J) sem pontos periddicos, c = c(f) e J', J" as componentes
conezas de J — {c} tais que f(J') C J" e f(J") D J'. Seja a(f) o menor inteiro positivo
tal que J' () fADF(T") # 0. Seja J(f) o fecho de f*D+Y(J)JJ'. Entao:

1. a(f) ¢ o menor inteiro positivo tal que o fecho de J'\J f(J)U ... f*HD (") cobre
J.

2. Se fo(J") contém c em seu fecho, entdo fONY(J) = J = J(f), f*D(c)=ce
fUD*(a) = a. A aplicagio de primeiro retorno de f em J(f) é R(f) = fo¥H+1 q

qual possui dois pontos fixos nos extremos de J(f)

3. Caso f*)(J") ndo contém c em seu fecho, entio J(f) contém estritamente J', e a

aplicagao de primeiro retorno de f a J(f) € dada por:
R(f) = fa(f) ‘J// Of |J/

4. R(f) € 5(J(f))

Demonstragdo. Se c estd no fecho de f2)(.J'), entdo ¢ = py(s)-1, portanto f@N1(J) =
f((¢e,pacp))) = (a,c) = J'. Dessa forma, temos que a aplicacdo de primeiro retorno de f a
J(f) = [a,b] é dada por fe)+1. Além disso, pelo que vismo, a e ¢ sdo pontos fixos dessa

aplicagao.
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Se ¢ nao estd no fecho de f*¥)(J'), entdo ¢ pertence ao interior de f*+1(J),
e J(f) = [a, pa()+a]- Observe que J(f)(NJ" = (¢, pa(s)1] € f((¢,pa(r)-1)) = (a,pa()) C
J(f). Logo a restrigao de R(f) ao subconjunto J(f)().J"” é dado pela prépria f. Por
outro lado, note que f*H*([a,c)) C J(f), e que fi([a,c)) N J(f) =0, para i < a(f) + 1,
portanto a restricio de R(f) ao subconjunto [a,c) é a funcao f*()+1,

Dessa forma, R(f) esta definida em J(f) = [a, pa(s)-1] € temos que:

R(f)(a) = D a) = f*D(po) = pacsy = F(Pats)-1) = RU) Pair)-1)

Além disso, ¢ é o unico ponto de descontinuidade de R(f), e ¢ estd no interior de J(f).
Por ser composicao de aplicagoes crescentes em cada componente conexa, temo que R(f)
¢ mondtona crescente em cada componente conexa de J(f) —{c}. Finalmente, temos que:

lim R(f)(z) =a

Tz—ct

lim R(f)(x) = pa(p-1

T—Cc—

E concluimos que R(f) € S(J(f)). O

Observe que podemos fazer uma construgao analoga se considerarmos J' a direita

de J".

Definigao 3.5. Seja f € S(J). Definiremos Jo = J, ¢ : Jo — Jo, ¢po = [ € a3 = 00, se
f possui pontos fixos. Caso contrdario, temos o0s sequintes casos:

Se J' estd a esquerda de J”, definimos a; =1, J1 =J e ¢ = f.

Se J' estd a direita de J", definimos a1 = a(f) + 1, J1 = J(¢po) = (f) e 1 =
R(¢o) = R(f).

Vamos supor agora que Ji, Jo, ..., J,_1 € ¢1, ..., p,_1 estejam definidas indutiva-
mente, ¢ ¢,_1 : J,_1 —> Jp_1 nao tem pontos fixos. Definiremos J,, a aplicacao de
primeiro retorno ¢, e a, da seguinte forma: J, = J(¢n_1), &n = R(dn_1) : Jn — Iy
e a, = a(¢,_1). Se ¢,_1 possui pontos fixos, definiremos a, = oo e interrompemos o
processo. Por outro lado, se ¢, nao tem pontos fixos para todo n € N, este processo
nunca terminara.

SeJ D Jy DJery:J; — J; é aaplicacao de primeiro retorno de f a Ji, e
ro : Jo —> Jo € a aplicagao de primeiro retorno de r; para I, entao ro também é aplicacao

de primeiro retorno de f a Iy, pois I; D I,. Aplicando o argumento anterior, podemos
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concluir que para todo n € N na construgao anterior, temos que se ¢, € a aplicacao de
primeiro retorno de ¢,,_1 a J,, entao também o é para f.

Observe agora que se J' estd a direita de J”, entdo pela nossa construgao temos
que ¢1 = R(f) e J; = J(f), e pela proposigao anterior, ¢ (J; () J") = R(f)(J1(J") C J,
ou seja, o interior da componente conexa esquerda de J; — {c} é levado na componente
direita. De maneira similar, se J’ estd a esquerda de J”, entdao ¢1 = f e J; = J. Dal
o1 (J') = f(J') € J". Portanto, em ambos os casos temos que o interior da componente
conexa esquerda de J; — {c} é levado na componente direita por ¢;.

Vamos denotar J/, pelo interior da componente conexa esquerda de J,, — {c}, se
n ¢ impar, ou da componente direita, se n é par. Denotaremos por J!” como o interior da

outra componente conexa. Observe que:

_Jl/lﬂj
J= T (=T

Ou seja, a ordem de J/, e J! ¢é alterada a cada passo do processo que construimos. Utili-
zando a proposigao anterior novamente, temos que ¢, leva J! em J! para todo n tal que

¢, esta definida. Novamente pela proposicao:

On gy = R(dn-1) |1 = &0 nOnt) | n Obn 1 |y
¢n |J;L = R(¢n—1)

Proposicao 3.6. Sejam qy = 1, ¢1 = a1 € Gn+1 = Gu—1 + Ant1Gn, para n > 1, tal que
an = a(¢pn_1). Entao:

(bn |J,’L = fqnil
Gn |y = [T

Demonstracao. Consideraremos dois casos possiveis: suponha que J’ estd a direita de J”.
Para n=1, temos que ay = a(f) + 1, s = J(f), 61 = R(). Jy = J' () e Jy = T

portanto temos que:

o1 |y = RUf) lrnap=f L= f=fP
¢1 |y = R(f) 5= f*D |gn of | = foDF = for = fon
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Suponha agora que J' estd a esquerda de J”, entao ay = 1, J; = J e ¢; = f, portanto

temos que:

o1 |y =f=f"
o1 |y =f=[f"=f"

Concluimos que o resultado vale para n = 1. Vamos supor agora que o resultado vale

para n = k, dai, paran = k + 1, temos que:

Ors1 ’J;'JH: R(¢y) ’Jé: (ox ’J];,)a(¢k) o ¢y, ’Jé - (ka>a(¢k) o fl-1 = f(Qk—1+a(¢k)q1c) = fort

Oy |y, = Ok L= ™

k+1

e o resultado segue por inducao. O
Proposicao 3.7. Paran > 2, temos que:

1. Sen € par, entao J, = [f1(c), fi(c)], J, = (f?(¢c),c) e J! = (c, fi»—(c)).

2. Sen € impar, entao Jo = [f"(c), f"(c)], I = (¢, f"(¢)) e J = (f=(c), ¢).

Demonstracao. Provaremos apenas para o caso n impar, pois o outro caso serd andlogo.
Como temos que ¢,, € S(S,), observe que os extremos do intervalo J,, coincidem com os
limites lim,_,.+ ¢,(x) e lim,_,.- ¢,(x), pela definicao de S(J,). Utilizando a proposigao
anterior, segue que ¢, | = fi"' e ¢, |;y= f? e, como J), estd a esquerda de J;,, obtemos

que:

lim ¢,(x) = lim f%(x)

z—ct T—ct
lim ¢,(z) = lim fo1(z)
r—c— T—c—

Observe que f9 e fi-1 sao continuas em c¢. Com efeito, caso contrario, como c¢ é o tinico
ponto de descontinuidade de f, entao terfamos que fi~1(c) = ¢, e o limite lim,_,+ f%(x)
coincidiria com um dos extremos de J, um absurdo, pois para n > 2 os extremos de J,
sao distintos dos extremos de J. Portanto f% é continua em c. Analogamente vemos que

fi=1 é continua em c, dai:

lim ¢y (z) = lim fo(z) = f*(c)

z—ct z—ct
lim ¢,(z) = lim fi'(z) = f(c)
T—Cc Tr—Cc
Logo, J, = [f?(c), f7»=(c)]. Como J! estd a esquerda de J!  entdo temos que J, =

(fi(c),c) e J! = (¢, f=*(c)), o que conclui a demonstragao. O



25

Gn—1—1 . dn—1
Proposigao 3.8. A unido dos conjuntos |J f'(J}) e U f(J)) € formada por inter-
~ ~

i
valos dois a dois disjuntos. Além disso, o fecho desta unido € igual a J.

Demonstragao. Por construcao, ja sabemos que os intervalos J! ., = J" (" f(én), &n(J)),-. Z(¢")(J;l)
sao dois a dois disjuntos, adjacentes e seu fecho é justamente o intervalo J/, a menos dos
pontos extremos.

Por inducao, temos que se J' estd a esquerda de J”, entdao a1 = ¢ = 1, J; =

J,J; = J" e J/ =J". Portanto, para n = 1 os dois termos da uniao sao dados por:
Uﬂh =)=
U f fO J//) g’

e concluimos que a uniao é J'|JJ” = J, como queriamos.

Se J' estd a direita de J”, temos que a; = ¢ = a(f) + 1, J; = J(f), J| =
(f@h*(c),¢) e JI' = J'. Logo a unido serd dada por J] Uatj) f4(J"), e o resultado segue
como queriamos. =

Provamos para o caso n = 1, agora suponha que o resultado é verdadeiro para n,
logo vale para a uniao:

qn—-1—1 gn—1

U runu U re) (1)
i=0 i=0
Lembrando que J), = J. |, e observe que:
a(d)n an+1—1

VESANY U oo () =T U Feted)
=0

além disso, J! difere da unido da direita apenas em seus pontos extremos dos intervalos

¢! (J!). Portanto, o fecho de (1) é o mesmo fecho de:

gn—1—1 Qn—1 qn+1—1

UfWMJUﬂnHULJf 2)

Tome entao:

dn—1 An+4+1— 1 dn—1 dn—1 CI7L+171

UﬁnHULJWMMf =Urooyyrey s
i=0 j=0
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Dai, fagamos:

anjlf an 1fj(1n+qn 1 J, qUI fz an 1 J/ Uan+qn 1 J/ Uf2qn+qn 1 Jl)U
=0 j=0
U f(anJrl_l)(In“FQ'nfl (f;z)) = qol fi+q"71(<]7/l) U q[j fi+q"+%*l (J;l) U qEJl fi+(an+1—1)qn+qn—1 (Jqlz)
An+1qntqn-1—1 ' qn+1i_10 ' = =0
= U run=U rv
1=qn—1 1=Qn—1

logo (2) pode ser escrito como:

gn—1—1 gn—1 Gn41—1 Gnt1—1 Gn—1
U ruoyY U fraold U o U F () UUf (Jhi1)
1=qn—1
o que conclui a demonstracao. O]

3.3 Dinamica simbdlica

Vamos definir o conjunto ¥ = {F, ¢, D}¥ como sendo o conjunto de sequéncias
de simbolos (z,)nen = (20,21, ...) tal que z; € {E,¢, D},Vj € N. Vamos associar uma

sequéncia dessa forma a cada fungao f € S(J) e x € J.

Definig¢ao 3.9. Definimos o itinerdrio de x € J com respeito a f € S(J) como a sequéncia

(if(z)) = (io(x),41(2), ...), em que:

E, se fi(z) < c(f)
ij(x) =19 ¢, se fi(z) =c(f)
D, se fi(x) > c(f)

Construiremos uma ordem no conjunto ¥ da seguinte forma:

Defini¢ao 3.10. Sejam (z,), (y,) € X. Diremos que (x,) < (yn) se existe k € N tal
que x; = y; para j < k e x < y,. No conjunto {(E,c, D)}, consideraremos a ordem

E<e<D.

Veremos agora alguns resultados relacionados a dinamica simbdlica que cons-

truimos.

Lema 3.11. Sejam f € S(J) e x,y € J, entdo:

1oz <y= (if(z)) =2 (ir(y))
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2. (ig(x)) < (iy(y)) = 2z <y

3. (ip(f7(x))) = d?((iy(x))),Vj €Z,5 >0, em que o((zg,x1,...)) = (@1, T2, ...)
Demonstragao. Para o item 1, suponha por absurdo que (if(z)) # (if(y)). Portanto,
existe k € N tal que i;(z) = 7;(y), com j =0, 1,..., k— 1, mas ix(z) # ix(y). Note que que,
em particular, temos que f7(z) e f7(y) estdao na mesma componente conexa de J —{c(f)},

e sabemos que f é mondtona crescente nesta componente conexa, pois f inS(J). Dali,

temos que f* também é mondtona crescente, logo f¥(x) < f*(y), de onde segue que
ix() < ix(y), © temos que (iy(x)) < (i5(v)).

Agora iremos provar o item 2. Observe que como (if(x)) < (if(y)), entdo por
definigao existe k € N tal que i;(z) = i;(y) para j =0, 1,...,k—1 e ix(x) < ix(y). Portanto,
fE(x) < f*(y), e fF1(y) e f*1(x) estao na mesma componente conexa de J — {c(f)}.
Utilizando novamente que f* é monétona crescente nestas componentes conexas, entao
i 1(x) < f¥1(y). Segue que x < y pelo mesmo argumento que utilizamos antes.

Para o item 3, observe que ix(f7(x)) = ix4;)(z), dai, temos que:
(i7(f(2))) = (io(f (), i1 (f (2)), ...) = (i(2), i145(2), ..) = 0 (io (@), i1 (@), ...) = o7 ((if()))
o que conclui a demonstracao. O]

Definig¢ao 3.12. Sejam yi,...,ym € {E,c, D} e x, € ¥.. Definimos:

(yb 7ym) ’ (xn) = (yh <oy Ym, Lo, L1, )

Além disso, denotaremos (xq, ..., m—1) por (Ty)m. Defina também

(@) = (@0 )m;

(xn)k = (Tn)m - (mn)]:n_la se k> 2

Defini¢ao 3.13. Sejam J = [a,b], f € S(J) e c = c(f). Definimos:
KH(f) = (D, E) - (ig(f*(c)))
k() = (£, D) - (iy(f*(1)))

Lema 3.14. Seja f € S(J) um homeomorfismo do circulo sem pontos periddicos. Entdo

paran > 1, temos que:

k+(f>¢]2n+2 = kJr(f)an ’ (k+(f)Q2n+1>a2n+2 kJr(f)fIszrl = kJr(f)fIznfl ' (ki (f)g;:ﬂ
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Demonstracdo. Na primeira igualdade, é suficiente mostrar que:

g (fn @) = K f) gy
para todo i € {0, ..., asn4+1 —1}. Lembre-se que j& provamos na proposicao 3.7 que J;,,; =
(ferti(c),c) e Jy, 1 = (¢, f2(c)). Além disso, pela proposi¢ao 3.8, temos que a unido:

(U P (), ) (U Fi((e f( ))))

=0

é densa em J e é formada por intervalos dois a dois disjuntos. Em particular, temos que o
intervalo (f +(c),c) U (¢, f2(c)) U {c} = (f2+'(c), f2(c)) é disjunto com o intervalo
fie, fe(c),c), Vi = 1,...,q2n, — 1. Como f2(c) > ¢, segue que se © € (c, f2(c),c),
entao ig(x) = D e iy(x) = f(z) = E, logo (if(x))gns = kT(f)gnsr- Agora, como

it (o, C J5 4, para todo @ = 1, ..., Gansa, Pont1 ’f])gnH: [, Gania |y, = fentt
entao fentiam+i(c) € (¢, f©2(c)], para todo i = 1,...,qan 42, de onde segue a igualdade

como queriamos. A demonstragao da segunda igualdade é anédloga. n

Observe que na igualdade do lema anterior, se trocarmos o segundo simbolo do
lado direito da igualdade de D por F, o resultado ainda é vélido se n = 0. Com efeito,
vamos tomar os 2 casos possiveis: se J' estd a esquerda de J”, entdo a; = 1 e ay = a(f),
logo g0 = 1, ¢ = 1 e ¢ = a(f) + 1. Dai, temos que k*(f),, = k7(f)yy = D, e
kY (f)g = (D, E)- D272 = k*(f)y - (k7(f)g)® = D - D%, a menos do segundo simbolo.

Vamos supor agora que J' estd a direita de J”. Dali, como vimos anteriormente,

sabemos que a; = a(f) + 1 e a; = a(R(f)). Portanto:
k;l(f) = (D,E) . Ea172 = D . E(Ilfl — .D . qufl

Além disso, note que como kf (f) = D, K} (f) = D-E" ' ek} (f) = (D, E)-ig(f*(c))g,—2,
entao as expressoes coincidem até o termo ¢;, a menos do segundo simbolo. Supondo que
J = [a,b], entdo temos que J; = [f9(c),b], J| — (f"(c),c) e J = (¢,b). Como vimos na
secao anterior, sabemos que ¢1 |y= f e ¢y [;p= f". Também temos que ¢*(J}) C J7,
Vi =1, ...,aq, portanto f%(c) € Ji, Vi = 1,...,;as. Como i(f2(¢))g_, = i7(f*(x))g-1,
para todo = € [c,b), segue que i;(f®T(c)),, = kT(f)q4, para todo i = 1,...,as — 1.

Portanto, temos que a menos do segundo simbolo, vale que:

k+(f)qz = k+(f)qo ) (k+(f)q1)a2

o que conclui a demonstracao desta observacao.
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Proposigao 3.15. Se f,g € S(J) nao possuem pontos pericdicos e a;(f) = a;(g), para
todo i > 1, entdo k™ (f) = k™ (g).

Demonstrag¢ao. Note que como por hipdtese a;(f) = a;(g), entao temos que ¢,(f) = ¢.(9),
para todo n > 0. Em particular, como a,(f) = ai(g), entdo J'(f) = J'(g) estdo na mesma
posicao relativa a J”(f) e J”(g). Vamos supor que J esta a direita de J”. O outro caso
serd andlogo. Dai, temos que a; = 1, as = a(f) = a(g) e, dessa forma, ¢o =1, ¢ =1 e

g2 =a(f)+1=ua(g) + 1. Dali, segue que:

e, pela observacao que fizemos acima, k¥ (f)g, = k7(9)g,, € temos que k7 (f)g = k7 (9) g,

e pelo lema anterior, temos que:

k+(f)qzn+1 = k+(f)q2n—1 ) (k_(f)qzn)GQnH(f)a sen=1,e
k+(f)q3 - k+(f)q1 ) (k_<f)q2)a3(f) = k+(9)q1 ) (k+(g>q2>a3(g) = k+(g)q2n+1

e aplicando o mesmo argumento para um n qualquer, concluimos que:

k+(f)qn = k+(g)qn

para todo n > 0, logo k*(f) = k™ (g). O

3.4 Numero de rotacao por fragoes continuas

Nesta secao iremos apresentar outra construcao do nimero de rotagao. Também

provaremos que esta construcao é equivalente com a que fizemos anteriormente. Seja

a€l0,1) e R, € S(J), tomando J = [0, 1]. Defina:

0=, e

!
em que |J)| representa o comprimento de J).

Proposicao 3.16. Nas condigoes acima, vale que para todo n > 1:

enQn—l + en—IQn =1
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Demonstra¢ao. Suponha que a € (0,1/2). Dai, temos que J' = (¢,1) e J” = (0,¢), em
que ¢ = ¢(Ry) = 1—a. Além disso, a; = a(R,)+1 e J; = J(R,). Dessa forma, temos que
a(a(Rs + 1) + 61 = 16y + 61 = 1, como querfamos. Agora iremos supor que o € (3,1).
Dai, temos que J' = (0,¢) e J” = (¢,1),logoa; = 1, J; = J e |J]| = |J'| = 1 —a, portanto

Op + 01 = a109 + 0, = 1. Para n > 1, por construcao temos que:

Jnir = Iy = {on() U UG+ ()}, e

! 7
n—l_‘]n

entao temos que 6,11 =6, 1 — a,110,. J4 vimos também que o fecho da uniao:

Qn—l_l dn—1

U rulUrD

¢ igual a [0,1]. Além disso, os intervalos das unides acima sao dois a dois disjuntos a
menos do bordo. Os intervalos da primeira uniao possuem comprimento 6,,, enquanto os

da segunda 6,1, entao segue que para n > 1, vale:
ann—l + 0n—1Qn =1
o que conclui a demonstracao. O]

Definigao 3.17. Seja a € [0, 1]. Definiremos os nimeros p, = p,(«) como:

po =10
pr=1

Pn = LaqTLJ7 sen > 1
em que a |.| € a fungao mdximo inteiro, definida como:
|z] = max{n € Z;n < x}

Iremos agora provar algumas proposicoes que relacionam as sequéncias p, € ¢,

que nos ajudarao a definir o ntimero de rotacao.

Proposicao 3.18. Para todo n > 1, vale que:

(_1)n9n = 0Qn — Pn
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Demonstra¢ao. Observe que se n é impar, entao o intervalo J!, = (R4 (c), c). Portanto:
0, =c— RI"(c) =c— RI"(c) = c— c+ ag,mod1l = —ag, mod 1
dai, temos que:
—0, = ag, mod1 = aq, — p,
No caso em que n é par, temos que J!, = (¢, RI*(c)), e dessa forma:

0, = RI"(c) — c = ag, mod 1 = aq,, — p,

Proposicao 3.19. Para todo n > 1, vale que:

Pn+19n+1Pn + Pn—1

Demonstracao. Por definicao, temos que ¢,—1 = a,+1q, + ¢n—1 € pela proposicao anterior,

segue que:

Prt1 = ani1 — (= 1) 0,11 = a(gno1 + @ns1qn) — (=1)" (01 — @ni16y)

= Qn+1 (QQn - (_1)n9n) + (aqn—l - (_1)n+19n—1) = Ap4+1Pn + Pn—1
o que conclui a demonstracao. O]

Proposicao 3.20. Para todo n > 0, vale que:
An+1Pn = qnPn+1 = (_1)n+1
Demonstracao. Suponha que n = 0. Dali, temos que:
@1po — qop1 = a0 — 1 =—1
e temos o resultado. Suponha que n > 1. Como ja vimos que:
Onn—1+ 0n1Ggn =1

entao:

n+19

Gn+1Pn — dnPn+1 = Qn+1(QQn - (_1)n8n) - Qn(QQn+1 - (_1) n+1)

= (—=1)"" Gy 10n + @ubny1) = (—1)"
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Note que da proposicao acima, temos que p, € g, sao primos entre si Vn € N.

Com efeito, qualquer termo em comum entre p, e ¢, devera dividir £1.

Definicao 3.21. Fizado o € [0, 1], definimos a fra¢do 7;—: como o n-ésimo convergente de

Q.

Os resultados abaixo irao demonstrar que dado «, os convergentes de « sao as

melhores aproximacoes racionais para «.

Proposicao 3.22. Seja a € [0,1]. Os convergentes de o sequem a sequinte ordenagao:
EE < Eé <. . <a< ...<?E < El
42 G4 4 Q1

Demonstracao. Por proposicao anterior, sabemos que:
(—1)(71)8” = QQn — Pn
de onde segue que:
)
a—Pr— (qynln
an dn
Portanto, como cada fracao % é positiva para todo n € N, entao se n é par, temos que
Z—" esta a direita de a.. Por outro lado, se n é impar, entao temos que ’qﬁ esta a esquerda
de a. Além disso, por proposi¢ao anterior, j& vimos que ¢, 11Pn — GnPns1 = (—1)""1, dai,
temos que:

1

qndn+1

Gn+1Pn GnPn+1
qngn+1 qngn+1

& . Pn+1

e

_ '(_1)n+1

qngn+1

dn n+1

Observe que a sequéncia ¢, € estritamente crescente, por definicao. Dessa forma, segue

que as distancias entre os pontos p"—*i e f]ﬁ
n

= diminuem a medida em que n cresce, de onde
n

temos o resultado. O

Proposicao 3.23. Seja q € Z tal que 0 < q < @y, entao para todo p € Z, temos que:

p
a__

q

P
dn

> |«

Pn+1

Demonstracao. Seja I o intervalo determinado pelos pontos Z—Z .

. Como B2 ¢ irre-
dn

dutivel e ¢ < ¢,, entao temos que § #+ Zi, portanto:

1 1
> — > =

g GnQn+

Pn+1 Pn

=[]

q 4n

’p P

_ ‘an — Png
1n

dn+1 dn
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de maneira analoga, podemos mostrar que:

q Gnt1
p

dessa maneira, temos que a distancia de P até qualquer ponto de I é menor que o com-

primento do intervalo I. Em particular, como temos que «a € I, entao:

Pn
— -«

n

< <E-a
q

o que conclui a demonstracao. O]

1

Vamos supor agora que tomamos a € (0,3]. Dai, terfamos que J” = (0,c) e

J' = (¢,1). Além disso, como ja vimos, temos que:
J(Ra) = R ™(0),1] = [1 = a + (a(Rq + 1) mod 1,1] = [aa(R,), 1]

«

Além disso, como temos que |J'| = a e R, é uma isometria, entdo a(R,) é o maior inteiro

tal que:
(a(Roa+1a <1
portanto:
R, 1< —
a(Ry) + -
de onde temos que:
1

Estamos interessados em calcular o angulo de rotagao da composicao de rotagoes, o/, e
pelo que fizemos acima, temos que:

, 1-c o) 1 1

T 1-aaRe 1—o(E] =1 IT—(E]-1) Gla)+1

«

em que a aplicagao G : [0,1] — [0, 1] é chamada de transformagao de Gauss, e é definida

CO1mo:

sex #0

1
0 sexz=0

G(z) =

de maneira analoga, no caso em que tomamos « € (%, 1), entdo:

[J[=1—a=c¢c
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e dai, nesse caso a(R,) é o maior inteiro que satisfaz:
(a(Ry) +1)c< 1
se onde segue que:
1
(R = -] -1

E podemos concluir que o angulo da aplicacao R(R,) é dada por:

S l-a®)(l-a)=(l-a) 1-(f-De—e_ I-[l] _ Gl-o)
1—a(R,)(1 - a) 1— (2] = 1) _1i+1 Gl—-a)+1

Logo, para todo n € N, podemos calcular todos os «(n) relativos a aplica¢ao de primeiro
retorno ¢, : J, — J,. Observe que se a € (0, 3), entdo o/ € (3,1), ese a € (3, 1), entao
o €(0,3).

Note que para a € (0, %], pela construcao que fizemos, J' estd a direita de J”, e,

como vimos, a(l) = o’ = @, a1 =a(f)+1=[1]. Paraa € (3,1). J estd & esquerda

de J”, e, por definicdo, a; = 1, ¢1 = f, porém nesse caso temos Léj = 1. Dessa forma,

o =|tea(l)=a= ﬁ Ademais, pelo que vimos acima segue que «(1) € (3), e da

1

mesma forma, «(2) € (0, 3). Indutivamente, concluimos que a(n) € (3, 1) para n fmpar e

a(n) € (0,1 se n é par. Dessa forma, definimos:

Glo) g0y ¢ fmpar
CL(’I’L + 1) _ 1+G(14a(n))
m sené par
Vamos demonstrar a relacao acima por inducao. Ja provamos para n = 0. Vamos

supoer que o resultado acima seja verdadeiro para n = k. Suponha que k é impar,

daf a(k) € (1,1). Portanto:

, G —ak)
alk+1) =alk) = - eq o)

logo vale para k + 1. De maneira similar, provamos para k par tomando a(k) € (0,3) e

_ 1
alk +1) = Tam—am

Proposicao 3.24. Para todo n € N, temos que:

a(n) = e € (3:1) sen édmpar
G" (a .
1+GSL(L) €(0,3) sen épar
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Demonstracao. A formula é valida se n = 1 imediatamente pelo que vimos. Suponha que

n = k é par, dai temos que:

1 1
R /3 R TG R e )
Por outro lado, caso n = k seja impar, entao:
ok 4 1) = Gl—a(k) _ G- @) M)
1+G(l—ak) 1+G(1- HG—’“(&)) 1+ GFl(a)
0 que prova o caso geral. O

Proposicao 3.25. Vn € N, com n > 1, temos que:

= o]

Demonstracao. Lembre-se que ja provamos que:

Vimos anteriormente que a; = Léj Suponhamos agora que n > 2. Temos duas possibi-

1
29

(Rutnn)) L ! 1J { ! 1J { ! J |

e o R e R e A (0]

lidades. Caso n seja par, entdao a(n — 1) € (5, 1), e dai temos que:

Por outro lado, caso n seja impar, entao obtemos que:
1 1+ G Ha) 1
n — RC{ n— — _— — 1 — _— — 1 — S
e e R e G 1)
e temos o resultado, como queriamos. O

Proposicao 3.26. Seja (b,)nen uma sequéncia de numeros naturais. FEriste o € (0,1)

tal que a sequéncia b, = a,(a),Vn € N.

Demonstracao. Observe que:

e (O (e
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E cada intervalo Fj, ¢é levado sobrejetivamente sobre o intervalo [0, 1] pela aplicagao G, o
que significa que sempre podemos escolher um « € Ej, de maneira a obter as(a) = bg, e

assim sucessivamente. Com efeito, observe que:

Gl3) = b — Lbn] =0

uma vez que b; € N. Dessa forma, fixado z € [0, 1], note que:

1
b1+37

G

):b1+$— Lbl—i‘l’J :b1+l’—b1:$
e temos a sobrejetividade. O]

Fixado a € (0, 1), mostramos que podemos definir uma sequéncia a,(«) relativa
a rotacao R,. Essa sequéncia sera utilizada para definir o nimero de rotagao. Primeiro

iremos relacionar o que provamos acima com a definicao de fragoes continuas.

Defini¢ao 3.27. Dados w € (0,1) e uma sequéncia de nimeros inteiros {ax fren, defini-

mos a fragdo continua de w como a expressao:

as +

1
+ -
A+ . . .
Observe que se existe k € N tal que n; = 0 sempre que © > k, entao expressao acima pode

ser finita. Iremos utilizar a notagado:
[no, nyy ..., ns]
para expressar a fra¢ao continua truncada no termo s.

Proposicao 3.28. Seja a € (0,1) e x € N, entdo:

TPp + Pn—1
[0, Aty ..., Qp, l‘] =
Tdn + Gn—1

Demonstracao. Vamos fazer a demonstracao por inducao. Lembre-se que pelas defini¢oes

de p, e g,, temos que pg =0, p1 = q¢,q0o =1 e g1 = a;. Para n = 1, obtemos que:

1 T rp1 + Po
[07al7x] = 1 = =
ait+,; wmr+l g+ q
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Agora vamos supor que a férmula acima é verdadeira para n = k, dai temos:

1 (ars1 4 )Pk + Dr1
O7a7a7"'7a’k7ak , L :O,G,a,..,ak + —| = z —
[0, a1, az 11,2 =0, a1, ay +1 x] (Gper + %)Qk .

UprPr +Pe T2 P+ 2P+ i

Ur1qe t 1+ % g+ gt

logo o resultado é verdadeiro para k + 1. O]

Proposicao 3.29. Para todo k € N, temos que:

[O,a1, ...,ak] = @

qk

5, ; : Pe __
Além disso, limy_, r=a.

Demonstracao. A expressao segue diretamente como caso particular da proposicao ante-
rior, pois:

aEPr—1 + Pk—2 _ bk

0,a1,....,ar] =
0, a1 ] Okqr—1 + Qr—2 Ak

por definicao. O limite segue diretamente pela proposicao 3.22.

]

Pela construcao que fizemos anteriormente, podemos obter a sequéncia de termos
ai, as, ...ak, ... para qualquer homeomorfismo do circulo, e, da mesma forma, construir
fragoes continuas associadas a estes homeomorfismos. Com isso podemos definir o niimero

de rotacao naturalmente como:

Defini¢ao 3.30. Seja f € S(J) um homeomorfismo do circulo e nimeros naturais a,
construidos como fizemos anteriormente. Definiremos o niumero de rotacao de f como a

fracdao continua:

p(f):=10,ay,...,an,,...]

caso f nao possua pontos periodicos, e:

p(f) - [07(11, ...,CLn]

caso [ possui pontos periodicos. Isso ocorre pois existird 1 € N tal que a; = +00. Em
particular, para rotacoes R, o niumero de rotacao é exatamente o, pelo que vimos, e a

fracao continua € finita se, e somente se, a € racional.
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3.5 Teorema de Poincaré

antes de seguirmos para a demonstracao do Teorema de Poincaré, vamos precisar

do seguinte Lema:

Lema 3.31. Seja a € (0,1) um nidmero irracional e considere R a rotag¢do de angulo c.
Seja ¢ = ¢(R). Para quaisquer n,m € Z, positivos, temos que (ir(R™(c))) = (ir(R"(c)))

se, e somente se, n = m.

Demonstracao. A volta é trivialmente verdadeira. Para a ida, faremos a demonstracao
por absurdo. Suponha os itinerdrios sao iguais, mas n # m. Como, por hipdtese, a é
irracional, entdo temos que R™® # R™(c), pois caso contrério, R teria pontos periédicos.
Suponha, sem perda de generalidade, que R"(c) < R™(c) e defina B := |R™(c) — R"(¢)|.
Como, por hipétese, temos que (ir(D™(c))) = (ir(R"(c))), isso significa que R"**(c) e
R™%%(c) devem estar na mesma componente conexa do intervalo [0,1] — {c}. Como R ¢
uma rotacio, entdo R preserva orientacao, portanto R"**(c) < R™**(c). Lembre-se que
provamos que se « é irracional, entdo a dérbita positiva Of(R"(c)) é densa no intervalo
[0,1]. Isso significa que existe kg € N tal que ¢ — R"™*(c) < B. Como ja vimos que
toda rotagdo é uma isometria, entdo, em particular, terfamos que i, (R"(c)) = E, mas

i, (R™(c)) = D. Isso contraria a hipétese de que os itinerarios sao iguais, um absurdo. [

Agora ja podemos enunciar e provar o Teorema de Poincaré.

Teorema 3.32. Dado um homeomorfismo do circulo f € S(J) sem pontos periddicos,
existe uma unica rota¢io R, e uma fungdo h : J — [0,1] continua, mondtona e sobre-

jetiva tal que:
hof=Roh
Além disso, o € irracional e p(f) = a.
Demonstra¢ao. Dada f € S(J), considere « = p(f) e defina uma rotagao R,. Por
definigao, segue que a;(f) = a;(R,) para todo 7 € N, o que implica que « é irracional, uma
vez que f nao possui pontos periddicos por hipdtese. Como vimos na secao anterior, se «
é irracional entao R, também nao possui pontos periddicos, e vimos que k™ (f) = kT(R,).
Vamos definir a seguinte funcgao:
b 0% (el ) — O (c(Ra)
S (e(f)) — Ri(c(Ra))
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Afirmamos que f é nao-decrescente. De fato, suponha que f"(c(f)) < f™(c(f)) €

O7 (c(f)). Aplicando o lema anterior, segue que:

(@ (S (e()))) = (G (f™(e())))

e utilizando o fato que kT (f) = k*(R,), entao:

(ir, (Ra(c(Ra)))) = (i, (RS (c(Ra))))

Temos dois casos possiveis. Se (igr, (RL(c(Ra)))) = (ig, (R (c(Ry,)))), entdo temos que
R (c(R,)) < R (c(R,)). Poroutro lado, caso tenhamos que (ig, (R2(c(Ry)))) = (ir, (R (c(R4)))),

entdo n = m o que implica que R!(¢(R,)) = R (¢(Ry)). Portanto, concluimos que:

h(f™(c(f))) < h(f™(c(f)))

logo h é nao-decrescente. Observe também que h é sobrejetiva, por definicao, e injetora,

pois se:
h(f"(e(f)) = h(f™(c(f)))
entio:
R"(¢(R)) = R™(c(R))

o que implica que n = m, pois, caso contrario, R, teria pontos periédicos, um absurdo.
Vamos provar agora que h é continua. De fato, dada uma sequéncia (z,)nen € O (c(f))
tal que z, — x € O}L(c(f)) Observe que como OF (¢(R,)) ¢ densa em [0, 1], entao para

todo € > 0 existem t1,%, € N tais que:
h(z) —e < R (c(R,)) < h(z) < R (c(Ry)) < h(x) +¢
de onde, como h ¢ nao-decrescente, segue que:

fre(f)) <z < f2(e(f))

defina § := main{|f"(c(f)) — z|, |f2(c(f)) — x|}. Como z,, — x, entdo existe ny € N tal

que se n > ng entao |z, — x| < J,e, como h é nao-decrescente, entao:

fol (c(Ra)) < h(z,) < Rff (c(Ra))
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para todo n > ng, portanto h(z) — e < h(z,) < h(z) + . Concluimos que h é continua,
bijetiva e nao decrescente. Vamos mostrar agora que podemos estender a aplicagao h ao
feixo do dominio e contradominio. Defina:

h:OF (e(f) — Of (e(Ra)) = [0,1

S h(zx), sex € O;{(c(f))
h(z) =14 _
lim, .o h(z,) sex € O;{(c(f)) — O}“(c(f)) =K

em que x, é uma sequeéncia qualquer de O;{(c( f)) tal que z, - = € K. Vamos mos-
trar que a funcao acima estd bem definida, ou seja, dadas duas sequéncias x,, — x e
x, — x, entdo h(x,) e h(z!) convergem para o mesmo ponto. De fato, observe que
como [0, 1] é limitado, entao h(x,),en admite uma subsequéncia convergente, digamos,
limy o0 A(%n,) = y. Vamos mostrar que h(z},) — y. Tome € > 0. Como OF, (¢(R,)) é

densa em [0, 1], existem #1,t; € OF, (c(R,)) tais que:
Yy—e<thi <y<ito<y+e

Defina § = min{|t; — y|,|t2 — y|}. Como limy_, h(xy,) = vy, existe ky € N tal que se

k > ko entao:
|h(xn,) =yl <6
de onde temos que:
t1 < h(zy,) <t
e como h é nao-decrescente e limy_,o ,, = 7, temos que:
hHt) <o < h™(ty)

Note que a desigualdade acima ¢é estrita, pois € K e h™'(t1),h~"(t2) € Of (¢(f)). Defina
n = min{|h~*(t;) — z|,h~'(t2) — z|}. Como, por hipdtese, !, — =, entdo existe ng € N
tal que se n > nyg, entdo |z}, — x| < n. Novamente usando o fato que h é nao-decrescente,

segue que:
y—e<ti<h(z) <ty <y+e

o que implica que h(z!) — y, como querfamos.
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Provamos que h estd bem definida. Além disso, ela é continua diretamente da
sua definicdo, uma vez que h também o é. Agora iremos mostrar que h é nao-decrescente.
Temos trés casos a considerar: se z,y € OF (c(f)), entao o resultado segue pois h é nao-
decrescente. Suponha que = € O;F(c(f)) ey € K. Logo existe y, — y para (Y, )nen

uma sequéncia em O;{(C( f)). Suponha, sem perda de generalidade, que x < y e defina

ly—z|
2

€= . Como y,, — y, existe ng tal que se n > ng entao |y, — y| < &, de onde temos

que x < y,. como h é nao-decrescente, entao temos que se n > ng:

h(z) < lim h(y,) = h(y)

n—o0

De maneira andloga provamos o caso em que x > y. Finalmente, vamos supor que

z,y € K e x < y. Logo existem sequéncias em OF (c(f)) tais que 2, — 2 ¢ yp — ¥.

ly—z|

5 Entao existe ng € N tal que se n > ng entao:

Defina € ;=

|xn_x|

‘yn_x|

portanto x,, < ¥, e como h é nio-decrescente, h(z,) < h(y,) de onde segue que h(z) <
h(y).

Agora vamos provar que h é sobrejetiva. Seja y € [0,1] — O}, (¢(R,)). Como
O (c(Ry)) é denso em [0, 1], existe sequéncia y,, = h(x,) — y, 0 que define uma sequéncia
z, em OF (c(f)). Como J ¢ um intervalo, entdao x, ¢ limitada, portanto existe uma
subsequéncia convergente z,, — x. Como h é continua, entao limy_, oo B(aznk) = gy de onde
segue que h(x) = 5. Observe que estendemos a funcio h ao conjunto F := O]T(E( f)), mas
esse conjunto nao necessariamente é todo o J. Vamos provar agora que podemos estender
h a todo o J. Como F é fechado, entdo J — F é aberto, logo podemos considerar uma
componente conexa (z,y) de J — f. Em particular, h(x) < h(y), pois h é ndo-decrescente.
Suponha que h(z) < h(y). Como O} (¢(R,)) é densa em [0, 1], entdo existe m € N tal
que h(z) < R™(c(R,)) < h(y), de onde terfamos que f™(c(f)) € (,y), um absurdo.

Dessa forma, para cada componente conexa (x,y) € J — F, definimos h(z,y) := (). Dai,

a funcdo barh : J — [0, 1] satisfaz todas as condi¢oes do teorema. ]

Definicao 3.33. A aplicacdo h definida no teorema anterior é chamada de semi-conjugacao

entre o homeomorfismo do circulo f e a rotagao R,.
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4 O Teorema de Denjoy

4.1 Conjugacoes topologicas

Definicao 4.1. Sejam f, g homeomorfismos do circuclo. Dizemos que f e g sdo topolo-

gicamente conjugados se existe um homeomorfismo do circulo h tal que:
hof=goh

J& mostramos que dado um homemorfismo do circulo f, se p(f) é irracional,
entdao f é semi-conjugada a uma rotagao de angulo oo = p(f). Nesta segao, iremos esta-
belecer uma condigao para que a semi-conjugacao que encontramos seja uma conjugacao

topoldgica.

Proposigao 4.2. Seja f um homeomorfismo do circulo tal que p(f) é irracional e z € S*.
O conjunto K = w(z) € fechado, ndo vazio e positivamente invariante. Além disso, ndao
existe nenhum subconjunto de K com estas trés propriedades. Em outras palavras, K é

um congunto minimal.

Demonstragao. Vamos mostrar que K ¢ fechado. Seja o € S' — K. Logo temos que x
nao ¢ ponto de acumulagao de O;{(z), o que significa que existe uma vizinhanga V, de z
tal que V, N O}“(z) = (. Em particular, note que V, C S — K, logo S — K é aberto, o
que significa que K é fechado.

Para ver que K é nao vazio, seja (z,)nen a sequéncia tal que z,, = f"(z). Como
f nao tem pontos periédicos, entdao segue que f"(z) # f™(z), se n # m. Além disso,
como O;{(z) C S!, entao essa sequéncia é limitada, portanto possui uma subsequéncia
convergente, digamos, z,, — = € S', pois S é compacto. Dai, para todo & > 0, existe
no € N tal que se n > ng, entdo f"(z) € (a —e,a + ). Como os termos da sequéncia
sao todos dois a dois distintos, entdo para todo n > ng, o intervalo (a — €, a + €) possui
uma infinidade de termos da sequéncia. Como ¢ é arbitrario, entao a é um ponto de
acumulagao.

Além disso, para ver que K é positivamente invariante, basta notar que se x € K,
entao existe sequéncia de numeros naturais (n;);eny tal que f"(z) — z. Em particular,

temos que como f é um homeomorfismo, entao:

FUM(2) = [ z) = fl2)



43

e temos que como f é bijetiva e  é um ponto de acumulacdo, entdo f(z) também sera

um ponto de acumulagao. Portanto K é invariante por f. O]

Definicao 4.3. Dizemos que um conjunto K ¢é de Cantor se K € perfeito,ou seja, nao

possut pontos interiores, e € totalmente desconexo.

Proposigao 4.4. Eziste um conjunto K € S* tal que a(z) = w(z) = K para todo z € S*.
Além disso, se K possui pontos interiores, entdo K = S*, caso contrdrio, K é um conjunto

de Cantor.

Demonstragdo. Fixe z € S' e defina K = w(z). Tome y € S' — K := A e note que
como f é um homeomorfismo, entao f leva componentes conexas de A em componentes
conexas de A. Além disso, os iterados destas componentes devem ser dois a dois disjuntos,
pelo mesmo argumento que utilizamos na proposicao 2.18.. Dessa forma, a érbita de y
possui, no maximo, um unico ponto em cada componente conexa de A, pois sao dois a
dois disjuntas. Portanto nenhum ponto de acumulacao da érbita de y estd em S' — K,
donde w(y), a(y) C K = w(z). De maneira andloga, temos que w(y), a(y) C a(z). Como
y, z sao arbitrdrios, temos que K = w(z) = a(z) para todo z € S'.

Se K possui pontos interiores, entao existe y € K e € > 0 tal que B.(y) C K.
Como todo ponto de K é ponto de acumulagio da érbita de y e fi(B.(y)) é aberto, entao
todo ponto de K é ponto interior. De fato, dado w € K, existe sequéncia (n;);ey tal que
f"(y) — w. Logo, para i suficientemente grande, temos que:

w—§<f”i(y)—w<w+§

portanto w € f"(B.(y)) para i suficientemente grande, e temos que w é ponto interior
de K. Concluimos que K é aberto, e pela proposicao anterior, K é fechado, como S! é
conexo, entao K = S'. Por outro lado, suponha que K nao possui pontos interiores. Se
K nao fosse totalmente desconexo, poderiamos aplicar o argumento anterior e concluir
que K = S', um absurdo, pois K nao possui pontos interiores por hipétese. Concluimos

que K é um conjunto de Cantor. O]

Proposicao 4.5. Seja f um homeomorfismo do circulo sem pontos periodicos. Entdao f

¢ conjugada a uma rotagao de angulo irracional se, e somente se, o seu conjunto minimal

K for S*.
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Demonstracao. Suponha que f seja conjugada a uma rotacao R de angulo irracional.
Entao existe um homeomorfismo do circulo h : S — S* tal que ho f = Ro h. Dali,
por indugao, temos que h o f* = R™ o h. Note que como R tem angulo de rotacao
irracional entdo as érbitas de seus pontos sao densas em S*. Afirmamos que como h é um
homeomorfismo, entao as érbitas de f também serao densas em S', ou seja, K = S*.

De fato, Tome z,s € S' e considere O} (x), que é densa em S'. Como h é uma
bijegao, existem y,w € S tais que z = h(z) e s = h™(y). Além disso, existe sequéncia
Yn = R™(z) — y. Dali, temos que:

s = W7 y) = b imge o R () = Jim B (R (b)) = lim ™ (w)

k—o0 k—o0

portanto s € Of (w). Concluimos que K = S*.

Suponha agora que w(z) = S!, para todo z € S'. Seja R a rotacio de angulo p(f)
e h a semiconjugacao que existe pelo teorema de Poincaré que provamos na secao anterior.
Basta mostrar que h ¢é injetiva. Suponha, por absurdo, que nao. Logo, pela demonstracao
do Teorema de Poincaré, existe um intervalo aberto J C S! tal que h(J) = {z}. Como a
érbita de todo ponto por f é densa em S, existem pontos f'(z) e f7(z) distintos. Logo,
terfamos que ho f'(z) = ho f7(2), e, consequentemente, R'oh(z) = R’ oh(z), um absurdo,

pois R nao possui pontos periédicos. O

Definicao 4.6. Seja f : J — J um homeomorfismo do circulo. Dizemos que T C J é
um intervalo errante de f, se os intervalos T, f(T), ..., f*(T), ... sao dois a dois disjuntos,

e o conjunto w-limite nao é uma orbita periodica de f.

Proposigao 4.7. Seja f um homeomorfismo do circulo sem pontos periddicos. Entao f

¢ conjugada a uma rotacao se, e somente se, f nao possui intervalos errantes.

Demonstracao. Pela proposicao anterior, temos que se f é conjugada a uma rotacao
de angulo irracional, entao K = S'. Em particular, os intervalos J, f(J), ..., f*(J), ...
nao podem ser dois a dois disjuntos, uma vez que dados x,y € J, entao y é ponto de
acumulagao para a orbita de x por f. Reciprocamente, se f nao tem intervalos errantes,
entao seu conjunto minimal K é S, e pela proposicao anterior, segue que f é conjugada

a uma rotacao de angulo irracional. O
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4.2 Teorema e Lema de Denjoy

O Teorema de Denjoy nos dard uma condigao sobre um homeomorfismo do circulo
J para que ele seja conjugado a rotacao I,s). O lema de Denjoy também serd extensiva-

mente utilizado no préoximo capitulo.

Definigao 4.8. Seja f : J — J um homeomorfismo do circulo de classe C*. Se T C J
¢ um intervalo tal que Df(x) # 0 para todo x € T, entao definimos a distor¢ao de f em

T como sendo:

Dist(f,T) := $s;16pT log ||g]fcg§||

Lema 4.9. Seja f: J — J uma aplicagao tal que f restrita ao intervalo T C J seja um

difeomorfismo de classe C', entdo:

n—1

Dist(f",T) < Dist(f, f'(T))

1=0

Demonstracao. Considere x,y € T. Aplicando a regra da cadeia, obtemos:

D(f*(x)) = Df(f"(x)) D" (x) = D" (@) Df(f" (@) D" HDf fi(x

Dai, temos que:

[D(f"(z) CDf(fi(x) [Df(f(x))]
log—F—+—=+ lo
D) H [DF(f ()] Z P
usando o fato que fi(x), f'(y) € f4(T), temos que:
Df(f"(x)) S DI @) K

Distf™T) = sup Toa 5 rem] ~ 2 2 D ty)] < 2

Definicao 4.10. Dado um intervalo J C R e f: J — R, definimos a variagao de f no

intervalo [a,b] C J como:

Var(f,[a,b]) = Sup{z |f(z;) — f(xip1)] em que a =29 < 21 < ... <z, = b.}

Se Var(f,[a,b]) € finita, entao dizemos que f tem variagdo limitada em [a,b]. Além disso,

definimos:

sz1+vl(51) ={fe Dif}r(Sl); Df € de variagao limitada}
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Corolario 4.11. Seja f : J — J uma funcdo de classe C' tal que a aplicacio x —
log|Df(z)| tem variagao limitada por C' > 0. Entao para todo intervalo T" C J tal que
T, f(T),..., f""YT) sao dois a dois disjuntos, temos que:

Dist(f",T) < C
Demonstracao. Basta observar que:
Di - i@l _ Df(x)| —log| D (y)]) < D
ist(f,T) = sup log sup (log| D f(x)| — log| D f(y)|) < var(log|Df|, J)

z,yed |Df<y)| B zyeJ

ou seja, a distorgao de f em J é limitada pela variagao de log|D f|. Portanto,

I
—
—

n

Dist(f*,T) < > (f, f(T)) <) _Var(log|Df|, f(T)) < Var(log|Df|, J) < C

7

n—

Il
=)
~.
Il
=)

como queriamos. |

Teorema 4.12. Seja f € Dif ™ (S) tal que p(f) € irracional. Entdo f é conjugada a

rotagao R de nimero de rotagao p(f).

Demonstracao. Pela proposicao 4.7, segue que é suficiente mostrar que f nao possui
intervalos errantes. Suponha, por absurdo, que existe um intervalo errante de f em
S1. Pelo Teorema de Poincaré, sabemos que existe uma semiconjugacao h entre f e a
rotacdo R de angulo p(f). Em particular, sabemos que h nao é injetiva, logo existe um
intervalo J C S! de forma que ao aplicar h em.J, a imagem ¢é formada por apenas um
ponto x. Observe agora que, como ja fizemos anteriormente, por inducao temos que
ho f*(J) = R"oh(J) = R"(z). Como R possui nimero de rotagao irracional, entdo nao
possui pontos periddicos, logo cada R™(x) é distinto, portanto suas pré-imagens por h sao
disjutas e sao iguais a f™(J), para cada n. Considere % o n-ésimo convergente de p(f)
e defina T C S* — {f™(J)} como o menor intervalo que contém J e f~%(J), que existe
pois as pré-imagens sao disjuntas. Além disso, temos que h(T') é limitado por x e R~ (x)
e ndo contém o ponto R (z).

Defina I como o interior do intervalo T'. Ja provamos anteriormente que os inter-
valos J' sao da forma (¢, f7(c)) ou (f?(c),c), e podemos identificar R como uma fungao
em S(J) tal que J' = I. Além disso, j4 provamos que os intervalos I, R(I), ..., Ri»~1(I)
sao dois a dois disjuntos. Logo, as pré-imagens destes intervalos por h também sao dis-
juntas, e, em particular, a pré-imagem por h dos intervalos I, R(_I )y eens an—_l([ ) também

serao disjuntas.
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Como, por hipotese, D f tem variacao limitada e a funcao logaritimo é uma funcao
crescente, entdo a aplicagdo © — log|D f(x)| também tem variagao limitada por alguma

constante C' € R. Pelo corolario anterior, temos que:
Dist(f™,T) < C

Aplicando o Teorema do valor médio de Lagrange, temos que existem a € J e b € f~9(J)

tais que:
[/ (J)]
D fin _
D™ (@) = 7
/]
|Df*(b)] =
S ()]
e aplicando o logaritimo, obtemos:
log|Df(a)| _ | 71?

C > Dist(f™,T) >

> = log
log|D fan (b)| [fo (] f=am ()]
Como cada intervalo f"(.J) é disjunto, entdo temos que ao tomarmos o limite quando

n — 00, o lado direito da equagao acima tende a infinito, um absurdo. O

Iremos provar agora o chamado Lema de Denjoy. Iremos apresenta-lo pois ele

serd importante para concluirmos as demonstracoes no capitulo seguinte.

Lema 4.13. Eziste uma constante C' > 0 dependente de f tal que para todo n € N, temos

que:

dn— 1

e—C S H f/(xz) S ec
1=0

Demonstra¢ao. Defina C' = Varlin f' = fol |dld’;f/ |dz e tome um ponto zy € S'. Considere

qn—1 .
asoma . Inf'(z;) em que z; = f7(2). Iremos provar que:
=0
qn—1 qn—1

Z In f'(z;) — Z In f'(z;)| < C
j=0 J=0

Isso é suficiente para concluir o lema de Denjoy. Com efeito, note que pela regra da cadeia:

qn—1

—¢% %) H ¢ ()

dai:

gn—1

/Sl [[¢G)=1

=0
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e entao pelo teorema fundamental do calculo existe um ponto zj tal que qil In f'(z;) = 0.
=0

Suponha que z, € C" *(z¢) para 1 <i < ¢,. Para cada 2, 0 <5 < qn]— 1, corresponda

0 ponto x;i; € C’{Z:jl(xo) e para cada 2, ¢, — ¢ < j < ¢, tome o ponto x;1;_,,. Por

construcgao das particoes, os intervalos formados pelos pontos z; e z;1; € z; com T yj_q,,

sao disjuntos a menos do bordo. Portanto podemos particionar o intervalo [0, 1] o qual

identificamos com o circulo em partigoes formadas por estes pontos, e escrever:

S f(z) =Y fla)| <D Inf(z) — f(x)
=0 =0 j=0

qn—1
- Z Inf'(z) — f'(z;)| < Varinf' =C

qn—i+1

Por outro lado, caso zy € C’i(n) (x0), 1 < i < g1, entao utilizamos o mesmo argumento
que acima, mas usando os intervalos entre z; e x;,;, se 0 < 7 < g, —1, e entre z; € Tiyj_q,,

€ qn — 1 < J < Gn. u
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5 Rigidez de difeomorfismos do circulo

5.1 Enunciado do Teorema de Herman

Seja ¢ : R — R uma aplicac¢do continua mondétona tal que ¢(x + 1) = ¢(x) + 1.
Podemos definir um homeomorfismo de S* através de Ty (z) = {¢(z)}, x € [0,1). Vamos

denotar o nimero de rotagao de T; por p.

Definicao 5.1. Seja f : X — X wuma aplicagao. Dizemos que f é o — holder, se
|f(z) — f(y)| < K|z —y|*, para todo x,y € X e para algum K € [0,1). Se f € C?, para

indicar que D*f é a — holder, escrevemos que f € C**<.

Definicao 5.2. Motivados pela proposicao 3.7, fixado um ponto xo do circulo e um ho-

meomorfismo do circulo f : S' — S, vamos definir os conjuntos:
G = file, f*(0)]) = [f*(e), f7(c)]
sen € impar, e:
G = [l e) = [f7(0), f(0)]
em quen € N ei > 0.

Teorema 5.3 (Herman). Supondo que vale:
Al ¢ C* ~>0,¢'>C >0, para alguma constante C € R.
A. 2. p € irracional, e se p = ki, ko, ..., kn, ...], entao k, < Cn" para algum v > 0.

entao a aplicagdo ¥ que conjuga T,, com uma rotagdo de dngulo p € de classe C*.

Observe que como ¢ é C?, podemos aplicar o teorema de Denjoy. Dessa forma,
existe um homeomorfismo v, tal que ¥(¢(z)) = ¥ + p. Essa tltima igualdade implica que

TyoTy="Tr,oTy. Com efeito, note que

Ty = {0(0@)} = {v{o@)} + [6(2)])} = {Y{o(2)})} = Ty o Ty

e, por outro lado,

Tyip = (@) + p} = {{(@0)} +{p}} = {v(@)} + p} = Tr, o Ty
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Seja € : [0,1) — R a medida de lebesgue definida sobre S*' = [0,1). Como R, ¢ uma
isometria, temos que ¢ ¢ invariante para R,. Utilizando ¢ e o homeomorfismo T}, podemos
definir uma medida invariante para Ty como p : [0,1) — R*, u(A) = ((Ty(A)), para
todo A C [0,1) na o-algebra de Borel. De fato,

u(0) = €Ty (0)) = £(0) =
M(U?;Ai) = K(Td)(oﬁlAi)) = K(Uz 1 Tp(A ZE Ty(A ZM

e segue que p ¢ uma medida. Além disso, note que p ¢ invariante por Ty, pois:

i(To(A)) = £(Ty 0 Ty(A)) = U(Ty o T " 0 T, 0 Ty(A)) = U(T}y(A)) = p(A)

Supondo que p é absolutamente continua em relacao a ¢, pelo teorema de Radom-Nykodim
(Bartle, 1966), segue que para todo A C [0,1) na o-algebra de Borel, temos que existe

uma aplicagao 7 : [0,1) — R™ tal que:

em particular, para todo x € S!, segue que:

u([0, 2]) = / ()t

Note que ([0, z]) = €(Ty(0,2)) = Ty(x) — Ty (0) = Ty(x), de onde temos a igualdade
P(x) = / Iﬂ(x)dy. A aplicacdo 7 acima é chamada de densidade da medida absolu-
tamente c(z)ntl’nua 1. Nesta secao iremos fazer o caminho contréario: iremos construir
uma aplicacao densidade e usa-la para mostrar que existe uma medida g absolutamente
continua em relacao a medida de Lebesgue, de onde teremos que 7T, é absolutamente
continua, logo diferenciavel em quase todo ponto. Ou seja, mostraremos que o seguinte

resultado:

Teorema 5.4. Sobre as condicoes A.1 e A.2, a equacgado

n(Ty(e) _ 1
@) 9@

tem uma solucao continua estritamente positiva.
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o que implicard no Teorema de Herman. Com efeito, se existe a aplicacao 7 acima, defina
1(A) = [ m(x)dl onde A estd na o-dlgebra de Borel restrita ao intervalo [0,1], de onde
temos que pu << f. Pela igualdade (1) e pelo teorema de mudanca de varidveis, segue
que que p ¢ Ty-invariante, e pelo mesmo argumento que usamos antes, temos a igualdade
P(z) = /I 7(z)dy. Segue entao que 1 é CL.

(%onsidere um ponto zo € S* e sua semi-érbita positiva O = {,}3°, z, = T} (),
que é densa em S'. Tome 7(xy) = 1 e 7(z;) = Zﬁ((]ﬁ’(xk))_l. Essa aplicacao estd definida
em O e satisfaz (1). Vamos provar que ela podeks;(;“ estendida para uma aplicacao continua

positiva em todo o circulo. Observe que pelo Lema de Denjoy, existe uma constante C' > 0

tal que fixado xy € S*, entao para todo n > 0,

Onde todas as constantes dependem de ¢, mas nao dependem de n. Suponha que possa-
mos estender o Lema de Denjoy ao seguinte caso:

Qn_l

e < J[@ @) <e
1=0

onde Y ky1&, < 00 e &, é uma sequéncia de nimeros reais. Isso implica no teorema de
n

Herman. Com efeito, considere 7(z;) e C\™ para 0 < i < gu.1. Cada C™ contém ky.o
pontos Tiyq,+jg...» Para 1 < j < k9. Observe que:

i+Qn +jQ7’L+1 -1

7T<xi+Qn+jqn+1) _ H (¢/(xt))—1

T (. .
(x1+11n+(3—1)qn+1) t=i+qn+(G—1)qni1

Além disso, temos que (i + ¢n + (j)¢n+1 — 1) = (i + o + (J — 1)¢n+1) = gur1 — 1, entéo

definindo z(; =i + ¢, + (j — 1)gn+1, podemos escrever a expressao anterior como:

i+gn+ign+1—1 qn+1—1
11 @' @) " =[] (¢@)™
t=i+qn+(j—1)qn+1 t=0

e, usando nossa hipotese, segue que:

e En+1 < W(xi+Qn+jqn+1) < efn+1 (4)
7T($i+qn+(j—l)qn+1)
Pelo mesmo argumento, temos também que:

gn—1

et < H (¢ (2:)) 7! < e (5)
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Utilizando estas duas ultimas desigualdades, temos que:

™ (xi‘i’qn +Jqn+1 )

m(zi)

Considere z; € C’Z-(n). Note que como z; é um iterado de zy, existe m € N tal que

J
- H 7r($i+qn+5qn+1) ﬂ-(x”%) < elnt2ént1tén (6)
s=0 7T(mi+‘1n+(8—1)qn+1) W({El) -

x; € OCT". Isso significa que existe s € N com 0 < s < K, 41 tal que j =i+ ¢y + $¢my1-

Considere entao:

7T($j) _ 71-(m]’) ﬂ-(l +qn) (7)

m(zi) T(Titg,) 7(T:)

J& sabemos estimar o segundo termo da expressao acima. Para o primeiro termo, observe

que, multiplicando e dividindo pelos termos adequados, podemos escreve-lo como:

m—n—1
T xZ+Qm7T+QM+177‘) W(xi+Qn+qn+1)

7T(SUZ'-I—qm—I—squ) . W(Ii+Qm+SQm+1) ($z+qm+ (s—1) qm+1 H

T(Titqn) B T(Zitgm+(—D)ams1) T (Titam-1+am) T(Zitgm-r1+am-r)  T(Titq,)

r=1
Vamos estimar cada termo da expressao acima. O primeiro termo do lado direito da
equacgao é limitado por eé=+! por (2), assim como o tltimo termo ¢ limitado por &, 1.

Para o resto, vamos usar a seguinte observacao utilizando (4):

ﬂ-(‘ri‘i’CIm—r‘i’Qerlfr) . W(xi‘i’Qm—r‘i’Q'erlfr) ﬂ-(xl)

ﬂ-(xi‘i‘qu'rfl‘i‘[hnf'r') - ﬂ-(xz) W(I'L’-‘rl]mfr—l“rlImfr)

< e(kme+2£m7'r+1+£mf'r)+(km7r+1§mfr+§m—r+l)

Usaremos esta observacao para o segundo termo da expressao e para cada termo do

produtério. No caso do produtério, obtemos que:

m—n—1

11

r=1 7T<xi+Qm—r—l+Qm—r>

m—n—1
W(xi"l‘mer‘f'Qm-‘—l—r) < e 52::0 (km—s+26m—s+1+£mfs)+(km—r+lgm77+§m77‘+1)

F(zi+Qm +Sqm 41 )

e ¢ limitado pela exponencial de:

Portanto, resulta que

m—n—1

€m+1 + km+2£m+1 + gm + km+1£m + gmfl + Z [(kmfr+2£mfr+1 + fmfr)
r=1

+ (km—r—l—lgm—r + gm—’r—kl))] + £n+1

Como a sequéncia &, > 0 para todo n € N (uma vez que e % < e*), entdo podemos

limitar a expressao acima por:

m—n—1

2£m+1 + 2km+2£m+1 + 2£m + km+1£m + gmfl + Z [(kmfr+2£mfr+1 + gmfr)
r=1

+ (km—r—o—lém—r + é-m—r—&—l))] + €n+1
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Podemos entao escrever a soma acima como:

m—n+1 m—n+1
2 Z n+s + 1 €n+s 1)] + kn+25n+l + €n+l + gn S 2 Z n+s + 1)€n+571) + gn (8)
s=2

Finalmente, podemos agora limitar (5). J4 limitamos o primeiro termo de (5) por (6), e
o segundo termo de (5) ¢é limitado por &,, por (3). Obtemos entao que (5) é limitado por:

m—n+1

2 Z n+s + 1 €n+s 1) + 2571

Concluimos que:

e m>n+1 < S e m>n+1
(i)

de onde temos que 7 é continua e positiva em (. Com efeito, para ver que 7 é positiva
basta tomar ¢ = 0 na desigualdade anterior, uma vez que 7(z¢) = 1. Para ver que 7 ¢
continua, note que

—260— Y 2kmiz + Démpr < log(m(z;)) — log(m(x:)) < +260 + D> 2kmiz + Démin}

m>n—+1 m>n+1
E sabemos que a série > (kpio&mi1) € convergente por hipétese, e > &,,11 é con-
m>n—+1 m>n-+1
vergente pois como k, > 1 para todo n € N, a série converge pelo teste da comparagao.

Concluimos que a aplicacdo log(m(x)) é continua, entdo m(x) também é continua, dai

temos o resultado do teorema de Herman.

5.2 Lemas necessarios

Nessa segao iremos definir uma sequéncia &, que satisfaz as condigoes da secao
anterior, o que implicard no resultado que queremos. Primeiro, consideramos a seguinte

proposicao:

Proposicao 5.5. Denote p, = Z—Z, onde py, g, sao como definimos anteriormente. Para

todo inteiro 0 < m < g,41, podemos escrever:
m = apQn + Qp—1Gn—1 + ... + @oqo
em que 0 < a; < kg1 e0<1<n.

Demonstra¢ao. Vamos fazer a prova por indugao. Suponha que n = 0. Logo, se temos que

0<m < q = ky, entao m = ag = apqo, para algum 0 < ag < k. Suponha que o resultado
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seja valido para n, ou seja, se 0 < m < @41, entao m = a,q, +a+n — 1¢,—1 + ... + apqo,
para constantes 0 < a; < k;;1. Considere um inteiro 0 < m < ¢,.2. Se m < ¢,41, basta
tomar a,,; = 0 e aplicar a hipétese de inducao. Se ¢,11 < m < ¢,12, entao fazendo a
divisao euclidiana por ¢, temos ¢,i12 = S¢ui1 + 7, onde 0 < r < ¢u11. Como r < @41,
pela hipdtese de indugao, sabemos que r = m = a,q, + a +n — 1g,_1 + ... + apqo, para

certas constantes 0 < a; < k; ;1. Portanto, podemos escrever m como:

m = SQn41 + 7 = SGnt1 T AnGn + Ap_1¢n—1 + ... + @0 Qo

Além disso, como @10 = knioGni1 + @, entao s < k.9, pois, caso contrario, terfamos

que m > @12, um absurdo. O

A sequéncia que queremos serd definida como: &, = const n®+t3\V", para uma
constante 0 < A < 1. Precisaremos provar alguns lemas para conseguir provar que
—1
e~ < qi—[ (¢ (z:))7t < et e Ekny1 < 00, 0 que, como vimos anteriormente, implicard
no teorema de Herman. !

Lema 5.6. Eziste uma constante A < 1 que nao depende de k,n e xq tal que se para j

temos C’;n) C C’f&;k), para algum i(k) € N, entdo:

UCE (o)) < NUCTF (20))

J

Demonstracao. Comecaremos provando uma observacao:

{(C ()

J

(O gy =)

Com efeito, considere a particao &, 1 e tome um elemento CZ-("_I)(:L'O). Sabemos que

C’i(”H)( 0) C C,(”_l)(xo). Observe que tomando j := i+¢q,+(kn11)¢n, segue que C’;n) (x0) C

C@-(n Y (z9) e C]+q (o) D C’i(nﬂ)(xo). Observe agora que pelo teorema do valor médio,
segue que:

UC, (@) 16O @)l o T

K(C]‘ (0)) |Cj (o) =0

de onde, pelo lema de Denjoy, temos que:



25

Além disso, como C’;n) (z0) C C" wg) e C) (20) D C™ Y (2), obtemos:

J+an
n+1 n+1
2(C (20)) _ §C™ () _ 1 - 1 < (1460
(C V(o)) ~ UCT (o)) + UCI D (o)) 1y MG @) T, HCEo) T
o(C D (20)) (e (x0))

Suponha agora que para algum j temos CJ(-n) (xg) C Ci(nfl) (x0). Temos dois casos possiveis:
se kn+1 > 1, entao C’](i)qn(xo) C C;"_l)(:vo) para alguma escolha do sinal. Assim, nova-

mente utilizando o lema de Denjoy temos que:

(e o(c
| (:Ll()x0)> < ) & <x0)()n) = }n) <(1+e 9!
UG (o)) UC (20)) + U(Ciley, (0)) 1 4 ézfé(ig),z(x§;>

Suponha agora que k,; = 1. Desta forma C’Z-(n_l)(xo) = C’i(nﬂ)(xo) +Cy, ., (20). Apli-

cando a medida de lebesgue e dividindo por E(C’i(n_l)(xo)) obtemos:

(e V(o)) UCT (o)) UCH,,, (20))

7

UC D (we))  HCI V(wo)) O (o))

2 (2

e usamos a observacao que fizemos antes, temos que:

UCP, g (o))
UC D (a))

2

<1—(14e 9"

Defina A = maz{l — (1 +e )71, (1 + e ¢)7'}, logo obtemos o caso geral:

U(CS ()

J

UC D (a))

1

<A

sempre que for satisfeita a condicdo que C'J(-n) (xg) C C’i(n_l) (zo) para algum j e i tal

que Ci("fl)(aco) é um elemento da particao &, ;. Fixemos agora 0 < k£ < n e considere

Ci(n) (xg) C C’f&;k) (x9) como na hipétese do lema. Observe que utilizando o caso geral que

provameos, podemos escrever:

UM () _ UCM (@) UCH " (w0)) UGV (wo) _
(CH ) U o) U o) UCH  w0)

J1 i(k)

no qual j; é tal que Ci(n) (x0) C CJ(?_I)(xO), e, analogamente, tomamos j, adequados tais

que 1 < s < k com C’J(-f_tl_s)(xo) C C](-?_s)(:vo). Note que C](-:_kﬂ)(:vo) C Ci(&;k) (7o) por
construcao e usando a hipdtese que Ci(") (x0) C Ci(&;k) (x0), uma vez que cada intervalo de
uma partigdo s6 pode estar contido em um tunico intervalo da particao anterior. Segue o

resultado como queriamos. O
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gm—1
Tome y € S! e defina H,,,(y) = > logd'(v;).
Lema 5.7. Sejam yt,y2 € C\™ (z0) e k < n. Temos que |Hp—x(yd)— Ho_r(y3)| < constA*,

onde \ € a mesma constante do lema anterior.

Demonstragio. Como yt,y2 € C™ () e sabemos que C™ (29) = C{™(;), entdo pode-
mos escrever que y, y2 € C{™ (x;). Tomando m = k oum = k+1 de forma que m seja um
numero par, temos que C’én)(xi) - C’én_m)(a:i). Dessa forma, segue que vy}, y? € C’i(n) (x;),
dai, temos que:

Qn—k_l

| Hok(0)) — Hor(Wg)] <Y llogd!(y)) — logd' (y))]

§=0
Sabemos que ¢ € C?, logo pelo teorema do valor médio temos que para cada j existe

algum 7; tal que:

In—k—1 Gn—k—1 (b//( ) ¢”(l‘) Gn—k—1
logd (y}) — logd! (12 2 .
; llogd/ (y}) — logd) (y2)] < Z Ty | vl < sup | ; lyh — o2

onde a tltima desigualdade segue pois S' é compacto e ¢ € C*. Como |y; — y7| <

UCS(,)), entito Jy} — y2 < (CJ"(x:)), de onde:

w5

Gn—k—1

> ae ey | AC )

(CS ™ ()

Gn—r—1

Observe que se m = k + 1, entdo sabemos que Z E( (xz)) < 1. Sem =k,

note que ¢, < ¢n_k+1, POis a sequéncia de termos qn é crescente. Além disso, ¢ é uma
Gn-k—1 Qn—k+1—1
medida positiva, portanto temos que > ﬁ(CJ(»nfm)(xi)) < X E(ngnfm) (z;)) < 1.
=0 =0

Além disso, como C’;n) (x;) C C](-n_m)(a:i), pelo lema anterior, segue que:

/!
|Hy 1 (y3) — Ho—r(y2)| < sup Z,(( )) A < constA™ < constA\F
poism =k oum =k +1, e como A < 1, entao \¥F! < \*, O

Lema 5.8. Fizado xo € S', temos que |H,(yo) — H,(z0)| < constb, para todo y, €
CS"H)(J:O). Em que b, é dado por:
J QAM}

A(n)xj :|xj+(In+1 - Ij'

b, =max
{O<p<Qn7$O}

¢Il
Z




57

n—1

Demonstracao. Defina I := > [logd'(y;) —log¢' (x;)], aplicando o teorema do valor médio
i=0

como no lema anterior, temos que:

¢//(jz)
logd/ (yi) — log¢/ () = — == |yi — @il
¢'(z:)
Como ¢" é v — holder, entao %/,/ também o é. Usando este fato e somando e subtraindo o
termo ‘Z,/((f?)) |y; — x;| na expressao acima, obtemos que:

9" () o"(Z) @' (Ts) "(Z;) B
@' (i) e =il (d)'(ﬂ_?i) () ) e =il < ¢’ () yi — @il + alT — @ |ys — il

em que « € uma constante que vem do fato de %l,/ ser v — holder. Observe que T € (x;,y;),

portanto |z — z;| < |y; — x;|. De onde temos que:

gn—1 gn—1 gb//(j) qn—1
/ / ? +1
; log¢'(yi) — loge' (w;) < ; (1) |yi — x| + ; alyi — x| =L+ I

Considere primeiro I,. Para cada n, seja |y;, — x; | = max|y; — z;| para 0 < i < g, — 1.

Como yp € C’énH)(wo), entdo y;,, x;, € C/' (). Dal, temos que:

gn—1 qn—1
> olyi —w T < alys, — a1 v — il
i=0 1=0
Usando o fato que os intervalos C’i(nﬂ)(:vo) sao par a par disjuntos para 0 <17 < ¢, — 1,
temos que:
Qn_l
alyi, — 20, 1Y |y — il < alys, — 2,7
i=0

Note agora que |y;, — 3,7 < €(CH (20))7 < NU(Cy, (w0))” < A, utilizando o Lema
5.6. Portanto, I < a\™.

Consideremos agora [;. Primeiramente, provemos a seguinte afirmacao: dados
iy Yi € CZ-("H)(xO), podemos escrever:

¢// (:Ez)
2

(yi) = o(s) + ¢ () (yi — 23) + (yi — x:)* + O(y; — m:)*™"

Note que a afirmacdo acima é como uma versao da série de Taylor para funcoes C?*7.

Para prové-la, note que como ¢ € C?, entao pela série de Taylor, temos:
Y

Qsll(wi)
2

7"&)
2

(yi — :)* + R, e

(yi — 1702

O(yi) =p(ws) + &' (2:) (ys — x3) +

O(yi) =0(xs) + &' (2:) (ys — x5) +
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em que R é o resto na série de Taylor para aplicacoes C?, e o segundo caso é utilizando
R= ¢>”(§) (y; — x;)? para aplicagoes C', para algum & € (z;,y;). Subtraindo as expressoes

acima e tomando o mddulo, temos:

¢”( ) ¢" (i)

1
|R| = |—== (3 — z:)* — T(?Ji — ;)% < §|yi — z;*1¢" (&) — ¢"(z))]

Usando o fato que ¢” é v — holder, segue que [¢"(§) — ¢"(x;)| < Ol — x|” < aly; — 4|7,

de onde segue que:
1 2| 41 Ui « 24y
1B < Slyi — 279" () — ¢" ()] << Slyi — @il

como queriamos.

Para concluir a demonstragao do Lema precisaremos definir os seguintes termos:

Y

0i :

Usando a afirmagao, obtemos a relacao:

Oit1 = ¢<yz) - gb(:):z) gb/(l’z)(yl — ;) + i ( )(yz ) +a; (yz — Ly )2+7
" ¢($z‘+qn+1) - ( ) ¢’($z) Mz, + %(A( )xi) % (A(n $i)2+7
(yz - .Iz) 1 + 2¢/((21)) (y xz) + C(Yi )(yl - i>1+7

(1)

AM % " N
AT 1+ ZES(AMD) + i (AW
Definindo ol := ¢f(xii) ealV = ¢,(;I obtemos:
0ie1 = 01 L+ 2¢/((x1)) (yi — @) + oM (ys — a3)'
+1 — (g
L+ 57 (AM,) + afY (A +

Vamos definir agora os termos:
= o TT 1+ A+ aff (a0
j<i 2
Afirmamos que ¢} pode ser escrito como g;(1 + b}), para algum b, tal que |b;| < constb,,.

Vamos fazer a demonstracao por inducao. Se ¢ = 1, temos que:

0y =01 ll + ) (;1) (AM ) + a{v(A(”)xl)lﬂ}

Vamos definir b como:

bll - @(A(")xl) + a{V(A(n)x1>1+7 _ %(A(n)xl) [¢/<§1) 4 06{;/@?;(31) (A(n)xl)'v

<'b,, const
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em que a ultima desigualdade vem do fato de ¢ € C? e Az, < 1. Suponha agora que
o resultado é valido para i, ou seja, g; = ;(1 + b)) com |b}] < b,. Usando a hipétese de
inducao, escrevemos:

¢”<x7j>

2 (A™ ;) + oV (AW z) ) = g (1+84)

Q;+1 = Qi+1(1 + b;)(l +

em que bj_; é dado por:

by = b+ b, V (2%-) (A™z) + oV (AW )lﬂ} + %ﬂji)(mi) +alV (AW )

< b, + constb, + b, ( o' (i )(A x)”’) < const by,
2 ¢//($Z)

o que conclui a prova da afirmacao.
Iremos escrever agora o), em funcdo de g}, como fizemos antes com p. Note que

usando a relagao que encontramos entre g; e g;11, segue que:

Oit1 = Gin1 H [1 + ¢”< )(A ;) + afv(A(”)xj)lﬂ] (1+ @(A(")xi) + V(A z,) )

i<t

~ o] 1+ £ NAW D+ ¥ (@)1 (14 2 ) ol - )

¢" () III 1+
= oi(1+ M(yi — i)ty (i —x) )
Pela defini¢io de g;, sabemos que (y; — 7;) = 0;A™z;, de onde segue que:

(o
Q;_H = Q; (1 + 2(2/((7;:)) g;(l + b;)*lA(n)mi + OéiHI(Q;-(l + b;)1)1+'y(A(n)xi)1+’Y)

Dessa relagao, usando a expressao de séries geométricas, temos que:

L_L1(, g

¢u+wwlwna+a<&u+w>>HNAW%V”)

Oip1 O 2¢/ (i)
— l _ ¢”( ) \N—1 A (n) Vv Iy IN\N—1—v (n) 14+
_(Q/i 291 )(1+b) Az, + o 0] (1 +0)" (A

Note que fixado 7 podemos aplicar esta ultima relacao 7 vezes para estimar ﬁ - Qi,, de
0

i

onde teriamos:

1 1 ¢N($]’) —_1—
N _ A( n) —f—OéV !y 1+b’ 1—v A(n)l' 1+~
P ;;{2w@»( i)y (R A )
¢ Lj (n) I\—1— n
<[5 -2 |4 [ Sty am
Jj<i 7<i

< b, + const Z AT < b4 const A < const b,

i<t
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onde utilizamos o Lema 5.6 para k = n em A™z; = |7,.,. 1 — ;] < A" Utilizando a

L
7

relagao acima, obtemos < const b, + , de onde temos |gf, — 0i| < ojoiconstb, <

l

const b,09. Dessa tltima desigualdade temos |gg — 0;| < const b, 9. Iremos utilizar esta

estimativa para limitar |/;|. Com efeito:

gn—1 /(gg Gn— 1¢/’( i) gn—1 ()
I = 4 ZT;0; A i z:l: < —lA(n) 7;
i Z (a:z 0 ; & (x;) Joi(0i + 00)| < 00 ZZ:; PN .
gn—1 ()
+ zz:; ¢/($Z) A xz(Qz Qo) S const anO

O
5]

Lema 5.9. Para todo xo,yo € S* vale que: |H,(yo) — Hy(z0)| < const > b, 1(n — k)" +
k=0

const n* I \"/2.

Demonstracao. Fixado xy € S', construa a sequéncia de intervalos C’Z»(m) (xo) param =n

e n+ 1. Dado um ponto yp € S', entdo temos que y € C’i(nﬂ)(aco) para algum 0 < i < ¢,

ou Yy € Cj(n)(xo) para algum 0 < j < ¢,.1. Suponha que o primeiro caso seja verdade e

tome i € Z tal que 0 < i < ¢, com yy € C’Z-(nﬂ)(xg). Queremos estimar:

gn—1 qn—1

[ o] o= |Ha(yo) — Ha(wo)| = | Y logd' (ys) = > logd'(x)

Vamos separar cada uma das somas acima em duas e reordend-las da seguinte

forma:
qn—1—1 qn—1 qn—1
Z log! (y) Zlog¢ r)+ Y logd(ys) ngas (xs)
S=qn—1

As duas primeiras somas acima podem ser escritas em um unico somatério, assim

como as duas ultimas somas, logo obtemos pela desigualdade triangular:

qn—1—1 qn—1
[Tl < | D [logd (ys) — logd! ()] + | D [logd (ys) — logd (za—g,1)l|  (9)
s=0 S=qn—1

Afirmamos que cada uma das somas em (9) pode ser escrita na forma: |J,| :=
| S [logd! (1) — logd! (22)]] satisfazendo 2,22 € CSV(22) e 0 < r < ¢, — 1. Com efeito,
s=0

considere a primeira soma em (9). Neste caso, trocaremos a posigao de y; € Ty;:

S llogd (4) — 1ogd o] = | 3 [Zog¢'<xs+i>>—zog¢'<ys>1‘ (10)
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e definimos z} = z; e 22 := yo, com r := ¢, —i — 1 < ¢, — 1. Resta mostrar que
2,22 € C8(22). Como zg € C" (2g), entdo x; € C" () = " (2). Além disso,

por hipdtese y, € C z;). Concluimos que yg,x; € C’("H)(xi). Isso implicard que

(n+1) (1'1) _

x; € Cén)( 0). Suponha que néo, por absurdo. Caso n seja par, entao yy € C
[T, Titq,,,) € terfamos que C’O (yo) = [Yg,» Yo} C (@i, Titg,,.], POIS caso contrario CO )(yo)
iria conter z;. Observe agora que o ponto j;,,, estd entre yo € Ty (k. —1)gu+qu_1, € COMO
¢ preserva orientacdo, entao ¢ (Titq,. 1) = Titgniitan = Tit(kns1+1)gn+qn_, €StA entre
Ygn © Titgn,1>» O que contrariaria a maximalidade de k,;;. Finalmente, temos entao que
Zi, Yo € Cé")(yo), como queriamos. Caso n seja impar, usamos os mesmos argumentos
para C{" (y0) = [y, Y] © C& (1) = [Ti1g,,0 1]

Considere agora a segunda soma em (9). Definimos entao y,, _; := 2§ € o := 2}
com r = (gu1) — (o —i) = i — 1 < g, — 1. Resta mostrar que z},22 € C"(z2).
De fato, observe que y,,_; € C(n+1)(x0) - C’(")(xo). Com efeito, como sabemos que

(n+1) ($o) _

Yo € C’i(nJr (x0) entao y_i1q, € C'(nle (7). Suponha agora que n ¢ par, logo Cy.,
[Tgns Tit (ki1 4+1)gn+an_1) € C’O")(:Uo) = [x,,,%0]. Note entdo que por defini¢do de k41 e
como ¢ preserva orientacao, sabemos que Ty (k. +1)gn+q._; €Sta entre z, e xg, logo
C(:H)(xo) C Cé")(xo). O caso para n fmpar é andlogo. Portanto, temos que y,, —i, o €
Ci"(x0), como querfamos.

Fixemos uma soma da forma |J,| := ]i[log&(z;) — log¢'(2?)]| satisfazendo

s=0

2,22 € C’(()n)(zg) e0 <r <gq,— 1. Como r é inteiro, pela proposicio 5.5 sabemos

que podemos escreve-lo como:
7= Qp-1Gn—1 + Qn—2Gn—2 + ... + @oQo

no qual 0 < a; < k;41. Iremos escrever a soma |J,| da seguinte forma: fixado 0 < j < ¢,,_1,
a considere o termo a; associado, e vamos somar os termos s = ap_1¢n—1 + ... + @j41¢41
até s = ap_1qp_1 + ... + aj+19i4+1 + ;95 — 1. Dessa forma, escrevemos |JT| cOomo:

Q’n_l

| J] = Z > llogd/(}) — logg (22)]

Ap—1GQn—1+ ... + @j11Qj41 < 8 < Ap_1qp-1 + ... + aj11Gj41 + a;q;

Observe que a soma interna possui (an—1¢n—1+-..+@;41¢j+1+a;¢;—1)—(an-1¢n_1+
..+ aj11qj41) = ajg; — 1 termos. Iremos separd-la em a; — 1 somas da seguinte forma:

comecaremos somando de s = a,_1Gp—1 + ... + @j11Gj4+1 até s = ap_1G@u_1 + ... + Aj11Gj41 +
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g; — 1, entao somaremos de s = ap_1¢p—1 + ... + @j11¢j+1 + ¢ até s = ap_1qp—1 + ... +

@j+1Gj+1 + 2q; — 1, e assim por diante. Portanto, ao final deste processo, obtemos:

7= |30 3 S o' (21) — toge! () (1)

Ap1Gn-1+ o+ aj11q01 + (0 = 1)g5 <5 < apagu-1 + .. + a4 +ig; — 1 (12)
Considere a soma interna em (11) e observe que cada uma delas possui
(An—1Gn-1+ . + @j41q501 +ig; — 1) = (ap-1n-1 + . + @j11q41 + (I = 1)g;) = ¢; — 1

termos, por (12). Fixemos 0 < j < ¢, e 1 <1i < a; e defina:

1. 1

20 °T Fan_1gno1+eAaj1qi41+H(i-1)g;
=2 ._ 2

20 = Zanfllhzf1+---+a]’+1q‘7’+1+(1‘—1)(b'

Logo para um j e i fixos, a soma interna de (10) correspondente pode ser escrita

como:
g;—1
> llogd! (2}) —logd! (2)]| = |H;(25) — H, (%)
s=0
Em particular, sabemos que como 23, 22 € CS(22), entdo 2}, 22 € CiV(22).

Vamos estudar duas possibilidades: podemos separar a soma (10) em j < [%}

ouj > [g} Vamos ao primeiro caso, onde usaremos o lema 5.7. Observe que para todo

j <[], existe k € Z tal que n — k = j, logo k =n — j > n —n/2 =n/2. Dessa forma,

como 7z, 22 € C{(22), podemos aplicar o lema 5.7 e obter:
|H;(2)) — Hj(23)| = |Ho r(28) — Hp1(22)] < const \¥ < const \2

Portanto se j < [%} temos que:

aj qi—
Z Z Z logd'(z;) — logd' (= Z const \z < (max{a;})const A2
j<7 i=1 s=0 =0 =1 j<% 1<z

entdo como a; < kj1, temos que se jo := (max{a;}) entdo a;, < kjy+1 < const (jo + 1)",
i<3
com jo+ 1 < n, entao :

Z(mag({aj})const A3 < [g} kjor1 const\® < mconst (jo + 1) const \2
i<y 7

< nconst (n)” const \3 = constn"*\2
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Suponha agora que j > [g] Neste caso, iremos utilizar o lema 5.8 . Note que

agora para cada [%] <j<n-—1lexiste keZtalque j=n—kpara0 <k < [g] Como

fizemos antes, para cada j definiremos 7} e 22 com 7, 22 € C{"(22) e temos que:
IHJ(E(%) - HJ(202)| = |Hn—k(2(%) - Hn—k(2§)|

Observe que se k = 1, como z}, 22 € C’én)(ég ) podemos aplicar diretamente o lema

5.8 e obter:
|H, 1(2)) — Ho 1(23)| < constb,_;

Da mesma forma, sempre que k é impar, sabemos que, por construcao das
- 1= _ —(k+1)) /=
particoes de S', temos que 2,22 € C{(z2) ¢ " ™) (32) ¢ novamente estamos nas

hipdteses do lema 5.8, portanto obtemos que:
|H,x(Z0) — Hy 1 (23)] < const by,

Suponha agora que k seja par. Como ja provamos anteriormente, sabemos que

2

como %, 5 € Cé")(go) - Cén_k+2)(5§), entdo temos que z),7z5 € C(()n_kﬂ)(

zb). Agora

estamos nas hipéteses do lema 5.8, e obtemos que:
|Hn—k('§é) - Hn—k('gg” = |Hn—k(2§) - Hn—k(zé” < const b,

Voltando agora para a soma (11) com j > [%}, temos que:

aj qi—1 %
DD llogd'(z) —logd! ()] < DD constb; <
j>1 i=1 s=0 j>n =1
(5]
Z constn’b; = const (n — k)" b,y
> k=0

, , ~ 41 ~
como queriamos. Concluimos entao que se y € C’i(n )(:1:0) entao:

(5]
1 €5 const(n— K"y + const 123
k=0

No outro caso, vamos supor agora que yg € C’j(")(xo) para algum 0 < j < g,41. Se

Jj < ¢ aplicamos o mesmo argumento que usamos anteriormente. Caso contrario, entao
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existe 1 <k < k,.1 — 1 tal que ¢,k < j < ¢,(k + 1). Neste caso, vamos escrever |.J,| da
seguinte forma:

gn—1 qn—1

qn—1 gn—1 gn—1
> logd (ys) — Y logd! (w,)| = | Y logd/ (ys) — sz 7 +Z (iZlogqs Yt >|
s=0 s=0 s=0

reordenando a soma acima e depois utilizando a desigualdade triangular, obtemos:

qn—1 k gn—1
[Tl <1 1096 (yss,, ) — logd ()| + Zzog¢ Yar(t=1)g0) — 109 (ys—s,,)| (13)
s=0 t=1

Considere agora o seguinte termo da soma acima:

qn—1

Z log(b/(%—kqn) - lOg¢/(xS) = |Hn(y3—kqn) — H, (o)
s=0

Neste caso, observe que como ¢,k < j < g,(k+1), entdo existe 0 < 7 < g, tal que

j = kg, +7. Como gy € qu wr(@o) = CU (kg 1r) NLEO Yoiy, € C(21), com T < .

Assim, para esta soma podemos usar o argumento anterior. Agora em (13) considere as

somas da forma:

qn—1

> " 109 (Ys—t-1)0,) — 1090 Ys—t,,)| = [ Ho(Ws—t-1)0,) — Hn(Ys—r,, )]
s=0

e note que como ¥y € C’én)(yo) entao Ys—(—1)q, € C’én)(ys,(t,l)qn). Por outro lado, sabemos
que C(gn) (ysf(tfl)qn) = [ysf(tfl)qn: ysftqn] ou C(()n) (ysf(tfl)qn) = [ysftqna ysf(tfl)qn]- Portanto,
temos que Ys_¢q, € C’én) (Ys—(t—1)g,)- Dessa forma, também podemos aplicar os mesmos

argumentos que fizemos anteriormente e limitamos |.J,,| como queriamos. [

O Lema 5.9 sera importante para concluirmos a prova do Teorema de Herman.
O Lema 5.10 nao depende dos Lemas que usamos anteriormente, e serd utilizado mais a

frente para derivar outros resultados importantes.

Lema 5.10. Fizado xy € S*, temos que:

< const )\‘f

()
;d( A

em que A < A\ < 1.

Demonstracao. Tome k := [%] Note que podemos escrever:

ankfl Qn7k+171

U ")l U " ()
1=0 =0
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Vamos usar a igualdade anterior para reescrever a soma da hipdtese da seguinte forma:
qn—1 " n—k+1— 1 /i
¢ ($j gb (x])
I, = Ay
Z Qy(% Z Z & () L
J= C(n+1) Cn k
qn—k—1
¢"(x;)
+ A,
Sy S,

t=0 j:C§n+1)CCt(n—k+1)

Escolheremos pontos arbitrarios y{" ™ € C{" ™ e y{" 1 ¢ defina os termos:

1
n—=k n
‘g(CS ) jhc(‘n+l)con7k
C T
(n—k+1) 1 (n)
Py - (O FD E : Aj
( t )j:C(n+1)CC§n—k+l)

J

Dali, podemos reescrever I,, como:

Gn—k+1—1 Gn—k—1
¢ «T] (b”
= 2 DAt L
J J
an—k—1 n— k+1) Qn—k+1—1 ¢//< (n— k))

il £ -
+ Z Z PO T+ Z Z(—M)A
7 Yy

8

ankjtl_]- ¢//( n—k)) 1

An—k—
_ Ys n—=k)\,. (n—k)
S e S
n—k s S
= o)

dn—k+1—1
(b// ¢//
RN o

S

n—k+1
¢ (y" ) (O kD)

(
¢’(yt(”_k+l))

4+
(n—k) dn—k— 1" ne, (n—k+1)
ARG ¢"(z;) " (y )\ At
<""“>>> A2 Z (wxj) ¢f<y§“"““>>> A

qn7k+171 ankfl

Note que > SAMz; <1e > Y A®gz; <1 paratodo n. Além disso, usando
: =0

o fato que %/,l v — holder e o Lema 5.6, podemos limitar as duas somas em (15) por
const A7, e sabemos que const A" < const )\}/ﬁ para n suficientemente grande, pois

A < A1 e v/n < yn para n suficientemente grande.

n—k)

Suponha que tenhamos provado que |pS (n—k+1)

=, |p: —p| < const )\}/ﬁ para
alguma constante positiva p € R. Iremos usar este resultado para estimar as duas somas

restantes em (14) de I,, da seguinte forma:

n—k4+1— 1 Wi ( ) An—k— 1 7 (’I’L k+1
¢ S n— n— ¢ n— n—
e O ) + —<( e (L6 )
s=0 Ys
dn—k+1—1 1 ( In-k—1 Z (
¢ 5 n— ¢ y n
=P v (n— )E(Cs( )+ = k+1_) (e + (14)
= o) = oY)
n—k+1=L 0 (n—k) n—k—1 ) (n—k+1)
¢"(ys" ) k) k ¢" (y; ) )i Akt 1)y (n—k+1)
—ﬁ(C(” NS —p) + — i UG )(py —p)
Z ¢y ™) Z ¢y )
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A expressao em colchete é uma aproximacao da Integral de Riemann fsl ¢@ gy = 0

@ (x)
Como ¢ € C?7, essa aproximacao ¢ limitada por Az . Além disso, como supomos que
|p§n_k) —pl, |p§n_k+1) — p| < const )\i/ﬁ, resulta que (16) é limitada por:

n—k+1—1 4
pAE A" i >y
s=0 Qb/(

para n suficientemente grande.

n—k—1 n
Y) (n—k) " @y Y) (n—k+1) N
—E(C )+ E —=——(C} )| < const \Y

S

(n—
n—k+1
o) = o)

Utilizando as estimativas que encontramos para (14) e (15), segue o resultado. [

Antes de prosseguir, precisamos provar a afirmacao que fizemos na prova do Lema

(n—k+1)

anterior: ]pgn_k) —pl, |p; p| < const A}/ﬁ para algum p. Para isto, precisaremos

introduzir uma dinamica simbdlica em S*.

Fixemos xy € S! e considere x € S qualquer. Defina:

ap = A, sex € Cp(xg)
ag =0, sex € Cy(x)

ap:=ky — j, sex € C’?(wo)

Indutivamente, iremos colocar a,4; como A, se x € Ci("H)(:co) para 0 < i < g,. Diremos

que api1 = kpo—7j, 8¢ x € Czﬁ;rnlﬂq B (x0) C C’i(”)(xo) para 0 < i < i1 ¢ 0< 5 < kpiq.
Finalmente:
Fnp2—1
a1 =0, sex € C U Clﬁqt}ﬂqnm (7o) = Ci(nJrQ)(xO)

Isso define uma dinamica simbdlica em S'. ou seja, cada ponto z € S' esta associado a
) b

uma palavra a:
x> (ag, a1, ..oy Qpy...) = a

Note que utilizando a medida de Lebesgue ¢, podemos definir uma medida de probabi-
lidade em S', uma vez que £(S') = 1 e j4 sabemos que ¢ restrita [0,1] é uma medida.

Note também que por construcao temos que a,,; = A se, e somente se, a, = 0. As

L(ap,at,...,an)
£(ap,ai,...,an—1) "

probabilidades condicionais ¢(a,|a,41, ..., ag) serdao dadas por
Lema 5.11. A sequinte desigualdade € verdadeira:

" "
J—— Uaplan-1, .., Gn-s,alt_. 1, ...;a5) < poonsth’
/! /
U |an—1y .oy Qpesy A1y ey )
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~ / / / /
Demonstrac¢ao. Note que as palavras (ay, ..., al,_ .1, Gn_s, ..y Gn), (QGy ooy @l 1, Qpgy vy Gp1)
/ I : (mao) mi (m2) —
e (ag,..,a,_, ;) correspondem a intervalos C; ™ C Ci" C C; ™ em que mg = n,n + 1,

mi=n—1nemy=n—s—1,n—s, respectivamente. Da mesma forma, temos que as

palavras (ag,. B Ay ey ap) € (Al . a1, Qp—sy ...y Gp_1) cOrrespondem a inter-

valos C'™ ccM, cdc,

z+] ok lzﬂparaalgumjENtalqueZQ+j<qns1,sem2—n—3e

io+J < @n_s se m=n—s— 1. Defina:

% 70

yeim)y ey

(emely el

Ok ‘=

11

para 1 < k < j. Note que pelo teorema cundamental do calculo, temos que:

| ¢(@)da
oy = WCtew)  HOT™) o U™
+1 = m ’ m - ’ m
(e ue™y I d@deuc)
oy
Utilizando o teorema do valor médio, existem pontos y2 +k € C’l:fk e yl1 +k € Cl1 +r, tais

que podemos escrever:

¢’ (yfﬁzz)
Ok+1 = ﬁ@k

¢,(yz1+k)

Utilizando a relacao acima j vezes, temos que:

1 1 m

y =y W@o fHaﬂ yme))

J m
o T )

pois segue direto da definicao que gy = 1. Por outro lado, pelo teorema do valor médio,

também temos que existe w € [yl(:jf,g, yfl +k] tal que:

¢’ (yz(0+k
¢ (y11+k
O‘ylo+k y21+k‘ < Cg(cl(l’nll]z)

(W) (mo) (m1)

y’LOJrk - yh +k

In = ‘lngb ylo%) In ¢'( yl(ﬁ:,g ’—

em que C' € R é uma constante, portanto:

(mo)
efcz(cf;’},j) < ¢’ (yz(0+1;) < ecz(cf:";,j)
¢ (yll—‘,-lk)
Dai, concluimos que:
—ijac."”l)) c Z ocimy)

i1+k

e t=0 <Q<€t0

i1+k



( (ml))

Finalmente, como m; — mq = s, observe que pelo Lema 3.5 temos ﬁ <\
ig4t
segue que:
Jj—1 -1 (C(ml))
Z e Z Z—IH < const \°
7 +k‘ ) +k; m =
t=0 ' t=0 ’ g(oi(z—&-zt))
o que conclui a demonstracao, pois observe que, por construgao:
(o)
Up|An 1y ey sy Ay 1y ey Q) = ( Z((;nl))
(™)
(o)
Uaplan 1,y Qp_s,al o 1, .cyay) = ( Z((;:lk;)
g(cil—i-k)
e por defini¢ao:
UCT)) UCEY  anlan1, s an gyl al)
Q4 _= N =
! E(C’Z(:Tk)) K(Cl(lml)) Uan|an -1, Qns,ap_s 1, )

Lema 5.12. FEuxiste uma constante C7 > 0 tal que para todo m e n temos que:

—C < ﬁ(an+m, ..

L aplal_q, ..., ag) e
- E(an_’_m, ..

e <
L aglal 4, ... af)

Demonstracao. Observe que:

Uapyt, aplal,_q, .y ay) = Lans1|an, a1, ...;a0)l(anlal, 1, ..., ag)
Portanto, aplicando o argumento anterior, podemos escrever que:
m
Uansmy ey aplal, ;... ap) = Hf(an+1|an+i_1, ey A1y ey Gg)
Uapsmy ey aplal 1, ...oap) = Hf(an+1|an+i_1, ey 1y ey GG

Agora, aplicando o lema anterior nos termos do produtério, obtemos:

m .
> —const\’ n Z const\?
€i=0 S H an+1|an+l_1, n 15 cy Q ) < ei=
m .
> —const\* i " Z const\?
ei=0 < Hﬁ(anﬂlanﬂ_l, e gy ag) < ei=
=0
Portanto, segue que:
m .
> —2const\® E(an—&—ma an|an PR a6) Z 2const\!
e < <ef

ﬁ(aner, an‘an 17"'7@/0,)

De onde segue o resultado.

68

de onde
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Lema 5.13. Eziste uma constante Cy > 0 tal que para todo n e m e todas as palavras

"

admissiveis (ay, ...,al,_3), (ay,...;al_3) € (ap, ..., Gpim), temos:

UCpsmy ooy Qplal, s, ..., ag)

—CQ CQ
e < <e
Uaptmy -y plal o, ... af)
Demonstracao. Observe que:
Uapsmy ooy Qg ey ag) = Zﬁ(anm, ey @, Blal, s, .. ag) (15)
a,B

em que a soma em « e [ representa todas as palavras admissiveis. Utilizando o Lema

anterior, segue que:
Uapgmy ooy aplal, g, .. ap) = Zﬁ(anm, ey Oy Blal, s, ag)
a7/3
< Clg " mn _ C1€ " "
<Y YUy ooy Gy, Blan g,y ag) = € (Angmy ey Gnla g, ..., Gg)
a,IB

de onde o resultado segue imediatamente. O]

Lema 5.14. Se k := [2], entio |((a, = O|an—, ..., a0) — l(a, = 0)] < const )xg/E para

alguma constante Az < 1.

Demonstracao. Este Lema é provado utilizando métodos da teoria de cadeias de Markov
(Ruelle, 2005).
Fixado um inteiro m préximo a vk, introduza uma medida de probabilidade nas

palavras:

a :(anv An—15 -+ Ap—m+3, dn—m, -+, dn—2m+3,

Apn—2my «++y An—3m+3, -++s An—(i—1)m> -5 An—im+3, An—im -+, CL())

da seguinte forma:

E,(d) = g(a()a EERE) an—im)g(anf(ifl)m7 EaS) an—im+3|an—ima ) aO)
1—2
H f(a'n—jma X3 an—(j+l)m+3|an—(j+l)ma X3 an—(j—?)m—i—?))
7=0

em que i Vk. Essa medida de uma cadeia de Markov com meméria m. Segue do Lema

3.10 que:
'(a)
l(a)

—const \™1 S S econst)\mi

e
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Se considerarmos o operador de transicao de Markov correspondente a ¢’ para a transicao
de m passos, entao segue do Lema anterior que ¢’ é uma contracao com coeficiente uniforme
menor que 1. Dai, o teorema ergddico de cadeias de Markov mostra que a diferenca entre
as probabilidades concidionais ¢(ay|a,—im, ..., ag) para diferentes a,_in, ..., ag é menor que

Ny, Ay < 1. Isto garante o resultado desejado. [l

O resultado do Lema 5.14 conclui a demonstragao da afirmagao feita no Lema
5.10. Antes de seguir para o Teorema de Herman, provaremos o tultimo Lema necessario,

que utilizard o Lema 5.9:

Lema 5.15. Para todo 0 < p < q,, temos que:

i Qb” (‘r]) A(n)x]

2U4+2 )\g/ﬁ
o' (x5)

< constn

=0

para A\ < Ay < 1.

Demonstracao. Considere a soma:

Gn—2i—1 /" )
]n—2i: Z ¢ (:E])A(n)f,(]]

= ()
Defina as expressoes:
1
(n—k) __ (n+1)
Ds T g(c(nfk)) Z e(C] )
S j>:cj(_n+1)ccgn—k)
0<j<gn-2i
e:
1
n—=k n
pY = >oooue)

e(Ct(n—k-&-l))

j>:C](.n+1)CC§n7k:+1)
0<j<gn-2i

)

Observe que como estamos tomando j tal que C']("H) C an—k , entao, em particular,

C'](-n)Jrl - C'](-n_l) C C’;n_?’).... Analogamente para o caso C'](-HH) c " Utilizando as

defini¢oes da dinamica simbdlica que construimos, isso implica que:
PR R = (0, A,0, A, ..., 0lan_g, ..., ag)

note que isso permite que, para cada i < %, possamos utilizar o lema 5.14, como fizemos

na demonstracao do lema 5.10, e temos que |p§”_k) —pl, ]pgn_kﬂ) —p| < const )\}/H para
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algum p. Além disso, da mesma forma que fizemos no lema 5.10, separaremos a soma
1,,_o; da seguinte forma:
Gn—2i—1 Gn—2i—k+1—1
¢"(x;) ¢"(x;)
Iy9i = Ay = IAM
Jz:; ¢'(x;) ! 2 ¢ (x;) ’

5=0 jie Y eork

¢ (x;) (n),.
+ Z ¢/($;)A x;

t=0 j:CJ(n+1)CC§"_k+1)

y o —k —k —kt1
e dai escolheremos pontos arbitrarios ygn ) ¢ C(" ) e y§” ) e reescreveremos In_o;:

n—k—2i+1—1 (b " n—k—2i— ¢
I = Z Z $JA(N i+ Z Z /

Gn—k—2i—1 n— k-‘,—l) Gn—k—2i+1—1

¢/lt ¢//§ )
M I Y = T

Yt

n—k—2i+1— 1¢,,(

_ Z )K(an> nk)+

g An—k—2i— gb”(y n— k+1 )
nkl
= o) = YY)

( t(n—k—‘—l) )pgn—lﬁ-l)

Gn—k—2i+1—1 ,, ' e (n // ne, (n—k+1)
N Z Z<¢ ij ¢"(ys" ))Am%+ Z Z<¢x ¢(yt_ )>A<n>%

(") (g
e os mesmos argumentos que utilizamos no lema 5.10 para cada termo da soma acima nos

da a estimativa:

|1, —oi| < const /\}/ﬁ

m

se 1 < 7. Observe também que para ¢ > m, temos que utilizando o lema 5.6, como

fizemos no lema 5.7, obtemos:

Ly Gn—k—1

¢//( ) gb”(x)

n—i — A" Al < AR )l <

' gzo ¢'( )l (@)l < sup |50 ]Zo A" ()] <

¢/’ Qj (n) (Cy(n*z)(l-z)) ¢1/($) Gn—k—1 i -
C i NU(C ;

& | )| < |y | 2 NG

< const \!

portanto:
|I,—i| < const \!

se 1 > m. Fixe p < ¢,. A proposicao 5.5 nos diz que podemos escrever p da seguinte

forma:

P = Qn_1Qn—1 + ... + QoQo
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em que a; < kjy1, para 0 < 7 <n — 1. Iremos escrever a soma acima da seguinte forma:

m

para cada termo i < %, iremos agrupar dois termos desta soma. Dessa forma, os dois

primeiros termos serao escritos como:
Un-1Gn-1 + Gn-2Gn—2 = Gp-1(kn-1Gn—2 + Gn-3) + @n_2qn—2 = (an-1kn—1 + @n_2)Gn—2 + Gn_1Gn—3
e note que podemos limitar o termo (a,_1k,_1 + a,_2) por:

an-1kn_1+ an_o < kpkp1 + ko1 = kp_1(k, + 1) < const n® !

Enquanto o termo a,_1¢q,_3 sera incorporado nos dois termos seguintes da soma que

consideramos. Portanto, podemos escrever p da seguinte forma:

%] n
Z a1Qn—2; + Z bjgn—;

=1 Jj=m

Em que a; < constn® Tt b, < constn’™ e b; < const (n — j)”. Agora iremos dividir a

//
soma Z 0 xj A(” (x;) em uma soma tripla como fizemos no lema 5.9, porém dessa vez

separaremos 0s termos j < \_%J e 7 > m. Para o primeiro caso, teremos:

aj qi—

Z Z Z Z Z const )\f < const 5 2"“)\}/5 < const n2”+2)\1/5

m1150 <—11

Por outro lado, caso j > m, teremos:

aj qi—
E E E E g const N < const n® 2\
j>m i=1 s=0 j>m i=1

Note que pelo lema 5.14, sabemos que m é préximo a \/_ portanto:

: va
const n®* 2N < constn® T\ 1

Tomando Ay := max{)\%, A1}, segue que:

p ¢1/($4> Vo
Z SN (25) < const n® Ay
— ¢/ (z;)

como queriamos. O

5.3 Prova do Teorema

Usaremos os Lemas 5.15 e 5.9 da sec¢ao anterior para provar o seguinte cordlario,

que implicara no resultado que queremos:
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Coroldrio 5.16. Fizado xo € S*, temos que:

qn—1

> log ¢ (x:)

1=0

H,(x9)| = < const n3v Y
2

Demonstracdo. Note que utilizando o Teorema do valor médio, temos que:

d
™ (w0 + 1) — ¢™ (o) = %W" (%o)

e j4 vimos anteriormente que:

qn—1

—<Z5q" Yo) H ¢'(x

gn—1

de onde segue que > log ¢'(x;) = 0. Portanto, provamos que existe yq tal que H,(yo) = 0.
i=0

Aplicando o Lema 5.9 para xg e yg, obtemos:

[5]
|H,,(z0)| < const Z by_r(n — k)" + constn” A2
k=0

. ., n . . . .
Na soma acima, ja temos que constn’+t'\3 < constn®+3\Y". Para limitar o primeiro

;)\”7}.

, € pelo Lema 3.14, segue que b, <

¢,(w’ A x]

{0<p<gn,zo} |;

termo da soma acima, lembre-se que b, = max{ max

Além disso, observe que A" < constn?+2\Y"
1

const n?+2\Y". Definindo X := )2, segue que:
(3]

const Z bp—r(n — k)" < const Z const (n — k) 2\ F(n — k)"
= k=0

n n—|g <
< const [5} (n — k) T2\ 2] < const n® NV
Portanto, segue que |H,(xo)| < const n®+3X\vV" como querfamos. O]

Segue imediatamente do cordlario que:

Qn_l
_ _ 3v43)\ V1 3u43y VT
e &n e constn A5 S | | ¢,<$Z) S 6constn Ay 6§n

Logo esta &, satisfaz a condicao que queriamos. Para concluirmos o resultado do Teorema

de Herman, resta apenas provar que: » &, k,41 < co. Por hipétese, sabemos que k11 <
n

const (n+1)”, portanto basta verificar que 3 (n+1)**3A\v" < co. Antes disso, provaremos
n

a afirmacdo: Para n suficientemente grande, temos que n* << V", para todo a € R com

a>1lekeN.
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Com efeito, queremos provar que lim,, o a’% = 0. Por (Lima, 2013, [p.29]),

temos que dada uma sequéncia (z,) com z,, > 0 para todo n € N, se lim,,_, oo (p11/25)

1, entao lim,_, . x, = 0. Dessa forma, note que:

N (O A (o
hHl —_— = hnl —_— 0
n—+oo qVntlpk n—+oo gVntl—vn

pois (1 + %)k é limitada e 1/ avV"H=v7 tende a 0, e concluimos a prova da afirmacao.

Observe também que como A < 1, entao existe a € R com o > 1 tal que A =

Portanto, utilizando a afirmacao que provamos, obtemos:

— (n+ D" SN+ D)V N2
) RV a— ) PP ) —iis =

n=1 n=1 n=1

em que a ultima sequéncia converge pois é uma p-série com p > 1.

<

1
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