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CARTA DE APRESENTACAO

Caro (a)s aluno (a)s,

Sejam bem vindos ao curso de Algebra II.

A disciplina de Algebra IT - MATB98 é uma continuagdo natural da disciplina Algebra I -
MATB91 que vocés estudaram no 4° semestre. Nesta disciplina de A]gebra II, estudaremos
com um certo rigor matemadtico os conceitos de anéis comutativos com unidade, anéis de po-

lindmios e uma introdugao a teoria dos grupos.

Bom aprendizado e sucesso!!
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UNIDADE 1

TEORIA DOS GRUPOS



Aula 1.1

Grupos

Nesta aula vamos estudar os conceitos de grupos e seus propriedades. Apresentamos varios

exemplos de grupos.

1.1.1 Defini¢des e Exemplos de grupos

Exemplo 1.1.1.

(a) As quatro operagdes +, —, +, X sdo operagoes bindrias em IR.

(b) A soma e multiplicag¢do de matrizes sdo operagdes bindrias no conjunto de todos n X n

matrizes.
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Observagdes.

(1) Em geral, denotaremos um grupo (G, *) simplesmente por G, ficando a operagio subentendida, e a*b

por ab.

(2) Estabelegcamos dois tipos de notagdes para grupos que serdo utilizadas no decorrer destas aulas:

(a) Grupo Aditivo: Neste tipo de notagio temos:

"o,

e Operagio: “+”;

e Elemento Neutro: “0”;

o Inversodeac G: “ —a”.

(b) Grupo Multiplicativo: Neste tipo de notagio temos:

"o ",

e Operagio: ou “+”;

“_rr 1/1// .
7

o Elemento Neutro: “e” ou

e InversodeacG: “a”l”.

Joseph Nee Anyah Yartey



Agora ilustramos como grupos surgem em varias dreas de matematica fornecendo uma

variedade de exemplos.
Exemplo 1.1.2 ( Grupo de Nimeros).

(a) Considere o conjunto dos nimeros inteiros Z. com a operagado usual de soma +. Temos que

(Z ,+) é um grupo, pois

e asoma de 2 inteiros é um inteiro, logo + é uma operagdo bindria em Z.;

e asoma é associativa, pois
x+(y+z)=x+y)+z VYxyzeZ;
e o0 elemento neutro é 0, pois
x+0=0+x=x, YxeZzZ,
e oinverso de x é —x, pois

x+(-x)=(—x)+x=0, YxeZ.

MATBOS - Algebra II
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Além disto (Z , +) é um grupo abeliano, pois

x+y=y+x, Yx,yeZ.
(b) Analogamente (Q, +) e (R, +) sdo grupos aditivos abelianos, infinitos com elemento

neutro 0 e o inverso aditivo de x igual —x.

(c) Considere o conjunto dos niimeros racionais ndo nulo Q" com a operagao usual de multi-

plicagdo - . Temos que (Q)°, -) é um grupo, pois

e a multiplicagdo de 2 niimeros racionais ndo nulos é um numero racional nao nulo,
logo - é uma operagao bindria em Q°;

e a multiplicagdo é associativa, pois
x-(y-z2)=(x-y) -z YxyzeQ;
e 0 elemento neutro é 1, pois
x-1=1-x=x, Yxe Q5

, 1 .
e oinversodex é —, po1s
X

X - x=1, Yxe@Q".

Il
KRI-

X

Além disto (Q", -) é um grupo abeliano, pois
x-y=y-x, Yx,yeQ.

(d) Analogamente (R*, -) é um grupo multiplicativo abeliano infinito, com elemento neutro

igual 1 e o inverso multiplicativo dex € R* é -.
x

(e) (Z, ), (Q, ) e(R, -) ndo sdo grupos pois por exemplo 0 ndo possui inverso em nenhum

destes conjuntos.

Joseph Nee Anyah Yartey
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Exemplo 1.1.3 (Classes residuais médulo n).

(@) O conjunto Z,, = {6, 1, - ,n— 1} de classes residuais médulo n com a operagdo da soma

d+b=a+b

é um grupo aditivo abeliano finito, ordem n com elemento neutro 0 e o inverso dea é

(n —a).
(b) O conjuntoU,, = {a € Z,, : mdc(a,n) = 1} dos elementos invertiveis de Z,, com a operagdo

a-b=ab

é um grupo multiplicativo abeliano finito, ordem ¢(n) com elemento neutro 1 e o inverso
multiplicativo dea € U(n) é o elemento b tal quea b=1ou a-b=,1.

Por exemplo ¢(28) = (p(22)q0(7) = 2.6 = 12. Portanto

U =1{1, 3, 5,9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27}.

Como

3-19 =57 =53 1 temos que 19 é o inverso multiplicativo de 3
5-17 = 85 =53 1 temos que 17 é o inverso multiplicativo de 5
925 =225 =53 1 temos que 25 é o inverso multiplicativo de 5
11-23 =253 =55 1 temos que 23 é o inverso multiplicativo de 11
1313 =169 =23 1 temos que 13 é seu proprio inverso multiplicativo

1515 =225 =33 1 temos que 15 é seu proprio inverso multiplicativo

27-27 =729 =53 1 temos que 27 é seu proprio inverso multiplicativo

MATB9S - Algebra IT
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Exemplo 1.1.4 (Matrizes).

a) (M, (X), +) o conjunto de matrizes n X n com entradas em X, com a operacdo usual de soma
J] perag

é um grupo aditivo abeliano.

(b) (GL,(X), -) o conjunto de matrizes n X n inversiveis com entradas em X, isto é

GL,(X) = {A € My (X), det(A) # 0}

com a operagdo usual de produto é um grupo multiplicativo.

(c) (SLy(X), -) o conjunto de matrizes n X n com determinante igual 1, isto é

SLu(X) = {A € GLy(X), det(A) = 1)

com a operagdo usual de produto é um grupo multiplicativo.

Faremos alguns exercicios variados com intuito de trabalhar as operac¢des que poderemos

definir para que um determinado conjunto ndo vazio seja grupo.
Exemplo 1.1.5. Verifique quais dos conjuntos abaixo G é um grupo sob a operacgao * :
(HG=R; a*b=a+b-1,Va,beG=LR.

(i) G=1{1,2,3,4,5}; a=*b=ab(mod®6), Ya,beG.

Solucao.
i)G=R, ax*b=a+b-1

o Sejaa,beG.Entdoa+b=a+b+1 € G. Portanto, G é fechado com relagdo ao *.

o G1: Associativa

Sejaa,b,c € G. Entdo

(@axb)»c = (@+b-1)=c
= (@+b-1)+c-1
= a+(b+c-1)-1
= a+((b=*c)-1

= ax(b=*c).

Joseph Nee Anyah Yartey
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Portanto a operagdo = é associativa.

o G2: Elemento neutro

Seja e 0 elemento neutro de G. Entdo

axe = a, YaeG
>a+e—-1 = a
=>e = 1.

o (3: Elemento inverso

Sejaa™! o elemento inverso de a. Entio

a*a = e
Sa4+a1-1 = 1
_1 _
=a = 2—-a

Portanto (G, *) é um grupo.

(i) G=1{1,2,3,4,5};, a=b=ab(mod6), Ya,be G

(G, *) ndo é um grupo, pois G é nio fechada com relagdo ao *. Por exemplo

3,4 G mas 3x4=0¢G.

Portanto (G, *) ndo é um grupo.

1.1.2 A tabela de Cayley para Grupos Finitos

Seja (G, *) um grupo finito com n elementos. Vamos suponha que G = {e,a1, -+ ,a,-1}, onde e é 0

elemento neutro. A operagio bindria + em G pode ser dada através de uma tabela da forma:

MATB9S - Algebra IT



* e aq 175) Ap—1
e e e e e
a1 e al *dq ap xdp ay *ay—1
an e az *dq ap *dp az *ay_1
e
Ap-1 || € | Gp-1*4a1 | Ap-1 %42 Ap—-1 * p—1

Esta tabela é chamada a tabela de Cayley para o grupo (G, *). Observemos que na construgdo da tabela

ndo podemos ter repeticdes de elementos nem nas linhas e nem nas colunas.

Exemplo 1.1.6. Construa a tabela de Cayley para o grupo multiplicativo Us.

Solugao.

Us = {x € Zs, mdc(x,5) =1} = {1, 2, 3, 4)

| 112(3]4
1(1]2|3|4
221413
3(3|1]4]2
404|3|2]|1

Exemplo 1.1.7. Construa as tabelas de Cayley de grupos finitos de ordens 1, 2, 3 e 4.

Solucao.

(a) Seja G um grupo de ordem 1. Logo G contém somente

o elemento neutro, isto é, G = {e}. A tabela de Cayley do

grupo G estd no lado. Neste caso G é abeliano.

(b) Seja G um grupo de ordem 2. Logo G contém o elemento

neutro e mais outro elemento. Vamos representar G por

G = {e,a}. A tabela de Cayley do grupo G estd no lado.

Neste caso G é abeliano.

Joseph Nee Anyah Yartey
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(c) Seja G um grupo de ordem 3. Logo G possui o elemento

neutro mais 2 outros elementos. Vamos representar G por

G ={e,a,b}.

e axbpodesereou aou b.Seaxb=aentiob=ce

impossivel. Da mesma forma a +b # b. Portanto “llelalb

a*b=eea=b"1. ellelalb

e axa#a(afimdequendotemosa=e)eara+e(a

fim de que no temosa = a~* = b). Portantoa*a = b.

e Damesma formab+a=e e b+b=a.

Portanto G possui a tabela de Cayley no lado. Neste caso G

é abeliano.

(d) Seja G um grupo de ordem 4. Logo G possui o elemento neutro e mais 3 outros elementos. Vamos

representar G por G = {e,a, b, c}. Temos 2 possiveis tabelas de Cayley para G:

e Seara=bxb=cxc=ceentdioaxb=bra=c, axc=c*a=b e bxc=c=*b=a.
Portanto G possui a tabela de Cayley abaixo. Este grupo é chamado de grupo-4 de Klein, ou

simplesmente grupo de Klein. Neste caso G é abeliano.

*|lelal|lb|c

ellelalb]|c

allalelc|b

bl{blclel|a

cilclblale

e Agora suponha que a*a # e. Entdo a *a pode ser b ou c. Vamos suponha que a*a = b. Entdo

axb ouigualae ou c.Seaxb=e entio

axc#e (afimdequendotemos c=a"' =b)
axc#b (afimdequendo temos c = a)

axc#a (afimdequendo temos c = e)

a*c#c (afimdequendotemos a = e)

Portanto ndo podemos ter a+b = e, logo a + b = c. Portanto G possui a tabela de Cayley

MATB9S - Algebra IT
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abaixo. Observea+a =b, ara*a=c e a*axax*a=e. Este grupo é chamado de grupo

ciclico de 4 elementos. Neste caso G é abeliano.

Exemplo 1.1.8. Construa a tabela de Cayley para o grupo dos quatérnios
Q = {1/ i/ j/ k/ _i/ _j/ _k/ _1}

com operagoes

P=pF=K=ik=-1 e (-1 =1.

1 é o elemento neutro e —1 comutam com todos os elementos.

Solugdo. Como estas operagdes podemos deduzir os restantes das operagoes:

° ij=?
Como ijk = -1 e k* = —1 temos que ijk* = (-1)k = —ij = —k = ij =k
Observe que (ij)(ji) = i(j*)i = i(—i) = —i*> = 1. Portanto ji é a inversa de ij. Logo ji = —k.

o ik =?

De fato k = ij = ik = i(ij) = —j.

o Com dedugoes similares achamos os restantes das operagoes.

Portanto a tabela do Quatérnios é

Joseph Nee Anyah Yartey
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Vantagens da tabela de Cayley:

e Ficil de entender.
e Elemento neutro e inversos sio relativamente fdcil de encontrar.

o [ ficil de determinar se o grupo é abeliano ou ndo ( basta observar simetria do diagonal).
Desvantagens da tabela de Cayley:

e S50 pode ser usados para grupos finitos de ordens pequenos.

1.1.3 Propriedades basicas de grupos

Proposicdo 1.1.1. Sejam (G, ) um grupoea,b,c € G.
(1) O elemento neutro € inico.
(2) O elemento inverso é tinico.
(3) A equagio a-x = b admite uma vinica solugdo em G, a saber, x = a b

4 @-byt=v"1-at

Observe que se G é um grupo abeliano, entdo (a-b)™ =a™ - b1,

(5) (Lei do Cancelamento)

Sea-b=a-c,entdfob=c ou Seb-a=c-a, entiob = c.

MATB9S - Algebra IT
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Demonstragio.

(1) Suponha que e e ¢’ sdo 2 elementos neutros de G, isto éa-e = a-¢’ = a, Ya € G. Em particular

(2) Suponha que a’ ea” sdo inversosdea € G,istoé a-a'=a"-a=e e a-a"=da"-a=e

onde ¢ é o elemento neutro de G. Entao

124 7

a = e-a’; pois e é o elemento neutro
= (a'-a)-a"”; poisa’ éum elemento inverso dea
= a’ -(a-a”); poisaoperagdo é associativa

= a'-¢; poisa” é um elemento inverso de a

= 4a’; pois e é o elemento neutro

Portanto o elemento inverso de a € G é Ginico.

1

Bax=b=alax =a"'b

Portanto x = a'b.

(4) Devemos provar que

@b)y-blaH=e e (b 'al)-@ab) =e.

Agora

@b)- (b 'ah) = a®bHa!

b laHYab) = b ala)b

bleb=blb=e

Joseph Nee Anyah Yartey



(5) ab = ac. Multiplicar cada lado por a™! temos

al @) = at(ac)
s@l-ab = @'-ax
=>e'b = e-c
=b = c

1.1.4 Poténcias de um Elemento

MATBOYS8 - Algebra II
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Exemplo 1.1.9. Considere o grupo aditivo Z;; = {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10, ﬁ}

As poténcias de 8 sdo:

1-8 = §,~
2.8 = 8 + 8 = 4
3-8 = 8 + 8 + 8 = 0;
4.8 = 8 + 8 + 8 + 8 = 8;
5.8 = 8 + 8 + 8 + 8 + 8 = 4

assim por diante.

As poténcias de 4 sdo:

IS
IR T T
N

NN
NN IS
NN IS
o

RS TRR-TRRS TR

Il
.
N
N
N
N
Il
—|

assim por diante.

Proposicao 1.1.2. Seja G um grupo. Paraa € G em,n € Z valem
(El) an ‘am — an+m.

(b) (an)—l — (u—l)n =g

(c) @)™ = a™.

Demonstragio. A demonstragao é deixada a cargo do leitor como exercicio. [
Exemplo 1.1.11. Suponha que G é um grupo com elemento neutro e. Mostre que se x* = ¢ para

todo elemento x € G, entdo G é abeliano.

Solugdo. Suponha que a e b sdo elementos arbitrios em G.

Queremos mostrar que ab = ba.

Joseph Nee Anyah Yartey
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Por hipétese,

(ab)? = abab = e. (*)

Multiplicando cada lado de (+) por a pela esquerda temos que
aabab = a.

Mas, como aa = e, isto ficara

bab = a (>(->(-)

Multiplicando cada lado de (++) por b pela direta temos que
babb = ab.

Mas, como bb = e, isto ficara ba = ab.

Portanto G é abeliano.

Exemplo 1.1.12. Mostre que se G é um grupo tal que (ab)* = a’*, Va,b € G, entdo G é um

grupo abeliano.

Solucao.

@b = a’b?
=abab = a’b?
=atabab = a'a’v*  multiplicando cada lado pela esquerda por a™t
= @ 'a)bab = (a 'a)ab? por associatividade
=bab = ab* elemento neutro
= babb™! = ab’b'  multiplicando cada lado pela direta por b~
=ba = ab.

Portanto G é abeliano.

MATB9S - Algebra IT
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1.1.5 Subgrupos

Definicio 1.1.6 (Subgrupo). Sejam (G, ) um grupo e H um subconjunto ndo vazio de G.
Dizemos que H é um subgrupo de G se H, munido da operagdo - do grupo G, for um grupo, ou

seja, se (H, -) for um grupo.

Como a operagdo - jd é associativa em G, logo, ela jd satisfaz a propriedade associativa para os elementos
de H. Portanto, as propriedades a serem satisfeitas para que H seja um subgrupo de G sio dadas pelos

seguintes axiomas.

SG1. H é fechado pela operagio de G, isto é,

a-beH paratodo a,b € H;

SG2. e€ H;
SG3.Sea € Hentdoa ! € H.

Notagdo: Se H é subgrupo de G, entio denotamos H < G.

Observagoes.
e {e} e G sao subgrupos de G chamados subgrupos triviais de G.

e Se H é um subgrupo de G, diferente de {e} e G entio dizemos que H é um subgrupo préprio de G e

escrevemos H < G.
Exemplo 1.1.13. Temos a seguinte sequéncia de subgrupos:
o (Z, +)<(@Q +)<(R, +) <(C, +).
* (@, ) <K, ) <(CT, )

Exemplo 1.1.14. Verifique, em cada um dos itens abaixo, se H é subgrupo de G.

(b)H = {23 a,b € Z}, (G, = (R, X).
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(c0H=1{z€Z, zéumnimeroimpar}, G=2; axb=a+b+1, a,beG.

Solucio.

Temos que o conjunto H # (.

Observemos a tabela da operagio + em H.

+

ol
Wl
<N
ol
S

ol
ol
Wl

W
Wl
(o)}

O|
Ol
—_
N

ol
ol
ol
wi| oI 3]] ot o
ol wi| ol B el
ol ol wi| ol 5]

—_
N
—_
N

e 5Gy:VYa,beH temosquea+Dbe H.
o SGy : Sabemos que o elemento neutro de Z15 = Géeg =0 € H.

o 5Gq :YaeHtemosa ' € H.

Logo H é um subgrupo de (G, *) = (Z15, +).

(b) H = {2°3"la,b € R}, (G, *) = (R*, x)
Temos que H # 0

e SG : H é fechado, pois
para w,y € H, entio w = 2730 ¢ y=2'3€Hcoma,b,recZ.

Portantow - y = 2a3b . orgs — p(a+r)3(b+s) o f
e SG, : O elemento neutro é 1 pertencem a H pois 1 = 2°3° € H.

e SGj3:Sew € H, entidow = 213b para inteiros a e b. Entdo —a e —b também sdo inteiros, logo

wl=023)"1=2"3"ecH.
Logo H é um subgrupo de (G, =) = (R", x).

(c)H ={z € Z; éum niimero impar}, G=2; a*b=a+b+1,a,beG

Temos que H # 0
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e SGy : H é fechado, pois para

a, beHentioa=2n+1 e b=2k+1comn,k € Z. Portanto

axb=02n+1)=(2k+1)

Cn+1D)+Rk+1)+1=2n+2k+2+1=

2n+k+1)+1€H.

e 5Gy : O elemento neutro é (-1) pertencem a H pois a + (=1) = a, Va € H.

e SG3: SeaeH, e axat = e temos que

Cn+1)*a! = -1
m+1+at+1 = -1

at (-2n-2)-1=a"'eH.

Logo H é um subgrupo de G = Z.

Exemplo 1.1.15. Seja G um grupo abeliano com elemento neutro e. Prove que
H={xeG|x*=¢}

é um subgrupo de G.

Solugao.

2

e Sejam x,y € H. Assim, temos x“ =ee y2 =e. Dai,

(xy)* = (xy)(xy) = x(yxy) = x(xyy) = x(xy*) = x(xe) = xx = x> = ¢,

isto é, xy € H.

° eeH,poiseZ:e.

2

e Sejax € H, temos: x.x = x —e=>x=x"'eH.

Outra maneira de provar que x™' € H :
Y =xtaxl=@x0t'=0)T=(" =

Entdo, H é subgrupo de G.
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Proposi¢ao 1.1.3 (Critério do Subgrupo). Seja H um subconjunto nio vazio de um grupo G.

Entdo, H é um subgrupo de G se, e somente se,

a-b™' € H para todo a,b € H.

Demonstragdo. Claro que se H é um subgrupo de G, entdo ab™! € H sempre que a,b € H.

Resta provar que o reciproco também vale.
e Como a operacdo em H é a mesma que a considerada em G, ela é associativa.

e Vejamos agora que ¢ € H. Seja x € H (note-se que H é nao vazio, por hipétese). Entdo

e=x-x'eH.

e Seja agora x € H e vejamos que x~* € H. Para isso basta tomara = ¢ e b = x no enunciado

da proposicao.

e Resta provar que H é fechado para operacdo. Sejam entdo x,y € H. J4 sabemos que

y ' eH Logoxy=x(y ) ! eH.

Observacao. Resulta da demonstragio que a condigio de H ser nio vazio pode ser substituida por e € H.

Note-se que se mostrarmos que e ¢ H fica automaticamente provado que H nio é um subgrupo.

cosf® —sen0
Exemplo 1.1.16. Prove queH = , 0 € R} éuum subgrupo de G = SL(2, R).

sen cos0

Solucao.

) ) cos0 —sen0 10
e H ndo é vazio, pois = eH
sen0 cosO 01
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) cos 81 —sen 0 cos B, —sen 6,
e Sejun A,B € H,onde A = e B= . Entdo
sen 61  cos 0 sen 8, cos O,
cos 81 —senf cos 0 sen 0
AB-l - 1 1 2 2
sen 01  cos 6 —sen 0> cos 0>

cos 61 cos B, + sen 61 sen 6, cos O1 sen B, — sen 61 cos O,

sen 61 cos B, — cos 61 sen B, sen 61 sen B, + cos O cos O

cos (01 —0;) —sen (61— 65)
= € H.

sen (61 —62) cos (61 — 6)

Portanto H < G.

Proposicdo 1.1.4. Se H e K sdo dois subgrupos de G, entdo H N K é um subgrupo de G.

Demonstragio. Sejama,b € HNK. Entdoa, b€ Hea,b € K. Como H < G e K < G temos que

ab' e H
e =ab'eHNK

ableK

Portanto HN K < G. [ ]

Exemplo 1.1.17. Seja G o conjunto de todas as matrizes da forma

1 a b
0 1 ¢ |ondeab,ceQ.

0 01
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[Assume que G é um grupo]. Determine o o centro Z(G) de G.

Solucdo. Para determinarmos o centro Z(G) de G, precisamos encontrar todas as matrizes que comutam
com as matrizes de G,

Sejam A, X € G, entdo

1 a b 1 x vy
A=l0 1 cleX=|01 z
0 01 0 01

para alguns a,b,c,x,y,z € Q. Entdo temos que

1 x+a y+az+b 1 a+x b+xc+y
AX=10 1 z+c e XA=[0 1 c+z
0 0 1 0 0 1

e portanto AX = XA se e somente se az = xc, ou seja, A € Z(G) & az = xc para todo x,z € R; mas isto
é possivel somente no caso em que a = c = 0.

Portanto, o centro Z(G) de G consiste dos matrizes A acima coma = ¢ = 0.

Proposicdo 1.1.5. Sejam G um grupo e a € G. Entio Z(G) e N(a) sio subgrupos de G.

Demonstragdo.

(@) Z(G) = {x € G;xa = ax,Ya € G}.

Para mostrar que Z(G) é subgrupo de G, utilizaremos a definicdo de subgrupo

e Comoea =a=uae, YaeG,temosquee € Z(G).
Portanto Z(G) # 0.

e Sejax,y € Z(G). Entdo como xa = ax e ya = ay, Va € G, temos que

(xy)a = x(ya) = x(ay) = (xa)y = (ax)y = a(xy), Ya e G.

Portanto xy € Z(G).

e Agorasejax € Z(G), entdo ax = xa, Ya € G e portanto

1 1 1

xla= e ™) = a7 la)r ™ = x )y = x ey = ax7l, Va e G.
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Portanto x~! € Z(G).
Portanto Z(G) é um subgrupo de G.

(b) N(a) = {x € G; xa = ax}.

Vamos utilizar o critério de subgrupo.

e Como ea = ae = g, temos que e € N(a). Portanto N(a) # 0.

e Sejax,y € N(a). Entioxa =ax e ya=ay.

a(xy™) ey tyx D(axy™), pois xylyxt =e
= xy e lay ™

= xy 'y(x'xa)y”!, pois ax = xa

= xy ey

=y (yay™)

= xy 'ayy™), pois ay = ya

= (wha

Logo, (xy™!) € N(a).

Portanto N(a) é um subgrupo de G.

1.1.6 Ordem de um elemento
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Exemplo 1.1.18.

(a) Seja G um grupo. Entdo ord(e) = 1 poise' =e.

(b) Em Z4, temos que ord(8) =3 pois 3-8 =24 =0 (mod 12).
(c) Em Uy; temos que ord(4) =5 pois 4° = 1024 = 1 (mod 11).

(d) Em Z temos que ord(5) = oo pois ndo existen € Z tal quen -5 = 0.

0 1 0 -1
Exemplo 1.1.19. Mostre que A = } tem ordem 3 em GL(2,IR) e B = [ } tem
-1 -1 1 0
ordem 4, mas AB tem ordem infinito.
Solucio.
e 0 1 o 1] |-1-1
-1 -1 -1 -1 1 0
A3 — AZ A=

Portanto ord(A) = 3.

Portanto ord(B) = 4.

(AB)* = (AB) - (AB) =

I |
|
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Podemos provar por indugio que

(AB)" = (AB)(AB)---(AB) =

-n 1
n vezes

Ou seja (AB)" # e, para n > 0. Portanto ord(AB) = oo.

Proposicao 1.1.6. Seja G um grupo finito. Entdo todo elemento a € G tem ordem finita.

Demonstragio.
Considere o conjunto

{a", ne N} = {e,a,az,a3,--- }

Como G é finito, este conjunto de poténcias de a ndo pode infinito. (Segue pelo Principio de
Casa dos Pombos). Portanto 2 poténcias de a devem ser iguais, digamos a' = a/ com i # .

Se assumimos que i > j entdo temos que
i

al=d-al=d-a'=e.

Em particular ord(a) < i — j. Portanto a ordem de a é finita. [ |

Proposicao 1.1.7. Sejam G um grupo e a € G. Entdo ord(a) = ord(a™).

Demonstragio.

Caso I: Suponha que ordem de a é finita, ou seja ord(a) = n. Entado
(a—l)n — (un)—l — e—l —e.

Isto implica que ord(@™ ) < n = ord(a).

Por outro lado se m = ord(a™') entdo

a" = ((a—l)—l)m — (a—l)—m — ((a—l)m)_l — e—l =e.
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Isto implica que ord(a) <m = ord(a™).

Portanto n = m, ou ord(a) = ord(a™?).

Caso II: Suponha que a tem ordem infinta. Entdo para todo n € Z* temos que a" # e. Mas entdo
(a‘l)n =@ '+e Vnez.

Portanto a~! tem ordem infinita. []

Proposi¢do 1.1.8. Seord(a) = nem € Z* entio a™ = e = n|m.

Demonstragio.

(&) Suponha que n|m. Entdo existe k € Z* tal que m = kn. Portanto
A" =d" = (@) = =e.

(=) Suponha que a" = e. Suponha que m > n. Pelo algoritmo da divisdo existem g, r € Z tal que

m=q-n+r,com0 < r <n. Portanto
e=a"=a"" =g".q" =@ -a"=¢1-a" =4d".

Como r < n = ord(a) temos que r = 0. Portanto m = gn = n|m. [ ]

Proposicdo 1.1.9. Sejam G um grupo e a € G com ord(a) = n. Entdo

i =d = i = j (mod n)

Demonstragio. Segue de Proposigao ( 1.1.8) [ |
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Corolario 1. Sejam G um grupo e a € G com ord(a) = co. Entdo
i=d = i=]j

Em particular todas as poténcias de a sdo distintas.

Proposicao 1.1.10. Sejam G um grupo e a € G tal que ord(a) = n e k € Z. Entdo

A(d") = _n
ord(@) mdc(k, n)
Demonstragio.
Seja d = mdc(k, n). Queremos provar que ord(a") = g Observemos que
d
()" = @y = (1.1.1)

Falta provar que n/d é o menor inteiro positivo tal que (1.1.1) é valido. Suponha que existe

t € N tal que (a*) = e. Ou seja a"™* = e. Entdo pelo Proposigio ( 1.1.8) temos que
n k
1| (kt) = (E) | (E)t. (1.12)
. . n _k _ . . o
Afirmacgio: p e ¥ sdo relativamente primos, isto é mdc (n/d, k/d) = 1.

De fato como d = mdc(k, n) pelo Teorema de Bezout existem inteiros x, y tal que
kx +ny =d.

Dividindo por d temos que

(k/d)x + (n/d)y = 1.

Portanto pelo Teorema de Bezout, temos que n/d e k/d sdo coprimos. Logo pela equacao ( 1.1.2)

temos que n/d divide t. Em particular n/d < t, portanto ord(a*) = n/d. [ ]
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Exemplo 1.1.20. Se ord(a) = 12 determine as ordens de a, 1<k<11.

Solucao.
ak 112|314]5 16

12134 6 |12

ordd) |12 |64 3122

1.1.7 Grupos e Subgrupos Ciclicos

Sejam G um grupo e a € G. Denotamos por < a > o conjunto de todas as poténcias de a, ou seja,

<a> := {d"|neZ}

Proposi¢ao 1.1.11 (O subgrupo ciclico gerado por a). Sejam (G,-) um grupo e a € G. Entdo

<a > éum subgrupo de G, chamado de subgrupo ciclico gerado por a.

Demonstragio.

(a) Para todo n, m inteiros temos que a" - a" =a"*" € <a > .

b)e=a"e <a>.

N lopge<a>.

(c) Para todo n, temos que (a
[

Exemplo 1.1.21. Seja Z o grupo aditivo. Mostre que < n >, o subgrupo ciclico gerado por n é

nZ = {kn | k € Z}. Em particular, 27 =< 2 > . Observe também que Z =<1 > .

Solugdo. Por definigdo

<n>={--,-3n,-2n,-n,0,n,2n,3n,---} = nZ.

Em particular
<2>={--,-6,-4,-2,0,2,4,6,---} = 2Z.

Exemplo 1.1.22. Considere o grupo (Zy, +). Determine < 2 > o subgrupo ciclico gerado por 2
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Solucdo. Por definigdo

Exemplo 1.1.23. Seja R* o grupo multiplicativo. Determine < 2 >, o subgrupo ciclico gerado

por 2.

Solugao. Por definigio

<2>= {2k|neZ}:{---,i, ,1,2,4,8,16,---}.

NI +—

Teorema 1.1.12. Seja G um grupo e sejaa € G.

e Se a for um elemento de ordem finita n, entdo n serd o menor inteiro positivo que satisfaz

a’ =e.
Mais ainda, < a >= {e,a,a®,--- ,a""1}.
e Sea for um elemento de ordem infinita, entdo a" # e para todo inteiro n # 0.

Mais ainda, < a >= {--- ,a”2,a",e,a,a%,---} e todas as poténcias de a serdo distintas.

Demonstragio. Segue da Proposigao (1.1.9) e Corolério (1). [ |

Definicio 1.1.9 (Grupo Ciclico). Um grupo G é chamado grupo ciclico se G =< a > para
alguma € G, ou seja, G é gerado por um elemento.

Neste caso, dizemos que a é um gerador de G.

Exemplo 1.1.24. Considere o grupo aditivo Z, = {6, T, E, 5}.
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Portanto Z4 é ciclico com geradores le3.

Observacao. Se G é um grupo ciclico, entio o gerador de G, isto é, o elemento a € G tal que G =< a >,

em geral, ndo é rinico. Por exemplo, Zy =<1>eZ4 =<3 >.

Proposicdo 1.1.13. Se G =< a > é ciclico entdo |G| = ord(a).

Demonstragio. Segue do Teorema 1.1.12. [

Exemplo 1.1.25. Determine se o grupo multiplicativo (U, ) é ciclico. Caso seja, determine

seus geradores.

Solucio.
Uo=1{1,2 45,7 8.

@' =92 5) =95

27 = 4 —y = (5)* =97 . =

. = (4)! =9 4 . = D' =97 -
(2)° =9 8 — = (5)° =9 8 — - (8) =98
—, = (4P =97 Y - 7)? = 4 ., -
(2)* =97 P =1 (5)" =9 4 PP =1 (8)" =91
@) =55 u_g (5)° =52 u_g I
(2)° = 1 _ (5)° =9 1 _ ord(8) = 2.

U ord(4) =3 ! ord(7) =3

ord(2) = 6 ord(5) = 6

Portanto Uy é ciclico e Ug =< 2 >=< 5 > .
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Exemplo 1.1.26. Determine se o grupo multiplicativos (Us,-) é ciclico. Caso seja, determine

seus geradores.
Solugio.
Us = (L, 3,57
(3)' =53 (5)' =55 7)) =87
32 =s1 (5% =s 1 (7)* =5 1
U U U
ord(3) = 2 ord(5) = 2 ord(7) = 2.

Portanto Ug ndo é ciclico.

Proposicao 1.1.14. Seja G =< a > um grupo finito ciclico de ordem n. Os geradores de G sdo da

forma a” se e somente se r e n sio coprimos, isto é mdc(r,n) = 1.

Demonstragio.
(=) : Suponha que 4" é um gerador de G. Se r e n ndo sdo coprimos entdo eles tem um fator

comum, digamos k isto é, k = mdc(r, n). Logo
r=kx e n=ky paraalgun x,y € Z.

Portanto

aVv = akxy — axky =g = (an)x = =¢.

Portanto a ordem de a” é y < n = ky, contradizendo o fato que a” gera G. Logo r e n devem ser
coprimos.

(&) : Suponha que r e n ndo coprimos. Queremos provar que a’ gera G, isto é precisamos provar
que ord(a”) = n e se (a") = e, entdo k = xn para algum inteiro x.

Observe que ord(a) = = n. Agora suponha que (a")* = a™ = 1. Entdo pelo Proposicao

"
mdc(r, n)
1.1.8 temos que

n|(rk) = n|k pois mdc(r,n) = 1.

Portanto k = xn, algun x € Z. Logo a” gera G. [ ]
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Exemplo 1.1.27. Seja G =< a > um grupo ciclico de ordem 28. Quais dos seus elementos gera

G.
Solucao.
G={ea,a* - ,a% |a®® =e¢}.
mdc(r,28) =1=r=1,3,5,9,11,13,17,19,23,25,27.

Portanto os gemdores de G siio a, a3, a5, a9, all, a13, a17, alg, a23, a25, a?.

Teorema 1.1.15. Todo grupo ciclico é abeliano.

Demonstragdo. Como G é ciclico, existea € G tal que G =<a > .

Sejam x, y € G. Entdo x = 4", y =a", n,m € Z. Portanto,

Como x, y sdo arbitrérios, temos que G é abeliano. ]

Observacgao. A reciproca do Teorema 1.1.15 é falsa, ou seja, nem todo grupo abeliano é um grupo ciclico.

Por exemplo,
(1) o grupo multiplicativo Us, é abeliano, mas ele nio é um grupo ciclico.

(2) 0 4-grupo de Klein

2 2

V=leab,c}, talque a” =e, =e *=e¢

é abeliano, mas ndo é ciclico.

Teorema 1.1.16. Um subgrupo de um grupo ciclico é ciclico.

Demonstragio. Sejam G =< a > um grupo ciclico e H um subgrupo de G. Vamos assumir que
H # {e}, pois {e} é ciclico. Entdao H contém um elemento diferente de e da forma 4™, para algum

m € Z, pois G é ciclico. Suponha que m é o menor inteiro tal que a” € H.
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Afirmacdo: H =<a" > .
Como a™ € H temos que < a™ > C H.
Vamos provar que H C < 4™ >, isto é precisamos provar que sea” € H, entdo 4" é uma poténcia

de a™. De fato, suponha que 4" € H entao pelo algoritmo da divisdo podemos escrever

n=gm+r, onde 0<r<|m|

Entao

g = g = gt — (um)qur.
Como H é um subgrupo, (a"")™" € H, portanto (") ™a" € H, e segue que
a" = (@")"a" € H.

Mas r < m e como m é o menor inteiro que 4" € H temos que r = 0. Em outras palavras,
a" = (@")1,logoa" € <a™ >.Como a" é um elemento arbitrdrio em H, temos que H C < 4" > .

Portanto H =< " > e H é ciclico. ]

Coroldrio 2. Os iinicos subgrupos de Z. sio os subgrupos ciclicos < n >= nZ, para algum n € Z.

Corolario 3. Os unicos subgrupos de Z., sio os subgrupos ciclicos < a >=< d >, sendo que

mdc(a,n) = d.

Exemplo 1.1.28. Determine todos os subgrupos de Z;5.

Solucdo. Observe que

Z1y =< 1>=<5>=<7>=<11 >,

isto é, existem 4 geradores de Z1.
Como Z; é ciclico, existe um 1inico subgrupo de ordem d para cada divisor d de 12. Os divisores de 12

siol,2, 3,4,6.

e O subgrupo de ordem 16 <0 >;
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O subgrupo de ordem 2 é < 6>=1{0, 6};

O subgrupo de ordem 3 é < 4>= {6, 4, g};

O subgrupo de ordem 4 é < 3>= {6, 3, 6, 5} =<9 >;

°
©)
12}
s
oq
3
=
=
S
0
m
Q
3
=
)
2
[S)}
™
A
NI
\
Il
=
»H
L
&
N
2l
=
Il
A
S|
(e}
\

1.1.8 Subgrupos gerados por um conjunto

Teorema 1.1.17. Seja G um grupo e C a colegio de todos os subgrupos de G. Entio ﬂ H éum

HeC
subgrupo de G.

Demonstragdo. A demonstragdo é deixada a cargo do leitor como exercicio.

Teorema 1.1.18. Seja G um grupo e S C G. Seja C a colegio de todos os subgrupos de G que

<S>=mH

HeC

contenha S. Entdo o conjunto

satisfazer as seguintes:
(i) < S > é um subgrupo de G que contenha S.
(ii) Paratodo H e C, < S >C H.

Portanto , < S > é o menor subgrupo de G que contenha S.

Demonstragio. A demonstracdo é deixada a cargo do leitor como exercicio.

Teorema 1.1.19. < S > ¢ o unico subgrupo de G que satisfaz as condigoes (i) e (ii) do Teorema

1.1.18.

Demonstragdo. A demonstragdo é deixada a cargo do leitor como exercicio.
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Definicao 1.1.10. Se G é um grupo e S C G entdo o subgrupo < S > é chamado de o subgrupo
de G gerado porS. Se G =< S >, entdo dizemos que S gera G; e os elementos em S sdo chamados

os geradores. Para S = {ay,a,- - - ,a,} conjunto finito escrevemos < S >=<ay,ay,+ - ,a, >

Teorema 1.1.20. Seja G um grupo e S C G. Entdo < S > ¢é formado por produtos finitos de

S1

elementos de S e elementos inversos de S. Isto é, se K = {al

<S>=K

agz .. .azk, a; €S, s; = +1, k € N} entdo

Demonstragio. A demonstragdo é deixada a cargo do leitor como exercicio. [ ]

Teorema 1.1.21. Sejam Ty e T subconjuntos de um grupo G. Entdo

<Ty>=<Ty> seesomentese T1 C<Tr> e Tr C< Ty >.

Demonstragio. A demonstragdo é deixada a cargo do leitor como exercicio. [ ]

Exemplo 1.1.29. Determine o subgrupo de Z, gerado pelo conjunto {4, 6}.

Solucdo. Observe que

4+4+4=0 (mod12) = ord(4) = 3.
6+6=0 (mod12) = ord(6) = 2.

Portanto

<4,6 >= {é_ln+6m, n=1,23 em=1,2}.
e n=1, m=1temos 4n + 6m =10 (mod 12).
e n=1,m=2temos 4n + 6m =4 (mod 12).
e n=2,m=1temos 4n+ 6m =2 (mod 12).

e n=2,m=2temos 4n + 6m =8 (mod 12).
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e n=3 m=1temos4n + 6m =6 (mod 12).
e n=23,m=2temos4n + 6m =0 (mod 12).

Portanto

Exemplo 1.1.30. Determine o subgrupo de Uss gerado pelo conjunto {2, 11}. Conclua que
Uqs =< E, ﬁ >

Solugdo. Observe que
24 =1 (mod 15) = ord(2) = 4.
112 =1 (mod 15) = ord(11) = 2.

Portanto

<2M>=2" 11", n=1,234 e m=1,2}.
e n=1, m=1temos?2" - 11" =7 (mod 15).
e n=1, m=2temos2" - 11" =2 (mod 15).
e n=2,m=1temos?2"-11" = 14 (mod 15).
e n=2,m=2temos2" - 11" =4 (mod 15).
e n=23,m=1temos?2"-11" =13 (mod 15).
e n=3,m=2temos2"-11" = 8 (mod 15).
e n=4, m=1temos2"-11" =11 (mod 15).
e n=4, m=2temos2"-11" =1 (mod 15).

Portanto
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1.1.9 Produto Direto de grupos

Sejam (H, A) e (K, *) dois grupos arbitrdrios e seja H X K o produto cartesiano de H e K, isto é
HxK={(h,k): heH e keK}.

Em H X K, definimos:

e aigualdade de 2 elementos por

(h1, k1) = (hy, kp) & h1 =hy e ky = ky.

e e a multiplicagdo de 2 elementos por

(1, ki)(h2, ko) = (mAho, ki * ky).

Exemplo 1.1.31. Considere Z, = {0, 1} e Us = {1, 3, 5, 7} Entéo
Z,xUs ={(0, 1), (0, 3), (0, 5), (0, 7), (L, 1), (1, 3),(1, 5), (1 7)}.
E o produto dos elementos (1, 5) e (I, 3)é
(15)(1 3)=(1+1, 5-3)=(0, 7).

Teorema 1.1.22. Dados (H, A) e (K, *) dois grupos. O produto cartesiano H X K munido da
multiplicagdo:

(h], kl)(hz, kz) = (hlAhz, k1 *kz) para hl,hz €EHe kl,kz e K

é um grupo (chamado produto direto de H com K) com o elemento neutro (eq, ex) onde ey e ex sdo 0s

elementos neutros de H e K respectivamente, e o elemento inverso de (h, k) é LK.

Demonstragio. A demonstragao é deixada a cargo do leitor como exercicio. [
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Propriedades do produto direto de grupos

Lema 1.1.23 (Ordem de H X K). Sejam H e K sio grupos finitos. Entdo a ordem H X K é o produto
da ordens de H e K, isto é

IH x K| = |H] K].
Demonstragdo. Demonstracdo segue diretamente pelo Principio de Contagem. [ ]
Lema 1.1.24 (Ordem de um elemento de HxK). Sejam H e K sdo grupos finitos e seja (h, k) € HxK.
Entdo a ordem (h, k) é o menor miiltiplo comum das ordens de h e k, isto é

ord(h, k) = MMC(ord(h), ord(k)).

Demonstragio. Seja s = MMC(ord(h), ord(k)) e t = ord(h, k). Entao

(Proposicao 1.1.8)
=

(h, K = (7, &) = (eny, ex) t|s. Portanto f < s.

Mas
W, kY = (k) = (en, ex) = ord(h)|t e ord(k)lt.

Portanto, t ¢ um maltiplo comum de ord(h) e ord(k) = s <t, pois s = MMC(ord(h), ord(k)).
Portanto, s = t e ord(h, k) = MMC(ord(h), ord(k)).

Exemplo 1.1.32. Determine a ordem dea = (§, 8, g) € Lo X Loy X L.

Solucao.

E assim, ord((é, 8, é)) = MMC(3,5,10) = 30 em Zo X Zas X Zsy.
Exemplo 1.1.33. Determine a ordem de b = (5, 6, §) € Ly X L1y X Z1s5.
Solucao.

o EmZs, <3>=1{0, 1, 2, 3} e assim, ord(g) =4,
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o EmZy, <6>=10, 6} e assim, ord(g) =2.

E assim, ord((3, 6, 9)) = MMC(2,3,4) = 12 em Zy X Zp X Zss.

Lema 1.1.25 (Critério para H X K seja abeliano). Sejam H e K sdo grupos. Entio
H X K éabeliano <= H e K sio grupos abelianos.
Demonstragio. A demonstracdo é deixada a cargo do leitor como exercicio.
Lema 1.1.26 (Critério para H X K seja ciclico). Sejam H e K sdo grupos finitos e ciclicos. Entdo
H x K éciclico < |H| e |K| sdo relativamente primos.

Demonstragio. Seja |H| = m e |K| = n, portanto |H X K| = mn.

(=) Suponha que H X K é ciclico. Sejam MDC(m, n) = d e (h, k) um gerador de H X K. Entdo

(h, k) = ((hm)%, (k”)%) = (ey, ex) => mn = ord(h, k) < % — d=1.

Portanto |H| e K| sdo relativamente primos.

(&) Suponha que H =< h > e K =< k > e MDC(m, n) = 1. Entao
ord(h, k) = MMC(m,n) = mn = |H X K|,
logo (h, k) é um gerador de H x K = H X K é ciclico.
Exemplo 1.1.34.
ZyxZ5=1{(0,0), 0, 1), 0,2),©,3), 04,10, 11,012, ®13), 1 5

é ciclico pois MDC(2,5) = 1.
De fato considere < (1, 1) > . Entdo

e 2(1,1)=(0,2), 31,1)=(@,3), 41,1)=(0,4), 51,1)=(,0),

e6(1, )=(0,1), 7(1,1)=(@1,2), 81, 1)=(0,3), 91, 1)=(1, 4), 101, 1) = (0, 0).
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Portanto

<@ D>={1 1), 0 2), 1 3), 04,10, 01 12,0 3), 19, 00
Isto é ord(1, 1) = 10.
Portanto Zp X Zs5 =< (T, T) >,

Exemplo 1.1.35. Considere Zy X Z; = {(6, 6), (6, T), (T, 6), (T, E)}.
Excepto por (6, 6), cada elemento tem ordem 2, portanto Z, X Z; é o grupo 4 de Klein, portanto

ndo ciclico.

1.1.10 Exercicios Resolvidos

Exercicio 1.1.1. Verifique quais os conjuntos abaixo G é um grupo sob a operagao +. Classifique

cada grupo como sendo abeliano ou nao.
(a)G=1{2,4,6,8 emZy; axb=ab.
(b)G=1{2*, x€Q};, axb=ab.
(c)G={xeZ; x=1mod>5}; a=b=ab.

dG=272;, a*b=a+b+1.

a b
(e) G = SL2,R) = {A= ;a,bc,delR; det(A) =1} sendo * é a multiplicagdo de
c d
matrizes usual.

Solucao.

(@) G=1{2, 4, 6, 8} em Z1p; axb=ab

+|214(6]8
2(4|8|2]6
408|642
6(2|4]6/|8
8162|884

o Da tabela, podemos ver que G é fechada com relagdo ao *.
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e =+ éassociativa pois o grupo Zq € associativa em relagio ao multiplicagdo, logo associatividade

também é valida em G.

o Da tabela, podemos ver que

6+2=2%6=2,
6+4=4+6=4,
6+6=6,

6+8=8+6=8

Entdo 6 é o elemento neutro de *.

e Da tabela, podemos ver que

2+8 =6 = 2éoinverso de 8 e vice versa.
4+4 =6 = 4 ¢éseu proprio inverso.
6+6 =6 = 6 ¢ seu proprio inverso.

o Temos que paratodoa, be G, axb=>b=xa.
Portanto, (G, *) é um grupo abeliano.
(b)G={2%,x€eQ}; axb=ab

o Sejaa,beG.Entdoa=2"eb=2Yparaalgum x,y € Qe portanto axb =224 =2V € G
poisx +y € Q.
Portanto, G é fechado com relagdo ao *.

o Associatividade é herdada da propriedade associativa da multiplicagdo de niimeros reais.

e Comol=2%¢0eQ, G tem elemento neutro 1.

e Paraa=2"eGondexeQ,temosa! =27 €G, pois —x € Q.

Portanto (G, *) é um grupo.
Verificando se G é um grupo abeliano :
¥V 2%,2Y € Gtemos 2% %2Y = 22V = 2¥2% = 2V« 2",

Logo, G é um grupo abeliano.

(c)G={xeZ;, x=1(mod5)};a=b=ab.
Perceba que G ={1,6,11,16,21, ...} = {bn+ 1,n € Z}.

1 é o elemento neutro, pois
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Gn+1)xe=6Gn+1)=>Gn+1l)e=06Gn+1)=>e=1€Z.
Temos que nem todos os elementos de G possui inverso, pois

’ _ ’ _ ’r _ 1 — —1
Gn+1)*a’'=e=>Gn+1)a’ =1=a =1 paran =1 x—6§éZ.

Dai G nio é um grupo.

dG=Z;,a+*b=a+b+1.
Sejama,b,c € Z.
Temos que G # 0

o Gy : Associativa

ax(b+c) = a*b+c+1l)=a+0b+c+)+1=a+(1+b+c)+1=

@+1+b)+c+l=@+b+1)+c+1=(@*b)+c+1=(a=b)=c.

o Gj3 : elemento neutro
are=a>a+e+l=a=>e=-1.
o Gy : Elemento inverso

ard =e=a+d +1l=-1=e=-2-ua.

Dai, G é um grupo.
Verificando se G é um grupo abeliano: ¥ a,b € G temosa+b = b+a.
a*b =a+b+1=>b+a+1 = bxa.

Logo, G é um grupo abeliano.

a b
() G=SL2,R)={A = ; a,b,c,d € R; det(A) =1} sendo = éa
c d

multiplicacdo de matrizes usual.

e Seju A, B € SL(2,R) temos que
det(AB) = (detA)(detB) =1-1=1

ou seja, AB € SL(2,R). Portanto SL(2,R) é fechado.

o Associatividade segquir da associatividade de multiplicagdo de matrizes.

10
e Observe que € SL(2,R), portanto SL(2,R) tem elemento neutro.
01
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ATl =

Portanto (G, *) é um grupo nio abeliano.

—C

[

€ SL(2,R).
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€ SL(2,R), uma conta simples mostra que

Lembre que produto de matrizes ndo é em geral comutativa.

Exercicio 1.1.2. Seja G o grupo dada pela seguinte tabela:

(a) Determine < a >, <r >, ord(a) e ord(r).

(b) Quem é o elemento neutro de G?

(c) Qual o inverso de cada elemento de G?

(d) G é ciclico?

(e) G é abeliano?

ela|b|c|r
ellelalb|c|r
alla|b|c|e]ls
bl|l|b|c|le|a]|t
cl|lclelal|b|u
r|riult|s]|e
s|s|r|lu|t]|a
t||t|s|r|ul|b
uflult|s|r]|c

Solugdo. G={e, a, b, c, 1, 5, t, u}

(a)

(b) Elemento neutro

O elemento neutro de G é e.

(c) elemento inverso

{e, a, b, ¢} = ord(a) = 4.

{e, r} = ord(r) = 2.

e—>ea—-c,bob coar->rs—os t—ot u—u.

(d) G é NAO ciclico, pois nenhum elemento de G tem ordem 8.

(e) G ndo é abeliano, pois a-r=s #r-a=u.

Exercicio 1.1.3. Seja G um grupo com operagdo *. Seja u um elemento de G. Define uma nova

operagao o em G como:

aob=axu=b, Ya,beG.
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(a) Prove que o é associativa.

(b) Mostre que G possui um elemento neutro sob a operagdo o; identifique este elemento

explicitamente.

(c) Mostre que cada elemento de G possui um inverso sob a operagao o.

Solugdo. Sejama,b,c,u € G, temos queaob=a+ux+b

(a) Propriedade Associativa

(uob)oc = (u*u*b)oc:u*u*b*u*c:a*u*(b*u*c):

= axux(boc)=ao(boc).

(b) Elemento neutro

goe = a
Saxu*e = 4
=Se = ulsglsg
=e = ul.
Verificando,
gou™l = gruxu’!
= a.
(c) elemento inverso
aod = e
Saxuxa = u’!
=a = ulsglsy!
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aow txa b vy = arus@lralxuh
= u_l
SaoWw tsa syl = e

Exercicio 1.1.4. Seja G um grupo com elemento neutroeex € G, x # e tal quex

o conjunto H = {x, 12, a3, )
(a) Quantos elementos tem H? Justifique a resposta.
(b) Determine ord(x). Justifique a resposta.
(c) H < G? Justifique a resposta.
(d) H é ciclico? Justifique a resposta.
Solugio.

(@) H={x, 2, 23, x*, x°}, ou seja H tem 5 elementos, pois
6

x° =x;

¥ =x-x=x-x=x%
B=xb-2=x-22=x5
=8 =23 x =%
0=x x=xt x=2°
M=x0.x=x% x=x0=x;
12 _ 11 2

(b) Dada que x° = x, (*)

multiplicando cada lado de (+) por x™*, temos que

Portanto, ord(x) = 5.

(c) SIM, pois H satisfaga todas as condigdes de um subgrupo.
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(d) H é ciclico, pois existe x € G tal que < x >={e, x, x%, 13, ) =H.
1 n
Exercicio 1.1.5. Mostre que H = ; n € Z 3 é um subgrupo ciclico de GL(2, R).
01

Solucdo. Observamos que H € GL(2, R).

Vamos provar que

H=<a>, sendo a =

1 n
Afirmagao: 4" = para todo n € Z.

0 1
Primeiramente usamos indugdo para provar que afirmagdo para n > 0.

e Paran =0, temos quea’ = = , ou seja a afirmagdo é valido para n = 0.
01

o Agora suponha que a afirmagdo é valido para n = k para algum k > 0. Entdo

1 k 11 1 k+1
01 01 0 1

Logo a afirmacgdo é valido para n = k + 1 e portanto pelo indugdo a afirmagdo é provado para todo

n > 0.

o Uma conta simples mostrar que paran € Z,

Portanto a afirmagdo é valida para todo n € Z e portanto H é subgrupo ciclico de GL(2, R).

Exercicio 1.1.6. Determine todos os subgrupos de ordem 4 de Uyg, indicando quais sdo ciclicos

e quais ndo sao.
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Solugdo. Observe que p(28) = (22)p(7) = 2 - 6 = 12, que é divisivel por 4. Portanto Upg pode ter

subgrupos de ordem 4. Para determinar estes subgrupos precisamos achar as ordens dos elementos de

Uy =1{1, 3, 5,9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27}.

33 =27 = -1 (mod 28) = 3° = 1 (mod 28). Portanto ord(3) = 6.

52 =25 = -3 (mod 28) = 5° = (-3)> = —27 = 1 (mod 28). Portanto ord(5) = 6.
93 = (3%)® =3 =1 (mod 28). Portanto ord(9) = 3.

112 =121 =9 (mod 28) = 11° = 93 = 1 (mod 28). Portanto ord(11) = 6.

132 =169 = 1 (mod 28). Portanto ord(13) = 2.

15 = —13 (mod 28) => 15% = (=13)> = 1 (mod 28). Portanto ord(15) = 2.

17 = =11 (mod 28) = 17° = (=11)° = 1 (mod 28). Portanto ord(17) = 6.

19 = -9 (mod 28) = 19° = (=9)° = 1 (mod 28). Portanto ord(19) = 6.

23 = -5 (mod 28) = 23° = (=5)° = 1 (mod 28). Portanto ord(23) = 6

25 = -3 (mod 28) = 25° = (-3)> = =27 = 1 (mod 28). Portanto ord(25) = 3

27 = -1 (mod 28) = 27% = (-1)?> = 1 (mod 28). Portanto ord(27) = 2

Como Upg ndo tem elementos de ordem 4, entdo nio admite subgrupos ciclicos de ordem 4. Mas Upg

tem 3 elementos de ordem 2, portanto, tem um subgrupo ndo ciclico de ordem 4 dado por {1, 13, 15, 27}.

1.1.11 Atividade

1.

Prove Teorema 1.1.22.

. Mostre que se G é um grupo abeliano entdo (ab)" = a"b", ¥n € Z, Va,b € G.

. Seja G um grupo tal que (ab)* = (ba)®, Ya,b € G e suponha que x = e é 0 tinico elemento de G tal

que x* = e. Mostre que G ¢é abeliano.

. Seja G um grupoea,b € G tal que ab € Z(G), o centro de G. Mostre que ab = ba.

Verifique, em cada um dos itens abaixo, se H é subgrupo de G.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

1e.

17.

18.

19.

(a) H= {_111}/ (G/ >{') = (IR*, )

(WH=N, (G~ =(Z, +)

a 0
(c)H={A= ;a,b,c,deR;ab#0;, (G,%) = (GLy(R),-)
0 b
) . )
(d)H=A= ;a,b,c,deR; ab# 0}, (G,*) = (GLy(R),-)
b 0

(e)H={z€C; 0<|z] <2}, (G/*) = (C*/ )
Apresente dois subgrupos H e K, de um grupo G tais que H U K ndo é subgrupo de G.

Seja G um grupo e sejam H e K subgrupos de G. Mostre que H U K é um subgrupo de G se e

somente se H C K ou K C H.

Seja G um grupo de ordem par. Mostre que G possui um elemento de ordem 2.

Mostre que se G é um grupo de ordem par entdo existe um niimero impar de elementos de ordem 2.
Seja G um grupo e sejam a,b € G. mostre que ab e ba tém a mesma ordem.

Seja G um grupo e seja a € G um elemento de ordem n. Se n = km, mostre que a* tem ordem m.

Seja G um grupo e seja a € G um elemento de ordem r. Seja m um inteiro positivo tal que

mdc(m,r) = 1. Mostre que ord(a™) = r.

Seja G um grupo e sejam a,b € G tais quea® = e e aba™' = b*. Mostre que ord(b) = 31.
Seja G um grupo e sejam a,b € G tais que a” = e e aba~' = b°. Mostre que ord(b) | (s" — 1).
Seja G um grupo e sejam a,b € G. Mostre que ord(a) = ord(b~'ab).

Prove que se um grupo contém somente um elemento de ordem 2, entdo este elemento pertence o

centro do grupo.
Determine o centro de jem Q =1{1,1, j, k,—i,—j,—k, -1}
Determine os centros de Q = (1,1, j, k, —i,—j, —k, =1} e do grupo 4 de Klein.

Determine a ordem de cada um dos sequintes elementos:

(a) (3, 4) em Zy X Zy

MATB9S - Algebra I



20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

8%

(b) (8, E, 4_1) em 2o X Zys X Loy
(c) (5, E, E) em s X Zos X Zos

(d) (g, g, g) em 2o X Zog X Zgg

Seja G um grupo. Dados H um subgrupo de G e a € G, mostre que
aHa™' = {aha™' h € H)

é um subgrupo de G. Se H é finito, qual é a ordem de aHa™'?

Considere o produto direto G1 X Gy dos grupos Gy e Go. Sejam a € Gy e b € Gy elementos de

ordens m e n respectivamente. Determine a ordem de (a,b) € G1 X Ga.

Seja G um grupo e sejam a,b € G tais que ab = ba. Se a e b tem ordens m e n respectivamente com

mdc(m,n) = 1, mostre que a ordem de ab é mn.

Seja G um grupo abeliano que contém um elemento de ordem n e um de ordem m. Mostre que G

contém um elemento de ordem mmc(n, m).

Prove que se G é um grupo finito com elemento neutro e, e m = |G|, entdo x" = e para todo

elemento x € G.
Determine todos os subgrupos de Zy.
Determine todos os subgrupos ndo ciclicos de ordem 4 de Uss.

Determine 2 subgrupos nio ciclicos de ordem 4 de Uyy.
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Aula 1.2

Grupos de Permutacdes e Grupos

Diedrais

Nesta aula vamos estudar exemplos de grupos ndo-abelianos (finitos), os grupos de permutagoes e
diedrais. O grupo de permutagoes é formado por fungoes bijetoras de um conjunto em si mesmo. O grupo

diedral é formado por simetrias de um poligono regular.

1.2.1 O grupo simétrico

Definicdo 1.2.1. Seja X um conjunto qualquer. Uma bijecio f : X — X chama-se uma

permutacdo. Denote-se por Sx o conjunto de todas as permutagées de X, isto é

Sx ={f: X — X| f é uma bijecdo}.

Proposicao 1.2.1. O conjunto Sx é um grupo com respeito a operagio, o, a composicio de fungoes.

Chamamos este grupo (S X, o) de grupo simétrico de X ou o grupo de permutacdes de X.

Demonstragio. A demonstracdo é deixada a cargo do leitor como exercicio. [

Em geral o grupo Sx ndo é abeliano. O grupo Sx sé serd abeliano se o conjunto X tiver um ou dois

elementos.
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Estamos particularmente interessados no caso em que o conjunto X é um conjunto finito de n elementos,
por exemplo, vamos considerar X = {1, 2, 3,--- ,n}. Neste caso Sx serd denotado por S, e serd chamado

grupo simétrico ou grupo das permutagdes de grau n.

Notacdo: Dado f € S, é usual representar f através de uma matriz 2 X n, da sequinte maneira:

1 2 e n
f f@ - fn)

Tem-se na primeira linha os elementos de {1,2,--- ,n} e abaixo de cada i, 1 <i < n temos a sua imagem

f).

Exemplo 1.2.1. Sejam f, g permutagées do conjunto {1, 2,3,4,5} dados por
f) =2, f(2)=4, fB) =3, f(4) =5, f() =1

g =5,8@2) =4, 803) =1, g(4) =2, f(5) =3.

Expresse f, g na notacdo matricial e determine (f o g), (go f) e .

Solucdo. Na notagdo de uma matriz temos que

12345 12345
8
2 4351 541 2 3

Composigio de permutagdes na notagido matricial é realizada da direita para a esquerda indo de cima para
baixo, depois novamente a partir de cima para baixo. Primeiro precisa encontrar o niimero abaixo de 1
na permutagdo a direta e depois encontrar este niimero na linha superior da permutagio esquerda e anote

o niimero diretamente abaixo dele. Repita este processo para o resto do niimeros inteiros de 2 a n.

1 23 45 1 23 45
1 2 3 4 5
Y =

1 2 3 4 5
»a351lls 4123 flg(1) f(g(2) f(gB) f(g@) [f(5(5)

fog

1 2 3 4 5 | (12345
fG) f& Q) f2) f0) 15243]
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1 2 3 45 1 2 3 4 5

gof = ! ! =[
5 4 1 2 3 2 4 3 5 1
B 1 2 3 4 5 B
5@ s 50 s6) s ]_[

1 23 45
2 4351

|

]:f

2 4 351

|

12345
4 21 35

123435

1 2 3 4 5
(M) g(f(2) 8(fB) s(f(4) &(f(5)

].

1 23 45
513 2 4

AR

Observacio. Vamos denotar (f o g) por fg e (f o f) por f>.

|

abeliano para n > 3.

Teorema 1.2.2. Sejan > 1. O grupo das permutagdes S, de grau n tem n! elementos. S, nio

Demonstragdo. Seja f € S,,. Temos n possibilidades para a imagem f(1), (n — 1) possibilidades

para f(2), (n—2) possibilidades para f(3), --- ,2 possibilidades para f(n—1) e uma possibilidade

para f(n). Portanto pelo principio da multiplicacdo, f é uma das n(-1)(n—2)---2-1 = n! bijecdes

possiveis. Portanto |S,| = n!.

Exemplo 1.2.2 (O grupo S3). Seja Sz denota o conjunto das bije¢ées {1,2,3} — {1,2,3}. Entao

S3 é um grupo com 6 elementos, com operagao composigao de fungoes . Logo

S 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3 1 2 3
3= 7 7 7 7 7 M
1 2 3 2 31 31 2 1 3 2 3 21 2 1 3
‘ 1 2 3 1 2 3
Sejam o = ep= . Entdo
2 31 1 3 2
) 1 2 3 1 2 3 1 2 3
a® = = .
2 31 2 31 31 2
5 1 2 3 1 2 3 1 2 3
a” = =

|

312

|

2 31

|

2o

1 2 3
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2[123][123][123],
ﬁ: = :ld.
132113 2 123
123123 123
132 31 321
ot 1 2 3 123
o =
1 31 21 3
o = 12 3_123_/%[2
23113 2 213 '

Portanto, S3 pode ser escrito como

Ss = {id, a, &%, B, P, pa*} =< a,Bla® =id, p* =id >

e sua tabela de Cayley serd:

id |a a* | B Ba | pa?

id id |« a* | B Ba | pa?

a a a> id | pa’ | B Ba

B B Ba | pa* |id |« a?
Ba || pa | pa® | B o |id |«
pa? || pa* | B Ba |« o | id

Ainda se nota, da tdbua acima, que Sz ndo abeliano nem ciclico ( gerada pela permutagdes v e f).

1.2.2 Ciclos e Transposicoes

o(a) =m

9(2)) =jpeph Réb Anydh\Vartley -~ ax)



Observacao. Note-se que a notagdo o = (ay ap - - - ay) é ambigua. Para ser precisa, é necessdrio indicar

0 grupo S, ao qual ¢ pertence.

Exemplo 1.2.3 (Exemplos em Ss).

2 3 451
também ser denotado por (23451),0u(34512),0u(45123), ou

(51234).

1 23405
(a) [ é um 5-ciclo, denotado por (1 2 3 4 5); ele poderia

4 2135
também ser denotado por (43 1), ou (3 1 4).

123405 e
(b) é um 3-ciclo, denotado por (1 4 3); ele poderia

32145
também ser denotado por (3 1).

1 23 45
(c) [ é uma transposigdo, denotada por (1 3); ela poderia

1 23 45
(d) ] é uma transposi¢do, denotada por (2 4) ou por

14325
42).

1 23 45
(e) ndo é um k—ciclo, qualquer que seja k.
345 21
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Observacao. O iinico 1-ciclo é a identidade, que denotamos por (1) ou por (a) coma € {1,2,3,--- ,n}.

Lema 1.2.3. Se x € supp(o) entdo o(x) € supp(o).

Demonstragio. Se x € supp(o) entdo

o(x) # «x

o(o(x)) # o(x) #x pois o éuma bijegdo.

Portanto, o(x) € supp(0). [ |

Defini¢do 1.2.3. Sejama € S, umr—ciclo e € S, um s — ciclo. Dizemos que a e p sdo disjuntos

se supp(ar) N supp(B) = 0.

Exemplo 1.2.4 (Exemplos em Ss :).
(a) Os ciclos (1 3 4) e (2 5) sdo disjuntos.
(b) Os ciclos (1 4) e (2 5) sao disjuntos.

(c) Os ciclos (1 3 5) e (2 5) ndo sdo disjuntos, pois elemento 5 é movido por ambos.

Lema 1.2.4. Sejam «, p € S, dois ciclos disjuntos. Entdo af = fa.

Demonstragdo. Seja x € S,,. Temos 3 casos a considerar:

1° caso: x ¢ supp(B) e x ¢ supp(a) entdo

ap) =a@) =x e @) =pE) =y

2° caso: x € supp(a). Neste caso pelo Lema 1.2.3 temos que a(x) € supp(a).

Mas como supp(a) N supp(f) = @ temos que x ¢ supp(f) e a(x) ¢ supp(p). Entao

a(pr)) = a(x) e pla@) = alx).
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3° caso: x € supp(p). Andloga ao 2° caso.

Assim af(x) = Ba(x), Vx €{l1,2,---,n}. Portanto af = Ba. [ ]

Proposicdo 1.2.5. Toda a permutagio de a € S,, é um produto de ciclos disjuntos. Além disso, o

produto é tinico a menos da permutagio identidade e da ordem dos fatores.

Demonstragio. A demonstracdo desta serd omitida, mas pode ser vista em [1]. [

123456789
Exemplo 1.2.5. Escreva a permutagdo a = € S9 como produto

4 96 371825
de ciclos disjuntos.

Solugao. Comega com 1, e encontrar o ciclo que ela determina:

- 1W6 ’ ° ’
4 9 6 3 7 1 8 2 5

Portanto temos o ciclo

(1436).

Agora vamos para o préximo inteiro menot, que é 2, e determinamos seu ciclo:

IS
O =<=—DN
(o))
W
N
=
0}
U1<——\O

Portanto, temos o ciclo

(29578).

Logo
a=(1436)(29578).
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1.2.3 Aplica¢odes dos ciclos

O fato que podemos decompor qualquer a € S,, como produto de ciclos disjuntos forneca muito

informagio sobre S, e facilita bastante as simplificagdes.

L6 um k-ciclo também e

Lema 1.2.6. Seja o = (a1 ap az--- ax_1 ax) € S, um k-ciclo. Entdo o~
tem-se

a™l = (ay ax ay_ -+ as ay).

Demonstragdo. Temos que

(a1 a2 as - - ag_q ag)(@1 ax ar_1 - - - asz ap) = (1) (identidade).

Exemplo 1.2.6. Sejama = (135)(24), p=(124)35) € Ss. Calcular

@ap  O)px  (@©at  @p
Soluggo.
(@) aB=(135)(24) (124) (35) = (143).
() Ba = (124) (35) (135) (24) = (152).
(c)a'=24)7113571=(42)(153)=(153)24).

dpt=35"1124)7"1=(53)(142) =(142)53).

Proposicdo 1.2.7 (Ordem de um ciclo). A ordem de um k-ciclo é k, ou seja, a ordem de um ciclo

é simplesmente o comprimento do ciclo.

Demonstragdo. Seja a = (a1 ax a3 -+ - ax—1 ax) € S, um k-ciclo. Seja 1 < m < k. Tem-se

a"(m) = a"Nap) = a"Haz) = - = AP (A1) = Al@m) = Ay
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Entdo a™(a1) = ay41 # a1 mostra que a ordem a > k.

Temos

o @) = a(* @) = dag-1y1) = @) = ar.

e Para qualquer 1 <i < k tem-se

af(a;) = o (ai_l(ﬂl)) =a"! (ak(ﬂl)) =a" () = a;.
Portanto k é a ordem de a. ]

123 45678
Exemplo 1.2.7. Determine a ordem da permutagdo w = € Sg.

571426 38
Solugdo. Escrevendo w como um ciclo temos que

w=(15273)

ou seja, w é um 5-ciclo. Portanto ord(w) = 5.

Teorema 1.2.8. Sejam o € S, e 0 = 0102+ 0y € um produto de ciclos disjuntos, onde cada o
tem comprimento k;. Entdo

ord(c) = MMC(ky,- - , k).

Demonstragio. Seja ord(c) = s. Como ciclos disjuntos comuta, temos que ¢° = ¢}07 - - - 0;,. Mas

o°=(1) &=o;=(1),Vi=1,-,m

Como cada o tem ordem kj, temos que k; | s para j=1,2,--- ,m.
Portanto MMC(kq, - - , ky,) | s.
Mas M = MMC(ky,- -+ , ky,) ¢ 0o menor M tal que af’l =(1)parai=1,2,--- ,m.LogoM|s. Portanto

ord(c) = MMC(kq, -+ , k).
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Exemplo 1.2.8. Determine a ordem det = (125813) (349) (10 12) € S13 e expressa % em

ciclos.
Solucao.

ord(t) = MMC(5,3,2) = 30. Portanto t™° = id.

T245 — (T30)8 . "C5 — zdS . TS — TS

(125813)° (349)° (10 12)°

(349)% (10 12)

(39 4) (10 12).

Exemplo 1.2.9. Determine a ordem a = (124)(345).

Solugdo. Observe que a nio é um produto de ciclos disjuntos. Portanto nio podemos aplicar o Teorema

1.2.8. Entio reescrevemos « como
a=(124)345)=(12453).

Portanto, a ordem de o = 5.

1.2.4 PermutacOes pares e impares

Defini¢io 1.2.4. Um 2-ciclo diz-se uma transposicao.

Teorema 1.2.9. Toda a permutagdo é produto de transposigoes.

Demonstragdo. Sejaa = (a1 az -+ ay—1 a,,) um m-ciclo. Entdo

a = (a1 ap) (a1 am-1) - - - (a1 a2).
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Logo a é produto de transposi¢des. Pelo Proposicdo 1.2.5 toda a permutagdo é produto de
ciclos. Como todo ciclo é produto de transposi¢des também toda a permutacdo é produto de

transposigoes. n

Exemplo 1.2.10. Escrevaa = (132 8)(4 6 5) como produto de transposigoes.

Solugdo. Podemos escrever o primeiro ciclo como

(1328)=(18)(12)(13)

e o segundo ciclo é

(465) = (45)(46).

Portanto

a=(18)(12)(13)(45)46).
Observagdes.
(a) As transposicdes que compor uma permutagdo ndo precisam ser disjuntas.

(b) A fatorizagdo em transposigdes nio é tinica como podemos ver no exemplo no 3-ciclo (13 2) :

(132) = (12)(13).
(132 = (31)(32).
(132) = (12)(13)(32)(32).

Lema 1.2.10. Se a permutagdo identidade e escrito como produto de r transposigoes: isto é se

id = 0109+ 0y,

onde os ¢’s sdo transposigdes, entdo r é um niimero par.

Demonstragio. A demonstracdo desta serd omitida, mas pode ser vista em [3]. [
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Teorema 1.2.11. Seja o € S,,. Suponha que a pode ser escrito de duas maneiras como produto de
transposigoes com k e com [ fatores. Entdo k e | sdo ambos niimeros pares ou ambos impares, ou seja,

k +1é par.

Demonstragio. Suponha que

a=p1Pa P =r1y2 Ve

onde os f’s e y’s sdo transposi¢des. Entao

id

Bia B v vt

BiP2 - BkY1Vi-1---Y2y1 Pois cada transposicdo é seu proprio inverso.

Portanto escrevemos id como produto de k + [ transposi¢des. Pela Lema 1.2.10, (k + ) deve ser

um namero par. Portanto ou ambos k e [ sdo ntimeros pares ou ambos sdo ndmeros impares. ®

Exemplo 1.2.11. Sejaoc = (123 45) € Ss. Temos 0 = (1 5)(1 4)(1 3)(1 2). Logo ¢ é uma

permutacdo par e sgn(o) = 1.

Observagdo. Seo =ty - - -t é produto de transposigoes entio sgn(o) = (—1)k.
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Proposicdo 1.2.12. Sejan > 2 e sejam 0,7 € Sy,. Tem-se
(i) sgn(id) = 1;
(ii) sgn(ot) = sgn(o) - sign(t);
(iii) sgn(o™r) = sgn(o);

(iv)seo = (a; az -+ - Ay—1 Ap) é um m—ciclo entdo sgn(o) = (-1)" 1,

Demonstragdo.
(i) Pela Lema 1.2.10, a permutagdo identidade (1) ou id é uma permutacdo par, logo sgn(id) = 1.

(ii)Se 0, T sdo ambos pares, entdo o7 é par e
sgn(ot) =1=1-1=sgn(o)sgn(r).
Se 0, T sdo ambos impares, entdo o7 é par e
sgn(ot) =1 =-1--1 =sgn(o)sgn(r).
Se 0 é par e T impar, entdo o7 é impar e

sgn(ot) = =1 = =1-1 = sgn(o)sgn(7).

(iii) Se 0 = 0102 - - - 0k—1 0k produto de k transposi¢des entdo 07! = 64041 - - - 0207. Portanto,

sgn(o) = sgn(a‘l).

(iv) Seja o = (a1 a2 -+ apy—1 ap) um m—ciclo. Podemos escrever ¢ como (m — 1) transposicoes,
isto é

0 = (a1 ap)(a1 am-1) - - - (a1 a2).
Portanto,

e sem é par temos que m — 1 é impar e sgn(o) = -1 = (-1)"".

e sem é impar temos que m — 1 é par e sgn(o) = +1 = (-1)"".
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Em ambos os casos temos que sgn(o) = (-1)"1,

1.2.5 Grupo alternado

Definicdo 1.2.6. Denotamos por A, o subconjunto de S,, das permutagdes pares, ou seja,

Ay = {a € S, | @ é uma permutagdo par}.

Teorema 1.2.13. A, é um subgrupo de S, chamado de grupo alternado de grau n.

Demonstragio. Da Proposi¢do 1.2.12 decorre que
e Para duas permutacdes pares 0,7 € A, a composigao 07 pertence A,.
e ideA,.
e SegeA,entioo ! € A,.

Portanto A, < S,,. [ ]

!
Teorema 1.2.14. Sejan > 2. Tem-se que A, tem % elementos.

Demonstragio. A demonstragdo pode ser vista em [1]. [ |
Exemplo 1.2.12.

(a) Sen =2, entdo |Ay] =1 e Ay = {id}.

(b) Sen = 3, entdo |As| =3 e Az = {id, (123), (132)}.

Os 3-ciclos sdo os ciclos de menor cumprimento que sdo permutagdes pares e, de fato, para n > 3,

toda a permutagio de A, é produto de 3-ciclos.
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Teorema 1.2.15. Sejan > 3. Toda a permutacio em A, é produto de 3-ciclo. De fato temos que,
e (ab)(cd)=(ach)acd).

e (ac)ab)=(abo).

Demonstragdo. Todos os 3-ciclos pertencem a Az, pois sdo todas permutac¢des pares. Agora seja
cg€A,. Entdoo = 117y -+ - Tor_1T2, € UM produto de um ntmero par de transposi¢des. Portanto
podemos escrever ¢ = (T17Tp) - - - (t2r-17T2r). Agora o produto de transposi¢des 77’ tem a forma

(@ab)ab) ou (ab)ac) ou (a, b)(cd), ondea,b,c,d sdo distintos. Calculando temos
(@ab)ab)=1d, (ac)ab)y=(abc) e (ab)(cd)=(acb)(acd).

Isto mostra que o é um produto de 3-ciclos. [

Exemplo 1.2.13. Sejan =5 e sejaa = (1 3)(2 4)(5 4)(2 4) € As. Escreva @« como produto de

triciclos.

Solucgdo. Tem-se

(13)24)=(124)(134) e (54)24)=(254).

Logo
a=(124)(134)(254).

1.2.6 O grupo, D3, das simetrias do tridngulo equilatero

Seja P1P,P3 um tridngulo equildtero. Sejam Eq,Ej, E3 as mediatrizes do tridngulo e O o baricen-

tro. Vamos considerar o conjunto das transformagdes que preservam o tridngulo, com a operagio de

composigao.
P 1 P 1
Ej
E;
S
<
3 P3 P3

P2 PZ

Essa transformagdes consistem em:
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) . . . 27
® id,Ron,Run : as rotagdes centradas em O, no sentido anti-hordrio, de dngulos zero, Y e —
3 3

respectivamente.
o [1,Fy, F3 : as reflexdes em torno da reta mediatriz Eq, Eo, E3 respectivamente.

Denotamos por D3, o conjunto dessas seis simetrias do tridngulo equildtero:
D; = {id,Rz?n,R%n,Fl,Fz,ﬁ}-

D3 muindo da operagdo de composigdo de fungdes é um grupo ndo-abeliano finito de ordem 6.

Sejam r = RZTn e s = Fy. Vamos mostrar a diante que D3 é gerada por r e s. Observe que

e 7> = Ro 0 Rz = Ruy.
3

3

wlf

rP=ror=id

SZ=F10F1=id.

Sr = Fl oRy = Fz.

3

51’2 = Fl OR4_n = F3.
3

® 1s =R 0P1=P3=sr2.
3

Portanto, D3 pode ser escrito como

Ds = {id,r,1?,s,srsr%; 1 =id, s> =id, rs = sr?)

= {s'r; i=0,1, j=0,1,2, P =id, s> =id, rs = sr?)

1

<s,r|rP=id s>=id, rs=sr! >.

e sua tdbua serd:

id | r P |s sr | sr?

id id | r  |s sr | sr?

r sr ST S

5 5 sr | s |id |r 72

Sr Sr S sr r r
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Observe que esta tabua é a mesma que a de S3. Isto essencialmente mostra que Sz e D3 sdo grupos
isomorfos: “eles sdo 0 mesmo grupo vestida até em diferentes disfarces.” Neste caso, ndo é dificil identificar
D3 com S3, pois os elementos de D3 podem ser visualizados como permutagdes dos vértices. Em geral,
podemos visualizar os elementos de D,, como permutagdes dos vértices do poligono reqular de n lados,
mas ndo podemos fazer todas as permutagdes desta forma. Em outras palavras, veremos que D,, e S, ndo
sdo os mesmos. Uma forma de verifique este fato é observar que D,, = 2n mas S,, = n!, e esses sio apenas

iguais quando n = 3.

1.2.7 O grupo, D4, das simetrias do quadrado

Seja P1PyP3P, um quadrado. Sejam Dy, D; as diagonais e M, N as mediatrizes do quadrado e O o
baricentro. Vamos considerar o conjunto das transformagdes que preservam o quadrado, com a operagio

de composigdio.
2 M 1

P2 Pl

12

P
Ps 4 3 N

Essa transformagdes consistem em:

. - . . iy . 1y 3n
° zd,R%,Rn,R an : as rotagdes centradas em O, no sentido anti-hordrio, de dngulos zero, 5 e -
2

respectivamente.
o F1,Fy, F3,Fy : as reflexdes em torno das retas D1, D2, M, N respectivamente.

Denotamos por Dy, o conjunto dessas oito simetrias do quadrado:
D4 = {id/Rg/Rn/R3T”/F1/F2/F3/F4}-

D4 muindo da operagio de composigio de fungdes é um grupo nio-abeliano finito de ordem 8 (faca a tabela

de multiplicagdo e verifique os axiomas).

Sejam r = Rz e s = F3. Mostrar que Dy é gerada por r e s, isto €, qualquer elemento de Dy é um
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produto de alguns r com alguns s. De fato,

2 o3,

Dy = lid,r,i*,1,s,sr,5r%,sr°; * =id, s*> = id, rs = sr°}

is'r; i=0,1,j=0,1,2,3 r* =id, s* =id, rs = sr°)

<s,r|r*=id s> =id, rs=sr' >.

1.2.8 O grupo, D,, das simetrias do poligono regular

Mais geral, seja n > 3 um inteiro, e seja P, um poligono reqular de n lados no plano R?. Entdo hd

exatamente 2n simetrias de P,, :
- 2kTt . . y
e nrotagoes de angulo —— em torno do centro de P, parak = 0,1, 2, - - - n—1, no sentido anti-hordrio;
n
o ¢ n reflexdes em torno dos eixos de simetria de P,,.

2n .
Denotando por r a rotagio de — 0 conjunto das rotagoes é:

{ld/ t, 1’2, e ,ri’l—l}.

Se s é a reflexdo em torno de um eixo de simetria, de P,, entdo todas as outras reflexdes sio da forma

s, i=1,--- ,n—1.

Assim, temos que:

D, ={id, r, r*, --- ¥, s, sr, sr?, s}

1

sendor" =id, s*=id esr" ' =rs, ou seja

D,=<s,r|r"=id, s> =id, rs=sr' >.

Teorema 1.2.16. O conjunto das simetrias de P,, forma um grupo para o composigdo de simetrias,

denotado por D,, e chama-se o o grupo diedral de ordem 2n.

1.2.9 Teorema de Cayley

O Teorema de Cayley dd a importincia dos grupos de permutagdo para Teoria do Grupos, pois permite

representa qualquer grupo com um subgrupo conveniente do grupo de permutagoes.
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Teorema 1.2.17 ( Teorema de Cayley). Se G é um grupo entdo ele é isomorfo a um subgrupo de

Sg. Em particular, se G tem ordem n entdo G é isomorfo a um subgrupo de S,,.

Exemplo 1.2.14. SejaG =74 = { 0, 1, 2, 3}. Entdo G é isomorfo ao subgrupo
G =1{id, (0123), (02)(13), (0321)}
de Sy (das permutagées do conjunto {0, 1,2, 3}) pela isomorfismo:
Q:2Z4— G
definida por
@(0) = id

p(1)=(0123)

9(2) = (02)(13)

¢(3)=(0321)

Observagdo. A primeira vista, este teorema parece ser uma ferramenta para responder a todas as
perguntas sobre grupos. No entanto, na prdtica examinando todos os grupos de permutagdo sobre
conjuntos de todos os tamanhos seria uma tarefa enorme. Até mesmo os grupos finito de permutagio S,
fica complicado para analisar quando n é suficiente grande. A importancia do Teorema de Cayley é mais
tedrica do que prdtico. Ele mostra que é posstvel visualizar o teoria dos grupos como o estudo de grupos de
permutagdo. Em outras palavras, grupos de permutagdo sio um modelo universal para todos os grupos
posstveis. O teorema de Cayley é um exemplo do que é conhecido como um teorema de representagio - ele

diz que cada grupo pode ser representado como (ou seja, é isomorfo) a algo razoavelmente concreto.

1.2.10 Exercicios Resolvidos

Exercicio 1.2.1. Dadas as permutac¢des em Sy

a=(12694)(2358)(241053) e B=(12758)(4857)(310724).
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(a) Calcule ap, a™'p e p~'ap, deixando suas respostas como produtos de ciclos disjuntos, e

determine as ordens destas permutagoes.

(b) Determine m,n > 1 tal que o’ = B" sendo que nem o' nem " sdo as permutagoes

identidade.
Solugio.
o = (12694)2358)(241053) B = (12758)(4857)(310724)
= (12)(3)(4 1086 9)(5)(7) = (12)(3104)(5)(6)(7)(8)(9)
— (12)410869) = (12)3104)
ord(a) = 10. ord(B) = 6.
@ ap = (12)(410869)(12)(3104)
- ())(38694)
= (38694).

Portanto, ord(af) = 5.

a'p = (496810)(12)(12)(3104)
= (34)(68109).

Portanto, ord(a‘lﬁ) =4.

(3410)(12)(38694)

o)
AR
Q
o>
Il

(12)(3869 10).

Portanto, ord(f~ a) = 10.

(b) Queremos m, n tal que & = B" sendo que a™ # Id e B" # Id. Logo m # 10 e n # 6. Agora

am — ﬁn
=a" Y = Id
= (12)"(410869)"(3410)"(12)" = Id

= (12)""410869)"(3410)" = Id.
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Isso é possivel sem =5 =0rd(410869) e n =3 = ord(3 4 10).

Portanto, a solucioé m =5 e n = 3.

123456789

Exercicio 1.2.2. No grupo Sy seja a = .
4 98173265

(a) Escreva a como produto de ciclos disjuntos.

(b) Determine a ordem de «.

(c) Calcule a(2537 4)a™.

(d) Escreva @ como produto de transposi¢oes.

(e) a é par ou impar? Justifique.

(f) Existe um elemento de ordem 16 em So? Justifique.

(g) Seja p = a°. Escreva p como produto de ciclos disjuntos. Lista todos os elementos de

<B>.

Solucio.
@a=014)2957)386).
(b) ord(a) = MMC(2,4,3) = 12.
©a(2537)a1=(14)2957)386)2537)(368)(2759)(14)=(2978).
da=(14)27)25)29)36)38).
(e) o é par, pois o é produto de 6 transposigdes.

(f) Nao existe elemento de ordem 16 em S, pois um elemento de ordem 16 deve ser um 16-ciclo, que nio

existe em Sg. O maior ciclo em Sg é 9-ciclo.

(g)

a?=(14)2957)386)(14)2957)(386)

=
Il

(2957)’(386)>=(25)79)368).
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(25)79)368)25)79)368)

=
)
Il

(368)>=(386).

B-B*=(25)79)368)386)

e>)
o)
|

25)79).

gt = BB =(386)386)

(368).

B-B=(25)79)368)368)

o>
o]
Il

(25)(79)386).

BB =(25)79)25)79)

o
o
Il

= Id

Exercicio 1.2.3. Sejam a=

1 23 45678 1 23 45678
ef= .
6 817 5 3 4 2 718 3 45 26

(a) Expressaa e p como produto de ciclos disjuntos e entdo como produto de transposicoes.

Para cada um deles, diga que ele é uma permutagdo par ou impar.

(b) Calcule a™, ,8_104, (a,B)_l.

(c) Determine a ordem de f e calcule [3’2010.
Solucao.

@a=(163)28)47)=(13)16)28)47) e

B=(172)38654)=(12)17)34)35)36)38).

Portanto, a e B sdo permutagdes pares.

b)a'=@47)28)136).
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Bla=(34568)127)163)(28)47)=(187564)23).

(@) t=plal=(34568)127)47)28)136)=(14)238756).

(c) ord(B) = MMC(3, 5) = 15.

134
Portanto, p*10 = (,815) =1d.

Exercicio 1.2.4. Sejama =(12)58)(346)(52)(41)87)(67) € Ss.
(a) Escreva a como produto de ciclos disjuntos.
(b) Determina a ordem de a.
(c) Serd que o € Ag?
(d) Determine a™.
(e) Qual é a maior ordem possivel de um elemento em Sg?
(f) Qual é a maior ordem possivel de um elemento em Ag?
Solucio.
(@) a=(164285)(37).
(b) ord(a) = MMC(6,2) = 6.
(c)a=(15)(18)12)14)(16)(37).Portanto a é uma permutagdo par, logo a € Ag.

(d)al=(158246)(37).

(e) A maior ordem possivel de um elemento em Sg é formado por um 3-ciclo e um 5-ciclo. Portanto a

maior ordem de um elemento em Sg é 15.

(f) A maior ordem possivel de um elemento em o € Ag é formado por um 3-ciclo e um 5-ciclo, pois tal
elemento seu sinal é igual sgn(o) = (-1)% - (-1)* = +1. Logo o € Ag. Portanto a maior ordem de

um elemento em Ag é 15.
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1.2.11 Atividade

1. Escreva as sequintes permutagdes na notagdo de ciclos:
1 2 3 4 1 23 456 1 23 456
(a) (b) (© :
21 4 3 1 6 43 25 4 1536 2
2. Escreva as sequintes permutagdes em Sg na notagido matricial:
(@) (123)(468); (b)(16)(42)(53); (c)(153); (@) (24B57); (¢)(193)(26)(7 8).
3. Calcular o o T e T o 0 onde:
1 23 435 123 45
(a)o = , T= € Ss.
54 3 21 1 35 42
(byo=(12)56), 1=(13462)¢€ Se.

[1 2 3 4]
(c)o = , T=(12)(34) €S,

Em cada caso, dé sua resposta ambos na forma matricial e na forma de ciclos.

4. Dadas as permutagdes
[12345] [12345]
fi= ¢ =
34215 4 2513
calcule
@f=fich OF=foh ©@ff=fich @ ©@ficf NOE

Em cada caso, dé sua resposta ambos na forma matricial e na forma de ciclos.

5. Expresse como produto de ciclos disjuntos

@) (123)45)16789)(15)€Ss.  (b)(12)(123)(12) € Ss.
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10.

11.

~

12. Escreva a transposigio (4 8) € S como produto de transposigdes de niimeros consecutivos.

13.

14.

Calcule a~*ba sendo que a=(135)(12)€Sgeb=(1579) € So.
Determine quantos elementos de Sz sdo ciclos de comprimento 2 e de comprimento 3.
b

Encontre no Sz dois elementos a e b tais que (ab)* #a

Mostre que o conjunto constituido das trés permutagoes

123 123 123
I= , 0= e T=
123 2 31 31 2

munido da operagdo de composigdo, constitui um grupo.

(a) Mostre que Sy contém exatamente 6 ciclos de comprimento 2, 8 de comprimento 3 e 6 de

comprimento 4.
(b) Mostre que os elementos restantes de Sy forma um subgrupo H de Sy.

(c) Qual é a ordem de H? H é ciclo?

) 1234567 89
Considere a permutagio s =

8 73259614
(a) Escreva s como produto de transposicoes.
(b) s é uma permutagdo par ou impar?
(c) E posstvel escrever s como produto de 10 transposicoes?

(d) Complete com transposigoes de maneira conveniente para obter a igualdade

S=——mmmm—— 2 5)2 3)1 4)(7 9).

Considere a permutagios = (1 4 7)(3 7)(2 5 8 1 3 9) € So.

(a) Escreva s como produto de ciclos disjuntos.

(b) s € Ag?

Determine a ordem da permutagiow = (1 5 2 7 3) € Sg.

15. Mostre que nenhum elemento de Ss tém ordem maior do que 6.
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16. Considere a permutaciooc = (1 5 3 2)(6 2 7 3)(1 3 4)(1 6 8)(5 8).

(a) Escreva o como produto de ciclos disjuntos.

(b) Utilize a resposta do item anterior para dizer a ordem de o. Justifique a resposta.

17. Determine quais das seguintes permutagdes sido pares e quais sdo impares:

123456 12345
(a) - (B

6 54321 2 531 4

12345 123456789
(€) - (d)

2351 4 231698547

18. Determine todas as possibilidades dos simbolos * restantes para que tenhamos uma permutagio

par:

1 2 3 45 6 7
2 6 + * 3 %

19. Determine (1234)% € Ss.
20. Determine (1234 )(245 )" expressando sua resposta como produto de ciclos disjuntos em Sg.

21. Determine a ordem do subgrupo ciclico

< (12), 34), 567)> de Si.

22. Sejam o e T as permutagdes em Sy dado por
0=(15243)(67) e 1=(16)(23457).

(a) Calcule 0T e 70.
(b) Escreve o como produto de transposigoes.

(c) Determine a permutagio p tal que pap™ = 7.

23. Mostre que o produto de dois r-ciclos é uma permutagdo par.
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24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Escreva a permutagio (1 5 3 7)(2 4 6 9) como produto de triciclos.

Determine as ordens posstveis para os elementos de Ss. Para cada ordem, dé exemplo de um

elemento com esta ordem.

Mostre que (a1 ap -

-1
ax)” = (ax ---az ap).

Mostre que se a, i, j sdo inteiros distintos entdo (i j) = (a i)(a j)(a i).

Mostre que se k é niimero impar, entdo (a; ap - - ak)2 éumi ciclo e que se k é par, entdo (ay ap - - ak)2

é o produto de dois ciclos disjuntos.

Seja H={(1), (1 23 4), (1 3)Q2 4), (432 1)}CS,

(a) Construa a tabela de multiplicagdo de H.

(b) H é um subgrupo de S4?

(c) H é um subgrupo de A4?

Determine o subgrupo Az < Ss.

Faga a tabela de multiplicacdo do grupo Dy. Determine os subgrupos ciclicos de Dy. Quantos sio

eles? Determine a ordem e o inverso de cada elemento de Dy.

O grupo alternado Ay possui um subgrupo de ordem 9?

No grupo diedral

simplifique 1°s

7

rsrsr

Dy=<rs|¥ =id, s*> =id,rs = sr~

251’31’1251".
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Aula 1.3

Homomorfismo de Grupos

Nesta aula vamos definir os conceitos de homomorfismo e isomorfismo de grupos e determinar quando

dois grupos sdo “iguais”, no sentido que eles possui a mesma estrutura algébrica.

Definicao 1.3.1. Sejam G; e G, grupos. Uma fungdo ¢ : G; — Gy é chamada de um homo-

morfismo (de grupos) se

@(ab) = p(a)p((b) paratodo a,b € G;.

Exemplo 1.3.1. Sejam n,m € Z., jd vimos que os espagos vetoriais R" e R" sdao grupos
abelianos com a operagdo a soma. Seja T : R" — R"™ uma transformagéo linear. Entdo T é um

homomorfismo de grupo, pois
Tw+w)=T()+T(w) paratodo v,weR".
Exemplo 1.3.2. Define ¢ : Z — Z,, por
@(a) =amodn = [a],
Ou seja, p(a) é o resto da divisdo de a por n. Entdo ¢ é um homomorfismo, pois

@(a +b) = [@+Dbly = [aly +n [bln = ¢(a) +4 ¢(b)
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onde definimos ¢(a) +, ¢(b) por [a + bls. Este homomorfismo chama-se reduc¢ido mod .

Exemplo 1.3.3. Se G; e G, sdo grupos quaisquer, hd sempre um homomorfismo ¢ : G = G
dado por
@(a) =e, paratodo a€ Gy,

onde e, é o elemento neutro de G;. Este é um homomorfismo, pois
pab)=e=e-e=@@a)pl) paratodo a,be G.

Este homomorfismo é chamada o homomorfismo trivial.

Exemplo 1.3.4. Seja G um grupo e considere a aplicagdo identidade id : G — G. Este é um

homomorfismo, pois
id(ab) = ab = id(a) - id(b)  para todo a,b € G.
Este homomorfismo é chamada o homomorfismo identidade

Exemplo 1.3.5. Define ¢ : GL(n,R) — R* por ¢(A) = det(A). Este é um homomorfismo: se
A, B € GL(n,R), entao

@(AB) = det(AB) = det(A) det(B) = p(A)p(B).
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Exemplo 1.3.6. Considere os grupos (R, +) e (R", ). Define a fun¢do ¢ : R — R" por

p(a) =€

e ¢ é um homomorfismo, pois p(a + b) = e"*? = e’ = p(a)p(b).
e (¢ é injetora, pois ¢p(a) = p(b) = a =D.
e (¢ é sobrejetora, pois dado qualquer numero real positivo c, pode define a = logc. Entao

@) =" =€ = .

Portanto, ¢ é um isomorfismo, e R = R*.

Teorema 1.3.1. Seja G um grupo ciclico.
1. Se G é infinito, entdo G = Z.

2. Se G é finito com |G| = n, entdo G = Z,.

Como qualquer grupo de ordem primo é ciclico, temos os sequinte:

Teorema 1.3.2. Seja p um niimero primo. Se G é um grupo de ordem p, entiio G = Z,,.
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1.3.1 Propriedades Basicas de Homomorfismos

Proposicdo 1.3.3. Sejam ¢ : Gi — Gy um homomorfismo.

(a) Se ey e ey sdo os elementos neutros de Gy e Gy respectivamente, entdo
ple1) = ex.

(b) Para todo a € Gy,
@) = @™

(c) Mais geral, se a € Gy, entdo

p(@") = pa)" paratodo n € Z.

Demonstragio.

(a) Para qualquer a € Gy, temos que

p@)p(er) = plaer) = pa) = p(a)er.

Portanto, pela lei da cancelamento temos que @(e1) = ez.

(b) Se a € Gy, temos que

p@p@™) = paa) = p(er) = e

Portanto, (p(a_l) = (p(a)_l.

(c) Para n = 0, o resultado vale pelo (a).

Suponha que n € Z*. Provamos por indugdo. O resultado é valido para n = 1, pois

p(a') = p@) = [p@]".
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Suponhamos que o resultado é valido para n — 1. Entdo

P@") = p@aa"™) = p@)p@™ ™) = p@)p@]" = [pa)]"

pelo hipétese de indugéo.

Agora paran <0, isto én = —m, m € Z*. Observe primeiramente se a € G, temos que

p@@™) = paa™) = pe) = en.

Portanto (p(a_l) = (p(a)_l.
Agora

p@") = @™ =¢(@H") =lp@H" = [p@ 1" = [p@]™ = [p@)]".

Logo o resultado é valido para todon € Z.

Proposicao 1.3.4. Sejam Gy e Gy grupos e seja ¢ : Gi — Go um homomorfismo. Se a € Gy tem

ordem finito, entdo ord(p(a)) divide ord(a).

Demonstragdo. Seja n = ord(a). Entdo a” = e, logo

p@)" = p@a") = p(er) = eo.

Portanto ¢(a)" = e, logo temos que ord((p(a)) divide ord(a).

Proposicao 1.3.5. Sejam Gi, G e G grupos e seja ¢ : G1 — Ga e Y : Go — Gz homomorfismos.
(a) A composigio Y o ¢ é um homomorfismo.
(b) Se @ e Y sdo ambos isomorfismos, entdo \ o ¢ é um isomorfismo.

(c) Se @ é um isomorfismo, entdo @™ é um isomorfismo.
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Demonstracio.
(a) Sejaa,b € Gy. Entdo
P o p(ab) = P(p(ab)) = P(p@e(b)) = ¥(p@)y(p®)),
pois 1 e ¢ sdo ambos homomorfismos.

(b) Se ¢ e 1 sdo isomorfismos, entdo 1 o ¢ é um homomorfismo pelo (a), e ela é uma bijegao

pois ambos ¢ e 1) também sdo. Portanto ¢ o ¢ é um isomorfismo.
(c) Suponha que x, y € G,. Entdo x = ¢(a) e y = @(b) para alguns a,b € G;. Portanto

97 x) = 97 (p@e D)) = 97 (p(ab)) = ab = o™ (X~ W),

Portanto ¢! é também um isomorfismo.

[ ]
Proposicdo 1.3.6. Se ¢ : G1 — Gg é um isomorfismo, entdo ord(p(a)) = ord(a).
Demonstragdo. Suponha que a € G tem ordem finita. Entdo da Proposicdo 1.3.4 que
ord(p(@)) ' ord(a). (1)
Mas como @' é também um homomorfismo, temos que
ord(a) = ord(p™ (p(@)) | ord(p(a). 2)

De (1) e (2) temos que ord(¢(a)) = ord(a).
Observe a Proposicdo 1.3.4 também implica que a tem ordem finita se e somente se ¢(a) também
tem ordem finita. Logo seguir que se a2 tem ordem infinta se e somente se ¢(a) também tem.

Portanto a demonstracéo. n
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1.3.2 A imagem e ntiicleo de um homomorfismo

Exemplo 1.3.7. Seja f : R — R*, a exponencial. Entao

Im(f) =R ={x e R x> 0}.

Lema 1.3.7. Im(f) é um subgrupo de (G, o).

Demonstragio. Usando o critério de subgrupo:

e Sex = f(a),y = f(b) € Im(f) entdo
xoy = f(a)o f(b) = f(a*b) pois f é um homomorfismo.

Portanto, Im(f) é fechado em relagdo ao o.

e Se eg, e e, sd0 os elementos neutros de G1, G, respectivamente, entéo f(eg,) = eg, pois f

é um homomorfismo. Portanto eg, € Im(f).

e Sex = f(a) € Im(f) entdo
x = fl)t = fah.

Portanto x™' € Im(f).

Portanto Im(f) é um grupo. [
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Lema 1.3.8. Seja f : Gi — Gp um homomorfismo injetora. Entdo f define uma isomorfismo de G

em Im(f).

Demonstragdo. f : Gy — Im(f) é uma bijegdo. [

Exemplo 1.3.8. Seja f : (Z,+) — (Z3,+) o homomorfismo f(n) = n mod 3. Entao Nuc(f) é o

conjunto de inteiros congruente a 9 modulo 3, ou seja Nuc(f) = 3Z.

Lema 1.3.9. Seja f : Gi — G um homomorfismo. Entdo Nuc(f) é um subgrupo de G.

Demonstragio. Usando o critério de subgrupo:

e Se x,y € Nuc(f). Entdo

flx*y) = f(x) o f(y) = ec, © e, = €G,-

Portanto x * y € Nuc(f), ou seja Nuc(f) é fechado com respeito a *.
e Claro que eg, € Nuc(f), pois f(eg,) = eg,-

e Se x € Nuc(f), entdo

fa) = fo Tt = el = e,
Portanto x~! € Nuc( 1)
Portanto Nuc(f) é um grupo. [

Exemplo 1.3.9.
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(a) A fungaosgn : S, — {—1,1} definido por

©) 1, seo épar
sgn(o) =
-1, seo éimpar

é um homomorfismo com nticleo

Nuc(f) ={o €S, : sgn(o) =1} = Ay,

o grupo alternado de grau n.

(b) A func¢do determinante det : GL(n, R) — R* é um homomorfismo com nticleo

Nuc(det) = {A € GL(n,R) : det(A) = 1} = SL(n, R).

Teorema 1.3.10. Um homomorfismo f : Gy — G é injetora se, e somente se Nuc(f) = {eg, }.

Demonstragio. Suponha que f é injetora, entao é claro que Nuc(f) = {e1}.

Suponha que Nuc(f) = {eg,}) ea, b € Gy com f(a) = f(b). Entdo
ec, = f@fO) = f@) () = fab™),
logo ab™ € Nuc(f). Portanto ab™! = eg, Ou sejaa = b. Logo f é injetora.
1.3.3 Exercicios Resolvidos
Exercicio 1.3.1. Seja f : Z12 — Z54 um homomorfismo com f(7) = 18.
(a) Determine f(x).
(b) Determine a imagem de f.
(c) Determine a ntcleo de f.
(d) Determine f~'(3).

Solucao.
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(a) Seja f(1) = k. Como f(7) = 18 temos que

F) +24 (1) 424 fQ) +24 f(1) +24 f(1) +24 FQ) +24 f(1) = f(7) = 18.

Logo 7k =18 (mod) 24 = k=6.

Dado x € Z15 temos que

X=1) +12 (1) +12 (1) +12 - +12 (1)

x vezes

Portanto f(x) = xf (1) = 6.
(b) Seja Im(f) a imagem de f entdo

Im(f) ={y € Zpy: AX € Z1y com f(x) =7} = {0, 6, 12, 18}.

(c) Seja Nuc(f) o niicleo de f entdo

Nuc(f) = (X € Z1p: f(x) =0} = {0, 4, 8}.

(d) f~1(3) = 0 pois 3 ¢ Im(f).

1.3.4 Atividade

1. Verifique quais das aplicagdes abaixo sdo homomorfismo de grupos. Para aquelas que sido homo-
morfismo determine seu niicleo.
(@) f: (R,-) = (R, +) dada por f(x) = logx.
() f: (R,-) = (R, ) dada por f(x) = X2,

(c) f: (R*,:) = (R,) dada por f(x) =2*.

11
@) f: (M@,2),+) - (M(2,2),+) dada por f(A):[ - JA.

Cos X sen x

(e) f : (R, +) — (GL(2,R), ") dada por f(x) = [
— sen x COs X

2. Seja H = {2°3°, | a,b € Z} um subgrupo de R*. Mostre que H ~ Z. X Z.
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S

Sejam G e G’ grupos, f : G — G" um homomorfismo e H < G’. Mostre que
fYH) = {x € G; f(x) € H} é um subgrupo de G.

=~

Seja G um grupo com 3 elementos. Mostre que G = Z3.

S

Sejam G, H grupos e f : G — H um homomorfismo sobrejetora. Prove que se G é abeliano entiio

H também é abeliano.

S

Sejam G, H grupos e f : G — H um homomorfismo sobrejetora. Prove que se G é ciclico entdo H

também é ciclico.

N

Verifique se os grupos G e H sdo isomorfos:

(1) G=Z¢ ¢ H=8;3.

(b)) G=Z4XZy e H=2Zp X Zp X Z».
(c)G=Z4 e H=7Z5XZ>.

(d) G=D4 e H=2Zs.

(e)G=Dy e H=7Z4X2Z5.
(HG=Dy e H=2ZyXZyX7Zy.

(g)G228XZmXZ3 e H=2ZgXZy X Zq5.
8. Determine o niicleo das seguintes homomorfismos
(a) f:Z — Zsg tal que f(1) = 6.

(b) f : Zyg — Zs X Zs tal que f(1) = ([T]5, [Z]g).

9. Existe um tinico homomorfismo f : Zg — Ss tal que f(1) = (1 2 3). Determine f(k) para cada

k € Z. Quais sio os elementos do niicleo de f?

10. Mostre que f : Z¢ — Zp X Z3 dada por f([E]6) = ([E]z, [E]g) é um homomorfismo. E deduza que
Ze =l X Zs3.

11. Considere o homomorfismo do grupo f : Z1y — Z4 X Z3 dado por f([ﬁ]lz) = ([5]4, [5]3).
(a) Describa Nuc(f). Escreva todos seus elementos.

(b) Describa Im(f). Escreva todos seus elementos.
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12. Considere o homomorfismo do grupo f : Z1y — Zo4 dado por f([ﬁ]lz) = [2a]4.
(a) Describa Nuc(f). Escreva todos seus elementos.

(b) Describa Im(f). Escreva todos seus elementos.

13. Considere o homomorfismo do grupo f : Z1y — Zo4 dado por f([ﬁ]lz) = [44a]4.
(a) Describa Nuc(f). Escreva todos seus elementos.

(b) Describa Im(f). Escreva todos seus elementos.

14. Considere o homomorfismo do grupo f : Z1y — Zo4 dado por f([ﬁ]lz) = [6a]o4.
(a) Describa Nuc(f). Escreva todos seus elementos.

(b) Describa Im(f). Escreva todos seus elementos.
15. Prove que ndo existe um homomotrfismo f : Ziy — Zo4 tal que f([E]lz) = [a]p4.

16. Seja H um subgrupo de GL(2,R) gerado por

0 1 01
A1= €B1=
-1 0 10

Prove que H é um grupo ndo abeliano de 8 elementos e que é isomorfo a Dy.

a b
17. O grupo G das matrizes reais ,coma # 0 é um subgrupo de GL(2,R). Prove que G é

01
isomorfo ao grupo

A={a,p : R—>R: a,u(x) =ax+b, a+0}.
18. Seja f : Zso — Z45 um homomorfismo com f(7) = 6.
(i) Determine f(x).
(ii) Determine a imagem de f.

(iii) Determine a niicleo de f.

(iv) Determine f _1(5).
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Aula 14

Classes Laterais e o Teorema de

Lagrange

Sejam G um grupo finito e H < G. O nosso objetivo nessa aula é obter uma relagdo entre o niimero

dos elementos de H e o niimero dos elementos de G, o Teorema de Lagrange.

1.4.1 Classes Laterais

Primeiro definiremos as classes laterias e estudaremos as suas propriedades bdsicas. Vale a pena

observar que estas definicdes e propriedades nio dependem da finitude de G.

Observagdes.

1. Como o elemento neutro e € G, para cada elemento fixo a € G, a = ae € aH. Portanto, dizemos que o

conjunto aH é classe lateral a esquerda de H contendo a. De modo andlogo, a € Ha e portanto Ha
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é a classe lateral a direita de H contendo a.

2. Se G é um grupo aditivo, entdo denotamos a classes aH e Ha por

a+H={a+h|heH)

H+a={h+al|heH}
respectivamente.
3.

Exemplo 1.4.1. Considere o grupo, Dy = {id,, 1,13, s,s1,51%,5r%; vt =id, s* = id, rs = sr’} das

simetrias do quadrado e sejam H = {id,s} e K = {id, ), 2 subgrupos de Dy. Calcular as classes

laterais a esquerda e a direita de G com respeito a H e K.
Solucao.

o Classes laterais a esquerda e a direita de G com respeito a H

H ={id,s} =sH H ={id,s} = Hs

rH = {r,rs} = rsH = sr°H Hr = {r,sr} = Hsr
?H = {r?,r*s) = r*sH = sr’H Hr* = {1?,sr*} = Hsr?
PH = {r?,r%) = r*sH = srH. Hr® = {*,sr®} = Hsr®.

o Classes laterais a esquerda e a direita de G com respeito a K.

K = {id,r*} = K = Kr*
K = {r,r’} = Kr = *K = Kr*
sK = {s,sr*} = Ks = sr’K = Ksr?

srK = {sr,sr°} = Ksr = sr*K = Ksr°.

Observacao. Observamos da Exemplo 1.4.1 que em geral Ha # aH, para cada a € Dy, entretanto,
Ka = aK, para cada a € Dy. O subgrupo K de Dy chama-se subgrupo normal, que serd estudadas na Aula

6.
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Se G é um grupo abeliano e se H é um subgrupo de G, entdo
H-a=a-H, VaeG.

Exemplo 1.4.2. Considere o grupo aditivo R* = {(x, y) : x, y € R} e os 3 subgrupos
Hi ={(x,y) € R?: y =0} (oeixox),
Hy = {(x,y) € R*: x =0} (o eixoy),
H; = {(x,y) € R*: y =3x} (areta que passa pela origem de coeficiente angular 3).
Dé uma descri¢do geométrica das classes laterais de H i (j=1,2,3)emG.

Solucdo. Como (R?, +) é abeliano, para cada (x, y) € R? temos que (x,y+)H = H + (x, y).

Seja (xo, yo) € R? arbitrdrio. Entdo

e (x0,Y0) + Hi = {(x0,y0) + (x,v) : ¥ =0} ={(x0+x,v0) : x € R} representa a equagio da reta

que passa pelo ponto (xo, yo) e é paralelo ao eixo x,

o (x0,Yo) + Hy = {(x0,y0) + (x,y) : x =0} = {(x0,y0 +y) : y € R} representa a equagio da reta

que passa pelo ponto (xo, yo) e € paralelo ao eixo y,

o (x0,Yo) + Hz = {(x0,y0) + (x,¥) : v =3x} = {(x0 +x,yo + 3x) : x € R} representa a equagio da

reta que passa pelo ponto (xo, yo) de coeficiente angular 3.

Portanto se fixamos um subgrupo H de R?, (todos os subgrupos de R? sio retas que passam pela origem),
e escolher qualquer ponto (xo,yo) € R?, entdo o conjunto (xo, yo) + H representa a reta que é uma

translagio paralela da reta que representada por H e (xo, yo) + H contem o ponto (xo, yo).

Exemplo 1.4.3. Considere o grupo G = Uas e H = {1, 13, 15, 27} 0 subgrupo de ordem 4 de G.

Calcular as classes laterais a esquerda e a direita de G com respeito a H.

Solugdo. Como Uyg = {1, 3, 5, 9, 11, 13, 15, 17, 19, 23, 25, 27} é abeliano, as classes laterais a

esquerda e a direta sdo iguais. As classes a esquerda de G com respeito a H sio:
e H=1{1, 13, 15, 27}.
e 3H = {3, 11, 17, 25}.

e 5H=15,09, 19, 23}.
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1.4.2 Propriedades das Classes Laterais

Proposicao 1.4.1. Sejam (G,-) um grupo, H < Gea,b € G.
(a) aH = bH se, e somente se, b'a € H. Em particular aH = H & a € H.
(b) aH = bH & a € bH.
(c) SeaH N bH # 0, entdo aH = bH, ou, equivalentemente, se aH # bH, entdo aH N bH = 0.

(d) fa : H — aH definida por f,(h) = ah é bijetora. Em particular se G é um grupo finito, entdo

todas as classes laterais tém |H| elementos, isto é, [aH| = |H| para todo a € G.

(e) Se G é um grupo finito, entio existem elementos ay,az,--- ,ar € G, com ay = eg, tal que
G=mHUapHU---UaH,

e a unido é disjunta.

Demonstragdo.

(a) (=) Vamos supor, primeiramente, que aH = bH. Queremos provar que b~'a € H.

Como a € aH = bH, logo, existe h € H, tal que a = bh. Portanto,

b la

b=l (bh)
(b~ 'b)h

heH.

(<) Vamos, agora, supor que b™'a € H. Queremos provar que aH = bH, ou sejaaH C bH e
bH C aH.
Vamos provar, inicialmente, a inclusdo aH C bH. Como b~'a € H, entdo existe h; € H, tal

que b~'a = hy. Portanto, a = bh;. Seja, agora, ah € aH, um elemento genérico de aH, com
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h € H. Entdo, temos

ah

(bhy)h

b(hih).

Como H é subgrupo de G e h, hy € H, entdo h1h € H e portanto,

ah = b(hih) € bH.

Dai, segue que ah € bH, para todo h € H, ou sejaaH C bH.

A inclusdo contréria, bH C aH, é analoga.
(b) (=) Suponha que aH = bH. Entao
a =ae € aH = bH.
(&) Suponha que a € bH. Entdo temos que a = bh, com h € H. Portanto

aH = (bh)H = b(hH) = bH.

(c) Propriedade 3 seguir diretamente da propriedade 2, pois se existe c € aHNbH entdo cH = aH

e cH = bH. Portanto, aH = bH.

(d) Vamos provar que a fungado f, : H — aH, f,(h) = ah é uma bijecao.
Pela propria definicdo de aH, ja vemos que Im(f,) = aH, ou seja f, é sobrejetora.
Para provar que f, € injetora, sejam hy, hp € H tais que f,(h1) = f.(h2). Queremos concluir

que hy = hy. Assim temos

fa(h) = fa(ha) = ahy = ahy
= a Nah) =a ' (ahy)

= hl =h2.

Portanto f, é injetora. Portanto, como f, é uma bije¢do, entdao aH e H tém o mesmo ntimero

de elementos, isto é |aH| = |H|.
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(e) Como G é um grupo finito, o nimero de classes laterais a esquerda de H em G é finito.
Sejam a1 H, axH, - -+ ,arH a colegdo de todas as classes laterais esquerda de H em G. Entao

pelo propriedade 2, como duas classes laterais coincidem ou sdo disjuntas, a unido

G=mHUapHU---UagH

pode ser considerada uma unido disjunta.
Uma propriedade idéntica, com uma demonstracdo andloga, vale para as classes laterais a

direta.

Lema 1.4.2. Considere a aplicagio

@ : {classes laterais a esquerda}y — {classes laterais a direta}

aH +— Hal

Entdo ¢ é bijetora.

Definicio 1.4.2. O nimero de classes laterais a esquerda que é igual ao nimero de classes

laterais a direta, pelo Lema 1.4.2 se chama o indice de H em G e é denotado por (G : H).

Exemplo 1.4.4. Dado o subgrupoH = {id, (23)} de Sz = {id, (123), (132), (23), (13), (12)},

obter elementosay, ay, - -+ ,ar € S3 tal que
S3=mHUaHU---UaH

seja uma unido disjunta.

Solugido. As classes laterais distintas sio
o H=1{id, (23)}
e (123)H={(123), (13)}
e (132)H=1{(132), (12)}.

Entdo, podemos escolher ay = id, ap = (12 3) eaz = (1 3 2), e temos que

S3=a1HUayH U azsH
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é uma unido disjunta. Portanto (S3 : H) = 3.

Exemplo 1.4.5. Como o subgrupo H = {id,s} de D4 tem 4 classes laterais esquerda, pelo
Exemplo 1.4.1,
H,rH = {r,rs}, *H = {r*,1*s}, r*H = {r’s)

temos que (Dy : H)=4 e Dy=HUrHU r*H U r*H.

1.4.3 O Teorema de Lagrange

Teorema 1.4.3 (Teorema de Lagrange). Sejam G um grupo finito e H um subgrupo de G. Entdo
vale

|Gl = [H| - (G : H).

Em particular, a ordem e o indice de um subgrupo dividem a ordem do grupo.

Demonstragio. Pela Proposi¢do 1.4.1(e), sabemos que existem ay,ay,--- ,a; € G tal que

G=mHUapHU---UaqgH,

e a unido é disjunta. Temos que k = (G : H) pela defini¢do. Como a unido é disjunta, o nimero
de elementos de G é igual a soma do niimero de elementos de cada classe lateral da unido, ou
seja,

|Gl = la1H| + lazH| + - - - + |axH].

De novo pela Proposi¢do 1.4.1(d), sabemos que

la;H| = |H| paratodo i=1,2,--- k.

Fazendo as devidas substituigdes na equagdo anterior, temos

(€] la1HI + la2H| + - - - + |ar H]

|H| +|H| +---+|H|, (k parcelas)

k|H|.
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Portanto, |G| = (G : H)|H|, ou seja, |H| divide |G|.
Exemplo 1.4.6. Procure todos os subgrupos de S3 com suas ordens.

Solucdo. O grupo Sz tem 6 elementos. Um subgrupo H de S3, pelo Teorema de Lagrange, sé pode ter

|H| € {1,2, 3}, que sio os divisores de 6.
o O nico subgrupo de ordem 1 é {id}.

o Os subgrupos de ordem 2 sio:
<(23)>={id, (23)},
<(13) >={id, (13)},

<(12)>={id, (12)}.
o O unico subgrupo de ordem 3é < (123) >={id, (123), (132)}=<(132)>.

Observacao. A reciproca do Teorema de Lagrange é verdadeira para alguns grupos (por exemplo todos
0s grupos ciclicos ), mas ela é falsa em geral: dada um divisor n da ordem de um grupo, ndo existe

necessariamente um subgrupo de ordem n como mostramos em Exemplo 1.4.8.

1.4.4 Algumas Consequéncias do Teorema de Lagrange

Corolario 4. Sejam G um grupo finito e K, H subgrupos de G, com K C H. Entdo

(G:K)=(G:H)-(H:K)

Demonstragio. Teorema 1.4.3 implica

TSI L |1 W (€ R
G:H)(H:K) = = = (G K)

Corolario 5. Sejam G um grupo finito e a € G, entdo a ordem de a divide a ordem de G, isto é,

ord(a)||Gl.
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Demonstragio. O subgrupo gerado pora, <a >, é um subgrupo do grupo finito G. Logo, pelo
Teorema de Lagrange, temos que | < a > | divide |G|. Mas, como por defini¢do, a ordem do

elemento a é a ordem do subgrupo < a >, ou seja, ord(a) | |G|. [ ]

Observacao. Coroldrio 5 implica que se G é um grupo de ordem n entdo os possiveis ordens de
seus elementos sdo divisores de n. Por exemplo, se |G| = 30 entdo para cada a € G, ord(a) €

{1, 2, 3, 5, 6, 10, 15, 30}.

Corolario 6. Sejam G um grupo finito de ordem ne a € G, entio a" = e.

Demonstragio. Seja m a ordem do elemento a € G, ou seja, a™ = e. De acordo como o Corolario

5, m|n, ou seja, existe um inteiro k, tal que n = km. Portanto

a" =amk: (am)k:ek:e

Corolario 7. Todo grupo de ordem primo é ciclico.

Demonstragio. Seja G um grupo de ordem primo p. Como p > 1, entdo existe 2 € G com
a # e. Agora, como a # e, entdo ord(s) > 1. Por outro lado, pelo Corolério 5, ord(a) | |G|, ou
seja, ord(a) | p. mas, como p é primo, entdo seus tnicos divisores positivos sdo 1 e p, e como
ord(a) > 1. Assim, s6 resta a possibilidade ord(a) = p. Isto significa que o subgrupo < a > gerado
por a tem 0 mesmo niimero de elementos que G e, como < a >C G, segue que < a >= G, ou seja,

G é um grupo ciclico. [

1.4.5 Classificacao de grupos finitos

Um dos principais problemas na teoria dos grupos é a classificagdo de todos os grupos finitos. Neste

sec¢do enunciamos alguns resultados bdsicos para a classificagio de alguns grupos finitos.

Teorema 1.4.4. Se G é um grupo finito de ordem p, primo, entdo G é ciclico e isomorfo a Z,.
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Demonstragdo. Segue do Corolario 7. [ ]

Teorema 1.4.5 (Teorema de Cauchy). Seja p primo e G um grupo finito de ordem n. Suponha

que p divide n. Entdo G possui pelo menos um elemento de ordem p, ou seja, um subgrupo de ordem

p.

Proposicdo 1.4.6. Se G é um grupo de ordem 2p, p primo entido G é isomorfo ao grupo ciclico

25y, ou isomorfo ao grupo diedral Dy,

Demonstragio. A demonstracdo desta serd omitida, mas pode ser vista em [3]. [
Exemplo 1.4.7.

(a) Existe somente 2 grupos de ordem 6 = 2 - 3. Sdo eles Z¢ e D3 = S3.

(b) Existe somente 2 grupos de ordem 10 = 2 - 5. Sdo eles Zyy e Ds.

Exemplo 1.4.8. Mostre que o grupo A4, das permutagdes pares ndo possui um subgrupo de

ordem 6.

Solugdo. O grupo
Ay =1{id, (123), (132), (124), (142), (234), (243), (134), (14,3), (12)(34), (13)(24), (23)(14)}.

Suponha que existe um subgrupo H de Ay de ordem 6.

Entdo H é isomorfo a Ze ou Sz (Exemplo 1.4.7 (a)).
o Como A4 nio tem elemento de ordem 6, H ndo pode ser isomorfo ao Z.

e Agora suponha H = S3.
Em S3 ={id, (123), (132), (23), (13), (12)}, existem 3 elementos de ordem 2. O grupo
Ay possuem 3 elementos de ordem 2, que sdo (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (2 3)(1 4). Portanto, estes
elementos devem pertencem H.
Entdo K = {id, (1 2)(3 4), (1 3)(2 4), (2 3)(1 4)} é um subgrupo de ordem 4 de H, contradigdo ,

pois um grupo de ordem 6 ndo possui um subgrupo de ordem 4 (Teorema de Lagrange).
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Portanto ndo existe um subgrupo de ordem 6 de Ay.

Proposicao 1.4.7. Se G é um grupo finito de ordem pq, com p e q primos, p < qep 1 (q—1) entdo

G é ciclico e isomorfo a Z,,.

Exemplo 1.4.9. Exemplos satisfazendo a condi¢aop 1 (g — 1) sdo
15=3-5,33=3-11, 35=5-7, 51=3-17, 65=5-13, efc..
Qualquer grupo com estes ordens é ciclico.

1.4.6 Classificacao de Grupos Abelianos Finitos

Agora consideramos a classificagdo de grupos abelianos finitos:

Proposicao 1.4.8. Se G é um grupo abeliano finito de ordem pq, com p e q relativamente primos,

entdo G é ciclico e isomorfo a Zy X Z..

Exemplo 1.4.10. Zqipg = Zopy X 25 = Zg X Zq5

Teorema 1.4.9 (Teorema Fundamental de Grupos Abelianos Finitos). Todo grupo abeliano

finito G é isomorfo ao produto direto de grupos ciclicos de ordem poténcias de primos:

G2 Zpn XLy X - X Ly

onde os p; ndo sdo necessariamente distintos. Além disto, o niimero dos termos no produto e as

ordens dos grupos ciclicos sido unicamente determinados pelo grupo.

Exemplo 1.4.11. Classifique todos os grupos G de ordem < 5, a menos de isomorfismo.
Solucdo. Como todos os grupos de ordem < 5 sdo abelianos temos que

e Se|G| =2, entio G = Z,.
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e Se |G| =3entio G = Zs.

o Se|G|=4=2-2entdo G = Z4 ou Zy X Z,. Observando que Z possui um elemento de ordem

4, mas Zy X Zy nio tem elemento de ordem 4.
e |G| =5entio G = Zs.
Exemplo 1.4.12. Quais sdo os grupos abelianos de ordem 120, a menos de isomorfismo.

Solugdo. Temos a decomposigio em produtos de primos
120=2-2-2-3-5

Para cada primo distinto (ou poténcia dele) consideremos todos os possiveis grupos abelianos de tal ordem:
e Para 8 = 23 temos os seguintes grupos 2, 2Zs X2y, ZoXZyXZs.
e Para 3 temos o grupo  Z3.
e Para 5 temos o grupo  Zs.

Agora os possiveis grupos de ordem 120 consiste de produtos de grupos - exatamente tomado 1 grupo de

cada uma das 3 listas acima. Portanto a menos de isomorfismo, existem 3 grupos abelianos de ordem 120:
(1) Zg X Z3 X Zs = Zapg = Loy X L5 = Zg X L5
(2) Zy X7y X Z3 X Zs5
(3) Zp X Zp X Zpy X Z3 X Zs5

Exemplo 1.4.13. Quais sdo os grupos abelianos de ordem 108, a menos de isomorfismo.

Solugdo. Temos a decomposigio em produtos de primos
108 =2-2-3-3-3

Para cada primo distinto (ou poténcia dele) consideremos todos os possiveis grupos abelianos de tal ordem:
e Para 4 = 2% temos os seguintes grupos Za, Zo X 72,

e Para 27 = 33 temos o grupo 2y, Lo X2z, Z3XZ3zXZs.
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Agora os possiveis grupos de ordem 108 consiste de produtos de grupos - exatamente tomado 1 grupo de

cada uma das 2 listas acima. Portanto a menos de isomorfismo, existem 6 grupos abelianos de ordem 108:
(1) Zy X Zo7 = Z03
(2) Z4 X Zg X Z3
(3) Zy X Z3 X Z3 X Z3
(4) Zoy X Zy X Zo7
(5) Zy X Zy X Zg X Z3
(6) Zp X Zy X D3 X Z3 X 23
1.4.7 Exercicios Resolvidos

Exercicio 1.4.1. Determine todos as classes laterais distintos do subgrupo H =< (1,2) > de

Zy X Zsg.

Solugdo. H = {(0,0), (1,2), (2,4), (3,6)}. Como G ¢ abeliano e |G| = 32 e |H| = 4 temos 8 classes

laterais distintas de H que sdo:

H = {(O/ 0)/ (1/ 2)/ (2/4)/ (3/ 6)}
(0,1)H ={(0,1), (1,3), (2,5), (3,7

)}
(0,2H =1{(0,2), (1,4), (2,6), (3,0) }
(0,3H = {(0,3), (1,5), (2,7), 3, 1)}
0,9H =1{(0,4), (1,6), (2,0), 3,2)}
(0,5H =1{(0,5), (1,7), (2,1), (3,3) }
(0,6)H = {(0,6), (1,0), (2,2), (3,4)}
0,7H =1{(0,7), (1 1), (2,3), (3,5) }

Exercicio 1.4.2. Suponha que G =< a > é um grupo ciclico de ordem 15. Determine todos as

3

classes laterais distintos de K =< a° > em G.

Solugdo. K = {e, a3, a, a9, a12}. Como G € abeliano e |G| = 15 e |K| = 5 temos 3 classes laterais

distintas de K que sdo:
K=le a, a° a0

4 7 1 1
O,a3}
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Exercicio 1.4.3. Determine todas as classes laterais esquerda do subgrupo H =< 4 > do grupo

multiplicativo Uyy.

Solugio. G:{T, 2, ~~,E} e H=<14>= {T, 4, ﬁ,ﬁ}

Como |G| = 16 e |H| = 4 temos 4 classes laterais esquerda de H que sio:

4H =13H =16H = H
8H =9H = 15H

12H = 5H = 14H

7H = 10H =11H

o
1]
IS
NI = ool
=] O ==
el w
Gl
[ N 1 =
— =~ - O
1] 1l 1] 1]

Exercicio 1.4.4. Determine a ordem de um subgrupo préprio e nao abeliano H, de um grupo

G de ordem 52.
Solucio.
e Pelo Teorema de Lagrange, |H| divide 52.
e Portanto |H| pode ser 1, 2,4, 13, 26 ou 52.
e Mas |H| # 52, pois H é um subgrupo proprio de G.
e Como H ndo é abeliano ela ndo é ciclico.
e Como grupos de ordem primos sdo ciclicos, |H| ndo é primo, ou seja |H| # 2 ou 13.

e Do mesmo modo |H| # 1, (pois grupos de ordem 1 contem somente o elemento neutro e portanto

sdo ciclicos)
o Além disso |H| # 4 pois grupos de ordem 4 sio abelianos.
e Portanto |H| = 26.

Exercicio 1.4.5. Seja G um grupo de ordem 21. Mostre que qualquer subgrupo préprio de G é

ciclico.

Solugdo. Sejam G um grupo com |G| = 21. Queremos mostrar que qualquer subgrupo préprio de G é
ciclico.

Seja H um subgrupo proprio de G. Entdo pelo Teorema de Lagrange, |H| divide |G| = 21.

Como H é proprio, |H| < 21 entdo temos que |H| = 1,3,7.
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Se |H| = 1, entdo H = {e}, que é ciclico.
Caso contrario, |H| = p é primo sendo p = 3,7. Mas, como qualquer grupo de ordem primo é ciclico, H é

ciclico.

Exercicio 1.4.6. Seja G um grupo de ordem 36 com elemento neutroe. Se G possui um elemento

a € G tal que a2 £ e e a'® # e, mostre que G é ciclico.

Solugdo. Vamos provar que

2 3

G=<a>=<e, a,a® a°, -, a>

6:

> sendo quea®® = e.

Como |G| = 36, pelo Teorema de Lagrange, todos os elementos de G deve ter ordem que divide 36, ou seja,
todos os elementos de G deve ter ordem 1, 2, 3,4, 6,9, 12, 18 ou 36.
Mas, como a2 +eead®+ e, temos que que a ndo tem ordem 1,2, 3,4, 6,9, 12 ou 18.

Portanto ord(a) = 36, ou seja, a0 =e. Portanto, G =< a > e portanto é cilicio.
Exercicio 1.4.7. Determine a ordem de um subgrupo H que tem as seguintes condiges:
(a) H é um subgrupo préprio de um grupo G de ordem 68.
(b) H néo é abeliano.
Solucao.
e Pelo Teorema de Lagrange, |H| divide 68.
e Portanto |H| pode ser 1,2, 4,17, 34 ou 68.
e Mas |H| # 68, pois H é um subgrupo proprio de G.
e Como H ndo é abeliano ela ndo é ciclico.
e Como grupos de ordem primos sdo ciclicos, |H| ndo é primo, ou seja |H| # 2 ou 17.

e Do mesmo modo |H| # 1, (pois grupos de ordem 1 contem somente o elemento neutro e portanto

sdo ciclicos)
o Além disso |H| # 4 pois grupos de ordem 4 sio abelianos.

e Portanto |H| = 34.
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Exercicio 1.4.8. Determine a ordem de um subgrupo H que tem as seguintes condigées:
(a) H é um subgrupo de algum grupo G de ordem 100.
(b) H contem nenhum elemento de ordem 2.
(c) H ndo é ciclico.

Solucao.

e Pelo Teorema de Lagrange, |H| divide 100.

Portanto |H| pode ser 1, 2, 4, 5, 10, 20, 25 ou 100.

Como grupos de ordem primos sdo ciclicos, |H| ndo é primo, ou seja |H| # 1, 2 ou 5.

Agora grupos de ordem pares deve ter um elemento de ordem 2. Como H nio contem um elemento

de ordem 2, temos que a ordem de H deve ser impar.

Portanto |H| = 25.

1.4.8 Atividade

1. Dados os grupos G e seus subgrupos H abaixo, determine as classes laterais a direta e i esquerda
determinados pelos elementos de G e escreva G como a unido das classes laterais a direta e d esquerda

distintas:

(@) G=Z1,eH=10, 4, 8).

2 3 [1 23
12 3] (1 3 2
() G=ZeH =6Z.

(b) G=S3eH =

d) G=Zj,eH=<5>.
2. Sejam € N,m > 2. SejamZ = {mz; z € Z}.

(a) Mostre que mZ. é um subgrupo de Z.
(b) Determine (Z. : mZ.) e todas as classes laterais de mZ.em Z.

(c) Determine o subgrupo mZ. N nZ.
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3. Determine as classes laterais esquerda e a direta de {1, s} do grupo diedral

Dip=<r,slt®=id, s*=id rs=sr'!>.

X

. Seja G um grupo de ordem p", em que p é primo e n > 1. Mostre que a ordem de um elemento

qualquer de G é poténcia de p.

€1

. Sejam H e K subgrupos de um grupo finito G com |H| = p, |K| = q, p e q primos distintos. Prove
que HN K = {e}.

6. Determine a ordem de um subgrupo préprio e nao abeliano nao isomorfo ao um grupo

diedral H, de um grupo G de ordem 78.
7. Determine a ordem de grupo H com as sequintes propriedades:

(a) H é um subgrupo de um grupo G de ordem 168.

(b) H é um subgrupo de um outro grupo K de ordem 112.
(c) H ndo é ciclico nem isomorfo ao um grupo diedral.

(d) H contém um elemento de ordem 7

(e) H tem mais de 2 classes laterais esquerda em K.
8. Determine a ordem de um grupo H com as seguintes propriedades:

(a) H é um subgrupo de um grupo G de ordem 100.
(b) H é um subgrupo de um outro grupo K de ordem 40.

(c) H ndo é ciclico nem isomorfo a um grupo diedral.
9. Determine a ordem de um grupo H com as sequintes propriedades:

(a) H é um subgrupo de um grupo G de ordem 20.
(b) H é ndo abeliano.
(c) G contem um elemento g de ordem 2 e um elemento h de ordem 5.

(d) h pertence a H mas g ndo
10. Sejam H e K subgrupos de um grupo G. Se |H| = 14 e |K| = 35, mostre que H N K é ciclico.

11. Seja G um grupo de ordem 22, quais sio os possiveis ordens de cada elemento em G.
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12. Seja G um grupo com |G| < 300. Se G possuem um subgrupo H de ordem 24 e um subgrupo K de

ordem 54, determine a ordem |G| de G.

13. Determine todos os grupos abelianos de ordens 64, 212, 600, 1000, 1250 a menos de isomorfismo.
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Aula 1.5

Subgrupos Normais e Grupos

Quocientes

Vimos na Aula 1.4 que dado um grupo G, podemos encontrar uma particio de G em classes laterais
do subgrupo H. Cada parti¢io tem o mesmo niimero de elementos. Nesta aula vamos estudar a estrutura
das classes laterais e a relagdo entre eles. O conceito do subgrupo normais vai ser apresentado e vamos

formar um grupo das classes laterais, o grupo quociente.

1.5.1 Subgrupo normal

1.5.1.1 Motivacao

Exemplo 1.5.1. Considere o grupo G = S3 ={(1), (123), (132), (12), (13), (23)}.

(a) Seja o subgrupo K = {(1), (1 2)} de G. Determine as classes laterais a esquerda e a direta de

K emG.

(b) Seja o subgrupo H = {(1), (123), (13 2)} de G. Determine as classes laterais a esquerda e a

direta de H em G.

Solucao:

(a) Classes laterais a esquerda de K sio (a) Classes laterais a direta de K sio
e MDK=(12K=K={1), (12) * K(1) =K(12) =K ={(1), 12)}
e (13)K=(123)K={(13),(123)} e K(13)=K(132)={(13),(132)}
e 23)K=(132K={23),(132)} e K(23)=K(123)={(23),(123)}
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Observamos que a classe (1 3)K # K(1 3) e (2 3)K # K(2 3).

(b) Classes laterais a esquerda de H sio (b) Classes laterais a direta de H sdo
e 1)H=(123)H=(132)H = e H1)=H(123)=H(132) =
H={(1),(123),(132)} H=1{(1),(123),(132))
e(1 2H = (1 3H = (2 3H = H1 2 = H1 3 = HZ 3 =
{(12),(13),(23)} {(12),(13),(23))

Observamos que a classes laterais esquerda de H sio iguais ds respectivas classes laterais a direta de H.

Os subgrupos H de G nas quais as classes laterais esquerda sdo iguais as respectivas classes laterais

a direta recebe uma denominagdo especial. Sio chamados subgrupos normais.

Defini¢io 1.5.1. Seja H um subgrupo G. Dizemos que H é um subgrupo normal de G (e

denotamos H < G) seaH = Ha para todoa € G.

Observacdo. O significado de H < G, é que dado a € G e h € H, existem h',h” € H tal que
ah=Wa e ha=ah"

Note que H 2 G ndo implica que ah = ha, ¥ h € H.
Vimos no Exemplo 1.5.1 que H = {(1), (12 3), (1 3 2)} é normal em S3. Sejaa = (1, 2) € Sz e
h = (132) € H. Entdo existe i’ = (12 3) € H tal que

(12) (132)=(123) (12) =(13).

Exemplo 1.5.2. Seja G um grupo. Entdo os subgrupos triviais de G, Hy = {e} e H, = G, sdo

subgrupos normais de G.

Exemplo 1.5.3. Seja G um grupo abeliano, entao todo subgrupo H de G é normal pois ah =

ha, Yae GeVYheH.

Exemplo 1.5.4. O centro Z(G) de um grupo é sempre normal poisah = ha Ya € G eVh € Z(G).
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Exemplo 1.5.5. Seja p um niimero primo. Entdo Z, é um grupo simples. De fato Z,, sdo os

tnicos abeliano simples grupos.
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Teorema 1.5.1. Se H < Ge(G: H) =2entio H<G.

Demonstragio. Sejaa € G.
e Sea € H, entdo
H =aH = Ha
e Sea ¢ H entdo a classe lateral esquerda aH e a classe lateral a direta Ha de H sdo diferente

de H.

Como (G : H) = 2, ou seja temos somente 2 distintos classes laterais esquerda (ou a direta) de H

em G.
Portanto
G=HUaH=HUHa e HNnaH=0=HNHa
Logo temos que aH = Ha, Ya € G. Portanto H 2 G. [ ]

Exemplo 1.5.6. Considere S,, o grupo de permutacdo de {1,2,3--- ,n} e A, o subgrupo de

I
permutagdes pares. |S,| =n'el|A,| = % Logo

|Sul _

S, A)) =
Sz A =12

Portanto pelo teorema acima temos A, é normal em S,,.

Teorema 1.5.2. (Teste para Subgrupos Normais)

SeH <G, H4G & xHx™' C H para todo x € G.

Demonstragio.

(=) : Suponha que H é normal em G. Entdo Yx € G e Vh € H, existe i’ € H tal que
xh=Wx=xhx' =1 € H.

Portanto xHx™! C H.
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(=) : Suponha que xHx™! C H para todo x € G.

e Seja x = a. Entao

aHa ' CH = aH C Ha 1)

e Sejax = a!. Entdo

a‘lH(a_l)_1 =a'Ha CH = Ha CaH )

De (1) e (2) temos que Ha = aH = H < G.

Exemplo 1.5.7. Considere o grupo G = R* X R cuja operacgao » é definida por
(a,b) *(c,d) = (ac,ad + b)

Prove que

@ H={1,b)beR} <G

(b) K = {(a,0)| a € R} ndo é subgrupo normal de G.
Solucao.

(a) Inicialmente, vamos determinar o elemento neutro de G e o inverso de (a,b) € G para a operagio *.

Seja (x, y) o elemento neutro de G, temos
(a,b) = (ab) * (x,y) = (ax,ay+b) > ax=a=>x=1leay+b=b=>ay=0=>y =0,

pois a # 0. Como (1,0) * (a, b) = (a, b), vemos que (1, 0) é o elemento neutro de G.

Dado (a,b) € G seja (c,d) seu inverso para a operagio *, temos
1 b
(1,0) = (a,b)*(c,d) = (ac,ad +b) > ac=1=c = Eead+b=0=>d=—;

1 b B 4 (1 b
Como (E' _E) *(a,b) = (1,0), temos que (a,b)”" = (a' p

Agora provamos que H é normal em G. Seja (1,c) € H, para cada (a,b) € G temos:

(ll, b) * (1/ C) * (El, b)_l = (El, b) * (1/ C) * (1/ _Z) = (H,HC + b) * (%; _Z) = (1, llC) € H.

a
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Portanto, H ={(1,b)|b e R} < G

(b) Seja (c,0) € K, para cada (a,b) € G temos:

1 b 1 b
* * -1 - *(c:0)*|—, —— | = *— ——] = —
@5 *(c,0)+ @)™ = @) *(;0) (a, a) (ac,b) (a, a) (¢, ~be + b).
Se0 # —bc+b =b(1 —c), entdo (a,b) = (c,0) * (a,b) ™ ¢ K e K ndo serd subgrupo normal de G.
Podemos, por exemplo, tomara = b = 1ec = 2. Nestecaso (1, 1)*(2,0)+(1, H'=©2,-1)¢K=>K
ndo é subgrupo normal de G.

O resultado a sequir mostra outras caracterizagio de subgrupo normal muito usada.

Proposi¢ao 1.5.3. Sejam G um grupo e N < G. Entdo as sequintes afirmagoes sdo equivalentes:
1. N2G
2. Paratodoa € G, aNa! = N.

3. As classes laterais a esquerda e a direta coincidem, ou seja Na = aN para todo a € G.

Exemplo 1.5.8. Seja G = GL(2,R) e H = SL(2, R). Mostre que H é um subgrupo normal de G.

Solucdo: Seja x € GL(2,R). Entdo para todo h € SL(2,R), temos que

det(xhx1) = (det(x)) (det(h)) (det(x)) ™" = (det(x)) (det(h)) ( dei (x)) =1,

portanto xhx™! € SL(2, R) = xSL(2, R)x~! C SL(2, R).
Portanto SL(2, R) é normal em GL(2,R).
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1.5.2 O Grupo Quociente

Vamos construir uma operagdo bindria no conjunto das classes laterais G/H de modo a tornd-lo um

grupo. Definimos a segquinte operagio no conjunto das classes laterais G/H :
v U x Uy - Oy

dada por
aH - bH + (ab)H.

O problema é verificar que v estd bem definida, ou seja, se ela nio depender da escolha dos representantes

de a e b das classes laterais aH e bH respectivamente.
Suponha que a,a’,b,b" € G tais que aH = a’H e bH = U'H. Entdo a" = ahy e V" = bhy para algum
hy,hy € H. Entio

Y(a'H, V'H)

(@'V)H  pela definicdo de i
= ahibhoH

= ambH  poish, € H

= amHb  pois H é normal

= aHb poishy € H

= abH  pois H é normal

¥(aH, bH)

Portanto ¢ é bem definida.
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Teorema 1.5.4. Se G éum grupo e H < G, entdo G/H é um grupo com respeito da operagio
aH - bH = (ab)H.

Chamamos este grupo de grupo quociente de G médulo H.

Demonstragdo. Vamos provar que a operacao - é associativa, possui elemento neutro e que todo

elemento de G/H possui elemento inverso para -

(i) Associatividade: sejam aH, bH e cH € G/H. Como G é um grupo temos (ab)c = a(bc), logo
(aH - bH) - cH = abH - cH = (ab)cH = a(bc)H = aH - (bH - cH)

(ii) Como G é grupo, G possui elemento neutro e e, evidentemente, N = eN. Temos
aH-H=aH-eH =aeH =aH =eaH =eH -aH = H -aH, VYa € G.

Logo, H é o elemento neutro de -.

(iii) Como G é grupo, todo a € G possui elemento inverso a™'. Temos
aH-a'H=aa'H=eH=H=a"'aH =a'H-aH.

Logo, a 'H é o elemento inverso de aH para a operacao .
Resulta de (i), (ii) e (iii) que G/H munido da operagao - é um grupo. [ |

Exemplo 1.5.9. Seja G = U4 (com operacdo multiplicacdo) e considere o subconjunto H =
{1, 13} de G. Prove que H é um subgrupo normal de G. Listar todos os elementos de G/H e

construa a tabela de Cayley para G/H e mostrar que G/H = 7.
Solugdao. G=Uy ={1, 3, 5,9, 11, 13} e N = {1, 13}

e H=1H ={1, 13} = H1

e 3H={3, 11} = H3

e 5H=1{5,9} =H5
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Portanto H< G e ©47 = {H, 3H, 5H)

H | 3H | 5H + 0|12
H | H |3H | 5H 0(0]1]2
3H | 3H | 5H | H 11111210
5H |5H | H | 3H 212|101

Vimos que a tabela de Cayley de G/H coincide com a tabela de Cayley de (Z3, +), pela isomorfismo
H w0, 3H — 1, 5H - 2. Em particular, o grupo quociente G/H é isomorfo a Z3.

Exemplo 1.5.10. Describa todos os grupos quocientes de S3.
Solugdo. Os subgrupos de S sio:
o {id} : Normal, e o0 grupo quociente é S?V{id} = G3.
o {id, (123),(321)} : Normal, e o grupo quociente é S3/{id, (123), (321)} = 7.
e {id, (12)}, {id, (23)}, {id, (13)} : Nenhum deste sdo normais
e S3: Normal, é o grupo quociente é 53/53 = {id}

Exemplo 1.5.11. Seja G = Z (com operagdo adi¢cdo) e H = 4Z. Listar todos os elementos de
G/H e construa a tabela de Cayley para G/H. Mostre que G/H =7y

Solucido. Seja4Z = {0, +4, £8, - -}. Para construir Z/4Z determinamos as classes laterais a esquerda

de 47 em Z.. Considere os seguintes 4 classes:
0+4Z =47 = {0, +4, 8, ---},

1+47=1{1,5,9,---;-3,-7,-11,---},
2+47 =1{2,6,10,--- ;-2,-6,-10,---},
3+47=13,7,11,--- ;-1,-5,-9,---}.

Afirmamos que ndo hd outros classes. Pois, se k € Z, entdo k = 4q + r, onde 0 < r < 4; e, portanto,

k+4Z =r+4q+4Z =r + 4Z. A tabela de Cayley é
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+ 0+4Z | 1+4Z | 2+47Z | 3+47
0+47 || 0+47Z | 1+47 | 2+47 | 3+4Z
1+47 | 1+47Z | 2+47Z | 3+4Z | 0+4Z
2447 || 2+47 | 3+47 | 0+47Z | 1 +47Z
3+47 || 3+47Z | 0+4Z | 1+47Z | 2 +47Z

Vimos que a tabela de Cayley de Z/42 coincide com a tabela de Cayley de (Z4,+), pela isomorfismo

i +47Z v [ils. Em particular, o grupo quociente Z/4Z é isomorfo a Zy.

Proposic¢ao 1.5.5. Sejan > 2 inteiro.O grupo quociente Z/nZ é isomorfo a Z,, pela isomorfismo

(i + nZ) > [i].

1.5.3 Ordem de G/H

Proposicao 1.5.6. Sejam G é um grupo finito e H < G. Entdo

Gl

%] = =

Demonstragio. O ntimero de elementos em G/H, é o indice do subgrupo H do grupo G, que é o
numero de classes laterais a direita distintas de H em G. Portanto |G/H' =[G : H].

Mas pelo Teorema de Lagrange,

G
[G:H]= %
Portanto
G, |_lGl
%] = =
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Exemplo 1.5.12.
(a) Determine a ordem de Z6/< 3>
(b) Determine a ordem de Zy X Zz/< 2,1) >
Solucao.
(a) |Z¢| =6 e | <3 >|=2. Portanto |Zﬁ/< 3 >I =3.
(0)|Zsx Zo| =8 € | < (2,1) > | = 2. Portanto | 24X Z2,_ 5 1) | =4,
1.54 Ordem de um elemento em G/H
Podemos definir a ordem |aH|, de duas maneiras:
(a) a ordem de aH como elemento de G/H
(b) o comprimento do conjunto aH

A interpretagdo correta serd claro em cada contexto.

Proposicao 1.5.7. Sejam H < G e a € G Entio a ordem de aH em G/H € o menor inteiro positivo

n tal que a”" € H.

Demonstragio. Suponha que aH é um elemento de G/H (portantoa € G) e queremos calcular sua
ordem como elemento de G/H. Em outras palavras, queremos determinar um inteiro positivo
n tais que

(@H)'=eH=H ese 1<m<mn, (aH" # H.

Pela definicdo da multiplicagdo no grupo quociente, precisamos encontrar 7 tais que
a"H=H ese 1<m<n, a"H+H
Pelo Proposigao 1.4.1
A"H=H&ad"€H, e d"H+H & ad" + H.

Portanto, [aH| = n em G/H & n é o menor inteiro positivo para que a" € H. [
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Exemplo 1.5.13.
(a) Determine a ordem de 5 + < 4 > em le/< 4>
(b) Determine a ordem de (2,1) + < (1,1) > em Z3 ¥ Z6/< 1,1) >
(c) Determine a ordem de (2,0) + < (4,4) > em Z6 X ZS/< (4,4) >
Solugdo.

(a) <4 >={0, 4, 8} e5*4 = 8, que é a primeira vez que um miiltiplo de 5 em < 4 > . Portanto a ordem

do elemento dado é 4.

(b) < (1,1) >=1{(1,1), (2,2), (0,3), (1,4), (2,5), (0,0)} e (2,1)*3 =(0,3), que é a primeira vez que

um miiltiplo de (2,1) em < (1,1) > . Portanto a ordem do elemento dado é 3.

(c) < 4,4) >={4,4), 2,0), (0,4), 4,0), (2,4), (0,0)} e (2,0) € < (4,4), é portanto a ordem do

elemento dado é 1.

Exemplo 1.5.14. Considere o grupo diedral

De = {id, r, 12, ¥, ¥*, 1, s, s, sr?, s, st*,sr°), 10 =id, s> =id, sr° =rs

e H = Z(Dg) = {id, *} o centro de Dg. Determine as ordens de tH e (sr*)H em D6/H.

Solucao.

o A ordem de rH em D6/H é 0 menor inteiro positivo n tal que ¥ € H = {1, r°}. Logon = 3 ea

ordem de rH em D(VH éigual 3.
o A ordem de (sr*)H em D %11 € 0 menor inteiro positivo n tal que (sP)' e H=11, *}. Agora
3 3..3

(s =sr-sPP =5 - r’s =" =id e H.

Logo n = 2 e a ordem de (sr°)H em D6/H éigual 2.
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Apresentamos alguns resultados sobre o grupo quociente.

Proposicao 1.5.8. Sejam G um grupo e N < G. Entdo:
(a) Se G é um grupo abeliano, entio o grupo quociente G/N é um grupo abeliano.

(b) Se G é um grupo ciclico, entio o grupo quociente G/N é um grupo ciclico.

Demonstragio.

(a) Sejam aN, bN € G/N. Como G é abeliano temos ab = ba o que implica
aN - bN = abN = baN = bN -aN

e completa a prova de que G/N é abeliano.

(b) Suponha que G é um grupo ciclico gerado pelo elemento x € G. Isto é, qualquer elemento
de G é uma poténcia de x. Afirmamos que a classe lateral xN é gerador do grupo G/N. De

fato, seja aN € G/N com a € G, entdo podemos escrever a = x* para algum k € Z. Assim,
aN = ¥*N = (xN) para algum k € Z

0 que mostra que G/N é um grupo ciclico.

Lema 1.5.9. Se G é um grupo tal que G/Z(G) é ciclico entdo G é abeliano.

Demonstragio. Seja gZ(G) o gerador do grupo quociente G/Z(G)' e seja a,b € G. Entdo existe
inteiros i e j tais que

aZ(G) = (3Z(G))' = §'Z(G)

bZ(G) = (8Z(G)) = gZ(G).
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Portanto, a € g'x para algum x € Z(G) e b € ¢/y para algum y € Z(G). Portanto temos que

ab

(§0)(g'y) = g (xg)y = g(g'x)y

(8'8))(xy) = (§/8")(yx) = (8'y)(g'x) = ba.

1.5.5 Grupos quocientes e Homomorfismos de grupos

Nossa proximo objetivo é mostrar que grupos quocientes sio relacionadas com homomorfismos. Vamos
mostrar que cada grupo quociente G/H naturalmente dar um homomorfismo 1 : G — G/H, chamado a

projegdo natural de G para G/H.

Teorema 1.5.10. Sejam Gy e Go grupos e ¢ : Gy — Gy um homomorfismo. Entdo o niicleo,

Nuc(p), de ¢ é um subgrupo normal de Gy.

Demonstragdo. Seja H = Nuc(p). Ja vimos que em Lema 1.3.9 que H é um subgrupo de Gy, entdo
basta provar que ela é normal. Escolhe /1 € H e g € G;. Pela definicdo do nicleo de ¢ temos que

@(h) = eg, (0 elemento neutro de G,.). Portanto

P(ghg™) = p(QeMp(g™) = p(Q)e2p() ™" = e,

Portanto ghg™' € Nuc(¢) = H. Portanto H é normal em G. [ ]
Exemplo 1.5.15. Podemos deduzir do Exemplo 1.3.9 que
(@) Ay 25, pois A, = Nuc(sgn)

(b) SL(n.R) < GL(n, R) pois SL(n, R) = Nuc(det)
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Teorema 1.5.11. Seja G um grupo e H < G. Define a aplicagdo v : G — G/H por
n(g) = gH para todo g € G.

Entdo 1 é um homomorfismo sobrejetora e Nuc(rn) = H.

Demonstragio.

e 1 é um homomorfismo pois

n(xy) = xyH = (xH)(yH) = n(x)7e(y)

e 71 ésobrejetora diretamente pela defini¢do de G/H pois cada elemento de G/H tem a forma

gH = n(g) para todo g € G.

e Nuc(n)={xeG: n(x) =egH} ={xeG: xH=egH}=H

1.5.6 Teoremas de Isomorfismos

Teorema 1.5.12. [Primeiro Teorema de Isomotfismo] Sejam ¢ : G — G’ um homomorfismo

de grupos. Entdo
G/Nuc(qo) = Im(¢)

Demonstragio. Seja N = Nuc(¢p). Defina 0 homomorfismo ¢ : G/N — Im(p) por

¢(Na) = p(a).
e Vamos provar primeiramente que ¢ é bem-definida, ou seja, precisamos verifique que se

a’ € Na, entdo @(Na) = p(Na’)
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Mas, observe que a4’ € Na = a’ = na para algum n € N. Portanto

P(Na') = (') = p(na) = p(n)p(a) = ¢’ - p(a) = p(a) = p(Na)

e Vamos provar agora que ¢ é um homomorfismo:

Considere Na, Na’ € G/N. Entdo

@@N -a’N) = @(aa’N) pela definicdo de multplicagdo de classes laterais
= @(aa’) pela definicdo de ¢
= @)e@’) pois @ ¢éum homomorfismo
= @@N)p(@'N) pela definigdo de ¢

Portanto ¢ é um homomorfismo.
e Vamos provar agora que ¢ ¢ injetora, ou seja, basta provar que Nuc(p) = N. Para isto,
observe que

p@N)=¢ o pa) =¢ ©a e Nuc(p) ©aeN o aN =N.

Portanto Nuc(p) = N.

e Finalmente precisamos ver que ¢ é sobrejetora. De fato se ¢(a) € Im(¢p), entdo @(a) tem a

preimagem aN.

Exemplo 1.5.16.
(a) Sejap : Z — Z,, a v [a], (redugdo modulo n).

e @ é um homomorfismo
e @ é sobrejetora, poissea € Z,, = {0,1,---n — 1} entdo ¢(a) = a. Portanto Im(¢) = Z,.

o Nuc(f)={aeZ: @) =al,} ={na,a € Z} =nZ

Portanto pelo 1° Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.5.12)

Z _Z ~
7= /Nuc((p) =2y
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(b) Vimos no Exemplo 1.3.9 quesgn : S, — {-1,1}

e é um homomorfismo com
e Nuc(sgn) = A,

e Além disto sgn é sobrejetora

Portanto pelo 1° Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.5.12)
Sup = {-1,1)

(c) Vimos no Exemplo 1.3.9 quedet: GL(n,R) — R*

e é um homomorfismo com

e Nuc(p) = SL(n, R)

Teorema 1.5.13 (Segundo Teorema de Isomorfismo). Sejam H e K subgrupos de G. Se K é

um subgrupo normal, entio
e HK é subgrupo de G,
e H N K é subgrupo normal de H,
e p:H— HK/K, definido por @(x) = xK é um homomorfismo sobrejetivo de niicleo H N K

portanto, H/H NK = HK/K.

Teorema 1.5.14 (Terceiro Teorema de Isomorfismo). Se H C K sio subgrupos normais de G
entdo K/H é subgrupo normal de G/H e a fungio @ : G/H - G/K definida por p(xH) = xK é um

homomorfismo de grupos com niicleo K/H, portanto

(G/ H) / (H/K) =Cq.

1.5.7 Classificacao do grupo quociente

Problema: Dado o grupo quociente G/H, queremos determinar um grupo G’ isomorfo a G/H.
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Alguns resultados simples

1) G/{e} é isomorfo a G.

(2) G/G é isomorfo a {e}.

(3) Se G é ciclico entdo G/H é também ciclico.

(4) Se G = Gy X Gy, entdo G/({e} x G») é isomorfo a G;.

(5) Se G =Gy XGy, H<GqeH<Gy,entdo G/(H1 x Hy) é isomorfo a Gl/H1 X GZ/H2~

Exemplo 1.5.17. Classifique o grupo quociente

(Z4XZ6)/(<2>><<3>)

Solucdo. Usando o fato que

G ~G G
7(Hy x Hy) = VH, X TV H,

temos que

(Z4><Zﬁ)/(<2>><<3>)324/<2>XZ6/<3>EZZXZZ

Método mais geral I

Se G/H é um grupo finito, podemos usar a classificacio de grupos finito para classificar G/H.

Por exemplo:
G, |- ; =G, 4
(1) Se ' YH| =p, pprimo, entdo Vg é isomorfo a Z,.

(2) Se |G/H| = 4, entdo G/H éisomorfo a Z.y ou Zo X Z. A primeiro tem elemento de ordem 4 enquanto

a sequnda ndo tem.
(3) Se IG/H| =2p, p primo, entdo G/H é isomorfo a Zy, ou D).
(4) Se G/H é abeliano e 'G/H| =8, entio G/H éisomorfo a Zg, Zy X Zy ou Zy X Zo X Z.

Exemplo 1.5.18. Seja G = U3y = {n € Z, 1 < n < 30, mdc(n,30) = 1} e H = {1,11}. Quais dos

conjuntos Zy, ou Zy X Z; é isomorfo a G/H?
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Solucdo. A ordem de Uz é p(30) = @(2) - ¢(3) - (5) = 8. Portanto G/H é abeliano de ordem 8/2 = 4.
Para determinar quais dos conjuntos Z4 ou Zy X Zy é isomotfo a G/H usamos a propriedade que Z4
possui um elemento de ordem 4, mas Zy X Zy nio tem elemento de ordem 4.

Portanto vamos calcular as ordens dos elementos de G/H = {H, 7H, 13H, 19H}. A ordem de um

elemento aH € G/H é o menor inteiro positivo n tal que a" € H.
e ord(7H) = 4 pois
- 72=49=319
- 74 =3019°=361=3 1€ H
e ord(13H) = 4 pois
- 132 =169 =3 19
- 13 =3 19> =361=3 1 € H
e ord(19H) = 2 pois
-19°=361=31€cH

Portanto G/H possui um elemento de ordem 4. Logo G/H é isomorfo a Z.s.

Observacdo: As ordens dos elementos de Z4 sdo ord(1) =4, ord(2) =2 e ord(3) = 4. E podemos
definir o isomorfismo G/H > Zy por

H—O0, 7JH—1, 13H— 3, 19H — 2.

Exemplo 1.5.19. SejaG = Uz ={n € Z, 1 <n <32, mdc(n,32) = 1} e H = {1,31}. Quais dos

conjuntos Zg, Z.y X Zy, ou Zy X Zy X Zy é isomorfo a G/H?

Solucdo. A ordem de Uszp é p(32) = (p(25) = 2% = 16. Portanto G/H é abeliano de ordem 16/2 = 8.
Para determinar quais dos conjuntos Zg, Z.aX 2y ou Zoy X Zy X Zy é isomorfo a G/H usamos a propriedade
que Zg possui um elemento de ordem 8, Z.y X Z possui um elemento de ordem 4 mas nenhum elemento
de ordem 8 e Zy X Zy X Zy possui elementos somente de ordens menores ou iguais a 2.

Para determinar quais dos conjuntos Z.y ou Zp X Z é isomorfo a G/H usamos a propriedade que Z.4
possui um elemento de ordem 4, mas Zy X Zy nio tem elemento de ordem 4.

Portanto vamos calcular as ordens dos elementos de G/H ={H, 3H, 5H, 7H, 9H, 11H, 13H, 15H}.

A ordem de um elemento aH € G/H é o menor inteiro positivo n tal que a”" € H.
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e ord(3H) = 8 pois

-3 =81=p17

-38=5172=289=5,1€H
e ord(5H) = 8 pois

- 54 =625=5,17

- 58=3172=289=51€H
e ord(7H) = 4 pois

- 72=49=517

- 7t=5172=289=31€H
e ord(9H) = 4 pois

-92=81=p17

- 94=4,172=289=51€H
e ord(11H) = 8 pois

- 11°=121=3 25
- 11* =5, 25% = 625 =3, 17

- 118=45,172=289=51€H
e ord(13H) = 8 pois

- 132=169 =3, 9
- 13* =3 9% =81 =3, 17

-138=4,,172=289=51€H
e ord(15H) = 2 pois
- 152 =225 =3¢ H

Portanto G/H possui um elemento de ordem 8. Logo G/H é isomorfo a Zg.

Observacgdo: As ordens dos elementos de Zg sio

ord(1) =8, ord(2)=4, ord(3)=38, ord(4)=2, ord(5)=8, ord(6)=4 e ord(7) =8.
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E podemos definir o isomorfismo G/H — Zg por
H—O0, 3H—~1, BH—3, 7TH— 2, 9H— 6, 11H— 7, 13H+ 5, 15H — 4.
Exemplo 1.5.20. Classifique o grupo quociente

(Z4 % Z6)/(< 2,3) >)

Solugdo. A ordem de < (2,3) > em Zy X Z¢ é 2. Portanto (Zy X Zs) / (< (2,3) >) €abeliano de ordem
24/2 = 12.

Existe 2 grupos abeliano de ordem 12 (a menos de isomorfismo) que sio Zyp X Zo X Z3 e Zy X Z3.

Para determinar quais dos conjuntos Zy X Zy X Z3 ou Zy X Z3 é isomorfo a (Zy X Zs) / (< (2,3)>),
usamos a propriedade que Z.4 X Z3 possui um elemento de ordem 4, mas Zp X Zy X Z3 nio tem elemento
de ordem 4.

Considere o elemento (1,0)+ < (2,3) > em (Zs X Zy) /(< (2,3) >)- Aordemde (1,0)+ < (2,3) > ¢

o0 menor inteiro positivo n tal que
n(1,0) < (2,3) >={(0,0), (2,3)}.
O menor inteiro positivo que satisfazer isto é 4. Portanto, a ordem de (1,0)+ < (2,3) >é4e

(Z4 % Z6)/(< (2,3) >) = Zy X Zs.

Método mais geral 11

Podemos classificar G/H pelo 1° Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.5.12). Construimos um
homomorfismo de grupos ¢ : G — G’ tal que o niicleo ¢ é H. Determine a imagem de ¢ e aplicar o 1°

Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.5.12).
Exemplo 1.5.21. Classifique o grupo quociente (Z X Z) / (<(1,1)>)

Solugdo. Seja

¢:ZxXZ — Z definidapor ¢(a,b) =a—0.

Verificamos que

Joseph Nee Anyah Yartey



134

o ¢ é um homomorfismo

¢((@1,0) + (a2, 02)) = Plar +az, by +by)

(a1 +az) — (by + by)
= (a1 —b1) + (a2 — by)
P(a1,b1) + Plaz, b2)

e Nuc(¢) =<(1,1) >

Nuc(¢p) {a,b)e ZXZ :a—-b =0}

{(a,a) :a € Z}

<(1,1) >
o Im(p)=2Z
Paratodon € Z, n = ¢(n,0) € Im(¢p)

Entdo 1° Teorema de Isomorfismo (Teorema 1.5.12)
(Z x Z)/(< 1,1) >) = Z.

Exemplo 1.5.22. Classifique o grupo quociente (Z X Z) / (<(2,2) >)-

Solugdo. O conjunto

<(2,2)>=1{(12,2), (4,4), (6,6), (838),---}

tem a propriedade que

(a,b)e<(2,2)> a-b=0ea=0mod?2

Portanto definimos

G:ZXZ — ZXZy por ¢(a,b) =(a—b, amod2).

¢ é um homomorfismo de grupos com niicleo < (2,2) > e Im(¢p) = Z X Z,. Entio 1° Teorema de

Isomorfismo (Teorema 1.5.12)

(ZXZ)/(< 2,2) >) 2 ZXZ,.
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1.5.8 Exercicios Resolvidos

Exercicio 1.5.1. Sejam H < G e K 2 G tais que H N K = {e}, onde e é o elemento neutro de G.

Prove que hk = kh, Yh € H, Vk € K.
Solucdo. Considere g = Wh™ k™', heH e ke K.

e g="hkh™'- k' . Portanto g € K.
~—— ——

1 i
e K €K

e g= h -kh'k'. Portanto g € H.
—— N——

l l
eH €eH

Logo g € HN K. Mas HN K = {e}. Logo
g=e=hkh'k'=e=hk=kh, YheH, VkeK

Exercicio 1.5.2. Se H<1G eK <G, prove que HNK JG.

Solugdo. Sabemos jd que H N K é um subgrupo de G. Logo vamos provar que H N K é normal em G.

Sejaxe HNK. Entdiox € Hex € K.

e Como H é normal em G temos que gxg~' € H para todo g € G

e Na mesma forma como K é normal em G temos que gxg~* € K para todo g € G
Logo gxg™! € H N K para todo g € G. Portanto H N K é normal em G.
Exercicio 1.5.3. Seja G um grupo, H < G e K < G. Mostre que HK < G.

Solugao.

HK ={hk: heH, keKj}

Vamos provar que HK é um subgrupo de G.

e ¢ =¢-¢ € HK. Portanto HK ndo é vazio e contém o elemento neutro.
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e Sejaa, b€ HKentdoa =hk e b =hiky paraalgunsh, hy € H e k, ky € K

Portanto

ab

hkhiky
hkhi k™ Yk pois kKlk=e
h-klnk™- kk;  pois HAG e K<G

SN—— N——

elH elK

hhoky onde hy = khik™ e ky = kky
hhy - ky
N—— S~——

l l
€H ekK

Logo ab € HK. Portanto HK é fechado em relagio a operagio em G

e Sejaa € HK, a = hkparaalgumh € H ek € K. Portanto

Logoa™! € HK.

o= (T
— k—lh—l
= k' k! pois kk™! = e
= kh k! onde k™' =Ty
= kh'k' kKt pois HaG
—_— ——
elH elK

Portanto HK é um subgrupo de G.

Exercicio 1.5.4. Dar exemplo de dois subgrupos H e K do S3 tais que HK ndo é um subgrupo

do 53.

Solugdo. Em S3 = {id, (123), (132), (12), (13), (23)}, considere os subgrupos

Entdo

H={id, (12)} e K={id, 23)}

HK =1{id, (23), (12), (123)} e KH ={id, (12), (23), (132)}
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Observe que nem HK e KH sdo subgrupos de Sz pois cada um tem ordem 4 que ndo divide |S3| = 6.
Exercicio 1.5.5. Seja G um grupo, H < G e K < G. Mostre que HK < G.

Solucdo. Seja g € G ex = HK. Entio x = hk para algum h € H e k € K. Portanto

gxg™' = glhk)g™

= gh(g'9kg™ pois glg=e¢

= (ghg™Y)(gkg™)  pois H e K sio normais em G.
S———

! 1
eH €K

Logo gxg~! € HK. Portanto HK é normal em G.

1.5.9 Atividade

1. Seja G um grupo. Prove que o centro de G, Z(G), é um subgrupo normal de G.

2. Suponha que H é um subgrupo de G. Defina o normalizador de H em G por:
N(H) ={geG:gHg™' = H}.

mostre
(a) N(H) é um subgrupo de G e H é um subgrupo normal de N(H).
(b) Se H é normal em um subgrupo K de G, entiio K é um subconjunto de N(H).

(c) H é normal em G se e somente se N(H) = G.
3. Se H é um subgrupo do grupo G e K < G, prove que HN K < H.
4. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Prove que se o indice, (G : H) = 2 entdo H 2 G.
5. Determine todos os subgrupos normais de Sy.
6. Prove que se um grupo G de ordem 28 possui um subgrupo normal de ordem 4, entdo G é abeliano.
7. Determine a ordem de Zp X Z4/ < (1,1) >
8. Determine a ordem de (3,1) + < (0,2) >em Z4 X Zg/ < (0,2) >

9. Determine o grupo quociente Z¢/H, onde H = {0, 3}. Construa sua tabela.
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10. Determine os elementos e a tabela da operacdo + do grupo quociente Zpy/ < 4 >

11. Sejam G um grupo e H um subgrupo de G. Suponha que H possui a seguinte propriedade: o
produto de quaisquer duas classes laterais a direita de H é também uma classe lateral a direita de
H. Prove que Hg = ¢gH, Vg € H.

Sugestio: Se g € Ge g~ e 0 seu inverso, considere o produto das classes Hg e Hg™".

12. Suponha que G é um grupo e H < G. Mostre que se o indice de H em G, (G : H) = 2 entdo H< G.

o 10 i 0 0 1 0 i
. Sejami®=-1lel = , 1= , = , K=
01 0 —i -1 0 i 0

Seem Q = {1,-1,1,-1,],—], K, =K} definimos como o operagio o produto usual de matrizes,

1

o8}

obtemos um grupo chamado Quatérnios

(a) Construa a tabela da operagdo dos Quatérnios.
(b) Prove que Q é ndo-abeliano e que se H é um subgrupo de Q, entdo Hg = gH, Vg € Q.
(c) Seja H = {1, —1}. Construa a tabela do grupo quociente Q/H. H < G?

(d) Seja K = {1, -1, I, —I}. Construa a tabela do grupo quociente Q/K. K < G?

14. Seja G um grupo e seja G’ o0 subgrupo de G gerado pelo seguinte conjunto:
{aba'b™' : a,b € G)

(chamado de subgrupo dos comutadores (ou derivado) de G )
(a) Mostre que G’ é normal em G.
(b) Mostre que G/G’ é abeliano.
(c) Seja N um subgrupo normal de G. Mostre que se G/N for abeliano, entido G' C N.

(d) Mostre que se H é um subgrupo de G tal que G' C H, entdo H é normal em G.
15. Prove que se G é um grupo abeliano, entido G/H é abeliano.
16. Prove que se G é um grupo ciclico, entido G/H é ciclico.
17. Prove que se G/Z(G) é ciclico entdo G é abeliano

18. Considere o grupo quociente Q/Z.. Prove que, dado g € Q, existe um inteiro positivo n tal que

g+2) =Z.
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Considere o produto direto G1 X Gy dos grupos G1 e Gy. Sejam Hy < G1 e Hy < Go. Mostre que
Hi x Hy <Gy X Go.

Seja G um grupo e H < G tais que |G| = 50 e |[H| = 25. Decida se H < G. Se fizer sentido falar no

grupo quociente G/H, descreva seus elementos.

Seja f : G — H um homomorfismo sobrejetora e N um subgrupo normal de G. Prove que f(N) é

normal em H.

Seja G =

b
], a,beRea > 0; umsubgrupo de GL(2,R). Prove que
01

a b 1 b
f:G-R' f ] = a é um homomorfismo. Prove que N = , b e R} é um subgrupo
01 01

normal de G.

Sejam G, K grupos e suponha que ¢ : G — K é um homomorfismo com niicleo H e a um elemento

fixo de G. Seja X = {x € G| p(x) = p(a)}. Mostre que X = Ha
Mostre que Z¢/H ~ Z3, onde H é o subgrupo {0, 3}.
Sejam G = Zy X Z4 e H =< (3,2) >, 0 grupo ciclico gerado por (3,2). Mostre que G/H = Z.4.
Use o primeiro teorema de isomorfismo para mostrar que Zsy/ <5 >~ Zs

(a) Mostre que f : 4Z. — Z¢, dado por f(x) = 4x é um homomorfismo

(b) Mostre que Im(f) = {0, 2, 4} e Nuc(f) = 12Z

(c) Conclua que 0,2, 4} < Z, 12Z. <47 ¢ 47/12Z = {0, 2, 4}.

(d) Mostre que Im(f) = Z3.

Sejam G = Dy e H = {e,a,a%,a%). Descreva o homomorfismo projecdo candnica f : G — G/H, e

explicite Nuc(f) e Im(f).

Identifique, via isomorfismo, 0s grupos abaixo:

(a) (Z/157) | (37./157) (b) 372./157. (c) (3Z +157)/57.
Prove que (Z4 X Z¢)| < (2,3) >= Z15.

Prove que (Z. X D,,)|(mZ. X D) = Z.,.
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32. Classifique os segquintes grupos quocientes:
(@) (ZX7D) (< (1,2)>);

(b) (ZxeZ4)/(< (3,0,0) >)-
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Aula 2.1

Anéis

Nesta aula vamos definir o conceito de anéil e identificar as propriedades que caracterizam um anel.

Apresentar as estruturas algébricas de dominio de integridade e corpos.

2.1.1 Definicdo de anel, exemplos e propriedades basicas
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Notagdo: (R, +,-) denotard um anel R com as operagdes + e -.

Observacdo. Observe que a multiplicagio ndo necessita ser comutativa, isto é, ab # ba para alguns
a,b € R. Quando temos a-b = b - a para todo a,b € R, dizemos que R é um anel comutativo. Caso

contrario R é ndo comutativa.

Definicdo 2.1.2. Se existe um elemento1 € R tal quea -1 =1-a = a para todo a € R, entdo
chamamos 1 a unidade ou identidade do anel R.
Quando um anel R possui o elemento identidade dizemos que R é um anel com unidade, ou

simplesmente um anel com 1.

Lema 2.1.1. Se R é um anel com 1, entdo 1 é tinica.

Demonstragido. Mesmo demonstracdo feito para grupos, isto é

1=1-1"=1".

Notagao (Subtragao) Em qualquer anel R, para todo a € R escrevemos o inverso aditivo por (—a). Pela

definicdo temos que a + (—a) = (—a) + a = 0. Para qualquer a, b € R denotamos a + (—b) por a — b.

Exemplo 2.1.1. (Z,+,) é um anel comutativo com unidade, onde + e - sdo a adi¢do e a

multiplicagdo usuais dos inteiros.

Exemplo 2.1.2. O conjunto Z,, = {6, T, 5, ---, n—1} com as operagodes +, (adicdo modulo n)
e -, (multiplicagdo modulo n) é um anel comutativo com unidade. Este anel é chamado o anel

dos inteiros médulo n.

Exemplo 2.1.3. (Anéis de polinémios ). Sejam R = Z,Q,R ou C e seja R[x] denota todos os

polinémios na varidvel x com coeficientes em R, ou seja,

R[x] = {f(x) =ap + a1x + -+ +a,x" : a; € R}.
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R[x] muindo com a multiplicagdo e adi¢do usuais, isto é, se
fx)=ao+mx+---+a,x" e g(x) =bo+bix+---+bx™ € R[x]

entao

F(x) + g(x) = (ap + bo) + (ay + by)x + -+ + (a5 + b)x*, onde k = max{n, m}

f(x) - g(x) = co+c1x+ -+ CupmX™™, onde cj=ajby+aj_1by + - +apb;
é um anel comutativo e sua unidade é f(x) = 1.

Exemplo 2.1.4. (Matrizes). O conjunto Mpx(F) das matrizes 2 X 2 com entradas em F, onde

F=7,Q,R, ouC com a soma e produto usuais de matrizes, é um anel ndo comutativo com
10

01

unidade I =

Exemplo 2.1.5. O conjunto dos inteiros pares 27, com a soma e produto usuais é um anel

comutativo sem unidade.

Exemplo 2.1.6. (Anéis de fung¢des). Se X é um conjunto ndo vazio, entdo o conjunto
R={f:X - R;f é continua}
muindo com a soma e multiplicagdo usuais de fungoes, isto é

(f +9(x) = f(x) + g(x) e (f-g) = f(x)g(x) paratodo x € X

entdo R é um anel comutativo com unidade f(x) = 1.

Exemplo 2.1.7. (Anel dos Inteiros de Gauss). O conjunto Z[ V-1] = {a+bV-1, a,b € Z} com
operagoes

(a1 + by V=1) + (@2 + by V=1) = (a1 + a2) + (b1 + by) V-1
(a1 + by V=1) - (a2 + by V=1) = (a1a2 — b1b2) + (a1 + anby) V-1

é um anel comutativo com unidade 1 chamado de anel dos inteiros de Gauss.

MATB9S - Algebra IT



145

Em geral se d € Z ndo é um quadrado entao
Z[Vd] ={a+bVd |a,be Z)
é um anel comutativo com unidade, com operagdes
(m+n\/3)—(a+b\/ﬁ) = (m—a)+(n—b)\/3

(m+n\/c_l)(a+b\/3)=(ma+nbd)+(mb+na)\/3

Além disto, sem + nNd = m’ +n’ Vd entsiom =m’ en =n'.

Lema 2.1.2. (Alguns propriedades basicas de anéis). Seja R um anel. Entio
(a) a0 = 0 = Oa para todo a € R.
(b) (—a)b = —(ab) = a(=b) para todo a,b € R.
(c) (=a)(=b) = ab para todo a,b € R. Em particular, se R é um anel com 1, entdo
DD =1 e
(=1)a = —a para todo a € R.

(d) Sea,b,c € R,entdoa(b—c)=ab—ac e (b-c)a=Dba—ca.

Demonstracdo. Para todoa,b € R;

(@) a0+ 0 = a0 = a(0 +0) = a0 + a0, e portanto pela lei do cancelamento do grupo aditivo (R, +),

concluimos que 0 = 40. Analogamente podemos provar que 0 = Oa.
(b) (=a)b +ab = (—a + a)b = 0b = 0, portanto (—a)b = —(ab). Analogamente a(—b) = —ab.

(c) (=a)(=b) = —(a(=b)) = —(—(ab)) = ab, sendo que na tltima igualdade usamos o fato se tomar

a inversa de um elemento duas vezes obtemos o elemento.

(d)a® -c) :=a + (-c)) = ab + a(—c) = ab + (—ac) = ab — ac.

Joseph Nee Anyah Yartey



146

2.1.2 Subanéis e Ideais

Vamos define o conceito de um subanel da forma semelhante ao conceito de um subgrupo.

Defini¢ao 2.1.3. (Subanel). Um subconjunto ndo vazio S de um anel R

é dito ser um subanel

de R se, com as operagdes induzidas pelas operagées de R (restri¢ées), S é um anel.

Lema 2.1.3. (Teste para Subanel).

(i) Para todoa,b€ S =a—-b=a+(-b) €S

(ii) Para todoa,be S = ab € S.

Um subconjunto S # O de um anel R é um subanel de R se, e somente se valem as seguinte afirmacoes:

Demonstracdo. Exercicio

Exemplo 2.1.8. Mostre que o conjunto Dy = { 4 aéinteiroek €{1,2,3

%;
(Q/ +, )
Solug¢do. Tomandoa =0 = 0 € Dy. Portanto Dy # (.

. _al _a_z
. Se]umx—7T]ey—7k2 € Dy

Suponhamos, sem perda de generalidade, que ky < k. Temos

ay as 1117k2_k1 —ay

(Z)X—y:%—%—T€D7
.. _Ll_l‘a_z_alaz
(i) x-y= kT = Sheh € Dy

Resulta de (i) e (ii) que Dy é subanel de Q.
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Observacao. Note que num anel comutativa, os ideais a direta e a esquerda sdo iguais.

O préximo teorema caracteriza um ideal.

Teorema 2.1.4. Sejam R um anel e I # O um subconjunto de R. I é um ideal de R se, e somente se

para todoa,b € I e r € R, temos:
(i)a—bel

(iij)a-reler-ael

Demonstragio. Segue diretamente da defini¢do doideal e do Lema 2.1.3 (Teste para Subanel) =
Exemplo 2.1.9.
(a) Dado um anel R, entdo R e {0} sdo sempre ideais de R, chamados ideais triviais.

(b) Para qualquer inteiro positivon, nZ. = {0, +n, +2n, +3n,---} é um ideal de Z.

Observacao. Um ideal (subanel) I C R tal que I # R é chamado de ideal (subanel) proprio.
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Proposicao 2.1.5. Suponha que R é um anel com 1 el é um ideal de R. Se 1 € I, entdo I = R.

Demonstragdo. Temos que I C R. Falta provar que R C I. Seja r qualquer elemento de R, entdo

r=r-1=1-rel PortantoR CI,logoR = I. [

Exemplo 2.1.10. SejaT =

a,be R} c My(R)
0 a

(a) Prove que T é um subanel de M>(IR).

'belR é um ideal de T.

0 b
(b) Mostre que I =
00

Solucao.

a b c d
(a) Sejam , e T. Entio
0 a 0 ¢
00
o T # 0 pois eT
00
a b c d a+c b+d
) + = eT
0 a 0 ¢ 0 a+c

a b c d ac ad + bc
) . = eT
0 a 0 ¢ 0 ac

Entdo T é um subanel de M>(R)
0 ¢ 0 d b
(b) Seja , €le € T. Entdo
00 0 0 0 a
0 ¢ 0 d c—d
- = el
0 0 00 0
a b 0 ¢ 0 ac
. = el
0 a 00 0 0
0 ¢ a b 0 ac
. = el
00 0 a 0 0
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Portanto I é um ideal de T.

Teorema 2.1.6. (Ideais de Z e Z,). Seja R = Z ou Z,, para algum m € Z.,.. Entdo

os subgrupos de (R, +) = os subaneis de R = os ideais de R.

Além disto, todo ideal de R é principal.

Demonstragio.

e Se R =Z, entdo < m >= mZ C Z é o principal ideal gerado por m. Como cada subanéis,
S C Z é também um subgrupo e todos os subgrupos de Z sao da forma mZ para algum
m € Z, (Corolario 2 de Aula 1) seguir que todos os subgrupos de (Z, +) sdo de fato os

ideais principais.
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e Suponha agora que R = Z,,. Entdo para qualquer m € Z,,

<m>={km:keZ})=mZ, (%)

é o ideal principal em Z,, gerado por m.
Reciprocamente se S C Z, é um subanel entdo em particular S é um subgrupo de Z,,.
De Corolario 3 de Aula 1 sabemos que S =< m >=< mdc(n,m) > para algum m € Z,.

Portanto todo subgrupo de (Z,, +) é um ideal principal como em Eq. (*)

Exemplo 2.1.11. Determine os ideais do anel Z5.

Solucdo. Como Z,, é comutativa, ndo hd diferenca entre ideais a esquerda e a direta. Os ideais de Z1;

sdo:

e I; = {0}

L =<1>=<b5>=<7>=<11>=7Z1»

I3 =<2>=<10>={0,2,4,6,8,10}

I4 =<3>=<9>=1{0,3,6,9}

Is =<4 >=<8>=1{0,4,8]}

Is =<6>=10,6,}

2.1.3 Unidades de um anel

Os elementos ndo nulos de um anel com unidade ndo necessitam ter inversos multiplicativos (isto é,
y inverso multiplicativo de x se e somente se xy = yx = 1). Os elementos de um anel R que possuem

inverso multiplicativo sdo chamados de invertiveis de R ou unidades de R.

Defini¢do 2.1.8. Seja R um anel com unidade. Uma unidade do anel é um elementoa € R tal
que existe um elemento b € R com ab = ba = 1. Este elemento serd denotado pora™.

Usaremos a notagcdo U(R) = {x € R; x é uma unidade de R} para denotar as unidades de R.
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Lema 2.1.7. Seja R é um anel com 1. Se um elemento a € R tem inverso multiplicativo b, entdo b

é 1inico, e escrevemos b = a L.

Demonstragido. Mesmo demonstracdo feito para grupos, isto ése b, b’ sdo inversos multiplicativos
de a, entdo

b=b-1=b@a-V)=@0-ap =1-V =V’

Proposicao 2.1.8. O conjunto U(R) muindo com a operagio de multiplicacio em R é um grupo,

chamado de o grupo das unidades de R.

Demonstragio.

e U(R) é fechado em relagdo ao multiplicagdo em R :

sejaa, b€ U(R) e a‘l, b~! seus inversos multiplicativos respectivamente em R. Entado

@ab)(b~'a™h) a(bba!

= qgla™?
= aa’!

=1
Analogamente (b™'a"1)(ab) = 1. e portanto b™'a"! é o inverso multiplicativo de ab e por-
tanto ab € U(R).
e U(R) possui elemento neutro para a multiplicagdo pois 1 € U(R).

e Cada elemento de U(R) possui inverso:
sejaa € U(R) e a~! seuinverso em R. Entdoaa! =1 ea 'a = 1. Portanto s~ € U(R).

Portanto U(R) é um grupo.
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Exemplo 2.1.12.

(a) Em Z, as unidades sdo 1 e =1. Logo U(Z) = {-1,1}.

(b) Em M,(IR), as unidades sdo os elementos de GL(2,R), isto é

U(Ma(R)) = GL(2,R) = {A € M(R) : det(A) # 0}

(c) Em R, as unidades sdo os elementos em R := R\ {0}, ou seja U(R) = R".

(d) EmZ,,, m > 2, temos que U(Z,,) = U(m) = {a € Z,,; mdc(a, m) = 1}

Demonstragdo. Se a € U(Z,,), entdo existe r € Z,, tal que

l=r-a=ramodm

ou seja existe t € Z tal que ra—1 = tm. Como 1 = ra — tm seguir que mdc(a, n) = 1, ou seja
a € U(m).

Reciprocamente, se a € U(m) & mdc(a, m) = 1 que implica que existem s,t € Z tal que
sa +tm = 1. Tomando mod m deste equacdo e fazendo b := s mod m € Z,, temos que

b-a=1emZ,, ousejaac U(Zy,). [

(e) Em Z]i], temos que U(Z][i]) = {1,-1,i,—i}. De fato suponha que a + bi € U(Z][i]) é uma
unidade, entdo

(a+ bi)(c +di) =1 paraalguns c,d € Z.

Entao (a — bi)(c — di) = 1. Portanto

(@ + bi)(c + di)(a — bi)(c — di)

Il
—_

=@+ +d4%) = 1
Portantoa® + b* =1, logoa+bie{1,-1,1,—i}.

(f) Em Z[ Vd], d < -1, entdo U(Z[ Vd]) = {+1}
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2.1.4 Divisores de zero e Dominios de Integridade

Observagido. Se0 =1, entdox =x-1=x-0 = 0. Portanto se 0 = 1 entdo R = {0}.

Exemplo 2.1.13. OsanéisZ,Q,R,C,Z| ‘/E] ndo tem divisores de zero e portanto sdo dominios

de integridade. Neste sistemas sabemos que
ab=0= oua=0o0ub=0.

Exemplo 2.1.14. O anel Zs ndo um dominio de integridade. Por exemplo, 2 -3 = 0 com

# 0 # 3, portanto ambos 2 e 3 sdo divisores de zero.

Lema 2.1.9. O anel Z,, é um dominio de integridade se e somente se m é primo.

Demonstragio. Suponha que m é primo. Sabemos que U(Z,,) = U(m) = Z,\{0}. Portanto se
a,b € Zy, coma # 0eab=0entdo b = a'ab = a !0 = 0. Portanto Z,, é um dominio de
integridade.

Agora suponha que m ndo é primo, ou seja, m = a-b coma,b € Z,\{0}, entdo ab = 0 mod m,

logo a e b sdo divisores de zero, portanto Z,, ndo é dominio de integridade. [
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Proposicdo 2.1.10. Se R é um dominio de integridade, entdo R[x] também é.

Demonstragio. Seja f, g € R[x] dois polindmios nado nulos. Entdo f(x) = a,x" +---+ax +ap e

g(x) = byx™ + -+ + bix + bp € R[x] com a, # 0 # b, e portanto,

f(0)g(x) = apbyxX™™ + -+ -agby # 0 pois a,by, # 0.

Proposicdo 2.1.11. (Cancelamento). Se R é um dominio de integridade e ab = ac, com a # 0
entdo b = c.
Reciprocamente se R é um anel comutativa com 1 satisfazendo a a propriedade de cancelamento entio

R ndo possui divisores de xeros e portanto R é um dominio de integridade.

Demonstragio. Seab = ac, entdo a(b—c) = 0. Portanto coma # 0 e R é um dominio de integridade,
entdob—c=0,ousejab =c.
Reciprocamente, suponha que R satisfaz a lei do cancelamento eab = 0. Sea # 0, entdoab =a-0

e pela lei do cancelamento b = 0. Mostrando que R ndo possui divisores de zero. [

Exemplo 2.1.15. O anel M,(R) possui muitos divisores de zero. Por exemplo

Portanto, em M»(IR) ndo podemos concluir que B = 0 se AB = 0 com A # 0, ou seja nio vale a lei do

cancelamento.
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2.1.5 Corpos

Defini¢cao 2.1.11. (Corpos). Um anel R é chamado um corpo, se
(a) R é comutativa,
(b) R possui o elemento identidade 1,

(c) Todo os elementos ndo nulo de R sdo unidades, isto é, Ya € R, Ab € R : ab =ba = 1.

Exemplo 2.1.16.

@ Q, R, C, Z,, Z3 sdo corpos. Z ndo é um corpo pois por exemplo 2 # 0 tem ndo inverso

multiplicativo.
(b) Z| \/E] ndo é um corpo, pois % ¢ Z] \/E].
(c) Q[ \/E] ={x+ y\/r; | x, ¥ € Q} é um corpo. De fato, se x # 0,y # 0 temos que

1 x—-yVd
x+yVd (- yVd(x+yVd)
x-yVd
x% —y2d

Note x* — y*d # 0 pois d ndo é quadrado de um racional.

Proposicao 2.1.12. Seja R um anel comutativo com 1. Entdo R é simples se e somente se R é um

corpo.

Demonstragio. (=:) Suponha que R ésimples e comutativoeseja0 # a € R.EntaoRa = {ra| r € R}
um ideal de R. Como Ra # 0 (pois a € Ra) e R é simples, Ra = R. Portanto 1 € Ra, logo existe
algum elemento r € R tal que ra = 1, ou seja, a é inversivel em R. Portanto todo elemento
diferente de zero em R é inversivel. Logo R é um corpo.

(<:) Suponha que R é um corpo. Seja I # 0 um ideal de R. Se 0 # r € I, entdo r é um unidade

(pois R é um corpo). Portantor =r-1 €1, Vr € R. Portanto R = I. [ ]
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Lema 2.1.13. (Corpos sdo dominios). Todo corpo R é um dominio de integridade.

Demonstragio. Basta provar que ndo existe divisores de zero. Suponha queab =0, a # 0,b # 0.

1

Entdoa " existe, e

O=a'0=alab="b

Contradicéo. n

Lema 2.1.14. Todo dominio de integridade finito R é um corpo.

Demonstragdo. Basta provar que todo elemento ndo nulo é inversivel. SejaR = {r,--- , 1} (todos
distintos) um dominio de integridade. Tomar r € R, r # 0 qualquer. Considere {rry,rry, -+ ,rr,}.
Se para algum i e j temos que rr; = rrj entdo r; = r; pela lei do cancelamento.

Portanto {rrq, 17, - -+, rr,} é um conjunto de n elementos distintos de R. Como R tem n elementos,

{rri, 1o, e = R=Ary, 10, -+, 1l

Portanto qualquer r; pode ser escrito como r7; para algum j. Em particular, 1 = rr; para algum

J, portanto r; = rL [ ]

Corolario 8. O anel Z,, é um corpo se e somente se m é prime.

Demonstragdo.

(=) Se m ndo é primo sabemos do Lema 2.1.9 que Z,, ndo é um dominio de integridade,

portanto ndo é um corpo.

(<) Se m é primo, entdo Z,, é um dominio de integridade finito, portanto é um corpo pela
Lema 2.1.14.

Observagao. Quando p é primo, denotamos Z,, por ¥, para indicar que estamos olhando Z,, como um

corpo.
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Proposi¢ao 2.1.15. Seja R um corpo. Entdo as vinicas ideais de R sido triviais, ou seja, as iinicas

ideais sdo {0} e R.

Demonstragio. Suponha que I C R é um ideal tal que I = {0}. Entdo existe x € I, x # 0. Como R

é um corpo, x! € R.Mas I éum ideal, portanto 1 = x~1x € I. Portanto pelo Proposigdo 2.1.5

temos que I = R. [
2.1.6 Carateristica de um anel
Notacdo. Sejam que R um anel e a € R. Entdo para cada n € Z. definimos
n vezes
—_——
a+a+---+a sen>1
na:=4 0 sen=0
In| vezes
—-(a+a+---+a)=|n|-(-a) sen<-1
Sen € N definimos
a':=a-a---a
~———
n fatores
(Aqui a® = 1) Se a é uma unidade, entdo a" é definida por todo n € Z. Para n € Z.~, definimos
R e B
—————
In| fatores
Lema 2.1.16. Sejam R um anel e a,b € R. Entdo para todo m € Z. temos
(ma)b = m(ab) = a(mb)
[ ]

Demonstragdo. Exercicio
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Corolario 9. Sejam R um anel e a,b € R. Entdo para todo m,n € Z. temos

(ma)(nb) = (mn)(ab)

Demonstracdo. Usando o lema anterior temos

(ma)(nb) = m(a(nb)) = m(n(ab)) = (mn)(ab).

Definicio 2.1.12. (Caracteristica de um anel). Seja R um anel com 1 € R. Definimos a
caracteristica de R, denotado por car(R), como sendo a ordem do elemento 1 no grupo (R, +).
Portanto car(R) é o menor inteiro em Z., tal quen -1 = 0. Caso ndo existe tal n € Z., dizemos

que car(R) é igual 0.

Lema 2.1.17. Seja R um anel com 1 e car(R) = n > 1. Entdo nx = 0 para todo x € R.

Demonstragdo. Para qualquer x € R, nx = n(1x) = (nl)x = 0x = 0. [ |

Lema 2.1.18. Seja R um dominio de integridade. Entdo car(R) = 0 ou car(R) é primo.

Demonstragio. Suponha que n = car(R) ndo é primo, ousejan =pgcoml <p<nel <g<n.

Entdo

(P1)(@l) = (p9)(1-1) = (pg)1 =nl1 =0

Como pl # 0 e g1 # 0 concluimos que ambos p1 e g1 sdo divisores de zero contradizendo o fato

que R é um dominio de integridade. [
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Corolario 10. Todo corpo tem caracteristica zero ou primo. Em particular, todo corpo finito tem

caracteristica primo.

Exemplo 2.1.17. OsanéisQ, R, C,QJ \/E], Z]x], Olx], R[x] tem carateristica 0.

Paracadam e Z., Z,, e Z|m] sdo anéis com carateristica m.

2.1.7 Exercicios Resolvidos

Exercicio 2.1.1. Verifique se os seguintes conjuntos com as operagdes indicadas sdo anéis. Dos
anéis, decida se é anel com unidade e se tem divisores de zero. Algum deles é corpo? Algum

deles é anel de integridade?

(a) (MzXz(]R), +, '), onde M2 (IR) é o conjunto das matrizes quadradas 2 X 2 de ntimeros reais,

+ e - as operagdes de adicao e multiplicagdo usuais de matrizes respectivamente.

(b) (Z xXZ, ®, @), em que as operagoes ® e © sdo definidas por
(ab)®(c,d)=(@a+c, b+4d) (a,b)©(c,d) = (a.c, b.d)

coma, b, c, d€ Z e+ e -as operagoes de adicdo e multiplicacdo usuais em Z.

(c) (P(X), A, n), onde P(X) é o conjunto das partes de um conjunto ndo vazio X e AAB =
(AUB)-(ANB), Y ABePX)

(d) (IR, ®, Q), em que as operagoes ® e © sdo definidas por
a®b=a+b+1 aOb=a+b+a-b

coma, b, c, d€ Re+ e - asoperagdes de adicdo e multiplicagdo usuais em RR.

(e) (Z[ \/—_2], +, '), onde Z[\/—_Z] = {a + b\/—_Z; a,b € Z} e+ e - as operacgdes de adicdo e

multiplicagdo usuais em Z.
Solugio.
(a) (Maxa(R), +, ) :

° (MzXz(IR), +, ) é um anel pois
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(Al): )
a b a b a’ b’ a+a b+ a’ b’
+ + = + =
c d c d c’d’ c+c d+d c’d’
(@a+a’)+a’ Bb+V)+b" a+@+a’) b+ +b")
(c+cH)+c”" d+d)y+d’ c+(+c") d+@d +d’)
a b a+a b +b’ a b a v a’ b’
= + = + + i
c d d+c” d+d’ c d ¢ 4 c’d’
(A2):
a b a v a+ad b+l ad+a U +b a v a b
—+ = = = +
c d c d c+c d+d c+c d+d c 4 c d
(A3):

00 a b 00 a b
O elemento neutro da adicdo é a matriz , pois + = .
00

(A4):

a b -a -b
O simétrico da matriz é a matriz , pois
c d - —d
a b -a —b
+
c d -c —d
(A5):

_ — a b a v a’ b’ _ aa’ +bc’” ab’ + bd’ a’ b’ _
B [ c d ][ d d ]][ c” d”’ ]_[ ca’ +dc’ cb +dd ][ c” da ]_
( (aa’ + bc)a” + (ab” + bd' )" (aa’ + bc")b”") + (ab” + bd")d"”’ ~

(ca’ +dcya” + (cb’ +dd")c”  (ca’ +dc)b"” +cb’ + dd")d” -

_ a(@a”)+b(c’a”) +a®’c”)+bd c”) a@?b”)+bc’b”’)+al®’'d”)+b(dd”")
- c@a”y+dc’a’) +cb'c”)+dd ") c@b”)+d’b") +c’'d”)+dd d”) ]
a@a” +b'c”’")y+b(’a” +d'c”) a@b” +b'd”")+ bt +d'd”’)

c@@a” +v'c’)y+d(c’a” +d'c”) c@b” +b'd’")+d(c’V +d'd”)
a b aa’ +bc” adb’ +b'd’ a b a v a’ b’
C d C/a// + d/C// C/b// + d/d// C d C/ d/ C// d//
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(A6):
a b ul b/ a// b//
: +
C d C/ d/ c// d//
a@ +a’) +b(d +¢") at! + ") +bd +d”) ]

c@ +a’)y+d(c+c") c@ +b")+dd +d”)

— aa’ +aa” +bc’ +bc” ab’ +ab” +bd + bd” }

Il
—
AN
a <
—_
—
o [
~ ~
+ 4+
9 [
~ ~
N N

b +b”
c a+d’

ca' +ca’ +dc’ +dc”’ cb +cb’ +dd +dd”’
aa’ +bc’ ab’ +bd ‘ aa” +bc” ab”’ +bd’
+
ca’ +dc’ b +dd ca’ +dc” cb” +dd”’
a b a b a b a’ b’
= . + .
c d c d c d c’d’

A outra lei distributiva (A7) é mostrada de forma andloga.

° (MzXz(IR), +, ) é um anel ndo comutativo, pois por exemplo

11 00 11 00 11 00
. = , mas : = .
00 11 00 11 00 11
° (MzXz(IR), +, ) é um anel com unidade , pois
a b 10 10 a b a b a b
. = . = , para todo € Moy (R).
c d 01 01 c d c d c d
MZXZ(IR nao é um dominio de integridade pois possui divisores de zero, por exemplo
00 1 -1 2 2
00 -1 1 2 2
2 2
logo é um divisor de zero.
2 2

2 2
° (szz(]R), +, ) néo é um corpo, pois [ - ] ndo possui elemento inverso multiplicativo.
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b (zx2Z, o 0):

* (Zx2Z, & ©)¢éumanel pois
(AD):
((u,b)@(c,d))ee(e,f) —@+ob+d) @, f) :((u+c)+e,(b+d)+f):
:(a+(c+e),b+(d+f)):(a,b)+(c+e,d+f) -

~@bhe(cdeen)
(A2):

@ab)@(,d=@+c,b+d)=(c+a,d+Db)=(d) ®(a,b).
(A3):

O elemento neutro da adiio ¢ o par (0,0), pois (a,b) & (0,0) = (a, b).
(Ad)
O simétrico do elemento (a, b) é o par (—a, —b), pois
(a,b) ® (~a,~b) = (u (=) b+ (—b)) - (0,0)
(A5):
(@hoEd)oen=acbdoen=(a0ebd f)-=
= (20, b-@p)=@h o df) =
- @ho(cdoe)
(A6):
@ho(cdeEn)=@holre d+f)=(a+e, bd+f)=
:(u-c+a-e, b-d+b-f): @-cb-de@-e bf)=

= (@hocd)e(wnoen)

A outra lei distributiva é mostrada de forma andloga.

) (Z XZ, ®, @) ¢é um anel comutativo, pois

(a,b)o(c,d)=(@-c, b-d)=(c-a, d-b) =(c,d)©(a,b) paratodo (a,b), (c,d) € ZXZ.

° (Z xXZ, ®, @) é um anel com unidade (1, 1), pois
(a,b)©o(1,1)=(a-1, b-1) = (a,b) paratodo (a,b), (c,d) € ZXZ.
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o (Z XZ, ®, @) é um dominio de integridade, pois nio possui divisores de zero. De fato,

(a,b)©(c,d) =(0,0) © (a,b) =(0,0) ou (c,d) = (0,0).

. (Z XZ, ®, @) ndo é um corpo, pois (2,2) ndo possui um inverso multiplicativo.

(0 (PX), &, N):

) (P(X), A, ﬂ) é um anel pois

(A2):
AAB=(AUB)—(ANB)=(BUA)-(BNA) = BrA

pois N e U sdo operagdes comutativos.

(A1):

Para provar a lei da associatividade, vamos usar os seguintes fatos:

— Se A, B sito conjuntos e X o conjunto universo. Entdo A—B = AN B.

— Leis de Morgan: (ANB)=AUB ¢ (AUB)=ANB

— Portanto, podemos reescrever AAB = (AN B)U (BN Z)
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AN(BAC)

>A N (BAC)
—An((BmE)U(CHE))

:An(BmE)n(CnE)

:An(EuC)n(EuB)

A

U [(BAC) NA

u[((BmE)u(CmE))nZ

u[((BmE)mZ)u((CmE)mZ)

u((BmE)nZ)u((CnE)mZ)

m[(ﬁm(fuB))u(Cm(EuB))]uéﬂmfmZ)uémEmZ)
N[BNOUBNBUCNOUCNB|YBNCNAUCNENA)
n[BnQuououCnB|uBnCnA)uLnBnA)

An|BnOu(ECnB)|u(BnCnA)u(CnBnA)

AmEnE)u(AnCnB)U(BmEmZ)U(CmEmZ)

Agora usando o fato que A é comutativa (A1) e se trocamos conjuntos na expressio

original AA(BAC) no sequinte maneira: A < C; B < A; C < B temos que

(AAB)AC

CA(AAB) por Al

(CNAnB)u(CNBNA)U(ANBNC)U(BNANC)

Agora com N e U sdo comutativos temos,

(AAB)AC

(A3):

(AnBnC)u(AncnB)U(BNCNA)U(CNBNA)

(CNnAnB)u(CNBNA)U(ANBNC)U(BNANC)

CA(AAB)

O elemento neutro da adigdo é o conjunto 0, pois AAD = A.

(A4):

O simétrico do elemento A é o conjunto A pois ArA =0

(A5):
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(ANB)NC=AN(BNO).

(A6):
14mwmg=Am«B—anC—Bﬂ=C4mw—cﬂu(4mm—3ﬂ=
:ﬁAnBywAncﬁuﬁAncywAmBﬂz
— (ANB)AANC).

A outra lei distributiva é mostrada de forma andloga.
) (P(X), A, ﬂ) é um anel comutativo, pois AN B = BN A para todo A, B € P.
) (P(X), A, ﬂ) é um anel com unidade X, pois AN X = A.

o (P(X), A, ﬂ) ndo é um dominio de integridade, pois possui divisores de zero. Por exemplo

ANA=ANA=0.

o (P(X), A, ﬂ) ndo é um corpo pois, se A e B sdo subconjuntos de X ndo temos em geral que

ANB=X
@ (R, ® 0):

° (IR, P, @)éum anel pois
(A1)
(u@b)@c:a+b+1@c:(a+b+1)+c+1:u+(b+c+1)+1:a®(b®c).
(A2)
a®b=a+b+1=b+a+1=bPa.
(A3)
O elemento neutro da adigio é (1), poisa®(-1) =a+(-1)+1=a-1+1=a.
(A4)
O simétrico do elemento a é (-2 — a), pois
a®(-2-a)=a+(-2-a)+1=a-2-a+1=-1

(A5)
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(a@b)®c=(a+b+a'b)®c=(a+b+a~b)+c—(a+b+a~b)~c=
=a+b+a-b+c+a-c+b-c+a-b-c=a+0b+c+bc)+-(a-b+a-c+a-b-c)=
:a+(b+c+bc)+a-(b+c+b-c>:a@(b@c).

(A6)
a@(b@c)za@(b+c+1):a+(b+c+1)+a-(b+c+1):
=a+b+c+1+a-b+a-c+a=@+b+a-b)+@+c+a-c)+1=

=@ob)+@oc)+1=@ob)®@oc).

A outra lei distributiva é mostrada de forma andloga.
) (IR, b, O)éum anel comutativo pois a®b = a+b+a-b = b+a+b-a = bOaparatodoa,b € R.
o (IR, ®, @) é um anel com unidade —1, poisa® =1 =a—1+1 = a para todo a € R.

o (IR, o, @) é dominio de integridade pois ndo possui divisores de zero. De fato se a © b =

-l a=-1o0ou b=-

o (IR, o, @) é um corpo, pois cada elemento a # (—1), possui inverso multiplicativo b = 1—+a
(e) (zIV-21,+, )

° (Z[\/—_Z],+, ')éumanelpois

(A1)
((a+b\/_ +(c+d\/_)+(e+f\/_) @+ +b+dV2+ e+ fV2) =
—@+c+e)+(b+d+HV2=@+bV-2)+(c+e)+{d+ ) V-2=
=@+bV-2)+ ((c+d\/_+(e+f\/_)

(A2)
@+bV=2)+(Cc+dV-2)=@+c)+(b+d)V=2=(c+a)+(d+b) V-2 =
=(c+dV=2)+@+bV-2)

(A3)

O elemento neutro da adigdo é (0 + 0 \/—_2), pois
(a+b\/—_2)+(0+0\/—_2)=a+b\/—_2.
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(A4)
O simétrico do elemento (a+b\/_ 2) é(— —a-bV=-2 2), pois
@+bV-2)+(~a-bV-2)=(@a-a)+ (b—b)V-2=0+0V-2.

(A5)
<a+bx/—_2).(c+d\/—_2).(e+f\/—_2)=((ac—2bd)+(ad+bc)\/—_2).(e+f\/—_2)=
- (e(ac—Zbd) —2f(ad+bc))+(f(ac—2bd) +e(ad+bc))\/—_2 -
= (eac — 2ebd —2fad — 2fbc)+(fac —2fbd + ead + ebc) V-2.

Por outro lado,
(a+b\/—_2)'<c+d\/—_2)~(e+f\/—_2>=(a+b\/—_) (ce 2fd) + (cf + de) \/3
- (a(ce _2fd) — 2b(cf + de))+(u(c £+ de) + bce — 2 fd)) V2 =

= (ace —2afd —2bcf - Zbde) (acf + ade + bee — 2bfd | V=2

Portanto

(mv_—Z).<c+dv_—z).<e+fv_—z>=<a+w_—2).(c+dv_—z>.<e+fv_—z)
(A6)

(a+b\/—_2)-((c+d\/—_2)+(e+f\/—_2)): (u+b\/—_2)-((c+e)+(d+f)\/—_2):

- (a(c +e)—2b(d + f))+(a(d L) 4be+ e))\/—_ -

= (ac+ae—2bd—2bf)+(ud+af+bc+be)\/—_2.

Por outro lado,

@+bV=2)-(c+dV-2)+@+bV2)- e+ fV-2) =

- ((ac—Zbd) ; (ud+bc)\/—_2)+<ae—2bf) ; (uf+be)\/—_z) -

- ((uc — 2bd) + (ae — 2bf))+((ad T bo)+ (af + be))\/—_ -

- (ac—Zbd+ae—2bf)+(ad+bc+af+be) V2.

Portanto
(a+b\/—_2)-<c+d\/—_2)+(e+f\/—_2>:(u+b\/—_2)-(c+d\/—_2)+(a+b\/§)-(e+f\/—_2)

A outra lei distributiva é mostrada de forma andloga.

) (Z[ \/—_2], +, ) é um anel comutativo pois
(@ +bV=2)-(c +dV=2) = (ac - 2bd) + (ad + bc) V-2
Por outro lado,

(c+dV=2)-(a+bV=2) = (ca — 2db) + (cb + da) V-2.
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Portanto

@+bV=2)-(c+dV-2) = (c+dV-2)-(a+bV-2)

° (Z[ \/—_2], +, ) um anel com unidade (1 +0 \/—_2), pois
@+bV=2)-(1+0V=2)=a+bV-2.

. (Z[ V=-2],+, ) é um dominio de integridade pois nio possui divisores de zero. De fato

(a+b \/—_2)'(c+d \/—_2) =0+0V2 & (a+b \/—_2) =0+0 V=2 ou (c+d \/—_2) = 0+0V-2.

° (Z[ V-=-2],+, ) ndo é um corpo. De fato se (c + d V=2) é o inverso de (a + b V-2) entdo
a -b

=———¢”Z ed=————

‘Treiw #2e a? + 2b?

Exercicio 2.1.2. Seja (A, +,-) um anel comutativo com identidade. Prove que:

¢Z.

(a) Se u € A é unidade (invertivel) entdo u ndo é divisor de zero.

(b) O produto de um divisor de zero por qualquer elemento de A é nulo ou é um divisor de

zero.
(c) Se o produto de dois elementos de A é um divisor de zero entdo algum dos fatores o é.

(d) A soma de dois divisores de zero pode ndo ser um divisor de zero.

Solucio.

(a) Se u é unidade em A, entio existe t € Atal queu -t =t-u=1.
Agora suponha que u é um divisor de zero em A. Entdo existe u # 0 tal que u -u =0
AgoraO0#u=u-1=u-(u-t)=W-u)-t=0-t=0

Contradigdo, logo u nio é um divisor de zero.

(b) Seja a um divisor de zero de A. Entdo existe a # 0 tal que a -a = 0.

Sejac=a-b, b€ Aqualquer.

e Seb=0oub=nu,entioc=0.

e Suponha que b # 0 e b # a. Portanto ¢ # 0.

Multiplicando c por a temos

a-c=a-(ab)=@-a)-b=0-b=0
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Logo c é um divisor de zero de A.

(c) Sejam a, b € A tal que (a - b) é um divisor. Entdo existe c # 0 tal que c - (a-b) = 0.

Pela lei da associatividade, temos que

ou (c-a) # 0 = b é divisor de zero
c-(@a-b)y=(c-a)-b=0=
ou (c-a) = 0 = a é divisor de zero

(d) Em Zs = {0,1,2,3,4, 5} temos que 3 e 4 sdo divisores de zero. Mas 3 +4 = 1 ndo é um divisor zero.

Exercicio 2.1.3. Estabeleca uma relacdo de inclusdo entre anel, corpo e dominio de integridade

e justifique.

Solucao.

corpo C dominio de integridade C anel

e Seja A um corpo e considere a,b € A tais que a - b = 0. Para garantir que A é um dominio de
integridade precisamos mostrar quea = 0 ou b = 0.
Se a = 0, conclui-se nio hd o que fazer.

Sea # 0, entdo a é inversivel (pois A é um corpo) e, portanto

b=1-b=@'a)-b=al-(@a-b)=a'-0=0.

Logo, A é um dominio de integridade e, assim, tem-se a primeira inclusdo.

o A sequnda inclusio seque diretamente da defini¢do de dominio de integridade.
Exercicio 2.1.4. Quais dos seguintes conjuntos sdo subanéis e/ ou ideais dos anéis indicados.
@ P = {2k, ke Z} em(Z,+,)
b)I={2k-1, keZ)em(Z,+,)
(c)Z em Q

(d){a+bV2, a,beZ) em(JR,+,-)

a b
(e) ; a,beZy em(Mya(2), +, -
00
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a 0
() ; aeZytem(Maa(2), +, -),
01
Solucao.
(a) P = {2k, k € Z}
(al) Sejam a, b € P quaisquer. Ou seja, a = 2ky e b = 2ky, onde k1, ko € Z. Assim
e a—b=2k -2k, =2(k; —k)) =2k =>a—b e P.
o a-b="2k2k =22k k) =2k =a-belP
Comoa—bePea-belP,temos que P é um subanel em (Z, +, )
(a2) Sejam a,b € P e n € Z quaisquer. Assim
e a+b=2k+2k =2(k; +k)) =2k = a+beP.
° a-n:2k1n:2(k1n):2%:>a-n€ll’
Comoa—bePea-belP,temos que P é um ideal em (Z, +, )

(b I=(2k-1, keZ}em(Z,+,)

O conjunto I dos inteiros impares ndo é um subanel nem ideal de Z, pois para

a=3eb=1,a-b=2¢1.

(c)ZemQ
(c1) Sejam a,b € Z quaisquer. Entdo a—b € Z e a-b € Z. Portanto Z é um subanel em Q.
(c2) Z ndo éidealem Qpoisa=3€Zeb = % €eQ,masa-b= g ¢ 7.

(@) A={a+bV2,a,beZ)em (R, +,)

(d1) Sejam x, y € Aquaisquer. Ouseja, x = a;+b; V2e Yy =ax+by \/E, ondeay,a,,b1,by € Z.

Assim

e x—y=@@ +h V) - @+ V) =@ —m)+ (b1 —b) V2> x-yeA
° x'y=(a1+b1\/§)-(a2+b2\/§)=(alaz+2b1b2)+(a1b2+b1a2)\/§=>x'yeﬂ

Comox—yeAea-beA, temos que A é um subanel em R.

(dZ)ﬂnéioéidealemIRpoisa=3+4V§eﬂeb=%ell?,masa'b=§+g\/§¢ﬂ.
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(e) M = [ }; a,b € Zi em (Myo(Z), +, )
00

. . . a bl an bz .
(e1) Sejam A, B € M quaisquer. Ou seja, A = eB= . Assim
0 0 0 0
m b a b m—a bi—b
e A—B=| " | =TT T s A-Bem
0 0 0 0 0 0
m b a b ama, mb
e A-B= LR Y I =>A-BeM
0 0 0 0 0 0
ComoA—-BeMeA-BeM, temos que M é um subanel em Mo (Z).
(e2) Sejam A, B € M e C € Moy quaisquer. Assim
m b a, b m+a bi+b
e A+B= t + SR P => A+BeM.
0 0 0 0 0 0
m b 1 ¢ ai1¢1 + bics  ajcr + byc
o« A.C= 1o fa G| | aic+0i6 a1 +0icy S A-BeM
0 0 C3 C4 0 0

ComoA—BelPeA-BeM,temos que M é um ideal a esquerda de M.

(f) My = ; aeZyem (Mpa(Z), +, ),
, , , ap 0 a 0 ,
Sejam A, B € M quaisquer. Ou seja, A = eB = . Assim
0 1 0 1

a O a 0 ag—ay 0
A-B=| " =] T =] T |sAa-BeMm
0 1 0 1 0 0

O conjunto My ndo é um subanel nem ideal de Myx>(Z)

Exercicio 2.1.5. Sejam A um anel e, | ideais de A. Mostre que
(@) I+ ] éideal de A
(b)IN] éideal de A

(c) I] é ideal de A contidoem 1N J.
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Solucao.
(@I+]={x+ycAlxeleyc]}éideal de A pois

o Sejamx,y €I+ Jouseja,x =x1+x2ey =1y +yrcomxy,ys €lexy, yr € . Temos que

(1 +x2) + (Y1 + Y2)

xX+vy

(x1+y1) + (2 + ¥2)

Como I e | sdo ideais de A, vale (x1 + y1) € L e (x2 + y2) € .

Logo,x+yel+]

e Sejax €+ ] ousejax=x1+x,comxy €lex; € Jesejar € A. Temos que

(x1 +x2) -7

=
.
Il

X1:r+Xxp-1

Como 1 e | sdo ideais de A, vale que x1 -r €lexy-r €]

Logox-rel+].
Concluimos, assim, que I + | é um ideal de A.
b INn]J={xeAlxelex e ]}éideal de A pois

e Sejamx,y € IN Jentdox,y € lex,y € |. Como I e | sdo ideais de A, vale que
x+yelex+ye]

Logox+yeln]

o SejaxclNnjJere A Assimx €lex € J. Como I e | sdo ideais de A, vale que
x-relex-re]

Logox-reln]

Concluimos, assim, que I N | é um ideal de A.

(c)I] = {Z ab;; a;€l, bje], ne ]N}éideal de A pois

i=1
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n m

e Sejam x,y € I, entdo x = Z aibiey = Z cjdjcomaj,cj€leb;,d;€].
i=1 =1
n : m !
Portanto x + y = Z a;b; + Z cjidj €1]
i=1 j=1

pois ela é uma soma finita (n + m termos) com os termos obtidos de produtos de elementos de

I com elementos de |.
n n
e Sejax€lfer € A. Assim x = Z a;b; e temos que x - r = Z (ra;)b; € 1] pois ra; € I. Logo
=1 =1
x-reln]. l l
n
o Além disto, observe que x = Z aib; € I poisa; €I, b; € A el éideal de A.
i=1
Da mesma forma, x € | pois a; € A, b; € [ e | éideal de A.

Portanto, temos que I] C 1N J.
Concluimos, assim, que I] é um ideal de A contido em I N J.

Exercicio 2.1.6. Em cada um dos casos abaixo diga se o elemento r é uma unidade no anel R.
Justifique suas respostas.

@R=%Zy1, r=5, (bB)R=Z1, v=4 R=2Z[i], r=2+1i
Solucao.
(a) r = 5 é uma unidade em Z11 pois Z11 é um corpo. De fato, 5-9 =45 =1 em Z1;
(b) r = 4 ndo é uma unidade pois r = 4 é um divisor de zero, isto é 3 -4 = 0 em Z;.
(c) 2 + i ndo é uma unidade de Z[i] pois as vinicas unidades de Z[i] sdo {1, -1, 1, —i}.
De fato se existe a + ib € Z[i] tal que

@-i)a+ib) =1

entdo teremos os sistema
2a+b=1

—a+2b=0

U

S

Il
Q1N
S

Il
gl -

2 1 .
Mas = + 15 ¢ Z]i].
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Exercicio 2.1.7. Seja R um anel comutativo com caracteristica p, niimero primo.

(a) Mostre que (x + y)V = x + i

(b) Mostre que, para todo n inteiro positivo, (x + Y =2+

(c) Determine os elementos x, y um anel comutativo de carateristica 4 tal que (x + y)* # x* + .
Solucio.

(a) Usando a expansdo bindmio e o fato que R é comutativo, temos que

pp-1) . 2 plp —1(p -2) 3

(x+yP = A +px”_ly+ s YT A X v+ +pxy”_l + y”
-1 0 1 2
= xP + yp

sendo que na sequnda iqualdade, usamos o fato que se R é uma anel comutativo com caracteristica

p, temos do Lema 2.1.17 que px = 0 para todo x € R.

(b) Provamos por indugio:

Consideremos a condicio
P(n): (x+yl =2 + . (*)
Pretendemos mostrar que P(n) é vdlida para todo o niimero natural n.
e Paran =1 a condigio reduz-se a
(+yf =+,

logo P(1) é verdadeira pelo parte (a).

e Suponha que, para algum n € N, se tenha que P(n) é verdadeira, isto é, (+) é vdlida.

Pretendemos provar que P(n + 1) também é verdadeira, ou seja

+1 n+1

(x 4 y)pn+1 — xpn + yp
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Para isto, note que

n+1

(x+yy?
= (w+p)

= (xpn + y”")p usando (*)

(x+y)y

n+1 + pxpnﬂ _1]/ + p(p - 1)xpn+1 -2 2

= _xp 2 y + -4 pxypnﬂ -1 + ypnﬂ
pn+1 n+1 O (p - 1) pn+1_ 0 n+1 O pn+1
= x +M+TM+”'+W+V

n+1 n+1

= xP +]/p

Isso mostra que P(n+ 1) é verdadeira, toda vez que P(n) é verdadeira. Portanto, pelo principio

de indug¢do matemdtica, a formula é vdlida para todo niimero natural n.

(c) Considere Z4 = {0, 1, 2, 3}. Temos que a caracteristica de Z4 é 4. Tomamos x = y = 1 temos que
+y)t=(1+1)*=2=16=0 mas x¥* +y* =1*+1* =2

Logo (x + y)* # x* + y*.
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Aula 2.2

Homomorfismo de Anéis e Anel

Quociente

Nesta aula definimos homomorfismo entre anéis e apresentamos suas principais propriedades.

2.2.1 Homomorfismo de Anéis
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Observacdo. Se ¢ : (R, +,-) = (5, +, ) é um homomorfismo de anéis entdo ¢ : (R,+) — (S, +) é um

homomorfismo de grupos.
Exemplo 2.2.1.

(@) Sejap : Z — Z,,, ¢(x) =X, classe de x mod m. Entdo ¢ é um homomorfismo de anéis com

unidade.
(b) Sejap : ZxZ — Z, ¢(x,y) = x. Entdo ¢ é um homomorfismo de anéis com unidade.

(c) Seja ¢ : Q[ V2] — Q[ V2], (p(a+b\/§) = a — bV?2 para todo a,b € Q. Entdo ¢ é um

isomorfismo de anéis.

(e) Seja g € My(R) tal que g_l existe. Entio Mh(R) — M>(R), ¢(A) = gAg_l para todo

A € Mh(R), entdo ¢ é um isomorfismo de anéis.

(f)Sejap :ZxZ — 7, ¢(x,y) =x—y para todo x,y € Z. Entdo ¢ ndo é um homomorfismo

de anéis, pois, por exemplo,

e((1,1)(1,2) =¢(1,2)=1+2=3 mas ¢(1,1)p(1,2)=1+1)(1+2)=6.

(g) Sejap : Zy — Zy9, ¢(0) =0, @(1) = 5. Entdo ¢ é um homomorfismo de anéis, mas ndo é

um homomorfismo de anéis com unidade pois ¢(1) # 1.

Proposicao 2.2.1. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis com unidade. Entdo
(a) p(Or) = Os,
(b) (=) = —@(r) para todor € R,
(c) p(r1 —1r2) = @(r1) — @(r2) para todori,ry €R,
(d) se r € U(R) entio ¢(r) € U(S) e p(r™") = [p(r)] ™

(e) Se @ : R — S é um isomorfismo de anéis, entdo @' : S — R é também um isomorfismo.

Demonstragio.
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(@) Como Og +0g = Or, @(Or)+@(0r) = ¢(0r). Entdo como S é um anel, 3 —¢(0r) € S. Somando

—@(0r) em cada lado temos que

®(0r) + @(Or) + (= (0r))
@(0r) + 0s
p(Or) = 0s

®(0r) + (=¢(0r))
0s

(b) Sejar € R. Entdo r + (=r) = —r + r = Og, temos que
@(r) + p(=1) = p(=1) + ¢(r) = p(Or) = Os
(c) Sejam r1, 12 € R. Entdo

p(r1 = 12) = @(r1 + (=12)) = p(r1) + p(=r2) = p(r1) — @(r2).

(d) Seja r € U(R). Entado existe ! eRtal que 7 - 1 = 1. ¢ = 1z Entdo como @ é um

homomorfismo de anéis temos que

(M) - ™) = e - p(r) = (1) = 1s.

Portanto ¢(r) possui um inverso multiplicativo e ele é (p(r_l).

(e) Suponha que sy, 5, € S. Entdo s1 = ¢(r1) e s = ¢(r2) para alguns r1, ; € R. Portanto

¢ M1 +52) = 97 (p(r) + 9(r2) = 97 (plr1 +12)) =11+ 12 = 97 (1) + 97N s2)

e
97 5152) = 97 (P(r)p(r2) = 97 (p(r172)) = 11r2 = 97 (51)9 7 (s2).

Portanto ¢! é também um isomorfismo de anéis.
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Teorema 2.2.2. Seja ¢ : R — S um homomorfismo de anéis com unidade. Entdo
(a) Im(p) é um subanel de S.

(b) Nuc(p) é um ideal de R.

Demonstragio.

(@) Como ¢(0) = 0, temos que 0 € Im(p).

Agora sejam x, y € Im(p). Entdo existem x’, 4" € R tais que ¢(x") = x e p(y’) = y. Portanto

x=y=9)-ey) =& -y) € Im(p),

xy = p(xX)p(y’) = p(x'y’) € Im(p).

Portanto Im(¢) é um subanel de S.

(b) Sabemos que Nuc(g) é um subgrupo de (R, +). Agora, se r € R e n € Nuc(p), entdo

p(rn) = p(r)p(n) = p(r)e0) =0 e

p(nr) = p(n)p(r) = 0p(r) =0

que mostra que rn e nr € Nuc(p) para todo v € R e n € Nuc(p).
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2.2.2 Anel quociente

Proposicao 2.2.3. Seja I um ideal de um anel R. Para qualquer a,b € R temos que

@a+DNb+D)=0 ou a+I=>b+1

Alémdistoa+I=b+1&ea—-bel

Demonstragido. Mesmo no caso de grupos.

Teorema 2.2.4. O anel quociente R/I é de fato um anel.

Demonstragio. Observe que com (R, +) é um grupo abeliano, temos que I C R é um subgrupo
normal de (R, +). Logo (R/I, +) é um grupo abeliano.

Portanto precisamos provar que a definicio do produto - em R/I é bem definida. Isto é o
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resultado do produto ndo depende das escolhas de a e b nas respectivas classes laterais. Isto é

vamos provar que : sea,b,a’,b’ € R com

a+I=a+1 e b+I=b +1entdo ab+I1=a'b' + L

Pelo Proposigao 2.2.3 temos que

ir=a—-a"€l e j:=b-V €l

Portanto,

ab

@+ +j)

a't +ib +a'j+ij
N—————
el

Agorai, j e Ieportantoil’, a’j, ij € I, pois I é umideal. Portantoab—a't’ e > ab+1=a'b’ +1.
Portanto o produto - é bem definida.

Deixamos como exercicio a provar da associatividade do produto - e das leis distributivas. =

Teorema 2.2.5. (Primeiro Teorema do Isomorfismo). Sejam Re S anéise ¢ : R — S um

homomorfismo. Entdo a aplicagdo

@ : R/(Nuc(p)) - Im(p), @(r + Nuc(p)) = ¢(r)
é um isomorfismo de anéis. Em particular,

R/(Nuc(p)) = Im(p).

Demonstragdo. J& vimos que ¢ : R/(Nuc(p)) — Im(p) é um isomorfismo de grupos (aditivo).
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Portanto so6 faltar provar que ¢ preserva o produto. Suponha que r1, 72 € R. Agora

@(rl + Nuc((p)) @(rz + Nuc((p)) @(r1)p(r2)

= (p(rli’z)
= @(7’11’2 + NMC((P))
= (((r1 + Nuc(p)) ((r + Nuc(p)))

Portanto ¢ é um homomorfismo de anéis. Como aplica¢do é uma bijecdo, temos uma isomor-

fismo de anéis.

2.2.3 Exercicios Resolvidos

Exercicio 2.2.1. Considere o anel de inteiros de Gauss
Zlil={a+bi, i=V-1, abe”Z} el oideal [ =<1+ 2i>=(1+ 2)Z][i].

Mostre que

@ :Z[il > Z5s ¢(a+ib) =[a+2b]5

é um homomorfismo de anéis com unidade. Deduza que o anel quociente Z[l]/l é isomorfo a

Zs.
Solucio.

o Vamos provar que @ é um homomorfismo de anéis. Sejam a +ib, c + id € Z[i]. Entdo

p(@+ib)+(c+id)) = (@+c)+ib+d)
= [a+c+2(b+d)]s
= [a+2bls+[c+2d]5

= @(a+1ib)+ @(c +id)
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¢((@a + ib)(c + id)) ¢((ac — bd) + i(ad + bc))

[ac — bd + 2(ad + bc)]s

[c(a +2b) + 2d(a - %b)]5

Em Zs, temos que o inverso multiplicativo de 2 é 3 cujo inverso aditivo é 2, ou seja —5 = 2.

Portanto,

¢((@a + ib)(c + id)) ¢((ac — bd) + i(ad + bc))
= [ac - bd + 2(ad + b)]s

= [c(a +2b) + 2d(a — %b)k
= [c(a +2b) +2d(a + 2D)]5
= [(a+2b)(c+2d)]5

= [(a+2b)]5[(c + 2d)]s

= @(a+1b)- p(c+id)

E temos que (1) = (1 +0i) =1
Portanto ¢ é um homomorfismo de anéis com unidade.
e Vamos provar que ¢ é sobrejetora com Nuc(p) = I.

Dado d € Zs, temos que d + 5di € Z[i] e p(d + 5di) = [d + 2(5d)]5 = [11d]5 = d.

Portanto ¢ é sobrejetora.

Seja a + ib € Nuc(p). Entdo a + 2b = 5k para algum k € Z, ou a = 5k — 2b. Temos que

a+ib

(5k — 2b + ib)

5k + ib(1 + 2i)

(1 + 2i)(1 = 2i)k + ib(1 + 2i)

(1+i(b - 20))(1 +2i) €< 1+2i >
Portanto Nuc(¢) =< 1+ 2i >= I. Portanto pelo 1° teorema de isomorfismo

Z[i]/Nuc(p) = Z[i]/l = Zs.
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Exercicio 2.2.2. SejaR = Z[+/n] el oideal | =< n > . Mostre que R/I =Zy.

Solugdo. Defina ¢ : Z[\n] — Z, por
@(a +b+n) = a (mod n)

o @ é um homomorfismo de anéis (verifique)
® ¢ é sobrejetora, isto é Im(p) = Z,,

e a+bvneNuc(p) ©a=0 (modn) e a=qn, q€Z. Portanto
Nuc(p) = {qn+ b, 4,b€Z) = {Va +qVn) =< Vi >= L.

Portanto pelo 1° teorema de isomorfismo
Z[ Vil /Nuctg) = 2V = 7,

Exercicio 2.2.3. Considere o anelZ¢xZ¢ = {(a, E) ; a, be Zs}, cujas operagdes + e - sdo definidas

por:
@1, b1) + (@2, b) = (@1 + az, by + bo)

@1, b) - @, b2) = @, by -bo)
(a) Prove que a fungao
@ ZeXZs — ZoXZs
@ b) +— (33, 4b)
é um homomorfismo de anéis.

(b) Determine o nticleo N(¢p), e a imagem, Im(¢), de ¢.

(c) Construa a tabela da operagado - de Im(¢) e determine as unidades (elementos invertiveis)

e os divisores de zero desse anel.

(d) Determine o nimero de elementos do anel quociente (Zs % Z6)/N((p)

(Sugestao: aplique o Teorema Fundamental do Homomortfismo)
Solucao.

(a) Sejam (a, E), (c, E) € Zg X Zg. Temos
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.qﬂaa+@ﬁﬂ (+ b+ d ):@m+@4w+m}4§+§5@+zb=

_ (3a,3b) + (3¢, 4d) = (a ) (p((c d))
(

. (p((a,E) - (E,E)) ((a C, b-d) ) - (30, 30 -4) ) - (9(a =), 16(0- d)) — (3a-3c, 4b-
4d) =
= (a,2)- (G, 30) = o(@ D)) - (@ D)
pois 9 = 3 (mod 6) e 16 = 4 (mod 6)
Portanto ¢ é homomorfismo de anéis.
(b)

o Temos que 3a = 4b = 0 (mod 6) © a € {0,2,4} e b = {0, 3}. Logo

(3a, 4b) =

(c) A tabela da operagio - de Im(¢p) é:

0,0) | 3,0) | (0,2) | 3,2) | (0,4) | 3,4)
(0,0) | (0,0) | 0,0) | (0,0) | (0,0) | (0,0) | (0,0)
(3,0) || (0,0) | (3,0) | (0,0) | (3,0) | (0,0) | (3,0)
©,2) || (0,0) | (0,0) | (0,4) | (0,4) | (0,2) | (0,2)
(3,2) | (0,0)| (3,0)| (0,4) | 3,4 | (0,2) | (3,2)
,4) || (0,0)| (0,0) | (0,2) | (0,2) | (0,4) | (0,4)
3,4) || 0,00 3,0)| (0,2 | 32 | (0,4) | (3,4

Observando a tabela acima verificamos que as unidades ( os elementos inversiveis) de Im(¢p) sio
(3,4) e (3,2) pois (3,4) - (3,4) = (3,4) ¢ (3,2) - (3,2) = (3,4) ¢ (0,4), (3,0) sdo divisores de zero.
(d) Aplicando o Teorema Fundamental do Homomorfismo obtemos

(Z6 XZé)/N(qo) ~ Im(g) = Im(¢) = {(0,0),3,0),(0,2), (3,2),(0,4), (3,4)}

—~
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Como um isomorfismo é uma fungdo bijetora e Im(p) tem 6 elementos Ze X Z¢ também possui 6

elementos.

Exercicio 2.2.4. (a) Prove que a fungdao

(0 Z30 e Z30

k +— 6k
é um homomorfismo de anéis.

(b) Determine o nticleo N(¢), e a imagem, Im(¢), de ¢.

(c) Determine os elementos do anel quociente Zso/ N(¢)

aplique o Teorema Fundamental do Homomorfismo)
Solucio.

(a) Sejam m, n € Z3zy. Temos

o (i1 + 1) = 6(m + 1) = 611 +6n = 6m + 61 = P(7) + P(7)

o @@ -7) = 6(m - n) = 36(m-n) = 6m-6n=6m-6n =) )
pois 36 = 6 (mod 30)

Portanto ¢ é homomorfismo de anéis.

(b) Seja m € N(¢p). Temos
(p(m):6_m:6:>6m50(mod30)
= m =0 (mod 5) = m =0,5,10,15,20,25

Logo, N(¢) = {0,5,10,15, 20, 25}

() (1) = p(6) = p(11) = p(16) = p(21) = P(26) = 6
PQ2) = p(7) = p(12) = p(17) = p(22) = p(27) =
9(3) = p(8) = p(13) = p(18) = p(23) = p(28) =
PA) = 9©9) = p(14) = p(19) = (24) = (29) =

Portanto , Im(p) = {0, 6,12, 18, 24}

N N
()} B Y I}

(d) Hd 5 classes de equivaléncia determinadas por = (mod N(¢))

7=0+N(p), W=1+N(p), *=2+N(p), 7=3+N(p), z=4+N(p)
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(e) Aplicando o Teorema Fundamental do Homomorfismo obtemos

Exercicio 2.2.5. Considere o anel (Z X Z, &, ©) cujas operagdes ® e © sdo definidas por:

(a b)®(c, d)=(@a+c, b+d)
(a, b)o(c, d) = (0, bd)

(a) Prove que a fungao
¢ ZxZ — Z

@ b) — b

é um homomorfismo de anéis.
(b) Determine o nticleo N(¢), e a imagem, Im(¢), de ¢.

(c) Prove que (Z % Z)/{(a, 0, acZ) *Z

(Sugestao: aplique o Teorema Fundamental do Homomortfismo)
Solugio.
(a) Sejam (a, b), (c,d) € Z X Z. Temos
. qo((a,b) ea(c,d)) —pa+cb+d) =b+d=p@b)+ed
. (p((a, b o, d)) = (0, bd) = bd = p(a,b) © (¢, d)
Portanto ¢ é homomorfismo de anéis.
(b)

e Seja (a,b) € N(p). Entio ¢(a,b) =b =0
Logo, N(¢) = {(a,0)| a € Z}

e Sejab € Z. Temos que ¢(0,b) = b. Portanto ¢ é sobrejetora, isto é a imagem de ¢ é Z.

(c) Vimos nos itens b) e c) que N(¢) = {(a,0)la € Z} e que ¢ é um homomorfismo sobrejetora, isto é

Im(p) = Z. Assim, o resulta do Teorema Fundamental do Homomorfismo que

(Zx2Z)((a,0), ez} ~Z
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Exercicio 2.2.6.

(@) Se ¢ : Q — Q ¢é um homomorfismo, prove que ou ¢(1) = 0 e p(x) = 0 Yx € Q
(homomorfismo trivial) ou (1) = 1 e ¢ é injetivo.

(b)Se ¢ : Q — Q €éum homomorfismo ndo trivialen € {1,2,---}, prove que(p(%) = %

Solucao.
(@) Temos (1) = (1 - 1) = (1) - (1) = (p(l)(qo(l) - 1) —0= o) = 00up(l) = 1.

e ¢(1) = 0temos p(x) = p(x-1) = @p(x) - p(1) =px)-0=0 Yx € Q.
e ¢(1) =1, seja N(¢p), o niicleo de . Se mostrarmos que N(@) = {0} concluiremos que ¢ é

injetora. Suponha que exista a € N(p) — {0}. Temos

O=p@el=¢pQ)= qo(a . %) =@(a)- (p(%) =0- (p(%) = 0 absurdo!!!!
Portanto N(¢) = {0}

(b) Se @ ndo é trivial, vimos no item (a) que (1) = 1. Temos

=str=oft+ o)l ol ol ol

—
n vezes n vezes
1 1
Portanto qo(;) ==

Exercicio 2.2.7.
(a) Determine todos os homomortismos ¢ : 37, — 5Z

(b) Determine todos os homomorfismos ¢ : 7 — Z.

Solucao.

(a) Sejam ¢ : 37 —> 57 e @3) =k e 5Z. Temos que
99 =pB+3+3)=¢p3)+9B)+¢B)=k+k+k=3k e
©9) =pB-3)=p@3) - pB) =k-k= Ko que implica que

k=K =k=0 ou k=3.

Como 3 ¢ 57, seque que k = 0, ou seja ¢(3) = 0 = @(3k) = ¢(3) - p(k) = 0.

Assim, o tinico homomotfismo ¢ : 3Z —> 5Z ¢éohomomorfismo trivial,

o) =0, Vke3Z
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(b) Sejam ¢ : 7 — Z e@(l)=a € Z. Temos que
p(1) = p(1-1) = p(1) - (1) = a-a = a* o que implica que

P =a=a=0oua=1.

o Sea=0,entido pk) =@k 1) =qpk) (1) =0Vke Z.

e Se ¢(1) =1, obtemos
P2 =1+ =) +p(1)=1+1=2

PR =p2+1)=p2)+p(1)=2+1=3
@) =pB+1)=9pB)+p(1)=3+1=4
Isto nos surge que p(k) = k €1{0,1,2,3---}
Vamos provar isto por indugdo sobre k.

o Resultado valido para k = 0,1,2 como vimos acima
o Suponha que o resultado é valido para k, isto é gp(k) = k.

e Vamos provar que o resultado é valido para k + 1 : Temos que
@k + 1) = p(k) + (1) = k + 1 por hipétese de indugio
Portanto p(k) =k €{0,1,2,---}

k <0, podemos escrever

k=~lkl = 0= ¢(0) = pk+ k) = (k) + (k) = @(k) = —p(Ikl) = —k

ou seja p(k) =k Yk <0

Isto implica que ¢(k) = k Y k € Z. Portanto, os homomorfismos ¢ : Z. — Z. sdo o trivial,

(k) =0 e p(k) = k, identidade em Z.
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Aula 2.3

Ideais primos e Ideais Maximos

Seja R um anel e I um ideal. Queremos saber quando o anel quociente R/I éum dominio de integridade

ou um corpo? Vamos ver que isto ndo depende de R, mas sim depende apenas das propriedades do ideal I.

Definicdo 2.3.1. (Ideal primo). Sejam R um anel comutativo eI C R um ideal. Dizemos que |

é um ideal primo sel # R e,

YabeR, abel=acloubel

Exemplo 2.3.1.

(a) Se R é um dominio de integridade, entdo {0} é um ideal primo.

De fato sejaa,b € R tal que ab € {0}. Entdo
ab=0=a=0 ou b=0 pois R é dominio de integridade

Logoa € {0} ou b € {0}. Portanto {0} é um ideal primo.

(b) Z x {0} é um ideal primo de Z. X Z.
De fato seja (a,b), (c,d) € Z x Z tal que (a,b)(c,d) € Z x {0}. Entdo

ace”Z e bde{0)

Como Z. é um dominio de integridade temos que ou (a,b) € Z X {0} ou (c,d) € Z x {0}.
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Portanto Z x {0} é um ideal primo.

(c) 27 x {0} e {0} x {0} ndo sdo ideais primos de Z X Z.
De fato

e (1,0)e(22) e ZxZ e (1,0)(2,2) = (2,0) € 2Z x {0}. Mas (1,0) ¢ Z x {0} nem
(2,2) ¢ Z < {0}.
e Da mesma forma (1,0) e (0,1) € Z x Z e (1,0)(0,1) = (0,0) € {0} x {0}. Mas (1,0) ¢
{0} X {0} nem (0, 1) ¢ {0} x {0}.
(d) Em Z, o ideal
é ideal primo, sem & um numero primo

<m>=m2 =

ndo é ideal primo, sem ndo foi um niimero primo

De fato sem = ab coma,b > 1 entdoab = m € mZ, masa,b ¢ mZ e mZ nao é ideal primo.

Por exemplo, < 6 > ndo é primo, pois

2:3=6€e<6> mas2¢<6>,e3¢<6>.

sem = p é primo e ab € pZ, entdo plab que implica que pla ou p|b. Entdo ab € pZ implica

quea € pZ eb € pZ. Portanto pZ. é um ideal primo de Z.

(e) Em Z13g, os ideais primos sdo os ideais da forma mZ,g onde m é um divisor primo de 18.

Portanto os ideais primos sdo 2743 e 3Z13.

Teorema 2.3.1. Seja R um anel comutativo com unidade e I & R um ideal. Entio

R/I é um dominio de integridade < I ¢ primo.

Demonstragio. Suponha que I seja um ideal primo de R.

Sejam (a +1I),(b+1) € R/I tais que

@+Db+D)=ab+1=1
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Entdo temos que ab € I. Como I é primo, temos quea € [oub € l,istoé,a+[=Ioub+1=1.
Portanto R/I ¢ um dominio de integridade.
Reciprocamente, suponha que R/I seja um dominio de integridade.

Sejam a,b € R tais que ab € I, isto é
(ab) +I=@+DO+I) =1

Por hipétese,a+I=Toub+1=1,0ousejaa€loubel

Exemplo 2.3.2.

(a) Seja R um dominio de integridade. Entao {0} é um ideal primo. Vimos que R/{O} = Rqueé

de fato um dominio de integridade.

(b) Seja Z x {0} um ideal primo de Z. X Z.. Entdo temos que (Z X Z))/(Z % {0}) = Z que de fato

é um dominio de integridade.

(c) Seja n um nimero composto, entdo nZ. nao é ideal primo e Z/nZ = Z, ndo é um dominio

de integridade.

(d) Seja p um primo, entdo pZ. é um ideal primo e Z/pZ = Z, é um dominio de integridade(de

fato um corpo)

Defini¢do 2.3.2. (Ideal maximal). Sejam R um anel comutativo e M C R um ideal. Dizemos

que M é um ideal maximal se M # R e ndo existe ideal N de R tal que M ¢ N ¢ R.

Vale observar que M # R é ideal maximal se, e somente se, para todo ideal N, tal que M C N C R,

tenhamos M = N ou N = R.
Exemplo 2.3.3.

(a) {0} nao é ideal maximal de Z, por exemplo

{0} €27 C Z.
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(b) Sejap primo. EntaopZ. é um ideal maximal de Z.. Por exemplo,5Z. C Z é um ideal maximal.
De fato se | é um ideal tal que 5Z. C | C Z entdo | = Z : vamos mostrar que 1l € |.
Como 5Z ¢ ], existe a € | ndo divisivel por 5. Portanto a e 5 sdo coprimos e 5n +am = 1

para alguns n,m € Z. Portanto 1 € |.

(c) Seja m um inteiro positivo composto. Entdo mZ ndo é ideal maximal de Z.. Por exemplo

6Z. ndo é maximal pois

6Z. C27 CcZ etambém 6Z cC 37 C Z.

Teorema 2.3.2. Seja R um anel comutativo com unidade e M C R um ideal. Entio

R/M éum corpo < M é maximal.

Demonstragio. Suponha que M seja um ideal maximal de R. Sejaa + M # M um classe em R, M-

Isto equivale a 2 € I. Considere
M+aR ={x+ay|xeM,yeR]
Entdo M + aR é um ideal de R. De fato para qualquer z € R, temos que

z(x+ay)= xz + ayz € M+aR.
——

~——
eM cR

Como M é maximal e M C M + aR temos que M +aR = R, em particular 1 = x + ay para alguns
x € M,y € R. Afirmamos que M + y é o inverso de M + a. De fato

@+My+M)=ay+M=1-x+M=1+M

pois x € I. Portanto a + M admite inverso multiplicativo.
Reciprocamente, suponha que R/M seja um corpo. Entdio M # R (pois 0 # 1 in R/M).
Suponha que existe um ideal ] tal que M C | € R. Escolhea € ], a ¢ I. Entdoa + M # M. Como

R/M é um corpo, todo elemento diferente de M tem inverso multiplicativo, ou seja a + M é
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inversivel. Portanto para todo b € R, temos
@+Mb+M)=ab+M=1+M

Portantoab —1 € M C ] e portanto 1 = ab + x para algum x € J. Mas ab € ], pois a € J. Portanto

1 € ] e logo pelo Proposicao 2.1.5 temos que | = R e M é maximal. [ ]

2.3.1 Exercicios Resolvidos

Exercicio 2.3.1. Quais dos ideais I sdo maximal no anel R?
(@I=72Z, R=27;
(b)I=<6>, R=27Z,
(c)I=< V5>, R=27[V5];
(d)I=< V6>, R=2z[Ve].
Solucao.
(a) Como Z/7Z = 77, que é um corpo, temos que 7Z. C Z. é um ideal maximal.
(b) Como Z/< 6 > = Zs, que nio é um corpo, temos que < 6 >C Z ndo é um ideal maximal.

Z[ V5]

(c) Como 7 \5s = Zs, que é um corpo, temos que < V5 >c Z[ V5] é um ideal maximal.

Z[ Vo]

(d) Como <\ = Zs, que ndo é um corpo, temos que < V6 >c Z[ V6] ndo é um ideal

maximal.
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Aula 2.4

Atividade

2.4.1 Atividade das Aulas 2.1,2.2e2.3

1. Quais dos seguintes conjuntos sdo subanéis efou ideais doa anéis indicados:

() A={3k: ke Z}em (Z,+,-)
(b) B={75a+30b: a,be Z}em (Z,+,-)
(c) o conjunto de todos os divisores de zero de Z14 em (Z1¢, +, *)

(d) Sejap € Z primo e seja S = {g cabeZ,pt b}
2. Definimos em R? = {(a,b) : a,b € R} duas novas operacdes dadas por

@ab)ye(c,d =@+cb+d)
(a,b) © (c,d) = (ac — bd, ad + bc)

(a) Mostre que (IRZ, o, @) é um corpo. Qual o zero e qual a identidade? Qual o simétrico de
(a,b)? Qual o inverso de (a, b) quando (a, b) ndo é o zero?
(b) Calcule (0,1) © (0,1). Mostre que a equagdo x> = (0,1) tem 2 solucdes? Quais?

(c) Verifique que (a,b) = (a,0) & (0,1) © (b,0) para (a,b) € R2.

‘ a b
3. SejuT =
0 a

(a) Prove que T é um subanel de M»(R).

abe ]R} C M(R)

0
(b) Mostre que I = {[

b
'belR éumideal de T.
00
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4. (a) Mostre que o conjunto I = {(k,0); k € Z} é um ideal do anel de Z. X Z.
(b) Mostre que o conjunto T = {(k, k); k € Z} ndo é um ideal do anel de Z. X Z.

(c) Sejam A, B anéis. Mostre que se I é um ideal de A e | é um ideal de B, entdo I X | = {(a,b); a €

Lbe]}éumideal de A X B.
5. SejaB ={(1+ \/E)a, a EZ[\/E]}, onde Z| \/5] = {a+b\/§, a,be?)

(a) Verifique que Z[ N2] é um subanel com unidade de R.

(b) Verifique se B é um ideal de Z[ V2).

6. SejaR=7Z] V2]. Determine quais dos subconjuntos de R abaixo sdo subanéis e quais sdo ideais.

(@)S={nV2 :nez)
(b) S = {2x :x € Z[V2]}
(c)S={m+n\/§ cm,n € Z, mé impar}

(d)S={m+n\/§ cm,n € Z, mépar}

7. O conjunto (IR+, o, ®), onde
adb=abea®b=am"

é um anel comutativo. Encontre o elemento neutro da soma e da multiplicagio e determine o

inverso multiplicativo do niimeroa # 1 € R,.

8. Considere o anel Z. X Z.. Mostre que Z. X Z. ndo é um dominio de integridade apesar de cada fator

Z. é um dominio de integridade.
9. Sejam A um anel (comutativo e com unidade) e a € A.

(a) Verifique que I(a) = {x € Alx - a = 04} um ideal de A.

(b) Calcule I(a) no caso em que A = Zigea = 3 € Zis.
10. Sejam Rumanelea € R. Seja S = {x € R | ax = 0}. Mostre que S é um subanel de R.

11. Sejam R um anel. O centro de R é o conjunto Z(R) = {x € R | ax = xa, Ya € R}. Prove que Z(R)

é um subanel de R.

12. Mostre que uma unidade num anel R divide qualquer elemento de R.
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Seja R um anel com 1 e seja a,b € R. Se a é uma unidade de R e b* = 0, mostre que a + b é uma

unidade de R. (Dica: Considere (a — b)(a + b))
Seja R um anel. Prove que a*—b* = (a+b)(a—b) para todoa, b € R se, e somente se R é comutativa.

Prove que ndo existe um dominio de integridade com 4 elementos.

2

Um elemento a de um anel é chamado idempotente se a~ = a. Prove que os iinicos elementos

idempotentes num dominio de integridade sdo O e 1.

Um anel R é dito booleano, se todo elemento seu é idempotente. Mostre que todo anel booleano é

comutativo.

Um elemento a de um anel é chamado nilpotente se a" = 0, para algum inteiro positiva n. Prove

(1 — a) é uma unidade em R. (Dica: Considere (1 —a)(1 +a+a> +---+a" 1))

Mostre que os elementos nilpotentes de um anel comutativo forma um subanel.

Mostre que 0 é o inico elemento nilpotente num dominio de integridade.

Encontre todos os elementos idempotentes, nilpotentes, divisores de zero e unidades de Z X Z15.

Sejam R um dominio de integridade e a,b € R.
(a) Sea® = b° e a® = b°, prove que a = b.

(b) Sea™ =b" ea" =b", com mdc(m,n) = 1 prove que a = b.
Determine todos ideais maximal em (a) Zg  (b) Z1y () Z1» () Z,

Em Z.,,, determine um inteiro positivo a tal que
(1) <a>=<2>+<3>
(b)<a>=<6>+<8>
(c)<a>=<m>+<n>
(d) <a>=<3><4>
(e) <a>=<6><8>

() <a>=<m><n>

Seja R um anel comutativo e |R| = 30. Se I é um ideal de R e |I| = 10, prove que I é ideal maximal.
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26. Para cada fungdo @ abaixo decida se ela é um homomorfismo de anéis com unidade. Justifique
brevemente suas respostas e no caso em que @ é um homomorfismo de anéis, determine o niicleo de
@.
(a) p:2Z — Zs: m+— m(mod6),
D) @:Z—Z: me
© ¢:Qlx] »Q: plx) - pB),
(d) @ : Zalx] = Zalx] : p(x) & (p(x))*.

27. Defina ¢ : Z[\2] - 7, por
pm+n \/E) = m (mod 2)

Assumindo que ¢ é um homomorfismo com unidade, determine o niicleo Nuc(¢p), de ¢.
28. (a) Mostre que R = {0, 3, 6,9} é um subanel de Z1,. (Dica: use tabelas)
R é isomorfo a Z.4?

(b) Seja ¢ : A — R um homomorfismo de anéis, e seja A" = {a € A; p(a) € Q( V2)}. Prove que

A’ é um subanel de A.

(c) Seja f : R — S um homomorfismo de anéis. Se r é um divisor de zero em R, serd que f(r) é

um divisor de zero em S?

30. Considere a fungio
Q@ : le — Zz X Z4
nor—  (n,n)
Por exemplo q0(7) =(1, 3).
(a) Prove que @ é um homomorfismo de anéis.
(b) Determine o niicleo N(¢), e a imagem Im(¢p), de ¢.
(c) Prove que os anéis le/ {0,4,8 ¢ {(6, 0), 0,2), 1, 1), (@, §)} C Zy X Z4 sio isomorfos.

(Sugestao: aplique o Teorema Fundamental do Homomorfismo)

31. Mostre que ¢ : Z[i] = Z10 ¢(a + ib) = [a + 3b]yo é um homomorfismo de anéis. Deduza que o

anel quociente Z[i]/ <1+ 3i > é isomorfo a Z;.
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32. Seja o anel Z3, dos inteiros modulo 12 e considere o ideal

H =10, 3, 6, 9). Determine o anel quociente Z1 /H. Que anel é isomorfo a Z1,/H?

33. Considere a fungio
(/3 Z7 e Zzg

[al; +— [8alos

(a) Prove que ¢ é um homomorfismo de anéis.

(Sugestao: aplique o Teorema Fundamental do Homomorfismo)

34. Considere a fungio
@ Loy — Zg
[al24 +— [als
(a) Prove que @ é um homomorfismo de anéis.
(b) Determine o niicleo de ¢, N(¢p)

(c) Prove que ¢ é sobrejetora

(d) Aplicando o Teorema Fundamental do Homomorfismo, conclua que Zy / [0,8,16 ] é isomorfo

LIZg.
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Aula 2.5

Anéis de Polindmios

Nesta aula apresentamos a estrutura de anel para o conjunto dos polindmios com coeficientes num

anel A. Apresentamos algoritmo da divisdo para polindmios em Alx], onde A é um corpo. Estudamos

irredutibilidade de polindmios.
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Proposi¢io 2.5.1. (R[x],+,-) é um anel, chamado o anel de polindmios em uma varidvel com

coeficientes no anel R.

Demonstracdo. Exercicio

Observacgao.

(a) O elemento neutro de R[x] é o polinémio nulo (polinémio cujos coeficientes sdo todos iguais a
zero)

0=0+0x+0x*+---

(b) Um polindmio é chamado de polindmio constante se ele ¢ da forma

f(x)=ag (com a; =0 para todo i > 0).

(c) R é um subanel de R[x]. Os elementos do anel anel R, em Rl[x], fazem o papel dos polindmios

constantes.

(d) Se R1 e Ry siio anéis e Ry C Ry, entdo Ry[x] C Ry[x].
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Teorema 2.5.2. Seja R um anel. Se f(x), g(x) € R[x]\{0}, entdo temos
(a) grau(f(x) + g(x)) < max{grau(f(x)), grau(g(x))}
(b) grau(f(x)g(x)) < grau(f(x)) + grau(g(x))
(c) Se R é um dominio de integridade, entdo grau(f(x)g(x)) = grau(f(x)) + grau(g(x))
(d) Se R é um dominio de integridade, entdo R[x] é também um dominio de integridade.

(e) Se R é um dominio de integridade, entdo as unidades de R[x] sdo as unidades de R, ou seja
U(R[x]) = U(R). Em particular se R = K um corpo entdo U(K[x]) = K\{0} # K[x]\{0}. Isto

é, se K é um corpo, nio necessariamente que K[x] seria um corpo.

Demonstragio. Se f = ag +ax+---+a,x", coma, #0,e g =by+bix+---+ by x",comb, #0e

n < m, entao

(a) f(x) + g(x) = (ag + bo) + (a1 + by)x + -+ - + (ay + bp)x" + by X + - 4+ bya™,

o que implica que grau(f + g) < m = max{n, m}

(b) f(x) - g(x) =co+c1x+ -+ cpemx™™, onde cj=ajbo+aj-1by +--- +apb;

ou seja, grau(fg) < n +m.

(c) Se R é um dominio de integridade, como a,, # 0 e b, # 0, temos que ¢4, = a,b,, # 0, 0 que

mostra que grau(fg) = n + m = grau(f) + grau(g).
(d) Em particular, da demonstragdo do item (c) temos que se f # O e ¢ # 0, entdo fg # 0.

(e) Se f(x) € U(R[x]) entdo existe g(x) € R[x] tal que f(x)g(x) = 1. Note que neste caso, o lado
esquerdo da equacdo tem grau (n+m) e o lado direto tem grau 0, logon = m = 0 o que
implica que f, g € R. Como fg =1, temos que f € U(R) o que mostra que U(R[x]) € U(R).
A outra inclusédo é imediata, portanto U(R[x]) = U(R).

Exemplo 2.5.1. Em Zg[x] considere os polinébmios f(x) = 22 +1e g(x) = 3x° + 1 entdo o

MATB9S - Algebra IT



203

produto

2x* +1)(3x° + 1)

/8

6x° +3x* +2¢% +1

3t +2x2 +1

Portanto grau(fg) < grau(f) + grau(g).

2.5.1 Divisado de polinémios

Defini¢do 2.5.3. Seja A um anel comutativo com identidade. Dados f(x), g(x) € R[x], dizemos

que g(x) divide f(x) se existe h(x) € R[x] tal que f(x) = g(x)h(x).

Teorema 2.5.3. (Algoritmo da Divisao de Euclides). Sejam K um corpoe f, g € K[x], g #0,

entdo existem iinicos q(x), r(x) € K[x] tais que

fx) = g(x)g(x) + r(x)

onde r(x) = 0 ou grau r(x) < grau g(x).

Demonstragio. A demonstragdo pode ser vista em [1].

Observacdo. Observe que o resultado do Teorema 2.5.3 pode ndo ser verdadeiro se K ndo é corpo. Por

exemplo
(a) Em Z[x] ndo existem polindmios q(x), r(x) € Z[x] tal que 1 + 3x? = q(x)(1 + 2x) + r(x).

(b) Em Z4[x] temos que

23 +2x% +3x + 3 = ql(x)(2x2 +3)+ri(x) onde gi(x)=x+1, r(x)=0
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e também
23 + 2% +3x +3 = qz(x)(Zx2 +3)+1(x) onde ga(x) =3x+1, ra(x) =2x

Logo os q(x) e r(x) ndo sdo iinicas.

Exemplo 2.5.2. Determine polinémios q(x) e r(x) tais que f(x) = g(x)q(x) + r(x), er(x) = 0 ou

grau r(x) < grau g(x) :
@@ fx)=x*-7x+1, g(x)=2x*+1 € Q[x]
(b) f(x) = 4x* +2x° + 6x° + 4x +5, g(x) = 3x% +2 € Zy[«]
@ f)=3x°+2° + 2 + 4% + 2 —x+4, g(¥) =2x° + 4> —x+3 € Zs[x]
(d) f(x) =2x* —4x +3, g(x) =7x—5 € Zg[x]

Solugdo. (a)

5
—Tx 4=
x+4

Portanto, g(x) = %xz 1 r(x) = -7x + Z e f(x) =qx)g(x) +r(x)

4/

(b)
4x* +2x3 +6x° +4x +5‘ 3x% +2

— 4yt —5x? ‘ 6x% +3x +5

2 44x

2% +x

—2x3 —6x
X2 —2x+5
—x? -3

—2x+2

Portanto, q(x) = 6x2+3x+5, r(x) =5x+2 e f(x) = gq(x)g(x) + r(x)
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(c)

3x® +2x° +2x*

—3x% —x® +4x*

+4x3 +x2 —x +4‘ 203 + 42 —x+3

5

¥ 4t
—x° =2t

4y

—4x*

—2x ‘ 46 + 3% +2x + 1
+2x% 42
+3x3 —4x?
—3x% —x
—3x3 +2x% —x

2% —x% —2x+4

—2x3 —4x* +x -3

—x +1

Portanto, q(x) = 4 + 3% +2x+1, r(x) =4x+1 e f(x) = q(x)g(x) + r(x)

(d)

2x% —4x+3 | 7x -5

—2x% —2x 6x+6

2x +3
—2x -2
1

Portanto, q(x) = 6x+6, r(x)=1 e f(x)=q(x)g(x) + r(x)

2.5.2 Maximo divisor comum

Teorema 2.5.4. Sejam K um corpo e f(x), g(x) € K[x]. Entdo existe MDC( f(x), g(x)).
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Demonstracdo. Exercicio [ |

Observacao. O MDC quando existe ndo é iinico. De fato se d(x) satisfazer as condigdes (1) e (2) na
Definicio 2.5.4 e A # 0 um elemento em K entdo Ad(x) também satisfaz as 2 condigdes. Muito vezes
escolhemos 0 MDC com A = ¢, sendo c o coeficiente dominante ou lider de d(x). Entdo crd(x) é um

polindmio monico.

Teorema 2.5.5. (Algoritmo do MDCQ). Sejam K um corpo, f(x), g(x) € K[x]\{0} tais que g(x)
ndo divide f(x). Seja rr(x) o ultimo resto nio nulo que se obtém aplicando sucessivamente o algoritmo

da divisdo do modo seguinte:

f(x) = g(x)g(x) + r(x), com grau r(x) < grau g(x);
g(x) = g1(x0)r(x) + r1(x), com grau r1(x) < grau r(x);
r(x) = qa(x)r1(x) + r2(x), com grau r(x) < grau r1(x);

Tk-2(%) = qe()1e-1(X) + 1i(x),  com grau r(x) < grau ri_1(x);

k-1 (X) = Grer1 ()7 (x).

Seja c € K o coeficiente dominante de ri(x). Entdo

MDC(f(x), §(x)) = ().

Demonstragio. Exercicio u

Exemplo 2.5.3. Calcule MDC( fx), g(x)), onde

f(x) =320+ 200 + 2 + 4% + % —x + 4, g(x) =203 + 4> —x+3 € Zs[x]
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Solugdo. Vamos efetuar as divisdes em Zs[x] :

3x0 +2x° +2x* +4x% +22 —x +4‘ 263 +4x% —x +3

—3x0 —x° +4x* 243 ‘ 43 + 3% +2x + 1

¥ 4t 42283 442

—x° —2x* +3x3 —4x?
4ot —3x% —x
—4x* —-3x3 +2x% —x
20 —x? —2x+4
—2x3 —4x* +x -3

4x +1

Portanto

flx) = (4x3 +3x% +2x + 1)g(x) + r(x)

onde r(x) = 4x + 1. Vamos fazer a divisdo de g(x) por r(x).

2% +4x? —x 43| 4dx+1

—2x3 —3x? 3% + 4x
+x* —x +3
—x* —4x
3

Nota: Observamos que ao atingirmos um resto que é uma constante nio nula, alcangamos o 1iltimo resto
ndo nulo.
Portanto ri(x) = 3. Logo

MDC(f(x), g(x)) =37 -3 =1.

Teorema 2.5.6. Seja K um corpo. Dados f(x), g(x) € K[x]\{0}, o polindmio MDC( f(x), g(x)) pode

ser escrito na forma a(x) f(x) + b(x)g(x), com a(x), b(x) € K[x].

Demonstragdo. Exercicio u

Exemplo 2.5.4. Em Z;3[x], determine oMDC( f(x), g(x)), onde g(x) = B2 +2x+1, flx) = x*42
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e expressa sua resposta como uma combinagdo linear dos polinémios f(x) e g(x).
Solucdo. Vamos efetuar as divisoes em Z3[x] :

x* +0x3 +0x% +0x +2‘ B2+ 20+ 1

—x* 23 2y —x ‘ x+1
¥+ +2x+2
-3 =22 —2x -1

2x? +1

Portanto

f00) = (x + Dglx) + @ +1) (1)

Vamos fazer a divisio de g(x) por 2x* + 1.

XX 422 +2x 41| 222 +1
3

—-X —2x 2x +1
2x? +1
—2x2 -1
0
Portanto
g(x) = 2x + )22 +1) +0 (2)
Logo

MDC(f(x), gx)) =2 +1 e 2% +1= f(x) - (x + 1)g(x).

2.5.3 Raizes de polindmios

Teorema 2.5.7. (Teorema do Resto). Seja R um dominio de integridade. Se f(x) € R[x]ea € R,

entdo o resto da divisdo de f(x) pelo polindmio g(x) = x —a, é f(a).

Demonstragdo. Pelo Algoritmo da Divisdo, podemos escrever

f(x) = q()(x = a) + r(x)
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onde r(x) = 0 ou graur(x) < 1. Portanto temos que r(x) é um polindmio constante. Isto é, r(x) = r

para algum r € R. Entao

f@a)=q@)-@—-a)+r=r

Exemplo 2.5.5. Seja f(x) = x> + 5x — 5 € R[x]. Entdo
e o resto da divisdo de f(x) porx —2 é f(2) =13

e oresto da divisdo de f(x) porx +2 é f(-2) = —23.

Corolario 11. Se R um dominio de integridade, f(x) € R[x] e a € R, entdo (x — a) divide f(x) se e
somente se o resto da divisdo de f(x) por (x —a) é f(a) = 0isto é (x — a) divide f(x) se, e somente se,

f(x) = (x —a)q(x) para algum q(x) € R[x].

Demonstragdo. Dividindo f(x) por (x — a), do teorema do resto, temos que existe g(x) € R[x] tal

que f(x) = q(x) - (x —a) + f(a). Assim, f(a) = 0 se, e somente se f(x) = (x — a)q(x). [ |

Definicio 2.5.5. (Raiz de um polindmio). Seja R um anel comutativo e f(x) € R[x]\{0}. Um

elementoa € R é chamado de raiz de f(x) se f(a) = 0.

Exemplo 2.5.6. As raizes de x*-1€Zssdol, 3,5, 7.

Exemplo 2.5.7. Se f(x) = x* + 5 entdo f ndo tem raizes em R mas tem 2 raizes em C. De fato
f(x) = (x — i V5)(x +iV5)

portanto f(+ i V5) = 0.

Definicdo 2.5.6. (Multiplicidade de uma raiz). Seja R um anel comutativo e f(x) € R[x]\{0}.
Sea € R é uma raiz de f(x), dizemos que a tem multiplicidade m > 0 se f(x) = (x — a)" g(x) com

g(a) # 0.
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Exemplo 2.5.8. Determine todas as raizes e suas multiplicidades da f(x) = x° + 3x + 4 € Zs][x].

Solugdo. Determinamos todos os raizes:

x ||0]1]12|3|4

fo | 4(313]0]0

Temos que f(3) = 0. Dividendo f(x) por x — 3 temos que
f(x) =(x- 3) g(x), com g(x) = x> +3x +2.
Como g(3) = 0, podemos divide de novo para obtém
g(x) = (x=3)(x +1).

portanto temos que f(x) = (x — 3)%(x — 4_1). Como 3 nio é raiz de x — 4, concluimos que a raiz 3 tem

multiplicidade 2 e a raiz 4 multiplicidade 1.

Teorema 2.5.8. Seja R um dominio de integridade e f(x) € R[x]\{0}. Se n = grau f(x), entdo f(x)

tem no mdximo n raizes em R.

Demonstragdo. Provamos por indugao sobre 1, os casos nn = 0, 1 sdo triviais.

Suponha que grauf(x) = n+1. Entdo, se f(a) = 0, temos que f(x) = (x —a)g(x) com graug(x) = n.
Se f tem mais do que (1 + 1) raizes, entdo temos que f(a1) = f(a2) = --- = f(a,4+1) = 0 para algum
ai, -+ ,ap+1 # a distintos. Entdo, parai=1,---(n + 1), temos 0 = f(a;) = (a; —a)g(a;)) ea; —a # 0,
que implica que g(a;) = 0. Portanto g(x) tem (n+1) raizes, que contradiz o hipétese de indugao

pois grau g(x) = n.

Teorema 2.5.9. (Teorema Fundamental da Algebra). Sejam C o corpo dos niimeros complexos
e f(x) € C[x] um polindmio ndo-constante. Entdo, existe um valor o € C tal que f(a) = 0, ou seja,

f(x) admite raiz complexa.
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Um resultado importante é como determinar as possiveis raizes racionais de um polindmio com

coeficientes inteiros.

Teorema 2.5.10. (Teorema das Raizes Racionais). Sejam f(x) = ag +ax+ a4 +axt €
Z[x] um polindémio de grau n > ler = Z uma raiz racional de f(x) com p,q € Z, q > O e
mdc(p,q) = 1.

Entdo, plageq|ay.

Demonstragio. Como f(p/q) = 0 temos que

2 3 n-1 n
a0+a1(E)+a2(E) +a3(E) +~'+an_1(E) +an(E) =0
q q q q q

Multiplicando esta equagéo por g", obtemos

apq" + alpq"_l + azpzq”_z 4o+ an_lp"_lq +a,p" =0

Portanto
apq" = —p(ulq”_l + azpq”_z +- 4 an_1pn_2q + unp”_l)
unpn — _q(aoqn—l + ulpqn—Z + uszqn—3 Feet un_lpn—Z)
Portanto p | apq" e q | a,p". Como mdc(p, q) = 1 isto implica que p | ag e g | a,. [ ]

Exemplo 2.5.9. Fatorize o polinémio f(x) = 303 —x% —x -4 € Q[x].

Solugdo. Aplicando o Teorema das Raizes Racionais, se o = : for uma raiz racional de f(x) com
mdc(p,q) = 1, entdo
pl4eql3.

Portanto, p € {-4, =2, -1, 1, 2, 4} e q € {1, 3}. Logo, os candidatos a raiz racional de f(x) sdo

p { 4 41 11 1}
= - 1/ _1/ _2/ 2/ 4/ _4/ S’ A’ A7 TR /A7 T /(-
=y c 3733 32 2

Verificando temos que x = 3 ¢ uma raiz. Pelo divisdo de polindmios temos que

fx) = (x - %)(3;8 +3x+3) = Gr—4) (2 +x+1).
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Usando de novo o Teorema das Raizes Racionais, vamos ver que x% + x + 1 ndo tem raizes racionais e

portanto ndo podemos fatoriza mais ele.
Exemplo 2.5.10. Fatorize o polinémio f(x) = x* + 25x + 24 € Qx].

Solugdo. Como f(—1) = 0, temos que (x + 1) é um fator de f(x). Pelo divisio de polindmios temos que
Fx) = (x + 1) — %% + x — 24).

Aplicando o Teorema das Raizes Racionais, qualquer raiz racional de x> — x> + x + 24 deve pertencer o

conjunto

{£1, £2, £3, +4, +6, +8, +12, +24}.

Verificando temos que nenhum deste niimeros é uma raiz e ndo podemos fatoriza mais f(x).
Exemplo 2.5.11. Fatorize o polinémio f(x) = 2x* — 5x° — 2x* — 4x + 3 € C[x].

Solugdo. Aplicando o Teorema das Raizes Racionais, se a = g for uma raiz racional de f(x) com
mdc(p,q) = 1, entdo
pl3eql2

Portanto, p € {-3,-1,1,3} e q € {1, 2}. Logo, os candidatos a raiz racional de f(x) sdo

p { 1 13 3}
=~ 11_1/31_3/_/__1_1__ .
“=yc 272272

Agora verificamos estas possibilidades:
f)=-6#0, f(-1)=12#0, f(-3)=294+#0, f3)=0-¢ f(1/2)=0.

Como 3 e 1/2 sdo raizes de f(x), temos pelo algoritmo da divisio

f()

(2x% +2x + 2)(x — 3)(x — %)

O A ()

f(x) = (2x% +2x +2)(x - 3)(x — %).
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2.5.4 Polindmios irredutiveis

Observagado. Seja K um corpo e pelo Teorema 2.5.2(e) temos que as unidades de K[x] é

U(K[x]) = K — {0}.

Portanto os elementos associados a f(x) € K[x] sdo {af(x) : a € K—{0}}. Portanto

f(x) =ah(x) com a€K—-{0} e h(x) € K[x]

é uma fatorizagdo trivial.

Exemplo 2.5.12. Sep(x) = 2x + 4 = 2(x + 2). Entao

e p(x) é irredutivel sobre Q pois 2 é uma unidade em Q mas

e p(x) é redutivel sobre Z pois 2 ndo é uma unidade em Z.
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Exemplo 2.5.13. (Irredutibilidade depende do anel R)

o x> -2 éirredutivel sobre Z e sobre Q, mas redutivel sobre R, pois (x*=2) = (x— \/E)(x + \/E)
em R[x].

e x> +2 é irredutivel sobre R, mas é irredutivel sobre C pois X +2=(x— i\/z)(x + i\/z) em

Clx].

Teorema 2.5.11. Seja K um corpo e seja p(x) € K[x]. Se grau p(x) = 1, entdo p(x) é irredutivel

sobre K.

Demonstragio. Se p(x) = a(x)b(x) para alguns a(x), b(x) € K[x], entdo

1 = grau p(x) = grau [a(x)b(x)] = grau a(x) + grau b(x),

pois K é um dominio de integridade.
Como grau a(x) > 0 e grau b(x) > 0 temos uns dos graus deve ser 0. Portanto a(x) ou b(x) é
um constante ndo nulo, logo uma unidade pois K é um corpo. Portanto p(x) é irredutivel sobre

K. [

Observacgao. Note que o resultado acima é falsa se K nio é um corpo.
Por exemplo, p(x) = 2x + 4 € Z[x] é de grau 1, mas p(x) = 2(x + 2) e nem 2 e x + 2 é uma unidade em

Z.. Portanto p(x) é redutivel sobre Z.

De fato, se R é um dominio de integridade que ndo é um corpo, entio existe um elemento r # 0 em R

que ndo é uma unidade, e portanto f(x) = rx é redutivel sobre R.

Teorema 2.5.12. Seja K é um corpo e f(x) € K[x] com grau f(x) > 2. Entdo f(x) é irredutivel

sobre K se f(x) ndo tem raizes em K.

Demonstragdo. Se f(x) tem uma raiz a € K, entdo f(x) = (x — a)p(x) para algum p(x) € K[x] com
grau p(x) > 1. Como ambos (x — a) e p(x) ndo sdo unidades de K, segue que f é redutivel.

Portanto, se f(x) é irredutivel sobre K, entdo f(x) ndo tem raizes em K. [
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Teorema 2.5.13. (Teste de redutibilidade para graus 2 e 3). Se K é um corpo e f(x) € K[x]

com grau f(x) = 2 ou 3, entdo f(x) é irredutivel sobre K se, e somente se, f(x) ndo tem raizes em K.

Demonstragio.
(=) Segue do teorema acima.

(<) Se f(x) é redutivel, entdo f(x) = a(x)b(x), onde a(x), b(x) € K[x] ndo sdo unidades em K.
Como K é um corpo, isto implica que a(x), b(x) ¢ K, e cada um tem grau pelo menos 1.

Mas
grau a(x) + grau b(x) = grau f(x) =2 ou 3,

logo um dos grau a(x), grau b(x) é igual 1.
t
Portanto, f(x) tem um fator sx + t € K[x] de grau l, earaizx = -5 € K, pois K é um corpo.

Portanto, se f(x) ndo tem raizes em F, entdo f(x) é irredutivel sobre K.

Exemplo 2.5.14.

(a) O polinémio x?> — 2 éirredutivel sobre Q mas redutivel sobre R pois ele tem uma raiz em

IR mas ndo em Q.

(b) O polinémio x> + 1 é irredutivel sobre R mas redutivel sobre C pois ele tem uma raiz em

C mas ndo em R.
(c) O polinémio x° +2x* + x + 2 é irredutivel em Zs[x] pois ele ndo tem raizes em Zs.
(d) O polinémio x*> =2 é redutivel em R[x] mas irredutivel em Zs[x].

(e) O polinémio x? +2 éirredutivel em R[x] mas redutivel em Z3[x] (em particular, X’ +2=

(x+2)(x +1) € Z3[x])
Observagao.

e Se K ndo é um corpo, entdo f(x) pode tem um fator de grau 1 mas nenhuma raiz. Por exemplo,

f(x) = 6x* —13x + 6 = (2x — 3)(3x — 2)
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ndo tem raizes em Z. mas ela nio é irredutivel sobre Z.

o Segrau f(x) > 4, entdo f(x) pode ter fatores ndo constantes mas sem raizes. Por exemplo,
f)=x*+3% +2= (2 +1)(x* +2)

ndo tem raizes em Q, mas ndo é irredutivel sobre Q.

Exemplo 2.5.15. Determinar todos os polindmios irredutiveis de grau 2 em Z5|[x].

Solugdo. Estes polindmios sio da forma

x> +ax+b, com abeZ,.

Como Z; = {0, 1} s6 tem dois elementos, podemos escrever todos estes polindmios:

2, 2+x, 2+1 e PHx+1.

Isto é 56 existem 4 polindmios de grau 2 em Zy[x]. Destes, o unico que nio possui raiz em Zyp é x* +x +1.

Assim, x> + x + 1 é 0 iinico polindmio irredutivel de grau 2 em Zs[x].

Teorema 2.5.14. Suponha que f(x) € C[x] com grau f(x) > 1. Se escrever f(x) = ap+a;x+---+
anx", a, # 0, entdo f(x) fatoriza como f(x) = a,(x — z1)(x — z2) -+ (x — z,), onde zq,- -+ , 2y, S0

raizes de f(x). Em particular, as iinicas polindmios irredutiveis em C[x] sdo lineares.

Demonstragio. Porindugao sobre o grau de f(x), usando a Teorema Fundamental da Algebra. m

Teorema 2.5.15. Se f(x) € R[x] é um polindmio nio constante, entdo f(x) fatoriza (em R[x]) como
produto de polindmios de grau no mdximo 2. Em particular, os polindmios irredutiveis em R[x] sdo

lineares ou quadriticos.

Demonstragdo. Por indugdo sobre o grau de f(x). O caso grau f(x) < 2 é imediato. Assume que

o resultado valido por polindmios de grau < n e considere f(x) com grau f(x) = n + 1. Existe 2

MATB9S - Algebra IT



217

casos:

(@) Se f(z) = 0 para algum z € R, entdo f(x) = (x — z)g(x) e grau g(x) = n. O resultado entdo

seguir do hipétese de indugdo aplicado g(x).

(b) Caso contrario, f(x) ndo tem raizes reais. Pelo Teorema Fundamental da Algebra, ela tem

raiz complexo z. Entdo f(z) = 0 e portanto f(z) = f(z) = 0 = 0. Portanto,

fx) = (x—2)(x —2)g(x) = (xz —(z+2)x+ ZZ) g(x),

€ R[x]

e o resultados de novo seguir do hipdtese de indugdo para a g(x).

Teorema 2.5.16. (Redutibilidade sobre Q = Redutibilidade sobre Z). Seja f € Z[x]. Se f

for redutivel sobre Q entdo ele vai ser redutivel sobre Z.

Demonstragio. Exercicio [ |

Existe uma espécie de reciproca do teorema acima:

Defini¢do 2.5.9. Um polinémio a,x" + - -- + a1x + ag € Z[x] é dito primitivo se

mdc(ay,, - - ,a0) = 1.

Exemplo 2.5.16.
(a) 2x + 1 é primitivo pois mdc(2,1) = 1.

(b) 4x® + 2 ndo é primitivo pois mdc(4,2) = 2.

Teorema 2.5.17. (Lema de Gauss). O produto de 2 polindmios primitivos é um polindmio

primitivo.
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Demonstracdo. Exercicio

[
Proposicao 2.5.18. Se f € Z[x] é primitivo de grau > 1, entdo
f éirredutivel em Z[x] se e somente se f é irredutivel em Q[x].
Demonstracdo. Exercicio [ |

Teorema 2.5.19. (Teste de Irredutibilidade mod p). Seja p um niimero primo e suponha
f(x) € Z[x] com grau f > 1. Seja f é o polindmio obtido de f reduzindo todos os coeficientes mod p.
Se f é irredutivel mod p, isto é, sobre Z, e grau(f) = grau(f) entdo f ndo se escreve como produto

de polindmios de grau > 1 em Z[x]. Em particular, f é irredutivel sobre Q[x].

Exemplo 2.5.17. Mostre que g(x) = x* — 7x® + 5x* — 3x — 9 é irredutivel em Q[x].

Soluc¢do. Para mostrar que g(x) = x* = 7x3 + 5x% — 3x — 9 é irredutivel em Q[x], usamos o Teste de
Irredutibilidade mod p

3

Seja g é 0 polindmio obtido de g reduzindo todos os coeficientes mod 2. Entdo g(x) = x* + x> + x> + x + 1.

Portanto basta provar que 3(x) é irredutivel em Z[x]

Observamos primeiro que 3(x) ndo tem raizes em Z; pois 3(0) = 1 e g(1) = 1. Portanto pelo Teorema

do Fator g(x) ndo tem fatores lineares. Além disto, 3(x) ndo tem polindmios de grau 3.

Portanto precisa verificar fatores irredutiveis de grau 2. De Exemplo 2.5.15, sabemos que x* + x + 1

é 0 tinico polindmio irredutivel de grau 2 em Zy[x], portanto vamos divide g(x) por x> + x + 1 :

3

B+ 4x+1] 2 +x+1

—xt 8 —y? x> +3x+5

x +1
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Assim, na divisdo temos um resto de x + 1 # 0, ou seja x* + x + 1 ndo é um fator de f(x). Portanto g(x)
é irredutivel.

Portanto pelo Teorema 2.5.19 , g(x) é irredutivel em Q[x].

Teorema 2.5.20. (Critério de Eisenstein-1850). Seja f(x) = a,x" + A1 X" ay € Z[x].

Se existe um primo p tal que
o ptay
e pla;parai=0,1---,(n—-1)
o P’ ta

Entdo f ndo se escreve como produto de polindmios de grau > 1 em Z[x]. Em particular, f é

irredutivel sobre Q[x].

Exemplo 2.5.18. Mostre que f(x) = x® + 6x° — 124% + 18x% — 24x — 60 é irredutivel em Q[x].

Solucdo. Para mostrar que f(x) = x® + 6x° — 12x> + 18x* — 24x — 60 ¢é irredutivel em Q[x], usamos o
Critério de Eisenstein com p = 3.
De fato

311, 36, 3|(=12), 3[18, 3|(-24), e 3|60, mas 3> 4 60

Portanto, pelo Critério de Eisenstein, f(x) é irredutivel em Q[x].

2.5.5 Anéis Quociente de polindmios sobre um corpo

Neste secio, vamos explorar a estrutura do anel quociente K[x]/I, onde K é um corpo e I é um ideal

de K[x].

Teorema 2.5.21. Seja K um corpo e seja I um ideal ndo nulo de K[x]. Entdo existe um iinico

polindmio moénico f(x) € K[x] tal que I é gerado por h(x), isto é,

1= (f(0) = FWKIx] = {f()g(x) | g(x) € KIxl}
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Demonstragdo. Seja I um ideal ndo nulo de K[x]. Entdo I contem polindmios ndo nulos e por-
tanto ele contem polindmios monicos ( pois como I um ideal, podemos multiplicar qualquer
polinémio pelo inverso do coeficiente dominante para obter um polindmio ménico em I). Entre
todos estes polindmios monicos em I, escolhemos aquele de grau minimal. Portanto < f (x)> CcL

Agora suponha que f(x) € I. Pelo Algoritmo da Divisdo, podemos escrever
g(x) = g(x)f(x) + r(x) onde g(x), r(x) € K[x] com r(x) =0 ou grau r(x) < grau f(x).

Suponha que r(x) # 0 e seja a o coeficiente dominante de r(x). Entdo a~'r(x) é um polindmio
monico e

a'r(x) = a7 (F(@) - g0)g(x)) € 1.

Mas grau(a_lr(x)) = grau r(x) < grau f(x), que contradiz o escolhe de h(x). Portanto r(x) = 0 e

I={f(x)). n

K[x]
W’ Kum corpo e f(x) € K[x]

Assim, do Teorema 2.5.21, vamos explorar a estrutura de anéis

um polindmio monico.

Teorema 2.5.22. Sejam Kumi corpo, f(x) = ap+a1x+a,x" € K[x] e I = <f(x)> comn = grau f(x).
Entdo todo elemento de R = K[x]/I tem uma representagdo iinica de grau< n — 1. Portanto o anel

quociente R = K[x]/I é dado por
R={by+ byt +bot> + -+ by1t" V| bo, -, by €K}

Além disto f(t) = 0.

Demonstragio. Seja g(x) + 1 € K[x]/I‘ Pelo Algoritmo da Divisdo de Euclides, Teorema 2.5.3,
existem g(x), r(x) € K[x] tais que

8(x) = q(x)f(x) + r(x)
com r(x) = 0 ou 0 < grau r(x) < n. Assim,

r(x) = by + a1x + bpx? + -+ - + by ¥
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é um polindmiode grau< (n—1) e

g)+1 = by+bix+byx® +-- + b, X"+ g(x) f(x) + I

= bo+bix+byx> 4+ b, X" 4] pois q(x)f(x) el = <f(x)>

= bo+bi(x+D+by(x+ 1>+ +bq(x+ !

= bo+bit+bt2+--+b,_t"! pelamudanca f=x+1

Portanto
K[x _
ﬁ = {bo bt + bt + -+ by "V | bo, by, by € K}.
Além disto

f®

flx+1)
= ag+a(x+ D) +a(x+IP?+- +a,(x+ 1)
= ap+ax+axt +a,x" + 1

= I+1=0

Qlx]

Exemplo 2.5.19. Descrever o anel quociente .
<x3-2>

Solugdo. Pelo Teorema 2.5.22, temos que

% =] {at2+bt+c|a,b,c€Q}, com 2 -2 =0.
<x>=2>
, R[x]
Exemplo 2.5.20. Descrever o anel quociente ———.
<x*+1>

Solucdo. Pelo Teorema 2.5.22, temos que

R[x]
<x’+1>

IR

{at+b|a,beR), com 2 +1=0.

Vamos mostrar que
R[]

Z—EC'
<xt+1>
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Definimos uma aplicagdo

@:R—->C, p(at+b])=ai+b

Como t* + 1 = 0 temos que t*> = —1 e portanto,

¢([at + blict + d])

¢([act® + (ad + bo)t + bd])

(
= o

= ¢([(ad + b}t + (bd - ac)])

[ac(=1) + (ad + bo)t + bd])

= (ad + bc)i + (bd — ac)
= (ai + b)(ci + d)
= ¢([at + b])p([ct + d])

Além disto,

(p([ut +b] + [t + d]) = (p([(u + Ot + (b + d)])
= (@a+0i+(b+4d
= (ai+b)+(ci+d)

= (p([ut + b]) + (p([ct + d])

Portanto ¢ é um isomorfismo de anéis. Logo

R
_ R e
<x2+1>

Z[x]

<x2>

Exemplo 2.5.21. Construa as tabelas da soma e produto do anel quociente . Conclua
Z,[x]

<x2>

ue ndo é um corpo.

Solugdo. Pelo Teorema 2.5.22, temos que

Zp[x]

> ={at+b|abeZy)={0, 1, t,T+t}, com t* =0.
< x>

Usando o fato que t* = 0 construirmos as tabelas de soma e multiplicagio:

MATB9S - Algebra I



223

0| 1 |t |1+¢
+ 0 1 t |1+t — - - -1 -
0 0 0 0 0
1 0 1+t t ; 0 ; 0 ;
f i+t 0 ) 1 T+t]|0|T+t|t] T
T+t | 1+¢] ¢t 1 0
Z5[x]

Observe que o anel ndo é um corpo pois, por exemplo, o elemento nio nulo t nio é inversivel.

<x?>
Zy[x]

Exemplo 2.5.22. Construa as tabelas da soma e produto do anel quociente ——————.
<x2+x+1>

Z5[x] .
Conclua que ——————— ¢é um corpo.

<xX24+x+1>
Solucdo. Pelo Teorema 2.5.22, temos que

Z[x]

=lat+blabeZy)=1{0,1,t 1+t}, com 2+t+1=0.
<xX2+x+1>

Usando o fato que t* + t + 1 = 0, temos que t* = —t — 1 = t + 1. As tabelas de soma e multiplicagio:

0| 1 to| 1+t
+ 0 1 b1+t — =1 = — —
0 0] O 0 0
SN T B I T |0 T | t |T+t
! 0 |1+f] ! E0] ¢ | T+e| T
i S R ! T+t 0[1+¢t| 1 t
T+t||1+t| ¢t | 1 | 0
Z
Observe que o anel 2—[x]_ é um corpo com 4 elementos.

<xX>+x+1>

(Como Z.4 nio é um corpo, este anel quociente ndo é isomorfo a Z.s).
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Teorema 2.5.23. Sejam K um corpo e f(x) € K[x] com grau f(x) > 1. Entdo o anel quociente

K[x]
(f)

é um corpo se f(x) é irredutivel.

K[x

|
< f()
De fato, se g(x)+ < f(x) ># 0+ < f(x) > entdo g(x) ¢< f(x) > . Logo existe gq(x) € K[x]

Demonstragdo. Vamos provar que em , toda classe ndo nula g(x)+ < f(x) > é invertivel.

satisfazendo g(x) # f(x)q(x).

Assim f(x) ndo é fator de g(x) e consequentemente, como f(x) é irredutivel,

MDC(f(x), g(x) =1

Logo pelo Teorema 2.5.6, existem polindmios a(x), b(x) € K[x] satisfazendo

a(x) f(x) + b(x)g(x) = 1

Dai,

[a(x) f(x) + b(x)g(x)]+ < f(x) >= 1+ < f(x) >

Z3[x]
<xX3+xX2+ax+1>

Exemplo 2.5.23. Determine todos os valores dea € Z3 tal que o anel quociente

€ um corpo.

Solugao. Seja f(x) = x> +x%+ax+1. Basta determinar o valores de a € Z3 para que f(x) seja irredutivel.

Como f(x) é grau 3, basta verifique que f(x) ndo tem raiz em Z3.

X 01 2

fx)||1]a|2a+2

Portanto f(x) ndo possui raiz em Zz sea = 1.

2.5.6 Exercicios Resolvidos

Exercicio 2.5.1. Dados f(x) e g(x) € A[x], determine

h(x) = f(x) + g(x) e p(x) = f(x)g(x) para
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(@) f(x) = x>+ x> —x+4, g(x)=3x"—4x-2 € R[x]
() f(x) =2 + x> —x+4, g(x) =3x>+2 € Zg[x]

@ fx)=3x*+x>—x+4, g(x)=2x>+x+3 €Zsx]
(d) f(x) =2x> —4x +3, g(x) =4x -5 € Zg[x]

h(x) = f(x) + g(x) :
-3 42 —x +4

+ 32 —4x—2 = h(x)=—-x>+4x® —5x+2

—x3 +4x% —5x +2

p(x) = f(V3() :
-3 4+ —x  +4
X 3x% —4x -2
—3x° +3x* 3% +12x2
+Ax* —4x® +4x% —16x

+2x3 —2x% +2x -8

Solugdo. (a)

= p(x) = =3x° + 7x* — 5x° + 14x* — 14x - 8

—3x% +7x* =5x3 +14x* —14x -8

h(x) = f(x) + g(x) :
23 +x% —x+4

+ 32 2 = h(x) =2+ 4x% — x

2x3 +4x% —x +6

(D) plx) = f(x)g(x):
233 +x2 —x  +4

X 3x2 +2

6x° +3x* =3x3 +12x2 = px) = Bt + 3 +2x% —2x +2

+4x3 +2x% —2x +8

6x° +3x* +2° +14x% —2x +8
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h(x) = f(x) + g(x) :
3xt 4% —x+4

+ 2% 4x43 = h(x) =3x*+3%+2

3 +3x2 47

p(x) = f(x)g(x) :

3t +x2 —x  +4

(c)

X 2% 4+x  +3

6x° +0x° —2x* —2x° +8x2 6 =5 s 5 _
=Spx)=x"+3x"+x" —x"+x+2
+3x° +0x* 42 % +4x

+9x* 43x% —3x +12

6x° +3x° +11x* =% +10x% +x +12

h(x) = f(x) + g(x) :
2x% —4x +3
+  4x =5 > h(x) =2x*-2
2r =2

@1 pe) = FM) :

222 —4x  +3
X 4x =5
8x% —16x2 +12x = px) = 22 -7

—10x% +20x 15

8x% —26x% +32x —15
Exercicio 2.5.2. Dados f(x) e g(x) € A[x], determine p(x) € Alx] tal que f(x) = g(x)p(x) para
(@) f(x) =0+t 3 +r—x—1, g(x) =423 + 2% —x+1 € Zy[x]

() f(x) =x* —x> +4x+5, g(x) =3x>+2 € Zy[x]

Solugdo. (a) Como f é um polindmio monico de grau 6 e § também é um polindémio monico de grau 4,

temos que p é um polindmio monico de grau 2, ou seja p(x) = x> + bx + c.
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f(x) = g(x)p(x) :

4248 +2x2 —X +1
X x? +bx +c
x® 4240 +2x4 -x° +x°
+bx° +2bx* +2bx° —bx? +bx
+oxt +2cx° +2cx? —cx  +c

X0+ Q2+ D)x° +2 +2b + o)t +(=1 + 2b + 20)x> +(1 — b + 2)x% +(b — ¢)x +¢

Syt —x-1:

Agora comparamos com f(x) = x® + x* + x
e Igualando os coeficientes dos termos x°, temos

24b=0>b=-2=b=2emZ,

o Iqualando os coeficientes dos termos constantes, temos

c=—T=>c=§emZ4

Portanto p(x) = X% +2x + 3.

(b) Como f é um polinomio grau 4 e g também é um polindmio de grau 2, temos que p é um polindmio
de grau 2, ou seja p(x) = ax* + bx + c.

fx) = gx)p(x) :

327 +2
X ax®>  +bx +c
3ax* +2ax?
+3bx3 +2bx
+3cx? +2c

3ax* +3bx> +(2a + 3¢)x? +2bx +2c¢

Agora comparamos com f(x) = x* — x> +4x +5:
e Igualando os coeficientes dos termos x*, tenos

§a=1za=§emZ7
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e Igualando os coeficientes dos termos x°, temos
3hb=-1b=2emZ;
o Igualando os coeficientes dos termos constantes, temos
§c=§zc=gem27

Portanto p(x) = 5x% +2x + 6.
Exercicio 2.5.3. Determine todos os polinomios de grau 2 em (a) Z»[x] (b) Z3[x].

Solugdo. (a) Os polindmios de grau 2 em Zs[x] sio da forma
ax> +bx+¢, com a€{l}, be{0,1}ece{0,1).

Hd 1 escolha para a e 2 escolhas para b e c. Aplicando o Principio Multiplicativo da Analise
Combinatéria, concluimos que hd (1 X 2 X 2) = 4 polindmios de grau 2 em Z[x].

Logo os polindmios de grau 2 em Zy[x] sdo 2, (P +1), (P+x), (Z+x+1).

(b) Os polindmios de grau 2 em Z3[x] sdo da forma
ax* +bx +¢, com a€ (1,2}, be{0,1,2}ece{0,1,2}.

Hd 2 escolha para a e 3 escolhas para b e c. Aplicando o Principio Multiplicativo da Analise

Combinatéria, concluimos que hd (2 X 3 X 3) = 18 polindmios de grau 2 em Z3[x].

Logo os polindmios de grau 2 em Z3[x] sido 2, (P +1), (2+2), (% +x),

P4x+1), P+x+2), ((P+2x), (Z+2x+1), (FP+2x+2), 2x%, 23> +1),

22 +2), 2% +x), 22 +x+1), 2% +x+2), 2x2+2%), %% +2x + 1), 2% +2x + 2).
Exercicio 2.5.4. Seja A = {p(x) € Zu[x] — {0}; gr(p(x)) < 3}. Determine quantos elementos o

conjunto A possui.

Solugdo. Sejam q(x) € Z4[x] o polindmio identicamente nulo e B = {g(x)} U A
Se t(x) € B, podemos escrever t(x) = ax> +bx? +Ex+3, ondel{a,b,c,d} €{0,1,2,3}. Aplicando o Principio
Multiplicativo da Andlise Combinatdria, obtemos que hd

(4 X 4 x 4 x 4) = 256, polindmios em B. Portanto hd 256 — 1 = 255 polindmios p(x) € A.
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Exercicio 2.5.5. Determine as raizes em A dos seguintes polinémios p(x) € Alx] :

(@) p(x) = 23 + 2% —x+2 € Z4y[x]
(b) p(x) = —2x%%0 4 3x219 4 337 + 3xY + 3x* +2 € Zy[x].

() p(x) = X+ +1 e R[x]

p0) =0 +2.0+2-0 -0+
- =4 = =3 = =2 - =
p)=1 +2-1 +2-1 -1+2=2
p2)=2'+2.2+2.2 -2+

p3) =3 +2.3+2-3-3+2=0

Portanto, as iinicas raizes em Z.4 sio 2e3.
() p(x) = —2x000 4 35219 | 3574 4 3457 4 x4 2

Como p(@) =2, temos que 0 ndo é raiz de p(x).

Sek # 0, isto é, se 7 ndo divide k, podemos aplicar o Teorema de Fermat, ou seja

k® =1 (mod 7)

Logo,

K0 = (k%10 = 1 (mod 7)

K21 = (k0 - 13 = I3 (mod 7)

K4 = (k%2 . k2 = k2 (mod 7)

K7 = (k°)° -k = I (mod 7)

K = (k) - k2 = K2 (mod 7)
Portanto, sek # 6,, temos

- —600 =219 — =74 — =57 — —44 —
pk)=-2-k 3-k +3-k +3-k +3-k +2=
___3__2_3_2_
= -243-k +3-k +3-K+3-kKK+2=

Como 7 ndo divide k, temos que

pk)=0e k+1)=0ok=-1=6
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Portanto, a vinica raiz em Z.; é 6.

(c) p(x) = 4% +1

Para qualquer o € R, temos que a* > 0 e a® = (a?)® > 0.

6

Logo f(a) = a® +a®+1 =1 > 0 para todo a € R.

Portanto, f(x) ndo possui raizes em R.
Exercicio 2.5.6. Seja F um corpo

(a) Prove que <x> = {xp(x) | p(x) € F[x]} é um ideal de F[x].

1

(b) Seja p(x) = apyx" + a,_1x" " + -+ + a1x + ag. Prove que a funcdo

@ : F[x] — F definida por Cbo(p(x)) = a9 é um homomorfismo.
(c) Determine o ntcleo de .

(d) Usando o Teorema Fundamental do Homomorfismo, conclua que F [x]/ <x> ~F

Solugdo. (a) <x> = {xp(x) | p(x) € F[x]}
(H0=x-0€(x)#0.

(ii) Sejam f(x) = xp(x) e g(x) = xq(x) € <x> Temos
F@) + 8() = xp(x) + xq(x) = x(p(x) + 9(x)) € (x).
(iii) Sejam f(x) = xp(x) € <x> e g(x) € F[x]. Temos

FR)g() = xp(x) - g() = A(p()g(x)) € (x).

Resulta de (i), (ii) e (iii) que <x> é ideal de F[x].

n

(b) Sejam p(x) = Z aix; e q(x) = Z b;x; € Fx].
i=1

i=1

Se p(x) + q(x) = Z cixi e p(x)g(x) = Z dix;, temos co = ag + by e dy = ag - by, portanto:

k m+n
=1 i=1

(i) @o(p(x) + 4()) = co = g + by = Po(p(x)) + Po(g(x).

(ii) Po(p()g(x)) = do = a - by = Po(p(x)) - Po(q(x).

Resulta de (i) e (ii) que ®¢ é homomorfismo.
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(c) Seja N(Dy) o niicleo de Dy.

n

(i) Se f(x) = Z a;x; € N(®p), entdo

i=1

1

0=ap =Do(p(x)) = px) = apx" +a,_1x" +---+a1x =

= (@, X"+ 2y X"+ ) € <x>
Logo N(dp) C <x>

(ii) Se f(x) = xp(x) € <x>, como f(x) tem termo independente nulo, temos
Do(f(x)) = 0= f(x) € N(®g) = (x)  N(®y).

Resulta de (i) e (ii) que @y = <x>

(d) Vamos mostrar que Im(®o) = F, ou seja, que Dy é sobrejetora.
De fato, dado a € F considere o polindmio constante p,(x) = a. Temos que o(p,(x)) = a, o que
mostra que P é sobrejetora.

Portanto, resulta do Teorema Fundamental do Homomorfismo que
P[x]/<x> = F[x]/N(CDo) ~ Im(®g) = F

Exercicio 2.5.7. Determine polinémios q(x) e r(x) tais que f(x) = g(x)q(x) + r(x), er(x) =0 ou

graur(x) < grau g(x) :
@) f(x) = xt—7x+1, g(x) = 2x* +1 € Q[x]
(b) f(x) = 4x* +2x° +6x% + 4x + 5, g(x) = 3x2 +2 € Zy[x]
(c) f(x) = 30+ 2 + 20 + 4 + % —x + 4, g(x) = 233 +4x2 —x +3 € Zs[x]

(d) f(x) =2x*> —4x +3, g(x) =7x -5 € Zg[x]
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Solugdo. (a)

1 1
Portanto, g(x) = Exz ~1 e

(b)
4x* +253 +6x° +4x +5‘ 3x% +2

—4x* —5x2 ‘ 6x2+3x+5

2% +x% +4x

—2x° —6x
x> —2x+5
—x? -3
—2x+2

Portanto, g(x) = 6x2+3x+5 e r(x)=5x+2

(c)

3x0 +2x4° +2x* +4x3 +x% —x +4‘ 263 +4x® —x+3

—3x0 —x° +4nt 223 ‘ 40 + 3% +2x + 1
o+t 422 4P
—x° —2x* +3x3 —4x®
4ot —3x% —x
—4x* -3 +24% —x
20> —x® —2x+4

—2x3 —4x* +x -3

—-x +1

Portanto, q(x) = 43 +38% +2x+1 e r(x) = 4x+1

MATB9S - Algebra IT



(d)
2x% —4x+3 | 7x -5

—2x% —2x 6x + 6
2x +3
—2x -2
1

Portanto, g(x) =6x+6 e r(x) =1
Exercicio 2.5.8. SejaR o anel F [x]/(x4 + x% + 1)- Suponha que

¥ = a3 +ax® +ax +ay emR

Calcule os ntimeros ag, a1, a, ds.

Solucio. Dividimos x” por x* + x* + 1

x
—x7 —.x5 —x3
—.x5 —x3

¥ +x3 +x

X

Portanto

X =0+ + D)3 —x) +x

7

Reduzindo (+) modulo (x* + x* + 1) podemos ver que x” = x em R

Portanto,ag =a) =az =0ea; = 1.

233

Exercicio 2.5.9. (a) Ache todos os zeros e suas multiplicidades de a4 -2 —4x+1 €

Zs|x]
(b) Determine se o anel Z[x]/ (x* — 16) € um dominio de integridade.
Solucdo. (a) Seja f(x) = x° + 4x* + 4x® — x* — 4x + 1. Podemos verificar que
f(1)=@1P° +4M)* +4(1° - 1> -4(1) +1=5=0em Zs

fB)=(3)° +403)* +4(3)° - (3> —4(3) +1 =555 = 0 em Zs
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Portanto 1 e 3 sio raizes de f(x), podemos aplicar Briot-Ruffini

1 4 4 -1 -4 1 1
104 3 -1/ 0 3
1 3 3 2 0

Isto nos dd a fatoragio

flx) = X 4t + 4% - —dx+ 1

= (x—1)(x=3)x>+3x* +3x +2)
Seja g(x) = x> + 3x% + 3x + 2. Podemos verificar que
g(3) =B +3(3)*+3(3)+2=65=0em Zs
Portanto 3 é uma raiz de g(x) e podemos aplicar o Briot-Ruffini

13323
11 1|0 |

Isto nos dd a fatoragio

X +3x%2+3x+2

g(x)

(x=3)(2+x+1)
Seja h(x) = x* + x + 1. Podemos verificar que

h(1) =(1)?+1+1=3#0emZs
h2) =) +2+7=2+#0emZs
h3) = @2 +3+1=3#0emZs
h(4) = (4> +4+1=1%#0emZs

Portanto h(x) ndo possui raizes em Zs. Assim, a decomposicio de f(x) em Zs[x] é

f(x) = (x = 1)(x =3 +x + 1)
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Logo os zeros de f(x) sdo x = 1 com multiplicidade 1 e x = 3 com multiplicidade 2.

(b) Z[x]/ (x* — 16) NAO é um dominio de integridade, pois
(x2 — 4+ (x* - 16)) e (x2 +4+ (- 16)) sdo 2 elementos ndo nulo em Z[x]/(x4 —16)- Mas

(x2 — 4+ (x* - 16))(3(2 +4+ (- 16)) =0em Z[x]/(x4 - 16)-

Exercicio 2.5.10. (a) Mostre que x? + 2 é irredutivel em Zs[x].
(b) Factorize x* — 4 como um produto de fatores irredutiveis em Zs5[x].

(c) Para que valores dek, (x+ 1) é um fator de (* +2x% = 3x% + kx + 1) em Zs[x]?
(d) Para que valores dek, (x —2) é um fator de (x* = 5x% + 5x% + 3x + k) em Q[x]?

Solucdo. (a) Suponha que por contradicio que x* + 2 é redutivel. Entdo x* +2 = (x + a)(x + b) para

algum a,b € Zs. Portanto,

x> +2=(x+a)x+b)=x>+ (a+b)x +ab.

Implica que a +b = 0eab = 2, ou seja, b = —aea* = —ab = =2 = 3. Mas para a € Zs =

{0,1, 2,3, 4}, podemos verificar que a?> = 0,1 ou 4. Este contradiz o fato que a?® = 3. Portanto x> +2
é irredutivel em Zs.
Outra Solugao:

Seja f(x) = x> + 2. Queremos os raizes de f(x) em Zs[x].

f0) =0 +2=2
f)=(172+2=3
f@Q=@2?%+2=6=1
fB)=@2+2=11=1
f@)=@4?+2=18=3

Portanto f(x) = X% + 2 nio possui raizes em Zs|x] e portanto ela é irredutivel em Zs5[x].

(b) De parte (a) sabemos que x* + 2 é irredutivel em Zs[x] e um argumento similar mostra que x> + 3 é
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também irredutivel em Zs[x] Portanto
4= -22=(2-2)(x* +2) = (* +3)(x? +2)

o produto em irredutiveis.
(c) Seja f(x) = x* +2x> — 3% + kx + 1. Aplicamos o Teorema do Fator que diz que (x + 1) é um fator
de f(x) em Zs[x] se e somente se —1 é uma raiz de f(x), ou seja ,

0=f(-1) = (<1)* + 2(=1 = 3(-1)2 + k(-1) + 1 = —k - 3.

Portanto (x + 1) é um fator de 23 -3 +kx+1em Zssek = -3 ouk = 2.
(d) Seja f(x) = x* — 5x° + 5x* + 3x + k. Aplicamos o Teorema do Fator que diz que x — 2 é um fator de
f(x) em Q[x] se e somente se 2 é uma raiz de f(x), ou seja,

0=f@2)=2*-5-2%+5-224+3.2+k=k+2.

Portanto (x — 2) é um fator de x* = 5x% + 5x% + 3x + k em Q[x] se k = 2.

Exercicio 2.5.11. Determine quais dos seguintes polinémios no anel R sdo irredutiveis. Para

aqueles que sdo redutiveis, escreva eles como produto de polinémios irredutiveis.
z 34,2
(a)R=ﬁ[x], fX)=x"+x"+x+1

Z _ 3
B_Z[x]' fx)=x"+x+1

(b)R =
©R=R[x], f(x)= rx-1
(dR=Z[x], f(x)= X —x® 4242 -2
(@ R=Q[x], f(x)=2x"+5x*+4>+7x> +7x+2
OR=2Zulx], fx)=x"+1
Solucdo. (a) Primeiramente observamos que f(1) =1+ 1+1+1 =4 = 0 portanto x — 1 é um fator

de f(x). Aplicando o Briot-Ruffini

1111‘1
101‘0
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Isto nos dd a fatoragio

flx) = CHxd+x+1

(x-1)(x*+1)

Z

Masx* +1=(x—1)(x - 1) em —..
as x (x—1)(x=-1)em 77 ,
Portanto a decomposigio de f(x) em 7 é

f) = -Dx-Drx-1) = (x-1)°

(b) Primeiramente observamos que f(1) = 1+1+1 = 3 = 0 portanto x—1 é um fator de f(x). Aplicando
o Briot-Ruffini

101 1 ‘ 1
11 2‘ 0
Isto nos dd a fatoragio
fx) = P®P+x+1

(x— 1% +x+2)

, Z .. )
Como x* + x + 2 ndo tem raizes em 37 ela é irredutivel.

z

Z
Portanto a decomposigio de f(x) em 7 é

fx) = (x = 1)(x* +x +2)

(c) Se f(x) = x* +x — 1 entdo f(0) = =1 e f(1) = 1. Portanto pelo Teorema do Valor Intermedidrio

existe uma raiz real entre 0 e 1. Portanto f(x) ndo é irredutivel em R[x].

(d) Se f(x) = x7 — x% +2x% — 2 entdo f(1) = 0. Portanto pelo Teorema do Fator, (x — 1) é uma raiz de

f(x). Aplicando o Briot-Ruffini

1—100020—2‘1
1000022‘0‘
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Isto nos dd a fatoragio

flx) = ¥ —x0+ 247 -2

(x —1)(x° + 2x + 2)

Seja g(x) = x®+2x+2. Entdo g(x) éirredutivel em Z[x] usamos o Teorema 6(Critério de Eisenstein)
comp = 2.
De fato

241, 212, e 2|2, mas 2242

Portanto, pelo Critério de Eisenstein, g(x) € irredutivel em Z|[x]..

Portanto a decomposigdo de f(x) em Z][x] é

F(x) = (x + 1)(x® +2x +2).

(e) f(x) = 220 +5x* + 42 + 7% + 7x + 2 € Q[n].

e Primeiramente procuramos raizes. Como ag = 2 e as = 2, pelo Teorema 2 (Critério da Raiz

Racional), temos como candidato x = —2. Verificando esta possibilidade temos
f(-2)=-64+80-32+28-14+2=0

Portanto x = =2 é uma raiz, ou seja (x + 2) divide f(x).

o Aplicando o Briot-Ruffini
2547 7 2 ‘ -2

21231‘0‘

Isto nos dd a fatoragdo

flx) = 220 4+ 5x* + 4x% + 7x% + 2

(x+2)2x* + 23 + 22 +3x + 1)

e Agora consideramos g(x) = 2x* + x> + 2x* + 3x + 1. Como ap = 1 e ay = 2, pelo Teorema

1
2 (Critério da Raiz Racional), temos como candidato x = ~3 Verificando esta possibilidade
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temos

o Aplicando o Briot-Ruffini
1
212 31 ‘ —5

2022‘0‘

Isto nos dd a fatoragio

24 + 3 +2¢% +3x+ 1

g(x)

(x+ %)(2x3 + 2x + 2)

Qx+ 1D +x+1)

3

o Agora h(x) = x° +x+1 ndo tem raizes em Q, porque pelo Critério da Raiz Racional as vinicas

possibilidades sdo +1 (pois ag = a3 = 1), mas

h(1)=1+1+1=3#0 e h(-1)=-1-1+1=1%#0

3

Porque, h(x) = x” + x + 1 é irredutivel, pois pelo Teorema 3:(Teste de redutibilidade para

graus 2 e 3), um polindmio de grau 3 sem raizes é irredutivel.

Portanto, a decomposigio de f(x) em Q[x] é

20 45 + 4 + 7+ Tx+2 = (x + 2)2x + D +x + 1)

() f(x) =x" +1 € Znlxl.

Consideramos g(x) = (x + 1)1

. Usando a expansdo Bindmio temos que

11 11 11 11
g(x) = x4+ x10 4+ X+ By x+1
1 2 3 10
11 11 11 11
= f(x)+ x10 4+ O + B4 X
2 3 10
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11
Usando o fato que 11 para 1 < k <10, temos que em 24
k

M1 =+ )M

Exercicio 2.5.12. Prove os seguintes polinémios sdo irredutiveis.

3 + 2% + x + 1 é irredutivel em Z[x]

(@) x* + x
(b) x* — 7x% + 5x% — 3x — 9 é irredutivel em Q[x]

(c) x® + 6x° — 124> + 18x — 24x — 60 é irredutivel em Q[x]
Solucdo. (a) Para mostrar que f(x) = x4+ 23 + 2% + x + 1 é irredutivel em Zs[x],

o Observamos primeiro que f(x) ndo tem raizes em Z; pois f(0) = 1 e f(1) = 1. Portanto pelo
Teorema do Fator f(x) ndo tem fatores lineares. Além disto, f(x) ndo tem polindmios de grau
3.

e Portanto precisa verificar fatores irredutiveis de grau 2. De exemplo 2 (pagina 143 do livro),
sabemos que x> + x + 1 é 0 tinico polindmio irredutivel de grau 2 em Z,|[x], portanto vamos

divide f(x) por x> + x +1:

A i +x+1] 2 4+x+1

— 2t a8 —y? ¥ +3x+5

x +1

Assim, na divisdo temos um resto de x + 1 # 0, ou seja x*> + x + 1 ndo é um fator de f(x).

Portanto f(x) é irredutivel.

(b) Para mostrar que g(x) = x* — 7x°> + 5x* — 3x — 9 é irredutivel em Q[x], usamos o Teorema 5(Teste
de Irredutibilidade mod p) acima:
Seja g é o polindmio obtido de g reduzindo todos os coeficientes mod 2. Entdo g(x) = x*+x>+x*+x+1

que sabemos que é irredutivel em Zy[x] em parte (a). Portanto pelo Teorema 4, g(x) é irredutivel

em Q[x].

(c) Para mostrar que h(x) = x84+ 6x° — 12x% + 18 — 24x — 60 é irredutivel em Q[x], usamos o Teorema
6(Critério de Eisenstein) com p = 3.
De fato
341, 3|6, 3|(=12), 3[18, 3|(-24), e 3|60, mas 3% 60
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Portanto, pelo Critério de Eisenstein, h(x) é irredutivel em Q[x].
Exercicio 2.5.13. Quais dos ideais I sdo maximal no anel R?
(b)I =<x>, R=Z[x];
(c)l=<x>, R=0Q|x];
(©I=<x>+x+1>, R=2Z[x];
Solugio.
(a) Como Z[x]/< x > = Z, que nio é um corpo, temos que < x >C Z[x] ndo é um ideal maximal.
(b) Como Q[x]/< x> = Q, que é um corpo, temos que < x >C Q[x] é um ideal maximal.

(c) Como x* + x + 1 é irredutivel em Zy[x] temos que Zy,

<x2+x+1>€MTHC01’pO.

Portanto < x> + x + 1 >C Zy[x] é um ideal maximal.

2.5.7 Atividade

1. Determine todas raizes e suas multiplicidades do polinomio p(x) = x>+ 4x* +4x® — x> —4x+1 €

Zs|x]
2. Calcule o produto (2% + x + 1)(2%% + 3x + 2) em Z[x] param =2,3,6.

3. Seja f(x) = x* + 2% + 1 € Zy[x]. Determine se existem polinomios q(x), p(x) € Zy[x], ambos de

grau 2, tais que f(x) = q(x) - p(x).
4. Resolva a equagio x> = ~1em Zs.
5. Seja A = {p(x) € Zy|x]; gr(p(x)) = 9}. Determine quantos elementos o conjunto A possui.

6. Determine as raizes em Zs do polindmio
p(x) = 0% 4 45 4 2012 1 208 4+ 1 € Zs[x].

(Sugestao: aplique o Teorema de Fermat: Seja p um numero primo, entdo
@’ =1 (mod p) V a € Z, tal que p ndo divide a.)

7. Em Zy[x] considere os polinomios p1(x) = 3x + 5 e pa(x) = 6x + 3

(a) Determine, caso exista, um polindmio q € Zy[x], tal que grau q=1 e p1q = 1.
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8.

9.

10.

11.

12.

13.

14.

(b) Determine, caso exista, um polindmio q € Zg|x], tal que grau q=1 e poq = 0.
Determine se os anéis abaixo sdo dominios de integridade. Justifique suas respostas. (a) Ze[x] (b) Zs[x]

Se F é um corpo e f(x), g(x) € F[x], prove que
] = {h) = pe) f(x) + 9(x)g(x) | p(x), 4(x) € FIx]}

¢ um ideal de F[x].

Determine polindmios q(x) e r(x) tais que f(x) = g(x)g(x) + r(x), e r(x) = 0 ou grau r(x) <
grau g(x) :

(@) f(x) = A+ 2% +x+1, g(x) =x>+3x° +x+3 € Zs[x]

() f(x) = X+ 20+ 2% + 2% + 222 + 2x, g(x) = 20 + +x3 + 2% +1 € Z3[x]
Suponha que o polinomio f(x) = x° + ax* + bx® + cx* + 4 € R[x] tem resto 4 quando dividido

pelo polindmio (x — 1), tem resto 6 quando dividido pelo polinomio (x + 1) e que é divisivel pelo

polindmio (x — 2). Determine o valor do produto abc.

3

O polindmio p(x) = x + 2 divide flx) = Pl x+lemZo[x]? em Zs[x]? em Zs[x]? em

Z7[x]? em Zy3[x]?
Determine para que niimeros primos p o polinomio (x* + x> + x> + x) € Zy|x], admite a raiz 2.

Em cada um dos seguintes casos escreve o polindmio f(x) em produtos de polindmio irredutiveis

no anel R :

_Z _ .3
(a)R—5Z[x], fx)=x"+4x+4

()R = %[x], fx)=x—2x* —x+1

()R =2Z[x], f(x)=x*+3x+6x+15
(d)R=2Z3[x], f(x)=x*+2x>+2x+2
(e)R=Q[x], fx)=x>-6x-1

HR=Qlx], f(x)=7x"+14x>+8x* —dx +2

(9 R=Q[x], f(x)=x*-6x*+1
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15. Determine todos os polindmios monicos irredutiveis de grau 2 em Z3z[x]. Justifique porque cada

um destes polindmios sdo irredutiveis e porque destes sdo os inicos irredutiveis.

Zs[x]
<x3+2x2+ax+3>

16. Determine todos os valores de a € Zs tal que o anel quociente é um corpo.
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