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RESUMO

O presente trabalho traz como principal objetivo o emprego de uma formulagao vetorial nao
linear geométrica e fisica para trelicas espaciais (3D) apresentada em (BANDEIRA, 1997)
em que a sua principal vantagem ¢é a definicdo de um tnico sistema de coordenadas nodais,
tanto para o elemento isoladamente, quanto para a estrutura como um todo, diferentemente
de como é largamente utilizado na literatura. A partir desta formulacao, além da analise
estatica convencional, desenvolve-se também o estudo do comportamento dindmico da
estrutura em resposta a carregamentos variantes no tempo com e sem amortecimento. A ma-
triz de amortecimento é construida tendo como base o modelo viscoso de Rayleigh, fazendo
uso das frequéncias naturais extraidas pelo Método de Jacobi. Seguidamente, as respostas
ao longo do tempo sao obtidas utilizando o método implicito de integracao numérica de
Newmark. Para tanto, todos os processos implementados e desenvolvidos foram realizados
em linguagem de alto nivel C e a composi¢ao dos modelos das trelicas 2D e 3D feita no GiD.

Palavras-chave: Dinamica Estrutural, Anélise quase-estatica, Comportamento nao linear,
Trelicas.
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1 INTRODUCAO

O sentido maior da analise estrutural é a busca de um modelo matematico simplificado
que represente com determinada precisao uma estrutura em questao a partir das diversas
defini¢oes de suas varias caracteristicas, tais como os materiais constituintes, condigoes de
contorno, tipos e comportamentos das cargas exercentes, etc. Desta forma, obter respostas
coerentes a partir de uma simulacao concisa é a condicao fundamental para o correto

dimensionamento da estrutura real a posteriori.

Até determinado periodo do século passado, qualquer formulacao e desenvolvimento de
modelos eram demasiadamente simplificados, com poucos graus de liberdade e normalmente
planares. Apesar do bom funcionamento destes e de terem sido fundamentais para a
evolucao da engenharia, com o desenvolvimento de ferramentas computacionais e o avango
exponencial da capacidade de processamento dos computadores pessoais, tornou-se entao a
utilizacao e concepgao de mecanismos e técnicas voltadas a estas novas tecnologias existentes
nao so6 pratico, mas hoje fundamental. Se por um lado ha uma maior confiabilidade em uma
aquisicao de dados com suporte a maiores detalhes e precisdo, ha também a necessidade de
se construir de forma mais limpa, barata e otimizada. Portanto, ao deparar-se com essas
pretensoes, justifica-se o aporte e a importancia da computac¢ao como uma das principais

aliadas do engenheiro moderno que busca solugoes potencializadas no seu projeto.

Neste contexto, O Método dos Elementos Finitos (MEF) surge entdo como impor-
tante instrumento para a andlise estrutural (REDDY, 2005; ZIENKIEWICZ; TAYLOR;
FOX, 2014). Diversas formulagoes ja foram exploradas e novas ainda estao surgindo. De
acordo com Azevedo (2003), devido ao seu grande desenvolvimento e a banalizagdo da
computacao, hoje é corrente andlises de geometrias extremamente complexas e arbitrarias,
com diferentes materiais e submetidos a quaisquer tipos de carregamento. Com isso, méto-
dos anteriormente utilizados na area e que facilitavam o calculo manual passaram a ser

obsoletos ou praticamente deixaram de ser empregados, como é o caso Método de Cross.

No desenvolvimento de um projeto, a analise estatica é a forma mais comum e
simples. Nela, as agoes a qual a estrutura esta submetida nao variam no decorrer do tempo.
Para tanto, quando estas apresentam determinada variabilidade, valores de projetos sao
utilizados desde que haja significancia quanto a probabilidade de ocorréncia, mesmo que
ainda assim sejam tratados de forma estatica na construcao de um modelo. Todavia,
quando se faz necessario o estudo de cargas dindmicas (variantes no tempo), a andlise
estatica ja nado é suficiente e, por razoes de seguranca, nao se deve abrir mao de uma
solucao mais adequada. No estudo dindmico, os deslocamentos dependerao também das
forcas inerciais que fazem oposicao as aceleracoes que as produzem. Por conseguinte, os

esforcos internos nao sao somente responsaveis pelo equilibrio das cargas externas, como
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também das forgas inerciais resultantes da aceleragdo que a estrutura produz (CLOUGH;
PENZIEN, 2010). A exemplo de agoes dindmicas exercentes em uma estrutura, tem-se: as
decorrentes das diversas atividades humanas, ventos, sismos, ondas, equipamentos moveis,

ete.

Ao surgir a possibilidade de construgoes mais esbeltas e de longos vaos, os efeitos
variantes no tempo devem sempre que possivel ser considerados. Em particular, ao abordar
um elemento estrutural com caracteristica normalmente esbelta chamado trelica, necessitar-
se-4 em muitos casos optar de forma prudente pela analise dindmica. Segundo Lacerda
(2014, p. 1),

Trelica é um arranjo estavel de barras delgadas interligadas. As
barras sdo conectadas por pinos sem atrito de forma que nenhum
momento possa ser transmitido pela conex@o. Desse modo, as
trelicas caracterizam-se por ser um arranjo de barras que somente
transmitem forca axial, mas podem estar sujeitas a momento fletor,
se submetidas a acao de forgas inerciais.

Dois tipos basicos de nao linearidades sao comuns nessas estruturas. O primeiro
deles é chamado de nao linearidade fisica e é gerado por um comportamento elastico
nao linear, plastico ou viscoelastico do material que compoe a estrutura. Neste caso, a
relagao deformacao-deslocamento é nao linear, como exemplo do concreto. O segundo tipo é
chamado de nao linearidade geométrica e ocorre quando as deformagcoes sao suficientemente
grandes para causar mudancas significativas nas dimensoes estruturais. De acordo com
Silva (2009), essa nao linearidade também é chamada de efeitos de sequnda ordem e é
responsavel por considerar os efeitos globais P-A e/ou locais P-4 oriundos das deformagoes
da estrutura a medida que esta é carregada. Materiais como o a¢o tém uma relacao
de nao linearidade fisica muitas vezes declarada como inexistente para calculos usuais
da engenharia; outros, porém, como o concreto, podem apresentar os dois tipos de nao

linearidades e sao contemplados igualmente por esta formulagao.

Por fim, em (BANDEIRA, 1997), traz-se a formulacao vetorial a qual serd abordada
neste trabalho. Esta concepgao é generalista em regime elastico e considera quaisquer
nao linearidades na estrutura trelicada. Ela leva em conta a variagao de variaveis como,
comprimento, estiramento, tensao e area, com equagoes que sao derivadas de forma
consistente e matrizes finais geradas sem aproximacgoes decorrentes de multiplicagdes por
cossenos e senos de angulos diretores. Mais tarde, (CODA, 2003) apresenta uma formulagao
para sélidos semelhante aquela apresentada por (BANDEIRA, 1997), denominada de
Método dos Elementos Finitos Posicionais, isto é, um tinico sistema de coordenas é utilizado,
diferentemente do método padrao convencional (corrotacional), onde existem sistemas
de coordenadas diferentes e, por este motivo, ha a necessidade de se utilizar matrizes de
rotacao. De forma geral, esta caracteristica acarreta em algumas diferengas notadamente

percebidas na concepcao da formulacao e do método. Essa metodologia, por se tratar de
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um estudo relativamente recente, apresenta uma menor disponibilidade de publicagoes
na literatura em relacao aos ja consagrados e tradicionais métodos computacionais de
analise estrutural. Sendo assim, a adequacao e desenvolvimento de um estudo dindmico é

de fundamental importancia para ampliar, melhorar e difundir as suas aplicagoes.

1.1 OBJETIVOS

Como objetivos principais podem ser citados os seguintes:

e Realizacao de estudos baseados em andlise numérica do comportamento nao linear

estatico e dindmico de trelicas espaciais e planas;

e Implementar e simular os elementos de trelica elaboradas no item anterior, a fim de

ter uma biblioteca capaz de reproduzir os resultados de diferentes tipos de treligas.
A partir deles, obtém-se os seguintes quesitos especificos:

e Avaliar o comportamento nao linear estatico de estruturas quando submetidas a
incrementos de cargas crescentes e utilizando o método de Newton-Raphson para

resolucao de problemas nao lineares;

e Avaliar carregamentos constantes no tempo e varidveis (senoidais, cossenoidais,
crescentes e parabdlicos) no estudo dindmico de treligas adotando o método de

integracao no tempo de Newmark;

e A influéncia no item anterior do amortecimento proporcional de Rayleigh, gerado a
partir da combinacao linear de matrizes e frequéncias naturais da estrutura e obtidas

pelo método de Jacobi para autovalores e autovetores.

1.2 JUSTIFICATIVA

Quando se pretende ter treligas cada vez mais leves e eficientes (menos barras),
obedecendo todos os padroes de qualidade e seguranga com confiabilidade, a analise nao
linear deve ser considerada, ja que, essas otimizagoes aumentam as chances de instabilidades
nao lineares (HRINDA; NGUYEN, 2008 apud LACERDA, 2014, p. 2). Este tipo de estudo
também deve contemplar as estruturas proximas ao colapso onde ha grandes modificagoes

na geometria e consequente perda da linearidade na relagao tensao-deformacao.

No ramo cientifico da mecanica computacional, tem acontecido um aumento signifi-

cativo da busca por métodos e teorias de andlise nao linear, motivado ainda por alguns

fatores (GRECO, 2004):
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e Caracteristicas geométricas e fisicas das estruturas estao cada vez mais inovadoras,
necessitando assim uma andlise nao linear para a obtencao de resultados mais

realistas;

e Os métodos numéricos e suas variantes, entre eles o MEF, estdao cada vez mais com

um comportamento aproximativo melhor e eficiente;

e A disponibilidade e expansao da capacidade computacionais e de seus varios recursos.

Apesar de simples, a analise de trelica se justifica porque as principais caracteristicas,
fendomenos e métodos dos elementos mais complexos envolvidos na andlise nao linear, em
geral, podem ser estudados na mesma com a vantagem de evitar toda a complexidade

envolvida na formulagao destas estruturas mais sofisticadas, como vigas, cascas e solidos.

Ademais, nao sao raros diversos tipos de carregamentos variaveis ao longo do tempo
no cotidiano das estruturas, tais como maquinas, equipamentos, edificios, entre outros.
Pensando nisso, a necessidade da compreensao detalhada se faz presente. Na pratica,
conquanto, aproximagoes destes carregamentos dindmicos sao realizadas os considerando
estaticos ou quase-estaticos. Porém, ao se elevar as suas magnitudes, as solicitagoes
também se mostram elevadas, sendo necessario o estudo variante no tempo destas respostas,

configurando uma andlise suficientemente robusta.

1.3 ORGANIZACAO DO TRABALHO

Inicialmente, sera apresentada uma revisao da teoria necessaria para melhor com-
preensao dos assuntos fundamentais deste trabalho, isto é, uma visao geral da anélise
estrutural nao linear estatica e dinamica. Posteriormente os métodos numéricos serao
abordados, como o método numérico de integragao de Newmark, solucao do problema
de autovalor usando o método de Jacobi e solugao de sistemas de equacgodes nao lineares
por meio do método de Newton-Raphson. No capitulo seguinte, a formulagao vetorial
do elemento de trelica proposto sera apresentada para que, seguidamente, seja discutida
a implementagao computacional dos métodos supracitados. Em um momento final, os
métodos utilizados nas analises serao estudados e avaliados para se depreender a respeito

dos objetivos propostos.
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2 FUNDAMENTACAO TEORICA

Os conceitos necessarios para o embasamento dos estudos e implementagcoes realizadas
neste trabalho, fundamentam-se nos textos a seguir. Neste capitulo se descreve os principais
conceitos sobre analise nao linear de estruturas, tais como os tipos de nao linearidades e
caminho de equilibrio, além de eventuais diferencas entre a concepcao linear e a nao linear.
Busca-se também abordar conceitos da dinamica estrutural e suas principais caracteristicas
atraves de um modelo de oscilador simples (mola) para descrever o movimento de um

corpo e posterior introdugao a analise modal.

2.1 CARACTERISTICAS DA LINEARIDADE

Normalmente, os projetos estruturais sao desenvolvidos considerando uma estrutura
simplificada, isto é, utilizam a andlise essencialmente linear. Deste modo, as equagoes
de equilibrio sdo formuladas baseando-se na configuracao inicial indeformada do sistema.
Neste tipo de andlise, segundo Bathe (2006), a formula¢ao do método dos elementos finitos

assume algumas hipéteses no modelo estrutural:

1. Os deslocamentos nodais sdo infinitesimalmente pequenos;
2. As condigoes de contorno nao se modificam durante a aplicacao das cargas;

3. O material é linearmente eléstico.

Figura 1 — Relagao entre forca e deslocamento em uma mola.
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Fonte: Autor, 2018.
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Isto posto, a Figura 1 traz a representacao classica da Lei de Hooke, onde f; representa
a forca interna gerada ao se aplicar uma carga ao sistema. Em condi¢ao de equilibrio
estatico, a relagao entre deslocamento u e forcas externas f. se da linearmente da seguinte

maneira:

k-u=fe (2.1)

Onde k corresponde a rigidez do material e u o deslocamento gerado ao se aplicar
uma carga. Em um sistema com maior quantidade de graus de liberdade, como seréa visto

na Subsecao 2.5.3, ter-se-a4 na forma matricial:

Ku=Ff (2.2)

€

Sendo K a matriz de rigidez, fe o vetor das forcas externas e w o vetor dos des-
locamentos nodais. De acordo com Silva (2009), a principal desvantagem deste tipo de
analise é a incapacidade de retratar o comportamento real de determinadas estruturas
sob condig¢oes nao usuais de carregamento ou no limite de carregamentos, isto pois, toda
estrutura se comporta de maneira nao linear antes de atingir seu limite de resisténcia.
Outrossim, por se tratar de uma relagao de proporcionalidade, se a carga é multiplicada
por uma constante 7, ou seja, 1 f., o deslocamento u serd assim aumentado (ou diminuido)
pelo mesmo fator, nu. Se a condicao de equivaléncia entre u e f. ndo acontece ou, na
necessidade de melhor detalhamento de um modelo para se obter respostas mais precisas,

as nao linearidades do sistema estrutural podem ser consideradas em um estudo mais
detalhado.

2.2 A NAO LINEARIDADE

De acordo com Bathe (2006), na nao linearidade a configuracao de equilibrio da

estrutura se torna o problema em questao a ser solucionado. Isto é:

fi — fe = residuo (2.3)

Diferentemente do caso linear, por apresentar um residuo na diferenca entre as forcas,
faz-se necessario langar mao de métodos iterativos para minimiza-lo a uma tolerancia

estabelecida.

De forma geral, a grande parte da literatura sobre andlise estrutural por elementos
finitos enfatizam a anadlise linear. Alguns poucos costumam introduzir os conceitos de
nao linearidade em poucos capitulos ou se¢oes introdutérias, a exemplo de (BATHE,
2006; ZIENKIEWICZ; TAYLOR,; FOX, 2014; COOK; MALKUS; PLESHA, 1989). H4
alguns outros que se destinam completamente a anélise nao linear. Dentre eles podem ser
destacados (ODEN, 2006; BORST et al., 2012; WRIGGERS, 2008).
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Dentre as diversas fontes de nao linearidades, existem dois tipos principais' abordadas

em todos as referéncias e sao elas: a nao linearidade fisica e a nao linearidade geométrica.

2.2.1 Nao Linearidade Fisica

Esse tipo de nao linearidade ocorre nos materiais que nao apresentam uma relagao
tensao-deformacao linear, ou seja, nao obedecem a lei de Hooke. Em casos como esse, as
equagoes constitutivas sao descritas de forma mais complexa, ja que a perda de rigidez do

material ao longo do carregamento é considerada.

Diversos materiais apresentam esse tipo de comportamento nao linear na elastici-
dade, plasticidade, fluéncia e viscoelasticidade. Tem-se como exemplo os metais em altas
temperaturas, argilas, polimeros e borrachas que se mostram viscoelasticos e o concreto e

os solos que sao elastoplasticos.

2.2.2 Nao Linearidade Geométrica

Quando se trata de uma anélise linear, todas as equacoes de equilibrio sdo dadas
tendo como base a condic¢ao inicial indeformada da estrutura. No entanto, quando ha
uma grande mudanca na geometria do sistema em estudo, estas equacoes ja nao sao
suficientemente eficazes em descrever este comportamento e necessitam ser atualizadas
para cada nova mudanca nessa geometria. Este tipo de nao linearidade é chamado de
nao linearidade geométrica e se trata de uma importante fonte de nao linearidade em

problemas estruturais. Elas sao classificadas em:

e Grandes deslocamentos e/ou rotagdes, mas pequenas deformagoes.

Figura 2 — Viga engastada.
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Fonte: Autor, 2018.

Ou seja, sao casos onde a estrutura sofre poucas deformagoes, mas os seus deslo-

camentos transversais e/ou rotacionais nao sao pequenos. Normalmente se faz bastante

I H& também as condicdes de contorno nao lineares, isto é, quando estas se alteram durante o

deslocamento, por exemplo, nos casos onde ha contato ou impacto. Este caso em questao nao
serd levantado neste trabalho.
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presente em arcos, trelicas, molas, placas e cascas finas. Tem-se como exemplo um viga
na Figura 2. Este elemento pode sofrer grandes deslocamentos e ao mesmo tempo ter
pequenas deformagoes. Em outras palavras, aumentando a sua rigidez E'I ao mesmo tempo

que se aumenta o seu comprimento L.
e Grandes deformacoes.

Por se tratar de uma grande deformagao, no geral, este tipo de nao linearidade
também gera nao linearidade fisica. Ocorre na formacao de metais e em materiais de
borracha. Apesar de relativo, na mecanica computacional como praxe, pode-se considerar
uma grande deformagao quando esta é acima de 5%. Além disso, alguns autores utilizam
preferencialmente o termo deformacao infinitesimal para pequenas e deformacao finita

para as grandes.

2.3 DESLOCAMENTO E DEFORMACAO

Devido as diferencas linguisticas, o termo deformacao na lingua portuguesa pode

apresentar uma traducao para duas palavras diferentes no inglés: strain e deformation.

Figura 3 — (B) Deformacao no sentido de deformation e (A) Deformagcao no sentido de
strain.

Fonte: Autor, 2018.
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De acordo com Lacerda (2014), deformation se refere a uma transformagao do corpo
de uma configuracao de referéncia para uma conformacao atual. Porém, este conceito nao
faz diferenciacao entre movimento do corpo rigido e uma modificagdo em sua forma, sendo
assim ambos os casos assumem o mesmo sentido de deformagdo. Conquanto, strain é uma
medida adimensional normalizada de deslocamento entre a configuracao de referéncia e os
pontos materiais do corpo. Tem-se como exemplo a Figura 3 que representa os conceitos
abordados. Na rota B a deformacao é um deslocamento dos pontos, apenas translacional
do corpo, encaixando-se no que seria deformation. Na rota A acontece uma mudanca de
forma da configuracao inicial, sendo apropriada a definicao strain. Dessarte, a deformacao

na rota B é igual a zero e, diferente de zero na A.

Por fim, no sentido de strain, tem-se que na formulagao contida em (BANDEIRA,
1997) se emprega apenas um tipo de deformagao (Deformacao de Engenharia) e, para
o presente trabalho, a mesma também foi utilizada para avaliar o comportamento das

barras.

2.3.1 Deformacao de Engenharia

Figura 4 — Deformagao (strain) de uma barra.
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Fonte: Autor, 2018.

Dentre os tipos de deformacoes esta é a mais simples. A equacao da deformacao
pode ser definida da seguinte forma e de acordo com a Figura 4:

- 2.4
3 I (2.4)

E =

A vista disso, a relagao do alongamento linear, que é o quanto ela se deforma em

relacdo ao tamanho inicial, é dada:

Ly
A= —
L;
e=A—1 (2.5)

2.4 CAMINHOS DE EQUILIBRIO

A fim de avaliar se uma estrutura qualquer é estavel, faz-se necessario verificar a
configuracao de equilibrio da mesma variando algum parametro de controle, obtendo assim

um caminho de equilibrio (ou trajetéria de equilibrio) do sistema estrutural.
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Figura 5 — Caminho de equilibrio de uma estrutura.
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Fonte: Autor, 2018.

Tem-se um caminho de equilibrio? ordinario representado pela Figura 5 que relaciona
Carga x Deslocamento. E possivel destacar alguns pontos de interesse, assim chamados

de pontos criticos:

e Ponto de limite: se mostra como ponto de maximo ou minimo da fungao. E também

onde se tem uma tangente horizontal no gréfico;
e Ponto de bifurcagao: é onde dois ou mais caminhos de equilibrio se cruzam,;

e Ponto de viragem: de maior importancia computacional do que propriamente
fisica, ja que pode afetar o desempenho de alguns métodos numéricos, é onde a

tangente se apresenta verticalmente;

e Ponto de falha: E onde se finaliza o caminho de equilibrio, ou seja, onde a estrutura

entra em colapso.

Ao atingir os pontos criticos, a estrutura pode instabilizar-se, desta forma, é de

substancial importancia reconhecé-los para um projeto de engenharia.

2 Se o comportamento da estrutura for nio linear, o grafico se manifesta nao linear. Cada ponto

da curva representa uma configuracao estatica da estrutura para sucessivos carregamentos.
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A tangente do caminho de equilibrio é expressa pela rigidez da estrutura (k). Sendo

ela negativa, o caminho de equilibrio é instavel.

Carga

Tangente de rigidez =
& & Deslocamento

2.5 DINAMICA ESTRUTURAL

A maioria dos sistemas mecanicos esta sujeita a certo grau vibracional e por isso, seu
projeto geralmente necessita de uma anélise dindmica. Estas vibragoes sao classificadas em
duas classes: vibragoes forgadas e vibragoes livres. No primeiro caso acontece sob constante
excitagao externa a estrutura. No caso das vibragoes livres, distintamente, decorre apés
curta excitagao, quando um sistema oscila na auséncia de quaisquer forcas externas. O
estudo da vibracao livre é importante para determinar todas as frequéncias vibracionais
de um corpo, ja que o seu movimento oscilatorio recebe a contribuicao de todas elas.
Além disso, quando a solicitacado gera no sistema uma oscilagdo que coincida com uma das
frequéncias naturais do sistema, forma-se um estado de ressonancia, podendo resultar em
amplas oscilagoes e possivelmente causando o colapso estrutural, como no caso célebre
da ponte de Tacoma Narrows, nos Estados Unidos, que veio ao colapso apds atingir a
ressonancia devido as cargas dinamicas do vento. Portanto, faz-se substancial o calculo

das frequéncias naturais no estudo das vibragoes.

De acordo com Gopalakrishnan e Mitra (2010), os problemas dindmicos estruturais,
em geral, também denominados de problemas inerciais, apresentam respostas governadas
por baixas frequéncias que estao entre poucos a centenas de Hz. As altas frequéncias regem
os chamados problemas de propagacao de ondas que normalmente ocorrem em cargas
explosivas e impactos. Na quase-estatica, por sua vez, os efeitos de inércia podem ser
desconsiderados devido as baixas frequéncias de excitagao, simplificando assim o processo
a uma analise estatica (SILVA, 2009).

Na Secao 2.1 foram trazidos os conceitos da linearidade para o equilibrio estatico de
uma estrutura. Ao acrescentar forcas varidveis neste sistema, as caracteristicas apontadas
que relacionam as forgas internas e externas nao serao modificadas, ou seja, havera ainda
um equilibrio entre essas a¢oes na linearidade e um desequilibrio na nao linearidade, como
aponta a Equagao 2.3. Porém, nessas circunstancias as forgas de inércia ( ﬁ = m - a) passam
a ser relevantes na analise. Aqui, introduzir-se-a estes novos conceitos para um grau de

liberdade, expandindo-o para sistemas com n graus.

2.5.1 AcgoOes dinamicas

Preliminarmente, segundo Clough e Penzien (2010), as a¢oes dindmicas podem
ser classificadas como deterministicas e probabilisticas. Caso haja variagdo no tempo

completamente conhecida, esta acao sera deterministica e a andlise da resposta estrutural
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também o serd desta maneira. Diferentemente, as agoes probabilisticas tém uma variacao

de tempo determinada estatisticamente.

As acoes deterministicas podem ser exemplificadas na Figura 6 e discriminadas da
seguinte maneira (SORIANO, 2009):

e Harmonicas: representadas por meio de fungoes cossenoidais e senoidais

fe(t) = fo cos(wt)
fe(t) = fosin(wt)

e Periddicas arbitrarias: é um tipo de a¢ao que nao obedece uma lei especifica como
no item anterior, todavia, pode ser aproximada por séries de Fourier ja que se repete

dentro de um periodo de tempo;
e Impulsivas: tém uma intensidade elevada durante um curto intervalo de tempo;

e Aperiddica arbitraria: sao aleatérias. Nao se repetem e nao seguem nenhuma lei

especifica.

Figura 6 — Tipos de carregamentos dindmicos.

(a) Aperiédico (b) Harmonico
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(c) Periédico arbitrario (d) Impulsivo
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Fonte: Adaptado de (SORIANO, 2009).

Além dos carregamentos constantes no tempo, a simulacao elaborada foi adequada
para cargas harmonicas senoidais e cossenoidais, crescentes (fungao do primeiro grau) e

cargas parabolicas (fungao de segunda ordem) conforme representados na Figura 7.
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Figura 7 — Tipos de carregamentos implementados.

JANA JANVA ‘
‘ \‘\/\/\‘\/\/\/‘

Fonte: Autor, 2018.

2.5.2 Sistema estrutural dinamico

Figura 8 — Equagoes gerais do sistema dindmico.

() fo(t) =m i (b) fot) =m it + k- u
a,v a,v

a, Vv

Fonte: Autor, 2018.

Conforme ja explanado, a formagao de um problema de dinamica envolve além da
rigidez inerente ao material, as acoes inerciais que sao também relevantes. H4 ainda as
forcas de amortecimento da estrutura que dissipam a energia durante o movimento, com
consequente reducao continua da amplitude das vibragoes. Isto posto, a formulacao da

equagao geral de movimento pode ser dada a seguir.

Para um sistema composto por um corpo livre em movimentagao no espago (Fi-

gura 8a), a segunda Lei de Newton diz que:

fe=m-i (2.6)

Sendo m a massa e i a aceleragao do corpo, respectivamente.

Ao considerar um sistema em equilibrio, tem-se que a massa e a aceleracao do corpo

produzem uma forca f; que se opoe a acao externa f., ou seja, m - i — f. = 0.
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O equilibrio dindmico pode ser entendido pelo Principio D’Alambert e obedece os
mesmos preceitos do equilibrio estatico para a linearidade e nao linearidade descritos nas

Secao 2.1 e Segao 2.2.

Para tanto, ao considerar também a rigidez do material, conforme a Figura 8b, o

equilibrio dindmico pode ser reescrito da seguinte maneira:

fet)=m-ti+k-u (2.7)

Para este caso, o termo k - u é denominado de forca elastica e é abordado anterior-

mente na Equacao 2.1, da Secao 2.1.

Além disso, até aqui se tem um sistema nao amortecido (ou conservativo). Quando
existe dissipacao de energia, faz-se imprescindivel o acréscimo da parcela responsavel por
esta perda, o amortecimento. Posteriormente este parametro sera elucidado e determinado
pelos processos estudados. A equacao de equilibrio é novamente atualizada, concordante
com a Figura 8c. Em que ¢ é o amortecimento e @ a velocidade do corpo. A multiplica¢ao

¢ - u é nomeada de forca dissipativa de amortecimento.

fe@@)=m-ti+c-u+k-u (2.8)

Ou ainda:

fet) = fin + fe+ fi (2.9)

2.5.3 Expansao para varios graus de liberdade

Para uma estrutura trelicada espacial cada um dos seus nés possui trés graus de
liberdade translacionais, um para cada eixo global (z,y, z). Na mesma sequéncia, em
um sistema planar haverd dois nos eixos x e y. Sendo assim, uma barra possui 6 gls e 4
gls respectivamente em cada caso, sendo que qualquer grau de liberdade representa um
deslocamento possivel para uma direcao especifica relacionada. Logo, para cada grau de

liberdade se tem uma Equacao 2.9 associada:

fel(t) = fm1 + fc1 + fk1
feg(t) = fmz + f02 + fkg
feg(t) = fmg + f03 + fkg

fen(t) = fmn + fcn + fkn

Sendo f,, = m -1 a forga de inércia, f. = c-u a forca dissipativa de amortecimento
e fr = k- u a forca elastica. Cada uma dessas forgas pode ser separada em subsistemas

especificos, mais convenientemente bem escritos como combinagao linear relacionando os
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deslocamentos, velocidades e aceleragoes e seus respectivos coeficientes de elasticidade,

amortecimento e massa:

fmi (t) (my mas mas - ma| [
Jma (1) M1 Moy Moz -+ Moy | | U
fms(t) ¢ = |ma1 msa maz o mg,| ] s (2.10)
fmn (t) [Mn1 Mp2 Mp3 0 My | (1
fer (1) 11 1 c13 - e | [
fer(t) C1 Co2 Co3 "+ Cop| | U2
fes(8) p = |ca1 c3a c33 -or 3| QU3 (2.11)
fcn (t) _Cnl Cn2 Cpz - C’rm_ un
fkl(t) _kn kio kiz - kln_ Uy
fro (1) ko1 koo koz - Kon| |uwe
frs() p= ka1 ksa kaz -+ kan| {us (2.12)
fkn (t> _knl an kn?y e knn_ Unp,

Entao, é oportuno ainda representar os sistemas da Equacao 2.10, 2.11 e 2.12 na

forma matricial:
f.t)=Mi+ Cu+ Ku (2.13)

Onde, M ¢é a Matriz Massa, C é a Matriz de Amortecimento e K a Matriz de
Rigidez.

2.5.4 Sistema nao amortecido e introducgao a analise modal

Tem-se na analise modal de estruturas uma das mais utilizadas ferramentas da
comunidade de engenheiros na caracterizagao das particularidades vibratorias, isto é,
consiste em um método de determinacao dos autovalores e autovetores de um dado
sistema estrutural. A sua plurivaléncia permite que os dados obtidos na andalise sejam
utilizados em alguns tipos de aplicagoes, dentre eles a determinacao dos parametros de
amortecimento do sistema, possibilitando uma concepc¢ao da matriz de amortecimento
presente na Equacao 2.13. Neste contexto, encontra-se a necessidade de compreender as

bases dos seus mecanismos de solucao e suas particularidades.

O sistema nao amortecido é crucial para determinacao das frequéncias naturais e dos
modos vibracionais da estrutura. Soriano (2009) afirma que apés excitado, o modelo passa

a vibrar em movimento harmonico simples e mantem essa vibragao ao longo do tempo.
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Por conta disso, as frequéncias naturais e modos de vibrar sdo dependentes apenas da

distribuicao de massa (m) e rigidez (k) e independentes da carga externa aplicada.

O modelo em questao pode ser representado por um oscilador simples, em um
sistema nao amortecido, uma vez que o amortecimento é o parametro a ser determinado

posteriormente. Sendo assim, a equacao serd formada da seguinte maneira:

m-i+k-u=0 (2.14)

A Equacao 2.14 é uma equacao diferencial de segunda ordem homogénea a coeficientes

constantes e admite a solugao a seguir:

u = 1) cos(wpt) (2.15)

Aplica-se entao a Equacao 2.15 em 2.14:

—mapw? cos(wpt) + k1 cos(w,t) = 0
(—mwiw + k:w) cos(wnt) =0
(=mwiv + kv) =0
(k — wim) v =0 (2.16)

Tem-se a solugao nao trivial (Equagao 2.16), onde 9 é o modo de vibragao e w, a

2

- ¢ a Equacao 2.16 pode ser reescrita da seguinte

frequéncia natural. Assume-se A = w

maneira:

(k—Am)1p =0 (2.17)

Ademais, a relacdo para que seja possivel expandi-la a um sistema de equagoes
representando os n graus de liberdade é feita conforme a Equagdo 2.17 em um sistema de

matrizes diretamente correspondente na Equagao 2.18 abaixo:

(K- AM)¥ =0 (2.18)
M 'K = AU
DU = AU (2.19)

A matriz D é denominada de Matriz Dindmica, a matriz W é dita Matriz Modal,
que tem uma ordem n x n onde cada coluna representa as formas modais dos n graus de
liberdade correspondentes ao autovalor A;. Tem-se ainda a matriz A que é dita Matriz

Espectral e costuma ser representada na forma:

A= " (2.20)
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Para cada autovalor A;, ha um respectivo autovetor nao nulo W¥;, que satisfaz a
Equagao 2.19. Os valores de A para solugoes nao nulas dela sao os autovalores de D e
assumem apenas valores reais®. Além disso, para cada valor A; de D mais o vetor nulo,
formam uma base vetorial, podendo entao escrever a solucdo da Equacgao 2.19 como

combinagao linear dos autovetores da transformacao.

Como os valores de A e ¥ podem ser obtidos por meio de técnicas iterativas bastante
eficientes, principalmente para os modos de baixas frequéncias (COHEN; MCCALLION,

1967), algumas consideragoes podem ser feitas:

e [ preciso apenas uma parcela dos autovalores e/ou autovetores para a analise;
e Sa0 necessarios autovalores e autovetores ou somente os autovalores;

e Como a matriz de transformacao é simétrica, o custo computacional é consideravel-

mente reduzido;

e Em uma matriz de ordem elevada, a memoria do computador deve ser avaliada para

a adequagao do algoritmo;

e Por se tratar de uma matriz esparsa (D), a mesma possui elementos nao nulos
em uma banda centrada na diagonal, ou os elementos estao dispostos em todo o
corpo da matriz, facilitando a analise, ja que os valores menores que uma tolerancia

estabelecida podem ser ignorados;

e Os resultados devem apresentar uma razoavel ou boa precisao dentro da necessidade

requerida.

De acordo com Bathe (2006), o principal dilema no uso desses métodos se dé com a
acuracia nos calculos, uma vez que estes tipos de problemas requerem processos iterativos
e a solucao deve ocorrer ao alcancar os limites aceitaveis. Estas tolerancias sao constituidas
usando as sucessivas aproximagoes dos autovalores e pelos elementos exteriores a diagonal

principal da matriz, de forma que estes tenham valores nulos, tendentes a zero.

Para que se possa diminuir o custo computacional utilizando apenas um nimero
suficiente de autovalores e autovetores correspondentes, em alguns casos onde nao se requer
o uso de todos os modos - a exemplo de determinados tipos de carregamentos dinamicos
e montagens de certos elementos - pode ser negligenciada a contribuicao de modos de
frequéncias mais elevadas (BATHE; WILSON, 1973).

Na solucao do problema do autovalor e autovetor da Equacao 2.19, emprega-se o

método de Jacobi, que esté descrito em (PRESS et al., 1992) juntamente com seu c6digo na

3 Os autovalores também podem assumir valores complexos, porém, neste tipo de problema
¢é assegurado apenas valores reais, ja que uma matriz real simétrica tem apenas autovalores

reais (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987).
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linguagem C. Trata-se de um método de relativa simplicidade e grande eficiéncia, que produz
uma diminuicao progressiva tendendo a zero dos elementos fora da diagonal principal da
matriz dinamica D. Todavia, este procedimento pode vir a ser custoso para o caso de
uma analise nao linear dinamica, uma vez que para cada incremento de deslocamento
calculado pelo método de Newton-Raphson (Algoritmo 1), tem-se uma nova estrutura com
novos valores de frequéncias naturais e rigidez, ja que o comprimento dos seus elementos é
alterado, de acordo com o Algoritmo 3. Assim sendo, faz-se necessario avaliar, quando a
estrutura nao apresenta grandes deformagoes (strain), se nao é satisfatéria e suficiente a

utilizagao das frequéncias naturais da sua condigao inicial indeformada.

2.6 O AMORTECIMENTO

O amortecimento, fisicamente em um sistema, é a transformacao da energia mecénica
de vibracdo em energia térmica. Em diversos trabalhos académicos ha uma abrangéncia
vasta de materiais e sistemas estruturais amortecidos em que o foco normalmente é o calculo
de respostas quando ha ou nao a presenca de amortecimento. Porém, a correta identificagao
desse fendmeno continua a ser um grande desafio a ciéncia e a sua comunidade, ja que esse
processo ainda nao se da de forma eficiente se comparado com diversos outros parametros
de um modelo (DIAS, 2015). Além disso, tem-se uma condicao deteriorada quando se leva
em consideracao os erros de medicoes experimentais e a complexidade e dimensao das
grandes obras da engenharia. Por essa razao, apesar de trazer uma maior confiabilidade aos
calculos, muitos algoritmos desprezam as forcas dissipativas de amortecimento presentes
no sistema. Todavia, ainda assim, diversos modelos fisicos foram desenvolvidos com esta
finalidade, podendo-se apontar o modelo viscoeldstico proposto por (CHRISTENSEN;,
1982), atrito (BERGER, 2002), histerético (BERT, 1973) e, o modelo viscoso de Rayleigh
(CLOUGH; PENZIEN, 2010).

De forma geral, as referéncias utilizadas no presente trabalho trazem em grande
parte a metodologias de amortecimentos em sistemas lineares, muito por apresentarem
uma boa resposta em situacoes onde nao ha um grande nivel de tensao e deformacao
e, além disso, um baixo custo computacional envolvido quando se trata de uma anélise
puramente linear (BERT, 1973). Esse mesmo autor trouxe resultados de comparagoes de
varios modelos propostos para representagao do amortecimento de meios homogéneos em

sistemas estruturais dinamicos.

Além de (BERT, 1973), (WOODHOUSE, 1998) escreveu sobre o comportamento
vibracional de sistemas com amortecimento linear na presenca de pequenos valores de
amortecimento. Ja4 em (ORBAN, 2011) hd um levantamento com dados numéricos e
experimentais sobre até onde a geometria da estrutura afeta no amortecimento dela. E
em (JEARY, 1997) se avalia o decaimento energético de um sistema (o amortecimento),

relacionando-o com os mecanismos de fratura do mesmo.
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Finalmente, tendo em vista este trabalho e a necessidade de se definir os diversos
parametros da equagdo de movimento (2.13), o amortecimento deve ser dado para uma
situacao onde ha, além do mais, um sistema nao linear a ser solucionado. Isto posto,
salienta-se de antemao que a matriz de amortecimento nao deve ser obtida pela forma
convencional citada na Segao 4.2, por meio das dimensoes, coeficientes e membros da
estrutura. Assim, um conjunto de métodos para uma maior eficiéncia na determinacgao
deste parametro, baseados em analise modal, tem sido desenvolvido. Nesse contexto, o
modelo de combinacao linear de amortecimento viscoso, elaborado por Rayleigh, é a
aproximagao mais comumente utilizada no arranjo da matriz de amortecimento, mesmo
com fato de que os amortecimentos estabelecidos com a frequéncia vibracional possam

nao ter uma elevada precisao de calculo.

2.6.1 Amortecimento proporcional de Rayleigh

Como ja mencionado, o amortecimento proporcional de Rayleigh é o modelo escolhido
para este trabalho, com o objetivo de realizar um estudo mais fidedigno, considerando-
o como uma variavel no sistema. De forma geral, este modelo de combinagao linear
entre rigidez e massa ¢ a aproximacao mais ordinariamente utilizada na composicao de
matrizes de amortecimento, porém, de acordo com Adhikari (2006) estes amortecimentos
proporcionais a massa e a rigidez, baseados em frequéncias naturais, apresentam limitagoes
e podem nao ser calculados com elevada precisao. Na Figura 9 é observado por meio de

curvas como o amortecimento do sistema se comporta, sendo ele proporcional ou nao.

Figura 9 — Modos de amortecimentos proporcionais. Amortecimento proporcional a massa,
a rigidez e amortecimento de Rayleigh.
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Fonte: Autor, 2018.

Considera-se entao a matriz de amortecimento como a combinagao linear das matrizes
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de rigidez e de inércia. Ela pode ser representada do seguinte modo:

C = aM + K (2.21)

E, para se obter os valores dos coeficientes de proporcionalidade o e 3, levando em
conta a taxa de amortecimento £ e frequéncia w (CLOUGH; PENZIEN, 2010), tem-se:

« Bwn,
&= 2w, T

(2.22)

No caso da dinamica estrutural, considera-se a primeira e menor frequéncia, além
de alguma outra frequéncia significativa cujo modo contribua substancialmente para a
resposta dindmica da estrutura (CLOUGH; PENZIEN, 2010). Assim, admite-se duas taxas
de amortecimento distintas, bem como duas frequéncias naturais diferentes que sao obtidas
pelo procedimento da Subsecdo 2.5.4, a analise modal. E conveniente se rearranjar em

forma matricial para se obter o seguinte sistema:

L W
AN
2wp, 2

Ou reagrupando, de modo a se isolar as variaveis de interesse a e 3:

Wny —Wn,
2 n n
ol Zomen | 1 (2.24)
B w7211 - w1212 — 62
2wn, 2wn,

Tabela 1 — Amortecimento de materiais em condi¢ées normais de trabalho.

Sistema I3
Metal em regime elastico <0,01
Estrutura metalica continua 0,02 a 0,04
Estrutura metalica com juntas 0,03 a 0,07
Aluminio 0,0004
Tubulacao com didametros pequenos 0,01 a 0,02
Tubulagao com didametros grandes 0,02 a 0,03
Absorventes de choques 0,03
Borracha 0,05

Grandes construgoes durante terremotos 0,01 a 0,05

Fonte: (ORBAN, 2011).
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Usualmente se considera os coeficientes de amortecimento iguais para ambas as
frequéncias naturais &; = & = £. Caso haja um sistema constituido por materiais distintos,
é recomendado que haja razoes de amortecimento diferenciadas para cada frequéncia

natural (BATHE, 2006). Com essa observagao, o sistema 2.24 pode ser representado como:

{O‘} X {wmwm} (2.25)
B Wny + Wny 1

o — 28wn, Wn, B = 28 (2.26)

Wry T+ Wny Wry T+ Wny

Ou ainda:

Além disso, a razao de amortecimento ainda depende de variados fatores, além do
material, como a amplitude das tensoes, nimero de ciclos, forcas internas, geometria,
temperatura, etc. (ORBAN, 2011). Pode-se levantar estes dados experimentalmente em
laboratério, porém, para estruturas de elevadas dimensoes, complexas sobretudo, a analise
experimental ¢ dificultada (HUANG et al., 2007). Por mais este motivo de variadas
incertezas, nao é incomum representar §; = & = £. (ORBAN, 2011) lista, conforme a

Tabela 1 presente, algumas razoes de amortecimento para alguns tipos de materiais.
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3 METODOS NUMERICOS PARA ANALISE ESTRUTURAL

Visto na Se¢ao 2.2, para o problema da nao linearidade se faz necessario um processo
de minimizagdo afim de que seja alcancada a condicao de equilibrio do sistema. Isto é, ha
de se ter a circunstancia onde f, — f. < tol, sendo tol uma tolerancia estabelecida, f, é o

vetor das forcas internas e f_ o vetor das forgas externas.

Isto posto, este capitulo descreve alguns dos métodos numéricos consagrados e
aplicados na resoluc¢ao dos problemas estaticos e dinamicos. Em primeiro momento se
tem o método de Newton-Raphson para resolver sistemas de equagdes nao lineares,
posteriormente, a discussao deste método para problemas incrementais-iterativos e, por
fim, o método de integracao direta no tempo de Newmark utilizado para analise dinamica

na resolucao da Equacao 2.13.

3.1 METODO DE NEWTON-RAPHSON

Figura 10 — Método de Newton.

reta tangente
com inclinagéo .
g'(%o) :
-

// X3 /;<2 / X4 Xo X

Fonte: Autor, 2018.

q
v

O método de Newton-Raphson é um dos mais importantes métodos numéricos

classicos aplicados nas engenharias e ciéncias exatas e que tem provado ser uma das mais
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eficientes técnicas de solucao disponivel para analise nao linear de estruturas. inicialmente
o método sera visto de forma genérica e, apds isso, a solucao sera distinguida para o caso

estrutural nao linear objetivando se encontrar a condi¢ao de equilibrio onde f; — f. = 0.

O método de newton ¢é iterativo, ou seja, no decorrer do problema é gerado uma
sequéncia de pontos a partir de um ponto inicial zy. Na j-ésima iteragao, o ponto ;1 €
obtido a partir do ponto imediatamente anterior a ele, pela Equagao 3.1 (BANDEIRA,
1997).

Para sua definigao, suponha que g(x) é uma funcao continua, diferenciavel e com raiz
proxima a um ponto estimado. Por meio da Figura 10 se pode observar como ¢é encontrada
a solucao dessa fungao. O procedimento se inicia com uma primeira estimativa em zg, a
partir dai, a reta tangente em g(z() darda o novo ponto x; onde ¢'(z) interseccionar o eixo
x. Doravante, os valores de z; e g(z;) sdo encontrados consecutivamente em sequéncia
(LACERDA, 2014). A equagao geral pode ser dada abaixo:

T )
J

Além disso, esta equacao pode ser encontrada a partir de uma expansao em Série de

Taylor de g(x) em torno de z; e, apos isso, truncando-a em termos de primeira ordem:

o) = gl + (2 = 2,)0'(20) + o (o — )2 () + -

9(x) = g(x;) + (v — z;)g' (x;) (3.2)

Para encontrar a raiz, faz-se g(z) = 0 na Equacdo 3.2 e se chega novamente na

formulagao da Equagao 3.1:

3.1.1 Critérios de parada

Dentre os critérios de parada usados, dois sao definidos em (GILAT; SUBRAMA-
NIAM, 2008):

e Tolerancia em g(x) - as iteracoes terminam quando o valor absoluto de g(x;) é

menor do que um valor de tolerancia pré-especificado;
|9(z;)| < tol

e Erro relativo estimado - as iteragoes terminam quando o erro relativo é menor

do que um valor de tolerancia pré-especificado.

ox

Lj

Tj+1 — Tj|

< tol

Lj
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3.2 METODO DE NEWTON GENERALIZADO

Para um caso geral, onde ha uma situacao com n graus de liberdade, o método de

Newton-Raphson podera ser expandido para um sistema com n equacoes.

Figura 11 — Esquema da mola com dois graus de liberdade.

Ug Uy Uy

T —_—
1:eO k1’k2 1:e1 k1,k2 1:e2

gl0 gl1 gl 2

Fonte: Autor, 2018.

Para a deducao, tem-se o esquema de um mola nao linear genérica, com dois graus
de liberdade (Figura 11), e coeficientes de rigidez k; e k2. A mesma apresenta uma funcao
objetivo ou energia potencial total P(z) continua, com derivadas parciais também continuas

até segunda ordem.

kix? koxt
P(r) —
(2) = = 1

(3.4)

O trabalho realizado pode ser dado entre a diferenca do trabalho interno pelo trabalho

externo em um sistema de molas com n graus de liberdade:

n-l k U; — U; 2 ]f U; — U; 4
P(u) _ Z 1( +12 ) + 2( +11 ) . fei+1 Uisr (35)
=0

Assim, a matriz jacobiana é formada com o primeiro gradiente da equacao da energia

de deformacao e considerando ugp = 0 e f,, = 0 devido ao seu engastamento.

OP
Ouy 3 _ —w) — )3
VP(ui,uz) = Yl Frun + koui — iy (uz — ) k2<“32 u1)” = fer
ai ki(ug — uy) 4 ko(ug — u1)® — feo
81,62
b + kot — k(s — 1) — ko (up — uy)3
VP(uy,up) = o+ kpui =k (us =) 2(u32 w)* | ffe (3.6)
ki(ug — up) + ko(ug — uq) foo

A Equacao 3.6 assume também a representagao seguinte:

VP(ul,UQ) = 5f
of =fi—Ff. (3.7)
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Na determinacdao da matriz de rigidez, encontra-se a matriz hessiana' da energia de

deformagao P(u), derivando-a pela segunda vez parcialmente em relagao a u; e us.

P 0P
ou?  Ouy0u
2 2 10Us
V P(ul,u2) = 82P 62P
QupQuy  Ouj (3.8)
VQP(UD Up) = 2k + 3koui + 3ka(ugy — u1)® k1 — 3ky(ug — wy)?
k= 3k (w2 — wn)? k1 + 3ko(ug — u1)?

Desta forma, a matriz resultante da Equagao 3.8 é também a matriz de rigidez
tangente K, da estrutura. Comumente, em estruturas com comportamento linear a matriz
K, é apenas referida como matriz de rigidez K. A matriz de rigidez tangente para varios

graus de liberdade é dada:

o*pP 0*P 9?’P 9’P

ou? Ou 0us  OuqOus Ou,0u,,

0*P o’pP 0P o*pP
OusOuy ou3 OusOus OusOu,,

2 2 2 2
VP(U17UQ,U/3, 7un):Kt: aP aP aP 8P (39)

8u30u1 8U38uQ 8u§ 8u38un

0*P o*pP 0P 827P
| OunOuy  QupOuy  Qupdus ouz |

Para resolucao pelo método de newton, faz-se entao a expansao da Equacao 3.1.

uj =u; — K, Of; (3.10)

Na pratica, a matriz inversa nao ¢ calculada computacionalmente, a fim de otimizar
o uso de memoria. Inimeros métodos podem ser utilizados na resolucao da Equacao 3.10
sem a necessidade de inversao da matriz K;, podendo-se citar dentre eles o Método de
Cholesky, Método do Gradiente Biconjugado Pré-condicionado (PBCG), o Método de
Crout e a Decomposicao LU. Para este trabalho se utilizou os métodos de Cholesky e
Gradiente Biconjugado Pré-condicionado (PBCG). Por se tratar de uma matriz simétrica
e definida positiva (STEINBRUCH; WINTERLE, 1987), a matriz de rigidez tangente K,
pode ser resolvida inicialmente pelo método de Cholesky. Porém, para grandes sistemas,
formados por quantidades elevadas de graus de liberdade, este tipo de solucao nao é

adequada por necessitar decompor a matriz em matrizes triangulares. Como os sistemas

1 Ou ainda a matriz jacobiana da equacio de equilibrio (Equacdo 3.7).
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estruturais estudados sao em geral formados por matrizes esparsas, na necessidade de
otimizar e agilizar o processamento computacional do cédigo, o método PBCG ¢é o mais
recomendado, ja que todos os elementos matriciais inferiores a uma tolerdncia definida
nao serao considerados em um armazenamento prévio em vetores de pré condicionamento.
Demais informagoes, descrigoes e codigos sao encontrados no livro “ Numerical Recipes in C”
de (PRESS et al., 1992). Abaixo se encontra o algoritmo do processo de Newton-Raphson
proposto por (BANDEIRA, 1997, p. 18):

1 begin

3 // Adote valores iniciais para u

4 7 =0;

5 u; = 0;

6 repeat

7 // Faga a diferenga das forgas Jf
s 5f = f.— .

9 // Calcule a jacobiana da equagdo de equilibrio
10 K, =VF(u);

11 // Resolva o sistema

12 du=K;'0f;

13 // Faga a diferenga

14 Ujt1 = U; — 5'11,,

15 // Atualize as coordenadas nodais
16 Tj1 =T+ Ujy1;

17 // Faga

18 j=7+1

19 until || f|| < tol;

20 end

Algoritmo 1: Newton-Raphson

3.2.1 Critérios de parada

Assim como na Subsecao 3.1.1, tratando-se de um sistema com varios graus de
liberdade, dentre os critérios de parada usados os mesmos dois casos anteriores sao
definidos:

e Tolerancia em § f:

[0 f]] < tol
e FErro relativo estimado:
|[0wy]|
< tol
|||

3.2.2 Solucgao incremental-iterativa

Objetificando a construcao dos caminhos de equilibrio (Segao 2.4), faz-se necessario

a modificacao do método de Newton-Raphson, ja que, normalmente, um processo iterativo
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apenas fornece a solucdo de um unico ponto da trajetéria. Assim, pode-se fazer um
procedimento incremental (representado na Figura 12), aumentando sucessivamente niveis
de carga em uma progressao aritmética. Isto é, estima-se um incremento 6} inicialmente
para o primeiro ciclo. Seguidamente, a carga sera acrescentada a cada sequéncia em 2 - (5},
3.-6f,4-6f, etc.

Nesse sentido, buscou-se adaptar o Algoritmo 1 proposto por (BANDEIRA, 1997)

para este procedimento:

1 begin

2 // Adota valores iniciais para u e f,

s | fi7N=0f;

4 u; = 0;

5 // Inicio do processo increm-iterativo

6 for £k =1 to k < njerem do

7 // Faga a iteragdo de newton para cada incremento de carga
8 7 =0;

9 repeat

10 // Faga a diferenga das forgas 0f

11 of =Ff;— flg,

12 // Calcule a jacobiana da equagdo de equilibrio
13 K, =VF(u);

14 // Resolva o sistema

15 ou=K,'5f;

16 // Faga a diferenga

17 Ujp1 = Uj — 0U;

18 // Atualize as coordenadas nodais

19 Tjr1 = T+ Ujy1;

20 // Faga

21 =74+ 1;

22 until ||df|| < tol;

23 // Incrementa a forga para um novo processo
24 fett = fivof

25 end

26 end

Algoritmo 2: Newton-Raphson incremental-iterativo

Segundo Lacerda (2014), o procedimento incremental-iterativo deveria ser utilizado
mesmo na busca de uma solugdo para um unico ciclo de carga, uma vez que problemas de
convergéncia podem ser gerados no método de Newton-Raphson caso seja imposta uma
grande carga f de uma Unica s6 vez. A pratica mostra que nesses casos as iteracoes podem
ser dificeis de convergir ou até mesmo nao encontrar a solu¢do do problema. Logo, com o
incremento gradual, a solugao ¢ dividida por niveis e facilitada a sua conversao ao final do

Processo.
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Ademais, essa metodologia tem relevancia em materiais com dependéncia do caminho
de equilibrio da estrutura no processo de deformacao. Para tanto, diferentes tensées podem
ser encontradas a depender de como as cargas serdo aplicadas (BORST et al., 2012).
Assim, dividi-las em pequenos pedagos possibilita acompanhar com maiores nuances a sua

deformacao e obter resultados melhores, corretos e mais confidveis.

Figura 12 — Newton-Raphson incremental-interativo.
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Fonte: Autor, 2018.

3.3 METODO DE NEWMARK

A equacao geral da dindmica é uma formulagao formada por equacoes diferenciais, que
tem o espago e o tempo como variaveis. Com o Método dos Elementos Finitos, essas equagoes
sao transformadas em um sistema de equacgoes diferenciais e devem ser discretizadas e
posteriormente integradas no tempo por meio de algum algoritmo de integracao. Dentre as
varias técnicas disponiveis na literatura, cada qual com sua peculiaridade que se adequa
melhor a determinados tipos de problema, destaca-se o0 Método de Newmark (NEWMARK,
1959).

Para analise dinamica nao linear de estruturas, os mais convenientes métodos sao os
os que fazem a integragao implicita, particularmente, os métodos de integradores temporais
de Newmark (SILVA, 2009). De acordo com Cook, Malkus e Plesha (1989), para problemas
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de dinamica estrutural os algoritmos implicitos se destacam e sdo mais eficiente que os
explicitos. Como visto na Segdo 2.5, isso se deve principalmente ao fato de que nessa
situacao as frequéncias mais baixas sdo as de maior interesse, o que permite a utilizacao
de intervalos de tempo mais longos (SILVA, 2009). Neste tipo de algoritmo, a varidvel
deslocamento u depende da histéria ao longo de tempos anteriores e é fun¢ao de seu
proprio valor e de suas derivadas no tempo atual. Ou seja, na sua determinagao a condigao

de equilibrio deve ser respeitada no instante t + t:

0t ¥ (U(H&s)7 u(t+5t)7 u(t-&-&t)’ ut7 ,at’ at’ - )

Figura 13 — Equacoes gerais para a aceleragao linear de Newmark.

(b) Velocidade quadratica - @(t) = iy, + tiig, +

(a) Aceleragéo linear - i(t) = 5 (tig, — g, ) + 12
’Utl Tét (th - utl)
t t
> >
/’// utz // Utz
Ut Uy
t1 t2 t1 t2
ot ot

(c) Deslocamento cibico - u(t) = ug, + tug, +
t? t?
2 g ¢

t

>

/ U

ot

atz - ’dh)

Ut

Fonte: Adaptado de (SILVA, 2009)

Em suma, a integragdo direta se baseia em dois conceitos basicos. O primeiro deles
consiste na determinacgao do equilibrio estatico para cada incremento temporal, adicionando
ainda os efeitos da inércia e do amortecimento (Equagao 2.13). Além disso, a nao linearidade
ainda deve ser solucionada para cada um desses acréscimos. O segundo se trata da variagao
do deslocamento, velocidade e aceleragao ao longo do tempo, dado um procedimento

incremental, atentando-se que, conforme Bathe (2006), a estabilidade numérica, o rigor
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e custo do procedimento devem estar associados ainda a essas variaveis. Em sistemas
lineares, em geral, a principal preocupacao da técnica de integracao se limita a acuracia dos
resultados, ja que a estabilidade é facilmente satisfeita nestes casos, todavia, em meio nao
linear é imprescindivel a consideragao das instabilidade numéricas do algoritmo (KUHL;
CRISFIELD, 1999).

Assim, Newmark se baseia em uma expansao da série de Taylor que fornece uma
aproximacao para deslocamentos e velocidades no instante ¢ + 0t. Entao, trunca-se a
equagao em termos de terceira ordem e sao representados:

2

5t
a0 =t bt it + o it (3.11)

a0 = gt 5tiit 4 oty (3.12)

Para que a aceleragao varie linearmente com o tempo (Figura 13), adota-se:

1
ceet - "(t+(5t) . -t
it = (u u) (3.13)
Substituindo a Equacao 3.13 nas Equagao 3.11 e Equacao 3.12 se obtém as equagoes

padrao do Método de Newmark que sao definidas abaixo:

a0 — gty {(1 — )it + ,W(H&)] 5t (3.14)
1
0 =t gt (5 = 0) i+ gl o (3.15)

E possivel encontrar a aceleracao a partir da Equacao 3.15 e, em posse dela, reescrever

a Equacao 3.14:

1 1 1
aret) — L (et ey L e [ ) 1
i o2 (u u) 55tu (25 )u (3.16)
sty (o (tvet) ot Ot ot AT
i o5 (u u') + (1 B)u 3 (2-g)u (3.17)
Sendo:
L _ _ L
°7 Bt LT Bt 27 Bot

1 v ot [~
a3 = — —1 ay = —1) CL:<—2>
(25 ) (6 T2 \p
Entao, na condicao dos deslocamentos, velocidades e aceleragoes sejam conhecidos

nos instantes t + dt, a Equagao 2.13 pode ser representada da seguinte maneira:

fo(t) = Ma) 4 Ca+ 4 K+ (3.18)
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E reescrita:

(aOM +a1C + K)u(t+5t) =M (aout + axt! + a;;’i)f)
+C (aru! + agi + asit’) + ()"0 (3.19)

Ou ainda:
Ku) = f (3.20)

A matriz K, se denomina matriz efetiva de rigidez e o vetor f, se chama vetor das
forcas efetivas. Para o caso de andlise dindmica nao linear, ter-se-4 uma reorganizacao de

modo que:

e Para as focas efetivas f,:

Fp=Fo®) 4 M (axd! + agii’) + C (as@' + asii') — £ (3.21)

e E para a matriz efetiva de rigidez [K,|:

K,=ae¢M +a,C+ K (3.22)

As Equacao 3.21 e Equagao 3.22 se resolvem iterativamente pelo método de Newton-
Raphson visto na Secao 3.2.

De acordo com Dokainish e Subbaraj (1989), o método é incondicionalmente estével

(2y+1 . -
se 7 = 5 ef > ’” &) parg g trabalho, assume-se = i ey = % Nessa situacao, a

amplitude do 1ntervalo de tempo nao altera a integridade da solucao.
O Algoritmo 3 traz o procedimento a ser adotado em uma anélise estrutural nao
linear dindmica, adaptado para uma soluc¢ao vetorial de acordo com (SILVA, 2009), que

adequa o processo de Newton-Raphson descrito na Se¢ao 3.2, Algoritmo 1.
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1 begin
3 Input: ¢, ty, 0t, v, 5, ap, a1,. .., as,etc.
4 // Montar a matriz de massa M, amortecimento C e rigidez K
5 // Adote valores iniciais para w, U, U
6 // Monta-se a matriz efetiva de rigidez K, = K +agM + a,C
7 repeat
8 // Determina-se a forga efetiva f,
9 fp= FUD 4 pp (ag’dt + a;»,iit) +C <a41'1,t - a5'i},t) - fs
10 // Obtém os deslocamentos nodais incrementais: du = K;lfp
11 // Processo iterativo de Newton-Raphson, j =1
12 repeat
13 // Atualiza as velocidades, aceleragdes e deslocamentos
para cada iteracgdo
14 '§t+5t) = apdul — ast’ — agii’;
15 ’L'L§-t+6t) = a15u§- — au0' — asiit;
16 u§-t+5t) = u' + dul;
17 // Atualize as coordenadas nodais
18 // Obtém a matriz de rigidez tangente, Kgfﬂ;t), a nova
matriz massa M§~t+5t), a nova matriz de amortecimento
C§-t+5t), o vetor das forgas internas, fﬁj& e, finalmente,
a nova matriz efetiva de rigidez, Kg”t),
19 // Calcule o vetor de forgas residuais
(t+8t) _ p(t+6t) ( (t+3t) . (t46t) (t+5t) .+ (t+6t) (t+§t))‘
20 dj+1 —_— fe M,] u] + (;"7 ’U/J + fij 9
21 // Corrige os deslocamentos para cada iteracgdo de newton
(t+6t) 5, ¢ _ p(t+ot),
22 K7 Vou = fq.,
£ Sat t.
23 Ouj g = 0ujyg + 0uy;
24 // Faga
25 j=J+1
26 until || f,|| < tol;
27 // Atualize as velocidades e as aceleragdes e deslocamentos
para t+ ot
28 ilﬁ-ffgt) = a05u§-+1 — axt! — asiit;
29 ﬂg-zrl&) = a15u§+1 — aytt — asiit;
(t+6t) _ ¢ t .
30 Uiy =w A+ 0uy, g
31 // Faga
32 t =1+ 0t
33 until ¢ < t4;
34 end

Algoritmo 3: Integracao direta de Newmark
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4 FORMULACOES MATEMATICAS

4.1 MATRIZ DE RIGIDEZ TANGENTE

Nesta segao serd apresentada a formulagao matematica proposta por (BANDEIRA,
1997) correspondente a teoria geral para a anédlise ndo linear das estruturas trelicadas

espaciais' em regime eldstico, sem limites nos deslocamentos e nas deformacoes.

Como ja explanado, a concepcao é vetorial, logo, o sistema de coordenadas é tinico:

sistema global de coordenadas, o qual é valido para toda a estrutura.

No geral, considera-se as barras prismaticas com uma se¢ao transversal constante ao

longo do eixo, apenas com deformacoes axiais no que tange a nao linearidade geométrica.

Admite-se entao duas configuracgoes: A configuracao de referéncia, que é a barra em
estado inicial e indeformado, e, a configuracdo atual, a qual atua uma for¢ca N no seu eixo

e é modificada para cada processo de iteragao.

Pela Figura 14 se tem V;, A;, L;, o volume, a area da se¢ao transversal e o comprimento
da barra, respectivamente, na configuracao de referéncia e, V¢, Ay, Ly, o volume, a area
da secao transversal e o comprimento da barra, respectivamente, na configuracao atual.

As relagoes entre essas medidas sao dadas:
V.= A;- L (4.1)
Vi= Ay Ly (4.2)

Como ja foi definido na Equagao 2.5 da Subsecao 2.3.1, a medida de alongamento

linear da barra (estiramento) e a sua deformagao associada sao dadas respectivamente por:

Ly
= 4.
A L (4.3)
Ly—L,
= \—1= 4.4
=\ I (4.4)

A taxa de deformacao da Equacao 4.4 é calculada fazendo as derivada da deformacao

ao longo do tempo da seguinte forma:

o -1 1

E a deformacao virtual de pode ser definida de forma semelhante a derivada no

tempo:
1

L;

Com algumas poucas adaptagoes, também adequada para treligas planares.

5e = 6\ 5Ly (4.6)

1
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Figura 14 — Configuracoes de barras 2D e 3D nos estados de referéncia e atual.

A A
y y
| Li | )
<'¢ (<} 6 p
A
<v/-\-
I Lt | , Lt |
N | IN N | | N
<?¢ o—> < p—)
A
¢ ¢ A
X X

z

Fonte: Autor, 2018.

Onde 0Ly é o acréscimo virtual do comprimento da barra. A tensao nominal e a tensao

de Cauchy atuantes na barra na configuracao deformada sdo definidas respectivamente

pelas equagoes:

N
= — 4.
N
= — 4.
'y (4.8)

Tendo em vista que a formulagdo é dada para o regime elastico, observa-se que
o elemento s6 estard nesta situacao se cada deformacao apenas associar uma tensao

correspondente, como pode ser visto em Figura 15. A equagdo constitutiva é expressa da

seguinte forma:

o=o(e) (4.9)

Define-se ¢ como sendo a energia de deformacgao por unidade de volume na configu-

racao de referéncia:

o(e) = [ o) dn (4.10)
A energia de deformacao da barra da trelica pode ser dada como:
P=Ai-Li-¢=Vi-¢ (4.11)

A partir de Equacao 4.10 se sabe que:

_do
de

o

(4.12)
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Com esta equacao, observa-se que a funcgao ¢ serve de potencial para as tensoes.

Chama-se de D o maodulo de rigidez tangente elastico, o que equivale a:

do
D=— 4.13
T (4.13)
Ao ser substituida a Equagao 4.12 em Equagao 4.13, tem-se agora:
dQ
D = ¢ (4.14)

 de?

Figura 15 — Graficos padronizados da tensao x de formacao.

(a) Ago com elasticidade linear

Oa
Fyk ..........
~10%o -F 4 /E N :
& ¢ FuE 10% &

Aco: Regime
elastico linear

~4]

.......... 'Fyk

(b) Concreto com elasticidade nédo linear

GOc
-3.5%0 -2%o
—€ : €
Concreto: Regime
elastico nao linear
~J
"""""" -0.85F 4

Fonte: Autor, 2018.

Toma-se como exemplo classico da Equagao 4.10 o caso particular da equacao linear

regido pela lei de Hooke:
c=FE-c+o0; (4.15)
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Sendo F o moédulo de elasticidade da barra e o7 a tensao inicial. Integrando esta
equacgao, obtém-se a funcao ¢:

gb(s):/a(n)dn:;-E-EQ—i—al-s (4.16)

Ao aplicar Equagao 4.16 na Equacao 4.14 equivale dizer que para a lei de hooke o

modulo tangente de rigidez elastica ¢é igual ao médulo de elasticidade da barra.

D=E (4.17)

Além disso, ao derivar a tensao no tempo se tem:

o0 _ 0o 0z
ot Oe Ot
6=D:¢ (4.18)

Figura 16 — Configuracao atual de uma barra no plano e no espaco.

A A

y y

B ©
U \Y

P

)

v
v

z

Fonte: Autor, 2018.

Conforme a Figura 16, com a e b as extremidades da barra, tomando x%, como o
vetor posicao de um ponto no espago ou no plano em relacao a origem na configuracao
de referéncia, ., um vetor de um ponto no espaco em relagdo a origem na configuragao
atual e u como vetor deslocamento do ponto no espaco ou plano. Define-se o vetor das

coordenadas nodais do elemento de barra na configuragao atual:

e Para o espaco:

Tao={Ta Yo Z2a To Y Zfa={Ta Tb}e (4.19)
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e Para o plano:

Ll = {xa Ya Tp yb}el = {l‘a xb}el

O vetor associado ao elemento que liga as extremidades (a com b) na configuragao

da Figura 16, com origem na extremidade a, é definido por b e é dado por:

b=W,z, (4.20)
Com Wy:
e Para o espaco:
-1 0 1 0
;=] 0 -1 0 0 1 O (4.21)

e Para o plano:

—_
e}

-1 0
v, =
0 -1 0 1

Como resultado da Equacao 4.20, tem-se o seu modulo:

e Para o espaco:

18] = /(2 — 20)® + (0 — va)® + (2 — 20)° (4.22)

e Para o plano:

1] = /(25 — 24)* + (s — 9a)°

Pela Equacao 4.22 se constata que o modulo do vetor b é o comprimento da barra
L, portanto:
2 _ 3T
Ly=bb
L} =zl iz, (4.23)

Coloca-se a Equacao 4.3 em fungao do vetor {b}:

Vb'b
L;

A= (4.24)

Com as Equagao 4.24 e Equacao 4.4 é possivel ter qualquer medida de deformacao

apenas conhecendo as coordenadas dos nés a e b da barra na configuragao atual.

Substituindo a Equacgao 4.3 na Equacao 4.24:

Ly = b'b (4.25)
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E derivando-a em relacao ao tempo:

- oL
L=

N | —
ﬁ
~
(=

! T 1T .
Lf = L% wel\Ill \Illazel
: 1
Ly=— 2 ul¥ 3,
Ly
1
= — bW iy (4.26)
Ly

Da mesma maneira se da o aumento virtual do comprimento da barra, que é definido

de forma semelhante a Equacao 4.26:

1
§L; = I, Ui 5x,,

1
- BTy (4.27)

f

Substituindo-a pela Equacao 4.6, obtém-se:

b = A— - bW 5z, (4.28)

1
T2
Ly
O trabalho virtual das forcas internas da trelica é definido como:

SWe

wnt

1
=Vi-o-\- 72 . bT\Ifl(s.’Bel (4'29)
f

Dessa equacao ¢ possivel escrever ainda:

SWe

wnt

= f1 @, (4.30)
Com:

e Para o espaco:

Fo={r v e ooy = 1y, (4.31)

el

e Para o plano:

Fu= i g = ),
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Onde f, ¢ o vetor das forgas internas da barra da treliga, assim ilustrado na

Figura 17. E possivel escrevé-lo como:

1
figl—%-a~A-L38-\IfTb (4.32)
1
:Vi-a~)\-ﬁ~lIIIT‘Illscel (4.33)
f
E reescrevé-lo:
Ty — Tp
Ya — Yo Tg — Tp
1 Za — % 1 Ya — Ub
fz‘ez:Vi'U’)\'L*%' o fiel:Vi’a')"L*?' vy — (4.34)
Yb — Ya Yb — Ya
2y — Zq

Figura 17 — Forcgas internas nas barras das trelicas.

y
‘ fiby fiby

coord

globais X

/ f| bx fibx
z fay >
I
P«/\’ y
& coord
faz globais

Fonte: Autor, 2018.

Definindo @ como o vetor das coordenadas nodais da estrutura, é possivel escrever a

relagao entre x e xy:
Lol — Ael.’B (435)

Sabendo que A, é uma matriz boleana, isto é, uma matriz formada de zeros e uns,
que faz a relacdo dos graus de liberdade do elemento isolado com os graus de liberdade da
estrutura completa. Esta matriz pode ser representada como uma tabela de incidéncia,
na qual relaciona um elemento com suas extremidades inicial e final. Da Equacao 4.35 é

seguro concluir de forma semelhante que:

(511361 = Ael(SiB (436)
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Para toda a estrutura, o trabalho interno sera entdo um somatoério dos trabalhos

internos das n barras do seguinte modo:

el=n

SWEt =" fl dwe

wnt
el=1

el=n

T
e Z fielAelém (437)

el=1
Por esta equagao e definindo f, como o vetor das forcas internas aplicadas nos nos

da estrutura, faz-se:
el=n

fi = Z AZZ iel (438)

el=1

-

E necessario o conhecimento das coordenadas dos nés e das tensdes nas barras,

as duas na configuracao atual, para viabilizar o calculo de f,. Reescrevendo entao a
Equacao 4.37, obtém-se:

SWest = flse (4.39)

wnt

Para o trabalho virtual exercido pelas forcas externas, é definido:

SWest = flsx (4.40)

ext —

Com f_ sendo o vetor das forcas externas aplicadas nos nés da estrutura.

Pelo principio dos trabalhos virtuais, sabe-se que:

SWES — SWESH =0 (4.41)

int ext
logo, implica dizer que:

flox — flox =0
(7 = f) oz =0
Ji—f.=0 (4.42)

Esta equagao é conhecida como equacao de equilibrio da estrutura e ja foi definida
anteriormente na Sec¢ao 3.2, Equacao 3.7 considerando um sistema de duas molas. Ao

deriva-la em funcao do tempo, tem-se:
fi—fo=0 (4.43)

A Equacao 4.42 é conhecida como equagao do equilibrio incremental da estrutura.

Derivando a Equagao 4.38 e em relagao ao tempo,obtém-se:

el=n

fi=> ALt (4.44)

el=1
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Deriva-se igualmente as Equacao 4.20 e Equacao 4.3

N N 4.4
L; L Lf el (4.45)

b=W, i, (4.46)

A=

Para que se tenha fid, deriva-se a Equacao 4.33 e faz as devidas substitui¢oes com

.0 1
fio== (V o- A-L%-llflb>

as equacgoes acima:

ot
fi, Va/\ﬁ\IlTbJrVa/\ﬁ'llTbJr
1
+Viio- A (-2)- 5 Ly ®Tb4+ V-0 AL? wTp
. 1
fi =Vix-|lo-— Olo4+o- N1 N = 0lb4
: L3 L%
1 T 1 T
+0-(-2)- 73 Ly ®Tb 40 75 ¥ib
f f
. 1 1
fiel = ‘/1, )\ (O' ﬁ . \Il,{b—i—a F 'bT‘Illitel\IlTb‘i‘
f f
1 I o .
—2-0- L4 b \Ifla:el‘ll b—f-O’ L2 -\IlllIllmel

Resultando em:

: 1 1 1
fiel =V,-X- <_L4 .o - \If{bleIlm'Zel + —= 2 -9+ 72 - P ‘I’lmel) (4.47)
f f f

A Equacao 4.47 pode ser reescrita com o auxilio das Equacao 4.5, Equacao 4.18 e

Equacao 4.26:

fi,=Vi-X [ i’ o Wibb" W &+
1 L7y, U wrw
L2 D- )\F b ‘Illwel \Il b—|-0' ? \Ill \Illwel
f
¢ 1 TppT 1 TppT 1 T .
Fia=Vido | =gz 0 W00 W X - D Wb W 40 Z Ui, |, (4.48)
f f
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A matriz de rigidez geométrica K, do elemento é dada conforme:

1 1
K,=V,-0-)\ ( Wb W, \111\1/{> (4.49)

T4 2
Ly Ly

E a matriz de rigidez constitutiva K,, do elemento é definida como:

K,=V;-D -\ - — - ¥Tpb" ¥, (4.50)

1
L

Assim:

fio= (K, + Kp)ia (4.51)
Observa-se que a matriz geométrica K, ¢ dependente apenas das coordenadas e
tensoes das barras, ambas na configuragao atual, e que K, depende apenas das coordenadas

nodais e do modulo de rigidez da estrutura, do mesmo modo ambas na configuracao atual.

A matriz de rigidez do elemento é a soma das matrizes geométrica e constitutiva:

Ktel :K9+Km (452)

O problema definido na Equacao 4.43 é estendido e expresso como:

K- f,=0 (4.53)

Como ja dissertado na Secao 3.2, K, é a matriz de rigidez tangente da estrutura e

aqui é definida como:
el=n

K, =Y Al(K,+K,)A, (4.54)

el=1

O wvetor dos deslocamentos dos nos da estrutura é dado como:

u=z—x’ (4.55)
Ou seja:

x=x"+u (4.56)
Depreende-se entao que:

fi=fi(uw) (4.57)

A energia potencial de cada elemento de treliga P.;(u) é definida como:
Po(u) =Vi-¢

— V. / (1) dy (4.58)
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A energia potencial total P(u) é continua, com derivadas parciais continuas até

segunda ordem. Assim, para a condi¢ao de otimalidade é dada com VP(u) = 0:

o n 8Pel(u) 85 8&361 o
VP(u) = (lzl % amel 8u> Jfe=0

(ZV oA L2 bT\I'Ael>—fe:0
el=1

f ) fe=0
el=
0f = f,(w) — f. (4.59)

A Equacao 4.59 é a equacao de equilibrio representada também na Secao 3.2,
Equacao 3.7. A analise do problema estatico consiste em resolver este sistema de equagoes

nao-lineares. Utilizando o método de Newton, tem-se entao:

OP()] ™
w1 = ;- [ o )] 5t (4.60)
Logo:
uj =u; — K, Of; (4.61)
Com:
ouj = Kt_jléfj (4.62)

Sendo du o incremento em cada iteragao de Newton.

Por fim, para a atualizacdo das coordenadas nodais se utiliza a Equacgao 4.56 da
seguinte maneira:

Ljr1 = Lo + Ujt1 (463)

4.2 PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Para os calculos de estruturas dinamicas, faz-se necessario definir além da matriz de

rigidez, a matriz de massa e a matriz de amortecimento da estrutura.

Considera-se uma solucao de acordo com a formulagdo dada pelo principio dos
trabalhos virtuais (PTV). Alguns conceitos do mesmo ja foram utilizados na formulagao
da matriz de rigidez tangente da Secao 4.1. Dentre os principios variacionais da mecanica,
este é certamente o mais difundido e de facil explanagao. Nele se declara que qualquer
variagao arbitraria nos deslocamentos acarretard em um trabalho interno que sera igual ao
trabalho externo também gerado (FILHO, 2013). Com isso, tem-se uma relagao intrinseca

entre as forcas internas f; e forgas externas f,.

Os deslocamentos internos do elemento podem ser representados por funcoes de

forma NN a partir dos deslocamento externos nodais. As funcoes de forma interpolam a
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variacao destes deslocamentos para o corpo do elemento, ou seja, por meio de uma variavel
nodal se pode encontrar parametros internos do elemento, em particular, e da estrutura

como um todo. Dito isto, tem-se que:

u; = Nu, (4.64)
u; = N, (4.65)
i, = Nii, (4.66)

De uma forma pratica, ao entender que o deslocamento interno elastico do elemento
se trata da sua deformagao no sentido de strain como clarificado na Secao 2.3, pode-se
definir a matriz de deslocamento-deformacao B do elemento como uma derivada das
fungoes de forma correspondentes (FILHO, 2013).

B=LN
& = Bu, (4.67)

Sendo L um operador diferencial adequado, a deformagao no interior do elemento é

tida de acordo com a Equacao 4.67. As tensoes sao assim colocadas:

o = DBu,
D¢ (4.68)

QI
I

Com D sendo a matriz de elasticidade do material®.

O trabalho virtual externo é definido como:

Wept = 6ul f, (4.69)

O trabalho virtual interno por unidade de volume é concebido pela soma dos trabalhos

realizados pelas forgas elasticas, de inércia e de amortecimento. Isto é:

Wit = ou} f,, + ou] f,+ 0" & (4.70)
Sabendo ainda que:
=p- Nii, (4.71)
fc =C- ’l:l/z
=c-Nu, (4.72)

2 A relacdo tensdo-deformacao pode acontecer no estado plano e triaxial de tensdes, por exemplo.
No caso de uma estrutura predominantemente unidimensional como uma trelica, a matriz D,
o tensor tensao de Cauchy & e o tensor de deformacdo Green-Lagrange € serdo apenas F, € e
.
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O trabalho das forgas internas pode ser igualado ao trabalho gerado pelas forcas

externas, encontrando a equacao definidora do principio dos trabalhos virtuais:
due fe = / ouj £, dV + / ou; f.dV + / 6e"F dV
v v v
du, f. = / oul N"pNii, dV + / sul NTeNw, dV
Vv Vv

+ / sul BT DBu, dV
;

f.= [/ NTdev} i, + U NTcNdV} i,
1% 1%

+

/ B'DB dV] u, (4.73)
\%

Na Equacao 4.73 os termos destacados entre colchetes formam as matrizes de massa,

amortecimento e rigidez respectivamente da Equacao 2.13. Ou seja:

M:/ NTpN dV (4.74)

14

C - / NTeN AV (4.75)
14

K= / B'DBdV (4.76)
%

A matriz de rigidez ja foi discutida na Secao 4.1 e apresenta uma formulagao
diferenciada, baseada nas nao linearidades fisica e geométrica, nao sendo representada

pela formulacao discutida nessa secao. Sua equacao geral é dada abaixo:

K=K,+K,
Com:
1 T 1 T
Kg:‘/i'a")\ _F‘Illbb ‘I’1+L2 "Ill‘Ill (477)
! f
1
K, =V,-D-)\. I UTbb" ¥, (4.78)
!

Para a matriz de amortecimento sera feita uma combinacdo entre as matrizes de
rigidez e massa pelo processo de Rayleigh na Subsecao 2.6.1 e, para a matriz massa sera

utilizada a formulacao vista nessa secao, de elementos de trelica bi e tri dimensionais.

4.2.1 Matriz de massa

Conforme visto na Secao 4.2, para obter a matriz massa consistente, utilizar-se-a
a Equacao 4.74. Existe também outra matriz massa, conhecida como matriz de massa
discreta, esta nao utilizada no presente trabalho para concepg¢ao dos resultados e nem na

formulagao do algoritmo.
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o Matriz de massa consistente

Esta matriz é obtida a partir da formulagdo do PTV visto na Segdo 4.2. Para uma
barra prismatica unidimensional com dois nés, um grau de liberdade por né e variavel
em coordenadas naturais isoparamétricas ( com limite de integracao —1 < ¢ < 1. As suas

funcoes de forma sao tidas como:

. @—w) 1-¢
Ni=1 L 2
A_(:c—xi) 1+¢
Ni==7 =73
Ou seja:
N:ll—g 1+§]
2 2

Sendo ( = 2(2:31”) edr = %L d¢, a matriz de massa consistente é facilmente obtida

em um sistema com dois graus de liberdade, uma barra unidimensional:

L
M, = / pANTN d
0

1-¢
1 A 1—-¢ 1+4+¢
= —pLA- 176 176y
2" _/1 14+¢ [ 2 2 ] ‘
2
[1—2¢ + ¢? 11—
1 +1 4 A
= —pLA- d
2" _/1 1—¢ 1tacecr|
4 4
+1T
1—-204+¢2  1-¢2
:1pLA./ C+¢ ¢ i
8 ol 1=-¢ 0 1+20+¢
1 2 1
M. = -pAL- 4.79
il ) 2] (4.79)

Expande-se a Equacgao 4.79 para um sistema em duas e trés dimensoes, com dois e

trés graus de liberdade por no e se tem entao:

200 1 0 0
2010 0200710

M. PAL (002 0 1) pAL 0020 0 1 (4.50)
6 {102 0 6 (100200
010 2 010020
00100 2
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Contrariamente a matriz de rigidez em uma formulacao corrotacional classica para
uma trelica, com a matriz de massa nao é necessario nenhuma matriz de rotacao pré
e pés multiplicando-a para transformé-la de um sistema local para um sistema global
de coordenadas. Dessa maneira, ela é diretamente compativel com a matriz de rigidez

tangente vista na Secao 4.1. Essa propriedade ¢ invalida em trés cendrios, porém, nenhum
deles é o caso dos elementos de barras em estudo (FELIPPA, 2013):

e O elemento tém graus de liberdade nao translacionais;

e As matrizes elementares sao diferentes em contetido e/ou tamanho se modelos

desiguais sao usados em direg¢oes diferentes;

e Nos sao dados em diferentes sistemas de coordenadas a fim de facilitar a aplicagao

de condigoes de contorno.

o Matriz de massa discreta

As matrizes de massa discreta sao obtidas a partir de um sistema de energia cinética,
onde a massa ¢é considerada concentrada nos nos do elemento. Esta matriz tem um menor
custo computacional por se tratar de uma matriz identidade, porém, fornece resultados
menos precisos (FELIPPA, 2013). No caso de uma barra de treliga se considera a metade

da massa concentrada em cada extremidade do elemento. Para a sua formulagao, tem-se:

1

To(u) = §faTMu
AL
To(u) = %QTI,{&
onde:
pAL |1 0
My,="". 4.81
i (4.81)

Sendo T,;(u) a energia cinética do elemento, I; a matriz identidade e M, a matriz
de massa discreta. Sabe-se entao que para dois e trés graus de liberdade por no, a matriz

de massa discreta serda devidamente representada como:

pAL

ou ——-

(4.82)

\&}
o O O =
o O = O
S = O O
_ o O O
[\
o O O O O =
o O O O = O
o O O = O O
o O = O O O
o = O O O O
_ o O O O O
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5 IMPLEMENTACAO COMPUTACIONAL

Neste capitulo serao apresentadas as caracteristicas gerais e implementagao dos
algoritmos utilizados para a criagao de um programa de resolucao da andlise estatica
e dindmica nao linear, conforme apresentados os conceitos e formulagoes nos capitulos

anteriores.

Figura 18 — Representacao de geometria e nds de trelica definidos.

Fonte: Autor, 2018.

Figura 19 — Exemplo do problemtype.bas usado para geracao do arquivo.dat.

Numero de barras Numero de nos Numero de materiais Numero de dimensoes
*nelem *npoin *nmats *ndime

Tipo || Penalidade || Erro || Deformacao || Tipo de Solve || Crit. de Conv (PBCG) || Iteracoes(PBCG) || Ti || Tf || deltaT |
Csi || Amort
*format "%9s%8.2e%10.2e%11s%115%181%221%12.1f%5.31%8.4f%6.2f%41"
*GenData
Coordenadas nos nos
No X(*Units(length)) Y(*Units(length)) Z(*Units(length)) Fx(*Units(strength)) Fy(*Units(strength))
Fz(*Units(strength)) Funcao Carga Constante(k)
*Set Cond Cargas *nodes
*loop nodes
*format "%4i%8.21%8.2%8.2%10.2e%10.2e%10.2e%125%17.6f"
*NodesNum *NodesCoord(1,real) *NodesCoord(2,real) *NodesCoord(3,real) *Cond(3) *Cond(4) *Cond(5) *Cond(1) *Cond(2)
*end nodes
Restricoes nodais
No RX RY RZ
*set Cond Condi¢des_nos_nds *nodes
*loop nodes
*format "%41%41%4i%41"
*NodesNum *cond(1) *cond(2) *cond(3)
*end nodes
Elementos
Barra i j Material Area(*Units(area)) Eac(*Units(pressure)) fy(*Units(pressure)) densidade(*Units(density))
*loop elems
*format "%41%41%41%41%11.6%12.2e%11.3e%14.4e"
*ElemsNum *ElemsConec *ElemsMat *ElemsMatProp(Area) *ElemsMatProp(Eac) *ElemsMatProp(fy) *ElemsMatProp(Densidade)

*end elems
Fonte: Autor, 2018.

Visto a necessidade que o estudo trouxe de uma maior aplicabilidade da vasta
quantidade de conceitos, desenvolveu-se o programa que foi denominado DTruss. Ademais,

utilizou-se o ambiente de desenvolvimento integrado gratuito da Microsoft, Visual Studio
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Community 2017, na linguagem C para execucao numérica da modelagem feita, além de
empregar a versao gratuita do software GiD v.13 na composicao da geometria, definicao
das configuracgoes de pré e pds processamento. Preliminarmente, para o caso em questao,
este programa permite montar uma estrutura qualquer como a Figura 18, gerar sua malha
com os elementos de barra, definir as condigoes de contorno, tipos de carga, tipos de
andlise (Dindmica ou Estética), resolutor de sistema de equagoes (Cholesky ou PBCG),
etc. Posteriormente, apés a chamada do modulo de céalculo, na se¢ao de visualizacao dos
resultados gerados, é possivel visualizar caracteristicas diversas como forgas internas e

externas, reacoes, tensoes, modos de vibrar, frequéncias naturais, deformacoes, etc.

Para definicdo dos resultados, e para que sejam exibidos na condig¢ao de que o
programa criado possa lé-los, faz-se necessario ainda definir como o GiD ira geré-los. Dessa
forma, ¢ pré-definido um arquivo em formato .bas que serve como base na geracao do
arquivo de leitura .dat do programa DTruss. Este procedimento é trazido nas Figura 19 e
Figura 20 e é chamado de problemtype, devendo ser feito sempre que se planeja atribuir
novos parametros ou tipos de elementos para o programa criado. Por exemplo, caso se queira
fazer uma andlise com elementos de casca, as configuragbes do problemtype precisam ser

reajustadas a fim de que possam corresponder as caracteristicas desse elemento.

Finalizando o processo, o programa Dtruss gera um arquivo de leitura no formato
.res que serd lido pelo GiD e exibird os resultados diversos obtidos, a exemplo de reacoes,
forcas internas nos nos, deslocamentos, deformacoes, forgcas nas barras, modos de vibrar,

tensoes, etc.

Figura 20 — Exemplo do arquivo.dat criado com dados do problema.

Numero de barras Numero de nos Numero de materiais Numero de dimensoes
3 3 1 2

Tipo || Penalidade || Erro || Deformacao || Tipo de Solve || Crit. de Conv (PBCG) || Iteracoes(PBCG) || Ti || Tf || deltaT || Csi || Amort
Dinamica 1.00e+16 1.00e-06 Engenharia PBCG 2 100 0.0 4.500 0.0150 5.00 1
Coordenadas nos nos
No X(m) Y(m) zZ(m) Fx(N) Fy(N) Fz(N) Funcao Carga Constante(k)

1 2.00 4.00 0.00 0.00e+00 -1.50e+04  0.00e+00 A. cos(k T) 2.000000

2 4.00 0.00 0.00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 k.A 1.000000 f

3 0.00 0.00 0.00 0.00e+00 0.00e+00 0.00e+00 k.A 1.000000 e

Restricoes nodais
No RX RY R

V4

1 2] ] 2]

2 1 1 2]

3 [} 1 ]

Elementos
Barra 1  j Material Area(m~2) Eac(Pa) fy(Pa)  densidade(kg/m"3)

2 1 0.002500 2.00e+11 4.000e+08 7.8500e+03
2 2 1 1 0.002500 2.00e+11  4.000e+08 7.8500e+03
3 1 3 1 0.002500 2.00e+11 4.000e+08 7.8500e+03

Fonte: Autor, 2018.

Além dos arquivos .dat e .bas, cria-se outros documentos de configuragoes para

fazer a ligagdo entre o software GiD e o programa desenvolvido. Sao eles:

e problemtype.cnd — E onde se define as condicoes de carregamento, restricoes nodais,

deslocamentos, etc.
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e problemtype.mat — Apresenta os materiais, dimensoes, tipos, propriedades, etc.

e problemtype.uni — Algumas unidades padrao ja vém pré-definidas, porém, na ne-

cessidade de acrescentar quaisquer novas medidas no sistema, cria-se este documento;

e problemtype.prb — Aqui se define algumas caracteristicas a serem ajustadas, como

por exemplo, o tipo de andlise, tipo de solve, tempo inicial e tempo final para analise

dinamica, etc.

De modo a exemplificar o funcionamento do programa e a sua interface com o

pré e pos processamento, tem-se o fluxograma da Figura 21 que representa a estrutura

generalista de funcionamento, ou seja, apresenta como os calculos sao desenvolvidos ao

longo da rotina e a sua interface de ligagdo com o GiD. Para tal, faz-se uso dos Algoritmo 1,

Algoritmo 2 e Algoritmo 3.

Figura 21 — Fluxograma com processos de calculo.

INIiCIO - Pré
processamento

Definicao das |
propriedades gerais

Definigao da
geometria

_| Geragéo da malha

I

m—————

Id

-~
{_Incrementa fe )

Saida de

arquivo.dat

———r———

l Define vetor fe | Estatica

v

Definigao da matriz
K e vetor f;

'

Diferenga entre
forgas of

! '

Calculo do residuo Calculo do
Su incremento ul*!

u l

Nao Atualiza as coords.
— 5f < tol <+ nodais
lSim
Atualiza arquivo .res
p/ saida de dados
< Sim Incrementos FIM - Pos

de forga processamento

I

Analise DTruss

Dindmica | Define Ke M em

Atualiza arquivo .res

t=t

Calcula as
frequéncias naturais' .
q Sim

|<7

Define a matriz C

Amortecido?

l Nao
\ CalculaaK,ef,

!

Calcula o
deslocamento

] \

Entra no looping de Newton-Raphson
conforme Algoritmo 3. Aqui se atualiza
as velocidades, aceleracdes e
deslocamentos, as matrizes (K, M e C)
e também as frequéncias naturais

!

Atualiza t =t + ot

p/ saida de dados

Sim

Fonte: Autor, 2018.
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6 EXEMPLOS DE TRELICAS TESTADAS

A fim de validar o programa concebido, alguns exemplos serdo testados e comparados

com resultados obtidos pelo software Ansys e literatura.

6.1 VIGA TRELICADA

Figura 22 — Viga plana trelicada.

fe

E =205000 MPa Y

Fonte: Autor, 2018.

Para este primeiro caso, o modelo é bidimensional e foi obtido em (MARTINELLI
et al., 2016). Verifica-se aqui o seu caminho de equilibrio para o né onde ha presenca de
carga, suas frequéncias naturais em condi¢ao indeformada e sua resposta transiente para

alguns tipos de carregamentos dinamicos.

O exemplo é composto por 41 barras e 22 nés, conforme a Figura 22. Os elementos

tém as seguintes caracteristicas:

Li=Ln=1m A =1254cm® Ay= A, =342 cm’
E = 205000 MPa p = T7.84
c1m

Sabendo que L;, L,,, respectivamente, sdo os comprimentos de cada unidade do
banzo inferior e superior e dos montantes. A;, Ay, A,, sdo, respectivamente, as areas das
secoes transversais do banzo inferior e superior, diagonais e montantes. Tem-se ainda o
valor do modulo de elasticidade e da densidade p para a analise dindmica. Considera-se a
tensao de escoamento do material de ordem elevada para melhor avaliar os deslocamentos
e deformacgoes em um procedimento incremental-iterativo, além de alcangar o limite do

método numérico de Newton-Raphson (tangente de rigidez igual a zero). A lei constitutiva
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do material é linear elastica, a exemplo da Figura 15a, logo, serdo analisadas apenas as

nao linearidades geométricas.

6.1.1 Analise estatica

Tabela 2 — Deslocamentos nodais verticais.

Deslocamentos verticais (cm)

Incremento Forga (KN) Martinelli DTruss Ansys

1 2 0,635  -0,6347 -0,6346
2 4 1,270 -1,2695 -1,2695
3 6 1,905  -1,9046 -1,9046
4 8 2540 -2,5399 -2,5399
5 -10 3,175 -3,1754 -3,1754
6 12 3811  -38110 -3,8110
7 14 4,447 -4,4469 -4,4469
8 -16 5,083 -5,0820 -5,0829
9 18 5,719 -5,7192 -5,7192
10 -20 6,356  -6,3557 -6,3557
11 22 6,992  -6,9923 -6,9923
12 24 7620 -7,6292 -7,6292
13 26 8,266  -8,2662 -8,2662
14 28 8,903 -8,9035 -8,9035
15 -30 9,541 -9,5409 -9,5409

Fonte: Autor, 2018.

Preliminarmente, traca-se as trajetorias de equilibrio para ambos graus de liberdade
do né6 carregado, x e i, como estd representado na Figura 23, utilizando o Algoritmo 2. Estes
graficos sao feitos por meio de incrementos de cargas onde a forca pontual mostrada na
Figura 22 esta sendo exercida. Utiliza-se um carregamento inicial de —2.0 KN e quantidade
de incrementos suficientes para alcancar o ponto de tangente zero, onde ha falha do método

de Newton.

Compara-se também os resultados na Tabela 2 dos deslocamentos obtidos em DTruss
com os dados de (MARTINELLI et al., 2016) e do Ansys. Utiliza-se 15 incrementos de

carga com carregamento inicial de —2.0 KN. Por fim, tem-se a representacao do modelo
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deformado e ampliado 10x da Figura 24 para uma carga final de —170 KN da analise

incremental-iterativa

Figura 23 — Caminho de equilibrio do né carregado.

(a) Deslocamento na dire¢ao x
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1 Llne_ar
— N. Linear
2,41
3,2 -
161 7
i 0,87//— - -

60 80 100 120 140 160 180
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0,0 T T T T T T T T T T T T T T T T T
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S
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L
c
(]
S
®
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o
®
o)
©
@]
©
o
>
S
ke
=
oOr——T—T—T—T T T T T
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180
Carga (KN)

Fonte: Autor, 2018.
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Figura 24 — Modelo de treliga deformada ampliado com um carregamento final de —170
KN e deformacao méaxima de 54 ¢m no né carregado.

Fonte: Autor, 2018.

6.1.2 Analise dindmica

Figura 25 — Modos de vibrar das trés menores frequéncias naturais da viga trelicada.

(a) Para a frequéncia de 10.56 Hz

(b) Para a frequéncia de 42.12 Hz

(c) Para a frequéncia de 89.06 Hz

Fonte: Autor, 2018.

Para a anélise dindmica, considera-se o mesmo exemplo anterior, com as mesmas
caracteristicas e valores ja mencionados e utilizando incrementos de tempo de ¢ = 0.005 s,

ti=0set; =3.6s.Além disso, na Figura 27a se apresenta os grificos para diferentes
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tipos de carregamentos amortecidos ou nao. A representagao dos modos de vibrar para as
trés menores frequéncias naturais da estrutura em condi¢ao indeformada é verificada na
Figura 25. Todas as frequéncias naturais no estado indeformado sao expostas na Tabela 3
e comparados com os resultados do Ansys e de (MARTINELLI et al., 2016).

Tabela 3 — Frequéncias naturais da viga trelicada.

Frequéncias naturais (Hz)

wp, DTruss Ansys  Martinelli w,  DTruss Ansys Martinelli

1 10,5550 10,5550 10,5042 22 741,1572  741,1572  741,1846
2 421432 42,1432 42,1761 23 748,8309  T48,8309  748,8240
3 89,0610 89,0610 89,1268 24 769,0464 769,0464  769,0367
4 111,0839 111,0839 111,0902 25 784,2893  784,2893  784,3156
5 136,7790 136,7790 136,7141 26 793,4254  793,4254  793,3874
6 188,4315 188,4315 188,4395 27 8414825  841,4825  841,4522
7 241,5961 241,5961 241,972 28 926,6694  926,6694  926,6001
8 290,7519 290,7519 290,7761 29 9823213 982,3213  982,3043
9 315,4260 315,4260 315,4451 30 1086,3853 1086,3853 1086,3920
10 343,3521 343,3521 343,2972 31 1161,1065 1161,1065 1161,0350
11 370,9679 370,9679 370,9902 32 1351,5562 1351,5562 1351,5440
12 419,7345 419,7345 419,6916 33 1408,5246 1408,5246 1408,5210
13 449,0922 449,0922 449,1352 34 1622,7787 1622,7787 1622,7440
14 4677323 467,7323 467,7564 35 1655,4653 1655,4653 1655,5300
15 564,3733 564,3733 564,3634 36 1879,7604 1879,7604 1879,7790
16 606,6710 606,6710 606,6986 37 1883,2240 1883,2240 1883,2800
17 680,2902 680,2902 680,2282 38 2063,3507 2063,3507 2063,2850
18 694,4192 694,4192 694,3930 39 2086,5203 2086,5203 2086,5210
19 704,0818 704,0818 704,1015 40 2174,5071 2174,5071 2174,5340
20 715,5934 7155934 7155606 41 2246,9507 2246,9507 2246,9490
21 722,4460 722,4460 722,4043 @ - - - -

Fonte: Autor, 2018.

No procedimento iterativo, ao se aumentar o tamanho das barras para cada incre-
mento, altera-se a matriz de rigidez e matriz massa de estrutura. Como as frequéncias

estruturais sao proporcionais a estes dois parametros, na Figura 26 faz-se uma analise
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grafica do comportamento delas com a variagao temporal de 6t = 0.01 s e para variados

tipos de carregamentos em regime amortecido de £ = 5%.
Figura 26 — Frequéncias fundamentais da estrutura variantes no tempo.
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Fonte: Autor, 2018.
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Figura 27 — Deslocamentos no tempo para diferentes tipos de carregamento, amortecidos
ou nao para o grau de liberdade y do n6 carregado. £ = 5%

(a) Carga constante f, = —30 KN.
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(b) Carga senoidal f,(t) = —30sin(20¢) KN.
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(c) Carga cossenoidal f.(t) = —30cos(20t) KN.
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Fonte: Autor, 2018.
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Compara-se o comportamento da estrutura em uma analise linear e nao linear em

dois casos de carregamento na Figura 28.

Figura 28 — Comparacao entre deslocamento linear X nao linear na direcao x do né
carregado.
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Fonte: Autor, 2018.
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6.2 DOMO TRELICADO

Figura 29 — Domo trelicado tridimensional.
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Fonte: Autor, 2018.
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Para este caso, tem-se uma trelica espacial hipotética adaptada de um exemplo
classico, muito comum na literatura, aparecendo em (BLANDFORD, 1996; KRISHNA-
MOORTHY; RAMESH; DINESH, 1996; BONET; GIL; WOOD, 2012; LACERDA, 2014;
GRECO et al., 2006). O procedimento aqui serd semelhante ao anterior, com a andlise

estatica e dindmica da estrutura.

O domo original apresenta 24 barras, com 13 nds ao total. Além disso,em (GRECO
et al., 2006) se considera as seguintes caracteristicas e que serao aqui adotadas para todos

os elementos:

A =3.17 cm?

N
E = 30000 —;
cm
KN
Onde A ¢ a area da segao transversal, £/ o médulo de elasticidade e f, a tensao
maxima de escoamento adotada. Para a andlise dindmica, considera-se o problema com as
mesmas medidas e dimensdes do problema estatico e com a densidade de p = 7.84 -£

cm3 *

Ademais, as medidas necessarias se encontram especificadas na Figura 29.

6.2.1 Analise estatica

Figura 30 — Caminho de equilibrio da ctupula.
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0,0 1,5 3,0 45 6,0 7,5 9,0
Modulo do deslocamento (mm)

Fonte: Autor, 2018.

Inicialmente, traca-se a trajetoria de equilibrio para apenas um graus de liberdade
do no carregado, z, ja que, para este exemplo, o deslocamento na direcao y e x é nulo.

O caminho de equilibrio estd dado na Figura 30, utiliza-se o Algoritmo 2. O gréfico foi
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feito por meio de incrementos de cargas onde a forca esta sendo exercida. Utiliza-se um
carregamento inicial de —2.5 N e quantidade de incrementos suficientes para alcancar o
limite de escoamento elastico do material e entrar no regime plastico ou ainda para atingir

o ponto de tangente zero, onde ha falha do método de Newton.

Figura 31 — Domo deformado ampliado. Deformacao méaxima de 4.4 cm no topo.

Fonte: Autor, 2018.

Tabela 4 — Deslocamentos nodais na direcao z.

Deslocamentos Verticais (mm)

Incremento Forga (N) Dtruss Ansys

1 20 10,2372 -0,2373
2 40 10,4842 -0,4842
3 -60 -0,7423  -0,7423
4 -80 -1,0129  -1,0129
5 100 -1,2979 -1,2979
6 120 -1,5996  -1,5995
7 140 -1,9208 -1,9208
8 160 -2,2656 -2,2657
9 180 -2,6393  -2,6395
10 200 -3,0497 -3,0497
11 220 -3,5088 -3,5088
12 240 -4,0368 -4,0368
13 260  -4,6733 -4,6734
14 280  -5,5203 -5,5203
15 300 -7,4733 -7,4733

Fonte: Autor, 2018.
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Na Tabela 4 se tem a comparacao dos deslocamentos obtidos em DTruss com os
dados do Ansys. Utiliza-se 15 incrementos de carga com carregamento inicial de —20 N

até uma carga maxima de 300 N.

Por fim, com um carregamento de 10 KN positivo na direcdo z em todos os nds

superiores da Figura 31, tem-se a representagdo do modelo deformado e ampliado.

6.2.2 Analise dinAmica

A principio, os modelos dos trés primeiros modos de vibragao referentes as frequéncias
da estrutura em estado indeformado sao aqui representados na Figura 34. Seguidamente,
na Tabela 5 se faz um comparativo de todas essas frequéncias com os dados do software

Ansys.

Para a andlise dinamica, utiliza-se um tempo inicial de t;, = 0s e t; = 1 s, com um
intervalo de tempo igual a 0t = 0.0001 s. Trés tipos de carregamentos foram testados para

o caso da Figura 33.

Compara-se o comportamento da estrutura em uma andlise linear e nao linear em

dois casos de carregamento na Figura 35.

E, na Figura 32, relaciona-se também a andlise com variacao das frequéncia ao longo
do tempo com a andlise sem este tipo de variagdo, apenas para carregamentos constantes
de 200 KN com 6t = 0.0001 s e em um pequeno espaco de tempo, onde hd uma quantidade

maior de vibragoes do objeto quando aplicada, entre, ¢; = 0.15s e ty = 0.35 s.

Figura 32 — Diferenca na deformacao em funcao da atualizacdo da frequéncia.
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Fonte: Autor, 2018.
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Figura 33 — Analise transiente para diferentes tipos de carregamento, amortecidos ou nao
para o grau de liberdade z do n6 carregado.
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Fonte: Autor, 2018.
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Tabela 5 — Frequéncias naturais para o domo indeformado (Hz).

Frequéncias naturais (Hz)

wy  Dtruss Ansys  w, Dtruss Ansys
1 42,5459 42,5459 12 380,7237 380,7238
2 45,6940 45,6940 13 383,4155 383,4155
3 47,0120 47,0120 14 436,6418 436,6418
4 49,1997 49,1997 15 440,1356 440,1356
5 50,2207 50,2205 16 480,1921 480,1921
6 51,1774 51,1774 17 589,4038 589,4038
7 58,9805 58,9805 18 604,6253 604,6253
8 216,3049 216,3049 19 624,8391 624,8391
9 2257257 2257257 20 653,3473 653,3473
10 300,0073 300,0073 21 656,6950 656,6951
11 3441172 3441172 - - -

Figura 34 — Modos de vibrar das trés menores frequéncias naturais do domo.

Fonte: Autor, 2018.

) Para a frequéncia de 42.55 Hz

) Para a frequéncia de 45.69 Hz

X TN

) Para a frequéncia de 47.01 Hz

Fonte: Autor, 2018.
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Figura 35 — Comparacao entre deslocamento linear x nao linear na direcdo z do nd

Deslocamento (mm)

Deslocamento (mm)

carregado.

(a) fu(t) = —200sin(15t) N.

3,5

2,8 4

2,14

1,4 1

0,7 4

0,0

-0,7 1

-1,4 1

2,1+

-2,8 -

—— Linear
—— N. Linear

T T T T T T T T
0,4 0,6 0,8

Tempo (s)

(b) fe(t) = —200 cos(20t) N.

1.0

—— Linear
—— N. Linear

T T T T T T T T
0,4 0,6 0,8

Tempo (s)

Fonte: Autor, 2018.
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7 CONCLUSAO

Apds um estudo mais aprofundado, lancando mao de andlises das nao linearidades em
um sistema estrutural, observa-se inicialmente que a solucao apresentada, de forma vetorial,
se mostra como uma excelente alternativa aos métodos convencionais ja consagrados. A
utilizacdo de um sistema tunico de coordenadas, no geral, facilita a implementacao e
otimiza o uso de memoria e processamento da maquina, ja que calculos custosos sao
processados quando ha matrizes de rotagao entre eixos locais dos elementos e entre o
eixo global. Ainda em relagdo a uso de meméria e processamento de maquina, o método
do gradiente biconjugado pré-condicionado (PBCG) para resolugdo dos muitos sistemas

lineares formados em uma andlise nao linear, é uma excelente alternativa.

Quanto aos resultados obtidos, sdo bastante satisfatérios dentro dos limites que o
Método de Newton impoe. Na andalise estatica observa-se que os resultados sao coerentes
com a literatura e com o programa comercial referéncia em anélise estrutural, Ansys v.14.
No método de Newton, o controle de carga utilizado para tragar o caminho de equilibrio
¢é satisfatorio até determinados pontos limites, causando problemas de convergéncia ao
atingi-los ou saltando zonas de instabilidades da estrutura, os chamados snap-through e
snap-back (LACERDA, 2014). Isso pode levar ao incorreto dimensionamento, tanto de
uma forma conservadora ao se tratar de otimizacao, quanto de maneira desastrosa, ao se
zelar pela estabilidade da estrutura. Uma forma de se contornar essa situagao é utilizar
métodos para controle de deslocamento ou métodos para controle de carga e deslocamento
simultaneos, ja que pontos limites seriam superados com relativa facilidade e se saberia de

forma mais eficiente e eficaz como a trelica se comporta em funcao dos carregamentos.

Para a analise dindmica nao linear foi observada também boa convergéncia, com
resultados muito adequados, considerando amortecimento ou nao e intervalo de tempos
diferenciados. Ao se tratar da dindmica linear xnao linear, observou-se uma nitida diferenca
de deslocamentos com carregamentos mais elevados, que ultrapassam o limite onde a nao
linearidade pode ser aproximada para a linearidade. Essa correlacao é muito importante,
ja que além disso, ainda mostra que houve variacdo no comportamento de vibracao
inicialmente. Igualmente, algumas questoes podem ser sinalizadas, como por exemplo, a
existéncia de pequenas e diferentes oscilagoes vibratorias quando se atualiza ou nao as
frequéncias estruturais. Naturalmente, estas atualizagoes devem ser levadas em consideracgao
caso haja grandes deformagoes que alterem as dimensoes dos elementos. Mesmo nao se
tratando de uma diferenca consideravel, em determinadas situa¢oes pode ocorrer o fenémeno

de ressonancia com a carga, condicao esta que é normalmente prejudicial.

Os modos de vibrar, por outro lado, mesmo que nao mostrem quaisquer resultados

admissiveis, apenas visuais, é de bom grado se saber como serd a configuragao de deformagcéao
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da estrutura quando em situacoes em que o sistema seja excitado em alguma de suas
frequéncias naturais. J& o amortecimento, mesmo sendo um parametro com grandes
imprecisoes e de grande aleatoriedade no que diz respeito as taxas de amortecimento e a
composicao de sua matriz, a literatura recomenda como sendo algo benéfico na analise,
mesmo que apenas como um recurso para diminuicao de erros associados a convergéncia.
Outrossim, para se ter melhores resultados ¢ interessante analisar a sua presenca na

formulagdo em comparacao com um estudo de um modelo real simplificado.

Por fim, e ndo menos importante, o enriquecimento pessoal e profissional devem
ser destacados com o aprofundamento nesta tematica. A utilizacdo e implementacao
de ferramentas diversas, dentre elas linguagens de programagao, métodos numéricos,
programas computacionais, entre outras, gera uma melhor compreensao e aprofundamento
do estudo e desenvolve diversas competéncias. A mecanica computacional vem nesse
contexto como uma oportunidade de progresso, abrindo novos caminhos para exploracao
e contribuindo em diversos aspectos na formac¢ao de um engenheiro civil mais a par das

atualidades.

7.1 SUGESTOES DE TRABALHOS FUTUROS

Muitas possibilidades de ampliagao do tema podem ser sugeridas com a finalizacao

deste trabalho. Pode-se citar algumas:

e Os exemplos dados se tratam de estruturas com a relagdo constitutiva linear. Para-
metrizar uma curva ou estudar novos elementos que apresentem nao-linearidades

fisicas a fim de que se possa avaliar a formulacido proposta nesse sentido;

e Propor, implementar e avaliar novos modelos de deformacao, como as deformagoes

de Green, Logaritmica e Almansi;

e O estudo comparativo de novos elementos, vigas, cascas, sélidos, etc., na condi¢ao

vetorial;

e A implementacgao de outros métodos numéricos na nao linearidade, como por exemplo
o método do comprimento de arco, que usando incrementos de cargas e deslocamentos,

alcanga condigoes onde Newton é ineficaz;

e Métodos para otimizar o processo de determinacao das frequéncias naturais, ja que
por Jacobi isto é feito para as n frequéncias da estrutura, onde n é a quantidade de

graus de liberdade do sistema;

e Um estudo mais aprofundado dos varios tipos de amortecimentos, dentro das suas

possibilidades de aplicagao, servindo-se de experimentacoes praticas para isso;
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A aplicagdo de novos parametros para Newmark e a comparacao com métodos da

Diferenca Central e Runge-Kutta, por exemplo;

e A comparacao de resultados do sistema vetorial com o sistema corrotacional classico

e a influéncia no tempo de processamento que isso impoe;

A implementacao e estudo de outros tipos de cargas, como a impulsiva, para ampliacao

da compreensao de como se d4 o comportamento nessa situacao;

Uma andlise de contato e impacto com carregamento dindmico.
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