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Prefacio

A nocgéao de aplicacao biharmonica entre variedades Riemannianas foi apre-
sentada por J. Eells e J. H. Simpson, em 1964, e estudos sobre esse assunto
comecaram a ser publicados regularmente na década de 1980. Atualmente,
a literatura sobre a teoria das subvariedades biharmoénicas em variedades Ri-
emannianas e tépicos relacionados continua crescendo. Gedmetras de paises
como China, Franga, Italia, Japao, Roménia e Estados Unidos contribuiram
ativamente para o desenvolvimento e divulgacao desse novo assunto. Também
no Brasil, existe um crescente interesse nesse campo de pesquisa. Artigos so-
bre a geometria dessas subvariedades tem sido elaborados por matematicos
trabalhando no IMPA, UFBA e UFSCar.

O micleo deste livro, e também sua motivagao inicial, foi um mini-curso
lecionado pelo primeiro autor como parte do Programa de Verao da Pos-
graduacao do Instituto de Matematica da Universidade Federal da Bahia,
em janeiro de 2013. Esse texto foi desenvolvido a partir das notas de aula
desse mini-curso e destina-se, principalmente, para estudantes de Mestrado e
Doutorado, mas também para pesquisadores interessados em ter um primeiro
contato com a biharmonicidade.

O livro esta estruturado em quatro capitulos, como segue.

O primeiro capitulo consiste de uma primeira parte introdutéria, onde
relembramos algumas nocoes e resultados fundamentais na teoria de aplicacoes
harmoénicas entre variedades Riemannianas, e também de uma segunda parte
onde apresentamos a definicao de aplicagoes biharmonicas e alguns resultados
gerais sobre elas; como, por exemplo, a primeira variacao da bienergia e o
teorema de caracterizacao para subvariedades biharmonicas.

No segundo capitulo, consideramos as subvariedades biharmonicas em esfe-
ras Euclidianas e apresentamos resultados de classificacao, exemplos explicitos
e resultados de caracterizacdo para tais subvariedades, com uma énfase espe-
cial sobre curvas e hipersuperficies.

Nos terceiro e quatro capitulos lidamos com subvariedades biharmonicas
em formas espaciais Sasakianas e complexas, que sdo espacos com curvatura
seccional nao-constante. Como no caso das esferas Euclidianas no Capitulo 2,
apresentamos resultados de classificagdo para curvas biharmonicas e outras
subvariedades biharmonicas nesses espagos; exemplos explicitos de subvarie-
dades biharmonicas (incluindo as equagoes explicitas das curvas de Legendre



biharmoénicas em formas espaciais Sasakianas); bem como outros resultados
de caracterizagao de tais subvariedades.

As técnicas utilizadas para provar os resultados apresentados neste livro
sao, em geral, técnicas classicas, usadas nao somente para estudar a geome-
tria das subvariedades biharmonicas, mas também para o estudo de outros
importantes tipos de subvariedades.

De modo a descrever brevemente a geometria das formas espaciais com-
plexas e Sasakianas, nos Capitulos 3 e 4, nossas principais referéncias foram
as monografias [7] e [47].

O leitor interessado em aprofundar seus estudos sobre subvariedades bihar-
monicas e topicos relacionados poderao consultar The Bibliography of Bihar-
monic Maps ([46]) bem como, por exemplo, as referéncias bibliograficas de [4]
e [39].

Esperamos que o leitor deste livro encontre nele tanto uma 1til introducao
sobre a teoria das subvariedades biharmonicas, como também uma fonte de
inspiragao em algum trabalho futuro.

Os autores



Preface

The notion of a biharmonic map between Riemannian manifolds was sug-
gested by J. Eells and J. H. Sampson in 1964 and studies on this subject
began to be published regularly in the mid 1980s. Nowadays there is an ever
growing literature devoted to the theory of biharmonic submanifolds in Rie-
mannian manifolds and related topics. Thus, geometers from countries like
China, France, Italy, Japan, Romania, or USA actively contribute to the de-
velopment and spread of this rather new subject. Also in Brazil there is a
growing interest in this field, papers concerned with the geometry of these
submanifolds being authored by mathematicians working at IMPA, UFBA, or
UFSCar.

The core of this book and also its initial motivation is a mini-course taught
by the first author as a part of the Postgraduate Summer Program of the
Institute of Mathematics of the Federal University of Bahia in 2013. Beginning
with the lecture notes for that mini-course, we developed them into the present
course that addresses mainly to Master and PhD students but also to those
researchers interested in having a first taste of biharmonicity.

The book is structured into four chapters as follows.

The first chapter consists in a first introductory part where we recall some
fundamental notions and results in the theory of harmonic maps between
Riemannian manifolds and also a second part where we present the definition
of biharmonic maps and some general results on them (as, for example, the
first variation of the bienergy and the characterization theorem for biharmonic
submanifolds).

The second chapter is devoted to biharmonic submanifolds in Euclidean
spheres and we collected here classification results, explicit examples, and
characterization results for such submanifolds, with a special emphasis on
curves and hypersurfaces.

The third and the fourth chapters deal with biharmonic submanifolds in
Sasakian and complex space forms, respectively, that are spaces with non cons-
tant sectional curvature. As in the case of the Euclidean sphere in Chapter 2,
we present classification results for biharmonic curves and other biharmonic
submanifolds in these spaces, explicit examples of biharmonic submanifolds
(among them the explicit equations of biharmonic Legendre curves in Sasakian
space forms), as well as other characterization results for such submanifolds.
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The techniques used to prove the results presented in our book are, in
general, classical ones, used not only to study the geometry of biharmonic
submanifolds but for the study of other important types of submanifolds too.

In order to briefly describe the geometry of Sasakian and complex space
forms in Chapters 3 and 4 our main sources were the monographs [7] and [47].

The reader interested in finding more studies on biharmonic submanifolds
and related subjects should consult The Bibliography of Biharmonic Maps
([46]) as well as, for example, the works mentioned in the bibliography section
in [4] and [39].

We hope that the reader of this book will find it both an useful introduction
to the theory of biharmonic submanifolds and, why not, a source of inspiration
in one’s future work.

The authors would like to thank Professor Cezar Oniciuc for many discus-
sions and suggestions during the preparation of this textbook.

The authors



Introducao

A teoria das aplicagoes harmonicas entre variedades Riemannianas, isto é,
dos pontos criticos da integral energia, é um dos assuntos mais importantes e
bem estudados na moderna Geometria Diferencial. Tais aplicacbes sao carac-
terizadas por possuirem o campo tensorial nulo. Indicamos os belos artigos
[16], de 1978, e [17], de 1988, dos pesquisadores James Eells e Luc Lemaire
para um relato sobre alguns dos fatos essenciais sobre aplica¢oes harmonicas.

Em particular, o estudo das imersées harmoénicas foi e ainda é um tema de
pesquisa muito interessante porque uma imersao harmonica entre duas varie-
dades Riemannianas define uma subvariedade harmonica, que é também uma
subvariedade minima, ou seja, subvariedades harmoénicas sao, em certo sen-
tido, generalizagoes de subvariedades minimas. Por estarem profundamente
relacionadas ao problema fisico de equilibrio de forcas em uma pelicula, e
também por sua grande beleza estética, as superficies minimas imersas em R?
sempre despertaram grande interesse entre os pesquisadores da area de Geo-
metria Diferencial e, ao longo do tempo, desempenharam papel fundamental
no desenvolvimento da pesquisa na area da Geometria Diferencial e, cada vez
mais, mostraram-se um ponto de contato entre outras areas de pesquisa em
Matematica, como é o caso da Andlise Harmonica e Biharmonica aqui trata-
das.

Existem excelentes artigos dedicados ao estudo das subvariedades minimas,
mas, sendo este livro indicado principalmente para estudantes de pos-gradua-
¢ao em Matemética, gostariamos de apenas mencionar aqui o livro cldssico [10],
de autoria de Manfredo do Carmo como referéncia para a introducao do estudo
das curvas minimas, chamadas de geodésicas de uma variedade Riemanniana.

Outro importante tépico de pesquisa, muito ativo nas ultimas cinco dé-
cadas, é caracterizado pelo estudo de certas equagoes diferencias parciais de
quarta ordem, generalizando a nocao de aplicacoes harmonicas.

James Eells e J.H. Sampson, em seus artigo [18], de 1964, sugeriram a
nocao de aplicacao biharmonica entre variedades Riemannianas, definida como
ponto critico do funcional bienergia, que é obtido integrando o quadrado da
norma do campo de tensdo. A equacao de Euler-Lagrange correspondente, ob-
tida por Guo Ying Jiang [29], em 1986, é dada pelo campo de bitensao identica-
mente nulo. Como qualquer aplicacao harmonica também é biharmonica, esta-
mos interessados em estudar aplicagoes biharmonicas que nao sao harmonicas.

11
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De maneira similar ao que acontece na teoria das aplicacoes e subva-
riedades harmonicas, também estuda-se o caso especial das subvariedades
biharmoénicas, isto é, daquelas subvariedades cuja imersao é biharmonica.
Neste contexto, o campo bitensao tem uma parte tangente e uma parte normal,
e como mencionamos acima, ambas as partes se anulam identicamente o que
caracteriza as subvariedades biharmonicas. Quando trabalhamos no espao Eu-
clidiano, e apenas nele, esta definicao coincide com a definicao proposta por
Bang-Yen Chen [13], onde a subvariedade biharmonica é caracterizada pelo
fato do seu campo curvatura média ser harmonico.

Embora apenas resultados de nao-existéncia tenham sido obtidos no espaco
Euclidiano, (ver, por exemplo, [14], [15], [29], and [33]), quando o espagco
ambiente é nao-plano, foram encontrados numerosos exemplos e resultados de
caracterizacao e classificagao para subvariedades biharmonicas em tais espaos.
Por exemplo, os artigos [4], [5], [6], [8], [9], [39] tratam das subvariedades
biharmoénicas imersas em esferas; em formas espaciais complexas temos os
artigos [20], [25], [32], [43]; em forma espaciais Sasakianas, [21], [23], [22],
[19], [25], [28].

Todos esses estudos foram publicados nos ultimos 30 anos, o que mostra
que a teoria da biharmonicidade é atualmente um assunto bem estudado,
bem como, um ativo campo de pesquisa, com muitos novos resultados sendo
publicados a cada ano, contribuindo para o desenvolvimento desta area.

Esse livro é uma versao estendida das notas de aula de um curso de férias
na Universidade Federal da Bahia, no verao de 2013. O pré-requisito necessario
para a leitura desse material é conhecimento basico de Geometria Riemanniana
e alguma familiaridade com a teoria das aplicagbes harmoénicas.



CAPITULO 1

Aplicagoes biharmonicas entre variedades
Riemannianas

As aplicagoes biharmoénicas sao uma generalizagao da nocao de aplicagao
harmonica e foram apresentadas inicialmente por J. Eells e J. H. Sampson,
em 1964 (ver [18]). Neste primeiro capitulo, lembramos algumas definigdes e
resultados gerais da teoria de aplicagoes harmonicas, apresentamos a nocao de
aplicacao biharmoénica e deduzimos a férmula da primeira variacao da bienergia
e a férmula da segunda variagao, para o caso particular de aplicacoes com
valores na esfera Euclidiana. Provamos também o teorema de caracterizagao
das subvariedades biharmoénicas em variedades Riemannianas.

1. Aplicagoes harmoénicas entre variedades Riemannianas

Seja f : (M, g) — (N, h) uma aplicacao suave, ou seja, de classe C°°, onde
M e N sao duas variedades Riemannianas. Entao, o diferencial df pode ser
considerado como uma seccdo do fibrado T*M @ f~'TN e, munindo T*M ®
f~ITN com a norma de Hilbert-Schmidt, temos as igualdades

AP = tracey £*h = > h(fuc, focr),

i=1

onde {ey,...,en} é um referencial ortonormal em (M, g).
Seja f~ITN o fibrado pull-back de TN sobre M, ou seja, o fibrado cuja
fibra sobre p € M é T(,)N. Entao existe uma tinica conexao linear

VLdf(V) = V{df (X) = df([X,Y]), VXY €C(TM).
DEFINIGAO 1.1. A densidade de energia de f é a funcao suave dada por
1
e(f): M = [0,00); elf) = SldrP*

DEFINIGAO 1.2. Seja Q C M um dominio compacto. Entao, a energia de
f sobre Q é dada por

Fa(f) = [ elhvy =3 [ 1P,

DEFINIGAO 1.3. Seja f : (M,g) (N, h) uma aplicagdo suave. Uma
variacao suave de fé uma aplicagé?suave F:IxM— N,I=(—¢¢) CR,

13



14 Aplicacbes biharmoénicas entre variedades Riemannianas

satisfazendo
F(0,p) = f(p), VpeM.

Uma variacao de f serd denotada por {fi}ier, onde fi(p) = F(t,p), (t,p) €
I x M.

Agora, suponhamos que (M, g) é compacta. Neste caso, podemos enunciar
a definicao seguinte.

DEFINIGAO 1.4. Uma aplicacao suave f : (M,g) — (NN, h) é chamada de
aplicagdo harmdnica se ela é um ponto critico da energia E : C*°(M,N) — R,
E(f) = (1/2) [, |df [*vg, ou seja, se para todas as variagdes suaves { fi}+er de
f, tivermos

DyE(f) = 5| B =0,

onde V € C(f~'TN) é o campo variacional de {f;}scr, dado por

d
Vi) = %| _ filp) ¥pe.

PROPOSIGAO 1.1 (A primeira variagao da energia). Sejam f : (M,g) —
(N, h) uma aplica¢ao suave e { fi}1cr uma variagao suave de f. Entdo

il B0 =~ /M<T<f>, Vv,

onde (-,-) é a métrica Riemanniana definida em f~'TN,
7(f) = trace Vdf € C(f~'TN)

€ o campo de tensao de f e Vdf € a seqgunda forma fundamental de f dada
por

Vaf(X,Y) = Vidf (V) = df (VYY) = Vi xdf (V) - df (VYY).

TEOREMA 1.2. Uma aplicagio f : (M,g) — (N,h) € harmonica se, e
somente se, satisfaz a equagao de Euler-Lagrange da energia, 7(f) = 0.

PROPOSIGAO 1.3. Sejam f: M — N e ¢ : N — P duas aplicagoes suaves
entre variedades Riemannianas. Entdo

T(po f) = de(r(f)) + trace Vdp(df, df ).

OBSERVACAO 1.1. Em coordenadas locais, podemos escrever

vortory o
oxt 0xI /) Oy~

ExEmMPLO 1.1. Uma aplicacao constante é harmonica, pois é um minimo
absoluto da energia.

7(f) = (=AM 4 g7 (T) f

ExeEMPLO 1.2. A aplicacao identidade Idy; : M — M é harmonica.
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ExEmMpPLO 1.3. Sejam N = R"™ o espaco Euclidiano munido da métrica
usual e f: M — R™ uma aplicacao suave, escrita como

Fp) = (1), [ ().
A aplicacao f é harmonica se, e somente se,
AMfpe =0, Yae{l,...,n},
ou seja, se as fungoes f“ sao harmonicas.

EXEMPLO 1.4. Sejam M = (a,b) um intervalo aberto de R e N uma
variedade Riemanniana. Entao, uma aplicacao v : (a,b) — N é uma curva em
N e 7(y) = 0 se, e somente se,

d27a + ( «@ )Ndryﬁ d75 _
dr? POl at dt
Isso mostra que v é harmonica se, e somente se, v é uma geodésica.

ExeEmpLO 1.5. Seja f : (M,g) — (N,h) uma imersao Riemanniana. A
segunda forma fundamental de f pode ser escrita como

Vdf(X,Y) = VXY — VY.

Assim, 7(f) = trace Vdf = mH, onde H é o campo curvatura média de f.
Segue-se que f é harmonica se, e somente se, f é minima.

2. Aplicagoes biharmoénicas. A primeira variagao da bienergia

DEFINIGAO 1.5. Sejam f : (M, g) — (NN, h) uma aplicacdo suave entre duas
variedades Riemannianas, 7(f) = trace Vdf seu campo de tensao e Q C M
um dominio compacto. A bienergia de f sobre € é dada por

Baalf) = [ I7(DPw,

DEFINIGAO 1.6. Uma aplicagao suave f : (M,g) — (N,h) é chamada
aplicagao biharmoénica se é um ponto critico da bienergia, para todos os do-
minios compactos  C M.

Antes de enunciar o primeiro resultado principal deste livro, enunciaremos
o Teorema da Divergéncia.

TEOREMA 1.4 (Teorema da Divergéncia). Sejam Q C M um dominio
compacto, com fronteira XY suave, e p uma 1-forma. Entdo,

/traceVpVg:/ p(N)Vi=g,
Q o0N

onde n € o campo vetorial unitdrio normal a OS2 apontando para o exterior de

o0 em M.
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PROPOSIGAO 1.5 (A primeira variagdo da bienergia ([29])). Sejam f :
(M, g) — (N, h) uma aplicagao suave e { fi }1er, com I = (—e¢, €), uma variagdo
suave de f, tal que fy = f em M\int(Q2), onde Q@ C M € um dominio compacto.
Entao,

da
dt lt=0

Baalf) = [ 1)V,
onde V' é o campo variacional de {fi}er €

m(f) = —Alr(f) — trace RY(df, 7(f))df
€ o campo de bitensao de f.

DEMONSTRAGAO. Inicialmente, lembramos que {f;}ic; é uma aplicacao
suave F': I x M — N satisfazendo

F(t,p) = fi(p), YV (t,p)elxM
F(0,p) = fo(p) = f(p), YpeM

e que o campo de variacao V € C(f~!TN) é dado por

Vip) =2

0
= $ip) = dFO.p)(5;) € Ty N, pe M.

Agora, temos

%uﬁmm>=ﬂﬁgwmmmﬁuﬁ

- fQ a/at 7(ft) ‘t oY
Seja {F1, ..., Ep} um referencial ortonormal geodésico em p € €2, ou seja,
{E1,...,Ep} é um referencial ortonormal tal que (Vg Ej), = 0, V i,j €

{1,...,m}. Entao,
Vhar () = Vi (X0 V(5 B
= 2V (VEdF)E;)}
= AV VEAF(E;) = V0, dF (Vg Ep)}.
Considere Z € C(T'M) um campo de vetores. Como [9/#, Z] = 0, temos

V5 adF(Z) = V5dF(0/0t) + dF([0/0t, Z)) = V5dF(9/0t).
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Entao, em p, obtemos
Vg/atT(ft) = 221{vg/atindF(Ei) - ngiEidF(a/at)}

= X Vi Ve dF(E)
= YAVEVEadF (E) + Vfg st 4F (Ei)
+RF(0/0t, E;)dF (E;)}

= Y {VEVEdF(0/0t) + RN (dF(8/8t), dF(E;))dF(E;)}.

Se p é o campo vetorial unitario normal a 9Q em M e i : 9 — M ¢é
a inclusao canodnica, podemos aplicar o Teorema da Divergéncia para p =

(1(f),VV) e 0= (V7(f),V) e obtemos
% ‘tZOEQ,Q(ft) = Jo(trace V2V — trace RN (df, V)df, T(f))vg

= [ {VVedr (£ g — [o0(VuVo7(f))vizg
— Jo(Vi trace RN (df, 7(f))df )vg

= [o(Vitrace V2r())vg + [oq (Vs Vi (f))virg
— Jo (V. trace RN (df, 7(1))df v

= fQ(VaTZ(f)>Vg~
O
TEOREMA 1.6. Uma aplicagdao suave f : (M,g) — (N, h) € biharménica

se, e somente se, satisfaz a equagdo de FEuler-Lagrange da bienergia (ou a
equagao biharmonica)

(1.1) To(f) = —AfT(f) — trace RN (df, 7(f))df = 0.

OBSERVACAO 1.2. Em coordenadas locais, a equacao biharmoénica é um
sistema nao-linear de EDPs, de ordem 4.

OBSERVAGAO 1.3. Uma aplicacao f é biharmonica se, e somente se, 7(f) €
ker J7, onde
JIC(f'TN) = C(f'TN), J/ (V) =AMV + trace RN (df, V) df,

é o operador de Jacobi corespondente a f. Como J7 é linear, segue-se que todas
as aplicagoes harmonicas sao biharmonicas. Além disso, pode ser mostrado
que todas as aplicagoes harmonicas sao minimas absolutas da bienergia.

DEFINIGAO 1.7. Uma aplicacdo que é biharmonica e nao é harmonica é
chamada aplicacdo proprio-biharmoénica.
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EXEMPLO 1.6. Seja f : (M,g) — R™, f(p) = (f'(p),-.., f*(p)), uma
aplicacao suave. Nesta situacao, temos

T(f) = =Af = —(AfL .. Af™).

Além disso, a bienergia é dada por

1
Baolf) = 5 [ 1AfPv,
Q
e a equacao biharmonica é
m(f) = A f = (A%f1,.. A% M) = 0.

Portanto, f é biharmoénica se, e somente se, suas fungbes componentes sao
biharmoénicas.

ExXEMPLO 1.7. As aplicagoes polinomiais, de grau 2 ou 3, entre espacos
Fuclidianos sao biharménicas.

ExeEmMpPLO 1.8. Um método para obter aplicacdes biharmoénicas é dada pela
chamada propriedade de Almansi ([1]). Com efeito, se f : R™ — R" é uma
aplicacao harmonica e r : R™ — R é a distancia a origem, dada por

r(zt, 2™ =V (@)2 + . 4 (am)2,
entdo r2f : R™ — R™ é biharmonica, ou seja,

Af =0

se, e somente se,
A%(r?f) = 0.
Por exemplo, a aplicacao
PRV SR, f(zw) = (22 + ) (|22 — w2, 22w),
obtida aplicando a propriedade de Almansi sobre a aplicagdo de Hopf
GRS R g(zw) = (|2 - wf?,220),
é proprio-biharmonica.
EXEMPLO 1.9. Sejam v : I — N uma geodésica e t : J — I, t = t(s),

I,J C R, uma mudanga de pardmetro. Entdo ¥ = yot: J — N é préprio-
biharmonica se, e somente se,

d*t d*t

ds ds

DEFINIGAO 1.8. Seja i: M — N uma subvariedade de uma variedade Ri-

emanniana. Entao, M é chamada uma subvariedade biharmoénica se a imersao
1 é uma aplicacdo biharmoénica. Se i é préprio-biharmonica, entdao M é uma
subvariedade préprio-biharmonica.
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EXEMPLO 1.10 (Subvariedades biharmonicas em espago Euclidiano). B.-Y.
Chen foi o primeiro a estudar, [12], as imersoes f : M — R" satisfazendo

AH = \H, )cR,

onde H é o campo curvatura média de M. Como Af = —mH (férmula de
Beltrami), se A = 0, entdo a condi¢do AH = 0 pode ser escrita como A2f = 0.
Neste caso, 7(f) = mH e 7o(f) = —mAH.

Concluimos assim que M ¢é biharmonica se, e somente se, o campo curva-
tura média H é harmonico. Esta é a biharmonicidade no sentido de Chen.

ExeEmpLO 1.11. Sejam « : I — (N, h) uma curva parametrizada por com-
primento de arco e T' = v/. Entéo, 7(y) = V7T e a equagdo biharmonica pode
ser escrita como

(1.2) VAT — R(T,VrT)T = 0.

A curva v é chamada uma curva de Frenet de ordem de osculagdo r, 1 <
r < n, se existem r campos de vetores ortonormais £y = T, Fo, ..., E, ao
longo de 7, tais que

VrE1 = k1E2, VrEy=—ki1Ey + kol3,...,V7rE, = —k,_1E,_1,

onde as fungoes curvaturas de v, Ki,...,kr—1, sdo positivas. Uma geodésica
é uma curva de Frenet de ordem de osculacao 1; um circulo é uma curva
de Frenet de ordem de osculacao 2, com k; constante; uma hélice de ordem
r, r > 3, é uma curva de Frenet de ordem de osculagdao r, com K1,..., Kr—1
constantes; uma hélice de ordem 3 é chamada simplesmente hélice.

Agora, usando a equacao (1.2), segue-se que uma curva de Frenet de ordem
de osculacao r é préprio-biharménica se, e somente se,

K1 = constante # (

k3 + k3 = R(T, Es, T, E»)

kh = —R(T, Ey, T, E3)

KRoK3 = —R(T, EQ,T, E4)

R(T,E,T,E;) =0, Viec{5...,r}
R(T,E», T,U) =0, YUEe€(L[T, Es,...,E])"

(1.3)

DEMONSTRAGAO. Um célculo direto mostra que a equagao biharmonica
pode ser escrita como

0 = V3T —R(T,V7T)T
= =3k T + (K] — k3 — k1K3) B2 + (2K K2 + k1K) B3

+I€1H2I€3E4 — /ﬁ;lR(T, EQ)T,

o que é equivalente a (1.3). O
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3. O teorema de caracterizagao das subvariedades biharmonicas

TEOREMA 1.7 ([6]). Uma subvariedade M™ em uma variedade Rieman-
niana N, com tensor de curvatura RN, é biharmonica se, e somente se,

A+ H +traceo (-, Ag-) + trace(RN (-, H)-)* =0
Dgrad |H|? + 2trace Ag1 g (+) + 2trace(RY (-, H)")T =0,

onde H € o campo curvatura média, o € a sequnda forma fundamental e A € o
operador de Weingarten de M, dados pelas equacdes de Gauss e Weingarten

VY = VxY +0(X,Y), VIV =—-AyX + V%V,
para todos X, Y € C(T'M) eV € C(NM).

DEMONSTRAGCAO. Os campos de tensao e bitensao da inclusdo candnica
i1: M — N sao

(i) =mH e (i) =—m(AH +trace RN (-, H)-),

respectivamente.
Portanto, M é biharmoénica se, e somente se,

AH + trace RN (-, H)- = 0.

Agora, seja {F1,..., Ep,} um referencial ortonormal que é geodésico em
um ponto p € M. Entao, em p, temos

AH = =371, VgivgiH = -2t ng(VﬁH — AnE;)
= -2 it{VE Ve H - AVﬁiHEi ~ Vg, AyE; —o(Ei, ApE;)}
= ALH +traceo(-, Ay-) + trace AV(%)H(-) + trace VAg.
Além disso, em p, temos
S Ve An(E) =3, (Ve Au(E), Ej)E; = 3, Ei((A Ei, E;))Ej
= Z” Ei({(o(Es, Ej), H))E; = Z” Ei(<vngiaH>)Ej
= S AVEVY B H) + (V) BV LE;
=i UVEVE B, H) + (0(Ei, E;), Vi, H)} E;

= Zi,j<VgngjEi,H>Ej +2 AgL yEi
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e

+ny5¢, 5, Ei H)
= YL ((RN(E, B)Ej, H) + (Vi 0(E;, ), H))
= Y (RN(Ej, H)Ej, E;) +m(Vy H, H)

= Y (RY(E;, H)Ej, Eq) + 3 E;(|HI?).

Segue-se que

> {Avy nEi+ Ve AnEi} =2trace Ag. (1) + % grad(|H|?)
i=1 !

+ (trace R(-, H)-) .
Concluimos que M ¢é biharmonica se, e somente se,

_AJ-H — trace U(';AH') — (trace R(,H))L =

2 trace AV%)H 42 grad(|H|?) + 2(trace R(-, H)) .

Um termo desta equacao é tangente e o outro é normal, o que conclui a
demonstragao. O

4. Resultados de nao-existéncia

TEOREMA 1.8 ([29]). Sejam (M, g) uma variedade compacta e orientdvel
e (N, h) uma variedade com curvatura Riemanniana Riem®™ < 0. Entdo, uma
aplicagao f : (M,g) — (N,h) é biharménica se, e somente se, é harménica.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que f : (M,g) — (N, h) é uma aplicacao
biharmonica. Entao, 72(f) = 0, o que implica

(AT(),7(£) = D (RN (7(F), df (B:))df (Bx), () <0,
i=1
onde {Ei,...,Epy} é um referencial ortonormal em M. Substituindo essa

expressao na férmula de Weitzenbdck

SA(P = (A (), 7(1) — [Vr(H)

obtemos A|7(f)[> < 0. Como M é compacta, utilizando o Principio de
Méximo, temos que |7(f)|? é constante e, entdo, V7(f) = 0 e (AT(f),7(f)) =
0.
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Finalmente, temos que

0= /M<V7(f),df>vg - /M<r<f>,wf>ug _ /M 7(f) Py,
ou seja, 7(f) = 0. O

TEOREMA 1.9 ([37]). Seja i : (M,g) — (N,h) uma imersio Riemanni-
ana com curvatura média constante. Se Riem? < 0, entdo a imersio i é
biharmonica se, e somente se, € harmonica.

DEMONSTRAGAO. Como i : M — N é uma imersao Riemanniana, temos
que

(1.4) (df(X),7(f)) = m{df(X),H) =0, VX eC(TM),
e a condicdo |H| = constante é equivalente a |7(f)|? = constante.
Se 72(f) = 0, a férmula de Weitzenbdck e a condigao Riem” < 0 implicam
novamente, como na demonstragao do teorema anterior, que V7(f) = 0.
Em seguida, seja {E1, ..., Ep} um referencial ortonormal em M. De (1.4),
como V7(f) =0, obtemos
Ir(F)1? = (r(£), Y Vdf (B, E)) = > (7(f), Vi,df (E;))

i=1 =1

> {E((7(f), df (E:))) — (df (Eq), Vie,7(f)}
=1

I
e

0

Existem muitos resultados de nao-existéncia de subvariedades préprio-bi-
harmoénicas em espago Euclidiano. Eles podem ser agrupados como feito no
teorema enunciado a seguir, que é apresentado sem demonstragao.

TEOREMA 1.10 ([14, 15, 26]). Para cada uma das sequintes classes de
subvariedades em espaco Fulidiano R™, a biharmonicidade € equivalente a mi-
nimalidade:

CuUTvas;
subvariedades de tipo finito;

subvariedades com curvatura média constante;

subvariedades pseudo-umbilical com dimensdo m # 4;
hipersuperficies com menos de trés curvaturas principais distintas;
hipersuperficies conformamente planas;

hipersuperficies em R3 e R?.

Todos estes resultados levaram a formulacao da seguinte conjetura, devida
a Chen.
Conjetura de Chen. Todas as imersées Riemannianas biharmonicas em R™
sao minimas.
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5. A segunda variacao da bienergia

Nesta secao, vamos apresentar a férmula da segunda variagao da bienergia
para aplicacGes biharmonicas com valores na esfera Euclidiana S™. Esse resul-
tado foi obtido em [38] e também foi provado, usando uma técnica diferente,

m [29].

Seja ¢ : (M, g) — (N, h) uma aplicacao biharmonica entre duas variedades
Riemannianas, onde M é compacta e orientavel, e seja {¢s}s ter uma variacao
suave, isto é, uma aplicacao suave ® definida por

DP:RxRx M —=S"  ®(s,t,p) = ¢ss(p),

tal que (I)(O)O?p) = d)0,0(p)a v D € M.
Os campos variacionais de vetores correspondentes sao V e W, secoes em
¢~ 1TS", dadas pelas igualdades

d

Vip) =

0 n
I ¢s,0(p) = d®(0,0,) (%) € Typ)S

s=0

W(p) dt‘ Pot(p) = q’(o,o,@(%) € Typ)S™.

A Hessiana da bienergia Eg, em seu ponto critico ¢, é definida por

82
E .
D50t | (s,6)=(0,0) 2(¢s1)

TEOREMA 1.11 ([29, 38]). Seja ¢ : (M,g) — S™ uma aplicagdo biharmo-
nica. Entao, a Hessiana da bienergia Fo em ¢ €

H(E)o(V, W) = /M<I<v>,w>ug,

H(Es)y(V, W) =

onde

(1.5) I(V) =A%V 4 A{trace(V, d¢-)de - —|do|*V'}
+2(d7(9), do)V + |7(9) |V
— 2trace(V,dr(¢)-)d¢ - —2trace(r(¢),dV-)dep-
—(1(9), V)7(@) + trace(dep-, AV )dp-
+ trace(d¢-, trace(V, do-)d¢-)d¢-
— 2|de|* trace(de-, V) do-
+2(dV, dg)7(¢) — |dg[* AV + |dg|'V.

DEMONSTRACAO. Comecamos calculando %hzoEg(qbs’t) e encontramos

%‘t:OEQ(QZ)St = zat‘t 0

_IMVBT(bst ¢st ‘tO
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Para obter a expressao de V o 7(¢s+), consideramos um campo geodésico
ot

{X;}" | num ponto p € M e obtemos

Var(éu) =V { TI(Vaxdbss(X) — doss(Vx, X0)) |

= Vo { T (Vi d®,(X0) - d0.(Vx, X)) |,
onde ®4(t,p) = ®(s,t,p). Como
Vd®,(Y) — Ved®y(X) = do,([X,Y]), VX,V € C(2;'TS"),
em p e para t = 0, temos

Vor(de) = NIV Vi d®y(Xi) = Vo dOy(Vx, X))

= z {VaVqu)( i) — vaxdq)( )

—do, (|4 Vx.Xi] )}

= YV Vi, d2y(X;)
= S B (do, (). doy (X)) dey (X))
+Vx,V o d0s(X;) + V[%Xi]d%(Xz‘)}

= S R (W dey (X0)d0,(X) + Vi, (Vx4 ( )

(e

= 2221 R (W, d®s(X;))dPs(X5) + Z:zl Vx; Vx, Ws

= AW, — X7, RS (d®,(X,), W,)dd,(X,),

onde
Wi (p) \ ot (p) = d(, g (9) W, € C(6-3TS™), Wy =W.
s dt s, (s,0,p) ot)’ s 5,0 )
Daqui, temos que E}tZOEQ(‘Z’&t) é dada por
% ‘t:0E2(¢s,t) = fM<_AWs — trace RSn (d¢s,0'a Ws)d¢s,0'a T(¢s,0)>l/g

= fM AT ¢s 0) — trace RS" (d(bs 0 (¢s,0))d¢s,0'a Ws>Vg
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Como ¢ é biharmonica, segue-se, da equagao biharménica (1.1), que

H(E)o(V,W) = Z| _, [u{~A7(6s0)
— trace RS" (ds 0, 7(05,0))ds.0, Ws)vg
= Ju(Va{-Aar(4s0)
— trace RS (deps.0° 7(¢5,0))dbs.0-} ;g0 W)V

= IMU(V)a W>Vga

onde

(1.6) (V)= V%{—AT(@,O) — trace RSn(dgb&o-, T(qbs,o))d(ﬁs’o'}‘szo.

A seguir, como

V%T(¢S,O)\SZO = —AV — trace RS (d¢-, V)d¢-

trace RS (d¢-, V)dp- = trace(V, do-)d¢ - —|do|*V,
obtemos
(1L7) Vo {-A7(ds0)}sm0 =A%V + Aftrace(V, d¢-)do - —|dg[*V'}
+2(d7 (), dg)V + [7(9)]*V
+ trace(r(¢), dp-)dV -
— 2trace(V,d7(¢)-)do-
— trace(7(¢), dV-)de - —(7(¢), V)7(9)
e
(L8) V.o {-trace R* (dpsp, 7(6s,0))dds0 Hs=0 =
— trace(7(¢),dV-)d¢ - + trace(do-, AV)d¢-
+ trace(dg-, trace(V, d¢-)d¢-)dep - —|dé|* trace(de-, V) dep-
— trace(r(¢), dp-)dV - +2(dV, do)7(¢) — |dp[* AV
— |do|? trace(V, dg-)dg - +|dg|'V.
Substituindo (1.7) e (1.8) em (1.6), obtemos (1.5).

25
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COROLARIO 1.12 ([38]). Seja ¢ : (M,g) — S™ uma imersao harmonica.

Entdo I € um operador simétrico, positivo semi-definido e
(1.9) Ker] ={VeC(¢ TS : AV =mV -V},
onde V=V 4+V+ VIl € O(TM) e V+ € C(NM).
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DEMONSTRAGAO. Da equagao (1.5), segue-se que
I(V) = A%V = 2mAV +m?V + AV + (AV)T + (1 —2m)V .

Primeiro, vamos mostrar que I é simétrico, ou seja, (I(V),W) = (V,I(W)),
onde V,W € C(¢~1TS") e

(VW) = /M<v, Whw,

é o produto interno usual no espaco vetorial C(¢~!7S?). Como A é um
operador simétrico e (V, W) = (W T, V), temos que mostrar que

/ (AVT 4 (AV)T, W)y, :/ AW + (AW)T, Vi,
M M

Sendo
AV Whyy = [, (VT AWy = [, (VT (AW) Ty,

= [V, (AW) MYy,

Sl AV T Wy = [ ((AV)T, W Ty = [, (AV, W Ty,
= fM<Va AWT>V97

segue-se que I é um operador simétrico.
Em seguida, vamos mostrar que I é positivo semi-definido, ou seja,

Temos que

I(V) = A2VT £ A2VE —2mAVT —2mAVE + m?V T + m?vt

+AVT +(AV)T + (1 —2m)V .
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Entao,
IV),V) = [L,LIAVTV)+2(1—m)(AVT, V) + (m—1)2(V",V)

HATVEY) = 2m(AVE V) £ m)VE V)
= [V VT w201 = m)(AVT V) (m = 12|V TP
AV VLY —om(AVL VLY 4 m2[veers)?
HA2VT VY 4 2(1 — m)(AVT, VL)
HAVE VT = 2m(AVE, VT,
= [ lAVT + (1= m)VTP 4 [AVE - my
+2AVT AV 421 - 2m)(AVT, V)
= AV VT AV
= [y lAV —mV + VT 2y,

Daqui, segue-se que I é um operador positivo semi-definido e que Ker I é dado
pela férmula (1.9). O

Vamos encerrar esta segdo mencionando que ainda no artigo [38], a férmula
(1.5) de I é usada para mostrar que a aplicagao identidade Id : S — S™ e a
inclusao canoénica ¢ : S™ — S™, que sao aplicagdes harmonicas, sao fracamente
estaveis. A nulidade dessas aplicagbes também sao calculadas.






CAP{TULO 2

Subvariedades biharmonicas na esfera Euclidiana

Neste capitulo, vamos apresentar resultados de classificagao e exemplos de
subvariedades biharmoénicas na esfera Euclidiana obtidos em [4, 5, 6, 8, 9,
39]. Nestes artigos podem ser encontrados também outros resultados sobre
subvariedades biharmonicas nas formas espaciais reais.

1. Curvas biharmonicas

PROPOSIGAO 2.1 ([9]). Seja v : I — S™ C R*"! uma curva parametrizada
por comprimento de arco. FEntao, v € biharménica em S™ se, e somente se,
vista como uma curva em R”‘H, satisfaz a sequinte equacdo

(2.1) Y+ 29"+ (1= K]y =0,
onde k1 € a primeira curvatura de .

DEMONSTRAGAO. Usando a equacdo de Gauss de S” C R"*!, temos que,
para todos os campos de vetores X ao longo de ~, é valido que

VI X = VET X 4 (T, X)y

e entao

n n+1
() =VFT=VF T+y="+7,

V?”T('Y) = V%"vﬁnT — 'Y”/ _1_,}/ + <T,’7'(’7)>’Y _ ,7/// + 7/’

="+ = (VT V' T)y
— ,yiv 4 ’)’” _ H%'Y'

Como a curvatura de S” é dada por

R(X,Y)NZ = (Y, Z)X — (X, 2)Y,
temos que
R(T,VET)T = ~(T, T)\VE'T = —" — .
Agora, a equagao biharmoénica (1.2) pode ser escrita na forma (2.1). O

29
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TEOREMA 2.2 ([9]). Seja vy : I — S", n > 3, uma curva parametrizada
por comprimento de arco. FEntdo, v é proprio-biharmoénica se, e somente se,
v € o circulo

1 1
v(s) = —= cos(V/2s)e; + — sen(v/2s)eq +

1
V2 V2 Vo

ou a hélice

1 1 1 1
v(s) = 7 cos(As)ey + 7 sen(As)es + 7 cos(Bs)es + 7 sen(Bs)ey,

onde A =+/1+ k1, B=+1—-k1, k1 € (0,1), e {e;} sdo vetores constantes

unitdrios e ortogonais.

DEMONSTRAGAO. A segunda equacio de (1.3) é k343 = 1, o que implica
K3 € (0,1].
Agora, suponhamos que x? = 1. Entdo, a solugdo geral de (2.1) é
v(s) = cos(V/2s)e1 + sen(v/2s)ea + c3,
onde ¢;, com i € {1,2,3}, sdo vetores constantes em R"*1,
Como 7 satisfaz
=1 ') =1 ) =0
(fy/v ’Y”> = O) <77 'Y”> =-1

(A" = IVE TP + () = 2019 +9) = +1=2,
e,em s =0, temos v = ¢; + 3, ¥ = V2¢2 e 7 = —2¢1, obtemos

ci1+2ci3+e33 =1, coo= ci2+c3 =0, c12=0,

57
1
5 cu +ci13 = 3’
onde ¢;; = (¢;,cj). Segue-se que ¢; L ¢je|c;| =1/v2, V4,5 € {1,2,3}.
Se k2 # 1, entdo a solugao geral de (2.1) é

C11 =

~v(s) = cos(As)cy + sen(As)ca + cos(Bs)es + sen(Bs)ey,

onde A = +/T+ k1, B=+/T— k1 e {c¢;} sdo vetores constantes em R"1.

A curva ~ satisfaz

(=1 =1 (17)=0,
(A" =0, (1,7") = -1,("9") =1+ 43,

<’}/7 /7///> - _1— HL%, </_y//7 ’Y///> —_ 07 <,)///I7 7///) -1 4 3’£%’ <,y’,y///> =0
e,em s =0, v = c1 +c3, ¥ = Acy + Bey, 7' = —A%c; — B?c3, 7" =
—A3¢y — B3ey.

Obtemos que ¢; L ¢j e |¢;| = 1/v2,V 4,5 =1{1,2,3,4}. O
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2. Uma caracterizacao, propriedades e exemplos de subvariedades
biharmonicas na esfera Euclidiana

Do Teorema 1.7, usando a expressao do tensor da curvatura R de S”,
obtemos, imediatamente, o seguinte teorema, que caracteriza as subvariedades

biharmonicas em uma esfera Euclidiana.

TEOREMA 2.3 ([37]). Uma subvariedade M, de dimensao m, na esfera S™
€ bitharmonica se, e somente se,
{—ALH —traceo (-, Ag-) + mH =0

(2:2) 2 trace AvhH - 4+2 grad(|H|?) = 0.

COROLARIO 2.4. Uma subvariedade M em S™ com o campo curvatura
média H paralelo, chamada subvariedade pme, ou seja, tal que V&-H = 0, é
btharmonica se, e somente se,

traceo (-, Ag-) = mH.

COROLARIO 2.5. Seja M™ uma hipersuperficie orientdvel em S™1. Entdo,
M ¢ proprio-biharmoénica se, e somente se,

{Af = (m— |A]P)f

(2.3) A(grad f) = — fracm2f grad f,

onde f = (trace A)/m.

EXEMPLO 2.1 (Hiperesfera S™(1/v/2) € S™1). Seja a esfera

m+1
S™(q) = {(xl, 2™, 2™ b) € R™MH2, Z(xz)z _ a2} o and
i=1

onde a? + b = 1. Consideramos o espaco de campos de vetores tangentes a
S™(a),
m+1 o
C(TS™(a)) = {(Xl, L XTTL0) € C(TR™2), Y aiX = 0}
i=1

e uma secdo unitéria no fibrado normal de S™(a) em S™*!

1 a®
_ 1 m—+1
77—;(957---737 y )7

com 72 = a?/b%, r > 0.
Calculamos

wit 1 gm !
V= I (e S CY 2 L v xe o)
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e obtemos )
VLUZO, An:—*Id
r
e
1 & 1 1
=1 i=1

0 que mostra que

1 1
H=—--n e |H?= — = constante
r r
em S™*!. Entdo, V' H = 0 e, do Corolério 2.4, segue-se que S™(a) é uma
subvariedade préprio-biharménica se, e somente se, 7 = 1, ou seja, a = 1/v/2.
Com efeito, a condigdo de biharmonicidade neste caso é

mH = traceo(-, Ag-) = Y10 0(Ei, ApE;) = =137 0(E;, AyE;)

=530 0(E,E) = %H.

EXEMPLO 2.2 (Toro de Clifford generalizado). O toro de Clifford genera-
lizado

1 1
M:S"“(—)XST”Q(—), mi+mo =m, miF# ma,
/2 NG 1 2 17
foi o primeiro exemplo de subvariedade préprio-biharménica em S™H! (esse
resultado foi demonstrado por G. Y. Jiang em [29]).

Consideramos

M = {(xl, o 7xm1+17y17 o ,meJrl) e Rm+2; 22111+1(xi)2 _ a%,
S (yh)? = a3}
= S™(ay) x S™(as) C S,

onde a? + a3 = 1, o espaco de campos de vetores tangentes a M,

mi1+1 ' 4 mo—+1 '
C(TM) = {(Xl,...,Xm1+1,Y1,...,Ym2+1); Soaixi=0, Y yy = o}
i=1 j=1

€
a2 ay
n= ( - 7(1"17 cee 7$m1+1)’ 7(1/17 e 7ym2+1))
ai ag

uma secao unitaria no fibrado normal.
Agora, seja (X,Y) = (X1,..., xmtl vl ymetl)y € C(TM) e calcu-
lemos

vSm+1 — va+2 o (_ az 1 xm1+1) ail
)

(X’Y)n (X, Y) — a(x e 1 m2+1))

’ag(y yeees Y

— (- 2x,ay).

70,2
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Assim,
Vin=0, A (X,Y)= (“2 X, —ﬂy)
al a9
e temos ) )
a a
|A,|? % + mz%
ay a3
e

H= (mya3 — maai)n,

maijag
o que implica |H| = constante, V+H = 0.
O toro M sera préprio-biharmonico se, e somente se,
traceo (-, Ag-) = mH,
ou seja,
(trace J('v AH)a 77> = m<H7 77)7
ou, equivalente,
2
[Ayl” = m.
Concluimos que a; = ag = 1/4/2 e, como H # 0, que my # ma.

TEOREMA 2.6 ([9]). Seja M wma subvariedade minima em S™(a) C S™H1.
Entao, M ¢é préprio-biharmonica em S™1 se, e somente se, a = 1/\/5

DEMONSTRAGAO. Consideremos a esfera S™(a) e a segao unitdria normal
7 como no Exemplo 2.1. Entao,
2

wit 1_gm !
v ;VI}‘} 2 (wl’ N ’xm-i-l,_%) =X, VX eo(Ts(a))
vln:()’ An:—l]:d
T

Agora, sejam i : M — S™(a) e i1 : S™(a) — S™! as inclusdes canonicas.
Usando a Proposicao 1.3, obtemos

m m
. . 1 m
7(i1 0 1) :Zdel(Ei,E Z . (E;, E;)n :_7777&0’
=1 =1
onde {Ey,...,E,} é um referencial ortonormal que é geodésico num ponto
peEM,e
To(iy0i) = —A7(iy0i) +m7(i1 01)

m—+1 m—+1
=X Vi Vi (= %m) =5

T

= —m S (B By) — ™
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Entdo, M é préprio-biharmonica se, e somente se, 7 = 1, ou seja, a = 1/v/2.
O

Um resultado obtido em [30] mostra que existem superficies mergulhadas
orientdveis fechadas e minimas, de qualquer género, em S3. Entéao, usando o
Teorema 2.6, obtemos o seguinte teorema.

TEOREMA 2.7 ([9]). Existem superficies mergulhadas orientdveis fechadas
e proprio-biharménico, de qualquer género, em S*.

OBSERVAGAO 2.1. Todas as subvariedades minimas em S™(1/y/2) c S™+!
sdao pseudo-umbilicas, ou seja, Ay = |H|*Id, tém o campo curvatura média
H paralelo em S™*! e |H| = 1.

Um exemplo de uma subvariedade préprio-biharmoénica, que nao é pseudo-
umbilica, é dado pelo seguinte resultado, cuja demonstragao pode ser feita de
modo similar a prova do Teorema 2.6.

TEOREMA 2.8 ([9]). Sejam M™ e M3** duas subvariedades minimas nas
esferas S™(r1) e S™(ry), onde ny + ny = m, r + r2 = 1, respectivamente.
Entao, My x My € préprio-biharmonica em S™ se, e somente se, r1 =1y =

1/v2 e my # ma.

TEOREMA 2.9 ([39]). Seja M uma subvariedade prdprio-biharménica em
S™, com curvatura média |H| constante. FEntdo, |H| € (0,1]. Ainda mais,

|H| =1 se, e somente se, M ¢é uma subvariedade minima em S"~1(1/v/2) C
S™.

DEMONSTRAGAO. A primeira equagao de (2.2) implica que
(ATH, H) =m|H|? — |Ay|?.
Entao, da férmula de Weitzenbéck,
A\H]Q (AYH, H) — |V*H|?,
como |H| = constante, temos
(2.4) m|H|* = |[Ag|* + |V H[*.

Agora, sejam p € M e {ey, ..., ey} uma base ortonormal em 7),M tal que
Age; = N\ie;. Entéo,

Ai = AHeuez Z)‘ _m‘HP Z)‘Q ’AH|2
e, em p, da equagao (2.4), obtemos

ZA _Z)\2+’vLH‘2 (Zz 1 ) +|VJ_H’2
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Finalmente,
m|H|> > m|H[' + |V H|?,

o que implica |H| € (0,1] e, se |[H| = 1, V- H = 0. Neste caso, a equacio (2.4)
mostra que

i

Zm: )\? — M =
i=1 m
donde A\{ = ... = \,,. Portanto, M é pseudo-umbilica, com campo curvatura
média paralelo em S™. Um resultado de B. Y. Chen em [11] implica que uma
tal subvariedade é minima em uma hiperesfera S*~1(a). Como M ¢é préprio-
biharménica, concluimos que a = 1//2. O

TEOREMA 2.10 ([5]). Seja M uma subvariedade pseudo-umbilica de S™,
comm =dimM # 4. Se M é biharmédnica, entdo a sua curvatura média €
constante.

DEMONSTRAGAO. Sejamp € M e {Ey, ..., E,} um referencial ortonormal
geodésico em p. A segunda equagao de (2.2) pode ser escrita como

m
(2.5) traceAvhH(-) =-7 grad(|H|?).

Em p, temos

trace AV(%)H(') =it Avg,HEi = Zi,j<AV§HEi7Ej>Ej
= Zi,j(U(Eia E;), VJE_Z'H>EJ'
= Zi,j<vSEin7 VSEtH>Ej

= Zz]{EZ(<VSE7;E%H>) - <VSE7:VSET;EZ'7H>}EJ"

Agora,
m
Y E(VEE,H)E; =) Vi AuE,
¢ m
> (V5 VE By H)E; = 3 grad(|HP?),
i7j

como ja foi visto na demonstracao do Teorema 2.3.
Como M é pseudo-umbilica,

m m
Y VeiAuEi =) Ei(|H|*)E; = grad(|H[*)
i=1 i=1
e, entao,
—-m

trace AV(L)H(-) = grad(|H|?).
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Substituindo essa relagao na equacao (2.5), obtemos

4—m

grad(|H|*) = 0,
ou seja |H| = constante. O

Um resultado de B. Y. Chen (em [11]) afirma que se M, dim M = m, é
uma subvariedade pseudo-umbilica em S™*2 com curvatura média constante,
entdo M é minima em S™*? ou numa hiperesfera de S™*2. Este resultado e
os Teoremas 2.6 e 2.10 garantem a validade do seguinte resultado.

TEOREMA 2.11 ([5]). Seja M uma subvariedade pseudo-umbilica na esfera
S™*2 onde m = dim M # 4. Entdo M € priprio-biharménica em S™12 se, e
somente se, € minima na hiperesfera S™T1(1/4/2) C S™F2.

TEOREMA 2.12 ([5]). Seja M uma hipersuperficie em S™*1(a) C S™2,
onde dim M =m ea € (0,1). Suponhamos que M néao é minima em S™(a).
Entao, ela é proprio-biharmonica em S™2 se, e somente se, a > 1//2 e M

¢ aberta em S™(1/4/2) C ST

DEMONSTRAGAO. Se a > 1/v/2 e M é aberta em S™(1/y/2) C S™+L,
entao, do Teorema 2.6, obtemos que M é biharmonica.

Agora, sejam j : M — S™(a) e i : S"T(a) — S™*2 aplicacoes de
inclusdo. Consideramos

m—+2
S™t(a) = {(:171, 2™ 1 —a?) e RT3, Z(acl)Z = a2} C S™t2)
i=1

o espaco de campos de vetores tangentes a S™*1(a),
m+2 o
C(TS™(a)) = {(Xl, L XT20) € C(TR™) Y 2iX = o}
i=1

1 a’
n= 7(:617"’ 7xm+17_7)7
T V1-—a?
com r2 = a?/(1—a?), r > 0, uma se¢do unitaria no fibrado normal de S™*1(a)
em S™+2,

Para ¢ = ioj: M — S™2 podemos calcular (ver [9])
Loom
(6) = () ~ ™y

m2

() = () ~ 3G+ G - T 6 = D}

Como M é préprio-biharmonica em S™12, obtemos

m2 2

TGP = 507 1) = (20" = 1) > 0,
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o que implica a > 1/v/2.
Além disso, temos que

e, portanto, a curvatura média de M em S™*2 satisfaz |H| = 1. Mas, do Teore-
ma 2.9, segue-se que M é uma subvariedade minima de S™*1(1/y/2) c S™*2,
ou seja, ela é pseudo-umbilica e tem o campo curvatura média paralelo em
Sm+2,

Como M C S™*1(a) é pseudo-umbilica em S™*2 ela é também pseudo-
umbilica e, consequentemente, totalmente umbilica, em S™*!(a). Isto implica
que M é um conjunto aberto em uma hiperesfera S™(c) em S™*!(a). Final-
mente, como M é préprio-biharménica em S™*2, segue-se que ¢ = 1/v/2. O

TEOREMA 2.13 ([5]). Seja M wuma superficie biharmoénica em S™, com
campo curvatura média paralelo. Entdo, M é minima em S*~1(1/1/2).

DEMONSTRAGAO. S.-T. Yau provou, em [48], que uma superficie que nao é
minima em S”, com campo curvatura média paralelo, ¢ minima em uma esfera
pequena S"~!(a) C S™ ou é uma superficie com curvatura média constante em
uma esfera cuja dimensao é igual a 3 em S™.

Agora, se M é uma superficie em S3(a) C S", a € (0, 1], consideramos a
composicao

M — S3(a) - S* = s™,
e, entdo, M é biharmonica em S” se, e somente se, é biharmonica em S*. Dos
Teoremas 2.6 e 2.12, segue-se que, para a € (0, 1), temos duas possibilidades:
oua=1/v2e M éminima em S3(1/v/2), ou a > 1//2 ¢ M é um aberto em
S%(1/v/2). Para a = 1, usando um resultado de [8], obtemos novamente que
M é um aberto em S?(1/v/2).
Em todos os casos, M é minima em S"~1(1//2). O

3. Hipersuperficies com, no maximo, duas curvaturas principais
distintas

Nesta se¢ao, vamos utilizar o seguinte resultado, que foi obtido em [41].

TEOREMA 2.14 ([41]). Seja M uma hipesuperficie na esfera S™ com, no
mdximo, duas curvaturas principais distintas, e ambas constantes. Entdao, M
€ um aberto numa esfera grande ou pequena, ou num produto de esferas.

As subvariedades na esfera Euclidiana S™ dadas pelo Teorema 2.14 sao
descritas, explicitamente, em [42].

TEOREMA 2.15 ([5]). Seja M™ wma hipersuperficie em S™*1. Se M é
proprio-bihamonica e tem, no mdrimo, duas curvaturas principais distintas,
entao a curvatura média |H| de M € constante.
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DEMONSTRAGAO. Suponhamos que M nao tem curvatura média cons-
tante. Entao, existe um aberto U em M tal que f = |H| > 0 e grad f é
injetiva em U. Consideremos n = H/|H|. Observe que U nao contém apenas
pontos umbilicos porque, neste caso, ele seria de curvatura média constante.
Portanto, podemos supor que existe um ponto ¢ € U que nao é um ponto
umbilico. Segue-se, restringindo U se necessario, que A # fId em cada ponto
de U, onde A é o operador de Weingarten de M em S™*!, o que significa que
A tem exatamente duas curvaturas principais distintas em U. Relembramos
que, nesta situagao, as multiplicidades das curvaturas principais s@o constan-
tes e as curvaturas principais sdo suaves (veja [42]). Portanto, A pode ser

diagonalizado num referencial local ortonormal {Ey, ..., Ey,}. Assim, temos
A(EZ) =k;E;, 1 € {1, ce ,m}, onde
ki(q) = . = kmy (@) = k1(q),  kmy41(q) = ... = kmy(q) = ka(q)
e k1(q) # k2(q), para todo ¢ € U. Do Corolério 2.5, podemos supor
m

e By = grad f/|grad f|, em U. Como (E;, E1) =0, i > 1, segue-se que, em U,
temos

(2.7) Ei(f)=0, i>1.
As equagoes da conexao de Levi-Civita em M sao
(2.8) Vi, E; = wj(E;)Ey.

Primeiro, vamos provar que a multiplicidade de k1 ¢ m; = 1. Suponhamos,
por absurdo, que m; > 1. Neste caso, exite a € {2,...,m1} tal que kq = ky
em U. Como V+ = 0, a equacao de Codazzi pode ser escrita como

(2.9) (Ve A)E;) = (Vi A)(E:), i,j€{l,...,m}.

Usando (2.8), a equacao de Codazzi torna-se
(2.10) Ei(k))Bj + Y _(kj — k)w (B Ey = Bj(ki) B + (ki — ki)wi(E)) Ey.
=1 =1
Para i = 1 e j = a, em (2.10), e fazendo o produto com E,, obtemos

E1(k1) = 0 e, entao, usando (2.6) e (2.7), segue-se que f = constante, o que é
uma contradigao.

Portanto, k1 = k1 e ko = ko, a € {2,...,m}, e, como trace A = mf,
obtém-se
3m
2.11 ko = —— f.

Parai=1e j = o, em (2.10), e fazendo o produto com E,, Eg e E1, onde
B # «a, obtemos

3 Ei(f)

(212 W (En) =
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(2.13) wi'(Eg) =0

e

(2.14) wi(Ey) =0,
respectivamente, para todo «, 5 € {2,...,m}, com « # .

Da equacio de Gauss de U em S™+!,
(RS""(X,Y)Z,W) =(R(X,Y)Z,W)
+{0(X,2),0(Y,W)) = (o(X,W),0(Y, Z)),
para X =W = FE; e Y = Z = E,, obtemos
o(E1,Ey) =0, o(E1,Ey)=kn, (0(Ea Ey),o(F1,E1)) = kiks.
Das equagoes (2.8), (2.13) e (2.14), usando w;? = —wi, obtemos
(R(E1, Ba)Eq, Er) = —E1(wi(Eq)) — (W (Ea))*.
Finalmente, da equacao de Gauss e de (2.12), temos

m2 m2(m + 2) m+5
(2.15) FEA(EL(f) = —5 - A4(m —1) f4+m+2

E, das equagoes (2.6) e (2.11), obtém-se

(E1(f))*.

m?(m + 8)
4(m —1)

Agora, usando (2.7), (2.8) e (2.12), podemos calcular o Laplaciano de f,

(2.16) A2 =k} 4 (m — 1)k3 = 12,

(217) Af == (BAE]) = (VBE)())

:—E1 E1 —I—Zw

3= 1) (B

= —Ei(E(f)) +

m + 2 f
Do Coroldrio 2.5, substituindo (2.16) e (2.17), obtemos
219 FEE) = —mp+ D o O g gy

Seja v = «y(u) uma curva integral de E; em U. Ao longo de v, temos
f = f(u) e denotamos w = (E1(f))? = (f")?. Entao, dw/df = 2f" e (2.15) e
(2.16) podem ser escritas como

1pdw _ m+2 2 (m+2 44 mtb
(2.19) {?fjf o o +8 f4 a2
W m m
§f$ =—mf+ 4( f mi2 W
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Daqui, temos dois casos a considerar. Se m = 4, entao
612 —28f4 =0,
o que significa que f é constante. Se m # 4, temos

(m+2)2m+1) 5 m?(m + 2)(m +5)

UE T g ) T dm = D(m—1)

e, derivando essa igualdade e depois substituindo na segunda equagao de
(2.19), obtém-se

f4

(m—1)(m+5) ,, 3m?>2m+1)

3 4(m —1)
Portanto, f é constante ao longo de 7, ou seja, grad f = 0 ao longo de 7, o
que é uma contradigao. O

ff=o.

TEOREMA 2.16 ([5]). Seja M™ wma hipersuperficie em S™1. Se M é
proprio-biharmonica e com, no mdzrimo, duas curvaturas principais distintas
em cada ponto, entio M é um aberto em S™(1/v/2) ou em S™(1/4/2) x
S™2(1/4/2), com mi+ma = m, my # ma. Além disso, se M é completa, entio
M éS™(1/v/2) ou S™(1/v/2) x S™2(1/4/2), com my +ma =m, m1 # ms e,

neste caso, a aplicacdo de inclusio de M em S™' é um mergulho.

DEMONSTRAGAO. Dos Teoremas 2.15 e 2.9, segue-se que a curvatura média
de M é constante e |H| € (0,1]. Podemos entao definir uma se¢ao unitéria
global n = H/|H| no fibrado normal e a funcao curvatura média f = |H| é
definida globalmente. Do Coroldrio 2.5, também temos |A|? = m.

Temos dois casos possiveis.

Caso I. Se existe um ponto umbilico pg € M e se denotarmos por k(pp) a
curvatura principal em pg, entdo mk(pg) = m|H(po)|, e |A|> = m implica
mk?(po) = m. Segue-se que |H(pog)| = 1 e, como |H| é constante, obte-
mos |H| = 1. Entao, do Teorema 2.9, podemos ver que M é um aberto em
S™(1/v/2).

Caso II. Se M nao tem pontos umbilicos, temos as curvaturas principais k; e
ko continuas e definidas globalmente, com multiplicidades m; e ms, respecti-
vamente, e k1(p) # k2(p), em cada ponto p € M. Como ji vimos no teorema
anterior, mj e mso sao constantes. Como ki e ko satisfazem o sistema

miky + moky = mf
mlk% + mgkg =m,

concluimos que as curvaturas ki e ks também sao constantes. Do Teorema
2.14, segue-se que M é um aberto em S™!(a) x S™2(b), com a? + b* = 1,
mq + mg = m, e, como M é préprio-biharmonica, temos, pelo Teorema 2.8,
que M é um aberto em S™(1/4/2) xS™2(1/4/2), com my +msy = m, my # ma.

A ltima parte segue-se do Teorema 2 em [35]. O
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TEOREMA 2.17 ([5]). Seja M™, m > 3, wma hipersuperficie prdprio-
biharmonica em ST, As afirmacdes sequintes sao equivalentes:
(1) M é quase umbilica;
(2) M é conformemente plang;

(3) M ¢ um aberto em S™(1/+/2) ou em S™1(1//2) x SY(1/v/2).

DEMONSTRAGAO. Do Teorema 2.16, temos que (1) é equivalente a (3).
Observamos também que (3) implica (1).

Quando m > 4, uma hipersuperficie conformemente plana em uma forma
espacial é quase umbilica (ver [11]) e, neste caso, temos que (2) implica (1).

Para m = 3, para uma hipersuperficie conformemente plana, temos que o
campo tensorial tipo (0,2)

L= —Ricci+z<~, ),

onde Ricci é a curvatura Ricci e s a curvatura escalar de M, é um campo
tensorial de Codazzi, ou seja,

(2.20) (VxL)(Y,Z) = (VyL)(X,Z), V¥ X,Y,ZeC(TM).

Com as mesmas notagoes da demonstracao do Teorema 2.15, a equagao de
Gauss implica

Ricci(X,Y) = 2(X,Y) + 3f(AX,Y) — (AX, AY)
€
(2.21) s=6+9f%—|A

Suponhamos que existe um conjunto aberto U em M tal que U tem trés
curvaturas principais distintas.

Se f é constante, segue-se, usando as expressoes acima, que U é plana e
que o produto de quaisquer duas curvaturas principais é igual a —1, o que é
uma contradicao.

Agora, suponhamos que f nao é constante em U e entdo que grad, f # 0,
em qualquer ponto p € U. Consideramos F; = grad f/|grad f|. Como M é
proprio-biharmonica, temos, do Corolario 2.5, que F4 é uma diregao principal
com a curvatura principal k1 = —(3/2)f. De k1 + ko + k3 = 3f, obtemos que
ko =(9/4)f +eeks=(9/4)f — ¢, onde e € C°(U). Das equagoes de Gauss,
de Codazzi, (2.20) e (2.21), segue-se que f = ae®, a € R, e, além disso, que € é
uma constante. Entdo f é uma constante também, o que ja vimos que é uma
contradicao.

Portanto, M tem, no maximo, duas curvaturas principais distintas, o que,
usando o Teorema 2.16, conclui a demonstracao. 0






CAPiTULO 3

Subvariedades biharmoénicas em formas espaciais
Sasakianas

Depois do estudo de subvariedades biharmoénicas em formas espaciais, o
passo seguinte é estudar as subvariedades biharmonicas em espagos com cur-
vatura seccional nao-constante, mas com tensores de curvaturas que podem
ser escritos de forma conveniente para ser utilizada em célculos. Exemplos de
tais espacos sao as formas espaciais complexas e Sasakianas. Neste capitulo,
vamos apresentar resultados sobre as subvariedades biharmonicas em formas
espaciais Sasakianas obtidos em [19, 21, 22, 23, 25|. Para a apresentacao ge-
ral das formas espaciais complexas usamos, como principal referéncia, o livro

[7].
1. Formas espaciais Sasakianas. Nogoes gerais

DEFINIGAO 3.1. Uma estrutura métrica de contato em uma variedade de
dimensdo fmpar N2"*! ¢ dada por (¢, &,7, (-, -)), onde ¢ é um campo tensorial
tipo (1,1), £ é um campo de vetores, n é uma 1-forma e (-,-) é uma métrica
Riemanniana tal que

P =—Tdn®E ) =1
e
(pX,0Y) = (X)Y) =n(X)n(Y), (X,9Y)=dn(X,Y), VXY eC(TN).
Uma tal variedade (N, ¢, &,n, (-, -)) é chamada de variedade métrica de contato.

DEFINIGAO 3.2. Uma variedade métrica de contato (N, ¢,&,n,(-,-)) tal
que

(Vxe)(YV) =X, Y){—n(Y)X,VXYeATN),
onde Vé a conexao de Levi-Civita, é chamada uma variedade Sasakiana.

OBSERVAGAO 3.1. Para uma variedade Sasakiana temos Vx{ =—p X.

DEFINIGAO 3.3. Una subvariedade Miuma variedade Sasakiana Né chamada
subvariedade integral se n(X) = 0, para todo campo de vetores X €

C(TM). Uma curva integral é chamada uma curva de Legendre.

DEFINIGAO 3.4. Una subvariedade Mluma variedade Sasakiana Né chamada
subvariedade anti-invariante se p(T'M) C NM, onde NM é o fibrado

normal de M em N.

43
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OBSERVAGAO 3.2. Uma subvariedade integral duma variedade Sasakiana
¢ anti-invariante.

DEFINIGAO 3.5. Seja (N,¢,&,n,(-,-)) uma variedade Sasakiana. A cur-
vatura seccional dum 2-plano determinado por X e X, onde X é um vetor
unitario ortogonal a &, é chamada ¢-curvatura seccional determinada por X.
Uma variedade Sasakiana com curvatura ¢-seccional constante ¢ é chamada
forma espacial Sasakiana e é denotada por N(c).

DEFINIGAO 3.6. Seja N = N/ o espaco 6rbita duma forma espacial Sa-
sakiana N2"*1(c). Entdao N é uma forma espacial complexa com a curvatura
seccional holomorfa constante ¢+3. Detalhes sobre formas espaciais complexas
podem ser encontrados no préximo capitulo deste livro. A fibracdo 7 : N — N
é chamada fibracdo de Boothby-Wang. Um exemplo de uma tal fibragao ¢é a
fibraciao de Hopf 7 : S2"+1 — CP".

DEFINIGAO 3.7. Uma superficie ¥2 = 771(), onde 7 : N — N é a fibracao
Boothby-Wang e v : I — N"(c + 3) é uma curva de Frenet em N"(c + 3),
é chamada cilindro de Hopf. Para qualquer campo vetorial X tangente a
N"(c+ 3), vamos denotar por X seu levantamento horizontal em N2"+1(c).

TEOREMA 3.1. O tensor de curvatura duma forma espacial Sasakiana N (c)
€ dado por

c+3

(3.1) R(X,Y)Z = UZJOXA%ZpQY}+EilMQQMXﬂ’

—n(Z)n(Y)X + (2, X)n(Y)§ = (Z,Y)n(X)§

+{Z, oY )X = (Z,0X)pY +2(X, Y )pZ}.
OBSERVAGAO 3.3. Quando ¢ > —3, N(c) é isométrica a esfera unitdria
S?n+1 dotada com a sua estrutura Sasakiana padrdo ou com a estrutura Sasa-

kiana deformada introduzida por S. Tanno em [45]. A seguir, vamos apresentar
tais estruturas.

Seja STt = {z € C"*L;|2| = 1} a esfera unitdria Euclidiana, com di-
mensao (2n + 1). Consideremos a métrica Riemanniana padrao (-,-)o em
S?t1 o campo de vetores &y(z) = —Jz, z € S?"*1 onde J é a estrutura
complexa padrao em C"t! dada por

Jz = (_y17 ety _yn—"_l? '1:1? ety l'n+1)7
para z = (z!,...,2" 1 ¢! . y"*t1), e o campo tensorial py = s o J, onde

s:T,C"tt 5 T, SQ"Jr é a projecao ortogonal. Entdo, (S?"*1, vo, &, m0, (-, -)o)

¢ uma forma espacial Sasakiana, com curvatura @g-seccional ¢ = 1, denotada
por S2n+1(1).
Agora, consideramos a estrutura Sasakiana deformada de S?"*!, dada por

1
n = arno, §: 6507 Y = $o, <'7'>a :a<'7'>0+a’(a_1)770®7707
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onde a é uma constante positiva. Entdo, (S*"*1 . & n, (-,-)s) é uma forma
espacial Sasakiana, com curvatura ¢-seccional ¢ = 4/a — 3 > —3, denotada
por S () ([7, 47)).

LEMA 3.2 ([24]). Sejam M uma subvariedade integral de S**™! e X, Y
campos de vetores tangentes a M. Entao,
VxY =VxY e VxpY =VxyY,

onde V eV sio as conexdes de Levi-Civita em (S, (-, -)g) e (S (-, )a),
respectivamente.

2. Curvas de Legendre biharmonicas

DEFINIGAO 3.8. Sejay: I C R — (N,p,&,n,(-,+)) uma curva de Frenet
de ordem de osculagao r numa variedade Sasakiana. As @-torsées de v sao as
funcoes

Tij = (B, pEj), 1<i<j<r,
onde {Ey =T =+, Es,...,E,} é o referencial de Frenet da curva ~.

Sejam (N?"*1(c),p,&,m, (-,-)) uma forma espacial Sasakiana e v : [ — N
uma curva de Frenet Legendre de ordem de osculagao r. Entao,

V%T = (=3k1K})E1 + (k] — k3 — k1K2) B + (2K Ko + K1Kh) E3

+r1Kok3Ey,
c+ 3)k 3(c— 1)k
R(T, VTT)T = —%Eb - (4)19(E27 @T)QOT)
e
(3.2) o(y) =V3T — R(T,V1T)T
(B B+ (o] - i} s+ CE ) g,

+ (2%&’1%&2 + /£1/£/2)E3 + K1koksEy
+ 3(0 - 1)/4}1
4
Agora, vamos resolver a equacao biharménica 7o(y) = 0. O tltimo termo
da expressao de 72(y) nos sugere que devemos dividir o estudo em quatro casos
distintos.
Caso I: c = 1.
Neste caso, a equagdo (3.2) mostra que y é préprio-biharmonica se, e
somente se,

k1 = constante > 0, ko = constante, /@% + /i% =1, korg=0.

TEOREMA 3.3 ([22]). Seja v : I — N?"t1(1) uma curva de Frenet Legen-
dre de ordem de osculagao r. Entdo, v € proprio-biharmonica se, e somente
se,n>2e
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(1) v € um circulo com k1 = 1; ou
(2) v é uma hélice com k3 + K3 = 1.

OBSERVAGAO 3.4. Se n = 1, temos VT = +r1¢T e entao Ey = +¢T e
VrEy = VT = £(§ F k1T) = —rk1T £ £. Obtemos k2 = 1 e 7 nao pode
ser préprio-biharmonica.

Caso II: c# 1, Ey 1 ©T.

Usando a equagao (3.2), obtemos que 7 é préprio-biharmoénica se, e so-
mente se,
c+3

4 )

LEMA 3.4. Seja v uma curva de Frenet Legendre de ordem de osculagdo
3, tal que By L ¢T. Entao, {T = E1,E2, E3,0T,§,VreT} € linearmente
independente em todos os pontos de v en > 3.

k1 = constante > 0, ko = constante, K,% + /@% = Kkoks = 0.

DEMONSTRAGAO. Como v é uma curva de Frenet de ordem de osculagao
3, temos

Ey=+=T

VrEy = k1E»

VrEy; = —k1E1 + ko B3
VrE3 = —kaFs

E fécil ver que o sistema

Sy ={T = Er, B, B3, 0T,§, VrT}
tem somente vetores nao-nulos e que
T 1FEy T1LEy, T1LeT, T 1E T L VpT.
Entao, S é linearmente independente se, e somente se,
Sy = {Ea, B3, 0T, &, VreT}

¢ linearmente independente.
Como

E2 1 57 E2 uE VTSOTa E3 1 57 E3 1 VTSOTa SOT 1 fa SOT 1 VTSDTv

Ey | Es L T,
segue-se que Sy é linearmente independente se, e somente se, Sz = {&, VreT'}

e linearmente independente. Mas, VrpT = £ + k1pFa, k1 # 0, e, portanto,
S3 é linearmente independente. O

Agora, temos o teorema seguinte.

TEOREMA 3.5 ([22]). Seja v : I — N?"*l(c), ¢ # 1, uma curva de Frenet
Legendre de ordem de osculagao r, tal que Eo | T. Entao,
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(1) sec < —3, entdo v € biharménica se, e somente se, € uma geodésica;

(2) se ¢ > —3, entao v € prdprio-biharménica se, e somente se,
(a) n>2 e~y éum circulo, com kK3 = (c+ 3)/4; ou
(b) n >3 ey € uma hélice, com k3 + k3 = (c + 3)/4.
Caso III: c # 1, E; || ¢T.
Neste caso, 7y é proprio-biharmonica se, e somente se,

k1 = constante > 0, ko = constante, Ii% + E% =c¢, koky=0.

Podemos supor que Fo = ¢T e, entao, VT = k1 FEy = k19T, VrEs
VreT = & — k1T, o que mostra que F3 = £ and k3 = 1. Entao, VrEj3

V= —¢T' = —Es.

TEOREMA 3.6 ([22]). Seja v: I — N?"tl(c), ¢ # 1, uma curva de Frenet
Legendre de ordem de osculagao r, tal que Esy || ¢T. Entao, {T,¢T,&} € o

referencial de Frenet de vy e

(1) sec <1, entao v € biharménica se, e somente se, € uma geodésica;
(2) se ¢ > 1, entao vy € prdprio-biharménica se, e somente se, é uma

hélice com k3 =c—1 e kg = 1.

Caso IV: c # 1 e (E2,¢T) nao é identicamente constante a 0,1 ou —1.
E fécil ver que, neste caso, 4 <r <2n+1,n > 2, e que ¢T € L[Es, Es3, E4).

LEMA 3.7. A p-torsdo 119 € constante.

DEMONSTRACAO. Derivando 72, obtemos

7'{2(8) = <VTE2, QDT> + <E2, VTQOT> = <VTE2, <,OT> + <E2, &+ KJMOEQ)

= (VrEs, ¢T) = (—k1T + ko E3, ¢T)

= K2 <E37 QOT>

Como ¢T = (¢T, E2)Es + (T, E3)Es + (T, E4) E4, a curva -y é proprio-

biharmonica se, e somente se,

k1 = constante > 0

K2+ k3 =3 4 3(04_1)7122
—1
I<L/2 = —3(64 )T12<QOT, Eg)

Koks = —3(0;1)712(@T, Ey).

Da terceira das equagoes e da expressao de 715, obtemos
3(c—1)
4
onde wy = constante. Substituindo na segunda equacao, segue-se que

c+3 3(c—1)
ER R

2 2
Ky = — Tio + wo,

o que implica 7192 = constante.
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Agora, vemos que k2 = constante > 0, (E3, ¢T) = 0 e, entao,
(pT = 7'12E2 + <QOT, E4>E4.

Segue-se que existe uma unica constante ag € (0,27) \ {7/2, 7,37 /2} tal
que 712 = cos g e (T, Ey) = sen ay.

TEOREMA 3.8 ([22]). Seja v: I — N?"Tl(c), c# 1, n > 2, uma curva de
Frenet Legendre de ordem de osculagdo r tal que (E2, ¢T) nao é identicamente
constante a 0,1 ou —1. Entao,

(1) sec < —3, entdo vy € biharménica se, e somente se, é uma geodésica;
(2) se ¢ > —3, entao y € proprio-biharmonica se, e somente se, T =
cos gl +senagFEy e

K1, k2, kg = constante > 0

3(c—1
K2 + K3 = —C‘ZS 4 3l 1 ) cos? ag
—1
RoR3 = —?)(CT) sen(2a0),

onde ag € (0,2m) \ {n/2,m,37/2} € uma constante tal que ¢ + 3 +
3(c—1)cos?ag > 0 e 3(c — 1) sen(2ap) < 0.

OBSERVACAO 3.5. Neste caso, é possivel encontrar exemplos de curvas
de Legendre préprio-biharmoénicas que nao sao hélices. Mas, quando n =
2, todas as curvas de Legendre v : I — N°(c), ¢ # 1, tal que (Eq,¢T)
nao é identicamente constante a 0,1 ou —1, sdo hélices de ordem 4 ou 5. A
demonstragao desta dltima afirmagao pode ser encontrada em [22].

Portanto, temos o seguinte teorema.

TEOREMA 3.9 ([22]). Seja v uma curva de Legendre proprio-biharménica
em N°(c). Entdo, ¢ > —3 e~y é uma hélice de ordem r, com 2 < r < 5.

Da mesma maneira, como no caso de curvas proprio-biharmonicas em
S™(1), tratadas no Capitulo 2, vamos obter as equagdes das curvas préprio-
biharménicas de S?"*!(c) nos Casos II e III.

TEOREMA 3.10 ([22]). Seja v : I — (S*"*(c),,&,m, (-, )a), com n > 2,
a>0,a#1, ouseja, c = 4/a—3 > =3 e c # 1, uma curva de Frenet
Legendre proprio-biharmonica tal que Eo 1 ©T. FEntdo, a equag¢do de v no
espaco Fuclidiano R?>"2 ¢

~v(s) = \2 coS <\/§s)el + \}5 sen <\/gs) es + \263,

i . 3 ~ ey s . .
para n > 2, onde {e;, Je; }i’j:1 sao vetores constantes unitdrios e ortogonais,
ou

1 1 1 1
v(s) = —=cos(As)e; + —=sen(As)es + — cos(Bs)es + —= sen(Bs)ey,

V2 V2 V2 V2
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para n > 3, onde

1 1-— 1
(3.3) A:”—FLM/&7 B:«/M, mG(O,*),
a a a

, 13 5 i ;
e {ei, Je; }i’j:1 sao vetores constantes unitarios e ortogonais.

DEMONSTRAGAO. Sejam V, V e V as conexdes de Levi-Civita nos espacgos
(S2HL(e), (-, a), (SPHL(1), (-, Do) e (R?"F2 (..)), respectivamente. Do Lema
3.2, temos que
(3.4) VxY =VxY, VX,Y e (TS,
com X 1 eY L&

Consideramos o primeiro caso possivel, quando + é um circulo biharmo-
nico, ou seja, ¥ é um circulo com k3 = (c + 3)/4. Seja T = 4" o vetor
tangente unitdrio, correspondente & métrica (-,-),, ao longo de . Usando
(3.4), obtemos V4T = V7T E facil ver que Fy L € e, usando a definicdo da
conexao de Levi-Civita, que VTEQ = VrEs.

Das equacoes de Gauss e Frenet, obtemos

~ . 1
VT =V7T — (T, T)y = k1 Es — ptl

~ = 1 2
VrVrT = (—k3 — )T = —=T.
a a

Entao, temos a equagao do circulo 7,
a'y/” + 27/ _ 0’

cuja solugao geral é

() = cos (1 2er + sen (4 2e)es 4 s,

onde {c;} sdo vetores constantes em R2"+2,
Como 7 satisfaz as equagoes

"

1 2 1
b =1017) =2 (7)) =0, (,7") =0, "7 = =, (3.7") = =,

5?
e,em s =0,v=c1+c3, v =+/2/acy, ¥ = —(2/a)c1, obtemos
1 1

11+ 2c3+e33 =1, coa = 5 G2t 3= 0, ci2=0, c11 = yentas=g,
onde ¢;; = {¢;, ¢j). Segue-se que {c;} sdao vetores ortogonais em E?"2 e |¢;| =
lca| = |e3| = 1/V/2.

Finalmente, como 7 é uma curva de Legendre e (V,v', ¢v")q = 0, é facil
ver que (¢, Je¢j) = 0, para todo 7,5 € {1,2,3}.

Agora seja v uma hélice biharménica, ou seja, k2 + k3 = (c + 3)/4, K3 €
(0, (c+3)/4). Temos que E; L &, i € {1,2,3}, e, de (3.4), que V7T = V7T,
VTEQ = VTEQ (§ VTEQ, == VTEg.
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Das equagoes de Gauss e de Frenet, obtemos

~ . 1
VT =V7T — (T, T)y = k1 Ey — =,
a

=~ = = 1 1 1

VTVTT = IilvTEg—*T = K1 (—H1T+H2E3) —-T = —(H%+*>T+f€1l€2E3,
a a a

(&

%TﬁT%TT = — (H% + %)%TT + Hll’iQ%TEg = — (K% + é)%TT — /ﬂ/ﬁ%EQ
= =27 = kb

Portanto, a equacao de v em R?"+2 §
ay™ + 27" 4 w3y = 0.
A solucao geral desta equacéao é
~v(s) = cos(As)cy + sen(As)ca + cos(Bs)cs + sen(Bs)cy,

onde A, B sdo dados por (3.3) e {¢;} sdo vetores constantes em R?"+2,
A curva ~ satisfaz

1 1+ ar?
(o) =1 () == (07 =0, (") =0, (V") = — 5,
1 1+ ar?
(17" === (V") = =5 (") =0, (1,9 =0,
3ar? +1
" AN 1
<FY Y > - Tu

e, em s = 0, temos
y=c14+c3, 7 =Aco+ Bey, 7' =—A%c; — B3, 7" =—A3c; — B3ey.

Segue-se que os vetores ¢; satisfazem as seguintes equagoes:

(3.5) c11 +2¢13+ 33 =1,
1
(3.6) A2cy9 + 2ABceyy + Bcyy = -
(3.7) Acia + Acgz + Beiy + Bezy = 0,
(3.8) A1y + AB%cy3 + A*Beyy + Begy = 0,
1 2
(3.9) Adeyy + 242 B3 + Blegg = — oL
a
1
(3.10) A’cyy + (A* + B?)cy3 + BPesgy = Pt
1 2
(3.11) A'coy + (AB® + A*B)cos + Blesy = ~am

a?



Subvariedades biharmonicas em formas espaciais Sasakianas 51

(3.12) APciy + A*B?co3 + A’ B3ciy + BPesy = 0,

(3.13) A3cig + APcog + B3cyy + Biegy = 0,
3ari + 1

(3.14) AScgy +2A3B3cyy + Blcyy = alialig—i_»

onde Cij = <Ci, Cj>.
A solugao do sistema formado pelas equagoes (3.7), (3.8), (3.12) e (3.13) é

C12 = €23 = c14 = ¢34 = 0.

Das equagoes (3.5), (3.9) e (3.10), obtemos

1
ci1=-, c13=0, c33=2
27 ) 27

e, de (3.6), (3.11), (3.14),

co ==, =0, cgq4==.

2275 24 4=

Portanto, ¢;, i € {1,2,3}, sdo vetores ortogonais em R***2 com |¢i| =
|ea| = |es| = |eal = 1/v2.

Como v é uma curva de Legendre, temos que (V,7/,¢7') = 0 e obtemos

a conclusao. O

Para o Caso III, temos o seguinte teorema, cuja demonstracao pode ser
feita da mesma maneira a feita no Teorema 3.10.

TEOREMA 3.11 ([22]). Seja v : I — (S (c),0,&,m,(-,)a), 0 < a < 1,
ou seja, ¢ > 1, uma curva de Frenet Legendre proprio-biharmonica, tal que
Es || ¢T. Entdo, a equacdo de v no espaco Euclidiano R?"*2 ¢

~v(s) = cos(As)e; — sen(As)Jey

B
A+

Sy

cos(Bs)es +

| B .
=\ 118 exp(—iAs)e; +

onde {e1,e3} sdo vetores unitdrios e ortogonais em R?***2 com e3 ortogonal
aJei e

A_\/32a2 (afl)(af2)’ B

a

sen(Bs)Jes

N
+
S

exp(iBs)es,

BN S
i e
Sy Sy

Q

3—2a+2\/(a71)(a72).
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3. Curvas nao-Legendre biharmoénicas

Seja vy : I — (N?"*1 o & n, (-, -)) uma curva de Frenet nio-Legendre com
n(T) = f, onde f é uma funcao definida ao longo de v tal que f # 0. Como

RN(T, VTT)T — ( _ (C-lji)fﬂ + (C—i)fﬂ f2> Ey — %ff’T + (c;l) flé

— A By T )T,
obtemos a equacao biharmonica de ~, dada por
(3.15) mo(y) =ViT — RN(T,VT)T
c—1
:(—3I€11€/1 + Tff/)El
. 3 -1
+ (Fc’{—n‘f—kam%—&- (c+3)m _ (e )mf2>E2
4 4
c—1
+ (2K K2 + K1KL) B3 + K1koksEy — Tf’ﬁ

3(c— 1)Ky
T

(B2, ¢T)T
=0.
Se ¢ =1, entao a curva -y é proprio-biharmonica se, e somente se,
k1 = constante > 0, Ky = constante, K7+ k2 =1 e kok3 =0
e, portanto, temos o préximo teorema.

TEOREMA 3.12 ([19]). Seja «y : I — N?"t1(1) uma curva de Frenet nao-
Legendre. Entao ~y € proprio-biharmonica se, e somente se, ou € um circulo
com k1 = 1, ou uma hélice com K3 + k3 = 1.

Em seguida, suponhamos que ¢ # 1. Da equagdo biharmoénica (3.15),

segue-se que a curva 7y é proprio-biharmonica se, e somente se, k1 > 0 e

(1) f"=0ou & € span{En, Eo, E5, E4} em cada ponto de ~;

(2) ¢T L Es ou ¢T € span{Es, E3, E4};

(3) 9(m2(7), Ei) =0,V i€ {1,4}.
Calculando (72(v),E;) = 0, V i € {1,4}, obtemos que a curva vy é préprio-
biharmonica se, e somente se,

(1) f'=0ou ¢ € span{E1, Es, E3, E4} em cada ponto de +;

(2) ¢T L Ey ou ¢T € span{Ey, E3, E4}; e

(3)

K1 = constante > (0

i = o R () A B )

Ky — G n(By) + 2 (B, o) (By, oT) = 0

K1

Kaky — 2L fin(Ey) + 2By oTY(Ey, oT) = 0.

k1 4

(3.16)
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Para obter a segunda equagao, usamos que 7(E3) = (F2,&) = f'/k1, que
segue de n(T) = (T, &) = f e da primeira equagao de Frenet de ~.

A fim de resolver estas equacOes e encontrar exemplos de curvas nao-
Legendre biharmonicas vamos considerar, a seguir, alguns casos particulares.

3.1. Curvas nao-Legendre biharménicas com 7n(T) constante. Se o
angulo 51 € (0,7)\{7/2}, entre o campo vetorial tangente 7" e o campo vetorial
caracteristico &, é constante, o que implica que f = n(T") = cos f; também é
constante, temos que as equagoes (3.16) tornaram-se significativamente mais
simples. Por isso, primeiro vamos estudar este caso.

TEOREMA 3.13 ([19]). Sejay: I — N uma curva de Frenet nao-Legendre
em N?"Tl(c), ¢ # 1, tal que f = n(T) = cos 1 € uma constante diferente de
—1, 0 e 1. Entao, v € proprio-btharmonica se, e somente se,

(1) ~ € um circulo satisfazendo T = £sen1Es e
K3 =1+ (c—1)sen® B > 0;

ou

(2) v ¢ uma hélice satisfazendo T = +senB1Ey e k3 + K3 =1+ (c —
1)sen? 51 > 0; ou

(3) n > 2 e € uma curva de Frenet de ordem de osculagdo r, onde
r > 4, satisfazendo

@' = sen 1 cos BaFs + sen B1 sen fo Fy

k1 = constante > 0, ko = constante

K2+ K3 =2 — leos? B + 73(64_1) sen? B; cos? By
Kokg = —@ sen? 31 sen(23;),

onde P2 € (0,2m) € uma constante tal que
c+3—(c—1)cos® By +3(c—1)sen? Bycos®Bo >0 e 3(c—1)sen(262) < 0.

DEMONSTRAGAO. Podemos ver que n(E3) = (Es,&) = (1/k1)f’ = 0. Con-
sideremos o = (Fs, T") uma funcao definida ao longo de . Entao, da segunda
equacao de Frenet de 7y, obtemos

o = (VrEy, ¢T) + (B2, Vr@T) = ka(E3, ¢T) + (B2, k10E2 + & — fT)
e, como o segundo termo do lado direito é igual a zero, segue-se que
H2<E3, (pT> = O/.

Agora, suponhamos que a curva « é préprio-biharmoénica. Substituindo
(E3,¢T) na terceira equacao de (3.16), temos que

3(c—1)

/
=0
1 oo

/
KoKy +
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e, entao,
3(c—1)
4

onde wp é uma constante. A segunda equagao de (3.16) torna-se

n%—i— o? +wp =0,

g_c+3 c—-1

2 _ 2 2
R TRy = = 1 f* = Ky — wo,

o que significa que k3 = constante e, portanto, a = constante. Além disso,
obtemos que

(317) K2<E3,QDT> =0.

Se k2 = 0, entdo, da equacao biharmonica (3.15), temos que Es || ¢T e,
como (pT,oT) = 1 — f2 = sen? fy, segue-se que T = +sin $1 Ey. Portanto,
~ é um circulo com

2 _¢+3 c—1

3(c—1)
M=y 1

4

cos? B + sen? f; =1+ (¢ — 1)sen? By.

Se ko # 0, da equagao (3.17), segue-se que (E3, oT) = 0 e entao, se k3 = 0,
a curva y é uma hélice com

c+3 c—1 3(c—1
R =

25 _ B 2
1 1 1 sen f1 =1+ (c—1)sen” Sy,

pois, usando novamente a equagao (3.15), temos que Fs || 9T, o que significa
que T = +sen 51 F, neste caso também.

A seguir, suponhamos que n > 2, ko # 0 e k3 # 0. Entao, a ordem de
osculagao da curvay é r > 4 e, de (3.17), temos que (E3, T) = 0. Da equagao
(3.15), segue-se que ¢T' € span{Fs, E4}. Como

(6T, T) =1 — f* = sen’ By,
pode-se ver que
T = sen 1 cos PfaFEs + sen By sen B Fy,
onde
(B9, ¢T) = a =senficosfBy e (E4,¢T) = senpsen [P,
com (2 € (0,2m), 5 constante. Concluimos a prova usando (3.16). O

OBSERVAGAO 3.6. Se v é uma curva de Frenet de ordem de osculacao
r > 1, ndo necessariamente biharmoénica, com n(7) = f = constante, numa
forma espacial Sasakiana de dimensao 3, entao pode-se ser considerado um
sistema ortogonal de campos de vetores {E =T — f&, T, £} ao longo de 7 e,
usando este sistema, e ficil ver que, neste caso, Fs || ¢T.
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3.2. Curvas nao-Legendre biharménicas com E> L ¢T ou Es || T
Sejay : I — N?"tl(¢c), ¢ # 1, n > 2, uma curva de Frenet numa forma espacial
Sasakiana.
Nesta secao, vamos estudar os dois casos especiais quando Fo 1 T ou
Es | T e n(T) = f(s) = cos(B(s)) # 0 nao é necessariamente constante.
Porém, vamos ver que estas hipdteses, junto com a biharmonicidade, implicam
n(T) = f = constante.
Caso I: ¢ #1 e Eg | ¢T. Neste caso, v é préprio-biharmonica se, e
somente se,
(1) f'=0ou & € span{Ey, Es, E3, E4} em cada ponto de v; e
(2)

k1 = constante > 0

4 of = 22— gl Al (g

Ky — =S f'n(E3) = 0

Kok3 — é% 'n(E4) = 0.

Como <E2a€> = (]‘/K‘l)f/a obtemos <VTE27€> - <E2590T> = (1/K1)f/, ¢,
entdo, kon(Es3) = (1/k1)f” + k1 f. Substituindo na terceira equagao de (3.18),
temos

(3.18)

, lc—-1
Kokg — —5
2 /{% 4

(f'f"+wiff) =0,

o que significa que

lc—1
ﬁ%_ﬁ 4 ((f,)2+’%%f2)+w1 :07
K1

onde wy é uma constante.
Agora, da segunda equagao de (3.18), temos

C+3_H2_w
4 2

e, portanto, kg = constante e (f” + x3f)f" = 0.
Das equagoes de Frenet e de (E9, ¢T) = 0, obtemos

k2 (B3, oT) = —(1/k1) f".
Entao, usando ko(F3,&) = (1/k1)f" + k1f, segue-se que

pans (i, €) = jl<f'" + (524 K3 ).

/ﬁ?%—i—/ﬁ%:

Como 72(y) = 0 implica n(m2(y)) = 0, temos, depois um calculo direito,
que f'f"” = 0. Usando este resultado e derivando (f” + x3f)f = 0 ao longo
de 7y, obtemos

R+ (" + w10 =0.
Portanto, n(T') = f = constante. Entao, da equagao (3.15), usando novamente
a Observacao 3.6, obtemos nosso proximo resultado.
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TEOREMA 3.14 ([19]). Sejay: I — N uma curva de Frenet ndao-Legendre
em N?"t(c), ¢ # 1, n > 2, tal que E5 1 ©T. Entdo, v é préprio-biharménica
se, e somente se,

(1) v é um circulo satisfazendo n(T) = cos By e k3 = (c+3)/4 — ((c —
1)/4) cos? Bo; ou

(2) v € uma hélice satisfazendo n(T) = cos By e k2 + K3 = (c +3)/4 —
((c—1)/4) cos® By, onde By € (0,27)\{n/2,7,37/2} € uma constante
tal que (c+3)/4 — ((c — 1)/4) cos? By > 0.

Caso II: ¢ #1 e E3 || ¢T. Neste caso, temos (Fs,&) = (1/k1)f =0 e,
entdo, f = cos By = constante. Como (T, oT) =1 — |T|?> = sen? By, segue-se
que T = +sen By Fs e temos, usando a equagao (3.15), a seguinte proposigao.

PROPOSICAO 3.15. Seja v : I — N uma curva de Frenet nao-Legendre
em N?"(¢), ¢ # 1, tal que By || ¢T. Entdo, v €é proprio-biharmonica se, e
somente se,

(1) v é um circulo satisfazendo n(T) = cos By e kK = ¢ — (c — 1) cos? Bo;
ou

(2) v € uma hélice satisfazendo n(T) = cosBy e K2 + K3 = ¢ — (c —
1) cos? By, onde By € (0,27) \ {n/2,7,37/2} é uma constante tal que
c—(c—1)cos? By > 0.

Agora, seja v uma curva préprio-biharmonica nao-Legendre tal que Fs ||

©T'. Como T = +sen fyFEs, obtém-se, depois um calculo direito, que
1 1 cos
VorEy = — ( il j:cosBO)T—f— (El bo :I:l)f.
sen By \sen By sen 5y \ sen B
Usando a equagao segunda de Frenet da curva v, temos
o (K1 cos By =+ sen fy)?
Ky = 5 .
sen? [y

Portanto, v é um circulo se, e somente se, k1 = Ftan fy > 0. Da Proposi¢ao
3.15, é facil ver que v é um circulo préprio-biharmoénico se, e somente se,

o c—14++Vc2—2c+5 c+1—+vVe2—2c+5
K/l — (§] .
2 2(c—1)
Se ko # 0, da expresao de ko e da terceira equacao de Frenet, segue-se que
k3 = 0 e, entdo, v é uma hélice. Agora, v é préprio-biharménica se, e somente
se, k1 satisfaz

cos? By =

KT 4 cos(28p)k1 + (1 — ¢)sen? By = 0,
onde [y € (0,2m) \ {n/2,m,37/2}, se ¢ > 1, ou By € (0,2m) \ {w/2,7,3m/2}
tal que cos By € (—+/(c —1)/(c —2),y/(c —1)/(c —2)),se c < 1.

Concluimos essa se¢ao com o seguinte teorema.

TEOREMA 3.16 ([19]). Seja v : I — N uma curva de Frenet ndo-Legendre
em N2"t(c), ¢ # 1, tal que Es || ¢T. Entdo, v € proprio-biharmonica se, e
somente se,
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(1) v é um circulo satisfazendo
c+1—+ve?2=2c+5
n(T) =+
2(c—1)
e/il (c—14+vVc?—2¢+5)/2; ou
(2) v € uma hélice tal que n(T) = cos By e k1 satisfaz
K3 =+ cos(2B0)k1 + (1 — ¢)sen’ By = 0,

onde By = constante € (0,2m) \ {n/2,7,37/2}, se ¢ > 1; ou By =
constante € (0,27) \ {w/2,m,37/2} tal que

[ce=1 Jc—1
Cosﬁoé
c—2"Ve—2

se ¢ < 1. Neste caso, temos k3 = (k1 cot ,6’0 +1)2.

3.3. Curvas biharménicas em R?"*!(—3). Como ja vimos, enquanto
curvas Legendre biharmonicas existem apenas em formas espaciais Sasakianas
N?2"+1(¢) com curvatura ¢-seccional constante ¢ > 1, se n = 1, ou ¢ > —3, se
n > 1, curvas proprio-biharmoénicas nao-Legendre existem em formas espaciais
Sasakianas com qualquer curvatura p-seccional.

Neste secao, vamos obter as equagoes explicitas de circulos proprio-bihar-
monicos satisfazendo Fy 1 T e as equagoes explicitas de curvas préprio-
biharménicas com Fs || ¢T em R?"T1(—3). Em seguida, consideraremos a
forma espacial Sasakiana R?"*1(—3) com curvatura p-seccional constante —3.

Em R?"*! com coordenadas

(ml,...,x",yl,...,y”,z),

sejam os campos de vetores X; = 2(0/0y"), Xnyi = ©Xi = 2(9/0x") +
y'(0/0z), i € {1,...,n}, e £ = 2(0/0z). Entao, {X;,Y;,&} é um referencial
ortonormal em R?"*1(—3) satisfazendo

(X3, X = [Xngi, Xntj) = [Xi, 8] = [Xnt4, 8] =0, [ X5, Xngj] = 2045€

inXj = VXn+zXn+j =0, inXn+j = 5ij£’ VXn-H _5ij£’
VXifZV§Xi = _Xn+i7 vXan:VanJri =X, VZ,] S {1,...,n}.

Agora, sejay : I — R?"*1(—3) uma curva de Frenet de ordem de osculacio
r > 1 e o campo vetorial tangente T' = 7/, dado por

n
(3.19) T = (TiXi + TnyiXnti) + cos Boé,
i=1
onde By é uma constante. Usando as férmulas de conexao Levi-Civita, obtemos

n
(3.20) VT =Y (T} +2cos BoTnra) Xi + (Ty,; — 2008 BoT3) X y4).
i=1
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TEOREMA 3.17 ([19]). As equagdes paramétricas dos circulos préprio-bi-
harménicos, parametrizados por comprimento de arco, em R?"*1(=3), n > 2,
satisfazendo Ey | T, sdo
(3.21)

(2(s) = j:%l{Q sen(r15)ci F 2cos(k18)ch — cos(2k15)d] — sen(2k1s)d5}
+a
yi(s) = %1{2 cos(k1s)ct £ 2sen(k18)ch + sen(2k1s)d; — cos(2k1s)ds} + bt
2s) = RZ{1+ Y02+ ()D)}s
+ﬁ S {& cos(4rys)didy — 2 cos(2k18)ct
+4 cos(3k18)chds — 4sen(3k18)cidy}
$%1 S b {—2sen(r1s)ct £ 2cos(kis)dh
+ cos(2k15)d| +sen(2k1s)dy} + e,

\

onde k% = cos? By, Bo € (0,2r) \ {n/2,7,37/2} é uma constante e a*, b, ¢},
¢y, di, dy, e sao constantes tal que os vetores constantes c; = (c;, . ,c?) e
dj = (d}, o, d}), § € {1,2}, satisfazem

1| + Je2|?® + |di|* + |da|?* = sen? By
(c1,d1) + {co,d2) =0, {c1,d2) F (co,d1) = 0.

DEMONSTRAGAO. Seja v : I — R?"+1(—3) um circulo parametrizado por
comprimento de arco, com campo vetorial tangente T' = ' dado pela equacao
(3.19) e By L ¢T. Da equacao (3.20), obtemos

n
1 / !
Ey = . Z((TZ + 2cos BoTn+i) Xi + (Th,4; — 2cos BoT3) X i)
=1

e, como (FEy, pT) = 0, temos

VrEs

1
o (T} + 2 cos BoTn+i) + (T i — 2cos BoT;) cos Bo) X

:/1 (
+ (T 15 — 2cos BoT;)" — (T} + 2 cos BoT+i) cos Bo) Xn+i)

e, ja que vy é um circulo, segue-se que

(3.22) AL+ Bicosffp =0 and B — A;cosfy =0,

onde A; = (1/k1)(T} 4 2cos foTnyi) e Bi = (1/k1)(T;; — 2 cos BoT5).

Resolvendo as equagoes (3.22) e usando que v é préprio-biharmoénica (pelo
Teorema 3.14, isto significa que k1 = *cosfy > 0), temos as seguintes
equagoes

Ik

Il
—

)

<

{T’ + 2k1 T s = K1 cos(k18)ch & Ky sen(k1s)ch

T

ni F 26T = £k1 sen(k18)ch — k1 cos(k1s)ch,
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cuja solugao geral é
T; = —sen(k1s)ci + cos(k1s)ch + cos(2k18)d] + sin(2k1s)d)
Thti = Fcos(k18)c] + sen(rk18)ch 4 sen(2k18)dt F cos(2k1)ds,
onde ¢, cb, di e d sido constantes tais que
S () + () + (&) + (dh)?) = sen? o
S () () = () () = 0
2z ((e)(dy) F (e3)(dy)) = 0,
pois |T| = 1. Substituindo essas relagoes na expressao de 7' e integrando,
obtemos (3.21). O

Pelo mesmo método, podemos mostrar o seguinte resultado.

TEOREMA 3.18 ([19]). As curvas prdprio-biharmdnicas parametrizadas
por comprimento de arco em R*"T1(=3), tais que Eo || ¢T, sdo

(1) circulos préprio-biharménicos dados por

zi(s) = (V5 +1)( cos ‘/52_15 i + sen ‘/52_15 ) +a

yi(s)= (VB5+1)(sen ‘/52_13 ¢} — cos ‘/52_13 ) + bt

2(s) = IEENIRE, 4 ST {((ch)? — (c5)%) sen((v5 — 1)s)
—2cos((v/5 —1)s)cich} + (1 +V5) >0, bi{ sen (7‘/52*15) ch
+ cos (@s) cll} +d,

onde a', b, c{, ¢y e d sao constantes e os vetores constantes c; =

(c}, s ct), 3 € {1,2}, satisfazem lc1]? + |ca|? = (3 — V/5)/4; ou
(2) hélices préprio-biharménicas dadas por
( . . . . . .
xl(s) = _HliSQiI:ll(Qﬂo) (COS (m:l:szII(Z,BO)S) CZI + sen (%11(250)5> Cé) + gt
yi(s) = M%m(sen (%?(250)3)021 — oS (%@s)cé) + b
_ 2B it
2(s) = 2(cosPo+ sy )5t iEen @
sen ((2mEsenlBhl o) 570 ((ch)? = (h)?)
+cos (2eeenlhll ) 5 (cie) |
7ﬁ1:tse":11(2ﬁo) Z?:l bz{ cos <n1 SZII( O)S) CZI
+sen (7“1i522(260)s> c’Q} +d,

onde By € (0,2m) \ {n/2,7,37/2} é uma constante tal que

cos By € (—1,—2\5/5) U (2\5/5,1),
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K1 € uma solugao positiva da equacao
k3 + sen(2fy)k1 + 4sen’ By = 0,
ai, b, cil, c’é, d sao constantes e os vetores constantes
cj = (cjl-,...,c?), Jje{1,2},

satisfazem |c1|? 4 |ca|? = sen? fy.
4. Subvariedades anti-invariantes biharmonicas

O resultado principal desta secao fornece um método para construir sub-
variedades anti-invariantes biharmoénicas em uma forma espacial Sasakiana.

TEOREMA 3.19 ([22]). Sejam (N1 ¢, & n, (-,-)) uma forma espacial Sa-
sakiana com curvatura p-seccional constante c e f : ¥ — N uma subvariedade
integral r-dimensional de N, 1 < r < n. Consideremos

F:S=IxY" =N, F(t,p)=d(p) = ¢p(t),

onde I = S' ou I =R e {¢}1er € o fluvo de campo de vetores &. Entdo,
temos que F : (3, (-, Jg = dt* + f*(-,-)) = N € uma imersio Riemanniana
que € préprio-biharmonica se, e somente se, X" € uma subvariedade préprio-
biharmonica em N.

DEMONSTRACAO. Da definicao do fluxo de &, temos

AP () (o) = | 160(3)} = dylt) = E(p(1) = E(F(1,p).

ou seja, d/0t é F-correlacionado com & e
0 0
P (tp) ()| = leEE) = 1= 5|
O vetor X, € Tp¥" pode ser identificado com (0, Xp) € T(;p)(I X ¥7) e
assim, obtemos
Ay (%) = (@F) 5 (3(0)) = | {0n1(5))} = (60X,

Como ¢; é isométrica, também temos \dF(t’p)( Xp)| = [(doe)p(Xp)| = [ Xpl-
Além disso,

(0B () dFle1) (X)) = (E(6p(0). (d)y (X))
= ((dpr)p(&p), (ddt)p(Xp)) = (&, Xp) =0

- <%’X”>i’

e, portanto, F': (I x X", (-,+)5) = N é uma imersao Riemanniana.

Sejam F~!(TN) o fibrado pull-back sobre > e VI a conexdo pull-back
determinada pela conexao de Levi-Civita em N. Vamos mostrar que

T(E)tp) = (doe)p(T(f)) and  72(F)p) = (do)p(T2(f))
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e, portanto, do ponto de vista da harmonicidade e biharmonicidade, ¥ e X"
tém o mesmo comportamento.
Inicialmente, vamos fazer duas observagoes. Primeiro, seja v uma se¢ao

em F~1(TN) definida por v,y = (d¢t)(Z), onde Z é um campo de vetores
ao longo de X", ou seja, Z, € T »N,VpekX. E facil verificar que
(3.23) (V) tp) = [don)p(VXZ), ¥V X € C(TE").

Entao, sev € C(F~ (TN)), segue-se que v, dada por (¢V) () = Ve, 1) (V(t,p))
é uma secio em F~Y(T'N) e

(3.24) Vv =V v
ot ot
Agora, consideremos {Xj, ..., X;,} um referencial local ortonormal em U,
onde U é um subconjunto aberto de ¥". O campo de tensao de F' é dado por

(3.25) r(F):Vi%dF(i) dF(VZ 6t)+z {VX dF(X;)— dF(V)%_Xi)}.

Como
B B B,
F _ wNg _ by 19
Ve dF(at)_vﬁf_O’ vtat va@a =0,
(VX AF(Xa)) (1) = (doe)p(VX, Xa),  dF 4 ,)(Vx,X:) = (doy)p(Vx, X0),

substituindo essas expressoes em (3.25), temos

T(E)tp) = (doe)p(T(f))-

Para mostrar que 7o(F) () = (dé¢)p(72(f)), vamos primeiro provar que
Voo (F) = —p(7(F)).
Como [0/0t, X;] =0, i € {1,...,7}, segue-se que

vh dF (X)) = V%, dF(é)t)

Também temos

0
(VF dF((%))( ») =V, x:& = Vg, x.§ = —0((dde)p(X5))
= —(der)p(pXi)

e, entao,
(3.26) (VEAF(X)) = ~(don)y(eXi).
ot (t,p)
Observamos que
RF( 0

ey XZ-) dF(X;) = VE VE dF(X;) — VE VE dF(X;)
ot ot g v Bt
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e, como N é uma forma espacial Sasakiana,

0
(B" (g X )JdF(X)) | = R ) (6 (d00p(X0)) (00 (X:) = €
Portanto,
(3.27) Vi VR dF(X;) = VR VE dF(X,) = €.

Usando (3.23) e (3.26), o termo Vf(aVF@ dF(X,) pode ser escrito como
ot

(3.28) (V5. V5 dr(x) oy = 00V, 0X)
= —(d¢n)p(€ + ¢V, Xi).
Além disso, da equacao (3.26), temos
(3.29) (v% dF(V;iXi)) = (v% dF(Vinﬁ) .
= —(de)p(# VX, Xi)-

Substituindo (3.28) em (3.27) e usando (3.29), obtemos

¢ =V’ VEdF (X)) - Vi dF (V3 X;) + vh dF(Vy,X;) — VL Vh dF (X))
=Vl VAF (X, Xi) = (dd)p(0 VX, Xi) + (den)p (€ + ¢V, X))
:v% VAdF(X;, X;) + (dé)p(VX, X; — VX, X;) + &

e, entao,

(3.30) (VEVAF(Xi, X)) = —p(den), (Vf (X;, X)),
ot (t:p)

Como VdF(0/0t,0/0t) = 0, somando em (3.30), obtemos

(3.31) VL T(F) = —p(r(F)).

De (3.24) e (3.31), temos

(3.32) Vh VY 7(F) = =V o(r(F)) =~V 7(F) = @*1(F)

= _T(F)7

e, de (3.23), encontramos

(3.33) (VEVETF))@p) = (do)p(VX, VX, 7(f))

e

(3.34) (Vez 7)., = @0 (Vg 7).
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De (3.32), (3.33) e (3.34), obtém-se

(3:35) —(AT(F))p) =V Vo m(F) + 3 {VE,VE,7(F) = Vs | 7(F)}

ot ot N
=1

= = 7(F) 1) — (dg0)p(AT7(f)).

Usando a expressao do campo tensorial da curvatura RV, depois realizando
um célculo direito, temos

(3.36)  trace R(, ,\(dF,7(F))dF = —7(F) + (d¢1),(trace Ry (df, 7(f))df).
Finalmente, de (3.35) e (3.36), obtém-se
72(F)(tp) = (doe)p(72(f)),

o que conclui a prova. O

TEOREMA 3.20 ([25]). Seja £2 wma superficie em N2"t1(c) invariante
sob a ac¢ao do fluxo de campo de vetores caracteristico £. Entdo, 2 ¢ Proprio-
biharménica se, e somente se, é dada (localmente) por z(t,s) = ¢i(y(s)), onde
v € uma curva de Legendre proprio-biharmonica.

DEMONSTRAGAO. Uma superficie 32 que ¢ invariante sob a agao de fluxo
de &, ou seja, ¢(p) € X2 para cada t e p € X2, pode ser escrita (localmente)

como xz(t,s) = ¢¢(y(s)), onde v é uma curva de Legendre em N. Entao,
o Teorema 3.19 implica que uma tal superficie é préprio-biharmoénica se, e
somente se, v é préprio-biharmonica. O

COROLARIO 3.21. Seja 32 wma superficie em S*"*1(1) invariante sob a
acao de fluxo de &. Entao, ¥2 ¢ proprio-biharmoénica se, e somente se, € dada
localmente por x(t,s) = ¢¢(y(s)), onde v € uma curva de Legendre dada por
Teorema 2.2.

OBSERVACAO 3.7. Quando o espaco ambiente é S?"*! com sua estrutu-
ra Sasakiana canonica ou deformada, o fluxo de £ é ¢:(z) = exp(—i(t/a))z,
e, pelos Teoremas 3.10, 3.11 e 3.19, podemos obter exemplos explicitos de
superficies préprio-biharmoénicas com curvatura média constante no espago
(S o €, (-, )a), @ > 0. Um tal resultado, fornecendo a equacio explicita
de cilindros de Hopf préprio-biharménicos em S com a estrutura Sasakiana
deformada, foi obtido, usando um método diferente, em [21].

A seguir, consideramos %2 uma superficie em N 2n+l(¢) invariante sob a
agao de fluxo de £. Sejam T = +' e Fy os primeiros dois campos de vetores
definidos pelas equagoes de Frenet da curva de Legendre 7. Como Vg / o T(F) =

—p(7(F)), temos a seguinte proposigao.

PROPOSIGAO 3.22. Seja 32 uma superficie proprio-biharmonica na forma
espacial Sasakiana N*"*1(c) invariante sob a acdo de fluvo de . Entdo, %2
tem o campo de curvatura média paralelo se, e somente se, ¢ > 1 e T = +Fs.
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COROLARIO 3.23. As superficies préprio-biharménicas em S* (1), in-
variantes sob a a¢do de fluxo de &, nao tem o campo de curvatura média
paralelo.

Vamos encerrar esta secao encontrando a equacao paramétrica explicita de
um cilindro Hopf préprio-biharmoénico. Primeiro, vamos precisar do seguinte
resultado obtido em [28].

TEOREMA 3.24 ([28]). Seja Sy = 7 1(¥) um cilindro de Hopf prdprio-
biharménico numa forma espacial Sasakiana N3(c), sobre uma curva 5 : I —
N = N/¢ parametrizada por comprimento de arco. Entdo, ¢ > 1 ey é um
circulo com a curvatura k = +/c — 1.

DEMONSTRAGAO. Denotamos f; = 4’. O levantamento horizontal f de
f1 e £ formam um referencial ortonormal em S5 e ¢ f{1 é normal & S5. Usando
um resultado obtido em [36], temos que

Vi i = (Vi )" = (o) = Refl?,

onde V e V sdo as conexdes Levi-Civita em N e N, respectivamente, e & é a
curvatura de 7.
Como V¢& = 0, obtém-se H = (k/2)pfil e

—/ —2 _ _
K .y R,y F .,y
Vi H = 580101 —?,ﬁ +§f e VeH = §f1 :

Segue-se, depois de um célculo direito, que
=3

=
ALTH = —%<pf1H, traceo (-, Ag+) = (%—Ez)(pf{[, trace AgLpy- =

e, utilizando a férmula (3.1), encontramos

RE i
5 I

K
trace RN (-, H)- = —(c + 1)§g0f1H.
Do Teorema 1.7, obtemos que S5 é préprio-biharmonico se, e somente se,
K = +/c — 1 = constante. ]

TEOREMA 3.25 ([21]). A equagao paramétrica de um cilindro de Hopf
proprio-biharmoénico S5 = 7 1(y) em (S%,¢,&,n, (-, )a), visto como uma su-
perficie em (R*, (-,-)), é dada por
(3.37)

r=ux(u,v) = /ﬁBB cos(Au+ 1v)e; — ,/AJFLB sen(Au + 1v)Jer+

+ TﬁB cos(Bu — Lv)es + A%g sen(Bu — ;v)Jes,

onde {e1, e3} sdo vetores constantes ortogonais no espaco Euclidiano (R*, (-, -))
tais que es € ortogonal a Jey e A e B sdo dados por

A:\/3—2a—2\/(a—1)(a—2) B:\/3—2a+2\/(a—1)(a—2).
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DEMONSTRAGAO. Seja 7 : (S3,(-,-)q) — CP! a fibragio de Boothby-
Wang, onde CP! é o espaco projetivo complexo com a_curvatura seccional
holomorfa constante 4/a. Denotamos por V, V, V e V as conexdes Levi-
Civita em CP!, (S3,(-,)a), (S, (-,-)0) e (R%, (-,-)), respectivamente.

Seja S5 um cilindro de Hopf préprio-biharménico em (S?, (-,-),), onde
7 : I — CP' é a curva base parametrizada por comprimento de arco. Do
Teorema 3.24, temos que 4 é um circulo com a curvatura k& = /c — 1.

Consideremos, novamente, f; = 5’ e o seu levantamento horizontal le .
Como no Teorema 3.24, {f{, £} é um referencial ortonormal global em S5 e
fH = pffl ¢ normal a Sy, onde {f1, fo} é um referencial ortogonal em N ao
longo de 4.

A fim de encontrar a parametrizacao explicita de S5 como uma superficie
em R%, temos que obter as expressdes para ﬁf{{le, ﬁleé-, 6f11-1 f2H e ﬁngH

Primeiro, temos

Vi fi' = (V)" = (i efil)a =Rf5'

Agora, usando o Lema 3.2, obtemos
: _ . 1 . _ . 1
Vit = &f3 Vynt=—— £ V' = —rfl' v & Vesf = !
e, entao,
= H_ g 1 & Lon S H — cH S .0 1.m
vlef1 =Kfs .5 vleﬁz—afg ) Vlefg =—kf]" +§&, Vefy = Efl )

E facil ver que [¢, fH1] = 0 e, portanto, podemos escolher uma parame-
tizacao local x = z(u,v) de Sy tal que il =m,e &=,
Depois de um célculo direito, usando ¥ = v/c — 1, obtém-se

(338) {Gquuuu + a(6 — 4a)xuu LTax=0

A yuw — VC — 1Ty + 24 = 0.

Resolvendo a primeira equacao de (3.38) e substituindo na segunda, temos
(3.39) r = z(u,v) =cos(Au + 21})01 + sen(Au + 21})02—#
+ cos(Bu — év)c;z, + sen(Bu — 21})04,
onde {c;} sdo vetores constantes em R*. Como
(z,2) =1, (x,20) =0, (z,20) =0, (Tu,20) =0,

1
<l'u»xu> - Ev <$Ua$v> - ?7 <$v7$uv> =0, <$Uaxuv> =0,
obtemos, em (u,v) = (0,0),

(3.40) ci1 +2c13 +c33 =1,

(3.41) Acig + Beiy + Acoz + Besy = 0,
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(3.42) —C12+ c1a —c23+ ¢34 =0,

(3.43) —Acgy + (A — B)eay + Begy =0,
(3.44) A’cyg + 2ABceyy + BPeyy = 2,
(3.45) C22 — 2Co4 + c4a = 1,

(3.46) —Aci2 + Acia + Beaz — Besg = 0,
(3.47) —A%c1y — ABcyy + ABeas + Bc34 = 0,

onde Cij = <CZ‘, Cj>.
De (xy,zy) = 1/a, (xy,zy) = 0, obtém-se, para (u,v) = (0,an/2), que

1
(3.48) A%ciy — 2ABeys + BPegs = —,
a

(3.49) —Aci1 + (B — A)eiz + Besz = 0.

Das equacoes (3.41), (3.42), (3.46) e (3.47), temos c12 = c14 = c23 = c34 = 0.
De (3.40), (3.48) e (3.49), segue-se que ¢;1 = B/(A+B), c13 =0, ca3 = A/(A+
B). Finalmente, das equagoes (3.43), (3.44) e (3.45), obtemos c22 = B/(A+DB),
coqg =0, cyy = A/(A+ B). Portanto, ¢;, i € {1,2,3,4}, sdo vetores ortogonais
em RY, com |leif| = [lea|l = /B/(A+B) e |les| = [lesll = A/(A+ B).
Entao, ¢ = \/B/(A + B)el, cy = \/B/(A + B)eg, c3 = \/A/(A + B)eg,
cs = \/A/(A+ B)ey, onde ¢;, i € {1,2,3,4}, sdo vetores ortogonais em R*,
Como & = zy(u,v) e & = (1/a)éo, segue-se que e = —Je; and ey =
Jes. O

OBSERVACAO 3.8. Seja {e1, ea,e3,e4} uma base ortonormal em R*, com
ez = —Jey e eg = Jes, e consideremos S5 o cilindro de Hopf correspondente.
Observamos que as geodésicas

u— x(u,v9) = ,/AJFLB cos(Au + 2vp)er + AJFLB sin(Au 4+ Lvg)ea+

+\/ 7 cos(Bu — Luo)es + /5 sin(Bu — Luoes,

podem ser escritas como
v(s) = 4/ AJFLB cos(As)f1 + A_% sin(As) fo+

+ MiB cos(Bs) f3 + A+iB sin(Bs) f1,
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onde
f1 = cos(Lvp)er + sen(Lvg)es
fo = —sen(2vg)er + cos(2vg)es
f3 = cos(Lvg)es — sen(Lvg)es

fa= sen(%vo)eg + cos(%vg)w‘.

Observamos que {f1, fo, f3, f1} é uma base ortonormal em R* com fo = —J f
e f4 = J f3. Portanto, as tnicas curvas de Legendre préprio-biharmoénicas em
(S3,,&,m, (+,-)a) s30 as geodésicas dos cilindros de Hopf préprio-biharménicos
ortogonais a &.

OBSERVACAO 3.9. De fato, a aplicacao = da observacao anterior é um
mergulho isométrico 7 em (S3,g), onde T é o toro T = R?/A, A sendo a
trelica gerada pelos vetores

( 27 27 > ( 2 2 )

wy = e wy= — .

'""\A+B A(A+ B) > \A+B B(A+B)
5. Subvariedades integrais C-paralelas biharmonicas

Seja £™ uma subvariedade integral numa variedade Sasakiana N2"*! com
a estrutura Sasakiana (p, &, n, (-,-)). Lembramos que, neste caso, p(TX™) C
NY™ e m < n. Além disso, quando m = n, segue-se que p(NX™) =T¥™. Se
o ¢é a segunda forma fundamental de ™, entao, depois de um calculo direito,
obtém-se

<()0Z7B(X7 Y)> = <§0KB(X7 Z)>,

para todos os campos de vetores X, Y, Z tangente a X™ (veja também [2]).
Além disso, temos A¢ = 0, onde A é o operador de Weingarten de X (veja

[4])-

DEFINICAO 3.9. Uma subvariedade integral ¥ é chamada uma subvarie-
dade integral C-paralela se V+o || €.

Portanto, ¥ é uma subvariedade integral C-paralela se (V+0)(X,Y, Z) =
S(X,Y, Z)¢, para todos os campos de vetores X, Y, Z tangentes & ¥, onde
S(X,Y,Z) = (pX,0(Y,Z)) é um campo tensorial totalmente simétrico tipo
(0,3) em X™. E fcil ver que, quando m = n, V+o = 0 se, e somente se,
o =0, ou seja, X" é totalmente geodésica.

Agora, seja X" uma subvariedade integral e denotamos por H seu campo
curvatura média. Dizemos que H é C-paralelo se V+H || £, ou seja, V%H =
0(X)¢&, onde 6 é uma 1-forma em X™. Vamos ver que 0(X) = (H, pX) para
qualquer campo de vetores X tangente a 3.

Os dois resultados seguintes serao utilizados mais tarde nesta secao.

PROPOSIGAO 3.26 ([25]). Se o campo curvatura média H duma subvari-
edade integral X" numa variedade Sasakiana (N2 @, € n,(-,-)) € paralelo,
entao X" € minima.
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DEMONSTRAGAO. Sejam X e Y dois campos de vetores tangentes a X",
Como

(0(X,Y),€) = (VXY,&) = (Y, Vx§) = (¥, pX) =0
temos o(X,Y) € o(TX") e, em particular, H € o(TX"). Entao,

(VxH,&) = (VXH,&) = —(H,VYE) = (H, 0X).

Portanto, se V- H = 0, segue-se que (H,pX) = 0, para todos os campos
de vetores X tangentes a 3", o que implica H = 0, pois X" tem dimensao
maxima. O

PROPOSIGAO 3.27 ([25]). Sejam (N ., &, n, (-,-)) uma variedade Sa-
sakiana e X™ wuma subvariedade integral C-paralela com o campo curvatura
média H. Entdo, temos que

(1) V% H = (H, pX)¢, para qualquer campo de vetores X tangente ¢ ¥™,
ou seja, H é C-paralelo;

(2) a curvatura média |H| € constante;

(3) sem =n, entdo A*H = —H.

DEMONSTRAGAO. A fim de provar (1), consideramos {X;}"; um referen-
cial local geodésico em p € ¥™. Entao, em p, temos

(V+0)(Xi, Xj, X;) = Vx,0(X;, X;) = (0(X},X;), ¢ Xi)€

e, somando para j = 1,...,m, obtemos V}QH = (H,pX;)¢. Para provar (2),
temos que

X(|H[*) = 2(H,Vx H) = 2(H,pX)(H,£) =0,

para qualquer campo de vetores X tangente & X", ou seja, |H| é constante.

Para o tultimo ponto, suponhamos que m = n. Como V])\(fé“ = —pX,
usando a equacao de Weingarten, obtemos que A¢ =0 e V)L(E = V%f = —pX.
Portanto,

ATH ==Y Vi Vi H=-Y Vi ((H ¢X)E)
i=1 1=1

== Xi((H,pXi)¢ - Z H,pX;))VY.&
1=1

- in(g{, PX))E+ Z((H, X)X
; i=1

—ZX H,pX;))¢é + H.
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Como V%chi = SOV%Xi + £, segue-se que
Xi((H, X)) = (VX H, ¢Xi) + (H, oV Xi +€)
= (—ApX; + V. H,0X;) + (H, o (X, X))
0,

o que implica que A+H = H. O

Quando o espago ambiente é uma forma espacial Sasakiana com dimensao
7, as subvariedades integrais C-paralelas com dimensao 3 foram classificadas
em [2]. Para obter esta classificacdo, foi usada uma base local ortonormal
especial que serd descrita a seguir.

Seja 7 : X3 — N7(c) uma subvariedade integral com curvatura média
constante |H| # 0. Seja p um ponto qualquer de ¥3. Consideraremos uma
fungdo f, : UpX? — R dada por

fp(u) = (O'(U, U), QOU>,
onde Up¥3 = {u € T,23; |u| = 1} é a esfera unitdria no espago tangente 7,33
Se fy(u) = 0, para todo u € U,X?, entdo, para todo vi,vs € U,%? tal que
(v1,v2) = 0, temos

(o(vi,v1),v1) =0 and (o(vi,v1),pve) = 0.

Dai, obtém-se o(v1,v1) = 0 e segue-se que o ¢ igual a zero em p.

Suponhamos a seguir que f, nao ¢é identicamente igual a zero. Como U,%?
¢ compacta, f, atinge um maximo absoluto em um vetor unitario X;. Seque-se
que

<U(X17X1)790X1> >0, <U(X17X1)7§0X1> > \(a(w,w),cpw)]
(0(X1, X1),0w) =0, (0(X1, X1),0X1) > 2{o(w, w), pX1),

onde w é um vetor unitério tangente & ¥3 em p e ortogonal a X;. E facil
ver que X1 ¢ um vetor préprio do operador A; = A,x, com o valor préprio
correspondente \;. Entdo, como A; é simétrico, podemos considerar Xo e X3
vetores préprios unitdrios de A, ortogonais entre si e a Xi, com o valores
préprios correspondente Ay e A\3. A seguir, temos dois casos.

Se Ao # A3, podemos escolher X9 e X3 tais que

<O-(X25X2)7S0X2> > 07 <O-(X37X3)>80X3> >0
<U(X27 XQ)a QOX2> > <0(X37 X3)a QOX3>
Se A2 = A3, consideramos fi , a restrigio da f, ao conjunto {w € U,X3; (w, X1) =
0}, e temos mais dois subcasos.
(1) A fungao fi, é identicamente igual a zero. Neste caso, temos

(0(X2,X2),0X2) =0, (0(X2,X2),pX3)=0
(0(X2,X3),0X3) =0, (0(X3,X3),pX3) =0.
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(2) A fungao fi, nao é identicamente igual a zero. Entdo, escolhemos
X, tal que fi,(X2) é um maximo absoluto e, assim, temos

(0(X2, X2),pX0) >0, (0(X2,X2),pX2) > (0(X3,X3), pX3) >0
(0(X2,X2),0X3) =0, (0(X2,X2),pX2)>2(c(X3,X3),pXa).

Agora, com respeito & base ortonormal {Xi, X5, X3}, os operadores Aj,
Ay = Ayx, e A3 = Ayx,, em p, podem ser escritos como

(3.50)
A 0 0 0 X O 0 0 X
Ar=| 0 X 0 |, 2= X2 a B |, A3=| 0 B nu
0 0 )\3 0 5 % )\3 1% 0

Também Ag = A¢ = 0. Com estas notacoes, temos
AL >0, A >al, A >0, A >2X, A >2)s.
Quando Ao # A3, obtemos
a>0, >0 e a>).
Quando Ao = A3, obtém-se
a=0=p=5=0

ou
a>0, >0, a>4 pB=0 e a>2u.

Podemos estender X; numa vizinhanca V), de p tal que X;(¢q) seja um
méximo de f, : Uq23 — R, para cada g € V,.

Se os valores proprios de A; tem multiplicidade constante, entdo a base
{X1, X5, X3}, definida em p, pode ser estendida de modo suave e, portanto,
podemos trabalhar no conjunto aberto e denso de %3 definido por esta propri-
edade.

Usando esta base, em [2] os autores provaram que, quando X3 é C-paralela,
as funcoes \;, i € {1,2,3}, e , B, p, 0 sdo constantes em V), e, a partir deste
fato, eles classificaram estas subvariedades numa forma espacial Sasakiana,
com dimensdo 7. De acordo com esta classificacdo, quando ¢ > —3, ¥? é uma
subvariedade integral C-paralela e nao-minima se, e somente se,

Caso I. X2 é uma subvariedade plana que é, localmente, um produto de trés
curvas que sio hélices de ordem de osculacio r < 4, e \; = (A2 —
(c+3)/4)/\, A2 = A3 = X\ = constante # 0, a = constante, § =
0, © = constante, § = constante, tais que —/c+3/2 < A < 0,
O<a<A,a>2ua>3>0(c+3)/4+N+ap—p?>=0e
(3N = (¢ +3)/4)/A)* + (a + p)* + 6% > 0; ou

Caso II. 32 é localmente isométrica ao produto v x 32, onde v é uma curva e
%2 é uma superficie C-paralela, e
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(1) M =20 = =3 = VeF3/(2V2), a =pu=6=0,0 =
++/3(c +3)/(4v/2). Neste caso, v é uma hélice em N com as
curvaturas kK1 = 1/\/5 e kg = 1, e £2 é localmente isométrica &
esfera Euclidiana de dimensao 2 e raio p = 1/8/(3(c + 3)); ou

(2) Ay = (A2 = (c+3)/4)/\, A2 = A3 = X\ = constante, a = 3 =
p=203=0,tal que —vc+3/2 <X <0and \? # (c+3)/12.
Neste caso, 7 é uma hélice em N com as curvaturas K1 = A\
e kg = 1, e ¥? é a esfera Euclidiana de dimensdo 2 e raio p =
1/\/(c+3)/44+ N2

No mesmo artigo [2], foram encontradas as equagoes paramétricas expli-
citas das subvariedades integral C-paralelas planas de dimensao 3 em S7(1).

Pelo mesmo método e usando Lema 3.2, este resultado foi estendido a esfera
S7(c), ¢ > —3.

TEOREMA 3.28 ([2, 24]). O wvetor posicdo no espaco Euclidiano (RS, (-, -))
duma subvariedade integral C-paralela, de dimensdo 3, em 87(0), c> -3, €
dado por

x(u, v, w) :)\1 exp (i(%u))&

A4 2
! Valp - ;)(QM —a) exp(—i(Au — (1 — a)v))&
! \/m exp(—i(Au + v+ prw)) €y
1

b exp(—i(hu 4 v — paw))Es,
ap2(p1 + p2)

onde {&;}}_, é uma base ortonormal em C*.

Apés todas estas preparagoes, a seguir, vamos estudar a biharmonicida-
de das subvariedades integrais, de dimensdo méaxima, numa forma espacial
Sasakiana N2"1(c).

O primeiro resultado obtém-se imediatamente do Teorema 1.7 e da ex-
pressao (3.1) do campo tensorial de curvatura RN.

TEOREMA 3.29 ([25]). Uma subvariedade integral X" em N2"*1(c) é bi-
harmonica se, e somente se,

~A+H +traceo(-, Ay-) — WH =0
4traceAV(L)H(-) +ngrad(|H|?) = 0.

COROLARIO 3.30. Seja N?"*l(c) uma forma espacial Sasakiana com a
curvatura p-seccional constante ¢ < (3—3n)/(n+3). Entdo, uma subvariedade
integral X7, com curvatura média constante, € biharmonica se, e somente se,
€ minima.
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DEMONSTRAGAO. Suponhamos que X" é uma subvariedade integral bihar-
monica, com curvatura média constante |H|, em N2"!(c). Do Teorema 3.29,
temos
c(n+3)+3n —

4

3
|H.

<ALH, H) = (traceo(-, Ay-), H) — 3|H|2

5 c(n+3)+3n—
4

= |Ag]

Portanto, da férmula de Weitzenbock

1

LB = (A H) + VA
obtém-se

c(n+3)+3n—
4

Se ¢ < (3—=3n)/(n+ 3), esta equagao é equivalente a H = 0. Quando ¢ =
(3 —3n)/(n + 3), como para subvariedades integrais de dimensdo méaxima

VLIH = 0 é equivalente a H = 0, a equacdo acima implica novamente que
H=0. O

COROLARIO 3.31. Seja N?"*1(c) uma forma espacial Sasakiana, com cur-
vatura @-seccional constante ¢ < (3 —3n)/(n+ 3). Entao, uma subvariedade
integral compacta X" € biharmonica se, e somente se, € minima.

3
H|? —|Ag[* — |VTH|* = 0.

DEMONSTRAGAO. Suponhamos que X" é uma subvariedade integral com-
pacta e biharmonica. De modo analogo ao feito na demonstragao do Corolario
3.30, temos

c(n+3)+3n—-3
@ty = IS g
e, portanto, A|H|? > 0, o que implica que |H|? é constante. Segue-se que X"
¢ minima. g

OBSERVAGAO 3.10. Dos Corolarios 3.30 e 3.31 é facil ver que numa forma
espacial Sasakiana N2"T1(c), com curvatura p-seccional constante c satisfa-
zendo ¢ + 3 < 0, uma subvariedade integral ¥", que é compacta ou tem
curvatura média constante, é biharmonica se, e somente se, é minima.

PROPOSIGAO 3.32 ([25]). Seja 7: X" — N?"*L(c) uma subvariedade inte-
gral C-paralela. Entdo (12(3))" = 0.

DEMONSTRAGAO. Da Proposigao 3.27, temos que | H| é constante e V- H ||
&, o que implica que AV)L( g = 0, para todos os campos de vetores X tangentes

a X", pois A¢ = 0. O

PROPOSIGAO 3.33 ([25]). Uma subvariedade C-paralela X" nao-minima

em N?"F1(c) é proprio-biharmonica se, e somente se, ¢ > (7T —3n)/(n+3) e

c(n+3)+3n—-7
4

traceo (-, Ag-) = H.
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DEMONSTRAGAO. Da Proposicao 3.27, temos que A+H = —H. Portanto,
do Teorema 3.29, segue-se que %™ é biharmonica se, e somente se,
cn+3)+3n—-7

4

Se X verifica as condicgoes acima, fazendo o produto interno com H, ob-
temos

H.

traceo (-, Ag-) =

cn+3)+3n—7
Como Ay e H nao sao iguais a zero, temos que ¢ > (7 —3n)/(n + 3). O

Agora, seja {X;}]* | um referencial local ortonormal na subvariedade inte-
gral C-paralela ¥,", numa forma espacial Sasakiana N2"*1(c), e seja A; = Asx;,
i € {l,...,n}, os operadores de Weingarten correspondentes. Entao, da Pro-
posicao 3.33, obtemos o préximo resultado.

PROPOSIGAO 3.34 ([25]). Uma subvariedade integral C-paralela X" em
N2tl(c), ¢ > (7T —3n)/(n+ 3), é proprio-biharménica se, e somente se,
g(A1, A1) ... g(A,Ap) trace A trace A1
: : : =Rl ]
g(An, A1) ... g(An, Ap) trace 4,, trace 4,,
onde k = (c(n+3)+3n—17)/4.
A seguir, vamos trabalhar novamente numa forma espacial Sasakiana, de
dimensao 7, e vamos usar a base { X1, X9, X3} descrita no inicio desta segao.

Primeiro, podemos identificar os operadores A; com as matrizes corres-
pondentes e, da Proposicao 3.34, temos o resultado seguinte.

PROPOSIGAO 3.35 ([25]). Uma subvariedade integral C-paralela X3 em
N7(c), ¢ > —1/3, é préprio-biharménica se, e somente se,

3 trace A 3¢ 41 trace A1
(3.51) < Z A?) trace Ay | = trace Ay |,
i=1 trace Ag trace Ag

onde as matrizes A; sio dadas por (3.50).
Agora, podemos enunciar nosso préximo teorema.

TEOREMA 3.36 ([25]). Uma subvariedade integral C-paralela $3 em N7(c)
€ proprio-biharmonica se, e somente se,
(1) ¢ > —1/3 e ¥3 € uma subvariedade plana que é (localmente) um
produto de trés curvas:
e uma hélice, com curvaturas k1 = (A2 — (c+3)/4)/\ e Ky = 1,
e uma hélice de ordem 4, com curvaturas

R1 =V )\2+a2, :‘12:(0[/51)\/ )\2+1, Rgz—()\/lﬂ)\/ )\2+1,
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e uma hélice de ordem 4, com curvaturas

k1= VA + 24062, ko= (0/k)VN+p2+1, k3= (k2/0)\V A2+ 12,

se 6 # 0, ou um circulo de curvatura k1 = /A2 + u?, se § =0,
onde A\, o, 1,0 sao constantes dadas por
(3.52)

(332 = 53) (3x* = 2(c+ DA + ) 4 X ((a + p)? + %) = 0,
(a+u)(5)\2+a2+u2—¥ +pué? =0
6(5)\2+62+3u2+au—% =0
%+)\2+au—u220,
tais que —/c+3/2<A<0,0<a< (A2 —(c+3)/4)/\, a>6>0,
a>2u, and A2 # (c+3)/12; ou )
(2) 3 € localmente isométrica a um produto v x $? entre uma curva e
uma superficie C-paralela em N, e
(a) ¢=5/9, v € uma hélice em N"(5/9), com curvaturas 1 = 1/v/2
e ko = 1, e X2 € localmente isométrica a esfera Euclidiana de
dimensao 2 e raio \/3/2; ou
(b) ¢ € [(=7 + 8V3)/13,4+00) \ {1}, v ¢ uma hélice em N'(c),
com curvaturas k1 = (A2 — (¢ +3)/4)/\ e ke = 1, e X2 € lo-
calmente isométrica a esfera Euclidiana de dimensdo 2 e raio
2/VAN2 + ¢+ 3, onde
4c+4+13c2+14c—11 1
(3.53) A<0 e M= {4c+4\/1§z2+14c11’ woes
15 , se c>1.

DEMONSTRACAO. Primeiro, da Proposicao 3.35, podemos ver que ¢ >
—1/3. Também, a equagao (3.51) é equivalente a
(3.54)

H(SL N = 7) + (@t m)(d + uAs) + (B + 6)(BAa + 6h3) = 0
t(ady + pAs) + (a+u)<2A§ +a?+38%+ p?+ 36 — r) +p(B+6)2=0
t(ﬁ/\2+5>\3)+B(a+u)2+(ﬂ+6)(2A§+52+3u2+52+au—r> =0

onde t = trace A; = Y0 N er = (3c+1)/2.

Vamos dividir o estudo deste sistema nos casos dados pela classificagao
das subvariedades integrais C-paralelas nao-minimas.

Caso I. O sistema (3.54) é equivalente ao sistema formado pelas trés
primeiras equacdes de (3.52). Agora, ¥3 ndo é minima se, e somente se, um
componente do campo de curvatura média H nao é igual a zero e, da primeira
equacdo de (3.52), segue-se que A2 deve ser diferente de (c + 3)/12. Portanto,
usando novamente um resultado em [2] para as expressoes das curvaturas das
trés curvas, obtemos o primeiro caso do teorema.
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Caso II. (1) Neste caso, a segunda equagao de (3.54) é satisfeita automati-
camente e as outras duas sdo equivalente a ¢ = 5/9. Portanto, da classificagao
das subvariedades integrais C-paralelas, obtemos o segundo caso do teorema.

(2) A segunda e a terceira equagao de (3.54) sdo satisfeitas. A primeira
equacao ¢ equivalente a

2
3AT—2(c+ 1)\ + 3" _ 0.
16
Esta equagao tem solugbes se, e somente se,

—7-8V3 —7+8V3
cE <—OO,13] U 137+OO>7

e estas solugoes sao dadas por

_de+4+V13¢2 + 14c— 11

B 12 ‘

Como ¢ > —1/3, segue-se que ¢ € [(—=7 + 8/3)/13,+0c). Ainda mais, se

¢ = 1, temos que A\? deve ser igual a 1 ou 1/3, o que é uma contradicio, e,

entdo, ¢ € [(—7 4 8v/3)/13,+00) \ {1}. E fdcil verificar que A2 = (4¢ + 4 +

V13¢2 + 14c — 11)/12 < (c + 3)/4 se, e somente se, ¢ € [(—7 + 8V/3)/13,1)

e A2 = (4c + 4 — V13c2 + 14c — 11)/12 < (c + 3)/4 se, e somente se, ¢ €

[(—7 4 8v/3)/13, +00) \ {1}. O
Em seguida, consideraremos a esfera S” com sua estrutura Sasakiana ca-

nonica ou deformada. Usando os Teoremas 3.28 e 3.36, é facil obter o seguinte
teorema.

)\2

TEOREMA 3.37 ([25]). Uma subvariedade integral C-paralela X3 em S7(c),
c=4/a—3 > =3, é proprio-biharmoénica se, e somente se, !
(1) ¢ > —1/3 e ¥ é uma subvariedade plana que é, localmente, um
produto de trés curvas e seu vetor de posicio em C* é

A !
LL’(U,’U, 'lU) :T_'_% exp (l(a’u))(‘:l
1

exp(—i(Au — (u — a)v))&

b SO o))
1 .

+ m exp(—i(Au + pv + prw))&s
+ B exp(—i(Au + pv — paw))&a,

ap2(p1 + p2)

10 teorema de classificagdo em [25] é baseado no resultado de classificacao obtido em
[2]. Muito recentemente, T. Sasahara [44] encontrou um erro em [2] e também um terceiro
caso de subvariedade integral C-paralela préprio-biharmoénica em S7(1) que nao é plana.
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onde p1o = (\/A4u(2u — ) + 82 £6)/2 e A\, a, u, 8 sdo constantes da-

das por (3.52), tais que —1/y/a < X < 0, 0 < a < (A2 —1/a)/),

a>8>0,a>2u, N2 #1/3a, e {&}L, é uma base ortonormal em

C*; ou

(2) X3 € localmente isométrica a um produto v x $? entre uma curva e

uma superficie integral C-paralela de N e

(a) ¢=5/9, v é uma hélice em S7(5/9), com curvaturas k1 = 1/v/2
e ko = 1, e X2 € localmente isométrica a esfera Euclidiana de
dimensao 2 e raio \/§/2; ou

(b) ¢ € [(—=7+8V3)/13,4+00)\{1}, v € uma hélice em S7(c), com cur-
vaturas k1 = (A\2—(c+3)/4) /X e ka = 1, e X2 ¢ localmente isomé-
trica a esfera Euclidiana de dimensao 2 e raio 2/v4X%2 + ¢+ 3,
onde

/132
)\ < 0 )\2 — letit 1?% e 117 se ¢< 1
e
_ 2 _
4c+4 \/1?; +14c 11, se ¢> 1.

Quando ¢ = 1, podemos resolver o sistema (3.52) e, usando o teorema
acima, obtemos o préximo corolario.

COROLARIO 3.38 ([25]). Uma subvariedade integral C-paralela X3 em S7(1)
¢ proprio-biharménica se, e somente se, ¥° ¢é uma subvariedade plana que €
(localmente) um produto de trés curvas e seu vetor de posicdo em C* é

. : V3
z(u,v,w) = — \}6 exp(—iv5u)&r + \}6 exp (1(\}5u - il/%v))gg

g (e S L))

Vi V3
g (o S )

onde {&;}}, é uma base ortonormal em C*. Além disso, a x,-curva é uma
hélice, com curvaturas k1 = 4\/5/5 e ko = 1, a xy-curva € uma hélice de ordem

4, com curvaturas k1 = v/29/v/10, ko = 9\/5/\/ 145 e k3 = 2\/?;/\/ 145, e a xy,-
curva € uma hélice de ordem 4, com curvaturas k1 = \/5/\/5, Ko = 2\/3/\/10
e Ky = \/3/\/10.

OBSERVACAO 3.11. Por um célculo direito, podemos provar que a aplicacao
x fatoriza para uma aplicacio do toro 73 = R3/A em R®, onde A é a trelica

gerada por a1 = (6m/v/5,V3m/v10,7/V2), az = (0, =3V57/V6, ~7/V/2) e

az = (0,0, —47/v/2) e a aplicacdo quociente é uma imersio.
Do Teorema 3.19, temos que o cilindro sobre x dado por

y(t, u,v,w) = ¢(x(u,v,w)),

é uma aplicacdo proprio-biharménica em S7(1).
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PROPOSIGAO 3.39 ([25]). O cilindro sobre x determina um mergulho pré-
prio-biharmonico do toro T* = R*/A em S7, onde a trelica A € gerada por
a; = (27/v6,0,0,0), as = (0,27//6,0,0), a3 = (0,0,27//6,0) € ay =
(0,0,0,27/v/2). A imagem deste mergulho é o produto entre um circulo de
10 1/\@ e trés outros circulos, cada um de raio 1/\/6

DEMONSTRAGAO. Como o fluxo de campo de vetores £ é dado por ¢4(z) =
exp(—it)z, obtemos

y(t,u,v,w) = — \}6 exp(—i(t 4+ V5u))&
1 , 1 443
—i-%exp (1( \/5 \/ﬁ ))52
# e (i( -t et Y- 220 ey
| VB
—i—\zexp(l(—t—i—\}g 1?:) 72 ))E

onde {&}1 ; é uma base ortonormal em C*.
Agora, consideramos as seguintes transformacoes ortogonais de R*:

V3 ! V2 2 e
\ft—i-\ﬁu—l—%[v—l— sw=-t \[t/—i—f’ t
jEu_%”‘%“’—“ V244 Ly M3y =
ﬁv_ﬁw:v/ ¢ _gt/+f/+£1_~
21\/5 %ﬂ /3 X /6 \/g“ \/év =

— ! __
V3l T U T ayst T2 T W e
Entao, obtém-se
§(,4,7,@) = - jgexpmw D) + %exm i(v/6),
+ jgexm i(V/67))€5 + Eexp( i(v20))és,

o que termina a demonstracao. O






CAPITULO 4

Subvariedades biharmoénicas em formas espaciais
complexas

Neste capitulo, vamos estudar as subvariedades biharmonicas em formas
espacias complexas e obter resultados de classificacao e exemplos explicitos
de tais subvariedades. Os resultados apresentados aqui foram obtidos em
[20, 25]. Para a apresentacao geral das formas espaciais complexos usamos
principalmente o livro [47].

1. Formas espaciais complexas. Nogoes gerais

DEFINIGAO 4.1. Seja N uma variedade diferencidvel. Uma estrutura quase
compleza em N é um campo tensorial .J, tipo (1,1), tal que J? = —Id, quando
é visto como um isomorfismo J : TN — TN. Uma tal variedade (N,.J) é
chamada variedade quase complexa.

OBSERVACAO 4.1. Uma variedade quase complexa tem dimensao par.

DEFINIGAO 4.2. Uma variedade Riemanniana quase complexa (N, J, (-,-))
tal que

(JX,JY)=(X,Y), VX,Y €C(TM).

é chamada variedade quase Hermitiana.

DEFINIGAO 4.3. Uma variedade de Kdhler ¢ uma variedade quase Hermi-
tiana (N, J, (-,-)), tal que V.J =0, onde V é a sua conexao de Levi-Civita.

DEFINIGAO 4.4. Sejam (N, J,(-,-)) uma variedade de Kihler, um vetor
unitario X € T, N tangente num ponto p € N e o 2-plano determinado por
X e JX. A curvatura deste plano é chamada curvatura seccional holomorfa
de M em p determinada por X. Se todas as curvaturas seccionais holomorfas
de M sao iguais a uma constante p, entao M é chamada uma forma espacial
complexa e, neste caso, serd denotada por N (p).

OBSERVAGAO 4.2. Existem trés classes de formas espacias complexas:

e 0 espaco projetivo complexo CP"™(p), se p > 0;
e 0 espaco complexo C", se p = 0;
e 0 espaco hiperbdlico complexo CH"(p), se p < 0.

79
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TEOREMA 4.1. O tensor de curvatura duma forma espacial complexa M (p)
€ dado por

(4.1) R(X,Y)Z :§{<Y, DX — (X, 2)Y +(JY,Z)JX — (JX,Z)JY
+2(X,JY)JZ}.

DEFINIGAO 4.5. Seja C"™! = {z = (20,...,2,);2; € C,0 < j < n}.
Definimos uma relagao de equivaléncia em C"*!\ {0} da seguinte maneira

z2=1(20y--.y2n) ~w=(wg,...,wy),

se existe A € C\{0} tal que z; = Aw;,V j € {0,...,n}. A classe de equivaléncia
de z é o conjunto [z] = {w € C"\ {0};3F A € C\ {0},z = Aw}. O conjunto
destas classes é chamado espaco projetivo complexo e é denotado por CP".

OBSERVAGAO 4.3. O espago projetivo complexo admite uma estrutura de
variedade diferenciavel de dimensao real 2n.

OBSERVACAO 4.4. Existe uma métrica Riemanniana, chamada métrica de
Fubini-Study, em CP"™ que torna este espago uma forma espacial complexa
com curvatura seccional holomorfa constante p = 4.

DEFINIGAO 4.6. Seja 7 : C**1\ {0} — CP" a projecdo natural. Entdo,
a restricio de 7 & esfera Euclidiana S?"*! é chamada aplicacdo de Hopf (ou
fibragao de Hopf) .

OBSERVACAO 4.5. A aplicacao de Hopf é uma submersao Riemanniana.
O levantamento horizontal X" € C(TS?>"*1) de um campo de vetores X €
C(TCP") é o campo horizontal definido por dr(XH) = X e temos
n n 1
Vi Y = (V)T 4+ SIX Y)Y VXY e c(repn),
onde Z" é o componente vertical de Z, ou seja, o componente tangente A fibra
771(p), em todos os pontos p € CP".

2. Resultados gerais de biharmonicidade em formas espaciais
complexas

Seja N™(c) uma forma espacial complexa, de curvatura seccional holomorfa
constante ¢, com estrutura complexa J, métrica Riemanniana (-,-) e tensor da
curvatura R.

Seja 7: ¥ — N"(c) a inclusdo candnica duma subvariedade 3 em N"(c),
de dimensao real m.

Do Teorema 1.7, usando a equagao (4.1), é facil de obter a seguinte pro-
posigao.
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PROPOSIGAO 4.2 ([20]). Seja ¥ uma subvariedade real de N™(c) de di-
mensdo m, tal que JH € tangente a ¥. Entdo ¥ é biharmonica se, e somente
se,

(42) {—AJ-H + trace (-, Ag(+)) — C(TTg)I:I =0

4 trace Avé_)f{(') +mgrad(|H|?) =
onde A ¢ o operador de Weingarten e ¢ é a sequnda forma fundamental.

Se ¥ é uma hipersuperficie, JH é tangente a ¥ e, da proposicao anterior,
obtemos o seguinte resultado publicado, pela primeira vez, em [27].

COROLARIO 4.3 ([27]). Seja ¥ uma hipersuperficie de N"(c) de curvatura
média constante nao nula. Entdo, ¥ é proprio-biharmoénica se, e somente se,
|5_‘2 — C(n+ 1)

2
Podemos usar também a Proposicao 4.2 para estudar a biharmonicidade
das subvariedades Lagrangianas, ou seja, subvariedades 3 de dimensdo n em
N"™(c), tais que 7°Q = 0, onde Q é a 2-forma fundamental em N"(c) definida

por Q(X,Y) = (X, JY), para todos os campos de vetores X e Y tangentes a
N™(c).

COROLARIO 4.4 ([20]). Seja & uma subvariedade Lagrangiana em N™(c)
com campo curvatura média paralelo. Entdo, ¥ é biharmonica se, e somente
se,
c(n+3)

4

Agora, consideraremos somente o caso quando o espago ambiente é o
espago projetivo complexo CP™, com a métrica de Fubini-Study, e com cur-
vatura seccional holomorfa constante 4.

tracea (-, Ag () = H.

PROPOSIGAO 4.5 ([20]). Seja ¥ uma subvariedade ndo-minima de curva-
tura média constante em CP™, de dimensdo m, tal que JH ¢é tangente a 3.
Entao, temos que

(1) se ¥ € préprio-biharménica, entdo |H|? € (0, (m + 3)/m);
(2) se |H|? = (m + 3)/m, entdo X é préprio-biharménica se, e somente
se, € pseudo-umbilical e V+H = 0.

DEMONSTRACAO. Seja ¥ uma subvariedade proprio-biharmoénica de cur-
vatura média constante em CP"™, de dimensao m, tal que JH é tangente a X..
Entao, obtemos

ALH = —(m + 3)H + tracea(-, Az (),

e, portanto,

(AYH, H) = —(m+3)[H|* + Z (Xi, Ag(Xy)), H) = —(m+3)|H> +[Ag [
=1
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Substituindo essa expressao na formula de Weitzenbock
1 o _
§A\H\2 =(AYH,H) + |V*TH?,
e, como |H| = constante, obtém-se
(4.3) (m+3)|H|? = |Ag|* + |V H|?.
Agora, sejam p um ponto qualquer em ¥ e {X;}™, uma base ortonormal
em T),% tal que Az (X;) = A\ X;. Temos
o que implica Z;ﬁ:l i = m|H|?, ou, equivalentemente,

m

A norma de A é dada por

Al = (Ag(X), Ag(Xi) =D _(\)?
i=1 =1

e, substituindo essa expressao em (4.3), obtemos
4+ 3 - _ moA)? _
R h = YR VAP > e e

Portanto, temos
(m+ 3)|H|* > m|H|* + |V*H> > m|H|*
e, entdo, |[H|* € (0,(m+3)/m].

Se |H|> = (m + 3)/m, como % é biharménica, as _desigualdades acima
tornam-se igualdades e, entdo, A\ = ... = Ay € VIH = 0, ou seja, ¥ é
pseudo-umbilica e tem campo curvatura média paralelo. -

Reciprocamente, se |H|* = (m+3)/m e ¥ é pseudo-umbilica com ViH =
0, entao X é préprio-biharmonica. O

Do Corolério 4.3, depois de um céalculo direito, obtemos a préxima pro-
posigao.

PROPOSIGAO 4.6 ([20]). Seja 3 uma hipersuperficie real préprio-biharmo-
nica em CP™, com curvatura média constante. Entao sua curvatura escalar s
€ dada por

s =4n* —2n — 4+ (2n — 1)?|H|?> = constante .

Uma outra familia importante de subvariedades em CP™ ¢ a de subva-
riedades ¥ tais que JH ¢é normal a Y. Neste caso, usando, novamente, o
Teorema 1.7 e a férmula (4.1), obtemos o seguinte resultado.
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PROPOSIGAO 4.7 ([20]). Seja ¥ uma subvariedade real em CP", de di-
mensao m, tal que JH € normal a Y. Entdao ¥ € biharmonica se, e somente
se,

(4.4) {—Alfl +trace (-, Ag(-)) —mH =0

4trace AV(L)H(') +megrad(|H|?) = 0.

Além disso, se JH € normal a X2 e 0 campo curvatura média € paralelo, entdo
> € biharmonic se, e somente se,

tracea (-, Ag(-)) = mH.
Trabalhando como na Proposicao 4.5, obtemos o seguinte resultado.

PROPOSIGAO 4.8 ([20]). Seja X uma subvariedade real em CP", de di-
mensao m e curvatura média constante, tal que JH € normal a ¥. Temos
que

(1) se 3 € préprio-biharménica, entio |H|? € (0,1];
(2) se |H|?> = 1, entdo ¥ é proprio-biharmonica se, e somente se, é
pseudo-umbilica e V&H = 0.

3. A fibracao de Hopf e a biharmonicidade

Seja 7 : S?"*1 — CP"(4) a fibracio de Hopf, que é uma submersiao Rie-
manniana. Nesta secdo, vamos considerar S?”*! como uma hipersuperficie em
R?"*2 e denotaremos por J a estrutura complexa de R?"+2,

Seja ¥ uma subvariedade real em CP", de dimensdo m, e denotemos por
¥ := 1 12) o cilindro de Hopf sobre ¥ e por 7: £ — CP" e j: ¥ — S?"H+!
suas inclusoes.

Agora, vamos obter a relacao entre os campos de bitensdao de 7 e de
J.  Consideramos um referencial local ortonormal {Xj} , tangente a %,
1 < m < 2n — 1, e um referencial local ortonormal {f,}" . ., normal a
Y. Denotamos por X = X ,f e 7o = N2 o levantamento horizontal via a
aplicacdo de Hopf e por & campo vetorial de Hopf em S*"*! que é tangente as
fibras da fibragao de Hopf, ou seja, £(p) = —Jp, para cada p € S*"*1. Entao,
{Xk, &} 6 um referencial local ortonormal tangente a ¥ e {75} é um referencial
local ortonormal normal a X..

~ LeEmA 4.9 ([20]). Sejam X = X € C(TX), onde X € C(TX) e V =
VH e C(y7Y(Ts?™ ), com V € C((7)"1(TCP™)). Entdo, temos que

VAV = (VT + (V,JX)¢ = (V)P + ((V, TX) o m)E,

onde V7 e V7 denotam as conexées pull-back em 3~ 1(TS?" 1) e (7)1 (TCP™),
respectivamente.
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DEMONSTRAGAO. Identificando os componentes horizontal e vertical de
V]XV, obtemos

VAV = Vi VI = (W V)T + (VA V,6)¢
e, entao, como

(VAV,€) = = (V, VX&) = —(V, Vx& + (X, E)p)
:<V, @ij> = <V7 jX> = <V,jX> o,
onde V é conexao Levi-Civita em E2"*2, concluimos a prova. O

LEMA 4.10 ([20]). Seja V = VH € C(37H(TS* 1)) o levantamento hori-
zontal de V € C((7)"*(TCP™)). Entdo, temos que

AV = (AVYE L 2div((JV)E+ (V, Jr)e+V — J(JIV)T,

onde A e Al denotam os Laplacianos em 51 (TS* 1) e (7)1 (TCP™), res-
pectivamente, e V' é o componente de V tangente a X.

DEMONSTRAGAO. O Laplaciano A’ é dado por

m
—AIV = (VR VRV = Vi VI VvV - VoV
=1 ’

Vamos, entao, calcular os termos da expressao acima.
Do Lema 4.9, temos

VA, VAV =V Vi V)T 4+ (V4 VLX) + Y, ((V, TX0)E)
=(V% V% )T+ 2(VA, V, JX0)E + (V, VA TX0)E + (JV, Xi) T X,

Usando o fato que VJXZ_ JX; = jVJXiXi + &, obtemos

(45) VA, VAV = (V. VT +2(VE V,JX)E+ (V, TV X;)é
+I (V. Xi) Xy).
Além disso,
(4.6) VJV% V= (vjvg XiV)H +(V, JVE X;)¢.

K3
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Somando (4.5) e (4.6), obtém-se

—AV = —(ATV) +2Z (VA V. IX)E+(V, Z Vi, Xi — VA X3))¢
=1 i=1
IN7I
Z (JV, Xi)Xi) + ViViV
= (A Z (VA VL IX)E+ (V. Jr(9))¢

—I—J(JV) —I—V%V%V.
Também obtemos
S UAVAVIXG) =) {=Xi(JV, Xi) + (JV, Vi X))
i=1 i=1
=(JV,7(y) Z{X (JV, X3) — (JV, VA X;)}
=1
=(JV,7(5)) = div((JV)").
Finalmente, obtém-se
VéV :H(V%V) + (V%V, )¢ = H(V%V)
=H(V{€) = H(Vyé+ (V,&)p) = H(=JV) = =V,
e, daqui, segue-se que VéVgV = —V e, usando todas as equagoes acima,
provamos o lema. O
Antes de determinar a relacdo entre os campos de bitensao precisamos

calcular os tracos dos operadores de curvatura. Depois de um célculo direito,
obtemos

(4.7) trace RS%H(d], 7(9)dy = —(m+ 1)7(y)
(4.8) traceR(CPn(dj, (7)d7 = —m7(7) +3J(JT(7 ))

Agora, podemos provar o resultado principal desta secao.

TEOREMA 4.11 ([20]). Sejam 7 : M — CP™ uma subvariedade real de

dimensdo m e 3 : ¥ = 7 1) — S**! o cilindro de Hopf correspondente.
Entao, temos
(4.9) ()" = 7205) = 4J (I ()" +2div((Jr(2) ")E.

DEMONSTRAGAO. De (4.7), temos 72(7) = AV7(y) + (m + 1)7(y) e, entao,
como 7(3) = (7(7))", usando a Lema 4.10 e a férmula (4.8), concluimos a
prova. ]
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OBSERVACAO 4.6. Temos algumas aplicagoes direitas do Teorema 4.11.

e Usando o levantamento horizontal, é facil verificar que a equagao (4.9)
pode ser escrita como

(r2(D) = 72() = 4 (J7(7)) )T +2(divs(Jr(7) ") 0 M€

e Se J7(j) é normal a X, entdo m5(7) = 0 se, e somente se, 75(7) = 0.

e Se J7() é tangente a X, entdo m5(7) = 0 e div,; ((J7(7 ))T) =0se, e
somente se, 12(7) +47(y ) 0.

e Suponhamos que (localmente) ¥ = 71(2) = S! x 3, onde & é uma
subvariedade integral de S?**!, ou seja, <~ & (p)) = 0, para cada
vetor X~ tangente a 3. Denotamos por 7 : Y — §?71 4 inclusdo
canénica e {¢;} o fluxo de £. Do Teorema 3.19, temos que 72(3) () =
(do¢)p(2(7)), e podemos verificar que, em p,

(r())™ = 72(7) = 4T (I (7)) " +2divg (T (7)) ).

Relembramos agora que uma aplicagdo suave ¥ : M — N entre duas
variedades Riemannianas é chamada A-biharmoénica se é um ponto critico da
A-bienergia

Es(¥) + AE(Y),

onde A é uma constante real. Os pontos criticos da A-bienergia satisfazem a
equacao

72 () — AT(¥) = 0.

PROPOSIGAO 4.12 ([20]). Sejam ¥ uma hipersuperficie real de curvatura
média constante em CP™ e ¥ = 7~ 1(X) o cilindro de Hopf sobre X. Entdo,
72(7) = 0 se, e somente se, T2(3) +47(7) = 0, ou seja, 7 é (—4)-biharmonica.

DEMONSTRAGAO. Temos (J7(7))T = J7(j) e, portanto, s6 precisamos pro-
var que div;(J7(7)) = 0.

Seja 77 uma secao local unitaria no fibrado normal de ¥ em CP" e conside-
remos {Xl,JXl, oy X 1,JXp1,J7} um referencial local ortonormal tan-
gente a . Como i é uma hipersuperficie de curvature média constante, é
suficiente mostrar que div ;(J7) = 0. Denotamos por A o operador de Wein-
garten de ¥ e obtemos

(V3T Xa) = (A5(Xa), T Xa), (Vg Jil, JXp) = —(Ap(X3), JXs),
para 1l <a,b<n-—1e <V§ﬁjﬁ, Jn) = 0, o que termina a demonstracdo. [

PROPOSIGAO 4.13 ([20]). Sejam ¥ uma subvariedade Lagrangiana em
CP", com o campo curvatura média paralelo, e 3 = 7 Y(2) o cilindro de
Hopf sobre ¥.. Entao j € biharménica se, e somente se, ) € (—4)-biharmdnica.

DEMONSTRAGAO. Como by ¢ Lagrangiana, temos que dim 27: n e também
que J(TX) = NX e, portanto, J(NX) = T'X. Obtemos que J7(7) € C(T%)
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€ vamos provar que_Vi{_ 7(7) = 0, o que implica divg(J7(7)) = 0. Para dois
campos de vetores X e Y tangente a ¥ temos

(V2Ir(),¥) =(V3J7(3), V) = (JV7(3), V) = (=T A, (X), V)
=0
e a prova esta concluida. O

O 1ltimo resultado desta secao é a seguinte proposicao.

PROPOSIGAO 4.14 ([20]). Sejam ¥ wma subvariedade real de CP™ tal que

J7(7) é normal a ¥ e ¥ = 7 Y(X) o cilindro de Hopf sobre $. Entdo 7 é
biharmonica se, e somente se, 3 € bitharmonica.

4. Curvas biharmoénicas em CP"

Nesta secao, estabeleceremos a seguinte proposicao, que introduz a nocao
de levantamento horizontal duma curva no espago projetivo complexo.

PROPOSIGAO 4.15 ([40]). Sejam 7 : S*"*1 — CP" a fibracio de Hopf e
7 : [0,1] — CP™ wma curva de Frenet, com 5(0) = po e ¥(1) = p1. Para
um ponto po € w1 (o), existe uma tnica curva v : [0,1] — S*"* tal que
~v(0) = po e o campo de vetores tangente a curva 7y € horizontal. Uma tal
curva vy € chamada um levantamento horizontal de 7.

DEFINIGAO 4.7. Seja 7 : [0,1] — CP™ uma curva de Frenet de ordem de
osculagao r. As funcoes

7ij = (B, JE}), 1<i<j<m
sao chamadas as torsdes compleras de 7, onde {E1 =5 =T, EQ, o ,E‘T} é
o referencial de Frenet ao longo de 4, (-,-) é a métrica de Fubini-Study e J

é a estrutura complexa em CP™. Uma hélice de ordem r é chamada hélice
holomorfa de ordem r, se suas torsOes complexas sao constantes.

Agora, seja 7 : I C R — CP"™ uma curva de Frenet de ordem de osculagao
r, parametrizada por comprimento de arco. Das equagoes de Frenet, obtemos
7'2(’?) = —3/;31];/1E_'1 + (Ei’ — ];3% — ];11/;3% + El)EQ
(4.10) S - o
+(2kik2 + klké)Eg + k1koksEy — 3k1T10J E1.
Caso I: 715 = 1. Neste caso, temos JEy = +E; e, das equacoes de Frenet,
encontramos

Entao,
VEl E2 = —k‘lEl.

Portanto, k; = 0, i > 2, e a equacio (4.10) prova a seguinte afirmacdo.
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PROPOSIGAO 4.16 ([20]). Uma curva de Frenet 5 : I C R — CP", para-
metrizada por comprimento de arco e tal que Ti2 = £1, € proprio-biharmonica
se, e somente se, € um circulo com ki = 2.

Em seguida, consideramos a curva v : I — S*"*! um levantamento ho-
rizontal de 5. Sejam V a conexao de Levi-Civita de S?tle J a estrutura
complexa de R?"+2. Entdo, v = Ey = (E) e

Ve, By = (Vg BN = kB = ks,
ou seja, ki = ki and Ey = E2H = :F(jﬁl)H = FJE;. Segue-se que
Ve By = (Vg E)f + (Vi B, €)¢
= —k1 By — (B2, Vg, )€ = —k1 By — (B, JE))

= —k1E1 F (E2, E9)¢

= —kiE1 F ¢,

onde £ é o campo de Hopf em S?"+1| tangente as fibras, ou seja, £(p) = —Jp.
Portanto, k2 =1 e F3 = F¢ e, entao, Vg, E3 = FVE { = —EF».

PROPOSIGAO 4.17 ([20]). Uma curva de Frenet ¥ : I C R — CP", para-
metrizada por comprimento de arco e tal que T1o = 1, € proprio-biharmonica
se, e somente se, seu levantamento horizontal v : I C R — S?"*1 ¢ uma hélice
comki =2 eky=1.

Como no caso de curvas biharmonicas em formas espacias Sasakianas,
obtemos o teorema seguinte.

TeEOREMA 4.18 ([20]). Seja v : I C R — CP"™ wma curva de Frenet
proprio-biharmonica parametrizada por comprimento de arco e tal que Ti3 =

+1. Entdo, a equacdo de seu levantamento horizontal v : I C R — S?"+1 em
R2"+2 ¢ dada por

V2 -2 V2 -2

~v(s) = ) cos((V2 +1)s)e; — 5 sen((vV2 4 1)s)Je;
+ 2;—\6 cos((V2 —1)s)es + 22—'—\@ sen((v/2 — 1)s)Jes,

onde eq e e sdo vetores constantes unitdrios em R*" 72, tais que es € ortogonal
ael ealdeg.

OBSERVAGAO 4.7. A curva v é (—4)-biharmoénica, ou seja, ela é um ponto
critico de

Es(v) —4E(v),
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onde, Es(7) é a bienergia e F(y) a energia de v, ou, equivalentemente, uma
solucao da equagao de Euler-Lagrange

72(7) +47(y) = 0.

Caso II: 712 = 0. Neste caso, a curva v é proprio-biharmonica se, e somente
se,

k1 = constante > 0, ky = constante, l%% + 7@% =1, koks=0.

PROPOSIGAO 4.19 ([20]). Uma curva de Frenet 5 : I C R — CP", para-
metrizada por comprimento de arco e tal que 7o = 0, € préprio-bitharmonica
se, e somente se,

(1) n=2e#q é um circulo com ky = 1; ou
(2) n>3 eq é um circulo com k1 = 1, ou uma hélice com k? + k3 = 1.

DEMONSTRACAO. Precisamos mostrar apenas a afirmacao sobre a dimen-
sdo do espaco ambiente. Temos que o sistema {Fj, Eo, JE>} é linearmente
independente. Se 4 é uma curva de Frenet de ordem de osculagao 3, tal que
JE5 | Eq, entdo as equacdes de Frenet mostram que o sistema

{E1, BEs, B3, JE1JEs}
é linearmente independente e n > 3, neste caso. O

Agora, consideramos um levantamento horizontal v : I — S?"*! da, curva
~. Como no primeiro caso, obtemos ' = E; = Efl , By = Ef e, entao,
JE1 | Fo, k1 = R1, kg = ka2, m% + n% = 1, ou seja, ¥ é proprio-biharmonica
se, e somente se, v é proprio-biharmonica, ou seja, dada pelo Teorema 3.11.
Caso III: 7i2 nao é constante —1,0, ou 1. Inicialmente, vamos mostrar
que a ordem de osculagdo r duma curva de Frenet 5 : I — CP", préprio-
biharmonica e tal que 712 nao é constante —1,0, ou 1, satisfaz r» > 4.

Se r = 2, da equagao biharmoénica 72(%) = 0, obtemos que

k1 = constante > 0
e, entdo, (—k} + k1)Ey — 3k1712JE1 = 0. Segue-se que FEy | JE1, ou seja,
72 = 1. )
Agora, se r = 3, temos novamente k; = constante > 0 e, entao,
(4.11) (—k? — k3 + 1)By + kyF3 — 3712 E1 = 0.
Diferenciando a equagio —712(s) = (Es, JE;), temos
—Tia(s) = (Vg By, JE) 4 (B2, Vi, JE) = (Vi Ey, JE) + (B, k1 JE»)
= (Vg Es JE\) = (=k1E1 + kyE3, JEY)
= ko(E3, JE).
Multiplicando (4.11) por ks Ej3, segue-se que kbko + 37127], = 0 e, entdo, k3 =
—37"122 + wp, onde wy = constante, o que mostra que l_f% =1—-wy+ 6?122, ou

seja, T2 = constante e @2 = constante. Eigalmente, a equacao (4.11)7 podg ser
reescrita como (—k? — k3 + 1)Ey — 3712JE1 = 0, donde vemos que E> || JE;.
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PROPOSIGAO 4.20 ([20]). Seja ¥ uma curva de Frenet prdprio-biharmoni-
ca, de ordem de osculacao r em CP™, tal que T2 nao é constante 0, 1 or —1.
Entao, temos que r > 4.

A seguir, vamos mostrar que 712 e k1 sdo constantes, para qualquer ordem
de osculagao. Tal como ja foi visto, temos —7{,(s) = ko(F3, JE1). Entao
72(¥) = 0 se, e somente se,

jEl = <jE1,E2>E2 + <jE1, E3>E3 + <jE1,E4>E4

{kl = constante > 0, E% + l%% =1+ 37"122

kokl) = —3T127, koks = 3712(JE1, Ey).

Da terceira equacao desse ultimo sistema, obtemos
l%% = —3?122 + wo,

onde wg = constante. Substituindo na segunda equagao, vemos que
/52 =1+ 6712 — wo,

o que implica 712 = constante e, portanto, ks = constante > 0.

Como —7{,(s) = k‘2<E3,JE1> obtemos (JE1, E3) = 0 e, entdo, JE| =
—T12Es + (JE1, E4)Ey.

Segue-se que existe uma tunica constante g € (0,27) \ {7/2, 7w, 37w/2}, tal
que —T12 = cosag e (JE1, Ey) = sen g = kaoks/(3712).

PROPOSIGAO 4.21 ([20]). Uma curva de Frenet ¥:1 C R — CP", n > 2,
parametrizada por comprimento de arco e tal que Ti2 nao € constante 0, 1 ou
—1, é proprio-biharménica se, e somente se, JE| = cosagEs + senapgEy e

ki, ko, ks = constante > 0, k% + k2 =14 3cos? oy
koks = -5 sen(2a0) T1o = — COS Qyp,

onde ag € (m/2,m) U (31/2,2m) é uma constante.

Consideraremos agora as curvas préprio-biharmoénicas, de ordem de os-
culacdo r < 4 em CP". A fim de classificar estas curvas, inicialmente vamos
provar a seguinte proposicao.

PROPOSIGAO 4.22 ([20]). Seja ¥ uma curva de Frenet prdprio-biharmoni-
ca, de ordem de osculagcao r < 4, em CP™. Entdo, ¥ € um circulo holomorfo
com a curvatura ki = 2, ou um circulo holomorfo, com a curvatura ki = 1,
ou uma hélice holomorfa, satisfazendo k? 4+ k2 = 1.

DEMONSTRAGAO. Seja 7 uma curva de Frenet préprio-biharmonica de or-
dem de osculacao r < 4. Entao, da Proposicao 4.20, temos 7o = +1 ou
719 = 0. Se 712 = *1, da Proposicao 4.16, segue-se que 4 é um circulo de
curvatura k; = 2. Se 7i2 = 0, entdo 7 é um circulo holomorfo, de curvatura
k1 = 1, ou uma hélice. Temos que mostrar que, no segundo caso, a curva é



Subvariedades biharmonicas em formas espaciais Sasakianas 91

uma, hélice holomorfa. Vamos provar que Ti3 € Tog sao constantes. Primeiro,
temos

__ 1 = - —— 1, = —— k- -
i3 =(E1, JE3) = ——(Vp, Bz, JE1) = —(E2, Vg, JE) = —(Eq, JE»)
=0.
Como_para uma curva de Frenet, de ordem de osculacao 3, temos k1Tos =
T3 + kaTi12, € facil ver que Tp3 é constante também. O

Quando a ordem de oscula¢do duma curva biharmonica é 4, (4.21) possui
quatro solugoes, o que é mostrado do préoximo resultado.

PROPOSIGAO 4.23 ([20]). Seja ¥ uma curva de Frenet prdprio-biharmoni-
ca, de ordem de osculagdo r =4, em CP™. Entao, ¥ € uma hélice holomorfa.
Além disso,

(1) se 712 = —cosay > 0, entdo as curvaturas de 7y sdo dadas por

ko = Senﬁ\/l—iicos?ao:l:\/90054a0—420082a0+1

1. 3
(4.12) ]i}g =—5 sen§2ao) i
k1= —Senlao (kg cos ag — k3 sen )
e
T34 = —Ti2 = COSQ, Ti4 = —Tp3 = —SEN Y, Tig = Toa = 0,
onde o € (m/2,arccos(—(2 — V/3)/v?2)).
(2) se Tig = —cosay < 0, entdo as curvaturas de 5 sdo dadas por

ko = _%\/l —3cos? ap + V9 cost ag — 42 cos? ap + 1

(4.13) k3 = —% sen(2ap)
_ 2 _
ki = ~senas (k2 cos ap — kg senayp),
e
T34 = —Ti2 = COSQQ, Ti4 = —Toz3 = —senqg, 713 = Tog =0,

onde o € (3m/2, + arccos(—(2 — v/3)/V/2)).

DEMONSTRAGAO. Seja 4 uma curva de Frenet préprio-biharménica, de
Qrgiem de oscgla(;éo r = % Entao 7o = — cos g é diferente de 0, 1 ou —1 e
JE1 = cosagFs + sen agFy. Segue-se que

Tig = —cosag, T13=0, Tiu=—senay e Toq =0.

A fim de provar que To3 é constante, diferenciamos a expressao de JFE1 e,
usando as equagoes de Frenet, obtemos

vEI jE1 = CO0S aovElEg + sen aovE1E4

= — ky cosagEy + (ko cos ag — k3 sen ag) Fs3.
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Temos também ?EH JE| = k1JE> e, entdo,
(4.14) k1J By = —kq cos agEy + (ko cos ag — k3 sen ag) Es.

Fazendo o produto interno de (4.14) com E3, JE, e JE4, temos, respectiva-
mente,

(4.15) k1Te3 = — (k2 cos ag — k3 sen ay),
(4.16) k1 sen? o = — (kg cos ag — k3 sen ag) o3
e
4.17) 0 = ki cos o sen ag + (ko cos ag — k3 sen a) T34.
De (4.15) e (4.16), obtemos
(4.18) k? sen? ag = (ko cos ag — k3 sen ay)?

e 743 = sen’ag. Como 75 = sen’qg e ag € (7/2,7) U (37/2,27), usando

(4.15), obtém-se
Tog = sen ay.
De 793 = senap, (4.15) e (4.17), temos
T34 = COS (.
Finalmente, do Teorema 4.21 e da equagao (4.18), segue-se que
k3 + k2 sen? ag(3 cos? apg — 1) + 9sen’ ag cos? ag = 0.

A solucao desta equacao ¢é

ko = senao\/l —3cos2 ag £ /9 cost ag — 42 cos? ag + 1,
V2
se ag € (m/2,arccos(—(2 — v/3)/v/2)), ou
ko = _ 5o \/1 —3cos? g \/9(:os4ozo —42cos? g + 1,
V2
se ag € (3m/2,m + arccos(—(2 — v/3)/v/2)). Observamos que, em ambos os
€asos, k:% € (0,4) e, portanto, ambas solugbes sdo compativeis com k:% + k% =
1 + 3 cos? ap. O

COROLARIO 4.24 ([20]). Uma curva de Frenet préprio-biharménica em
CP? ¢ um circulo holomorfo ou uma hélice holomorfa de ordem 4.

Vamos encerrar esta secao classificando as curvas de Frenet préprio-bihar-
monicas em CP2. Dos resultados anteriores, segue-se que devemos apenas
classificar as curvas de Frenet préprio-biharmoénicas de ordem de osculacao 4.

Na Proposition 4.23, vimos que

T34 = —Ti2 = COSQg, Ti4 = —T23 = —senag, 713 =724 =0,

k1senag = — (ko cos ag — k3 sen ag),
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o que implica que k; —k3 = —ks cot ag. Ainda mais, se g € (7/2, arccos(—(2—
V3)/V2)), temos
ki — ks _ ke _
— = = = —COS Qg = T12, = = = = sen oy = 723
R+ (ky — ky)? VB + (k1 — ks)?
e, se ag € (31/2, 7 + arccos(—(2 — v/3)/v/2)), entdo
ki — ks _ ks _
= = = = COs g = —T12, = = = = —senopg = —17923.
k2 + (k1 — k3)? \/k% + (k1 — k3)?

A fim de concluir esta secdo vamos precisar de um resultado obtido em
[31]7 que mostra que, para trés constantes positives dadas 1211, ko e Eg, existem
quatro classes de equivaléncia de hélices holomorfas de ordem 4 em CP? com
curvaturas ki, ks e k3. Estas classes sdo dadas por dois casos distintos.

Quando k; # k3, temos

k1 # k3
I | Tio="T3a =1 Toz = T14 = kop/ (k1 + k3) T13 = To4 = 0
Iy | Tig=Taa = —p  To3 =Tia = —kop/(k1 +k3) Tiz=Toa=0
I3 | Tio=—T3a=v To3=—Tia=hkov/(k1 —k3) Tiz=Toa=0
Iy | Tig = —T3a = —v To3 = —Tia = —kov/(k1 —k3) Tiz=Toa =0
onde B B B B
ki + k3 k1 — k3
= — — e v=—x —
VB + (1 + ks)? R+ (k1 — Fs)?
Quando k= I_fg, as classes I3 e I4 sdo substituidas por
k1 = k3
I\ Tio=Tau=Ti3=Toa=0 Tog=—Tiu=1
I | Tio=Taa=Tig=Toa =0 Toz=—Tia=—1

Usando esta classificagao, obtemos o seguinte teorema.

TEOREMA 4.25 ([20]). Seja ¥ uma curva de Frenet prdoprio-biharménica,
de ordem de osculacdo 4, em CP?. Entdo, 5 é uma hélice holomorfa de ordem
4 e classe I3, se T1a < 0 e Tog < 0, ou Iy, se T1o > 0 e Tog > 0. Reciprocamente,

(1) para cada oy € (7/2,arccos(—(2 — v/3)/Vv2)), existem duas hélices

holomorfas de ordem 4, proprio-biharmonicas de ordem 4 e classe I3,

com
ko = M\/1 —3cos?2ag+v9costag —42cos? g + 1
]E:g = —ﬁ sen(2ayp)
ky = ——L1—(kycosag — k3 sen ayg).

sen o
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(2) para cada ag € (372, T+arccos(—(2—v/3)/V2)), existem duas hélices
holomorfas de ordem 4, préoprio-biharmonicas de ordem 4 e classe 14,

com
ky = —%\/l —3cos?ag £ v9costag —42cos2 o + 1
ks = —% sen(2ap)
o 2 _
ki = —Senas (k2 cos ap — kg senap).

5. Subvariedades Lagrangianas paralelas biharménicas em CP3

Consideramos, novamente, a fibracio de Hopf 7 : S?*1(1) — CP"(4) e
¥ uma subvariedade Lagrangiana em CP". Consideramos a estrutura Sasa-
kiana canoénica (i, 0, o, (-, o) na esfera S?"*1 e, entdo, ¥ = 771(X) é uma
subvariedade anti-invariante, de dimensdo n + 1, em S?"+1, invariante sob o
fluxo do campo vetorial & e, localmente, ¥ é isometrica a S' x £". Como a
subvariedade ¥ é Lagrangiana, 3 é paralela, ou seja, Vo =0, onde ¢ é a
forma segunda fundamental, se, e somente se, ¥ é uma subvariedade integral
C-paralela (ver [34]) e, como j4 vimos na Proposigao 4.13, uma subvariedade
paralela Lagrangiana 3 é biharménica se, e somente se, ¥ é (—4)-biharménica.

Portanto, a fim de determinar as subvariedades Lagrangianas paralelas
prépria-biharmoénicas em CP3, é suficiente determinar as subvariedades inte-
grais C-paralelas (—4)-biharménicas em S7(1).

Como feito, a partir dos Teoremas 3.29 e 3.36, conseguimos obter os se-
guintes resultados.

TEOREMA 4.26 ([25]). Uma subvariedade integral 3 : 3 — S7(1) é (—4)-
btharmonica se, e somente se,

A+ H + traceo(-, Ay-) — TH =0
4traceAV(¢)H(-) + 3grad(\H|2) =0,

onde o ¢ a sequnda forma fundamental Sedéo operador de Weingarten.

PROPOSIGAO 4.27 ([25]). Uma subvariedade integral C-paralela ¥3 em
S™(1), que ndo é minima, é (—4)-biharménica se, e somente se,

(4.19) traceo (-, Ag-) = 6H.

TEOREMA 4.28 ([25]). Uma subvariedade integral C-paralela 33 em S7(1)
¢ (—4)-biharmonica se, e somente se,

(1) é uma subvariedade plana que €, localmente, um produto de trés
curvas:
e uma hélice, com curvaturas k1 = (A% — 1)/ e kg = 1,
e uma hélice de ordem 4, com curvaturas kK1 = VA2 + a2, kg =

(a/k1)VAZ+1 e k3 =—(NK1)VA2+ 1,
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e uma hélice de ordem 4, com curvaturas

51:VA2+M2+52a ’{2:(6/’{1)\/)‘2—1_“2_'_17 53:(’{2/5)V>\2+N27
se & # 0, ou um circulo, com curvatura k1 = /A2 + u2, se
0 =0,
onde \,a, 1,0 sao constantes reais dadas por
(BA2 — 1)(3A* = 8A2 + 1) + M((a+ p)? + 62) = 0,
(a+ ) (BN + a® + p? = 7) + pd® = 0,
SN+ 02+ 32 +au—17) =0,
1+X4+ap—p?2=0

(4.20)

tais que —1 < A < 0,0 < a< (AN -1D/X\, a>5>0,a>2uce
A2 #£1/3; ou

(2) €, localmente, um produto v x X2 entre uma hélice, com curvaturas
K1 = (\/ﬁ -1)/v12 — 3V13 e ko = 1, e uma superficie integral C-

paralela em S7(1), que € localmente isometrica a esfera Euclidiana de

dimensdo 2 e raio v/3/(7 — V/13).

DEMONSTRAGAO. E facil ver, usando (3.50), que a equagao (4.19) é equi-
valente ao sistema

(4.21)
H(S5 A2 = 6) + (o )@k + uda) + (5 + 8)(BAa + 0X) =0,
t(ady + pX3) + (a+ p) (2N +a? + 362 + pu + B0 — 6) + (B + )% =0,
t(BAa 4+ 6X3) + Bla+u)? + (B+6)(202 + 62 +3u2 + B2+ ap—6) =0,

onde t = Zf’zl i

Como ¥ pode ser dada pelo primeiro ou pelo segundo caso da classi-
ficacdo das subvariedades integrais C-paralelas e ndo minimas (ver Secao 5,
Capitulo 3), vamos estudar cada um destes casos.

Caso I. O sistema (4.21) é equivalente ao sistema formado pelas trés
primeiras equacoes de (4.20) e, como feito no Teorema 3.36, concluimos a
prova.

Case II. (1) E facil verificar que este caso nao é possivel sob a hipdtese
considerada.

(2) As segunda e terceira equagoes do sistema (4.21) sdo satisfeitas e a
primeira equacdo é equivalente a 3A\* — 8\? + 1 = 0, cujas solucdes sdo A2 =
(44 +/13)/3. Como A2 < 1, segue-se que A\?> = (4 —/13)/3, o que conduz &
conclusao. ([

Quando ¢ = 1, resolvendo (4.21) e usando a equacao explicita duma sub-
variedade integral C-paralela plana em S7(1), dada em [2], obtemos o préximo
corolario.
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COROLARIO 4.29 ([25]). Uma subvariedade integral C-paralela S plana
em S7(1) ¢ (localmente) dada por

A 1
r(u,v,w) :\/TT exp <1<XU))51
1
exp(—i(Au — (p — a)v))€&
MRV TEr e R
1 .
+ m exp(—i(Au + pv + p1w))Es
1

+ —— exp(—i(Au + pv — paw))&y,
p2(p1 + p2)

onde p1a = (\/4u( 2;1704)+52:|:5)/2 ~1<A<0,0<a< (A\-1)/)
a>6>0,a>2u, A\2#1/3, (A a,u,68) sendo um das sequintes quddruplas

(\/ r\/ Vi 7_¢ﬁ0>
—5 %)
1 45 +21/3 6 0
“AVsx2v3 VT 13 V213 )
1 \/523+139\/ﬁ \/79—17\/ﬁ \/14+2\/ﬁ .
6+ Vi3 138 T 138 3 ’

e {&}}, € uma base ortonormal em C*.

OBSERVAGAO 4.8 ([25]). Um célculo direito mostra que as imagens dos
cilindros sobre 2 sdo: o produto entre um circulo de raio v/5 — v/13/(2v/3) e
trés circulos, cada um de raio \/7 + v/13/6; o produto entre dois circulos, cada,
um de raio v/3 + v/3/(2v/3), e dois circulos, cada um de raio v/3 — v/3/(2v/3);
e o produto entre um circulo de raio /5 + v/13/(2v/3) e trés circulos, cada

um deles com raio /7 — v/13/6.
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