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Resumo

O presente trabalho apresenta a entropia informacional de Shannon explorando suas
principais características, primeiramente em sua área de origem, a saber a Teoria da
Informação e posteriormente promovendo uma ligação entre a Teoria da Informação e a
Teoria Quântica por meio das entropias de Shannon nos espaços das posições 𝑆𝑟 e dos
momentos 𝑆𝑝. A relação de incerteza entrópica derivada da soma de 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 também recebe
atenção. Inicialmente novas expressões para as entropias de Shannon 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 além da soma
entrópica foram propostas para assegurar suas características adimensionais. Seguindo,
estudamos o comportamento dessas quantidades em sistemas quânticos confinados, além
disso analisamos como elas podem ser usadas para as análises de regiões específicas dos
sistemas como as de confinamento rigoroso. Ainda empreendemos estudos dos efeitos de
correlação eletrônica e das energias de excitação média por meio da construção utilizando
a linguagem informacional. Os sistemas quânticos confinados utilizados para estudo foram
os sistemas unidimensionais submetidos a uma função potencial do tipo quadrado infinito
(partícula confinada em uma caixa) e a uma função potencial do tipo harmônica (oscilador
harmônico), os sistemas submetidos a funções potenciais centrais como a função potencial
do tipo esférica com barreiras de potencial infinita (partícula confinada em uma gaiola)
e a uma função potencial coulombiana (átomos de H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 ) e, por fim, também

analisamos os sistemas contendo dois elétrons (H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 ).

Palavras-chaves: Sistemas Quânticos Confinados. Teoria da Informação. Entropias In-
formacionais de Shannon.



Abstract
The present work analyzes the Shannon informational entropy exploring its main char-
acteristics, first in its original field, namely Information Theory and later promoting a
connection between Information Theory and Quantum Theory using the Shannon en-
tropies in the position 𝑆𝑟 and momentum 𝑆𝑝 spaces. The entropic uncertainty relation
derivative of the sum of 𝑆𝑟 and 𝑆𝑝 also receives attention. Initially novel expressions to
the Shannon entropies 𝑆𝑟 and 𝑆𝑝 besides of the entropy sum were proposed to ensure
their dimensionless characteristic. Following, we study the behavior of these quantities in
confined quantum systems, furthermore we analyze how they can be used for analysis of
specific regions of the systems such as rigorous containment. In addition, we study the
effects of electron correlation and the mean excitation energies through of the construction
using the informational language. The confined quantum systems used for study were
the one-dimensional systems submitted to a infinite potential well (particle confined in a
box), and to potential harmonic (harmonic oscillator), systems subject to central potential
as the spherical type with infinite potential barrier (confined particle in a cage) and to
a Coulomb potential (atoms of H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 ) and, finally, we analyzed the systems

containing two electrons (atoms of H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 ).

Keywords: Confined quantum systems. Information Theory. Shannon informational
entropies.
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1

1 Introdução

A História é a mais importante das ciências,
sei que sem História não há realidade objetiva.

César Lattes

É relativamente natural, que no esforço do intelecto humano de elaborar teorias para
a construção das ciências, conceitos e ideias acabem por transpor fronteiras, encontrando
aplicabilidades em áreas diferentes daquelas em que foram pensadas originalmente, nesse
sentido, a discussão envolvendo entropia é emblemática. O entendimento e interpretação
dessa quantidade pode se dar através de pelo menos três grandes áreas do conhecimento,
a saber: a Termodinâmica, a Mecânica Estatística e a Teoria da Informação. Nesse cenário
de pluralidade de visões, muitas vezes complementares, podemos perceber que conceitos
e ideias nas ciências são mutáveis, podendo ao longo do tempo sofrerem adaptações,
utilizando a instigante construção de linguagem de Batel Anjo: “Existem conceitos que
resistem à passagem do tempo, uns pela sua importância, outros pela sua capacidade de se
adaptar a novos domínios da ciência. A entropia, mais do que qualquer outro conceito,
mantém viva sua importância, a sua utilidade, e porque não, o seu mistério.” [1].

A Termodinâmica se propõe a fazer um estudo de propriedades macroscópicas da
matéria sem considerar do que ela é formada. Historicamente ela surge da sistematização
de um conjunto de leis empíricas, ou seja, obtidas através da observação e a sumarização
de resultados experimentais. O conceito de entropia nesse arcabouço surge dos trabalhos de
Rudolf Clausius a partir dos estudos de Sadi Carnot envolvendo máquinas térmicas. Em seus
estudos Rudolf Clausius deriva a relação Δ𝑆 ≥ 0 para um sistema termicamente isolado.
Tal relação pode ser entendida como uma enunciação da segunda lei da Termodinâmica,
onde temos que em uma transformação termodinâmica irreversível a quantidade Δ𝑆,
ou seja, a variação da entropia sempre aumenta até que o sistema atinja um estado de
equilíbrio (Δ𝑆 > 0). Por outro lado, quando o processo termodinâmico que o sistema
experimenta é reversível, a quantidade Δ𝑆 é nula, isto é, não temos variação de entropia
(Δ𝑆 = 0). Dessa maneira, a entropia é uma função de estado que pode ser interpretada
como uma medida de irreversibilidade de processos físicos [2–4].

Com a noção de que a matéria é constituída por componentes microscópicos (teoria
atomista) e a inclusão de métodos estatísticos para o tratamento dos sistemas temos a
constituição das bases fundamentais da chamada Mecânica Estatística. Um primeiro passo
para a construção dessa área pode ser tomado já desde o surgimento da teoria cinética dos
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gases, passando pela derivação da função de distribuição das velocidades em um gás ideal no
estado de equilíbrio por James Maxwell e chegando até os trabalhos de Ludwig Boltzmann
que introduz as noções de microestado e macroestado. Assim, é possível estabelecer uma
primeira interpretação estatística da segunda lei da Termodinâmica através da relação
𝑆 ∼ 𝜔1, nessa ordem, entropia estatística e o número de microestados acessíveis ao sistema.
Avançando nesse cenário destaca-se ainda a formalização da Mecânica Estatística utilizando
a ideia de ensemble estatístico apresentada por Josiah Gibbs, nesse enquadramento surgem
as expressões para a entropia de Boltzmann 𝑆𝐵 = 𝜅𝐵 ln𝜔 e a entropia de Boltzmann-Gibbs
𝑆𝐵𝐺 = −𝜅𝐵

∑︁
𝑖

𝑝𝑖 ln 𝑝𝑖, respectivamente, nas formulações dos ensembles microcanônico e

canônico. Desta forma, baseado nas expressões 𝑆𝐵 e 𝑆𝐵𝐺 temos essas quantidades podendo
ser interpretadas como uma medida de desordem do sistema2 [7–9] .

As tentativas dos seres humanos em diversas épocas de elaborarem mecanismos
de comunicações eficientes são inúmeras, sendo justamente nesse esforço que se dá a
construção da Teoria Matemática da Comunicação ou Teoria da Informação. Nesse campo
o problema central a ser tratado é de como se reproduzir uma mensagem emitida em um
ponto de origem até um ponto de destino deixando de lado as questões da semântica
em detrimento às questões de engenharia. Um dos principais conceitos que surge nessa
construção é o de entropia da informação ou entropia de Shannon que é uma medida da
informação3 originada na escolha de uma dada mensagem dentre um repertório definido
por uma fonte de informação [11–13].

Originalmente, tida como uma área autônoma, a Teoria Matemática da Comunica-
ção ou Teoria da Informação passou a ter seus conceitos e principais ideias utilizadas em
diversas áreas do conhecimento, principalmente, por meio de sua entropia informacional.
Na Física, no contexto da conexão entre Teoria da Informação e Teoria Quântica, são
definidas as entropias da informação nos espaços das posições 𝑆𝑟 e dos momentos 𝑆𝑝, bem
como uma relação de incerteza entrópica baseada na soma 𝑆𝑡 = 𝑆𝑟 + 𝑆𝑝 [14].

Desde as primeiras aplicações, em meados da década de 80, o estudo da entropia
da informação no contexto da física atômica e molecular vem obtendo êxito nas descrições
e estudo de sistemas quânticos [15–22]. Nesse sentido, já estão postas relações analíticas
para uma partícula confinada em uma caixa [23,24], para o oscilador harmônico [25,26]
e para o átomo de hidrogênio [27,28]. Além disso, a complexidade dos sistemas [29–31]
e caracterizações de processos químicos [32–34] têm feito uso com sucesso das entropias
1 A célebre relação 𝑆 = 𝜅𝐵 ln 𝜔 gravada no túmulo de Boltzmann e muitas vezes atribuídas a ele é, mais

precisamente, derivada nos trabalhos de Max Planck sobre radiação de corpo negro [5].
2 Nesse contexto a desordem é medida pelo número de maneiras de arranjar os estados microscópicos

desde que o estado macroscópico permaneça inalterado [6].
3 Em relação à informação recentemente tem se estruturado uma proeminente área de pesquisa: a

Informação Quântica. Nessa linha de pesquisa podemos caracterizar duas vertentes, uma primeira
que utiliza o conceito de informação com a perspectiva utilizada por Shannon e que desemboca nos
chamados computadores quânticos e uma segunda que trata informação como o próprio objeto de
estudo da Teoria Quântica [10].
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da informação. Ainda, mais especificamente sobre a soma entrópica, temos trabalhos
indicando possíveis relações universais para essa quantidade [35–37] e estudos envolvendo
qualidade de funções de base [38–40]. Além do que, nesse quadro, os sistemas quânticos
confinados espacialmente tem recebido atenção considerável em anos recentes [41–51].

Os sistemas quânticos confinados espacialmente, classe de sistemas físicos de
interesse do presente trabalho, que tem suas primeiras aplicações feitas no início da
década de 1930 [52–54], a princípio, não é um problema novo na Física. Entretanto, com o
advento da capacidade computacional ao que tange o processamento de dados e com o
aprimoramento de técnicas e metodologias para a efetivação do confinamento essa temática
continua a ser vibrante e atual [55–63]. A introdução da situação de confinamento do
sistema, ou seja, a delimitação espacial da atuação da partícula (por exemplo, elétrons ou
núcleos de átomos), induz mudanças nas propriedades do sistema confinado em relação
ao sistema livre. Tais alterações podem ocorrer, por exemplo, nos espectros de energias,
frequências de transição e polarizabilidade [64–66], e se dá devido a interação entre as
propriedades quantum-mecânicas da gaiola de confinamento e do objeto confinado [67].
Adicionalmente, em uma primeira aproximação, átomos e moléculas sob altas pressões
e objetos astrofísicos densos podem ser tratados como um sistema quântico confinado
em barreiras esféricas de potencial infinitas (ver as Refs. [68] e [69] e as referências nelas
contidas).

O presente trabalho, utilizando a entropia da informação no contexto da física
atômica e molecular juntamente com a relação de incerteza entrópica, tem como objetivo
apresentar um estudo envolvendo sistemas quânticos confinados inspirado na Teoria da
Informação.

Inicialmente, identificamos um ponto sensível na análise dimensional das expressões
usuais das entropias da informação e da soma entrópica. Essa nuance também já foi
detectada em trabalhos recentes [70,71]. Em todo caso, propomos novas formas para as
referidas expressões formuladas em termos de constantes fundamentais da física. Desta
forma, indicamos que nossas expressões propostas apresentam um caráter mais geral.

As regiões onde os efeitos do confinamento são severos, ou seja, as regiões de
confinamento rigoroso também recebem atenção no nosso estudo. Tais regiões são associadas
a uma densidade de probabilidade muito concentrada, em contraste com as regiões de
confinamento fraco, onde as densidades de probabilidade são menos compactas. Além disso,
nessa região, os efeitos de confinamento podem ser tais que o elétron passa a estar ligado,
primordialmente, ao potencial confinante (cavidade) ao invés do potencial nuclear, assim,
os níveis de energia experimentam uma forte quantização. Eventualmente a situação de
confinamento pode se tornar tão efetiva que dá surgimento ao chamados pontos quânticos
que, em essência, é tido como um átomo artificial com um número de elétrons onde o
potencial do núcleo é substituído pelo potencial de confinamento [72]. Do ponto de vista
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energético análises já estão disponíveis na literatura [73,74] e, no presente estudo, propomos
uma discussão por meio das entropias da informação de Shannon.

O problema de muitos corpos é caracterizado quando as partículas constituintes
do sistema interagem simultaneamente entre si, surgindo daí os efeitos de correlação.
Especificamente, tratamos das interações entre os elétrons e dos efeitos que isso acarreta,
conhecidos em termos gerais como os chamados efeitos de correlação eletrônica. Sem
embargo do êxito dos estudos apresentados por meio da energia de correlação para
mensurar as interações entre os elétrons, trabalhos baseados nas entropias da informação
tem obtido êxito nesse tópico [75–82]. O estudo que apresentamos visa preencher uma
lacuna existente nesse tema ao que tange ao tratamento do grau dos efeitos de correlação
utilizando a linguagem informacional para sistemas quânticos confinados espacialmente.

Por fim, um último aspecto que o presente trabalho objetiva abarcar é uma análise
das excitações eletrônicas. Através dessa quantidade pode-se caracterizar como a matéria
absorve energia independentemente da natureza e velocidade da partícula incidente em
um alvo. Utilizando uma aproximação local de plasma, juntamente com a entropia da
informação, um modelo para esse fenômeno fornece um caminho para a determinação
da energia média de excitação [83–86]. Aqui, buscamos aplicar esse modelo em sistemas
quânticos confinados espacialmente.

Com o propósito de abranger o conjunto de tópicos apresentados empreendemos
o nosso trabalho contendo 6 Capítulos e 6 Apêndices, aos quais passamos a expor, em
seguida, os seus principais pontos.

No Capítulo 2 apresentamos as principais ideias envolvendo a Teoria Matemática
da Comunicação ou Teoria da Informação que usaremos posteriormente em todo o trabalho.
Uma definição que recebe atenção especial nesse capítulo é o de entropia da informação
ou entropia de Shannon, quantidade utilizada para medir informação.

No Capítulo 3 indicamos, inicialmente, um ponto de conexão entre Teoria da
Informação e a Teoria Quântica. Nesse capítulo já expomos um aspecto inédito do presente
trabalho que são as expressões modificadas para as entropias da informação e soma
entrópica dimensionalmente consistentes. Além disso, são apresentados as propriedades
e fenômenos físicos a serem tratados juntamente como, ou de que forma, essas questões
podem ser abordadas do ponto de vista informacional.

No Capítulo 4 passamos em revista os sistemas quânticos confinados espacialmente
de interesse. Mais especificamente, fazemos uso de sistemas unidimensionais submetidos à
função potencial do tipo quadro infinito (partícula confinada em uma caixa) e a função
potencial do tipo harmônica (oscilador harmônico). Os sistemas submetidos a potenciais
centrais também são utilizados para estudo, nomeadamente são usadas a função potencial
do tipo esférica com barreiras infinitas (partícula confinada em uma gaiola) e a função
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potencial coulombiana (átomos hidrogenoides confinados). Encerrando, sistemas contendo
dois elétrons são retratados (átomos isoeletrônicos ao hélio confinado).

No Capítulo 5 são analisados os resultados obtidos e uma discussão acerca deles é
empreendida e, no Capítulo 6 são sumarizados os principais resultados e aspectos abordados
no corrente estudo.

Em relação aos Apêndices: 1) no Apêndice A disponibilizamos uma revisão de ques-
tões envolvendo as definições de dimensão física e sistemas de unidades, dedicando especial
atenção às quantidades físicas que surgem nos argumentos das funções transcendentais,
2) no Apêndice B pontuamos alguns aspectos do método Método Variacional que é utilizado
para resolver aproximadamente a equação de Schrödinger, 3) no Apêndice C organizamos
os parâmetros variacionais determinados ao longo do trabalho, 4) no Apêndice D, a título
de completeza, apresentamos alguns resultados das quantidades de interesse utilizando
uma função de corte diferente da utilizada no corpo principal da tese, 5) no Apêndice E
é apresentado o método de Hylleraas que, baseado em coordenadas relativas, introduz
diretamente na função de onda do sistema um termo que correlaciona o movimento dos
elétrons e, por fim, 6) no Apêndice F listamos os artigos publicados oriundos da nossa
pesquisa.
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2 Teoria da Informação

Para aqueles que estudaram as ciências físicas
é muito significativo que uma expressão como entropia

surja nessa teoria como medida de informação.[...]
Portanto, ao encontrarmos o conceito de entropia na Teoria da
Comunicação, temos o direito de ficarmos bastante agitados[...].

Warren Weaver

O capítulo em questão objetiva apresentar as bases e os principais aspectos da Teoria
Matemática da Comunicação ou Teoria da Informação, além de pontuar as quantidades
essenciais que serão utilizadas ao longo do trabalho. Nessa construção organizamos as
definições sem adentrar aos sutis aspectos de engenharia e matemática intrínsecos à teoria,
entretanto, indicamos quando necessário material para aprofundamento.

2.1 Teoria Matemática da Comunicação ou Teoria da Informação
Na literatura convencionou-se que a Teoria Matemática da Comunicação ou, sim-

plesmente, Teoria da Informação tem início no ano de 1948 com a publicação do trabalho de
Claude Shannon1 chamado A Mathematical Theory of Communication [11]. Não obstante
a importância desse trabalho o esforço de elaborar tal teoria conta com contribuições
anteriores e, naturalmente, posteriores a essa data. Nesse sentido, temos os trabalhos
de Harry Nyquist [88] sugerindo uma quantificação dos dados telegráficos e de Ralph
Hartley [89] delimitando a ideia de informação e indicando sua medida por meio de uma
função logarítmica. Além disso, o esforço de Warren Weaver é essencial para ampliar os
horizontes de aplicabilidades dos trabalhos de Shannon levando a Teoria Matemática da
Comunicação a incluir um espectro grande de processos, como, por exemplo, comunicações
orais, música, fotografia, cinema e etc [13].

No estudo das ciências é importante o delineamento das definições dos termos que
nela são tratados e a determinação do problema central em questão. Uma das sensibilidades
ao se trabalhar com a Teoria da Informação é que alguns dos termos que compõem o
seu arcabouço têm aplicações diárias no sentindo do senso comum, não corroborando,
1 Conhecido como pai da Teoria da Informação, Claude Elwood Shannon teve dupla graduação em

Matemática e Engenharia. Nos laboratórios Bell trabalhou principalmente na chamada Teoria da
Comunicação dos Sistemas de Sigilo, teoria que lidava com criptografia de dados, esse projeto foi
finalizado em 1945, porém foi mantido de forma secreta até 1948. Logo após esse período ele passa a
se dedicar a construção de uma Teoria da Comunicação em termos mais gerais [87].
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necessariamente, ao significado de como a teoria os trata. Desse modo é essencial buscar
definir univocamente os termos que a Teoria da Informação faz uso.

Na perspectiva de delimitação anteriormente apontada entende-se por comunicação
o processo em que um mecanismo influencia ao outro por meio de uma mensagem partilhada
entre ambos. Ademais, o problema central da teoria em questão é como reproduzir em
um ponto de destino uma mensagem (ou a mais aproximada possível) emitida em um
ponto de origem. O modelo geral do sistema de comunicação pode ser representado pelo
diagrama da Figura 1, sendo composto das seguintes partes [12]

Figura 1 – Diagrama de um sistema de comunicação.

∙ a fonte de informação que seleciona uma mensagem dentre um grupo de mensagens
disponíveis. Essas mensagens podem ser frases completas a serem escolhidas ou, ainda,
tal repertório pode ser composto por uma sequência de símbolos elementares podendo
ser tomados como exemplo as 26 letras e o espaço que formam os 27 caracteres da
língua portuguesa (a fonte seleciona um caractere por vez até a formação de uma
mensagem completa a ser enviada),

∙ o transmissor que transforma a mensagem em um sinal (codificação) que é enviado
pelo canal de comunicação,

∙ o ruído que introduz alterações externas impostas ao sinal, também conhecido como
deformações,

∙ o receptor que recupera a mensagem original enviada (decodificação) e, finalmente,

∙ a mensagem chega ao seu destino.

Adicionalmente, o esquema apontado abstrai os aspectos semânticos da mensagem focando
nos processos ligados estritamente à engenharia. Em outras palavras, a Teoria da Informação
tem originalmente como base a busca de soluções em problemas e questões ligados aos
tópicos mais técnicos da engenharia.

Um conceito que tem papel fundamental dentro da presente teoria e que talvez
seja aquele que mais se distancia da ideia reproduzida no senso comum é o de informação.
Tida no cotidiano como algo relacionado ao conhecimento, aqui a definição de informação
é unívoca e quantificável, sendo compreendida como uma medida da escolha de uma
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mensagem dentre um repertório disponível, além disso tal quantidade é diretamente
proporcional à variabilidade do referido repertório. Ainda, a definição de informação
está atrelada a ideia de incerteza, pois essa última também é proporcional ao aumento
do repertório. Assim, informação e incerteza são duas noções que estão intrinsecamente
ligadas.

Nesse cenário Shannon apresenta uma quantidade que caracteriza-se por mensurar
a quantidade de informação ou incerteza originada na escolha de uma dada mensagem
dentre um repertório disponível por uma fonte de informação. Tal quantidade, para o caso
em que a fonte trabalha de forma discreta, é dada por [11]

𝑆(𝑝1, ..., 𝑝𝑛) = −
𝑛∑︁

𝑖=1
𝑝𝑖 log2(𝑝𝑖) , (2.1)

onde 𝑛 representa o grupo de mensagens completas, 𝑝𝑖 é a probabilidade de ocorrência de
cada mensagem 𝑖 com as restrições

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑝𝑖 = 1 e 𝑝𝑖 > 0. Convenciona-se que 0 log2 0 ≡ 0,

caso em que temos 𝑖 = 𝑎 e 𝑝𝑎 = 0. Para o caso onde a fonte de informação trabalha de
forma contínua deriva-se uma equação análoga a Eq. (2.1) dada por [11]

𝑆(𝑝(𝑥)) = −
∞∫︁

−∞

𝑑𝑥 𝑝(𝑥) log2 𝑝(𝑥) , (2.2)

onde 𝑝(𝑥) é uma densidade de probabilidade contínua com as restrições
∞∫︁

−∞

𝑑𝑥 𝑝(𝑥) = 1 e

𝑝(𝑥) ≥ 0.

A escolha da base da função logarítmica é arbitrária, desde logo, uma mudança de
seu valor indica na prática um processo de multiplicação da função por uma constante.
Por outro lado, a definição da base define a unidade de medida informacional, tomando
como exemplo, quando a base do logaritmo é 10 a unidade informacional é o Hartley ou
quando a base é o número 𝑒 = 2, 718 a unidade é o nat.

Nos trabalhos ligados diretamente aos sistemas de comunicação a unidade informa-
cional que recebe destaque é o bit2. Tal unidade provem da definição da base 2 para a
função logarítmica e na prática representa uma escolha fundamental entre dois eventos,
podendo ser reproduzida por um circuito elétrico onde temos um interruptor que estando
aberto ou fechado permite ou não a passagem de corrente [90].

A origem das Eqs. (2.1) e (2.2) parte de um princípio axiomático. Ou seja, demonstra-
se que as referidas equações cumprem as três propriedades abaixo requeridas para 𝑆 exercer
o papel de mensurar quantidade de informação:

1. 𝑆 é contínua em 𝑝𝑖,
2 Do inglês binary digit.
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2. se todos os eventos 𝑖 tem iguais probabilidades, ou seja, 𝑝𝑖 = 𝑝2=...𝑝𝑛 a quantidade
de informação é máxima, sendo S é uma função monotonicamente crescente com o
número de eventos possíveis 𝑛 e

3. se uma escolha é dividida em duas escolhas sucessivas o 𝑆 original deve ser a soma
ponderada dos valores individuais de 𝑆. Essa propriedade, na prática tem a função
de garantir que 𝑆 seja simétrica em relação aos seus argumentos, ou seja, garante
que 𝑆(𝑎

𝑏
,
𝑐

𝑑
) = 𝑆( 𝑐

𝑑
,
𝑎

𝑏
).

A demonstração que as Eqs. (2.1) e (2.2) cumprem tais propriedades em alguns
momentos é bastante intricada na sua forma original [11] e sua demostração foge do escopo
do presente trabalho. Entretanto, na literatura temos construções bastante inventivas que
permitem chegar às quantidades que medem informação sem adentrar em uma elaboração
matemática mais sutil [90–94].

Um primeiro ponto de proximidade que podemos considerar entre a Teoria da
Informação e a Física (uma segunda conexão é apresentada no Capítulo 3 trabalhando-se
com densidades de probabilidade) é sugerindo que as Eqs. (2.1) e (2.2) sejam analisadas
no contexto da entropia de Boltzmann-Gibbs, pelo menos em dois sentidos:

1. a fonte de informação recebe um tratamento estatístico levando em consideração
o repertório constituído das várias mensagens, analogamente como a Mecânica
Estatística descreve um sistema macroscópico levando em consideração os seus
constituintes microscópicos e

2. a quantidade de informação é proporcional a liberdade de escolha (variabilidade) do
repertório oriundo da fonte de informação, assim como a fórmula de Boltzmann-Gibbs
é proporcional a quantidade total de microestados acessíveis a um dado sistema
macroscópico.

Nessas circunstâncias a Eq. (2.1) no caso discreto ou a Eq. (2.2) no caso contínuo são
conhecidas como entropia da informação ou entropia de Shannon. Nesse ponto surge a
noção de informação sendo, de alguma forma, ligada à entropia.

As definições da entropia de Shannon para sistemas discretos e contínuos, nessa
ordem, dadas pelas Eqs. (2.1) e (2.2), possuem propriedades semelhantes. Entretanto,
uma diferença que surge entre as duas formulações é que a Eq. (2.2) pode assumir valores
negativos (ver pag. 631 da Ref. [11] ), enquanto que a Eq. (2.1) adota apenas valores
positivos. Além disso, avançando nas articulações dessas noções, conceitos como por
exemplo as entropias de Shannon relativa, conjunta e condicional, e também os teoremas
de positividade da entropia relativa e subaditividade emergem [91,95].
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Para ilustrar a associação das ideias envolvendo entropia, informação e incerteza
apresentamos na Figura 2 distribuições de probabilidade referentes aos sistemas pictóricos
A, B e C.

No sistema A a distribuição de probabilidade é equiprovável, ou seja, todos os
eventos 𝑖 tem igual probabilidade de ocorrer, sendo máxima a variabilidade do sistema,
bem como a quantidade de informação, incerteza e entropia em relação aos outros sistemas.

No sistema B, que é um sistema intermediário entre os sistemas A e C, constatamos
a existência de uma tendência à ocorrência de certos eventos 𝑖 em relação a outros, ou
seja, alguns eventos tem maior probabilidade de ocorrer. Desta maneira a variabilidade do
sistema é menor, consequentemente possui menor quantidade de informação, incerteza e
entropia em relação ao sistema A.

O sistema C é um caso limite dos três sistemas em que a tendência de ocorrência de
determinados eventos é maior, assim sendo a variabilidade do sistema é menor, da mesma
maneira que a informação, incerteza e entropia em comparação aos outros sistemas.

Figura 2 – Distribuições de probabilidade referentes aos sistemas pictóricos A, B e C.

A Teoria da Informação é bastante robusta no tratamento de telecomunicações pois,
entre outras aplicações, é possível quantificar a informação enviada de um ponto de origem
a um ponto de destino. Mais especificamente, o teorema de Shannon para codificação de
canais sem ruído tem sido utilizado com êxito no esquema de compressão e codificação de
uma mensagem [91].
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3 Adjunção entre a Teoria da Informação e a
Teoria Quântica

E no entanto surge uma relação,
Uma pequena relação que se expande como a sombra

De uma nuvem na areia, uma forma na encosta de um morro.

Wallace Stevens

No presente capítulo apresentamos o arcabouço teórico da adjunção entre a Teoria
da Informação e a Teoria Quântica. Inicialmente, discutimos o modo convencional do uso
da entropia da informação no contexto da Teoria Quântica na seção 3.1. Seguindo, e já
adentrando a uma contribuição inédita do nosso estudo, sugerimos expressões modificadas
para as entropias da informação e para a soma entrópica que são mais gerais e dimensio-
nalmente consistentes na seção 3.2. Por fim, examinamos as aplicações onde o formalismo
informacional auxilia no estudo de sistemas quânticos nas seções 3.3 e 3.4.

3.1 Entropia da informação e Teoria Quântica - modo usual
A entropia da informação ou entropia de Shannon, quantidade tida como fun-

damental para a Teoria da Informação, é constituída a partir de uma distribuição de
probabilidade adimensional discreta 𝑝𝑖 (ver Eq. (2.1)) ou contínua 𝑝(𝑥) (ver Eq. (2.2)).

Por outro lado, no contexto probabilístico da Mecânica Quântica, Max Born [96]
formulou a interpretação de que a quantidade 𝜌(𝑟⃗)𝑑𝑟⃗ = |𝜓(𝑟⃗)|2𝑑𝑟⃗ é identificada como a
probabilidade de que uma medida da posição 𝑟⃗, no estado 𝜓(𝑟⃗), seja um valor compreendido
entre 𝑟⃗ e 𝑟⃗ + 𝑑𝑟⃗. Sendo 𝜌(𝑟⃗) = |𝜓(𝑟⃗)|2 reconhecida como uma função densidade de
probabilidade no espaço das posições tendo dimensão de inverso de posição. Ainda, por
uma aplicação da transformada de Fourier na função 𝜓(𝑟⃗) obtemos sua correspondentẽ︀𝜓(𝑝) que, por sua vez, compõem uma densidade de probabilidade no espaço dos momentos
𝛾(𝑝) = | ̃︀𝜓(𝑝)|2 tendo dimensão de inverso de momento.

Uma conexão possível entre a Teoria da Informação e a Teoria Quântica pode ser
estabelecida com base nas densidades de probabilidade que figuram em ambas às teorias.
Aproximadamente desde a década de 1980, utilizando a noção de entropia da informação
(ver Eq. (2.2) ) e as densidades de probabilidade 𝜌(𝑟⃗) e 𝛾(𝑝), normalizadas à unidade e em
unidades atômicas, definem-se as entropias da informação adimensionais nos espaços das
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posições e dos momentos, respectivamente, por [14]

𝑆𝑟 = −
∫︁
𝑑𝑟⃗ 𝜌(𝑟⃗) ln(𝜌(𝑟⃗)) . (3.1)

e
𝑆𝑝 = −

∫︁
𝑑𝑝 𝛾(𝑝) ln(𝛾(𝑝)) . (3.2)

As quantidades 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 são tidas como quantidades mais satisfatórias que as medidas forne-
cidas pelo desvio padrão1 para o tratamento de incerteza ou espraiamento de distribuições
de probabilidade pois, além de caracterizarem distribuições gaussianas, conseguem mapear
outras distribuições [97,98]. Além do mais, 𝑆𝑟 pode ser interpretada como um indicador
de localização ou deslocalização de uma partícula no espaço e 𝑆𝑝 como um medidor de
incerteza na determinação do momento de uma partícula.

Na Teoria Quântica as relações de incerteza são tidas como uma das peculiaridades
que surgem em relação à Teoria Clássica. Assim, estando o sistema em um estado Φ(𝑟⃗), a
medida de quaisquer dois observáveis 𝐴 e 𝐵 é feita dentro de uma dada precisão. A forma
mais geral dessa proposição é expressa no princípio de incerteza generalizado [99], ou seja,

⟨
(ΔΦ𝐴)

⟩ ⟨
(ΔΦ𝐵̂)

⟩
≥ 1

2

⃒⃒⃒⃒ ∫︁
Φ*(𝑟⃗)[𝐴, 𝐵̂]Φ(𝑟⃗)𝑑𝑟⃗

⃒⃒⃒⃒
, (3.3)

em que
⟨
(ΔΦ𝐴)

⟩
e
⟨
(ΔΦ𝐵̂)

⟩
são os desvios padrão e [𝐴, 𝐵̂] é o comutador dos observáveis

𝐴 e 𝐵. Em particular, tratando-se dos observáveis posição 𝑋 e momento 𝑃 temos o
princípio de incerteza de Heisenberg, isto é,

⟨
(ΔΦ𝑋̂)

⟩ ⟨
(ΔΦ𝑃 )

⟩
≥
(︃
~
2

)︃
. (3.4)

Em suma, essa relação mostra que não é possível medir simultaneamente com máxima
precisão a posição e o momento de uma partícula.

Uma quantidade proveniente da soma entrópica das quantidades 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 é a relação
de incerteza entrópica2, sendo expressa como [100]

𝑆𝑡 = 𝑆𝑟 + 𝑆𝑝 = −
∫︁ ∫︁

𝑑𝑟⃗ 𝑑𝑝 𝜌(𝑟⃗) 𝛾(𝑝) ln( 𝜌(𝑟⃗) 𝛾(𝑝)) ≥ 𝐷 (1 + ln 𝜋) , (3.5)

onde 𝐷 representa a dimensão espacial do sistema. A partir dessa relação de incerteza
envolvendo as entropias da informação pode-se derivar a relação de Heisenberg, nesse
sentido a relação (3.5) tem um caráter mais geral. Além disso, dentre outras propriedades,
ela é invariante por uma transformada de escala [39] e atinge seu valor mínimo quando se
trabalha com funções de onda gaussianas [45].

1 O desvio padrão é definido como ⟨(Δ𝐴)⟩ =
√︁

⟨(𝐴)2⟩ − (⟨𝐴⟩)2, onde Â é o operador de um dado
observável físico 𝐴.

2 Em 1975 Iwo Bialynicki-Birula e Jerzy Mycielski apresentam um elegante desenvolvimento teórico
partindo das entropias de Shannon e chegando até a relação de incerteza entrópica, em homenagem
aos autores desse trabalho essa relação de incerteza também é conhecida como relação BBM [100].
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Por seu posto, apesar de fornecer resultados promissores para descrições e estudos
de sistemas quânticos a construção usual apresentada até esse ponto carece de uma maior
discussão acerca da análise dimensional das Eqs. (3.1) e (3.2) e da relação (3.5).

Para explicitar a questão pontuada anteriormente seguiremos com uma análise
dimensional das quantidades de interesse. Por uma questão de simplicidade nas Eqs. (3.1)
e Eq. (3.2), juntamente com a relação (3.5), computaremos as densidades de probabilidade
em uma dimensão 𝜌(𝑥) e 𝛾(𝑝) (pode-se estender essa análise para sistemas em maiores
dimensões) e não estando necessariamente em unidades atômicas. Ademais, indicaremos as
dimensões das quantidades físicas entre colchetes [ dimensão ], quantidades adimensionais
ou sem dimensões físicas indicaremos por [1] e a igualdade dimensional será simbolizada
por [=].

Primeiramente, tomemos as Eqs. (3.1) e (3.2) em uma dimensão, sendo dadas,
respectivamente, por

𝑆𝑥 = −
∫︁ 𝑥1

𝑥0
𝑑𝑥 𝜌(𝑥) ln(𝜌(𝑥)) , (3.6)

𝑆𝑝 = −
∫︁ 𝑝1

𝑝0
𝑑𝑝 𝛾(𝑝) ln(𝛾(𝑝)) (3.7)

e

𝑆𝑡 = 𝑆𝑥 + 𝑆𝑝 = −
∫︁ 𝑥1

𝑥0

∫︁ 𝑝1

𝑝0
𝑑𝑥 𝑑𝑝 𝜌(𝑥) 𝛾(𝑝) ln( 𝜌(𝑥) 𝛾(𝑝)) ≥ (1 + ln 𝜋) , (3.8)

onde 𝑥0 e 𝑥1 são dois valores de posições distintos e 𝑝0 e 𝑝1 valores diferentes de momentos
da partícula.

Iniciando a análise dimensional pela Eq. (3.6) temos

𝑆𝑥[=][𝐿]
[︂ 1
𝐿

]︂
ln
[︂ 1
𝐿

]︂
. (3.9)

Seguimos para a Eq. (3.7) com

𝑆𝑝[=][𝑃 ]
[︂ 1
𝑃

]︂
ln
[︂ 1
𝑃

]︂
. (3.10)

Já para a relação (3.8) escrevemos

𝑆𝑡[=][𝐿][𝑃 ]
[︂ 1
𝐿

]︂ [︂ 1
𝑃

]︂
ln
[︂[︂ 1
𝐿

]︂ [︂ 1
𝑃

]︂]︂
. (3.11)

As quantidades entre colchetes [𝐿] e
[︂ 1
𝐿

]︂
indicam, nessa ordem, dimensões de

comprimento e inverso de comprimento. Ainda [𝑃 ] e
[︂ 1
𝑃

]︂
, respectivamente, indicam

dimensões de momento e inverso de momento. Assim, concluímos que as densidades de
probabilidade 𝜌(𝑥) e 𝛾(𝑝) acabam por introduzir na função logarítmica grandezas que
possuem dimensões físicas.



Capítulo 3. Adjunção entre a Teoria da Informação e a Teoria Quântica 14

Entretanto, como resultado conhecido, as funções transcendentais como por exemplo
as funções logarítmicas, exponenciais, trigonométricas, entre outras, não comportam
grandezas físicas dimensionais em seus argumentos (para uma discussão sobre dimensão
física e sistemas de unidades ver Apêndice A), gerando assim uma possível inconsistência
nas expressões usuais dadas pelas Eqs. (3.6) e (3.7) e na relação (3.8), para o problema
unidimensional, e pelas Eqs. (3.1) e (3.2) e na relação (3.5) para o caso geral.

Para contornar a questão das dimensões físicas inseridas na função logarítmica
que compõe as quantidades 𝑆𝑟, 𝑆𝑝 e 𝑆𝑡 apresentamos na seção 3.2 modificações nessas
expressões de modo a assegurar uma análise dimensional fisicamente consistente.

3.2 Entropias da Informação modificadas
A respeito da sensibilidade envolvendo a análise dimensional nas Eq. (3.1) e (3.6),

trabalhos recentes já apresentam discussões sobre essa situação. São recomendadas soluções
como, por exemplo, inserir no argumento da função logarítmica: uma função tendo o
inverso de volume recíproco em unidades apropriadas [70] ou uma função densidade de
probabilidade eletrônica calculada em cima do núcleo do átomo [71]. Entretanto, tais
propostas são indicadas para situações bem determinadas, sendo a primeira utilizando
densidades de probabilidade com um contorno bem delimitado e a segunda tratando-se do
cenário onde os valores de 𝑆𝑟 adotam apenas valores não negativos.

Uma maneira de contornar o problema das quantidades físicas nos argumentos das
funções transcendentais é utilizar uma constante auxiliar com dimensão apropriada de
modo a balancear as dimensões envolvidas. Inserindo a constante unitária 𝜆 com dimensão
de comprimento [𝐿] na Eq. (3.6) temos

𝑆𝑥 = −
∫︁ 𝑥1

𝑥0
𝑑𝑥 𝜌(𝑥) ln(𝜆 𝜌(𝑥)) . (3.12)

Assim a Eq. (3.12) tem a seguinte análise dimensional consistente

𝑆𝑥[=][𝐿]
[︂ 1
𝐿

]︂
ln
[︂
[𝐿]

[︂ 1
𝐿

]︂]︂
. (3.13)

Seguindo, para determinarmos uma expressão geral adimensional no formato da
Eq. (3.6) definamos

𝑓(𝑥) = 𝜌(𝑥) ln(𝜆 𝜌(𝑥)) (3.14)

na Eq. (3.12), ficando com
𝑆𝑥 = −

∫︁ 𝑥1

𝑥0
𝑑𝑥 𝑓(𝑥) . (3.15)

Fazendo uma mudança da variável dimensional 𝑥 para a variável adimensional 𝑢 e definindo
uma função auxiliar 𝑔(𝑢) temos

𝑥 = 𝜆𝑢 = 𝑔(𝑢) =⇒ 𝑑𝑔(𝑢)
𝑑𝑢

= 𝜆 (3.16)
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e
𝑑𝑥 = 𝑑𝑔(𝑢)

𝑑𝑢
𝑑𝑢 . (3.17)

Substituindo as relações (3.16) e (3.17) na integral (3.15) temos

𝑆𝑢 = −
∫︁ 𝜆𝑢1

𝜆𝑢0
𝑓(𝑔(𝑢))𝑑𝑔(𝑢)

𝑑𝑢
𝑑𝑢 , (3.18)

com 𝑢0 = 𝑥0

𝜆
e 𝑢1 = 𝑥1

𝜆
.

Reescrevendo a Eq. (3.18) levando em consideração a derivada apontada na rela-
ção (3.16) temos

𝑆𝑢 = −
∫︁ 𝜆𝑢1

𝜆𝑢0
𝑓(𝑔(𝑢))𝜆𝑑𝑢 . (3.19)

Recuperando uma expressão análoga à Eq. (3.14) a partir da integral (3.19) temos

𝑆𝑢 = −
∫︁ 𝜆𝑢1

𝜆𝑢0
𝜌(𝜆𝑢) ln(𝜆𝜌(𝜆𝑢))𝜆𝑑𝑢 . (3.20)

Definindo ̃︀𝜌(𝑢) = 𝜆𝜌(𝜆𝑢) na integral (3.20) obtemos

𝑆𝑢 = −
∫︁ 𝜆𝑢1

𝜆𝑢0
𝑑𝑢 ̃︀𝜌(𝑢) ln(̃︀𝜌(𝑢)) , (3.21)

onde ̃︀𝜌(𝑢) e 𝑢 são quantidades adimensionais.

Para a Eq. (3.7) podemos empreender um processo análogo, ou seja, utilizando a
constante unitária 𝜅 com a dimensão de momento [𝑃 ] temos

𝑆𝑝 = −
∫︁ 𝑝1

𝑝0
𝑑𝑝 𝛾(𝑝) ln(𝜅 𝛾(𝑝)) . (3.22)

Assim a Eq. (3.22) tem a seguinte análise dimensional consistente

𝑆𝑝[=][𝑃 ]
[︂ 1
𝑃

]︂
ln
[︂
[𝑃 ]

[︂ 1
𝑃

]︂]︂
. (3.23)

E, analogamente ao caso anterior, partindo da Eq. (3.22) e fazendo 𝑝 = 𝜅𝑣 podemos
chegar a

𝑆𝑣 = −
∫︁ 𝜅𝑣1

𝜅𝑣0
𝑑𝑣 ̃︀𝛾(𝑣) ln(̃︀𝛾(𝑣)) , (3.24)

onde ̃︀𝛾(𝑣) e 𝑣 são quantidades adimensionais.

As integrais (3.6) e (3.21) e as integrais (3.7) e (3.24) possuem entre si formas
bastante semelhantes. Entretanto, do ponto de vista da análise dimensional, os pares de
integrais apresentados guardam entre si uma profunda diferença. As Eqs. (3.21) e (3.24)
podem ser consideradas, respectivamente, versões reescritas das Eqs. (3.6) e (3.7) e são tidas
como expressões gerais que não guardam, do ponto de vista dimensional, inconsistência
física, em razão das quantidades ̃︀𝜌(𝑢) e ̃︀𝛾(𝑣) serem por definição adimensionais.
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No contexto da Teoria Quântica, no estudo de átomos e moléculas, uma escolha
conveniente é definir 𝜆 em termos do raio de Bohr 𝑎0, por meio da relação 𝜆 = 𝑎0, onde
ambas as quantidades possuem dimensão de comprimento [𝐿]. Assim a Eq. (3.12) fica
sendo dada por

𝑆𝑥 = −
∫︁ 𝑥1

𝑥0
𝑑𝑥 𝜌(𝑥) ln((𝑎0) 𝜌(𝑥)) . (3.25)

Por outro lado, definimos a constante 𝜅 com dimensão de momento3 [P] por meio

da relação 𝜅 =
(︃
~
𝑎0

)︃
e substituindo-a na Eq. (3.22) temos

𝑆𝑝 = −
∫︁ 𝑝1

𝑝0
𝑑𝑝 𝛾(𝑝) ln

(︃(︃
~
𝑎0

)︃
𝛾(𝑝)

)︃
. (3.28)

Seguindo, utilizando as Eqs. (3.25) e (3.28) para compor a soma entrópica temos

𝑆𝑡 = −
∫︁ 𝑥1

𝑥0
𝜌(𝑥) ln((𝑎0) 𝜌(𝑥))𝑑𝑥−

∫︁ 𝑝1

𝑝0
𝛾(𝑝) ln

(︃(︃
~
𝑎0

)︃
𝛾(𝑝)

)︃
𝑑𝑝 . (3.29)

Reescrevendo a expressão para 𝑆𝑡 obtemos

𝑆𝑡 = −
∫︁ 𝑥1

𝑥0

∫︁ 𝑝1

𝑝0
𝑑𝑥 𝑑𝑝 [𝜌(𝑥) 𝛾(𝑝)]

[︃
ln((𝑎0)𝜌(𝑥)) + ln

(︃(︃
~
𝑎0

)︃
𝛾(𝑝)

)︃]︃
. (3.30)

Fazendo uma escolha conveniente e trabalhando com as propriedades da função logarítmica
chegamos a

𝑆𝑡 = −
∫︁ 𝑥1

𝑥0

∫︁ 𝑝1

𝑝0
𝑑𝑥 𝑑𝑝 [𝜌(𝑥) 𝛾(𝑝)]

[︃
ln((𝑎0)

(︃
~
𝑎0

)︃
𝜌(𝑥)𝛾(𝑝))

]︃
. (3.31)

Desta forma, chegamos à expressão da soma entrópica, da qual deriva-se a relação de
incerteza entrópica, em termos da constante fundamental ~, isto é,

𝑆𝑡 = −
∫︁ 𝑥1

𝑥0

∫︁ 𝑝1

𝑝0
𝑑𝑥 𝑑𝑝 [𝜌(𝑥) 𝛾(𝑝)] [ln(~ 𝜌(𝑥) 𝛾(𝑝))] . (3.32)

Fazendo uma análise dimensional da Eq. (3.32) encontramos

𝑆𝑡[=][𝐿][𝑃 ]
[︂ 1
𝐿

]︂ [︂ 1
𝑃

]︂
ln
[︂
[𝐸][𝑇 ]

[︂ 1
𝐿

]︂ [︂ 1
𝑃

]︂]︂
. (3.33)

3 Fazendo uma análise dimensional de 𝜅, levando em consideração que [~] = [𝐸][𝑇 ] e [𝑎0] = [𝐿], onde
[𝐸] é a dimensão de energia e [𝐿] dimensão de comprimento, temos

[𝜅] = [𝐸][𝑇 ]
[𝐿] . (3.26)

Lembrando que [𝐸] = [𝑀 ][𝐿]2

[𝑇 ]2 , onde [𝑀 ] tem dimensão de massa e [𝑇 ] dimensão de tempo, temos

[𝜅] = [𝑀 ][𝐿]2[𝑇 ]
[𝐿][𝑇 ]2 = [𝑀 ][𝐿]

[𝑇 ] , (3.27)

onde justamente o último é a dimensão de momento [𝑃 ].
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Lembrando que [𝐸] = [𝑀 ][𝐿]2
[𝑇 ]2 , prosseguimos,

𝑆𝑡[=][1] ln
[︃

[𝑀 ][𝐿]2
[𝑇 ]2 [𝑇 ]

[︂ 1
𝐿

]︂ [︂ 1
𝑃

]︂]︃
. (3.34)

Levando em consideração que [𝑃 ] = [𝑀 ][𝐿]
[𝑇 ] ficamos com

𝑆𝑡[=][1] ln
⎡⎣ [𝑀 ][𝐿]2

[𝑇 ]2 [𝑇 ]
[︂ 1
𝐿

]︂ ⎡⎣ 1
[𝑀 ][𝐿]

[𝑇 ]

⎤⎦⎤⎦ . (3.35)

E, finalmente,
𝑆𝑡[=][1] ln[1] . (3.36)

Desta forma, constatamos que a expressão de 𝑆𝑡 sugerida pela Eq. (3.32) é dimensionalmente
consistente.

Generalizando as expressões (3.25), (3.28) e (3.32) para um sistema n-dimensional
chegamos a

𝑆𝑟 = −
∫︁
𝑑𝑟⃗ 𝜌(𝑟⃗) ln((𝑎0

𝐷) 𝜌(𝑟⃗)) , (3.37)

𝑆𝑝 = −
∫︁
𝑑𝑝 𝛾(𝑝) ln

⎛⎝(︃ ~
𝑎0

)︃𝐷

𝛾(𝑝)
⎞⎠ (3.38)

e
𝑆𝑡 = −

∫︁ ∫︁
𝑑𝑟⃗ 𝑑𝑝 [𝜌(𝑟⃗) 𝛾(𝑝)]

[︁
ln(~𝐷 𝜌(𝑟⃗) 𝛾(𝑝))

]︁
. (3.39)

A adoção do expoente 𝐷 no argumento da função logarítmica auxilia no balanceamento
da dimensionalidade, levando em consideração que nessa construção as densidades de
probabilidade 𝜌(𝑟⃗) e 𝛾(𝑝) são definidas em 𝐷 dimensões.

De forma sintética, as novas expressões aqui sugeridas para as entropias da informa-
ção no contexto da física atômica e molecular dadas pelas Eqs. (3.37), (3.38) e (3.39) (ou
no caso do sistema unidimensional as Eqs. (3.25), (3.28) e (3.32) ) sendo formuladas em
termos das constantes físicas fundamentais 𝑎0 e ~ são dimensionalmente consistentes. Tais
expressões são independentes dos sistemas de unidades empregadas e do sistema quântico
a ser tratado (incluindo sistemas de dimensões arbitrárias, ver Refs. [101–104]). Utilizando
o sistema de unidades atômicas as expressões sugeridas na presente seção recuperam as
formas usuais apontadas na seção 3.1.

Nas duas próximas seções 3.3 e 3.4 discutimos as propriedades e características de
interesse no presente trabalho dos sistemas quânticos de forma a argumentar de que forma
essas questões podem ser estudadas utilizando as entropias da informação no contexto da
física atômica e molecular.
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3.3 Entropias da informação como uma medida de correlação
A computação das interações entre os elétrons que compõem os átomos, isto é,

os efeitos de correlação eletrônica, conduz a uma melhor descrição das propriedades
moleculares e atômicas em relação a quando tais efeitos não são levados em consideração.
A correlação eletrônica não é observada diretamente no sistema, no sentido que não existe
nenhum operador na Mecânica Quântica ligado a ela. Logo, a sua medida é realizada de
forma indireta.

A princípio, o estudo da correlação eletrônica se estrutura ao redor de duas fontes
fundamentais. Uma primeira que se refere à simetria dos elétrons originando uma interação
entre eles por intermédio de uma força de troca, produzindo a chamada correlação de
Fermi. Uma segunda fonte primordial surge do efeito da repulsão entre os elétrons por
meio de uma força eletrostática dando origem a denominada correlação de Coulomb [105].

No intuito de simplificação da exposição ao que tange à correlação de Fermi tratemos
de um sistema composto por dois elétrons. A função de onda total desse sistema pode ser
escrita como um produto de funções spin-orbitais ocupadas, conhecida como produto de
Hartree, isto é

𝜙(𝑟1, 𝑟2)𝑑 = 𝜑𝑎(𝑟⃗1)𝜑𝑏(𝑟⃗2)𝛽𝑎(𝑤1)𝛽𝑏(𝑤2) , (3.40)

onde 𝜑(𝑟⃗) é a função de onda orbital e 𝛽(𝑤) é a função de onda de spin dos elétrons 1
e 2 nos estados rótulos como 𝑎 e 𝑏. De acordo com o produto de Hartree o movimento
dos elétrons é completamente independente entre si e dizemos ser não correlacionado. Em
termos gerais, a fragilidade desse modelo é a distinguibilidade dos elétrons, indicado na
função de onda total pelo rótulo 𝑑.

Uma função de onda mais refinada para descrever um sistema de dois elétrons leva
em consideração que esses são indistinguíveis devendo, desta forma, serem tratados de forma
idêntica. Essa suposição pode ser expressa através de uma simetrização ou antissimetrização
do produto de Hartree, desta forma a função de onda total (para satisfazer o princípio de
Pauli deve ser antissimétrica) é escrita como

𝜙(𝑟1, 𝑟2)𝑖𝑛𝑑 = 1
2 [𝜑𝑎(𝑟⃗1)𝜑𝑏(𝑟⃗2) ± 𝜑𝑎(𝑟⃗2)𝜑𝑏(𝑟⃗1)] [𝛽𝑎(𝑤1)𝛽𝑏(𝑤2) ∓ 𝛽𝑎(𝑤2)𝛽𝑏(𝑤1)] , (3.41)

onde o rótulo 𝑖𝑛𝑑 indica a indistinguibilidade do modelo. Com essa construção o movimento
de um elétron depende do movimento do outro, nesse caso dizemos que o movimento é
correlacionado. Temos aí uma primeira aparição de uma parcela da correlação eletrônica
tanto inseridos na parte espacial como na parcela de spin.

Para clarificar de que forma a consideração dos elétrons serem indistinguíveis gera
uma dependência entre os seus movimentos trataremos, nesse ponto, da chamada força de
troca, manifestação de caráter puramente quântico e que não possui análogo na Mecânica
Clássica.
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Isto posto, tomemos um sistema unidimensional de dois elétrons e levemos apenas
em consideração a parte espacial da função spin-orbital. Inicialmente, para um sistema
onde os elétrons são distinguíveis temos

𝜙(𝑥1, 𝑥2)𝑑 = 𝜑𝑎(𝑥1)𝜑𝑏(𝑥2) (3.42)

e para um sistema onde os elétrons são indistinguíveis escrevemos

𝜙(𝑥1, 𝑥2)𝑖𝑛𝑑 = [𝜑𝑎(𝑥1)𝜑𝑏(𝑥2) ± 𝜑𝑎(𝑥2)𝜑𝑏(𝑥1)] . (3.43)

Ainda, o valor esperado do quadrado da distância de separação entre os dois elétrons
é dado por

⟨(𝑥1 − 𝑥2)2⟩ = ⟨𝑥2
1⟩ + ⟨𝑥2

2⟩ − 2⟨𝑥1𝑥2⟩ . (3.44)

Prosseguindo, determinaremos o valor esperado do quadrado da distância de
separação entre os elétrons distinguíveis 𝜙(𝑥1, 𝑥2)𝑑 representado pela Eq. (3.42) e para os
elétrons indistinguíveis 𝜙(𝑥1, 𝑥2)𝑖𝑛𝑑 postos pela Eq. (3.43) [106].

Para o caso das partículas distinguíveis utilizando o produto de Hartree dada pela
Eq. (3.42) temos que:

⟨𝑥1
2⟩ =

∫︁
𝑥2

1|𝜑𝑎(𝑥1)|2𝑑𝑥1 = ⟨𝑥2⟩𝑎 , (3.45)

⟨𝑥2
2⟩ =

∫︁
𝑥2

2|𝜑𝑏(𝑥2)|2𝑑𝑥2 = ⟨𝑥2⟩𝑏 (3.46)

e
⟨𝑥1𝑥2⟩ =

∫︁
𝑥1|𝜑𝑎(𝑥1)|2𝑑𝑥1

∫︁
𝑥2|𝜑𝑏(𝑥2)|2𝑑𝑥2 = ⟨𝑥⟩𝑎⟨𝑥⟩𝑏 . (3.47)

Substituindo as Eqs. (3.45), (3.46), (3.47) na Eq. (3.44) obtemos o valor esperado
do quadrado da distância de separação entre os elétrons distinguíveis como sendo

⟨(𝑥1 − 𝑥2)2⟩𝑑 = ⟨𝑥2⟩𝑎 + ⟨𝑥2⟩𝑏 − 2⟨𝑥⟩𝑎⟨𝑥⟩𝑏 . (3.48)

Por outro lado, para o caso das partículas indistinguíveis representada pela função
de onda dada Eq. (3.43) temos

⟨𝑥1
2⟩ = 1

2
(︁
⟨𝑥2⟩𝑎 + ⟨𝑥2⟩𝑏

)︁
, (3.49)

onde
⟨𝑥2⟩𝑎 =

∫︁
𝑥2

1|𝜑𝑎(𝑥1)|2𝑑𝑥1 (3.50)

e
⟨𝑥2⟩𝑏 =

∫︁
𝑥2

1|𝜑𝑏(𝑥1)|2𝑑𝑥1 . (3.51)

Além disso,
⟨𝑥2

2⟩ = 1
2
(︁
⟨𝑥2⟩𝑎 + ⟨𝑥2⟩𝑏

)︁
, (3.52)
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onde
⟨𝑥2⟩𝑎 =

∫︁
𝑥2

2|𝜑𝑎(𝑥2)|2𝑑𝑥2 (3.53)

e
⟨𝑥2⟩𝑏 =

∫︁
𝑥2

2|𝜑𝑏(𝑥2)|2𝑑𝑥2 . (3.54)

Ainda,
⟨𝑥1𝑥2⟩ = ⟨𝑥⟩𝑎⟨𝑥⟩𝑏 ± 2|⟨𝑥⟩𝑎𝑏|2 , (3.55)

em que
⟨𝑥⟩𝑎𝑏 ≡

∫︁
𝑥𝜑*

𝑎(𝑥)𝜑𝑏(𝑥)𝑑𝑥. (3.56)

Substituindo as Eqs. (3.49), (3.52), (3.55) na Eq. (3.44) obtemos o valor esperado
do quadrado da distância de separação entre os elétrons indistinguíveis, ou seja,

⟨(𝑥1 − 𝑥2)2⟩𝑖𝑛𝑑 = ⟨𝑥2⟩𝑎 + ⟨𝑥2⟩𝑏 − 2⟨𝑥⟩𝑎⟨𝑥⟩𝑏 ∓ 2|⟨𝑥⟩𝑎𝑏|2 . (3.57)

Examinando as respostas dos valores esperados do quadrado da distância de
separação entre os elétrons distinguíveis e indistinguíveis, dados nessa ordem, pelas
Eqs. (3.48) e (3.57), concluímos que é a parcela dada em termos de ⟨𝑥⟩𝑎𝑏 (Eq. (3.56)) que
diferencia os dois resultados. É justamente tal parcela de onde sobressai uma sobreposição
das funções de onda dos dois elétrons em questão, resultando em uma interação mútua
por meio da chamada força de troca. Desta forma, evidenciamos de que modo a tomada
de suposição de indistinguibilidade dos elétrons acarreta naturalmente com a inclusão da
interação entre eles, chamado de forma geral como correlação de Fermi.

Uma segunda fonte de correlação tem origem no termo de interação de natureza
eletrostática entre os elétrons, de carácter repulsivo, essa contribuição se refere à chamada
correlação de Coulomb e sua manifestação se dá, do ponto de vista didático, de forma mais
clara de que a exposta anteriormente. Com a inclusão do termo 𝑉𝑒𝑒 (|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|) na equação
de Schrödinger computamos as interações entre os elétrons de maneira contínua, ou seja,
uns influenciando diretamente o movimento individual dos outros ou por meio de médias
eletrônicas. A inclusão dessa parcela na equação de Schrödinger do sistema apresenta uma
melhora muito significativa em relação à quando esse termo não é levado em consideração.

Do ponto de vista quantitativo o modo comumente usado para medir os efeitos de
correlação é por meio de uma análise energética. Uma definição operacional que recebeu
notável atenção na literatura é a de energia de correlação dada por

𝐸𝑐𝑜𝑟𝑟 ≡ 𝐸𝑒𝑥 − 𝐸𝐻𝐹 , (3.58)

onde 𝐸𝑒𝑥 é uma energia tida como exata e 𝐸𝐻𝐹 é o valor da energia calculada por meio
do método aproximativo de Hartree-Fock4 [109]. Além dessa definição, outras medidas de
efeitos de correlação baseados nas energias são utilizadas com sucesso [110–114].
4 No método aproximativo de Hartree-Fock as interações entre os elétrons são consideradas como valores

médios, desta forma não é levado em consideração os efeitos de correlação em sua completude. Uma
série de métodos estão postos na literatura para incluir os efeitos de correlação no sistema [107,108].
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A energia de correlação, apesar de ser muito pequena em comparação com a energia
total do sistema, é muitas vezes da mesma ordem de grandeza das diferenças de energia
que se deseja calcular ou da ordem de grandeza das energias das ligações químicas. Desta
forma, dentre outras propriedades dos sistemas quânticos em estudo, por exemplo energias
de dissociação e espectros de transição tem uma descrição mais sofisticada quando se leva
em consideração tais efeitos.

Não obstante o êxito dos estudos utilizando a energia como uma medida de correla-
ção, medidas baseadas na entropia da informação têm recebido atenção. Em determinadas
situações é sabido que a computação das interações eletrônicas no sistema provoca o
aumento da correlação eletrônica, acarretando uma deslocalização da densidade de carga
do sistema. Enquanto que o efeito da retirada da interação entre os elétrons é justamente
fabricar uma densidade mais compacta e localizada. As quantidades 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝, que podem
servir como medidas de localização e deslocalização, são tratadas como boas estimativas
para mensurar o grau de interação entre os elétrons. A soma entrópica 𝑆𝑡 também tem
guardado sucesso na quantificação dos efeitos da interação entre os elétrons.

A observação dos efeitos de correlação em sistemas quânticos livres (não confinados
espacialmente) por meio da soma entrópica 𝑆𝑡 já apresenta resultados na literatura. Tendo
como exemplos estudos realizados com átomos de Lítio [115] e Berílio [116], juntamente
com alguns elementos de suas respectivas séries isoeletrônicas (no caso do lítio com algumas
exceções), concluindo que os valores de 𝑆𝑡 aumentam com a inclusão de efeitos de correlação
nas funções de onda dos sistemas.

Além disso, investigação numérica envolvendo cálculos de funções de onda Hartree-
Fock restrito e utilizando funções obtidas através de configurações de interações simples e
duplas (CISD5), para os compostos H2O, HF, NH3, CO, HCN, CH3, OH, CH3F, C2H6, HCl,
HOOH e HNO mostram que existe uma tendência, com apenas algumas exceções, que na
proporção que se leva em consideração os efeitos de correlação, os valores de 𝑆𝑟 aumentam
enquanto que os valores de 𝑆𝑝 diminuem. Além disso, os valores de 𝑆𝑡 aumentam [117].
Um estudo analítico interpretando a soma entrópica como indicador do grau de correlação
e uma conexão entre 𝑆𝑡 e energia de correlação é obtida para o átomo de hélio e alguns
elementos de sua série isoeletrônica [118].

3.4 Caracterização de excitações eletrônicas via formalismo infor-
macional
O estudo de excitações eletrônicas tratado no presente trabalho se dá no contexto

das interações que uma partícula carregada incidente tem com um material alvo. Ao
5 Do inglês Configuration Interation Singles and Doubles.
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penetrar em um meio material a partícula paulatinamente transfere energia cinética para
o referido meio. Mais precisamente, no caso eletrônico6 a transferência de energia acontece
por meio de colisões inelásticas entre as partículas incidentes que são normalmente íons e
os elétrons dos átomos que compõem o meio material alvo. Tais interações podem gerar
processos físicos como ionização e/ou excitação eletrônica dos íons e dos átomos, capturas
eletrônicas ou emissões de radiações eletromagnéticas [120].

A análise da capacidade de um material em ser penetrado por uma partícula
carregada é caracterizada pela taxa de energia perdida pela partícula por unidade de
comprimento atravessado da matéria. Essa quantidade recebe o nome de poder de freamento
e é escrita como [120]

𝑃𝑓 = −𝑑𝐸

𝑑𝑥
. (3.59)

Com essa definição, a Eq. (3.59) que é uma quantidade de importância central nesse tipo
de estudo tem dimensão de força, sendo assim fisicamente identificada como uma espécie
de força freadora.

Uma primeira análise que fazemos acerca do comportamento físico da quantidade
𝑃𝑓 diz respeito à curva de freamento em função da energia da partícula incidente [121].
Na Figura 3 temos uma representação dessa curva dividida em três regiões. Na região
III temos os íons com as energias mais altas, nessa região a excitação dos elétrons das
camadas internas do alvo é preponderante para o freamento eletrônico e, ainda, os processos
de excitação e ionização são relativamente bem caracterizados pela chamada energia de
excitação média 𝐼𝑚.

Ao passo que o íon avança às camadas mais internas do alvo (regiões 𝐼𝐼𝐼 → 𝐼𝐼 → 𝐼)
ele passa a capturar elétrons e experimenta um processo gradual de neutralização. Na região
II temos como principal característica a ocorrência do pico de Bragg, abaixo desse pico o
processo de freamento depende predominantemente das estruturas eletrônicas da partícula
incidente e do alvo. Por fim, na região I o estado de ionização do íon é praticamente nulo
e o poder de freamento é proporcional à velocidade do íon.

As expressões para o poder de freamento são obtidas dentro do escopo das chamadas
Teorias de Freamento. Inicialmente, Bohr [122] propõe um estudo calculando o poder de
freamento utilizando conceitos oriundos da Física Clássica. Nesse modelo o íon incidente
é tratado como uma partícula pontual que se desloca com velocidade 𝑣⃗, com carga Z𝑒
e massa 𝑀í𝑜𝑛 ≫ 𝑚𝑒, onde 𝑚𝑒 é a massa do elétron alvo. Nesse constructo temos que
a velocidade do íon é muito maior do que a velocidade orbital do elétron. A Ref. [123]
apresenta de forma didática um esquema para a expressão derivada por Bohr.
6 Os processos de interações são habitualmente divididos em dois grupos, a saber: 1) trata da interação

da partícula incidente com o alvo como um todo (freamento nuclear) e 2) analisa as interações entre a
partícula incidente e os elétrons dos átomos que compõe o alvo (freamento eletrônico) [119].
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Figura 3 – Curva característica do poder de freamento em função das energias dos íons
incidentes na matéria alvo. Figura retirada da Ref. [121].

Um dos primeiros a propor o uso de ideias da Teoria Quântica para o tratamento
das interações de íons com a matéria no contexto de freamento é Bethe [124]. Nesse cenário
a velocidade do íon incidente é alta (mas não relativística) em comparação à velocidade
orbital dos elétrons dos átomos que compõe o material alvo. Nessa elaboração surge a
chamada energia de excitação média 𝐼𝑚.

Adiante, Bloch levando em conta uma perturbação na função de onda dos elétrons
atômicos apresenta uma construção onde evidencia a ligação entre a teoria proposta por
Bohr e a teoria indicada por Bethe. Temos assim a obtenção da chamada expressão de
Bethe-Bloch não relativística para o freamento de íons. A Ref. [125] providencia uma
revisão dos principais aspectos acerca desses modelos.

Posteriormente Fano [126] apresenta uma versão relativística para a expressão de
Bethe-Bloch e também com a adição de termos relevantes. Essa é tida como uma expressão
geral e é comumente utilizada no estudo dos processos físicos em questão, a sua forma
explícita é dada por

𝑃𝑓 (𝑣, 𝐼𝑚) = −𝑑𝐸

𝑑𝑥
= 4𝜋𝑁𝑍1

2𝑒4

𝑚𝑒𝑣2 𝑍2

[︃
ln
(︃

2𝑚𝑒𝑣
2

𝐼𝑚

)︃
− 𝐶(𝑣)

𝑍2
− 𝛿

2 − ln
(︃

1 − 𝑣2

𝑐2

)︃
− 𝑣2

𝑐2

]︃
.

(3.60)
Dentro dos colchetes, o primeiro termo configura a expressão original de Bethe, o segundo
termo é devido às correções de camadas (diz respeito ao movimento relativo dos elétrons
atômicos), o terceiro termo refere-se à densidade do meio e, por fim, os demais termos são
as correções relativísticas. Ainda, 𝑒 e 𝑚𝑒 são, nessa ordem, a carga e a massa do elétron, 𝑁
é o número de átomos por unidade de volume, além disso 𝑍1 e 𝑍2 são os números atômicos
do íon incidente e do átomo alvo, respectivamente.

Na Eq. (3.60) o logaritmo da energia de excitação média dos átomos que compõe o
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material é definida como

𝑍2 ln 𝐼𝑚 =
∑︁

𝑛

𝑓0𝑛 ln(𝐸𝑛 − 𝐸0) , (3.61)

onde o somatório é sobre os níveis excitados do sistema7, 𝐸𝑛 é a energia do n-ésimo estado
excitado e 𝐸0 é a energia do estado fundamental. A chamada força de oscilador 𝑓0𝑛 mede
a probabilidade de o elétron passar de um estado de menor para um de maior energia
(transição eletrônica) [127,128].

A energia de excitação média 𝐼𝑚 cumpre papel central na Eq. (3.60) e guarda
importância na sua capacidade de caracterizar a matéria alvo no que se refere à absorção
de energia e, como já descrito anteriormente, é tão mais eficaz nesse estudo quanto mais
altas forem as velocidades dos íons incidentes (região III da Figura 3). Entretanto, uma
das dificuldades desse modelo é a obtenção de dados experimentais ou até mesmo teóricos
para a força de oscilador. Do ponto de vista experimental existe uma dificuldade na
determinação dos valores de 𝐼𝑚 em um espetro de energia de 10 a 1000 e.V. onde os valores
de 𝑓0𝑛 são pouco conhecidos [126].

Uma das ideias para contornar o inconveniente apontado anteriormente é, ao invés
de tratar as interações do íon incidente com os elétrons dos átomos da matéria alvo
individualmente, fazer com que a interação do íon seja computada do ponto de vista da
coletividade dos elétrons do alvo. Uma proposição que ganha destaque nesse contexto
é apresentada por Lindhard e Scharff [129] que estudam a interação de uma partícula
carregada com um gás de elétrons livres utilizando uma aproximação local de plasma8. Em
particular, eles aplicam essa ideia para reformular a expressão para a energia de excitação
média.

O modelo de aproximação local de plasma (LPA9), em essência, consiste em levar
em consideração que cada elemento de volume da densidade eletrônica nos átomos se
configura como um plasma independente com densidade igual à densidade eletrônica
local. Além disso, as frequências de revolução do modelo do elétron independente 𝜔𝑖 e a
do plasma 𝜔𝑝, as duas frequências dominantes em um ponto da densidade eletrônica no
modelo de gás de elétrons, são tidas como sendo aproximadamente iguais [129,133].

Na aproximação LPA, onde as excitações eletrônicas são computadas de forma
coletiva, a energia de excitação média é escrita como [134,135]

𝑍2 ln 𝐼𝑚 =
∫︁
𝜌(𝑟⃗) ln [~ 𝛾 𝜔𝑝(𝑟⃗)] 𝑑𝑟⃗ , (3.62)

onde 𝛾 é uma quantidade entre 1 e
√

2 ( incluída para dar conta das excitações de partículas
independentes gerando uma frequência efetiva dada por 𝛾 𝜔𝑝 ). Ainda, a frequência do
7 A energia de excitação é definida como sendo a energia necessária para elevar um sistema de seu

estado fundamental para um estado excitado. Nesse sentido, a cada passagem para um estado excitado
temos uma energia de excitação específica.

8 Para uma revisão envolvendo conceitos sobre a Física do Plasma ver as Refs. [130–132].
9 Do inglês Local Plasma Aproximation.
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plasma 𝜔𝑝(𝑟⃗) correspondente à densidade eletrônica 𝜌(𝑟⃗)10 no ponto 𝑟⃗ é definida como

𝜔𝑝(𝑟⃗) =
√︃

4𝜋𝑒2𝜌(𝑟⃗)
𝑚

. (3.63)

Seguindo, substituindo a Eq. (3.63) na Eq. (3.62), e utilizando o sistema de unidades
atômicas, temos

𝑍2 ln 𝐼𝑚 =
∫︁
𝜌(𝑟⃗) ln 𝜌(𝑟⃗)𝑑𝑟⃗ + 𝑍 ln 4𝜋 + 2𝑍 ln 𝛾 . (3.64)

Assim, notamos na Eq. (3.64) o aparecimento da quantidade
∫︁
𝜌(𝑟⃗) ln 𝜌(𝑟⃗)𝑑𝑟⃗ que é o

negativo da entropia de Shannon no espaço das posições. Ainda, reescrevendo a energia
média de excitação 𝐼𝑚 em termos de 𝑆𝑟 chegamos a

𝐼𝑚 = 2
√
𝜋𝛾 exp

[︂
− 𝑆𝑟

2𝑍2

]︂
. (3.65)

Desta forma, utilizando uma aproximação local de plasma, que na prática leva em
consideração as excitações eletrônicas do material alvo de forma coletiva, reescrevemos
uma expressão para a energia de excitação média com dependência sobre os valores de 𝑆𝑟.
Tal expressão dada pela Eq. (3.65) conta com a vantagem, em comparação à Eq. (3.61),
de tratar das determinações dos valores de 𝑆𝑟 que são relativamente mais acessíveis do
que os cálculos dos valores das forças de oscilador 𝑓0𝑛 requeridos na expressão usual.

Por fim, notar que as Eqs. (3.61) e (3.62) apresentam sensibilidades dimensionais
nos argumentos das funções logarítmicas, excepcionalmente aqui trabalharemos com essas
formas usualmente utilizadas.

10 Neste caso estamos trabalhando em um espaço em três dimensões.
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4 Sistemas físicos de interesse

Faça as coisas mais simples que você puder,
porém não se restrinja às mais simples.

Albert Einstein

Discutimos neste capítulo os sistemas físicos escolhidos para o presente estudo.
Nessa perspectiva iniciamos com uma revisão sobre os sistemas quânticos confinados
espacialmente na seção 4.1. Em seguida, apresentamos os sistemas específicos utilizados:
os sistemas unidimensionais submetidos a uma função potencial do tipo quadrado infinito
(partícula confinada em uma caixa) e a uma função potencial do tipo harmônica (oscilador
harmônico) são discutidos na seção 4.2. Os sistemas submetidos a funções potenciais
de caráter central, mais precisamente a função potencial do tipo esférica com barreira
de potencial infinita (partícula confinada em uma gaiola) e a função potencial do tipo
coulombiana (átomos hidrogenoides confinados) são revisitados na seção 4.3 . Encerrando, os
sistemas contendo dois elétrons (átomos isoeletrônicos de hélio confinado) são apresentados
ressaltando as aproximações utilizadas para a sua resolução na seção 4.4.

4.1 Sistemas quânticos confinados espacialmente
Os sistemas quânticos confinados espacialmente configuram uma categoria de

sistemas em que as partículas ou um conjunto de partículas têm seus movimentos restritos
a uma determinada região. De um modo geral, convencionou-se a dividir a modelagem de
confinamento em duas descrições que podem ser aplicadas separadamente ou em conjunto
atuando no sentido de complementariedade.

Um primeiro grupo trabalha com a função potencial do sistema para simular a
situação de confinamento, nesse sentido, pode-se optar pela substituição direta do potencial
físico do sistema 𝑉 (𝑟⃗) por um potencial modelo 𝑉𝑚𝑜𝑑(𝑟⃗) que assegure características de
restrição espacial ou pela inclusão de um potencial confinante 𝑉𝑐𝑜𝑛𝑓 (𝑟⃗) no hamiltoniano do
sistema livre.

Em particular, os ditos potenciais modelos podem ser divididos em três categorias.
Um primeiro tipo incorpora os potenciais que tem um caráter repulsivo e podem ser pene-
tráveis (barreiras de potencial finitas) ou impenetráveis (barreiras de potencial infinitas).
Abaixo listamos alguns exemplos desses potenciais,
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∙ Gaiola esférica infinita [136]

𝑉 𝑐(𝑟) =

⎧⎨⎩ 0 para 0 < 𝑟 < 𝑟𝑐

∞ para 𝑟 ≥ 𝑟𝑐

, (4.1)

onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento (posição da barreira de confinamento).

∙ Harmônico [137]
𝑉 𝑐(𝑟) = 1

2𝑚𝜔
2𝑟2 , (4.2)

onde 𝑚 é a massa da partícula e 𝜔 é a frequência de oscilação.

∙ Wood-Saxon [138]
𝑉 𝑐(𝑟) = 2𝜆

1 + exp[(𝑟𝑐 − 𝑟)/𝜂] , (4.3)

onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento, 𝜆 e 𝜂 controlam, respectivamente, a altura e a
inclinação da barreira de potencial.

Um segundo tipo de potencial modelo engloba potenciais com características de
atração e são sempre penetráveis, como por exemplo,

∙ Concha esférica atrativa [139]

𝑉 𝑐(𝑟) =

⎧⎨⎩ −𝑈0 para 𝑟𝑐 6 𝑟 6 𝑟𝑐 + Δ
0 para de outra forma

, (4.4)

onde 𝑟𝑐 é o raio interno e 𝑟𝑐 + Δ é o raio externo, sendo Δ a diferença entre tais
raios, além disso 𝑈0 é a profundidade do poço de potencial.

∙ 𝛿-potencial [140]

𝑉 𝑐(𝑟) =

⎧⎨⎩ −𝑈0 𝛿(𝑟) para 𝑟 = 𝑟𝑐

0 para de outra forma
, (4.5)

onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento, 𝑈0 é relativo ao potencial e 𝛿(𝑟) é uma função do
tipo delta.

∙ Concha esférica gaussiana [141]

𝑉 𝑐(𝑟) = −𝑈0 exp
(︃

−(𝑟 − 𝑟𝑐)2

𝜎2

)︃
, (4.6)

onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento, 𝑈0 é a profundidade do poço de potencial e 𝜎 é a
meia largura na profundidade 𝑈0 𝑒

−1.

E, por fim, uma terceira categoria que abarca os potenciais que descrevem átomos
em ambientes de plasma. Alguns exemplos desses potenciais são
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∙ Debye [142]

𝑉 𝑐(𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩ −𝑍𝑒2 exp(−𝜇𝑟)
𝑟

para 0 < 𝑟 < 𝑟𝑐

∞ para 𝑟 > 𝑟𝑐

, (4.7)

onde 𝜇 é um parâmetro devido ao ambiente de plasma, 𝑍 o número atômico e 𝑟𝑐 o
raio de confinamento.

∙ Ion-esférico [143]

𝑉 𝑐(𝑟) =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(𝑍 − 1)𝑒2

2𝑟𝑐

[︃
3 −

(︂
𝑟

𝑟𝑐

)︂2
]︃

para 0 < 𝑟 < 𝑟𝑐

0 para 𝑟 > 𝑟𝑐

, (4.8)

onde 𝑍 é o número atômico e 𝑟𝑐 o raio de confinamento.

Os potenciais listados devem ser escolhidos no sentido de contemplar uma descrição
acurada do sistema em estudo, assim cada um deles possuem vantagens e desvantagens. O
potencial harmônico descreve com relativo sucesso estruturas como pontos quânticos em
geometrias de equilíbrio. Já o potencial Wood-Saxon possui a vantagem de dispor de dois
parâmetros (𝜆 e 𝜂) que podem variar permitindo o estudo de uma vasta gama de sistemas
e regimes de confinamento. Os potenciais tipo concha esférica atrativa e 𝛿-potencial tem
obtido sucesso no estudo de fulerenos endohedral (sistemas onde átomos e moléculas
pequenas são confinados em uma gaiola de carbono com 𝐶𝑛 (𝑛 ≥ 20)) e, nesse contexto,
o potencial do tipo concha esférica gaussiana é sugerido para contornar instabilidades
numéricas devido as descontinuidades inerentes aos dois últimos potenciais. Por fim, os
potencias tipo Debye e ion-esférico são utilizados para o estudo em ambientes plasmáticos.

A geometria espacial do confinamento também deve receber atenção e sua escolha
se guia explorando as simetrias do problema. Um primeiro exemplo que apresentamos é o
confinamento cilíndrico onde o potencial confinante é dado por [144]

𝑉 𝑐(𝜌, 𝑧) =

⎧⎪⎨⎪⎩ − 𝑍√
𝜌2 + 𝑧2 para 𝜌 < 𝑟𝑐;𝐷 −𝐻 < 𝑧 < 𝐷

𝑉0 para 𝜌 ≥ 𝑟𝑐; 𝑧 ≤ 𝐷 −𝐻; 𝑧 ≥ 𝐷
, (4.9)

onde 𝑟𝑐 é o raio da cavidade cilíndrica, 𝐻 é a altura do cilindro e 𝐷 é a distância da
partícula a uma das tampas do cilindro. Fisicamente esse potencial simula uma barreira
de altura constante na superfície e fora da cavidade cilíndrica, desta forma gerando um
campo constante médio devido ao meio circundante.

Um segundo exemplo de geometria de confinamento engenhoso é o confinamento
por dois cones. O formato geométrico aqui é o de dois cones unidos por seus vértices com
eixos na direção 𝑧. O potencial confinante então é escrito como [145]

𝑉 𝑐 =

⎧⎨⎩ 0 para 𝜃0 < 𝜃 < 𝜋 − 𝜃0

∞ para 𝜃 ≤ 𝜃0 ou 𝜋 − 𝜃0 < 𝜃
. (4.10)
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O núcleo e os vértices do cone estão na origem, 𝑟⃗ = (𝑟, 𝜃, 𝜙) são as coordenadas esféricas
da partícula e 𝜃0 o ângulo polar da superfície do cone (0 < 𝜃0 <

𝜋

2 ).

Por fim, um terceiro exemplo de geometria de confinamento é do tipo elíptico. Nesse
sistema o confinamento é efetivado em uma cavidade esferoidal e o potencial confinante é
dado por [66]

𝑉 𝑐 =

⎧⎨⎩ 0 para 1 < 𝜉 < 𝜉𝑐

∞ para 𝜉 > 𝜉𝑐

, (4.11)

onde 𝜉𝑐 está relacionado com a excentricidade da cavidade delimitadora e o sistema é
descrito nas coordenadas elípticas (𝜉, 𝜂, 𝜙). Esse potencial tem sido usado, por exemplo,
no estudo do íon molecular 𝐻+

2 confinado.

Um segundo grupo em que se subdivide a modelagem de confinamento espacial
caracteriza-se pelo trabalho efetuado na função de onda do sistema [146, 147]. Nessa
perspectiva, a situação de confinamento é introduzida diretamente na função de onda. Na
prática as condições de contorno finitas são incorporadas assumindo a parte radial da
função 𝜓(𝑟⃗) como sendo

𝜓𝑐(𝑟) = 𝜑(𝑟) Ω(𝑟) , (4.12)

onde 𝜑(𝑟) pode ser tomada como sendo a solução da equação de Schrödinger para o sistema
livre e Ω(𝑟) é uma função geralmente chamada de função de corte.

A principal característica da função de corte Ω(𝑟) é que ela se anula nas fronteiras
do confinamento, ou seja, em 𝑟 = 𝑟𝑐. Desta forma a Eq. (4.12) também se anula passando
a descrever uma função de onda de um sistema confinado. Alguns exemplos de expressões
para Ω(𝑟) são funções do tipo

∙ linear [148]
Ω(𝑟) = (𝑟𝑐 − 𝑟) , (4.13)

∙ polinomial [149]

Ω(𝑟) =
[︂
1 −

(︂
𝑟

𝑟𝑐

)︂]︂𝑛

ou Ω(𝑟) =
[︂
1 −

(︂
𝑟

𝑟𝑐

)︂𝑛]︂
(4.14)

onde 𝑛 é um número que define o grau do polinômio.

∙ exponencial [150]
Ω(𝑟) =

(︂
1 − 𝑟

𝑟𝑐

)︂
exp

(︂
𝑟

𝑟𝑐

)︂
, (4.15)

∙ trigonométricas [151]

Ω(𝑟) =
[︂
sen

(︂
1 − 𝑟

𝑟𝑐

)︂]︂
ou Ω(𝑟) =

[︂
cos

(︂
𝜋

2
𝑟

𝑟𝑐

)︂]︂
. (4.16)
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Em todos as propostas anteriores 𝑟𝑐 é o raio de confinamento do sistema. Adicionalmente,
um método aproximativo que é utilizado frequentemente nessa construção é o Método
Variacional que, com o suporte do princípio variacional e fazendo uso de parâmetros
ajustáveis na Eq. (4.12), determina a melhor função de onda aproximada para o sistema
(para uma melhor descrição do método ver Apêndice B).

As regiões ditas serem de confinamento rigoroso são aquelas em que a densidade
de probabilidade eletrônica está bem mais concentrada ou compactada em relação às
densidades menos localizadas ligadas ao regime de confinamento fraco. Além disso, nesse
regime é conhecido que a influência do potencial confinante torna-se preponderante em
relação ao potencial nuclear.

Do ponto de vista de uma análise energética resultados na literatura mostram que
nas regiões onde o confinamento do sistema se torna muito severo os valores das energias
do oscilador harmônico unidimensional confinado tendem aos valores de uma partícula
confinada em uma caixa [152], também os valores das energias de átomos hidrogenoides
confinados tendem para os valores das energias de uma partícula confinada em uma
gaiola [73]. Ademais, constata-se que em átomos multieletrônicos as energias das interações
entre os elétrons se tornam, proporcionalmente às energias do átomo, menos substanciais
nesse regime de confinamento [74].

O presente trabalho, além de contribuir com uma análise complementar envolvendo
as energias, utiliza as entropias informacionais de Shannon, bem como os valores da soma
entrópica, para avaliar as tendências que os sistemas quânticos confinados de interesse
exibem quando a situação de confinamento torna-se rigorosa. Adicionalmente, sugere uma
resposta e interpretação para o recente questionamento apresentado na Ref. [16] em relação
ao comportamento da soma entrópica quando o raio de confinamento tende para zero.

4.2 Sistemas confinados submetidos a uma função potencial unidi-
mensional
Os sistemas físicos submetidos à funções potenciais unidimensionais são de in-

teresse na Mecânica Quântica pois, a despeito de serem relativamente simples, o seu
tratamento já ilustra o aparecimento de efeitos não clássicos. Ademais, eles contém muitas
das características dos sistemas em três dimensões sem apresentarem muitas de suas
dificuldades.

De um modo geral, a equação de Schrödinger unidimensional independente do
tempo é escrita sob a forma

− ~2

2𝑚
𝑑2𝜓(𝑥)
𝑑𝑥2 + 𝑉 (𝑥)𝜓(𝑥) = 𝐸𝜓(𝑥) , (4.17)
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onde 𝐸 é a energia do estado estacionário, 𝑚 é a massa da partícula, ~ é a constante de
Planck ℎ dividida por 2𝜋 e 𝑉 (𝑥) é a função potencial em uma dimensão em que a partícula
está submetida.

A caracterização completa do problema ocorre quando determinamos a função
potencial 𝑉 (𝑥) a ser utilizada na equação de Schrödinger. As funções potenciais específicas
são apresentadas nas duas próximas subseções 4.2.1 e 4.2.2, a saber: as funções potenciais
do tipo quadrado infinito e do tipo harmônica.

4.2.1 Função potencial do tipo quadrado infinito

Uma das primeiras funções potenciais a ser investigada nos livros de introdução à
Mecânica Quântica é a chamada função potencial do tipo quadrado infinito e é normalmente
utilizada como exemplo nas primeiras resoluções da equação de Schrödinger.

Essa função potencial compõe a caracterização de um dos primeiros exemplos de
sistemas quânticos confinados apresentados, ou seja, a partícula confinada em uma caixa.

A função potencial do tipo quadrado infinito é dada por [153]

𝑉 (𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
∞ para 𝑥 ≤ −𝑥𝑐

2 ou 𝑥 ≥ 𝑥𝑐

2
0 para −𝑥𝑐

2 < 𝑥 <
𝑥𝑐

2
, (4.18)

onde 𝑥𝑐 é a distância de confinamento (largura do poço do potencial ou a largura da caixa).
Uma reprodução esquemática desse potencial é apresentado na Figura 4.

c

V( )

c

Figura 4 – Representação esquemática da função potencial do tipo quadrado infinito.

De acordo com a função potencial (4.18) no espectro de valores de 𝑥 compreendi-
dos entre −𝑥𝑐

2 e 𝑥𝑐

2 a partícula experimenta um potencial nulo, nesse sentido é tratada
como uma partícula livre. Entretanto, nas fronteiras do sistema, mais precisamente em
𝜑
(︂
𝑥 = ± 𝑥𝑐

2

)︂
, barreiras de potenciais infinitas são impostas, levando assim ao constrangi-

mento espacial do movimento da partícula.
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O desenvolvimento para a resolução da Eq. (4.17) utilizando a função potencial (4.18)
pode ser encontrado em detalhe na literatura [153]. Aqui, indicamos diretamente a forma
dessa solução dada por

𝜑(𝑥) = 𝐴𝑒𝑖𝑘𝑥 +𝐵𝑒−𝑖𝑘𝑥 . (4.19)

Impondo as condições de contorno

𝜑
(︂
𝑥 = ± 𝑥𝑐

2

)︂
= 0 (4.20)

na Eq. (4.19), além do mais, buscando uma solução não trivial (𝜑(𝑥) = 0 não é uma
solução física aceitável dentro do poço de potencial) chegamos a duas soluções possíveis

𝜑𝑛(𝑥) = 𝐴𝑛 cos(𝑘𝑛𝑥) (4.21)

e
𝜑𝑛(𝑥) = 𝐵𝑛 sen(𝑘𝑛𝑥). (4.22)

Em ambas às soluções 𝐴𝑛 e 𝐵𝑛 são constantes de normalização. O parâmetro 𝑘𝑛 é conhecido
como número de onda, sendo dado por

𝑘𝑛 = 𝑛𝜋

𝑥𝑐

, (4.23)

onde 𝑛 é o chamado número quântico e define os estados fundamental e excitados do
sistema. Para a solução do tipo função cosseno temos 𝑛 = 1, 3, 5...; enquanto que, para a
solução do tipo seno contamos com 𝑛 = 2, 4, 6... .

A energia total da partícula é quantizada e dada por

𝐸𝑛 = ~2𝑘𝑛
2

2𝑚 = 𝜋2~2𝑛2

2𝑚𝑥𝑐
2 . (4.24)

O espectro de energia no caso do sistema em que a partícula não tem constrangimento
espacial (partícula livre), em contraste com a Eq. (4.24), assume quaisquer valores.

4.2.2 Função potencial do tipo harmônica

A função potencial do tipo harmônica surge do protótipo clássico em que uma
massa é presa a uma mola de constante de força 𝑘. A utilização dessa função potencial na
composição da equação de Schrödinger caracteriza, em linhas gerais, o sistema conhecido
como oscilador harmônico quântico. Em uma primeira aproximação, tal modelo é utilizado
para descrever o movimento relativo dos átomos nas moléculas e nos sólidos, entre outros.

A função potencial harmônica é uma aproximação parabólica em torno de um
mínimo local 𝑥0 como podemos visualizar pela curva tracejada em um potencial arbitrário
𝑉 (𝑥) na Figura 5. Nessa acepção uma partícula fica confinada executando pequenas
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Figura 5 – Curva representando uma aproximação parabólica (curva tracejada) de um
potencial arbitrário. Figura retirada da Ref. [106].

oscilações em torno desse mínimo local. Do ponto de vista matemático expandindo o
potencial em torno de 𝑥0 temos

𝑉 (𝑥) = 𝑉 (𝑥0) + 𝑉 ′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0) + 1
2𝑉

′′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0)2 + ... . (4.25)

Na expressão (4.25) o valor mínimo 𝑉 (𝑥0) pode ser subtraído (a origem da energia
potencial é arbitrária) e a derivada 𝑉 ′(𝑥0) é nula já que 𝑥0 é um ponto de mínimo local.
Além disso, descartando os temos de ordem superior, obtemos a expressão aproximada

𝑉 (𝑥) ∼=
1
2𝑉

′′(𝑥0)(𝑥− 𝑥0)2 , (4.26)

a qual descreve a oscilação para pequenos movimentos com uma constante da mola dada
por 𝑘 = 𝑉 ′′(𝑥0).

A constante da mola pode ser escrita em termos da massa 𝑚 e da frequência
angular do oscilador clássico 𝜔 pela relação 𝑘 = 𝑚𝜔2 que, aplicada na expressão (4.26),
define a função potencial do tipo harmônica unidimensional da seguinte forma [5]

𝑉 (𝑥) = 1
2𝑚𝜔

2𝑥2 , (4.27)

onde 𝑥 é o deslocamento da partícula em relação a posição de equilíbrio 𝑥0.

A solução da equação de Schrödinger (4.17) utilizando a função potencial (4.27)
faz uso de diferentes metodologias que vai desde um método algébrico até um método
analítico. O método algébrico utiliza os operadores de Dirac [154] que, além de fornecer
uma resolução mais direta, é utilizado na introdução da Teoria Quântica de Campos [155].
Já o método analítico aplica o procedimento de Frobenius, destacando-se por oferecer um
tratamento mais genérico, aplicado no estudo de diferentes potenciais [156].

Não obstante a metodologia utilizada para a resolução do problema a função de
onda solução para o oscilador harmônico unidimensional é dada por

𝜓𝑛(𝑥) = 𝐴𝑛𝑒
− 𝛽𝑥2

2 𝐻𝑛

(︂√︁
𝛽𝑥
)︂
, (4.28)
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onde 𝐴𝑛 é uma constante determinada pela condição de normalização e 𝐻𝑛

(︂√︁
𝛽𝑥
)︂

são os

polinômios de Hermite [157] e 𝛽 = 𝑚𝜔

~
. O subíndice 𝑛 é um número inteiro não-negativo

que indica o estado quântico do sistema.

Para o caso em que o sistema está no seu estado de energia mais baixa, ou seja, em
seu estado fundamental (𝑛=0), a função de onda solução para a Eq. (4.28) toma a forma

𝜓0(𝑥) = 𝐴0𝑒
(− 𝑚𝜔

2~ 𝑥2) . (4.29)

Enquanto para o primeiro (𝑛=1) e o segundo (𝑛=2) estados excitados do sistema temos
as respectivas funções de onda soluções,

𝜓1(𝑥) = 𝐴1𝑥𝑒
(− 𝑚𝜔

2~ 𝑥2) (4.30)

e
𝜓2(𝑥) = 𝐴2

(︁
4𝜔𝑥2 − 2

)︁
𝑒(− 𝑚𝜔

2~ 𝑥2) . (4.31)

As energias dos diversos níveis são dadas por

𝐸𝑛 =
(︂
𝑛+ 1

2

)︂
~𝜔 . (4.32)

A vantagem de usar as expressões apresentadas em termos de 𝜔, ao invés de 𝑘,
reside no fato dessa quantidade ser diretamente proporcional ao valor da energia 𝐸.

O sistema caracterizado pela função potencial dada pela Eq. (4.27), do ponto de
vista da construção apresentada, pode ser classificado no conjunto dos sistemas quânticos
confinados. Entretanto, um modelo mais flexível pode ser alcançado quando são utilizadas
barreiras de potencial confinantes no potencial harmônico nas posições 𝑥𝑐 (distâncias de
confinamento) que podem variar. Na Figura 6 temos uma ilustração da intervenção das
barreiras na função potencial em comparação com a Figura 5. Neste caso, a função de
onda terá que satisfazer a condição de contorno 𝜓 (𝑥 = ± 𝑥𝑐) = 0 .

Para determinar a função de onda no estado fundamental para o oscilador harmônico,
utilizando as barreiras de potencial, multiplicamos a solução 𝜓0(𝑥) por uma função de corte
Ω(𝑥) e introduzimos um parâmetro 𝛼 a ser determinado através do Método Variacional
(ver Apêndice B). Assim, temos

𝜓𝑐
0(𝑥) = 𝐵𝑒(−𝛼)(𝑚𝜔

2~ 𝑥2)Ω(𝑥) , (4.33)

onde 𝐵 é uma constante de normalização. A função de corte se anula nas fronteiras do
sistema, ou seja, Ω(𝑥 = ±𝑥𝑐) = 0. Especificamos a função Ω(𝑥) no Capítulo 5.

Por fim, nesse modelo, o potencial confinante do sistema é dado por

𝑉 𝑐(𝑥) =

⎧⎪⎨⎪⎩
1
2𝑚𝜔

2𝑥2 para |𝑥| < 𝑥𝑐

∞ para |𝑥| ≥ 𝑥𝑐

. (4.34)
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Figura 6 – Curva representando uma aproximação parabólica (curva tracejada) de um
potencial arbitrário e onde são erguidas barreiras de potencial confinantes na
posição 𝑥𝑐. Figura ilustrativa adaptada da Ref. [106].

A determinação da função solução por meio da Eq. (4.33) e a realização do potencial
confinante (4.34) configura mais um padrão para o oscilador harmônico confinado.

Desta maneira apresentamos os sistemas confinados por dois modelos, um primeiro
que nos referimos como oscilador harmônico que utiliza o potencial harmônico dado pela
Eq. (4.27) e pela função de onda escrita como a Eq. (4.28). Além desse, descrevemos um
segundo modelo que chamamos de oscilador harmônico confinado que é caracterizado pelo
potencial confinante de barreias infinitas dado pela relação (4.34) e pela função de onda
representada pela Eq. (4.33).

Em outros trabalhos é relatado que através de uma análise envolvendo as energias
dos sistemas o oscilador harmônico unidimensional confinado pode ser tratado como um
sistema intermediário entre uma partícula confinada em uma caixa e o oscilador harmônico.
Essa análise se dá no sentido que, do ponto de vista das energias, quando as distâncias
de confinamento tendem para zero o sistema se comporta como uma partícula em uma
caixa e, por outro lado, quando essas distâncias tendem para o infinito o sistema tem
características do oscilador harmônico [152].

4.3 Sistemas confinados submetidos a uma função potencial cen-
tral
Os sistemas onde a interação de dois corpos se dá por intermédio de uma força

direcionada ao longo da linha que conecta os seus respectivos centros é dito estar submetido
a uma função potencial de caráter central. Uma das características desses sistemas é que
devido a sua simetria operamos com as coordenadas esféricas para a sua resolução.

A solução desse sistema é apresentado com detalhes na literatura [106,158–161],
aqui passamos em revista os principais aspectos do empreendimento matemático e físico
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que levam às soluções.

Utilizamos o modelo de duas partículas interagentes de massas 𝑚1 e 𝑚2, tratando
separadamente o movimento do centro de massa e do movimento relativo das duas
partículas. Nesse contexto definem-se duas coordenadas vetoriais, uma referente ao centro
de massa do sistema Γ⃗ = 𝑚2𝑟⃗2 +𝑚1𝑟⃗1

𝑚2 +𝑚1
e outra relativa às duas partículas 𝑟⃗ = 𝑟⃗2 − 𝑟⃗1.

Desta forma definimos uma massa reduzida 𝜇 = 𝑚2𝑚1

𝑚2 +𝑚1
e a massa total 𝑀 = 𝑚2 +𝑚1.

Assim obtemos duas equações desacopladas, uma representando o movimento translacional
do centro de massa do sistema e a outra o movimento relativo das duas partículas.

Estamos interessados no movimento relativo das duas partículas de onde resultam
os níveis de energia e as funções de onda de quadrado integrável de interesse. Admitamos
que a partícula 1 está fixa no centro do eixo de coordenadas e possui massa infinita, desta
forma o movimento do centro de massa do sistema se anula, restando apenas para exame
o movimento relativo da partícula 2 em relação a partícula 1.

Diante do sistema exposto a equação de Schrödinger é dada por⎡⎣−~2

2𝑚𝑟
𝜕2

𝜕𝑟2 𝑟 + 𝐿⃗2

2𝑚𝑟2 + 𝑉 (𝑟)
⎤⎦𝜙(𝑟, 𝜃, 𝜗) = 𝐸𝜙(𝑟, 𝜃, 𝜗) , (4.35)

onde 𝑚 é a massa da partícula (omitimos o índice 2 da massa da partícula), 𝜙(𝑟, 𝜃, 𝜗) é a
função de onda solução, 𝐿⃗ é o operador momento angular1, 𝐸 é a energia para o estado
estacionário e 𝑉 (𝑟) é o potencial de caráter central.

A solução 𝜙(𝑟, 𝜃, 𝜗) é o produto de uma parcela radial 𝜉𝑛𝑙(𝑟) com dependência nos
números quânticos 𝑛 e 𝑙 e uma parte angular 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜗) com os números quânticos 𝑙 e 𝑚
(método da separação de variáveis). Assim, temos,

𝜙(𝑟, 𝜃, 𝜗) = 𝜉𝑛𝑙(𝑟)𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜗) . (4.36)

As quantidades 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜗) são os harmônicos esféricos sob a forma

𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜗) =
[︃

2𝑙 + 1
4𝜋

(𝑙 − |𝑚|)!)
(𝑙 + |𝑚|)!)

]︃ 1
2

𝑃𝑙𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑒𝑖𝑚𝜗 , (4.37)

sendo
𝑃𝑙𝑚(𝑐𝑜𝑠𝜃) = 𝑠𝑒𝑛|𝑚|𝜃

𝑑|𝑚|

𝑑(𝑐𝑜𝑠𝜃)|𝑚|𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃) (4.38)

e, finalmente,

𝑃𝑙(𝑐𝑜𝑠𝜃) = 1
2𝑙𝑙!

𝑑𝑙

𝑑(𝑐𝑜𝑠𝜃)𝑙 (𝑐𝑜𝑠
2𝜃 − 1)𝑙

. (4.39)

1 O quadrado do operador momento angular é definido como 𝐿2 ≡ −~2
[︂

1
𝑠𝑒𝑛𝜃

𝜕

𝜕𝜃
(𝑠𝑒𝑛𝜃) 𝜕

𝜕𝜃
+ 1

𝑠𝑒𝑛2𝜃

𝜕2

𝜕𝜗

]︂
.
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Adicionalmente, um estudo de autovalores envolvendo o operador momento angular
𝐿⃗2 nos leva às relações

𝐿2𝜙(𝑟, 𝜃, 𝜗) = ~2𝑙(𝑙 + 1)𝜙(𝑟, 𝜃, 𝜗) (4.40)

e
𝐿𝑧𝜙(𝑟, 𝜃, 𝜗) = ~ 𝑚 𝜙(𝑟, 𝜃, 𝜗) , (4.41)

onde 𝐿𝑧 é a componente angular ao longo do eixo z do sistema de coordenadas. Levando
em consideração as relações de comutação [𝐿𝑧, 𝐻] = [𝐿2, 𝐻] = 0 temos a diagonalização
simultânea de 𝐻, 𝐿2 e 𝐿𝑧. Tais relações demonstram que em sistemas submetidos a
potencias centrais o momento angular total é conservado durante a dinâmica do sistema.

Seguindo, substituindo a Eq. (4.36) na Eq. (4.35) e usando a Eq. (4.40) temos a
equação radial do sistema

− ~2

2𝑚𝑟
𝑑2

𝑑𝑟2 (𝑟𝜉𝑛𝑙(𝑟)) +
(︃
~2𝑙(𝑙 + 1)

2𝑚𝑟2 + 𝑉 (𝑟)
)︃
𝜉𝑛𝑙(𝑟) = 𝐸𝜉𝑛𝑙(𝑟) . (4.42)

Essa equação contém toda a dependência do potencial esfericamente simétrico 𝑉 (𝑟).

Um aspecto sobre a Eq. (4.42) é visualizarmos os efeitos do momento angular sobre
as funções de onda. Fazendo a substituição

𝜉𝑛𝑙(𝑟) = 𝜍𝑛𝑙(𝑟)
𝑟

, (4.43)

na Eq. (4.42) (assegurando a condição 𝜍𝑛𝑙(𝑟 → 0) → 0 para assim evitarmos que 𝜉𝑛𝑙(𝑟)
seja singular na origem) ficamos com

− ~2

2𝑚
𝑑2

𝑑𝑟2 𝜍𝑛𝑙(𝑟) +
(︃
~2𝑙(𝑙 + 1)

2𝑚𝑟2 + 𝑉 (𝑟)
)︃
𝜍𝑛𝑙(𝑟) = 𝐸𝜍𝑛𝑙(𝑟) . (4.44)

Interpretamos a Eq. (4.44) como sendo a equação de Schrödinger unidimensional
com a solução 𝜍𝑛𝑙(𝑟) e sujeito ao potencial efetivo

𝑉𝑒𝑓𝑓 (𝑟) = 𝑉 (𝑟) + ~2𝑙(𝑙 + 1)
2𝑚𝑟2 . (4.45)

O termo centrífugo ~2𝑙(𝑙 + 1)
2𝑚𝑟2 é entendido como uma espécie de barreira de momento

angular que repele a partícula para longe do centro do sistema.

Até este ponto trabalhamos com um potencial genérico esfericamente simétrico
𝑉 (𝑟) na equação de Schrödinger. Pontuando que a parcela angular da solução é a mesma
independentemente da forma do potencial. Nas duas próximas subseções 4.3.1 e 4.3.2
definiremos as funções potenciais ditas centrais de interesse, a saber: a função potencial
esférica infinita e a função potencial de Coulomb.
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4.3.1 Função potencial do tipo esférica infinita

A função potencial esférica infinita quando utilizada na equação de Schrödinger
caracteriza o sistema conhecido com partícula confinada em uma gaiola.

A função potencial esférica infinita é dada por

𝑉 𝑐(𝑟) =

⎧⎨⎩ 0 para 0 < 𝑟 < 𝑟𝑐

∞ para 𝑟 ≥ 𝑟𝑐

, (4.46)

onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento que tem origem no centro até as fronteiras delimitadas.

De acordo com a função potencial (4.46) na região onde 𝑟 > 𝑟𝑐 a função 𝜉𝑛𝑙(𝑟) é
nula. A região de interesse é a de 0 < 𝑟 < 𝑟𝑐 onde determinamos uma função solução 𝜉𝑛𝑙(𝑟).
Em tal região a Eq. (4.42) fica

− ~2

2𝑚𝑟
𝑑2

𝑑𝑟2 (𝑟𝜉𝑛𝑙(𝑟)) +
(︃
~2𝑙(𝑙 + 1)

2𝑚𝑟2

)︃
𝜉𝑛𝑙(𝑟) = 𝐸𝜉𝑛𝑙(𝑟) . (4.47)

Introduzindo a notação
𝑘2 = 𝐸

2𝑚
~2 , (4.48)

a Eq. (4.47) toma a forma

𝑑2𝜉𝑛𝑙(𝑟)
𝑑𝑟2 + 2

𝑟

𝑑𝜉𝑛𝑙(𝑟)
𝑑𝑟

− 𝑙(𝑙 + 1)
𝑟2 𝜉𝑛𝑙(𝑟) + 𝑘2𝜉𝑛𝑙(𝑟) = 0 . (4.49)

A solução geral para a Eq. (4.49) é dada por

𝜉𝑙(𝑟) = 𝐴𝑙𝑗𝑙(𝑘𝑟) +𝐵𝑙𝜂𝑙(𝑘𝑟) , (4.50)

onde 𝐴𝑙 e 𝐵𝑙 são constantes de normalização e 𝑗𝑙(𝑘𝑟) e 𝜂𝑙(𝑘𝑟) são, nessa ordem, as funções
esféricas de Bessel e de Neumann [157].

A função esférica de Neumann 𝜂𝑙(𝑘𝑟) na Eq. (4.50) diverge na origem do sistema
(𝑟 = 0). Aplicando a primeira condição de contorno 𝐵𝑙 = 0 temos

𝜉𝑙(𝑟) = 𝐴𝑙𝑗𝑙(𝑘𝑟) . (4.51)

Uma segunda sutileza em relação à Eq. (4.50) é que pela continuidade em 𝑟 = 𝑟𝑐

temos que 𝜉𝑛𝑙(𝑟𝑐) = 0. Diante disso, aplicando a segunda condição de contorno 𝑗𝑙(𝑘𝑟𝑐) = 0
temos a condição

𝑘 = 𝛼𝑛𝑙

𝑟𝑐

, (4.52)

onde 𝛼𝑛𝑙 é o enésimo termo da função esférica de Bessel.

As funções esféricas de Bessel são oscilatórias, porém, não são periódicas, exceto
quando a função tende a infinito. Nesse sentido existe uma quantidade infinita de zeros
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(𝛼𝑛𝑙) para cada função que são obtidos utilizando métodos numéricos. Uma boa compilação
desses resultados são indicados na Ref. [162].

Por fim, substituindo a Eq. (4.52) na Eq. (4.51) obtemos a função de onda solução

𝜉𝑛𝑙(𝑟) = 𝐴𝑛𝑙𝑗𝑙

[︂
𝛼𝑛𝑙(

𝑟

𝑟𝑐

)
]︂
. (4.53)

Os níveis de energia são dados substituindo a Eq. (4.52) na Eq. (4.48), isto é,

𝐸𝑛𝑙 = ~2

2𝜇𝑟𝑐
2𝛼𝑛𝑙

2 . (4.54)

A solução completa do sistema sob a forma proposta pela Eq. (4.36) é obtida
multiplicando a Eq. (4.53) pela solução angular 𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜗), ou seja,

𝜙𝑛𝑙𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜗) = 𝐴𝑛𝑙𝑗𝑙

[︂
𝛼𝑛𝑙(

𝑟

𝑟𝑐

)
]︂
𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜗) . (4.55)

Para o caso em que o número quântico 𝑙 é nulo, ou seja, 𝑙=0 (𝑚=0) a função de
onda solução para o sistema é dada por

𝜙𝑛00(𝑟, 𝜃, 𝜗) = 𝐴𝑛0

⎡⎣𝑠𝑒𝑛
(︁

𝑛𝜋𝑟
𝑟𝑐

)︁
𝑟

⎤⎦(︂ 1
4𝜋

)︂
(4.56)

e as energias permitidas são
𝐸𝑛0 = 𝑛2𝜋2~2

2𝑚𝑟2
𝑐

. (4.57)

Onde os valores de 𝑛=1, 2, 3... indicam os estados do sistema.

Assim, para uma partícula submetida a uma função potencial (4.46) determinamos
os níveis de energia dados pela Eq. (4.54) e a solução geral pela Eq. (4.55). Mais especifi-
camente, a solução no caso do número quântico 𝑙=0 (𝑚=0) as soluções são dadas pela
Eq. (4.56) e os níveis de energia são dados na Eq. (4.57).

4.3.2 Função potencial do tipo coulombiana

A função potencial do tipo coulombiana tem destaque, pois suas constantes são
determinadas de modo que essa função represente o potencial eletrostático de interação
entre um núcleo de carga 𝑞 = 𝑍𝑒 com massa 𝑚𝑝 (massa dos prótons) e um elétron de
carga 𝑞 = −𝑒 com massa 𝑚𝑒. Esse sistema caracteriza os átomos hidrogenoides, onde para
𝑍=1 temos o próprio hidrogênio H, 𝑍=2 o hélio ionizado He+ e, por fim, para 𝑍=3 temos
o lítio duplamente ionizado Li++.

A função potencial do tipo coulombiana é dada por

𝑉 (𝑟) = − 1
4𝜋𝜖0

𝑍𝑒2

𝑟
, (4.58)
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onde 𝑟 é a distância do núcleo ao elétron.

Substituindo a função potencial (4.58) na equação radial do sistema (4.42) obtemos

− ~2

2𝑚𝑟
𝑑2

𝑑𝑟2 (𝑟𝜉𝑛𝑙(𝑟)) +
(︃
~2𝑙(𝑙 + 1)

2𝑚𝑟2 − 1
4𝜋𝜖0

𝑍𝑒2

𝑟

)︃
𝜉𝑛𝑙(𝑟) = 𝐸𝜉𝑛𝑙(𝑟) . (4.59)

A resolução da Eq. (4.59) passa por vários processos de introdução de variáveis
adimensionais e análises assintóticas ou, por outro lado, faz uso de funções hipergeométricas
confluentes. Em todo caso, os diferentes métodos conduzem à mesma solução onde, para
os estados ligados de energia (𝐸 < 0), temos

𝜉𝑛𝑙(𝑟) = 𝐴𝑛𝑙𝑒
− 1

2 𝜌𝜌𝑙𝐿𝑛+𝑙
2𝑙+1(𝜌) , (4.60)

em que 𝐴𝑛𝑙 é a constante de normalização e 𝐿𝑛+𝑙
2𝑙+1(𝜌) são os polinômios associados de

Laguerre [157], sendo 𝑛 o número quântico do sistema (as variáveis auxiliares utilizadas
são 𝜌 = 2𝛤𝑟, 𝑎 ≡ ~

𝑚2 e 𝛤 = 𝑍

𝑛𝑎
).

Os níveis de energia que dependem apenas da parte radial são

𝐸𝑛 = −𝑒2𝑚

2~2
𝑍2

𝑛2 . (4.61)

Unindo a solução radial dada pela Eq. (4.60) com os harmônicos esféricos dados
pela Eq. (4.37) obtemos a solução completa, isto é,

𝜙𝑛𝑙𝑚(𝑟, 𝜃, 𝜗) = 𝐴𝑛𝑙𝑒
− 1

2 𝜌𝜌𝑙𝐿𝑛+𝑙
2𝑙+1(𝜌)𝑌𝑙𝑚(𝜃, 𝜗) . (4.62)

Para a determinação da função de onda do sistema confinado, para o estado
fundamental, multiplicamos a solução livre no estado fundamental dada pela Eq. (4.62)
com 𝑛=1, 𝑙=0 e 𝑚=0 por uma função de corte Ω(𝑟) que se anula nas fronteiras do
confinamento. Além disso introduzimos um parâmetro 𝛼 a ser determinado através do
Método Variacional (ver Apêndice B). Assim obtemos

𝜓𝑐
1,0,0(𝑟) = 𝐵𝑒−𝛼𝑟

(︃
1√
4𝜋

)︃
Ω(𝑟) , (4.63)

onde 𝐵 é uma constante de normalização. A função Ω(𝑟) é determinada no Capítulo 5.

O potencial confinante para esse modelo é dado por

𝑉 𝑐(𝑟) =

⎧⎪⎨⎪⎩ − 1
4𝜋𝜖0

𝑍𝑒2

𝑟
para 0 < 𝑟 < 𝑟𝑐

∞ para 𝑟 ≥ 𝑟𝑐

, (4.64)

onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento do sistema.

Com esse tratamento determinamos a função de onda solução para os átomos
hidrogenoides confinados dada pela Eq. (4.63) sob a influência do potencial radial confinante
dado pela relação (4.64).
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4.4 Sistemas confinados de duas partículas
No caso do sistema de muitas partículas, além de termos de contar com o auxílio

de métodos aproximativos para a sua resolução, discussões adicionais são requeridas. Duas
particularidades podem ser destacadas nesses sistemas, a saber a identidade distinguível
ou indistinguível das partículas e os termos de interações entre elas.

O sistema de duas partículas que tratamos é do tipo que caracteriza, por exemplo,
os elementos tratados no presente trabalho, a saber o átomo de hélio e os íons atômicos
de hidrogênio negativo H− e lítio ionizado Li+ (família isoeletrônica)2. Esses elementos
possuem dois elétrons, ambos de carga 𝑞 = −𝑒, em movimento ao redor de um núcleo com
carga 𝑞 = 𝑍𝑒, onde 𝑍 é o número de prótons ou o número atômico.

A equação de Schrödinger independente do tempo do sistema é escrita como[︃
− ~2

2𝑚𝑒

(︁
∇2

1 + ∇2
2

)︁
+ 𝑉 (|𝑟1|) + 𝑉 (|𝑟2|) + 𝑉𝑒𝑒 (|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|)

]︃
𝜙(𝑟⃗1, 𝑟⃗2) = 𝐸𝜙(𝑟⃗1, 𝑟⃗2) , (4.65)

onde 𝑚𝑒 é a massa do elétron. Os termos de atração de cada um dos dois elétrons com o
núcleo devido às interações eletrostáticas de Coulomb são

𝑉 (|𝑟1|) = − 1
4𝜋𝜖0

𝑞2

|𝑟1|
(4.66)

e
𝑉 (|𝑟2|) = − 1

4𝜋𝜖0

𝑞2

|𝑟2|
, (4.67)

onde |𝑟1| e |𝑟2| são as distâncias dos elétrons ao núcleo e 𝑞2 = 𝑍𝑒2. Além disso, o termo de
repulsão entre os dois elétrons devido às interações eletrostáticas de Coulomb é

𝑉𝑒𝑒(|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|) = 1
4𝜋𝜖0

𝑒2

|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|
, (4.68)

onde |𝑟⃗1 − 𝑟⃗2| é a distância relativa entre os dois elétrons.

Apresentamos soluções para a equação de Schrödinger (4.65) por etapas de inclusão
de efeitos de correlação. Essa indicação das soluções aproximadas se dá essencialmente de
maneira qualitativa.

Inicialmente, em uma primeira aproximação para a resolução da Eq. (4.65), descon-
sideramos o termo de interação eletrostática entre os elétrons dada pela Eq. (4.68). Desse
modo o hamiltoniano do sistema é a soma de dois hamiltonianos hidrogenoides e a função
de onda solução dos elétrons indistinguíveis, obedecendo ao princípio de Pauli, é

𝜙(𝑟⃗1, 𝑟⃗2) = 𝜙𝑛𝑙𝑚(𝑟⃗1)𝜙𝑛′𝑙′𝑚′(𝑟⃗2)Φ(𝑤1, 𝑤2) . (4.69)
2 O íon de hidrogênio negativo é considerado um caso especial da família isoeletrônica do átomo de

hélio. Apesar dos dois elementos possuírem dois elétrons as suas estruturas são diferentes. O hélio
dispõe de uma estrutura estável, já o hidrogênio negativo, apesar de também ser considerado estável,
apresenta um arranjo fracamente ligado (não possui estados excitados ligados) e existe principalmente
por causa do efeito de polarização do átomo de hidrogênio [163,164].
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O produto 𝜙𝑛𝑙𝑚(𝑟⃗1)𝜙𝑛′𝑙′𝑚′(𝑟⃗2) é a parte espacial ou função orbital e

Φ(𝑤1, 𝑤2) = [𝛼𝑛𝑙𝑚(𝑤1)𝛽𝑛′𝑙′𝑚′(𝑤2) − 𝛽𝑛′𝑙′𝑚′(𝑤1)𝛼𝑛𝑙𝑚(𝑤2)] (4.70)

é a função de spin. Os rótulos 𝑛𝑙𝑚 e 𝑛′𝑙′𝑚′ representam os números quânticos do primeiro
e do segundo elétron, respectivamente.

Para o estado fundamental do sistema e tratando de funções orbitais idênticas
(𝑛 = 𝑛′=1, 𝑙 = 𝑙′=0, 𝑚 = 𝑚′=0), em coordenadas esféricas, a Eq. (4.69) é escrita como [106]

𝜙𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) = 𝐴𝑒
−𝑍

(𝑟1+𝑟2)
𝑎0 Φ(𝑤1, 𝑤2) , (4.71)

onde 𝐴 é uma constante de normalização e 𝑎0 é o raio de Bohr. O rótulo 𝑠𝑐 indica a função
sem interação de Coulomb entre os elétrons.

A função de onda antissimétrica dada pela Eq. (4.71) não leva em consideração a
correlação de Coulomb, pois o termo de interação eletrostática entre os elétrons não foi
contabilizado na equação de Schrödinger. Ao que tange à correlação de Fermi, alguma
cota de correlação já é inserida pelo termo de spin Φ(𝑤1, 𝑤2).

A densidade de probabilidade 𝜌(𝑟⃗1, 𝑟⃗2), calculada por meio da Eq. (4.69), tem como
resultado 𝜙2

100(𝑟⃗1)𝜙2
100(𝑟⃗2), o que significa que a probabilidade de encontrar um elétron no

ponto 𝑟⃗1 é independente da posição 𝑟⃗2 e vice versa, assim o movimento dos elétrons é dito
ser não correlacionado (modelo de partículas independentes).

Uma construção mais refinada é realizada levando em consideração o termo de
interação eletrostática de Coulomb entre os elétrons 𝑉𝑒𝑒 (|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|) na equação de Schrö-
dinger. Nesse modelo um elétron interage com uma nuvem eletrônica que representa o
outro elétron blindando parcialmente o núcleo. Alguns dos efeitos diretos dessa inclusão é
a diminuição de carga efetiva e a distorção das nuvens eletrônicas dos elétrons.

Para refletir as modificações apontadas anteriormente tomamos a Eq. (4.71) em
sua forma geral. Entretanto, tratamos a quantidade 𝑍 como um parâmetro variacional 𝜏
a ser otimizado pelo Método Variacional, de modo a determinarmos a melhor função de
onda aproximada para a situação. Desta forma, a função de onda solução é dada por [106]

𝜙𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) = 𝐵𝑒
𝜏

(𝑟1+𝑟2)
𝑎0 Φ(𝑤1, 𝑤2) , (4.72)

onde 𝐵 é a constante de normalização. Nesse ponto temos incluída a chamada correlação
de Coulomb. O rótulo 𝑖𝑐 indica a função com interação de Coulomb entre os elétrons.

Uma terceira intervenção para sofisticar o modelo ao que tange à inclusão da
correlação eletrônica é a introdução do termo 𝛾(𝑟12). O uso dessa parcela dá origem a
uma sobreposição das funções orbitais de cada elétron. Nesse contexto, multiplicando a
Eq. (4.72) pelo referido termo, temos [165]

𝜙𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) = 𝐶𝑒
𝜎

(𝑟1+𝑟2)
𝑎0 𝛾(𝑟12)Φ(𝑤1, 𝑤2) , (4.73)
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onde 𝐶 é a constante de normalização, 𝜎 é um parâmetro variacional e o rótulo 𝑚𝑐 indica
que a função é correlacionada em relação ao movimento dos elétrons. Além do mais, temos
a inclusão da parcela da correlação de Fermi referente a parte espacial. A expressão para
𝛾(𝑟12) é indicada no Capítulo 5.

Para obtermos as soluções referentes ao confinamento espacial dos sistemas mul-
tiplicamos as soluções dadas pelas Eqs. (4.71), (4.72) e (4.73) por uma função de corte
Ω(𝑟1, 𝑟2) (sua forma é definida no Capítulo 5) de forma que a função de onda do sistema
se anule quando 𝑟1, 𝑟2 = 𝑟𝑐. Nessa ordem,

𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) = 𝐷𝑒

𝜛
(𝑟1+𝑟2)

𝑎0 Ω(𝑟1, 𝑟2)Φ(𝑤1, 𝑤2) , (4.74)

𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) = 𝐸𝑒

𝜏
(𝑟1+𝑟2)

𝑎0 Ω(𝑟1, 𝑟2)Φ(𝑤1, 𝑤2) (4.75)

e
𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) = 𝐹𝑒
𝜎

(𝑟1+𝑟2)
𝑎0 𝛾(𝑟12)Ω(𝑟1, 𝑟2)Φ(𝑤1, 𝑤2) . (4.76)

Notar que na Eq. (4.74) adotamos um novo parâmetro variacional 𝜛 para determinar a
melhor função de onda do sistema confinado. Adicionalmente, as constantes 𝐷, 𝐸 e 𝐹 são
determinadas pelas condições de normalização.

A função potencial confinante para as aproximações apresentadas é dada por

𝑉 𝑐(𝑟𝑖) =

⎧⎪⎨⎪⎩ − 1
4𝜋𝜖0

𝑍𝑒2

𝑟𝑖

para 0 < 𝑟𝑖 < 𝑟𝑐

∞ para 𝑟𝑖 ≥ 𝑟𝑐

, (4.77)

onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento e 𝑟𝑖 é o raio que vai do núcleo a cada elétron 𝑖 do sistema.

Com o desenvolvimento apresentado determinamos as funções de onda solução
dadas pelas Eqs. (4.74), (4.75) e (4.76) em ordem de inclusão de efeitos de correlação
eletrônica. Sendo os valores dos números atômicos para o sistema como 𝑍=2, 𝑍=1 e
𝑍=3 temos, nessa ordem, a caracterização dos átomos confinados de interesse no presente
trabalho, ou seja, o hélio He𝑐, o íon negativo de hidrogênio H−

𝑐 e o lítio ionizado Li+𝑐 .
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5 Resultados e Discussão

Quando você pode medir algo sobre o qual
está falando, e expressá-lo em números,

você sabe alguma coisa sobre ele.

Lord Kelvin

Na presente seção são apresentados os dados obtidos e suas análises. Para os
sistemas definidos como a partícula confinada em uma caixa ou em uma gaiola, além do
oscilador harmônico foram elaborados algoritmos envolvendo as funções de onda exatas
dos sistemas a serem compiladas utilizando o pacote computacional Maple13 e, com base
nos resultados obtidos das quantidades de interesse, foram traçados gráficos utilizando os
softwares Qtiplot e Inkscape.

Em relação aos sistemas oscilador harmônico confinado por barreira de potencial
infinita, além dos sistemas contendo um elétron confinado submetidos a uma função
potencial coulombiana no interior do confinamento e dos sistemas confinados de dois
elétrons para a determinação das funções de onda foi empregado o Método Variacional. No
âmbito desse método aproximativo as funções de onda dos sistemas quânticos confinados,
no estado fundamental, podem ser escritas por meio de uma função de onda 𝜓𝑎𝑟𝑏(𝑟⃗)
juntamente com uma função de corte Ω e um ou mais parâmetros variacionais para
compor a função de onda do sistema confinado. Os referidos parâmetros são determinados
por meio da minimização do funcional energia (para uma descrição mais detalhada do
Método Variacional ver Apêndice B). Uma vez determinadas as funções de onda algoritmos
foram implementados no pacote computacional Maple13 para a obtenção dos valores das
quantidades pesquisadas e por intermédio dos softwares Qtiplot e Inkscape elaboramos
gráficos com tais valores.

O sistema de unidades utilizado é o sistema de unidades atômicas (u.a.). Mais
comumente usado em trabalhos na área de física atômica e molecular tal sistema adota
como padrão das unidades o valor de quatro constantes fundamentais, a saber: a massa do
elétron 𝑚𝑒, a carga elementar 𝑒, a constante de força eletrostática 1

4𝜋𝜀0
e ~ (constante de

Planck ℎ dividida por 2 𝜋). Para uma discussão sobre unidades de medidas, particularmente
as unidades de medidas atômicas, ver Apêndice A.
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5.1 Sistemas confinados submetidos a uma função potencial unidi-
mensional
Aqui são analisados os resultados referentes aos sistemas confinados submetidos a

potenciais unidimensionais. Inicialmente fazemos uma discussão acerca da função potencial
do tipo quadrado infinito, que caracteriza o sistema físico conhecido como uma partícula
confinada em uma caixa, na subseção 5.1.1. A função potencial do tipo harmônica é um
núcleo importante na construção do modelo do oscilador harmônico interpretado aqui
como um sistema quântico confinado na subseção 5.1.2. E, por fim, investigamos a região
de confinamento rigoroso na subseção 5.1.3.

5.1.1 Função potencial do tipo quadrado infinito

Para o estudo de uma partícula confinada em uma caixa utilizamos os três primeiros
estados quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 e 𝑛 = 3 representados pelas funções de onda dadas pelas
Eqs. (4.21) e Eq. (4.22). Desta forma para diversos valores das distâncias de confinamento 𝑥𝑐

são determinados os valores esperados das energias1, das entropias de Shannon nos espaços
das posições 𝑆𝑥 e dos momentos 𝑆𝑝, respectivamente, dadas pelas Eqs. (3.25) e (3.28).
Além disso são determinados os valores da soma entrópica 𝑆𝑡 através da relação (3.32).

Na Tabela 1 estão dispostos os valores esperados das energias 𝐸 para diferentes
valores de 𝑥𝑐 para os estados quânticos estudados. O comportamento geral desses resultados
é visualizado na Figura 7 (intervalo de 0, 100 𝑢.𝑎. ≤ 𝑥𝑐 ≤ 1, 00 𝑢.𝑎. dos valores da Tabela 1)
onde constatamos as inflexões das curvas quando os valores de 𝑥𝑐 tornam-se pequenos. Por
outro lado, quando os valores de 𝑥𝑐 aumentam os valores das energias tendem aos valores
de uma partícula livre (ver Ref. [153]). Os valores esperados das energias crescem com o
aumento do número quântico do sistema e são essencialmente os mesmos fornecidos por
meio da Eq. (4.24).

No que corresponde ao estudo das entropias de Shannon são apresentados na
Tabela 2 os valores de 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 para diferentes valores de 𝑥𝑐. Além disto, na Figura 8
o comportamento global das curvas de 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 versus 𝑥𝑐 auxilia na interpretação dos
resultados.

Os valores de 𝑆𝑥 são idênticos para os três estados quânticos estudados, assim sendo,
inferimos que essa quantidade é invariante em relação ao número quântico do sistema.
Ademais 𝑆𝑥 diminui com a restrição de 𝑥𝑐, ou seja, quando a distância de confinamento
1 O valor esperado da energia de um sistema quântico é determinado por

𝐸 = ⟨𝐸⟩ = ⟨𝜑(𝑥)| 𝐻 |𝜑(𝑥)⟩
⟨𝜑(𝑥)| 𝜑(𝑥)⟩ , (5.1)

onde 𝐻 é o hamiltoniano do sistema e 𝜑(𝑥) é a função de onda.
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Figura 7 – Valores esperados das energias 𝐸 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐

para uma partícula confinada em uma caixa nos estados quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2
e 𝑛 = 3.

é reduzida a incerteza na localização da partícula diminui. Por outro lado, os valores de
𝑆𝑝 aumentam na ordem de acréscimo do número quântico e com a diminuição de 𝑥𝑐. Os
comportamentos de 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 encontrados são similares aos apresentados na Ref. [47].

Adicionalmente, investigando a Figura 8 determinamos os pontos de cruzamento
das curvas 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 versus 𝑥𝑐. Aproximadamente, para 𝑛 = 1 o ponto de interceptação dessas
quantidades se dá em 𝑥𝑐 ≈ 4, 0127 u.a. quando 𝑆𝑥 ≈ 𝑆𝑝 ≈ 1, 0563. Para 𝑛 = 2 e 𝑛 = 3
temos os respectivos pontos de interceptação: 𝑥𝑐 ≈ 5, 0220 u.a. quando 𝑆𝑥 ≈ 𝑆𝑝 ≈ 1, 2845
e 𝑥𝑐 ≈ 5, 4120 u.a. quando 𝑆𝑥 ≈ 𝑆𝑝 ≈ 1, 3859. Assim concluímos que os valores dos pontos
de cruzamento das curvas 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 aumentam com o incremento do número quântico.

Os valores das quantidades 𝑆𝑥 (ou em outras seções do trabalho 𝑆𝑟) e 𝑆𝑝 podem
assumir valores negativos como constatamos na Tabela 2 e pelas Refs. [16,41,45,49]. No
contexto da Física Quântica uma possível explicação para esse fato é que quando 𝑥𝑐 (ou
em outras seções do trabalho 𝑟𝑐) é razoavelmente pequeno a densidade de probabilidade
torna-se muito compacta ou grande e 𝑎0𝜌(𝑥) > 1. Nessa situação −𝜌(𝑥) ln 𝑎0𝜌(𝑥) < 0 e,
então, 𝑆𝑥 pode ser negativo [42]. Lembrando que a normalização da função de onda é
em relação à integral

∫︁
𝜌(𝑥)𝑑𝑥. Notar que em seu trabalho original Shannon já discute

sobre essa possibilidade para distribuições de probabilidades contínuas (ver pág. 631 na
Ref. [11]).

Na Figura 9 são apresentados gráficos das densidades de probabilidade no espaço
das posições |𝜑1(𝑥)|2, |𝜑2(𝑥)|2 e |𝜑3(𝑥)|2 em função de 𝑥 e das densidades de probabilidade
no espaço dos momentos | ̃︀𝜑1(𝑝)|

2, | ̃︀𝜑2(𝑝)|
2 e | ̃︀𝜑3(𝑝)|

2 em função de 𝑝 para a distância de
confinamento 𝑥𝑐 = 6,0 u.a.. Apesar dos gráficos estarem em escalas diferentes o grau de
espraiamento das distribuições de probabilidade nos fornece uma noção de localização ou
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Figura 8 – Entropias de Shannon 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐 para
uma partícula confinada em uma caixa nos estados quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 e
𝑛 = 3.

deslocalização de uma partícula ou a incerteza na determinação do momento.

Levando em consideração que uma das interpretações de 𝑆𝑥 seja mensurar a
incerteza na localização de uma partícula entendemos que as curvas de |𝜑1(𝑥)|2, |𝜑2(𝑥)|2 e
|𝜑3(𝑥)|2 em função de 𝑥 apresentam um mesmo grau de espraiamento já que os valores de
𝑆𝑥 são iguais para os números quânticos estudados. Por outro lado, percebemos que as
curvas de | ̃︀𝜑1(𝑝)|

2, | ̃︀𝜑2(𝑝)|
2 e | ̃︀𝜑3(𝑝)|

2 em função de 𝑝 aumentam o seu grau de espraiamento,
nessa ordem, corroborando com o aumento da incerteza na determinação do momento
da partícula como indica o incremento de 𝑆𝑝 com o acréscimo do número quântico na
Tabela 2.

c c c c c c

c= 6,0 u.a.

Figura 9 – Densidades de probabilidade no espaço das posições |𝜑1(𝑥)|2, |𝜑2(𝑥)|2 e |𝜑3(𝑥)|2
em função de 𝑥 e as densidades de probabilidade no espaço dos momentos
| ̃︀𝜑1(𝑝)|

2, | ̃︀𝜑2(𝑝)|
2 e | ̃︀𝜑3(𝑝)|

2 em função de 𝑝 para a partícula confinada em uma
caixa. Distância de confinamento 𝑥𝑐 = 6,0 u.a..
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Os valores da soma entrópica 𝑆𝑡 em função de 𝑥𝑐 estão dispostos na Tabela 2 e seu
comportamento geral evidenciado na Figura 10. Nota-se que as variações dos valores de
𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 ocorrem de forma a preservar o valor de 𝑆𝑡 constante. Assim, concluímos que os
valores dessa quantidade para cada nível quântico verificado é invariante em relação à 𝑥𝑐.

Através da análise gráfica da Figura 10 constatamos que para o estado fundamental
a soma 𝑆𝑡 adquire o seu menor valor, aumentando com o estado quântico do sistema,
comportamento corroborado na Ref. [39]. Por fim, a relação de incerteza entrópica é
cumprida para todos os valores de 𝑥𝑐, isto é, fica sempre acima do piso mínimo permitido
𝑆𝑡 = 2, 1447 (ver Eq. (3.5)).
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Figura 10 – Valores da soma entrópica 𝑆𝑡 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐 para
uma partícula confinada em uma caixa nos estados quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 e
𝑛 = 3.
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Tabela 1 – Valores esperados das energias 𝐸 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐

para uma partícula confinada em uma caixa nos estados quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2
e 𝑛 = 3. Todos os valores em u.a..

𝐸
𝑥𝑐 𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3

0,1000 493,4802 1973,9209 4441,3221
0,2000 123,3701 493,4802 1110,3305
0,3000 54,8311 219,3245 493,4802
0,4000 30,8425 123,3701 277,5826
0,5000 19,7392 78,9568 177,6529
1,0000 4,9348 19,7392 44,4132
1,5009 2,1906 8,7625 19,7155
2,0000 1,2337 4,9348 11,1033
2,5000 0,7896 3,1583 7,1061
3,0000 0,5483 2,1932 4,9348
3,5000 0,4028 1,6114 3,6256
4,0000 0,3084 1,2337 2,7758
4,5000 0,2437 0,9748 2,1932
5,0000 0,1974 0,7896 1,7765
6,0000 0,1371 0,5483 1,2337
7,0000 0,1007 0,4028 0,9064
8,0000 0,0771 0,3084 0,6940
9,0050 0,0609 0,2434 0,5477
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Tabela 2 – Entropias de Shannon 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝, bem como a soma entrópica 𝑆𝑡 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐 para uma partícula
confinada em uma caixa nos estados quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 e 𝑛 = 3. Todos os valores em u.a..

𝑆𝑥 𝑆𝑝 𝑆𝑡

𝑥𝑐 𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3 𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3 𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3
0,1000 -2,6094 -2,6094 -2,6094 4,8215 5,2164 5,3625 2,2120 2,6070 2,7531
0,2000 -1,9163 -1,9163 -1,9163 4,1283 4,5232 4,6694 2,2120 2,6070 2,7531
0,3000 -1,5108 -1,5108 -1,5108 3,7229 4,1178 4,2639 2,2120 2,6070 2,7531
0,4000 -1,2231 -1,2231 -1,2231 3,4352 3,8301 3,9762 2,2120 2,6070 2,7531
0,5000 -1,0000 -1,0000 -1,0000 3,2120 3,6070 3,7531 2,2120 2,6070 2,7531
1,0000 -0,3069 -0,3069 -0,3069 2,5189 2,9138 3,0599 2,2120 2,6070 2,7531
1,5009 0,0992 0,0992 0,0992 2,1128 2,5077 2,6538 2,2120 2,6070 2,7531
2,0000 0,3863 0,3863 0,3863 1,8257 2,2207 2,3668 2,2120 2,6070 2,7531
2,5000 0,6094 0,6094 0,6094 1,6026 1,9975 2,1437 2,2120 2,6070 2,7531
3,0000 0,7918 0,7918 0,7918 1,4203 1,8152 1,9613 2,2120 2,6070 2,7531
3,5000 0,9459 0,9459 0,9459 1,2661 1,6611 1,8072 2,2120 2,6070 2,7531
4,0000 1,0794 1,0794 1,0794 1,1326 1,5275 1,6737 2,2120 2,6070 2,7531
4,5000 1,1972 1,1972 1,1972 1,0148 1,4098 1,5559 2,2120 2,6070 2,7531
5,0000 1,3026 1,3026 1,3026 0,9094 1,3044 1,4505 2,2120 2,6070 2,7531
6,0000 1,4849 1,4849 1,4849 0,7271 1,1221 1,2682 2,2120 2,6070 2,7531
7,0000 1,6391 1,6391 1,6391 0,5730 0,9679 1,1140 2,2120 2,6070 2,7531
8,0000 1,7726 1,7726 1,7726 0,4394 0,8344 0,9805 2,2120 2,6070 2,7531
9,0050 1,8909 1,8909 1,8909 0,3211 0,7160 0,8621 2,2120 2,6070 2,7531
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5.1.2 Função potencial do tipo harmônica

Na presente subseção apresentamos os resultados referentes ao uso da função
potencial em dois blocos. Na primeira parte discutimos os dados relacionados ao oscilador
harmônico e em seguida disponibilizamos as análises feitas para o oscilador harmônico
confinado por barreiras de potencial.

Oscilador harmônico

Nessa primeira parte utilizamos os três primeiros estados quânticos do sistema
definidos pelas Eqs. (4.29), (4.30) e (4.31) o que nos permite fazer um estudo variando a
frequência de oscilação 𝜔 para obtermos os valores esperados das energias 𝐸, além de deter-
minarmos as entropias de Shannon 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝, respectivamente, dadas pelas Eqs. (3.25) e (3.28).
Ainda, encontramos os valores da soma entrópica através da relação (3.32).

Os resultados para os valores esperados das energias 𝐸 em função de 𝜔 são apre-
sentados na Tabela 3 e o seu comportamento global visualizado na Figura 11. Verificamos
que os valores das energias crescem linearmente com o aumento dos valores de 𝜔 e tendem
para valores mais próximos relativamente uns dos outros com a diminuição dessa última
quantidade, tal comportamento independe do número quântico. Os valores esperados das
energias são idênticos aos que podem ser determinados usando a Eq. (4.32).
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Figura 11 – Valores esperados das energias 𝐸 em função da frequência de oscilação 𝜔 para
o oscilador harmônico nos estados quânticos 𝑛 = 0, 𝑛 = 1 e 𝑛 = 2.

No que se refere ao estudo das entropias de Shannon estão ordenados na Tabela 4
os valores de 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 em função de 𝜔. Verificamos que com a diminuição dos valores de 𝜔
os valores de 𝑆𝑥 aumentam, por outro lado, os valores de 𝑆𝑝 diminuem.

A Ref. [39] determina os valores de 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 para os seis primeiros estados quânticos
do oscilador harmônico para 𝜔 = 1,0000 u.a. Esse estudo indica que os valores das
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entropias de Shannon aumentam com o incremento do número quântico. Nesse sentido
confirmamos as tendências apontadas no referido trabalho, além do que generalizamos esse
comportamento já que apresentamos resultados para diversos valores de 𝜔 que confirmam
o aumento de 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 com o incremento dos valores de 𝑛.

Na Figura 12 exibimos as curvas de 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 versus 𝜔. Em relação aos pontos de
interceptação entre as curvas 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 temos que, aproximadamente: para 𝑛 = 1 o ponto de
interceptação dessas quantidades se dá em 𝜔 ≈ 1, 000 u.a. quando 𝑆𝑥 ≈ 𝑆𝑝 ≈ 1, 0724. Para
𝑛 = 2 e 𝑛 = 3 temos os respectivos pontos de interceptação: 𝜔 ≈ 1, 000 u.a. na ocasião
em que 𝑆𝑥 ≈ 𝑆𝑝 ≈ 1, 3427 e 𝜔 ≈ 1, 000 u.a. na oportunidade em que 𝑆𝑥 ≈ 𝑆𝑝 ≈ 1, 4986.
Deste modo, depreendemos que os pontos de interceptação das curvas 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 acontecem
aproximadamente na mesma frequência de oscilação independentemente do estado quântico.
Isto ocorre porque para o valor de 𝜔 = 1, 0000 u.a. e levando em consideração que estamos
trabalhando em unidades atômicas o hamiltoniano do sistema é escrito como 𝐻 = 1

2𝑝
2+1

2𝑥
2,

ou seja, as densidades de probabilidades nos espaços das posições e dos momentos têm
a mesma preponderância de influência no sistema. Ademais, os valores de 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 onde
ocorrem as interceptações das curvas aumentam com o incremento do número quântico.
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Figura 12 – Entropias de Shannon 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 em função da frequência de oscilação 𝜔 para o
oscilador harmônico nos estados quânticos 𝑛 = 0, 𝑛 = 1 e 𝑛 = 2.

Na Figura 13 são apresentados, para 𝜔 = 0,500 u.a., gráficos das densidades de
probabilidade no espaço das posições |𝜓1(𝑥)|2, |𝜓2(𝑥)|2 e |𝜓3(𝑥)|2 em função de 𝑥 e das
densidades de probabilidade no espaço dos momentos | ̃︀𝜓1(𝑝)|

2, | ̃︀𝜓2(𝑝)|
2 e | ̃︀𝜓3(𝑝)|

2 em função
de 𝑝 (escalas diferentes). Constamos que tanto no espaço das posições quanto no espaço
dos momentos as densidades de probabilidade aumentam seu grau de espraiamento com
o incremento do número quântico. Isso indica uma maior incerteza na determinação das
posições e dos momentos, corroborando com o fato dos valores de 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 aumentarem os
seus valores com o incremento de 𝑛 de acordo com a Tabela 4.
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0

0

Figura 13 – Densidades de probabilidade no espaço das posições |𝜓0(𝑥)|2 , |𝜓1(𝑥)|2 e
|𝜓2(𝑥)|2 em função de 𝑥 e as densidades de probabilidade no espaço dos mo-
mentos | ̃︀𝜓0(𝑝)|

2, | ̃︀𝜓1(𝑝)|
2 e | ̃︀𝜓2(𝑝)|

2 em função de 𝑝 para o oscilador harmônico.
Frequência angular de 𝜔 = 0,500 u.a..

Uma segunda análise sob o ponto de vista das densidades de probabilidade é
empreendida utilizando a função de onda do estado fundamental do oscilador harmônico.
Tal função tem forma gaussiana como constatamos pela Eq. (4.29). Por outro lado, a
variação da frequência angular 𝜔 modifica a amplitude da função gaussiana e por meio
dessa característica analisamos a localização ou deslocalização de uma partícula no espaço.

Na Figura 14 temos os gráficos das densidades de probabilidade |𝜓0(𝑥)|2 no espaço
das posições em função 𝑥 e de sua respectiva representação | ̃︀𝜓0(𝑝)|

2 no espaço dos momentos
em função de 𝑝 para diferentes valores 𝜔. Para frequências menores o grau de espraiamento
das curvas no espaço das posições é maior quando comparada com frequências maiores,
indicando assim uma localização crescente com o aumento dos valores de 𝜔 como indica a
diminuição dos valores de 𝑆𝑥 na Tabela 4. Em contrapartida o grau de espraiamento das
curvas no espaço dos momentos aumenta com o incremento dos valores de 𝜔, o que indica
uma maior incerteza em determinar os valores do momento com o aumento da frequência
angular como indica o aumento dos valores de 𝑆𝑝 na Tabela 4.

Os valores obtidos para a soma entrópica 𝑆𝑡 para diferentes valores de 𝜔 estão
dispostos na Tabela 4 e seus comportamentos gerais explicitados na Figura 15. Percebemos
que o valor de 𝑆𝑡 é constante para cada número quântico do sistema e aumenta com
o acréscimo deste último. Através da análise gráfica da Figura 15 identificamos que o
valor de 𝑆𝑡 mais baixo corresponde ao estado de menor energia do sistema. Além do mais
determinamos que a relação de incerteza entrópica é respeitada para todos os valores de 𝜔
para os estados quânticos examinados e atinge o seu menor valor para 𝑛 = 0.

Em termos de comparação entre os sistemas, identificamos que o valor de 𝑆𝑡 para o
oscilador harmônico no estado fundamental é o mínimo da relação de incerteza. Entretanto,
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Figura 14 – Densidades de probabilidade no espaço das posições |𝜓0(𝑥)|2 em função de 𝑥 e
no espaço dos momentos | ̃︀𝜓0(𝑝)|

2 em função de 𝑝 para o oscilador harmônico.
Os valores de 𝜔 são 0,5 u.a., 2,5 u.a. e 5,0 u.a.
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Figura 15 – Valores da soma entrópica 𝑆𝑡 em função da frequência de oscilação 𝜔 para o
oscilador harmônico nos estados quânticos 𝑛 = 0, 𝑛 = 1 e 𝑛 = 2.

para os estados excitados, 𝑆𝑡 é menor para a partícula confinada em uma caixa em
comparação aos valores do oscilador harmônico.
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Tabela 3 – Valores esperados das energias 𝐸 em função da frequência de oscilação 𝜔 para
o oscilador harmônico nos estados quânticos 𝑛 = 0, 𝑛 = 1 e 𝑛 = 2. Todos os
valores em u.a..

𝐸
𝜔 𝑛 = 0 𝑛 = 1 𝑛 = 2

0,0600 0,0300 0,0900 0,1500
0,0800 0,0400 0,1200 0,2000
0,2000 0,1000 0,3000 0,5000
0,4000 0,2000 0,6000 1,0000
0,5000 0,2500 0,7500 1,2500
1,0000 0,5000 1,5000 2,5000
2,0000 1,0000 3,0000 5,0000
3,0000 1,5000 4,5000 7,5000
4,0000 2,0000 6,0000 10,0000
5,0000 2,5000 7,5000 12,5000
6,0000 3,0000 9,0000 15,0000
7,0000 3,5000 10,5000 17,5000
8,0050 4,0025 12,0075 20,0125
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Tabela 4 – Entropias de Shannon 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝, bem como a soma entrópica 𝑆𝑡 em função da frequência de oscilação 𝜔 para o oscilador harmônico
nos estados quânticos 𝑛 = 0, 𝑛 = 1 e 𝑛 = 2. Todos os valores em u.a..

𝑆𝑥 𝑆𝑝 𝑆𝑡

𝜔 𝑛 = 0 𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 0 𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 0 𝑛 = 1 𝑛 = 2
0,0600 2,4791 2,7494 2,9053 -0,3343 -0,0640 0,0919 2,1447 2,6855 2,9972
0,0800 2,3352 2,6056 2,7615 -0,1905 0,0799 0,2357 2,1447 2,6855 2,9972
0,2000 1,8771 2,1474 2,3033 0,2676 0,5380 0,6939 2,1447 2,6855 2,9972
0,4000 1,5305 1,8009 1,9568 0,6142 0,8846 1,0405 2,1447 2,6855 2,9972
0,5000 1,4189 1,6893 1,8452 0,7258 0,9962 1,1520 2,1447 2,6855 2,9972
1,0000 1,0724 1,3427 1,4986 1,0724 1,3427 1,4986 2,1447 2,6855 2,9972
2,0000 0,7258 0,9962 1,1520 1,4189 1,6893 1,8452 2,1447 2,6855 2,9972
3,0000 0,5231 0,7934 0,9493 1,6217 1,8920 2,0479 2,1447 2,6855 2,9972
4,0000 0,3792 0,6496 0,8055 1,7655 2,0359 2,1918 2,1447 2,6855 2,9972
5,0000 0,2676 0,5380 0,6939 1,8771 2,1474 2,3033 2,1447 2,6855 2,9972
6,0000 0,1765 0,4468 0,6027 1,9682 2,2386 2,3945 2,1447 2,6855 2,9972
7,0000 0,0994 0,3698 0,5257 2,0453 2,3157 2,4716 2,1447 2,6855 2,9972
8,0050 0,0323 0,3027 0,4586 2,1124 2,3828 2,5386 2,1447 2,6855 2,9972
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Oscilador harmônico confinado por barreiras de potencial

Nesse segundo bloco de estudos começamos por determinar a expressão da função
de corte para o oscilador harmônico confinado por barreiras de potencial. Algumas formas
para essa função já foram testadas [151] e, por mostrar ter uma boa estabilidade numérica,
escolhemos a função do tipo polinomial dada por

Ω(𝑥) =
[︃
1 −

(︂
𝑥

𝑥𝑐

)︂2
]︃
, (5.2)

onde 𝑥𝑐 é a distância de confinamento.

A função de onda aproximada para o estado fundamental do sistema, em unidades
atômicas, é uma composição da função de corte com a Eq. (4.29) resultando em

𝜓𝑐
0(𝑥) = 𝐵𝑒(−𝛼𝜔𝑥2)

[︃
1 −

(︂
𝑥

𝑥𝑐

)︂2
]︃
, (5.3)

onde 𝐵 é uma constante de normalização e 𝛼 é um parâmetro variacional.

Para os nossos cálculos utilizamos o valor único da frequência angular 𝜔 = 1,0 u.a..
Seguindo, com os parâmetros variacionais ajustados (Ver Apêndice C) encontramos o valor
esperado da energia para cada distância de confinamento 𝑥𝑐 usando a Eq. (5.3). Além disso,
utilizando essa função de onda calculamos as entropias de Shannon 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 usando, nessa
ordem, as Eqs. (3.25) e (3.28). Os valores da soma entrópica são determinados utilizando
a relação 𝑆𝑡 = 𝑆𝑥 + 𝑆𝑝.

Na Tabela 5 estão dispostos os valores esperados da energia 𝐸 para diferentes
valores de 𝑥𝑐, sendo o comportamento global explicitado na Figura 16. Concluímos que
com o aumento do confinamento (𝑥𝑐 menor) a energia também aumenta. Por outro lado,
com a diminuição do confinamento (𝑥𝑐 maior) a energia tende ao valor do modelo do
oscilador harmônico apresentado anteriormente (ver Tabela 3, mais precisamente os valores
para 𝑛 = 0 e para 𝜔 = 1,0 u.a.).

Os valores esperados da energia obtidos utilizando a função de onda aproximada
adotada no presente trabalho são aceitáveis pois são próximos aos valores das energias
tidas como exatas apresentados pela Ref. [166]. O trabalho escolhido como referência
escreve a função de onda para o oscilador harmônico confinado por barreiras de potencial
em termos de uma função hipergeométrica podendo ser considerada como a função exata
do sistema.

Sobre o estudo das entropias de Shannon organizamos na Tabela 5 os valores de 𝑆𝑥

e 𝑆𝑝 em função de 𝑥𝑐. Os resultados de 𝑆𝑥 decrescem com a diminuição de 𝑥𝑐 ratificando,
dessa forma, a interpretação dessa quantidade mensurar a incerteza na localização de uma
partícula. Por outro lado, observamos que os valores de 𝑆𝑝 aumentam com a diminuição
de 𝑥𝑐. Esses comportamentos são evidenciados na Figura 17 onde visualizamos a inflexão
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Figura 16 – Valores esperados da energia 𝐸 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐

para o oscilador harmônico utilizando as barreiras de potencial infinitas no
estado quântico fundamental.

S
x 

e
 S

p

−0,5

0

0,5

1

1,5

2

2,5

xc (u.a.)
0 1 2 3 4 5

Sx

Sp

Figura 17 – Entropias de Shannon 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐

para o oscilador harmônico utilizando as barreiras de potencial infinitas no
estado quântico fundamental.

das curvas devido à influência do confinamento e, além disso, o comportamento destas
tendendo ao sistema confinado do modelo anterior para valores altos de 𝑥𝑐 (ver Tabela 4,
mais precisamente os valores para 𝑛 = 0 e para 𝜔 = 1,0 u.a.).

Ainda na Tabela 5 são apresentados os valores da soma entrópica em função de 𝑥𝑐

e na Figura 18 é ressaltado o comportamento geral dessa quantidade. O valor de 𝑆𝑡 é mais
alto para a situação de confinamento mais elevada, ou seja, 𝑥𝑐 = 0, 5 u.a., diminuindo com
o aumento de 𝑥𝑐. A relação de incerteza é respeitada já que o valor mínimo apresentado
para o presente sistema é de 𝑆𝑡 = 2, 1447.
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Figura 18 – Valores da soma entrópica 𝑆𝑡 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐 para
o oscilador harmônico utilizando as barreiras de potencial infinitas no estado
quântico fundamental.

Percebemos que, como nos casos dos valores esperados da energia, 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝, 𝑆𝑡

encaminham-se para os valores do caso do oscilador harmônico do primeiro modelo (ver
Tabela 4, mais precisamente os valores para 𝑛 = 0 e para 𝜔 = 1,0 u.a.) para valores altos
de 𝑥𝑐. Ainda, a Figura 18 evidencia que os valores de 𝑆𝑡 tendem a um valor limite quando
a situação de confinamento aumenta.

Tabela 5 – Valores esperados da energia 𝐸, entropias de Shannon 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝, bem como a
soma entrópica 𝑆𝑡 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐 para o oscilador
harmônico utilizando o modelo de barreias de potencial infinitas no estado
quântico fundamental. Todos os valores em u.a..

𝑥𝑐 𝐸 𝑆𝑥 𝑆𝑝 𝑆𝑡

𝑥𝑐 Ref. [166] Presente Presente
0,5000 4,9511 4,9511 -0,3074 2,5185 2,2111
1,0000 1,2985 1,2985 0,3787 1,8293 2,2080
1,5009 0,68891 0,6887 0,7541 1,4408 2,1949
2,0000 0,5375 0,5385 0,9619 1,2088 2,1707
2,5000 0,5050 0,5061 1,0470 1,1040 2,1510
3,0000 0,5004 0,5009 1,0679 1,0779 2,1458
3,5000 0,5000 0,5002 1,0715 1,0734 2,1449
4,0000 0,5000 0,5000 1,0722 1,0726 2,1448
4,5000 0,5000 0,5000 1,0723 1,0724 2,1447
5,0000 0,5000 0,5000 1,0723 1,0724 2,1447

1𝑥𝑐 = 1, 5 u.a.
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5.1.3 Análises para as regiões de confinamento rigoroso

Passamos a analisar nesse ponto as regiões ditas serem de confinamento rigoroso,
ou seja, estamos interessados no comportamento dos sistemas quando as distâncias 𝑥𝑐 ou
os raios 𝑟𝑐 de confinamento encaminham-se para zero.

Inicialmente, definimos as quantidades 𝜉 é 𝜏 como sendo, respectivamente, a fração
entre os valores das energias e da soma entrópica da partícula confinada em uma caixa (𝑒−

𝑥 )
e do oscilador harmônico confinado por barreiras de potencial (𝑒−

𝑜𝑠𝑐), ambos os sistemas no
estado fundamental. Assim, temos

𝜉 = 𝐸 [𝑒−
𝑥 ]

𝐸 [𝑒−
𝑜𝑠𝑐]

(5.4)

e
𝜏 = 𝑆𝑡 [𝑒−

𝑥 ]
𝑆𝑡 [𝑒−

𝑜𝑠𝑐]
. (5.5)

É importante observarmos que as comparações realizadas com os valores esperados
da energia e da soma entrópica entre os sistemas devem ser realizadas na mesma região de
confinamento. Desta forma, para a partícula confinada em uma caixa com as distâncias
de confinamento com os limites dados de −𝑥𝑐 a 𝑥𝑐, que são os mesmos utilizados para o
oscilador harmônico confinado por barreiras de potencial, na Tabela 6 dispomos os valores
esperados da energia 𝐸. Além disso, organizamos os valores das entropias de Shannon 𝑆𝑥,
𝑆𝑝, além da soma entrópica 𝑆𝑡 com esses últimos limites de confinamento na Tabela 7.

No tocante às energias da partícula confinada em uma caixa comparando com os
valores esperados calculados com os limites de confinamento de −𝑥𝑐

2 a +𝑥𝑐

2 apresentados na
Tabela 1 (estado fundamental) com os valores determinados com os limites de confinamento
de −𝑥𝑐 a 𝑥𝑐 organizados na Tabela 6 percebemos que os valores referentes aos novos limites
de confinamento são 1

4 dos valores anteriores. Além do mais, identificamos que quando 𝑥𝑐

aproxima-se de zero os valores das energias sofrem um aumento considerável.

Em relação aos valores das entropias de Shannon da partícula confinada em uma
caixa temos que a mudança dos limites de confinamento leva uma alteração dos valores
de 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝. Entretanto, os valores de 𝑆𝑡 permanecem os mesmos para ambos limites de
confinamento. Levando em consideração que a alteração dos limites de −𝑥𝑐

2 a +𝑥𝑐

2 para
−𝑥𝑐 a 𝑥𝑐 é na prática uma translação espacial confirmamos previsão feita pela Ref. [39]
que indica que 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝 são sensíveis a essas alterações, enquanto que os valores 𝑆𝑡 ficam
inalterados por carregarem o valor líquido da informação do sistema.

Na Tabela 6 disponibilizamos os valores da quantidade 𝜉 em função de 𝑥𝑐. Identifica-
mos que quando 𝑥𝑐 encaminha-se para o infinito os valores de 𝜉 tendem para zero. De outro
modo, ao passo em que 𝑥𝑐 vai diminuindo 𝜉 tende para um valor unitário. Isso significa
que à medida em que a situação de confinamento aumenta os valores das energias de 𝑒−

𝑜𝑠𝑐
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se aproximam dos valores de 𝑒−
𝑥 . O comportamento da curva de como essas aproximações

das energias se dão é explicitada na Figura 19 onde realizamos o gráfico de 𝜉 versus 𝑥𝑐.
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Figura 19 – Valores da quantidade 𝜉 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐.

Na perspectiva da soma entrópica temos que quando 𝑥𝑐 dirigi-se para o infinito 𝜏
tende 1,0314 que é resultado da divisão dos valores de 𝑆𝑡 de 𝑒−

𝑥 pelo valor do oscilador
harmônico. Por outro lado, quando 𝑥𝑐 tende para zero 𝜏 converge para uma unidade.
Isso significa que os valores de 𝑆𝑡 de 𝑒−

𝑜𝑠𝑐 avizinham-se dos valores de 𝑒−
𝑥 no regime de

confinamento rigoroso. O comportamento da curva de 𝜏 em função de 𝑥𝑐 é observada na
Figura 20.
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Figura 20 – Valores da quantidade 𝜏 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐.

Desta forma, baseados nos comportamentos da soma entrópica 𝑆𝑡 e das energias
quando o confinamento se torna muito forte inferimos que os efeitos do potencial confinante
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dos sistemas se torna preponderante em relação ao potencial harmônico que a partícula
experimenta.

Como já analisamos no final da seção 5.1.2 os valores de 𝑆𝑡 do oscilador harmônico
confinado por barreiras de potencial tendem para os valores do oscilador harmônico quando
𝑥𝑐 dirige-se para o infinito. Especificamente, consultando o valor de 𝑆𝑡 para o oscilador
harmônico na Tabela 4 para 𝑛 = 0 temos que 𝑆𝑡 tem o valor constante de 2,1447, já
para o oscilador harmônico confinado por barreiras de potencial consta na Tabela 5 que
para 𝑥𝑐 =5,0000 u.a. temos que o valor de 𝑆𝑡 é de também 2,1447. Já na presente seção
concluímos que quando os valores de 𝑥𝑐 tendem para zero os valores de 𝑆𝑡 do oscilador
harmônico confinado por barreiras de potencial tendem para os valores de uma partícula
confinada em uma caixa.

Assim, de acordo com a análise anterior, o oscilador harmônico confinado por bar-
reias de potencial configura-se como um sistema intermediário entre a partícula confinada
em uma caixa e o modelo do oscilador harmônico, o que resulta em uma intrigante ligação
entre esses sistemas. Esse fenômeno já foi observado com base em uma análise energética
dos sistemas [152], aqui confirmamos essa interpretação com base nos valores de 𝑆𝑡.

Tabela 6 – Valores esperados da energia 𝐸 e da quantidade 𝜉 em função da distância de
confinamento 𝑥𝑐 para uma partícula confinada em uma caixa 𝑒−

𝑥 e para o osci-
lador harmônico confinado por barreias de potencial 𝑒−

𝑜𝑠𝑐. Estado fundamental.
Todos os valores em u.a..

𝐸 𝜉
𝑥𝑐 𝑒−

𝑥 𝑒−
𝑜𝑠𝑐

0,5000 4,9348 4,9511 0,9967
1,0000 1,2337 1,2985 0,9501
1,5009 0,5477 0,6689 0,8188
2,0000 0,3084 0,5385 0,5728
2,5000 0,1974 0,5061 0,3900
3,0000 0,1371 0,5009 0,2736
3,5000 0,1007 0,5002 0,2013
4,0000 0,0771 0,5000 0,1542
4,5000 0,0609 0,5000 0,1218
5,0000 0,0493 0,5000 0,0987
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Tabela 7 – Valores das entropias de Shannon 𝑆𝑥 e 𝑆𝑝, da soma entrópica 𝑆𝑡 e da quantidade
𝜏 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐 para uma partícula confinada em
uma caixa 𝑒−

𝑥 e para o oscilador harmônico confinado por barreias de potencial
𝑒−

𝑜𝑠𝑐. Estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝑒−
𝑥 𝑒−

𝑜𝑠𝑐

𝑥𝑐 𝑆𝑥 𝑆𝑝 𝑆𝑡 𝑆𝑥 𝑆𝑝 𝑆𝑡 𝜏
0,5000 -0,3069 2,5189 2,2120 -0,3074 2,5185 2,2111 1,0004
1,0000 0,3863 1,8257 2,2120 0,3787 1,8293 2,2080 1,0018
1,5009 0,7924 1,4197 2,2120 0,7541 1,4408 2,1949 1,0078
2,0000 1,0794 1,1326 2,2120 0,9619 1,2088 2,1707 1,0190
2,5000 1,3026 0,9094 2,2120 1,0470 1,1040 2,1510 1,0283
3,0000 1,4849 0,7271 2,2120 1,0679 1,0779 2,1458 1,0309
3,5000 1,6391 0,5730 2,2120 1,0715 1,0734 2,1449 1,0313
4,0000 1,7726 0,4394 2,2120 1,0722 1,0726 2,1448 1,0313
4,5000 1,8904 0,3217 2,2120 1,0723 1,0724 2,1447 1,0314
5,0000 1,9957 0,2163 2,2120 1,0723 1,0724 2,1447 1,0314

5.2 Sistemas confinados submetidos a uma função potencial cen-
tral
Nesta seção examinamos os sistemas confinados submetidos a uma função potencial

do tipo central. O primeiro sistema analisado na subseção 5.2.1 é a função potencial
esférica infinita que configura o sistema físico do tipo partícula confinada em uma gaiola.
Prosseguimos em um segundo sistema na subseção 5.2.2 onde a partícula é submetida
a uma função potencial do tipo coulombiana para o estudo dos átomos hidrogenoides.
Ademais, na subseção 5.2.3 estudamos a região de confinamento rigoroso.

5.2.1 Função potencial do tipo esférica infinita

Para a análise do sistema caracterizado como uma partícula confinada em uma
gaiola utilizamos os três primeiros estados quânticos radiais do sistema 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 e
𝑛 = 3 representado pela função de onda dada pela Eq. (4.56). Prosseguindo, determinamos
para diferentes raios de confinamento 𝑟𝑐 os valores esperados das energias e as entropias
de Shannon 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝, respectivamente, dadas pelas Eqs. (3.37) e (3.38) com 𝐷 = 3.
Adicionalmente, calculamos os valores da soma entrópica 𝑆𝑡.

Na Tabela 8 apresentamos os valores esperados das energias 𝐸 em função de 𝑟𝑐

para os estados quânticos escolhidos e o comportamento geral é visualizado na Figura 21
(intervalo de 0, 0300 𝑢.𝑎. ≤ 𝑟𝑐 ≤ 0, 5000 𝑢.𝑎.). Primeiramente, constatamos que os valores
das energias crescem com o incremento do número quântico e também com a redução de 𝑟𝑐
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sofrendo uma forte inflexão quando a situação de confinamento aumenta. Em outra direção
quando os valores de 𝑟𝑐 tendem para valores altos é previsível que os valores esperados da
energia do sistema confinado encaminhem-se para zero, o que corrobora com a Eq. (4.57).
Os valores esperados das energias calculados aqui são próximos da Ref. [42] que adota
uma metodologia de cálculos análoga a nossa.

E
 (

u
.a

.)

0

10.000

20.000

30.000

40.000

50.000

rc (u.a.)
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5

 n=1
 n=2
 n=3

Figura 21 – Valores esperados das energias 𝐸 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para
a partícula confinada em uma gaiola nos estados quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 e
𝑛 = 3.

Para as análises referentes às entropias de Shannon organizamos os valores obtidos
de 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 na Tabela 9 sendo o comportamento geral dessas quantidades percebidos na
Figura 22. Os valores de 𝑆𝑟 diminuem com o incremento do número quântico e com
a intensificação da situação de confinamento significando a redução da incerteza na
localização da partícula. Por outro lado, eles aumentam para valores altos de 𝑟𝑐. Um outro
aspecto é que os valores de 𝑆𝑟 são bem próximos para os estados quânticos estudados o
que leva a praticamente uma sobreposição das curvas no gráfico apresentado. Em relação
aos resultados de 𝑆𝑝 eles aumentam com a adição do número quântico e com a redução de
𝑟𝑐. De outro modo, os valores de 𝑆𝑝 diminuem quando 𝑟𝑐 dirige-se para grandes valores.

Na Tabela 10 estão dispostos os valores da soma entrópica 𝑆𝑡 para diferentes valores
de 𝑟𝑐 e na Figura 23 o comportamento geral dessa quantidade é explicitado. Constatamos
que os valores de 𝑆𝑡 são constantes para cada estado quântico estudado e tem seu valor
mais baixo para o estado fundamental. Adicionalmente, 𝑆𝑡 aumenta os seus valores com o
acréscimo do número quântico e a relação de incerteza entrópica é respeitada.

Por fim, os valores de 𝑆𝑟, 𝑆𝑝 e 𝑆𝑡 determinados aqui são bem semelhantes aos
apresentados na Ref. [42] que são utilizados para comparação nas Tabelas 9 e 10. O
trabalho escolhido como referência utiliza a função de onda exata no estado fundamental
por meio da qual determina os valores das entropias de Shannon e da soma entrópica.
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Figura 22 – Entropias de Shannon 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para
a partícula confinada em uma gaiola nos estados quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 e
𝑛 = 3.
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Figura 23 – Soma entrópica 𝑆𝑡 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para a partícula
confinada em uma gaiola nos estados quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 e 𝑛 = 3.
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Tabela 8 – Valores esperados das energias 𝐸 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para a
partícula confinada em uma gaiola nos estados quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 e 𝑛 = 3.
Todos os valores em u.a..

𝐸
𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3

𝑟𝑐 Ref. [42] Presente Presente Presente
0,0300 —– 5483,1137 21932,4549 49348,0235
0,0400 —– 3084,2515 12337,0059 27758,2632
0,0500 —– 1973,9209 7895,6838 17765,2885
0,0600 —– 1370,7784 5483,1137 12337,0059
0,0700 —– 1007,1025 4028,4101 9063,9227
0,0800 —– 771,0629 3084,2515 6939,5658
0,0900 —– 609,2349 2436,9394 5483,1137
0,1000 493,6083 493,4802 1973,9209 4441,3221
0,2000 123,4220 123,3701 493,4802 1110,3305
0,3000 54,8454 54,8311 219,3245 493,4802
0,4000 —– 30,8425 123,3701 277,5826
0,5000 19,7443 19,7392 78,9568 177,6529
1,0000 4,9361 4,9348 19,7392 44,4132
1,5000 —– 2,1932 8,7730 19,7392
2,0000 —– 1,2337 4,9348 11,1033
2,5000 —– 0,7896 3,1583 7,1061
3,0000 —– 0,5483 2,1932 4,9348
3,5000 —– 0,4028 1,6114 4,07831

4,0000 —– 0,3084 1,2337 2,7758
4,5000 —– 0,2437 0,9748 2,4020
5,0000 0,1974 0,1974 0,7896 1,7765

1𝑟𝑐 = 3,3000 u.a.
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Tabela 9 – Entropias de Shannon 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para a partícula confinada em uma gaiola nos estados
quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 e 𝑛 = 3. Todos os valores em u.a..

𝑆𝑟 𝑆𝑝

𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3 𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3
𝑟𝑐 Ref. [42] Presente Presente Presente Ref. [42] Presente Presente Presente

0,0300 —– -9,8441 -10,0580 -10,1344 —– 16,4613 18,2508 19,2087
0,0400 —– -8,9810 -9,1950 -9,2714 —– 15,5982 17,3878 18,3457
0,0500 —– -8,3116 -8,5255 -8,6020 —– 14,9288 16,7183 17,6763
0,0600 —– -7,7646 -7,9786 -8,0550 —– 14,3819 16,1714 17,1293
0,0700 —– -7,3022 -7,5161 -7,5925 —– 13,9194 15,7088 16,6669
0,0800 —– -6,9016 -7,1155 -7,1919 —– 13,5188 15,3084 16,2662
0,0900 —– -6,5483 -6,7622 -6,8386 —– 13,1654 14,9550 15,9129
0,1000 -6,2322 -6,2322 -6,4461 -6,5225 12,8495 12,8494 14,6389 15,5968
0,2000 -4,1527 -4,1527 -4,3667 -4,4431 10,7701 10,7699 12,5595 13,5174
0,3000 -2,9363 -2,9363 -3,1503 -3,2267 9,5537 9,5536 11,3431 12,3010
0,4000 —– -2,0733 -2,2872 -2,3636 —– 8,6905 10,4800 11,4380
0,5000 -1,4039 -1,4039 -1,6178 -1,6942 8,0212 8,0211 9,8106 10,7685
1,0000 0,6756 0,6756 0,4617 0,3852 5,9418 5,9417 7,7312 8,6891
1,5000 —– 1,8920 1,6781 1,6016 —– 4,7252 6,5148 7,4727
2,0000 —– 2,7550 2,5411 2,4647 —– 3,8622 5,6517 6,6096
2,5000 —– 3,4245 3,2105 3,1341 —– 3,1928 4,9823 5,9402
3,0000 —– 3,9714 3,7575 3,6811 —– 2,6458 4,4353 5,3933
3,5000 —– 4,4339 4,2199 3,96701 2,1834 3,9729 5,10741

4,0000 —– 4,8345 4,6205 4,5441 —– 1,7828 3,5723 4,5302
4,5000 —– 5,1878 4,9739 4,7611 —– 1,4294 3,2190 4,3133
5,0000 5,5039 5,5039 5,2900 5,2136 1,1134 1,1133 2,9029 3,8608

1𝑟𝑐 = 3,3000 u.a.
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Tabela 10 – Valores da soma entrópica 𝑆𝑡 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para a
partícula confinada em uma gaiola nos estados quânticos 𝑛 = 1, 𝑛 = 2 e 𝑛 = 3.
Todos os valores em u.a..

𝑆𝑡

𝑛 = 1 𝑛 = 2 𝑛 = 3
𝑟𝑐 Ref. [42] Presente Presente Presente

0,0300 —– 6,6172 8,1928 9,0743
0,0400 —– 6,6172 8,1928 9,0743
0,0500 —– 6,6172 8,1928 9,0743
0,0600 —– 6,6172 8,1928 9,0743
0,0700 —– 6,6172 8,1927 9,0743
0,0800 —– 6,6172 8,1928 9,0743
0,0900 —– 6,6172 8,1928 9,0743
0,1000 6,6173 6,6172 8,1928 9,0743
0,2000 6,6173 6,6172 8,1928 9,0743
0,3000 6,6173 6,6172 8,1928 9,0743
0,4000 —– 6,6172 8,1928 9,0743
0,5000 6,6173 6,6172 8,1928 9,0743
1,0000 6,6173 6,6172 8,1928 9,0743
1,5000 —– 6,6172 8,1928 9,0743
2,0000 —– 6,6172 8,1928 9,0743
2,5000 —– 6,6172 8,1928 9,0743
3,0000 —– 6,6172 8,1928 9,0743
3,5000 —– 6,6172 8,1928 9,07431

4,0000 —– 6,6172 8,1928 9,0743
4,5000 —– 6,6172 8,1928 9,0743
5,0000 6,6173 6,6172 8,1928 9,0743

1𝑟𝑐 = 3,3000 u.a.

5.2.2 Função potencial do tipo coulombiana

Para o estudo dos átomos confinados de hidrogênio H𝑐, hélio ionizado He+
𝑐 e lítio

duplamente ionizado Li++
𝑐 que tratam das interações entre o núcleo e o elétron por meio

de uma função potencial do tipo coulombiana começamos por definir a expressão para a
função de corte Ω(𝑟). Estudos mostram que a função do tipo trigonométrica apresenta
boa estabilidade numérica principalmente para o espectro de valores pequenos de 𝑟𝑐 [151].
Mais precisamente, adotamos aqui uma função do tipo cosseno dada por2

Ω(𝑟) =
[︂
cos

(︂
𝜋

2
𝑟

𝑟𝑐

)︂]︂
, (5.6)

2 Os cálculos referentes às grandezas de interesse, ou seja, os valores esperados das energias, entropias de
Shannon 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝, além da soma entrópica 𝑆𝑡 calculadas utilizando uma função de corte do tipo seno
fornecem valores próximos aos apresentados nessa seção. Entretanto, como o objetivo do trabalho não
é a determinação da qualidade de funções de base escolhemos analisar mais profundamente os valores
fornecidos pela função do tipo cosseno e dispomos, a título de completeza, as tabelas com os valores
das grandezas em questão calculadas utilizando uma função de corte do tipo seno no Apêndice D.
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onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento.

Desta maneira, substituindo a função de corte representada pela Eq. (5.6) na
função de onda aproximada para o estado fundamental do sistema, isto é, na Eq. (4.63) e
utilizando o sistema de unidades atômicas, temos

𝜓𝑐
1,0,0(𝑟) = 𝐵𝑒−𝛼𝑟

(︃
1√
4𝜋

)︃ [︂
cos

(︂
𝜋

2
𝑟

𝑟𝑐

)︂]︂
, (5.7)

onde 𝐵 é uma constante de normalização e 𝛼 é o parâmetro variacional.

Uma vez determinados os parâmetros variacionais (ver Apêndice C) para compor a
função de onda aproximada para os hidrogenoides confinados H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado

fundamental calculamos os valores esperados para a energia e as entropias de Shannon 𝑆𝑟 e
𝑆𝑝, respectivamente, dadas pelas Eqs. (3.37) e (3.38) com 𝐷 = 3. Além disso, determinamos
os valores da soma entrópica 𝑆𝑡.

Para efeitos de comparações dos resultados obtidos, quando possível, utilizamos
dois trabalhos como referências. Um dos trabalhos a Ref. [42] também utiliza o Método
Variacional direto, entretanto escreve a função de onda do sistema confinado em termos
de cinco funções de base sendo composta da função de corte e otimizando um parâmetro
variacional e os coeficientes lineares. Já o outro estudo a Ref. [41] propõe um modelo onde
a situação de confinamento é imposta na equação de Kohn-Sham do sistema. Assim a
equação de um elétron é resolvida sendo requerida que a função radial seja nula no limite
do constrangimento espacial.

Os valores esperados da energia 𝐸 estão esquematizados na Tabela 11 e o seu
comportamento global exibido na Figura 24 (no gráfico a) valores do raio de confinamento
compreendidos entre 0,001 u.a. ≤ 𝑟𝑐 ≤ 0,5 u.a. e no gráfico b) valores compreendidos
entre 0,06 u.a. ≤ 𝑟𝑐 ≤ 0,2 u.a..). A tendência é que tais valores para os átomos confinados
estudados encaminhem-se para os valores sem o constrangimento espacial quando 𝑟𝑐

dirige-se para o infinito. De outro lado, experimentam uma forte elevação quando a
situação de confinamento aumenta. Os valores esperados da energia estão de acordo com
os apresentados pelas Refs. [42] e [41].

Os resultados obtidos para as entropias de Shannon 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 em função de 𝑟𝑐 para
os átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 estão alinhados nas Tabelas 12 e 13, e na Figura 25 visualizamos

os comportamentos dessas curvas. Percebemos uma diminuição nos valores de 𝑆𝑟 com a
diminuição de 𝑟𝑐 (aumento do confinamento), resultado coerente com a interpretação de
𝑆𝑟 indicar uma medida do grau de incerteza na localização de uma partícula. Por outro
lado, os valores de 𝑆𝑝 aumentam com a diminuição de 𝑟𝑐.

Analisando a Figura 25 acompanhamos as inflexões das curvas 𝑆𝑟 versus 𝑟𝑐 e 𝑆𝑝

versus 𝑟𝑐 com a diminuição de 𝑟𝑐. Notamos o aumento do distanciamento da curva 𝑆𝑟

versus 𝑟𝑐 em relação à curva 𝑆𝑝 versus 𝑟𝑐 com o incremento do número atômico dos átomos.
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Figura 24 – Valores esperados da energia 𝐸 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para
os átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental. No gráfico a) valores do

raio de confinamento compreendidos entre 0,001 u.a. ≤ 𝑟𝑐 ≤ 0,5 u.a. e no
gráfico b) valores compreendidos entre 0,06 u.a. ≤ 𝑟𝑐 ≤ 0,2 u.a..

Assim temos o indicativo que as quantidades 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 calculadas através de funções de
onda eletrônicas dependem do número atômico, corroborando com o trabalho analítico
apresentado na Ref. [118]. Em particular, para o caso do H𝑐 temos um cruzamento das
curvas 𝑆𝑟 versus 𝑟𝑐 e 𝑆𝑝 versus 𝑟𝑐 em 𝑟𝑐 ≈ 3,0000 u.a. e 𝑆𝑟 ≈ 𝑆𝑝 ≈ 3,2845.
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Figura 25 – Entropias de Shannon 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os
átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental.

Os valores da soma entrópica 𝑆𝑡 em função de 𝑟𝑐 são apresentados na Tabela 14 e
as curvas 𝑆𝑡 versus 𝑟𝑐 são visualizadas na Figura 26. Inicialmente constamos que a relação
de incerteza é respeitada. Ainda, identifica-se as regiões de mínimo dos valores de 𝑆𝑡,
onde para os elementos estudados tem seu valor mínimo em 𝑆𝑡 = 6,4715 nos valores de
𝑟𝑚𝑖𝑛

𝑐 = 3,0000 u.a., 𝑟𝑚𝑖𝑛
𝑐 = 1,5000 u.a. e 𝑟𝑚𝑖𝑛

𝑐 = 1,0000 u.a., nessa ordem, para os átomos
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H𝑐, He+
𝑐 e Li++

𝑐 . Para os valores de 𝑟𝑐 onde 𝑆𝑡 atinge seu valor mínimo os potenciais de
Coulomb e o confinante são compensados criando um estado de menor incerteza entrópica.
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Figura 26 – Soma entrópica 𝑆𝑡 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H𝑐,
He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental.

Por meio do estudo dos valores da soma entrópica sugerimos duas conjecturas.
A primeira estabelece que tomando como referência H𝑐 os valores de 𝑆𝑡 para os íons
hidrogenoides são invariantes em relação ao raio de confinamento pela relação 𝑟𝑐[H𝑐]

𝑍[ion] ,

onde 𝑟𝑐[H𝑐] é o raio de confinamento de H𝑐 e 𝑍[ion] é o número atômico do íon. No sentido
de ilustrar a nossa conjectura tomemos dois exemplos baseados nos dados dispostos na
Tabela 14:

a) No átomo H𝑐 temos que para o valor de 𝑟𝑐 = 1,0000 u.a. o valor de 𝑆𝑡 é de 6,5449.
Efetuando a divisão 1, 0000

2 encontramos quando analisamos os valores referentes ao
He+

𝑐 (𝑍=2) para 𝑟𝑐 = 0,5000 u.a. o valor de 𝑆𝑡 também de 6,5449.

b) No H𝑐 em 𝑟𝑐 = 1,5000 u.a. temos que 𝑆𝑡 = 6,5157. Implementando a divisão 1, 5000
3

encontramos para o Li++
𝑐 (𝑍=3) em 𝑟𝑐 = 0,5000 u.a. o valor de 𝑆𝑡 = 6,5157.

A segunda conjectura é que o valor mínimo da soma entrópica possui a relação 𝑟𝑚𝑖𝑛
𝑐 ≡ 3

𝑍
.

A título de exemplos temos:

a) No H𝑐 (𝑍=1) o valor mínimo de 𝑆𝑡 = 6,4715 acontece em 𝑟𝑐 = 3,0000 u.a. como
encontramos na Tabela 14. Utilizando a relação proposta 𝑟𝑚𝑖𝑛

𝑐 = 3
1 = 3,0000 u.a..

b) No caso do lítio Li++
𝑐 (𝑍=3) o valor mínimo de 𝑆𝑡 = 6,4715 se dá em 𝑟𝑐 = 1,0000 u.a.

como constatamos na Tabela 14. Aplicando a conjectura proposta encontramos
𝑟𝑚𝑖𝑛

𝑐 = 3
3 = 1,0000 u.a..
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Assim, fornecemos um estudo semelhante ao apresentado para sistemas não con-
finados, como por exemplo o que afirma que a soma entrópica não depende do número
atômico para hidrogenoides livres nos estados fundamental ou excitado, enquanto que essa
dependência é observada para átomos multieletrônicos [41, 118].

Por fim, os resultados obtidos para os valores de 𝑆𝑟, 𝑆𝑝 e 𝑆𝑡 organizados nas
Tabelas 12, 13 e 14 estão de acordo com os fornecidos pelos trabalhos tomados como
referências (Refs. [42] e [41]).

Tabela 11 – Valores esperados da energia em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os
átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝐸
H𝑐 He+

𝑐 Li++
𝑐

𝑟𝑐 Refs. Presente Ref. [41] Presente Ref. [41] Presente
0,0300 —– 5418,1211 —– 5335,5758 —– 12005,0456
0,0400 —– 3032,2281 —– 2970,2457 —– 2908,0656
0,0500 —– 1930,7205 —– 1881,0755 —– 1831,2315
0,0600 —– 1333,8940 —– 1292,4736 —– 1250,8528
0,0700 —– 974,9419 —– 939,3961 —– 903,6484
0,0800 —– 742,5614 —– 711,2542 —– 680,0779
0,0900 —– 583,6483 —– 555,9346 —– 528,0162
0,1000 468,99311 470,2689 —– 445,2962 —– 420,1174
0,2000 111,07111 111,3241 —– 98,6812 —– 85,8167
0,3000 46,59281 46,6797 —– 38,1408 —– 29,3630
0,4000 —– 24,6703 —– 18,1784 —– 11,4287
0,5000 14,7482 14,7644 9,496 9,4965 3,933 3,9498
1,0000 2,3742 2,3741 -0,5 -0,4842 -3,816 -3,7622
1,5000 0,4372 0,4389 -1,696 -1,6721 -4,430 -4,3885
2,0000 -0,1252 -0,1211 -1,933 -1,9115 -4,493 -4,4736
2,5000 -0,3352 -0,3296 -1,985 -1,9708 -4,5 -4,4910
3,0000 -0,4242 -0,4180 -1,997 -1,9883 -4,5 -4,4961
3,5000 -0,4642 -0,4584 -1,999 -1,9945 -4,5 -4,4980
4,0000 -0,4832 -0,4779 -1,999 -1,9970 —– -4,4989
4,5000 -0,4922 -0,4876 -2 -1,9983 —– -4,4993
5,0000 -0,4962 -0,4927 -2 -1,9989 —– -4,4996
5,5000 -0,4982 -0,4955 —– -1,9993 —– -4,4997
6,0000 -0,4992 -0,4971 —– -1,9995 —– -4,4998
1Ref. [42] e 2Ref. [41] .
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Tabela 12 – Entropia de Shannon 𝑆𝑟 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos
H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝑆𝑟

H𝑐 He+
𝑐 Li++

𝑐

𝑟𝑐 Refs. Presente Ref. [41] Presente Ref. [41] Presente
0,0300 —– -9,8379 —– -9,8419 —– -9,8459
0,0400 —– -8,9762 —– -8,9815 —– -8,9869
0,0500 —– -8,3081 —– -8,3148 —– -8,3216
0,0600 —– -7,7624 —– -7,7705 —– -7,7788
0,0700 —– -7,3013 —– -7,3108 —– -7,3205
0,0800 —– -6,9021 —– -6,9126 —– -6,9242
0,0900 —– -6,5501 —– -6,5624 —– -6,5751
0,1000 -6,24451 -6,2353 —– -6,2491 —– -6,2634
0,2000 -4,17771 -4,1697 —– -4,1988 —– -4,2300
0,3000 -2,97461 -2,9676 —– -3,0136 —– -3,0652
0,4000 —– -2,1193 —– -2,1843 —– -2,2598
0,5000 -1,472 -1,4652 -1,55 -1,5512 -1,65 -1,6550
1,0000 0,5292 0,5283 0,317 0,2988 0,021 -0,0297
1,5000 1,6492 1,6408 1,237 1,1867 0,633 0,5297
2,0000 2,3972 2,3783 1,714 1,6252 0,808 0,7049
2,5000 2,9292 2,8969 1,937 1,8275 0,843 0,7677
3,0000 3,3162 3,2662 2,023 1,9213 0,848 0,7963
3,5000 3,5952 3,5259 2,055 1,9689 0,849 0,8117
4,0000 3,7912 3,7047 2,063 1,9959 —– 0,8211
4,5000 3,9252 3,8255 2,065 2,0127 —– 0,8273
5,0000 4,0112 3,9069 2,065 2,0239 —– 0,8316
5,5000 4,0642 3,9623 —– 2,0318 —– 0,8347
6,0000 4,0952 4,0008 —– 2,0375 —– 0,8371
1Ref. [42] e 2Ref. [41] .
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Tabela 13 – Entropia de Shannon 𝑆𝑝 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos
H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝑆𝑝

H𝑐 He+
𝑐 Li++

𝑐

𝑟𝑐 Refs. Presente Ref. [41] Presente Ref. [41] Presente
0,0300 —– 16,4494 —– 16,4512 —– 16,4528
0,0400 —– 15,5870 —– 15,5893 —– 15,5916
0,0500 —– 14,9181 —– 14,9207 —– 14,9236
0,0600 —– 14,3719 —– 14,3752 —– 14,3789
0,0700 —– 13,9099 —– 13,9140 —– 13,9184
0,0800 —– 13,5099 —– 13,5141 —– 13,5192
0,0900 —– 13,1571 —– 13,1625 —– 13,1683
0,1000 12,85361 12,8416 —– 12,8477 —– 12,8544
0,2000 10,77881 10,7683 —– 10,7821 —– 10,7983
0,3000 9,56761 9,5585 —– 9,5820 —– 9,6116
0,4000 —– 8,7026 —– 8,7379 —– 8,7857
0,5000 7,9672 8,0412 8,075 8,0906 8,152 8,1627
1,0000 5,9912 6,0112 6,18 6,1864 6,472 6,5012
1,5000 4,8572 4,8669 5,259 5,2848 5,894 5,9647
2,0000 4,0992 4,1070 4,804 4,8590 5,745 5,8167
2,5000 3,5652 3,5771 4,604 4,6771 5,719 5,7701
3,0000 3,1832 3,2054 4,532 4,6003 5,716 5,7507
3,5000 2,9142 2,9499 4,508 4,5645 5,717 5,7407
4,0000 2,732 2,7796 4,502 4,5456 —– 5,7347
4,5000 2,6092 2,6689 4,501 4,5343 —– 5,7308
5,0000 2,5332 2,5976 4,501 4,5270 —– 5,7282
5,5000 2,4872 2,5515 —– 4,5220 —– 5,7263
6,0000 2,4622 2,5208 —– 4,5183 —– 5,7248
1Ref. [42] e 2Ref. [41] .
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Tabela 14 – Valores da soma entrópica 𝑆𝑡 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os
átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝑆𝑡

H𝑐 He+
𝑐 Li++

𝑐

𝑟𝑐 Refs. Presente Ref. [41] Presente Ref. [41] Presente
0,0300 —– 6,6115 6,6093 —– 6,6070
0,0400 —– 6,6109 —– 6,6078 —– 6,6047
0,0500 —– 6,6100 —– 6,6060 —– 6,6020
0,0600 —– 6,6094 —– 6,6047 —– 6,6001
0,0700 —– 6,6086 —– 6,6032 —– 6,5979
0,0800 —– 6,6078 —– 6,6014 —– 6,5950
0,0900 —– 6,6070 —– 6,6001 —– 6,5931
0,1000 6,60911 6,6063 —– 6,5986 —– 6,5910
0,2000 6,60111 6,5986 —– 6,5834 —– 6,5683
0,3000 6,59301 6,5910 —– 6,5684 —– 6,5464
0,4000 —– 6,5833 —– 6,5536 —– 6,5259
0,5000 6,4972 6,5759 6,525 6,5395 6,505 6,5077
1,0000 6,522 6,5395 6,498 6,4852 6,493 6,4715
1,5000 6,5062 6,5077 6,496 6,4715 6,527 6,4944
2,0000 6,4952 6,4852 6,517 6,4842 6,554 6,5216
2,5000 6,4942 6,4740 6,541 6,5046 6,563 6,5379
3,0000 6,4992 6,4715 6,555 6,5216 6,564 6,5470
3,5000 6,5092 6,4758 6,563 6,5335 6,566 6,5524
4,0000 6,5212 6,4842 6,565 6,5415 —– 6,5559
4,5000 6,5332 6,4944 6,566 6,5470 —– 6,5582
5,0000 6,5442 6,5046 6,566 6,5509 —– 6,5598
5,5000 6,5522 6,5137 —– 6,5537 —– 6,5610
6,0000 6,5572 6,5216 —– 6,5559 —– 6,5619
1Ref. [42] e 2Ref. [41] .
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5.2.3 Análises para as regiões de confinamento rigoroso

Para o estudo envolvendo os potenciais centrais nas regiões de confinamento rigoroso
também trabalhamos com quantidades em termos do quociente dos valores das energias E
e da soma entrópica 𝑆𝑡 dos átomos de um elétron no estado fundamental. Desse modo,
definimos as quantidades 𝜀1, 𝜀2 e 𝜀3 como sendo a fração das energias da partícula confinada
em uma gaiola (𝑒−

𝑐 ) e dos átomos H𝑐, He+
𝑐 e Li++

𝑐 , ou seja,

𝜀1 = 𝐸 [𝑒−
𝑐 ]

𝐸 [H𝑐]
, (5.8)

𝜀2 = 𝐸 [𝑒−
𝑐 ]

𝐸 [He+
𝑐 ]

(5.9)

e
𝜀3 = 𝐸 [𝑒−

𝑐 ]
𝐸 [Li++

𝑐 ]
. (5.10)

Representamos, ainda, as quantidades 𝜂1, 𝜂2 e 𝜂3 como a fração dos valores da soma
entrópica 𝑆𝑡 da partícula confinada em uma gaiola (𝑒−

𝑐 ) e dos átomos H𝑐, He+
𝑐 e Li++

𝑐 ,
mais precisamente,

𝜂1 = 𝑆𝑡 [𝑒−
𝑐 ]

𝑆𝑡 [H𝑐]
, (5.11)

𝜂2 = 𝑆𝑡 [𝑒−
𝑐 ]

𝑆𝑡 [He+
𝑐 ]

(5.12)

e
𝜂3 = 𝑆𝑡 [𝑒−

𝑐 ]
𝑆𝑡 [Li++

𝑐 ]
. (5.13)

Na Tabela 15 apresentamos os valores das energias e das quantidades 𝜀1, 𝜀2 e 𝜀3 em
função de 𝑟𝑐 para a partícula confinada em uma gaiola e para os átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 .

Constatamos que ao passo em que 𝑟𝑐 tende para zero os valores das energias experimentam
uma forte elevação. Ainda, quando a situação de confinamento torna-se forte os valores de
𝜀1, 𝜀2 e 𝜀3 aproximam-se de uma unidade indicando que a tendência geral é que os valores
das energias dos átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 avizinham-se dos valores de 𝑒−

𝑐 . O comportamento
geral das curvas das quantidades 𝜀1, 𝜀2 e 𝜀3 versus 𝑟𝑐 são visualizadas na Figura 27.

Os valores da soma entrópica 𝑆𝑡 e das quantidades 𝜂1, 𝜂2 e 𝜂3 em função do raio
de confinamento 𝑟𝑐 para a partícula confinada em uma gaiola e para os átomos H𝑐, He+

𝑐 e
Li++

𝑐 são organizados na Tabela 16. Constatamos que quando 𝑟𝑐 encaminha-se para zero os
valores de 𝜂1, 𝜂2 e 𝜂3 dirigem-se para o valor de uma unidade. Isso ocorre pois os valores de
𝑆𝑡 dos átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 aproximam-se dos valores de 𝑒−

𝑐 . Na Figura 28 visualizamos
o comportamento aproximadamente linear das quantidades 𝜂1, 𝜂2 e 𝜂3 em função de 𝑟𝑐.
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Figura 27 – Valores das quantidades 𝜀1, 𝜀2 e 𝜀3 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐.
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Figura 28 – Valores das quantidades 𝜂1, 𝜂2 e 𝜂3 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐

(regressão linear).
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Desta forma, com base no comportamento das quantidades 𝜂1, 𝜂2, 𝜂3, 𝜀1, 𝜀2 e 𝜀3

tenderem para uma unidade ao passo em que o confinamento espacial da partícula se torna
muito efetivo, inferimos que os efeitos do potencial de Coulomb passam a ser secundários
em relação à influência do potencial confinante para os átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 . Esse

fenômeno já foi indicado por meio de uma análise energética [73], aqui apresentamos uma
abordagem também utilizando a soma entrópica 𝑆𝑡.

Tabela 15 – Valores esperados da energia 𝐸 e das quantidades 𝜀1, 𝜀2 e 𝜀3 em função do
raio de confinamento 𝑟𝑐 para a partícula confinada em uma gaiola (𝑒−

𝑐 ) e para
os átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 . Estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝐸 𝜀1 𝜀2 𝜀3
𝑟𝑐 𝑒−

𝑐 H𝑐 He+
𝑐 Li++

𝑐

0,0100 49348,0235 49257,3886 49010,3358 48763,0895 1,0018 1,0069 1,0120
0,0200 12337,0059 12252,5840 12128,9122 12005,0456 1,0069 1,0172 1,0277
0,0300 5483,1137 5418,1211 5335,5758 5252,8343 1,0120 1,0277 1,0438
0,0400 3084,2515 3032,2281 2970,2457 2908,0656 1,0172 1,0384 1,0606
0,0500 1973,9209 1930,7205 1881,0755 1831,2315 1,0224 1,0494 1,0779
0,0600 1370,7784 1333,8940 1292,4736 1250,8528 1,0277 1,0606 1,0959
0,0700 1007,1025 974,9419 939,3961 903,6484 1,0330 1,0721 1,1145
0,0800 771,0629 742,5614 711,2542 680,0779 1,0384 1,0841 1,1338
0,0900 609,2349 583,6483 555,9346 528,0162 1,0438 1,0959 1,1538
0,1000 493,4802 470,2689 445,2962 420,1174 1,0494 1,1082 1,1746
0,2000 123,3701 111,3241 98,6812 85,8167 1,1082 1,2502 1,4376
0,3000 54,8311 46,6797 38,1408 29,3630 1,1746 1,4376 1,8674
0,4000 30,8425 24,6703 18,1784 11,4287 1,2502 1,6967 2,6987
0,5000 19,7392 14,7644 9,4965 3,9498 1,3369 2,0786 4,9976
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Tabela 16 – Valores da soma entrópica 𝑆𝑡 e das quantidades 𝜂1, 𝜂2 e 𝜂3 em função do raio
de confinamento 𝑟𝑐 para a partícula confinada em uma gaiola (𝑒−

𝑐 ) e para os
átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 . Estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝑆𝑡 𝜂1 𝜂2 𝜂3
𝑟𝑐 𝑒−

𝑐 H𝑐 He+
𝑐 Li++

𝑐

0,0100 6,6172 6,6127 6,6123 6,6106 1,0007 1,0007 1,0010
0,0200 6,6172 6,6122 6,6109 6,6094 1,0008 1,0010 1,0012
0,0300 6,6172 6,6115 6,6093 6,6070 1,0009 1,0012 1,0016
0,0400 6,6172 6,6109 6,6078 6,6047 1,0010 1,0014 1,0019
0,0500 6,6172 6,6100 6,6060 6,6020 1,0011 1,0017 1,0023
0,0600 6,6172 6,6094 6,6047 6,6001 1,0012 1,0019 1,0026
0,0700 6,6172 6,6086 6,6032 6,5979 1,0013 1,0021 1,0029
0,0800 6,6172 6,6078 6,6014 6,5950 1,0014 1,0024 1,0034
0,0900 6,6172 6,6070 6,6001 6,5931 1,0015 1,0026 1,0036
0,1000 6,6172 6,6063 6,5986 6,5910 1,0017 1,0028 1,0040
0,2000 6,6172 6,5986 6,5834 6,5683 1,0028 1,0051 1,0074
0,3000 6,6172 6,5910 6,5684 6,5464 1,0040 1,0074 1,0108
0,4000 6,6172 6,5833 6,5536 6,5259 1,0051 1,0097 1,0140
0,5000 6,6172 6,5759 6,5395 6,5077 1,0063 1,0119 1,0168
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5.3 Sistemas confinados de duas partículas
Para o estudo dos átomos confinados compostos por dois elétrons, a saber o íon de

hidrogênio negativo H−
𝑐 , o hélio He𝑐 e o lítio ionizado Li+𝑐 iniciamos por definir a expressão

para a função de corte Ω(𝑟). Análises anteriores mostram que funções do tipo polinomial
apresentam boa estabilidade numérica [151]. Sendo assim, adotamos uma função de corte
desse tipo com o expoente 𝑛 = 1, ou seja,

Ω(𝑟) =
[︂
1 −

(︂
𝑟

𝑟𝑐

)︂]︂
, (5.14)

onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento.

Desta maneira, substituindo a função de corte representada pela Eq (5.14) nas
funções de onda aproximadas para o estado fundamental dos sistemas, ou seja, nas
Eqs. (4.74), (4.75) e (4.76), utilizando o sistema de unidades atômicas, temos3

𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) = 𝐷 𝑒𝜛(𝑟1+𝑟2)

[︂
1 −

(︂
𝑟1

𝑟𝑐

)︂]︂ [︂
1 −

(︂
𝑟2

𝑟𝑐

)︂]︂
, (5.15)

𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) = 𝐸 𝑒𝜏(𝑟1+𝑟2)

[︂
1 −

(︂
𝑟1

𝑟𝑐

)︂]︂ [︂
1 −

(︂
𝑟2

𝑟𝑐

)︂]︂
(5.16)

e
𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) = 𝐹 𝑒𝜎(𝑟1+𝑟2)𝛾(𝑟12)
[︂
1 −

(︂
𝑟1

𝑟𝑐

)︂]︂ [︂
1 −

(︂
𝑟2

𝑟𝑐

)︂]︂
. (5.17)

Essas equações estão dispostas em ordem de incremento da quantia de correlação eletrônica
no sistema. As Eqs. (5.15) e (5.16) são usadas na equação de Schrödinger levando em
conta, nessa ordem, a não inclusão e a computação do termo de interação coulombiana
entre os elétrons 𝑉𝑒𝑒 (|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|).

Em particular, na Eq. (5.17) consta o termo 𝛾(𝑟12) = (1 + 𝑏 𝑟12), onde 𝑏 é um
parâmetro variacional e 𝑟12 = |𝑟1 − 𝑟2| é a distância relativa entre os elétrons. O referido
termo introduz uma correlação entre o movimento dos elétrons na própria função de
onda. Em todo caso, a utilização de 𝛾(𝑟12) carrega consigo a inclusão de consideráveis
dificuldades na resolução do problema. Uma das maneiras de contornar tais nuances é a
utilização das chamadas coordenadas de Hylleraas que são definidas como [167]

𝑠 ≡ 𝑟2 + 𝑟1, (5.18a)

𝑡 ≡ 𝑟2 − 𝑟1, (5.18b)

𝑢 ≡ 𝑟12 = |𝑟1 − 𝑟2| . (5.18c)

Nessas coordenadas a função de onda representada pela Eq. (5.17) tem a forma

𝜙(𝑠, 𝑡, 𝑢) = 𝐺 𝑒𝜎𝑠 (1 + 𝑏 𝑢)
[︂
𝑟𝑐 −

(︂
𝑠− 𝑡

2

)︂]︂ [︂
𝑟𝑐 −

(︂
𝑠+ 𝑡

2

)︂]︂
, (5.19)

3 O termo de spin Φ(𝑤1, 𝑤2) não contribui para a integral variacional, logo omitimos essa parcela nas
funções de onda.
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onde o fator
[︂
𝑟𝑐 −

(︂
𝑠± 𝑡

2

)︂]︂
representa a função de corte e 𝑟𝑐 é o raio de confinamento.

A equação de Schrödinger tem uma forma específica nas coordenadas de Hylleraas
juntamente com o elemento de volume 𝑑𝑣 e as condições de contorno para a imposição
do confinamento apropriadas à função de onda dada pela Eq. (5.19). Para uma melhor
discussão do método de Hylleraas baseado nessas coordenadas ver Apêndice E.

Uma vez determinados os parâmetros variacionais 𝜛, 𝜏 , 𝜎 e 𝑏 (ver Apêndice C) para
compor as funções de onda 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2), 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝜙(𝑠, 𝑡, 𝑢) ( ou 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2)) para os átomos
confinados H−

𝑐 , He𝑐 e o Li+𝑐 no estado fundamental, calculamos o valor esperado para as
energias e as entropias de Shannon 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝, respectivamente, dadas pelas Eqs. (3.37) e (3.38)
com 𝐷 = 3. Também determinamos os valores da soma entrópica 𝑆𝑡. Além de outras
análises, com base nesses dados, estudamos a relação de 𝑆𝑟, 𝑆𝑝 e 𝑆𝑡 com a correlação
eletrônica.

Os valores esperados da energia 𝐸 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 utilizando
as funções 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2), 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) para os elementos H−
𝑐 , He𝑐 e o Li+𝑐 estão

organizados na Tabela 17 e o comportamento global dessas quantidades podem ser
examinados na Figura 29 (0, 6000 ≤ 𝑟𝑐 ≤ 5, 000). Inicialmente, percebemos que
a tendência é que os valores da referida energia encaminhem-se para os valores sem o
constrangimento espacial quando os valores de 𝑟𝑐 tendem para o infinito. Por outro lado,
observa-se a inflexão das curvas quando a situação de confinamento aumenta ou, dito de
outra forma, ocorrem a diminuição de 𝑟𝑐.
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Figura 29 – Valores esperados da energia 𝐸 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para
os átomos H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental. Legenda: 1 = 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2),

2 = 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 3 = 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2).

Por meio de uma análise da Tabela 17 e pelo gráfico da Figura 29 percebemos que os
valores esperados da energia obtidos melhoram com a utilização, nessa ordem, das funções



Capítulo 5. Resultados e Discussão 82

𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2), 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2), ou seja, à proporção que levamos em consideração as

interações eletrônicas. Do uso da função 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) para a 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) a diferença dos valores
esperados da energia obtidos é bastante considerável, já da passagem da função 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)
para a 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) a diferença da energia em questão não é tão grande como a diferença
anterior, entretanto está longe de ser irrelevante.

Em relação aos valores da energia do átomo He𝑐 disponibilizados na Ref. [168]
os resultados obtidos aqui são bem semelhantes. Isso ocorre pois esse estudo tomado
como referência utiliza uma metodologia de trabalho análoga ao nosso, ou seja, faz uso de
cálculos variacionais para a determinação da energia eletrônica do átomo de dois elétrons
confinados por uma barreira de potencial esférica e, entre outras funções de onda, utiliza
também uma função que contém explicitamente um termo de correlação.

O estudo apresentado na Ref. [41] também é utilizado para comparação dos valores
da energia dos átomos H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 na Tabela 17. Essa referência trabalha com um
modelo onde a situação de confinamento é implementada nas equações de Kohn-Sham
do sistema e é utilizado um potencial de correlação. Assim os valores apresentados nesse
trabalho diferem dos nossos oferecendo em algumas situações melhores valores da energia.

Ainda, como exemplo da acurácia das funções adotadas tomemos na Tabela 17
para o He𝑐 os valores esperados da energia -3,9999 u.a., -2,8443 u.a. e -2,8885 u.a., nessa
ordem, obtidas pelo uso das funções 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2), 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) em 𝑟𝑐 = 7,0000 u.a..
A título de comparação para o átomo de hélio sem constrangimento espacial as energias
exatas e obtidas pelo método de Hartree-Fock são, respectivamente, 𝐸𝑒𝑥𝑡 = -2,9037 u.a. e
𝐸𝐻𝐹 = -2,8617 u.a. [168].

No caso do íon atômico confinado4 H−
𝑐 , para o valor de 𝑟𝑐 = 7,0000 u.a., o melhor

valor esperado da energia é de -0,4924 u.a. utilizando a função 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2). Com base

nesse valor de energia, a princípio, o sistema poderia ser visto como instável. Entretanto,
a barreira de confinamento evita que um segundo elétron escape do sistema originando
um átomo neutro de hidrogênio. No que segue, a despeito da estabilidade conferida pelo
confinamento, o uso de funções de onda testes mais refinadas conduz para valores de
energias de estados ligados independente do confinamento para este sistema [169].

Nas Tabelas 18 e 19 organizamos, nessa ordem, os valores esperados das energias
cinética 𝐸𝑐 e potencial 𝐸𝑝 em função de 𝑟𝑐 utilizando as funções de onda propostas para
os sistemas H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 . Detectamos que ao passo em que a situação de confinamento
intensifica-se os valores de 𝐸𝑐 aumentam e os de 𝐸𝑝 diminuem. De um ponto de vista
semi-clássico entendemos que à medida que ocorre o constrangimento espacial os elétrons
4 Para o átomo ionizado de hidrogênio não confinado temos que o uso de funções de onda testes utilizadas

para o átomo de hélio não confinado leva a obtenção de uma faixa de energia de estado não ligado para
o H−. Entretanto, com o uso de funções de onda mais refinadas e que descrevem melhor os efeitos de
blindagem dos elétrons em relação ao núcleo obtêm-se energias características de estados ligados [164].
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aproximam-se cada vez mais do núcleo atômico, dessa forma a diminuição e aumento,
respectivamente, de 𝐸𝑝 e 𝐸𝑐 evitam que ocorram precipitações dos elétrons no núcleo.

Em relação aos efeitos do incremento de correlação eletrônica nos valores esperados
da energia cinética dos elementos estudados temos que, inicialmente, os valores de 𝐸𝑐

são mais altos quando não estamos incluindo o termo 𝑉𝑒𝑒(|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|), em outras palavras,
na ocasião em que adotamos a função 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2). A computação do termo de repulsão
eletrostático entre os elétrons, ou seja, uso da função 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) acarreta uma diminuição
dos valores esperados da energia cinética que, por sua vez, voltam a aumentar seus valores
com a inserção do termo de correlação 𝛾(𝑟12) ou a adoção da função 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2).

No que diz respeito ao comportamento dos valores esperados da energia potencial
com a introdução dos efeitos das interações eletrônicas observamos que os valores de 𝐸𝑝

são mais baixos com a utilização da função 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) e vai aumentando ao passo que

inserimos em nosso modelo parcelas de correlação eletrônica, nessa ordem, com a utilização
das funções 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2).

Os comportamentos globais dos valores esperados das energias cinética e potencial
em função de 𝑟𝑐 são visualizados na Figura 30 (valores compreendidos entre 0, 6000 ≤ 𝑟𝑐 ≤
5, 000 das Tabelas 18 e 19). No caso a) temos as variações de 𝐸𝑐 versus 𝑟𝑐 e no caso b) 𝐸𝑝

versus 𝑟𝑐. Em ambas as situações percebemos as inflexões que as curvas experimentam
com o aumento da situação de confinamento. Por outro, inferimos que os valores de 𝐸𝑐 e
𝐸𝑝 encaminham-se para valores constantes quando o rigor do confinamento é relaxado e o
sistema tende para um comportamento não confinado.
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Figura 30 – Valores esperados das energias cinética 𝐸𝑐 a) e potencial 𝐸𝑝 b) em função do
raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental.
Legenda: 1 = 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2), 2 = 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 3 = 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2).

No que diz respeito a um estudo quantitativo das parcelas de efeitos de correlação
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eletrônica definimos duas medidas operacionais baseadas na energia, ou seja,

𝜇1 = 𝐸 [𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)] − 𝐸 [𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)] , (5.20a)

𝜇2 = 𝐸 [𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2)] − 𝐸 [𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)] , (5.20b)

onde 𝐸 [𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)] é o valor da energia calculado via função 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2), enquanto 𝐸 [𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)]

e 𝐸 [𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2)] são as energias obtidas por meio das funções 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) .

Na Tabela 20 dispomos os valores de 𝜇1 e 𝜇2 em função de 𝑟𝑐 para os átomos
H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 e na Figura 31 visualizamos o comportamento global dessas quantidades.
Usualmente existem duas maneiras de se investigar o comportamento das energias de
correlação no âmbito de sistemas confinados. Um primeiro modo leva em consideração
o número atômico do sistema 𝑍 e um segundo estudo é empreendido variando o raio de
confinamento.
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Figura 31 – Energias de correlação 𝜇1 e 𝜇2 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os
átomos H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental.

Em relação ao número atômico concluímos que as energias de correlação 𝜇1 e 𝜇2

aumentam com o incremento do número atômico e o espaçamento da diferença de energia
entre dois elementos de números atômicos vizinhos aumentam também com o valor de 𝑍.

Ao que tange à investigação com base nas variações de 𝑟𝑐 temos que os valores de
𝜇1 e 𝜇2 aumentam com a elevação da situação de confinamento e quando 𝑟𝑐 tende para
infinito essas energias se encaminham para um valor constante. Tais comportamentos
aparecem em medidas de correlação baseadas em energias, porém calculadas por diferentes
métodos [169,170].

Para a análise da entropia de Shannon no espaço das posições 𝑆𝑟 exibimos os
valores dessa quantidade em função de 𝑟𝑐 na Tabela 21. No caso do H−

𝑐 os valores de
𝑆𝑟 aumentam com a computação do termo 𝑉𝑒𝑒(|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|) na equação de Schrödinger, ou
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seja, da passagem do uso da função 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) para a 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2). Ainda, os valores de 𝑆𝑟

calculados por meio de 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) são maiores dos que os determinados via 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2).
Para os átomos He𝑐 e Li+𝑐 os valores de 𝑆𝑟 aumentam no sentido da inclusão dos efeitos das
interações eletrônicas, ou seja, utilizando 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2), 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) nessa ordem.

No caso dos átomos He𝑐 e Li+𝑐 o fato dos valores de 𝑆𝑟 em geral aumentarem à
medida em que incluímos a correlação eletrônica se deve à força de repulsão cada vez
maior que os elétrons passam a experimentar entre si, o que influencia no espraiamento ou
em uma maior deslocalização da densidade de probabilidade.

Em relação ao caso específico do H−
𝑐 o aumento de 𝑆𝑟 também é observado quando

o termo 𝑉𝑒𝑒(|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|) é incluído na equação de Schrödinger. Entretanto, observa-se uma
diminuição do valor de 𝑆𝑟 quando calculado por meio da função 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) ao invés da
função 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2). No modelo proposto para o H−
𝑐 a inclusão do termo de correlação 𝛾(𝑟12)

na função de onda faz com que um elétron fique mais próximo do núcleo, enquanto o outro
tende a se desvincular do sistema e é mantido ligado devido as barreiras de confinamento.
Esse fenômeno faz com que a densidade de probabilidade nesse último caso fique mais
localizada em relação a situação anterior.

A tendência geral dos dados contidos na Tabela 21 são visualizados no gráfico a)
da Figura 32. Nesse gráfico observamos o espaçamento das curvas originadas pelos cálculos
de 𝑆𝑟 em função de 𝑟𝑐 usando as funções de onda propostas. Temos que as diferenças entre
os valores de 𝑆𝑟 são maiores na passagem do uso da função 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) para a 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) do

que do uso da função 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) para a 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2). Nesse último caso os valores são bem
próximos causando uma certa sobreposição dessas duas curvas. Adicionalmente, quando
𝑟𝑐 tende para infinito os valores de 𝑆𝑟 passam a ser constantes e encaminham-se para
os valores do sistema não confinado, enquanto que quando a situação de confinamento
torna-se rigorosa temos uma inflexão para baixo no comportamento das curvas.

Em relação ao estudo da entropia de Shannon no espaço dos momentos 𝑆𝑝 apre-
sentamos os valores dessa quantidade em função de 𝑟𝑐 na Tabela 22. Para os sistemas
estudados e para os diversos valores de 𝑟𝑐 temos que valores de 𝑆𝑝 diminuem com a
inclusão da correlação eletrônica, ou seja, com o uso do termo 𝑉𝑒𝑒(|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|) na equação
de Schrödinger. Mais precisamente, os valores de 𝑆𝑝 determinados utilizando a função de
onda 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) são menores dos que os encontrados usando a função 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2).

Uma explicação para o episódio dos valores de 𝑆𝑝 diminuírem com a inclusão da
correlação é que a computação do termo 𝑉𝑒𝑒(|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|) na equação de Schrödinger faz com
que os valores das energias cinéticas dos elétrons diminuam, como podemos constatar na
Tabela 25, e como resultado desse efeito temos uma maior localização da densidade de
probabilidade no espaço dos momentos.

Os resultados obtidos e apresentados na Tabela 22 tem suas tendências gerais
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Figura 32 – Entropias de Shannon a) 𝑆𝑟 e b) 𝑆𝑝 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para
os átomos H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental. Legenda: 1 = 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2),

2 = 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 3 = 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2).

observadas no gráfico b) da Figura 32. Nesse gráfico observamos mais nitidamente a
diferença de valores de 𝑆𝑝 quando calculados pelas funções de onda propostas. Novamente,
como semelhante ao caso do gráfico a), quando 𝑟𝑐 tende para infinito os valores de 𝑆𝑝

encaminham-se para os valores do sistema não confinado. Por outro lado, à medida em
que se aumenta a situação de confinamento percebe-se o desvio para cima das curvas.

Para o exame do comportamento da soma entrópica 𝑆𝑡 com a variação de 𝑟𝑐 organi-
zamos a Tabela 23. Para os átomos H−

𝑐 e He𝑐 com a passagem do uso da função 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)

para 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) percebemos que o valor mínimo da soma entrópica 𝑆𝑚𝑖𝑛

𝑡 experimenta um
deslocamento em relação ao raio de confinamento correspondente 𝑟𝑚𝑖𝑛

𝑐 . Assim, para o
H−

𝑐 utilizando 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) temos 𝑆𝑚𝑖𝑛

𝑡 = 12,9676 em 𝑟𝑚𝑖𝑛
𝑐 = 3,0010 u.a., enquanto que

para 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) temos 𝑆𝑚𝑖𝑛

𝑡 = 12,9673 em 𝑟𝑚𝑖𝑛
𝑐 = 4,0000 u.a.. No caso do He𝑐 dispomos

para 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) de 𝑆𝑚𝑖𝑛

𝑡 = 12,9675 em 𝑟𝑚𝑖𝑛
𝑐 = 1,4001 se deslocando quando utilizamos

𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) para 𝑆𝑚𝑖𝑛

𝑡 = 12,9679 em 𝑟𝑚𝑖𝑛
𝑐 = 1,6000 u.a..

Para o Li+𝑐 , ainda de acordo com a Tabela 23, o valor de 𝑆𝑚𝑖𝑛
𝑡 acontece em

𝑟𝑚𝑖𝑛
𝑐 = 1,0000 u.a. utilizando ambas as funções 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2). Entretanto, cálculos

adicionais mostram que modificando o passo da diferença de valores de 𝑟𝑐 encontramos
para a função 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) o valor de 𝑆𝑚𝑖𝑛
𝑡 = 12,9674 em 𝑟𝑚𝑖𝑛

𝑐 = 0,9500 u.a. e para 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)

temos 𝑆𝑚𝑖𝑛
𝑡 = 12,9675 em 𝑟𝑚𝑖𝑛

𝑐 = 1,1000 u.a..

Nesse sentido os valores mínimos da soma entrópica 𝑆𝑚𝑖𝑛
𝑡 computam os efeitos

de incremento da correlação eletrônica. Na Figura 33 (dados da Tabela 23) realizamos
os gráficos de 𝑆𝑡 versus 𝑟𝑐 onde observamos para os elementos H−

𝑐 e He𝑐 os mínimos das
curvas experimentar um deslocamento com os cálculos realizados utilizando as funções
𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2).

Ainda os valores de 𝑆𝑚𝑖𝑛
𝑡 dos átomos hidrogenoides confinados estudados difereciam-
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se por uma mudança de escala guardando a relação 𝑟𝑚𝑖𝑛
𝑐 ≡ 3

𝑍
. Verificamos que os valores

𝑆𝑚𝑖𝑛
𝑡 para os átomos de dois elétrons confinados no modelo de partículas independentes,

utilizando a função de onda 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2), cumprem aproximadamente a relação anterior.

Entretanto, quando incluímos algum efeito de correlação a interação entre os elétrons
acaba por de alguma forma quebrar essa simetria e a relação 𝑟𝑚𝑖𝑛

𝑐 ≡ 3
𝑍

não é mais válida
para os cálculos utilizando a função 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2).

Em todo caso, todos os valores mínimos de 𝑆𝑡 ficam acima do valor mínimo
permitido pela relação de incerteza para os átomos de dois elétrons estudados o que acaba
por validar tal relação.

Para fins de comparação com os resultados organizados nas Tabelas 21, 22 e 23
utilizamos os dados apresentados na Ref. [41]. Esse estudo trabalha com um modelo onde
a situação de confinamento é implementada nas equações de Kohn-Sham do sistema e é
utilizado um potencial de correlação. Além disso, os cálculos para a obtenção das entropias
de Shannon e da soma entrópica é efetuado para 1 densidade de probabilidade eletrônica,
levando em consideração que no formalismo implementado

∫︁
𝜌𝐾𝑆(𝑟⃗)𝑑𝑟⃗ = 2. Desta forma,

deve ser levado em conta aproximadamente o dobro do valor da referência citada na
comparação com os nossos resultados. Dadas essas considerações os valores obtidos aqui
via função 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) para os cálculos de 𝑆𝑟 e por meio da função 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) para os

cálculos de 𝑆𝑝, além de 𝑆𝑡 são bem razoáveis quando comparados com os da Ref. [41].
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Figura 33 – Soma entrópica 𝑆𝑡 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 ,

He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental. Legenda: 1 = 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2), 2 = 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2).

De forma semelhante ao que fizemos no caso da análise energética (ver as definições
de 𝜇1 e 𝜇2) definimos duas medidas operacionais de correlação baseadas, nessa ocasião,
nas medidas de 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝, às quais denominamos entropias de Shannon de correlação nos
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espaços das posições e dos momentos. Para o caso nos espaços das posições temos

𝛽1 = 𝑆𝑟 [𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)] − 𝑆𝑟 [𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)] , (5.21a)

𝛽2 = 𝑆𝑟 [𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2)] − 𝑆𝑟 [𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)] , (5.21b)

onde 𝑆𝑟 [𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)] é o valor da entropia de Shannon calculada via função 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2),
enquanto 𝑆𝑟 [𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)] e 𝑆𝑟 [𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2)] são as quantidades obtidas por meio das funções

𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2). E, para a situação no espaço dos momentos, definimos

𝛽3 = 𝑆𝑝 [𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)] − 𝑆𝑝 [𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)] , (5.22)

onde 𝑆𝑝 [𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)] é o valor calculado via 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2). Além disso, 𝑆𝑝 [𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)] é a

entropia de Shannon obtida por meio da função 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2).

Na Tabela 24 sistematizamos os valores de 𝛽1, 𝛽2 e 𝛽3 em função de 𝑟𝑐 para os
átomos H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 . Identificamos que para o caso do H−
𝑐 os valores de 𝛽1 são maiores

dos que de 𝛽2, isso reflete e mensura o fenômeno discutido anteriormente que para esse
elemento os valores de 𝑆𝑟 diminuem quando adotamos a função de onda 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) ao
invés da 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2). Para os átomos He𝑐 e Li+𝑐 os valores de 𝛽2 são maiores dos que 𝛽1.

Ainda, com base nos dados situados na Tabela 24, o comportamento de 𝛽1, 𝛽2 e 𝛽3,
em relação ao número atômico 𝑍, é que essas quantidades são maiores para os elementos
mais massivos para valores de 𝑟𝑐 tendendo ao infinito e ao longo do aumento da situação
de confinamento os valores de 𝛽1, 𝛽2 e 𝛽3 passam a ter um comportamento diferente e que
visualizamos na Figura 34. Nos gráficos apresentados notamos que as curvas das entropias
de Shannon de correlação versus 𝑟𝑐 se cruzando algumas vezes quando 𝑟𝑐 se encaminha
para zero.
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Figura 34 – Entropias de Shannon de correlação 𝛽1, 𝛽2 e 𝛽3 em função do raio de confina-
mento 𝑟𝑐 para os átomos H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental.

A análise das entropias de Shannon de correlação ao que tange à situação de
confinamento, isto é, variações de 𝑟𝑐, são feitas com base nos gráficos da Figura 34. No
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caso a) temos os valores de 𝛽1, 𝛽2 em função do 𝑟𝑐 e no caso b) os valores de 𝛽3 em função
de 𝑟𝑐 (dados oriundos da Tabela 24). Em ambas às situações as quantidades 𝛽1, 𝛽2 e 𝛽3

dirigem-se para valores constantes quando 𝑟𝑐 tende para o infinito, situação em que o
sistema se assemelha a um sistema não confinado. Os valores das quantidades em estudo
sofrem uma inflexão, no caso a) para menos e no caso b) para mais, e tendem para zero
ao passo em que a situação de confinamento aumenta.
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Tabela 17 – Valores esperados da energia 𝐸 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental.

Todos os valores em u.a..

𝐸

H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

𝑟𝑐 Ref. [41] 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) Refs. 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) Ref. [41] 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2)

0,4000 54,145 49,7965 54,3486 —– 41,366 1 36,6461 41,3290 —– 27,991 22,9798 27,8079 —–
0,6000 22,345 19,2361 —– —– 13,546 1 10,2133 13,3553 —– 4,1289 0,5896 3,9773 —–
0,8000 11,545 9,1615 11,4942 —– 4,7606 1 2,1786 4,6630 —– -2,731 -5,5078 -2,8064 —–
1,0000 6,7133 4,7812 6,6709 —– 1,0186 2 -1,0000 1,0626 1,0186 -5.275 -7,6058 -5,2823 -5,3391
1,2001 —– 2,5525 4,1482 —– —– -2,4484 -0,6588 -0,7066 —– -8,4116 -6,3079 -6,3666
1,4001 —– 1,2998 2,6868 2,6492 —– -3,1648 -1,5600 -1,6100 —– -8,7392 -6,7642 -6,8228
1,6000 1,7908 0,5446 1,7765 1,7365 -2,083 1 -3,5377 -2,0618 -2,1128 -7,066 -8,8780 -6,9779 -7,0354
1,8000 1,1834 0,0655 1,1778 1,1365 -2,4049 2 -3,7384 -2,3536 -2,4049 -7,176 -8,9394 -7,0829 -7,1387
2,0000 0,7659 -0,2500 0,7678 0,7256 -2,083 1 -3,8488 -2,5285 -2,5797 -7,229 -8,9679 -7,1370 -7,1912
2,5000 0,167 -0,6687 0,1834 0,1405 -2,797 1 -3,9573 -2,7272 -2,7772 -7,27 -8,9914 -7,1894 -7,2405
3,0010 —– -0,8453 -0,0978 -0,1405 —– -3,9857 -2,7936 -2,8420 —– -8,9969 -7,2055 -7,2547
3,5000 -0,28 -0,9247 -0,2459 -0,2879 -2,893 1 -3,9943 -2,8189 -2,8661 -7,279 -8,9986 -7,2121 -7,2602
4,0000 -0,369 -0,9622 -0,3295 -0,3708 -2,8760 2 -3,9974 -2,8302 -2,8764 -7,544 -8,9993 -7,2154 -7,2628
4,5000 -0,423 -0,9803 -0,3789 -0,4194 -2,905 1 -3,9986 -2,8359 -2,8815 -7,279 -8,9996 -7,2174 -7,2643
5,0000 -0,456 -0,9893 -0,4091 -0,4490 -2,8843 2 -3,9992 -2,8392 -2,8843 —– -8,9998 -7,2186 -7,2653
5,5010 —– -0,9940 -0,4282 -0,4675 —– -3,9995 -2,8412 -2,8860 —– -8,9998 -7,2195 -7,2659
6,0000 -0,492 -0,9964 -0,4406 -0,4793 -2,906 1 -3,9997 -2,8426 -2,8872 —– -8,9999 -7,2201 -7,2663
7,0000 -0,508 -0,9986 -0,4545 -0,4924 -2,906 1 -3,9999 -2,8443 -2,8885 —– -8,9999 -7,2209 -7,2669

1Ref. [41] e 2Ref. [168].
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Tabela 18 – Valores esperados da energia cinética 𝐸𝑐 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado

fundamental. Todos os valores em u.a..

𝐸𝑐

H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

𝑟𝑐 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2)

0,4000 62,7130 62,6128 —– 63,4376 63,1871 —– 64,8319 64,3817 —–
0,6000 28,0012 —– —– 28,8142 28,4325 —– 30,5085 29,9393 —–
0,8000 15,8594 15,7453 —– 16,7754 16,4344 —– 18,8426 18,1207 —–
1,0000 10,2463 10,1243 —– 11,2813 10,8878 10,9567 13,7913 12,8855 12,9593
1,2001 7,2024 7,0707 —– 8,3734 7,9144 7,9794 11,3707 10,2650 10,3281
1,4001 5,3742 5,2346 5,2931 6,6976 6,1642 6,2249 10,1779 8,8833 8,9365
1,6000 4,1938 4,0438 4,0964 5,6833 5,0690 5,1253 9,5912 8,1424 8,1880
1,8000 3,3898 3,2288 3,2790 5,0540 4,3559 4,4080 9,3036 7,7432 7,7843
2,0000 2,8203 2,6474 2,6956 4,6609 3,8809 3,9294 9,1616 7,5270 7,5660
2,5000 1,9675 1,7610 1,8046 4,2097 3,2620 3,3042 9,0407 7,3188 7,3577
3,0010 1,5317 1,2863 1,3261 4,0717 3,0246 3,0643 9,0136 7,2628 7,3035
3,5000 1,2962 1,0084 1,0455 4,0277 2,9313 2,9707 9,0057 7,2436 7,2857
4,0000 1,1652 0,8345 0,8696 4,0122 2,8919 2,9320 9,0028 7,2354 7,2784
4,5000 1,0926 0,7215 0,7553 4,0061 2,8738 2,9145 9,0015 7,2311 7,2748
5,0000 1,0524 0,6462 0,6794 4,0033 2,8646 2,9059 9,0009 7,2287 7,2728
5,5010 1,0303 0,5953 0,6282 4,0020 2,8594 2,9011 9,0006 7,2272 7,2716
6,0000 1,0180 0,5606 0,5935 4,0012 2,8563 2,8983 9,0004 7,2262 7,2708
7,0000 1,0069 0,5199 0,5533 4,0006 2,8528 2,8954 9,0002 7,2250 7,2699
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Tabela 19 – Valores esperados da energia potencial 𝐸𝑝 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado

fundamental. Todos os valores em u.a..

𝐸𝑝

H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

𝑟𝑐 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2)

0,4000 -12,9165 -12,8012 —– -26,7915 -26,5233 —– -41,8521 -41,3809 —–
0,6000 -8,7652 —– —– -18,6009 -18,2636 —– -29,9189 -29,3230 —–
0,8000 -6,6979 - 6,5666 —– -14,5968 -14,2342 —– -24,3504 -23,5942 —–
1,0000 -5,4651 -5,3248 —– -12,2813 -11,8596 -9,9380 -21,3971 -20,4475 -18,2984
1,2001 -4,6499 -4,4982 —– -10,8218 -10,3296 -8,6860 -19,7823 -18,6223 -16,6947
1,4001 -4,0744 - 3,9139 -2,6389 -9,8623 -9,2901 -7,8348 -18,9171 -17,5576 -15,7593
1,6000 -3,6492 - 3,4766 -2,3599 -9,2210 -8,5615 -7,2381 -18,4692 -16,9462 -15,2234
1,8000 -3,3243 -3,1392 -2,1426 -8,7924 -8,0423 -6,8129 -18,2430 -16,6014 -14,9230
2,0000 -3,0703 -2,8714 -1,9699 -8,5096 -7,6708 6,5091 -18,1294 -16,4087 -14,7572
2,5000 -2,6362 -2,3986 - 1,6640 -8,1671 -7,1453 -6,0814 -18,0322 -16,2176 -14,5983
3,0010 -2,3771 -2,0946 -1,4666 -8,0574 -6,9262 -5,9063 -18,0105 -16,1647 -14,5582
3,5000 -2,2209 -1,8894 -1,3334 -8,0220 -6,8358 -5,8368 -18,0043 -16,1462 -14,5459
4,0000 -2,1274 -1,7456 -1,2404 -8,0096 -6,7965 -5,8083 -18,0021 -16,1381 -14,5412
4,5000 -2,0729 -1,6435 -1,1748 -8,0047 -6,7780 -5,7960 -18,0011 -16,1339 -14,5391
5,0000 -2,0418 -1,5704 -1,1284 -8,0025 -6,7684 -5,7901 -18,0007 -16,1314 -14,5381
5,5010 -2,0242 -1,5179 -1,0956 -8,0015 -6,7629 -5,7871 -18,0004 -16,1299 -14,5375
6,0000 -2,0144 -1,4805 -1,0728 -8,0009 -6,7596 -5,7855 -18,0003 -16,1288 -14,5371
7,0000 -2,0055 -1,4343 -1,0457 -8,0004 -6,7559 -5,7839 -18,0001 -16,1275 -14,5368
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Tabela 20 – Energias de correlação 𝜇1 e 𝜇2 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os
átomos H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

𝑟𝑐 𝜇1 𝜇2 𝜇1 𝜇2 𝜇1 𝜇2
0,8000 2,3327 —– 2,4844 —– 2,7014 —–
1,0000 1,8897 —– 2,0626 2,0186 2,3235 2,2668
1,2001 1,5957 —– 1,7896 1,7418 2,1037 2,0450
1,4001 1,3871 1,3495 1,6048 1,5548 1,9749 1,9164
1,6000 1,2319 1,1918 1,4759 1,4249 1,9000 1,8426
1,8000 1,1123 1,0710 1,3848 1,3335 1,8565 1,8007
2,0000 1,0178 0,9756 1,3203 1,2690 1,8309 1,7766
2,5000 0,8521 0,8092 1,2301 1,1801 1,8020 1,7509
3,0010 0,7475 0,7048 1,1921 1,1437 1,7914 1,7422
3,5000 0,6789 0,6368 1,1754 1,1282 1,7866 1,7384
4,0000 0,6327 0,5914 1,1672 1,1210 1,7839 1,7364
4,5000 0,6014 0,5609 1,1627 1,1171 1,7822 1,7353
5,0000 0,5802 0,5404 1,1600 1,1149 1,7811 1,7345
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Tabela 21 – Entropia de Shannon 𝑆𝑟 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental. Todos os

valores em u.a..

𝑆𝑟

H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

𝑟𝑐 Ref. [41]1 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) Ref. [41]1 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) Ref. [41]1 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2)

0,4000 -2,088 -4,2160 -4,1852 —– -2,145 -4,3441 -4,3082 —– -2,212 -4,4923 -4,4504 —–
0,6000 -0,881 -1,8450 —– —– -0,976 -2,0595 -1,9881 —– -1,094 -2,3272 -2,2484 —–
0,8000 -0,032 -0,1852 -0,1150 —– -0,17 -0,5052 -0,4086 —– -0,353 -0,9344 -0,8034 —–
1,0000 0,6209 1,0823 1,1760 —– 0,4326 0,6345 0,7734 0,7779 0,1659 -0,0029 0,1973 0,2071
1,2001 —– 2,0999 2,2214 —– —– 1,4987 1,6911 1,6970 —– 0,6121 0,8943 0,9089
1,4001 —– 2,9420 3,0917 3,0886 —– 2,1604 2,4171 2,4250 —– 1,0032 1,3701 1,3900
1,6000 1,965 3,6537 3,8373 3,8369 1,5735 2,6648 2,9961 3,0065 0,9762 1,2439 1,6861 1,7112
1,8000 2,2912 4,2644 4,4854 4,4846 1,8151 3,0446 3,4577 3,4711 1,0961 1,3903 1,8922 1,9213
2,0000 2,5777 4,7933 5,0561 5,0543 2,0097 3,3254 3,8232 3,8400 1,1740 1,4804 2,0257 2,0578
2,5000 3,1633 5,8395 6,2271 6,2229 2,3414 3,7337 4,4235 4,4485 1,2618 1,5893 2,1939 2,2297
3,0010 —– 6,5900 7,1331 7,1267 —– 3,9134 4,7350 4,7660 —– 1,6331 2,2623 2,2994
3,5000 3,9672 7,1188 7,8439 7,8354 2,6197 3,9970 4,8949 4,9293 1,2932 1,6547 2,2953 2,3328
4,0000 4,2494 7,4843 8,4092 8,3985 2,6651 4,0407 4,9813 5,0173 1,2942 1,6670 2,3137 2,3514
4,5000 4,4765 7,7300 8,8576 8,8445 2,6937 4,0659 5,0311 5,0679 1,2944 1,6747 2,3250 2,3629
5,0000 4,6607 7,8926 9,2113 9,1953 2,7042 4,0817 5,0619 5,0991 —– 1,6798 2,3324 2,3704
5,5010 —– 8,0002 9,4889 9,4696 —– 4,0923 5,0821 5,1196 —– 1,6834 2,3376 2,3756
6,0000 4,9291 8,0720 9,7039 9,6810 2,7106 4,0998 5,0960 5,1336 —– 1,6860 2,3413 2,3793
7,0000 5,1139 8,1559 9,9993 9,9690 2,7117 4,1094 5,1136 5,1513 —– 1,6894 2,3462 2,3843

1Os cálculos são implementados para 1 densidade de probabilidade eletrônica.
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Tabela 22 – Entropia de Shannon 𝑆𝑝 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental. Todos os

valores em u.a..

𝑆𝑝

H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

𝑟𝑐 Ref. [41]1 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) Ref. [41]1 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) Ref. [41]1 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)
0,4000 8,59 17,3884 17,3730 8,664 17,4604 17,4394 8,719 17,5571 17,5284
0,6000 7,428 14,9892 —– 7,5 15,1243 15,0727 7,593 15,3324 15,2669
0,8000 6,593 13,3015 13,2609 6,687 13,5270 13,4523 6,849 13,9089 13,7861
1,0000 5,943 12,0075 11,9495 6,078 12,3575 12,2374 6,335 12,9705 12,7709
1,2001 —– 10,9650 10,8848 —– 11,4757 11,2970 —– 12,3664 12,0762
1,4001 —– 10,1000 9,9948 —– 10,8071 10,5570 —– 11,9964 11,6145
1,6000 4,587 9,3681 9,2312 4,938 10,3047 9,9718 5,57 11,7797 11,3186
1,8000 4,255 8,7407 8,5660 4,704 9,9339 9,5105 5,465 11,6552 11,1338
2,0000 3,963 8,1986 7,9796 4,519 9,6665 9,1507 5,4 11,5832 11,0197
2,5000 3,366 7,1322 6,7768 4,214 9,2975 8,5786 5,331 11,5035 10,8864
3,0010 —– 6,3775 5,8499 —– 9,1502 8,3000 —– 11,4746 10,8374
3,5000 2,563 5,8570 5,1274 3,98 9,0881 8,1669 5,31 11,4612 10,8152
4,0000 2,29 5,5076 4,5581 3,945 9,0582 8,0998 5,309 11,4537 10,8032
4,5000 2,076 5,2816 4,1122 3,925 9,0419 8,0632 5,309 11,4491 10,7960
5,0000 1,908 5,1387 3,7659 3,918 9,0320 8,0415 —– 11,4461 10,7913
5,5010 —– 5,0486 3,4993 —– 9,0254 8,0276 —– 11,4440 10,7880
6,0000 1,673 4,9915 3,2971 3,914 9,0209 8,0183 —– 11,4424 10,7857
7,0000 1,522 4,9292 3,0284 3,913 9,0152 8,0067 —– 11,4404 10,7826

1Os cálculos são implementados para 1 densidade de probabilidade eletrônica.
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Tabela 23 – Valores da soma entrópica 𝑆𝑡 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental.

Todos os valores em u.a..

𝑆𝑡

H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

𝑟𝑐 Ref. [41]1 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) Ref. [41]1 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) Ref. [41]1 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)
0,4000 6,502 13,1724 13,1878 6,519 13,1163 13,1312 6,507 13,0648 13,0780
0,6000 6,547 13,1442 —– 6,525 13,0648 13,0846 6,499 13,0051 13,0185
0,8000 6,561 13,1163 13,1459 6,518 13,0218 13,0437 6,496 12,9744 12,9827
1,0000 6,564 13,0898 13,1255 6,51 12,9919 13,0107 6,501 12,9676 12,9682
1,2001 —– 13,0649 13,1061 —– 12,9744 12,9881 —– 12,9785 12,9705
1,4001 —– 13,0419 13,0864 —– 12,9675 12,9741 —– 12,9996 12,9846
1,6000 6,552 13,0218 13,0684 6,512 12,9696 12,9679 6,546 13,0236 13,0047
1,8000 6,546 13,0051 13,0514 6,519 12,9785 12,9682 6,561 13,0455 13,0260
2,0000 6,54 12,9919 13,0357 6,528 12,9919 12,9739 6,574 13,0636 13,0454
2,5000 6,529 12,9718 13,0039 6,555 13,0313 13,0021 6,593 13,0928 13,0803
3,0010 —– 12,9676 12,9830 —– 13,0636 13,0350 —– 3,1078 13,0997
3,5000 6,53 12,9757 12,9713 6,599 13,0851 13,0618 6,603 13,1159 13,1105
4,0000 6,539 12,9919 12,9673 6,61 13,0989 13,0811 6,603 13,1207 13,1169
4,5000 6,552 13,0116 12,9698 6,619 13,1077 13,0943 6,603 13,1238 13,1210
5,0000 6,568 13,0313 12,9773 6,622 13,1137 13,1034 —– 13,1259 13,1237
5,5010 —– 13,0488 12,9882 —– 13,1178 13,1097 —– 13,1273 13,1256
6,0000 6,602 13,0636 13,0010 6,625 13,1207 13,1143 —– 13,1284 13,1270
7,0000 6,636 13,0851 13,0277 6,625 13,1246 13,1203 —– 13,1298 13,1288

1Os cálculos são implementados para 1 densidade de probabilidade eletrônica.
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Tabela 24 – Entropias de Shannon de correlação 𝛽1, 𝛽2 e 𝛽3 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado

fundamental. Todos os valores em u.a..

H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

𝑟𝑐 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛽1 𝛽2 𝛽3 𝛽1 𝛽2 𝛽3
0,4000 0,0308 —– -0,0155 0,0358 —– -0,0210 0,0419 —– -0,0287
0,6000 —– —– —– 0,0714 —– -0,0516 0,0788 —– -0,0655
0,8000 0,0702 —– -0,0406 0,0966 —– -0,0747 0,1311 —– -0,1228
1,0000 0,0937 —– -0,0580 0,1389 0,1435 -0,1201 0,2002 0,2100 -0,1996
1,2001 0,1215 —– -0,0802 0,1923 0,1983 -0,1787 0,2822 0,2968 -0,2903
1,4001 0,1497 0,1466 -0,1052 0,2567 0,2646 -0,2502 0,3668 0,3868 -0,3819
1,6000 0,1836 0,1832 -0,1370 0,3312 0,3416 -0,3329 0,4423 0,4673 -0,4611
1,8000 0,2210 0,2202 -0,1747 0,4131 0,4265 -0,4234 0,5019 0,5310 -0,5214
2,0000 0,2628 0,2610 -0,2190 0,4978 0,5145 -0,5158 0,5453 0,5774 -0,5635
2,5000 0,3875 0,3833 -0,3554 0,6898 0,7148 -0,7189 0,6047 0,6405 -0,6171
3,0010 0,5431 0,5366 -0,5277 0,8217 0,8527 -0,8503 0,6291 0,6662 -0,6372
3,5000 0,7251 0,7166 -0,7296 0,8979 0,9322 -0,9212 0,6406 0,6781 -0,6460
4,0000 0,9249 0,9142 -0,9495 0,9406 0,9766 -0,9584 0,6467 0,6844 -0,6505
4,5000 1,1276 1,1144 -1,1694 0,9652 1,0020 -0,9787 0,6503 0,6882 -0,6531
5,0000 1,3187 1,3027 -1,3727 0,9802 1,0174 -0,9905 0,6527 0,6906 -0,6548
5,5010 1,4886 1,4693 -1,5493 0,9898 1,0272 -0,9978 0,6542 0,6922 -0,6559
6,0000 1,6318 1,6090 -1,6944 0,9963 1,0339 -1,0027 0,6554 0,6934 -0,6567
7,0000 1,8434 1,8131 -1,9008 1,0042 1,0420 -1,0085 0,6568 0,6948 -0,6578
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5.3.1 Análises para as regiões de confinamento rigoroso

Para a análise da região dos átomos de dois elétrons estudados no presente tra-
balho onde a situação de confinamento se torna muito efetiva, inicialmente, definimos
as quantidades 𝜐1 e 𝜐2, nessa ordem, como sendo as frações das energias cinéticas 𝐸𝑐 e
potencias 𝐸𝑝 dos sistemas, no estado fundamental, sem e com a computação do termo
𝑉𝑒𝑒(|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|) na equação de Schrödinger. Desta forma temos

𝜐1 = 𝐸𝑐[𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)]

𝐸𝑐[𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)]

(5.23)

e
𝜐2 = 𝐸𝑝[𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)]
𝐸𝑝[𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)]
, (5.24)

onde 𝐸𝑐[𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)] e 𝐸𝑝[𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)] são as energias calculadas utilizando a função de onda
𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝐸𝑐[𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)] e 𝐸𝑝[𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)] são as energias obtidas via função 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2).

Nas Tabelas 25 e 26 organizamos os valores esperados das energias cinética e
potencial, além dos valores de 𝜐1 e 𝜐2 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos
H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 . Percebemos que à medida em que 𝑟𝑐 encaminha-se para zero os valores
de 𝜐1 e 𝜐2 tendem para um valor unitário. Isso significa que quando o constrangimento
espacial que as partículas são submetidas se torna rigoroso os valores das energias cinéticas
e potenciais calculadas por meio da função 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) se aproxima dos valores obtidos
utilizando 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2).

Na Figura 35 temos os comportamentos das curvas de 𝜐1 e 𝜐2 versus 𝑟𝑐, respectiva-
mente, representadas nos gráficos a) e b). Notamos que quando os valores de 𝑟𝑐 aumentam
os valores das quantidades em questão permanecem constantes. Por outro lado, percebemos
as inflexões das curvas no sentido de se aproximarem de um valor unitário quando 𝑟𝑐 se
aproxima de zero.
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Figura 35 – Valores das quantidades 𝜐1 a) e 𝜐2 b) em função do raio de confinamento 𝑟𝑐

para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 .
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Uma outra investigação energética dos sistemas é possível explorando o compor-
tamento das energias de interação eletrostática entre os elétrons. Com a inclusão do
termo 𝑉𝑒𝑒(|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|) na equação de Schrödinger calculamos o valor esperado da energia de
interação eletrostática como sendo

𝐸𝑒𝑒 = ⟨𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)|𝑉𝑒𝑒(|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|) |𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)⟩
⟨𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)| 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)⟩

. (5.25)

Na Tabela 27 organizamos os resultados obtidos para 𝐸𝑒𝑒 utilizando diversos valores
de 𝑟𝑐 e constatamos a elevação dos seus valores à proporção que o constrangimento espacial
aumenta. Esse comportamento é fisicamente razoável já que conforme o espaço permitido
aos elétrons vai se reduzindo esses ficam mais próximos uns dos outros o que eleva a
energia que surge como resultado das suas interações.

Na Figura 36 traçamos um gráfico de 𝐸𝑒𝑒 em função de 𝑟𝑐. Por meio de uma análise
gráfica percebemos o alto impacto que o aumento da situação de confinamento reflete
nessas energias. De outro modo, 𝐸𝑒𝑒 tende para um valor constante quanto 𝑟𝑐 encaminha-se
para altos valores.

Os valores esperados da energia 𝐸𝑒𝑒 elevam-se na ordem de aumento do número
atômico dos átomos de dois elétrons estudados. Isso se deve ao fato da interação nuclear
aumentar, fazendo com que os elétrons fiquem mais próximos.
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Figura 36 – Valores esperados da energia de interação entre os elétrons 𝐸𝑒𝑒 em função do
raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 .

Um outro aspecto interessante quando examinamos o comportamento de 𝐸𝑒𝑒 é que,
conforme a situação de confinamento se torna rigorosa, proporcionalmente os seus valores
tem uma ascendência menor no sistema quando comparados com os valores esperados
da energia cinética (ver Tabela 18) e dos valores esperados da energia (ver Tabela 17)
dos átomos H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 . Tomemos, por exemplo, o átomo He𝑐 (função 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)) que
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para 𝑟𝑐 = 7,0000 u.a. o valor da energia total é de 𝐸 = -2,8443 u.a., a energia cinética
é de 𝐸𝑐 = 2,8528 u.a. e a energia de interação 𝐸𝑒𝑒 = 1,0587 u.a., enquanto que para
𝑟𝑐 = 0,4000 u.a. temos 𝐸 = 41,3290 u.a., 𝐸𝑐 = 63,1871 u.a. e 𝐸𝑒𝑒 = 4,6652 u.a..

Em relação à análise do confinamento rigoroso com a linguagem informacional
definimos a quantidade

𝛬 = 𝑆𝑡[𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)]

𝑆𝑡[𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)]

, (5.26)

onde 𝑆𝑡[𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2)] e 𝑆𝑡[𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)] são os valores da soma entrópica calculados utilizando,
nessa ordem, as funções 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) e 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2).

Na Tabela 28 dispomos os valores da soma entrópica 𝑆𝑡, bem como os valores de 𝛬
para diversos valores de 𝑟𝑐 para os átomos H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 . Percebemos que os valores de
𝛬 se aproximam de um valor unitário quando 𝑟𝑐 encaminha-se para zero, o que significa
que os valores de 𝑆𝑡 calculados por meio da função 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) se aproxima dos valores
calculados via 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) na referida região.

Na Figura 37 visualizamos o comportamento das curvas de 𝛬 versus 𝑟𝑐 para os
átomos estudados. Nesse gráfico percebemos que, apesar das oscilações das curvas, na
região onde os valores de 𝑟𝑐 aproximam-se de zero os valores 𝛬 tendem para uma unidade.
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Figura 37 – Valores da quantidade 𝛬 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos
H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 .

De um modo geral temos que os valores das quantidades 𝜐1, 𝜐2 e 𝛬 tendem para
uma unidade quando a situação de confinamento torna-se rigorosa. Com isso concluímos
que nessas regiões os valores esperados das energias cinéticas e potenciais, além da soma
entrópica incluindo o termo 𝑉𝑒𝑒(|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|) na equação de Schrödinger aproximam-se dos
valores calculados sem tal termo.

Assim, o termo de repulsão eletrostático que faz com que os elétrons interajam entre
eles tem menos influência no comportamento do sistema, o que explica os valores de 𝐸𝑒𝑒
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para os átomos estudados aproximarem-se quando 𝑟𝑐 tende para zero. Nessa configuração
os efeitos do potencial de confinamento passa a ter um protagonismo muito grande na
caracterização do sistema.

Por fim, analisamos os diferentes sistemas comparativamente na região de confina-
mento rigoroso. Inicialmente tomemos os valores de 𝑆𝑡 para os átomos de dois elétrons
em 𝑟𝑐 = 0,4 u.a., ou seja, 𝑆𝑡(H−

𝑐 ) = 13,1878, 𝑆𝑡(He𝑐) = 13,1312 e 𝑆𝑡(Li+𝑐 ) = 13,0780.
Por outro lado, levemos em consideração o dobro dos valores de 𝑆𝑡 dos átomos de um
elétron e da partícula confinada em uma gaiola em 𝑟𝑐 = 0,4 u.a., isto é, 2𝑆𝑡(H𝑐) = 13,1666,
2𝑆𝑡(He+

𝑐 ) = 13,1072, 2𝑆𝑡(Li++
𝑐 ) = 13,0518 e 2𝑆𝑡(𝑒−

𝑐 ) = 13,2344.

Assim, percebemos que os valores em dobro de 𝑆𝑡 para os átomos de um elétron
estão bastante próximos de 𝑆𝑡 para os átomos de dois elétrons, ou seja, 𝑆𝑡(H−

𝑐 ) ≈ 2𝑆𝑡(H𝑐),
𝑆𝑡(He𝑐) ≈ 2𝑆𝑡(He+

𝑐 ) e 𝑆𝑡(Li+𝑐 ) ≈ 2𝑆𝑡(Li++
𝑐 ). Além disso, identificamos que todos es-

ses valores convergem para o dobro do valor da partícula confinada em uma gaiola
2𝑆𝑡(𝑒−

𝑐 ) = 13,2344. Com isso inferimos que na região de confinamento rigoroso o modelo
dos átomos de dois elétrons pode ser descrito por um modelo de partículas independentes
confinadas em uma gaiola.
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Tabela 25 – Valores esperados da energia cinética 𝐸𝑐 e da quantidade 𝜐1 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e

Li+𝑐 . Estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝐸𝑐 𝜐1
H−

𝑐 He𝑐 Li+𝑐 H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

𝑟𝑐 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)
0,4000 62,7130 62,6128 63,4376 63,1871 64,8319 64,3817 1,0016 1,0040 1,0070
0,6000 28,0012 ——— 28,8142 28,4325 30,5085 29,9393 —– 1,0134 1,0190
0,8000 15,8594 15,7453 16,7754 16,4344 18,8426 18,1207 1,0072 1,0207 1,0398
1,0000 10,2463 10,1243 11,2813 10,8878 13,7913 12,8855 1,0120 1,0361 1,0703
1,2001 7,2024 7,0707 8,3734 7,9144 11,3707 10,2650 1,0186 1,0580 1,1077
1,4001 5,3742 5,2346 6,6976 6,1642 10,1779 8,8833 1,0267 1,0865 1,1457
1,6000 4,1938 4,0438 5,6833 5,0690 9,5912 8,1424 1,0371 1,1212 1,1779
1,8000 3,3898 3,2288 5,0540 4,3559 9,3036 7,7432 1,0499 1,1603 1,2015
2,0000 2,8203 2,6474 4,6609 3,8809 9,1616 7,5270 1,0653 1,2010 1,2172
2,5000 1,9675 1,7610 4,2097 3,2620 9,0407 7,3188 1,1173 1,2905 1,2353
3,0010 1,5317 1,2863 4,0717 3,0246 9,0136 7,2628 1,1908 1,3462 1,2411
3,5000 1,2962 1,0084 4,0277 2,9313 9,0057 7,2436 1,2853 1,3741 1,2433
4,0000 1,1652 0,8345 4,0122 2,8919 9,0028 7,2354 1,3964 1,3874 1,2443
4,5000 1,0926 0,7215 4,0061 2,8738 9,0015 7,2311 1,5143 1,3940 1,2448
5,0000 1,0524 0,6462 4,0033 2,8646 9,0009 7,2287 1,6286 1,3975 1,2452
5,5010 1,0303 0,5953 4,0020 2,8594 9,0006 7,2272 1,7308 1,3996 1,2454
6,0000 1,0180 0,5606 4,0012 2,8563 9,0004 7,2262 1,8160 1,4009 1,2455
7,0000 1,0069 0,5199 4,0006 2,8528 9,0002 7,225 1,9368 1,4023 1,2457
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Tabela 26 – Valores esperados da energia potencial 𝐸𝑝 e da quantidade 𝜐2 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e

Li+𝑐 . Estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝐸𝑝 𝜐2
H−

𝑐 He𝑐 Li+𝑐 H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

𝑟𝑐 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)
0,4000 12,9165 12,8012 26,7915 26,5233 41,8521 41,3809 1,0090 1,0101 1,0114
0,6000 8,7652 —— 18,6009 18,2636 29,9189 29,3230 —— 1,0185 1,0203
0,8000 6,6979 6,5666 14,5968 14,2342 24,3504 23,5942 1,0200 1,0255 1,0321
1,0000 5,4651 5,3248 12,2813 11,8596 21,3971 20,4475 1,0264 1,0356 1,0464
1,2001 4,6499 4,4982 10,8218 10,3296 19,7823 18,6223 1,0337 1,0476 1,0623
1,4001 4,0744 3,9139 9,8623 9,2901 18,9171 17,5576 1,0410 1,0616 1,0774
1,6000 3,6492 3,4766 9,2210 8,5615 18,4692 16,9462 1,0496 1,0770 1,0899
1,8000 3,3243 3,1392 8,7924 8,0423 18,2430 16,6014 1,0590 1,0933 1,0989
2,0000 3,0703 2,8714 8,5096 7,6708 18,1294 16,4087 1,0693 1,1093 1,1049
2,5000 2,6362 2,3986 8,1671 7,1453 18,0322 16,2176 1,0991 1,1430 1,1119
3,0010 2,3771 2,0946 8,0574 6,9262 18,0105 16,1647 1,1349 1,1633 1,1142
3,5000 2,2209 1,8894 8,0220 6,8358 18,0043 16,1462 1,1755 1,1735 1,1151
4,0000 2,1274 1,7456 8,0096 6,7965 18,0021 16,1381 1,2187 1,1785 1,1155
4,5000 2,0729 1,6435 8,0047 6,7780 18,0011 16,1339 1,2613 1,1810 1,1157
5,0000 2,0418 1,5704 8,0025 6,7684 18,0007 16,1314 1,3002 1,1823 1,1159
5,5010 2,0242 1,5179 8,0015 6,7629 18,0004 16,1299 1,3336 1,1831 1,1160
6,0000 2,0144 1,4805 8,0009 6,7596 18,0003 16,1288 1,3606 1,1836 1,1160
7,0000 2,0055 1,4343 8,0004 6,7559 18,0001 16,1275 1,3983 1,1842 1,1161
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Tabela 27 – Valores esperados da energia de interação eletrostática entre os elétrons 𝑉𝑒𝑒

em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 . Estado

fundamental. Todos os valores em u.a..

Valores esperados da energia 𝐸𝑒𝑒

𝑟𝑐 H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

0,4000 4,5370 4,6652 4,8071
0,6000 —— 3,1864 3,3610
0,8000 2,3156 2,4628 2,6671
1,0000 1,8714 2,0343 2,2797
1,2001 1,5757 1,7564 2,0494
1,4001 1,3662 1,5659 1,9100
1,6000 1,2094 1,4307 1,8259
1,8000 1,0881 1,3328 1,7753
2,0000 0,9918 1,2614 1,7447
2,5000 0,8210 1,1561 1,7094
3,0010 0,7106 1,1080 1,6965
3,5000 0,6351 1,0856 1,6905
4,0000 0,5817 1,0744 1,6873
4,5000 0,5431 1,0683 1,6853
5,0000 0,5150 1,0646 1,6841
5,5010 0,4944 1,0623 1,6832
6,0000 0,4793 1,0607 1,6825
7,0000 0,4599 1,0587 1,6817
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Tabela 28 – Valores da soma entrópica 𝑆𝑡 e da quantidade 𝛬 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 . Estado

fundamental. Todos os valores em u.a..

𝑆𝑡 𝛬
H−

𝑐 He𝑐 Li+𝑐 H−
𝑐 He𝑐 Li+𝑐

𝑟𝑐 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2)
0,4000 13,1724 13,1878 13,1163 13,1312 13,0648 13,0780 0,9988 0,9989 0,9990
0,6000 13,1442 —— 13,0648 13,0846 13,0051 13,0185 —— 0,9985 0,9990
0,8000 13,1163 13,1459 13,0218 13,0437 12,9744 12,9827 0,9977 0,9983 0,9994
1,0000 13,0898 13,1255 12,9919 13,0107 12,9676 12,9682 0,9973 0,9986 1,0000
1,2001 13,0649 13,1061 12,9744 12,9881 12,9785 12,9705 0,9969 0,9990 1,0006
1,4001 13,0419 13,0864 12,9675 12,9741 12,9996 12,9846 0,9966 0,9995 1,0012
1,6000 13,0218 13,0684 12,9696 12,9679 13,0236 13,0047 0,9964 1,0001 1,0015
1,8000 13,0051 13,0514 12,9785 12,9682 13,0455 13,0260 0,9965 1,0008 1,0015
2,0000 12,9919 13,0357 12,9919 12,9739 13,0636 13,0454 0,9966 1,0014 1,0014
2,5000 12,9718 13,0039 13,0313 13,0021 13,0928 13,0803 0,9975 1,0022 1,0010
3,0010 12,9676 12,9830 13,0636 13,0350 13,1078 13,0997 0,9988 1,0022 1,0006
3,5000 12,9757 12,9713 13,0851 13,0618 13,1159 13,1105 1,0003 1,0018 1,0004
4,0000 12,9919 12,9673 13,0989 13,0811 13,1207 13,1169 1,0019 1,0014 1,0003
4,5000 13,0116 12,9698 13,1077 13,0943 13,1238 13,1210 1,0032 1,0010 1,0002
5,0000 13,0313 12,9773 13,1137 13,1034 13,1259 13,1237 1,0042 1,0008 1,0002
5,5010 13,0488 12,9882 13,1178 13,1097 13,1273 13,1256 1,0047 1,0006 1,0001
6,0000 13,0636 13,0010 13,1207 13,1143 13,1284 13,1270 1,0048 1,0005 1,0001
7,0000 13,0851 13,0277 13,1246 13,1203 13,1298 13,1288 1,0044 1,0003 1,0001
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5.4 Caracterização de excitações eletrônicas via formalismo infor-
macional
Para o estudo da energia de excitação média 𝐼𝑚 fazemos uso da forma apresentada

pela Eq. (3.65) e como sistemas quânticos estudados escolhemos os átomos de H𝑐, He+
𝑐 e

Li++
𝑐 no estado fundamental.

No modelo LPA que permite a construção onde as energias de excitação média são
escritas em termos da entropia de Shannon no espaço das posições 𝑆𝑟 a quantidade 𝛾 está
ligada ao grau de deformação da densidade eletrônica. Sendo assim para sistemas no qual
a polarização é baixa, caso dos elementos estudados aqui, adota-se comumente o valor de
𝛾 = 1 na Eq. (3.65).

Na determinação das energias de excitação média utilizamos os valores de 𝑆𝑟

apresentados na Tabela 12 aplicados na Eq. (3.65). Os valores de 𝐼𝑚 para diversos valores
de 𝑟𝑐 para os átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental são dispostos na Tabela 29.

Em termos de comparação utilizamos os resultados obtidos pela Ref. [84] que obtém valores
de 𝐼𝑚 por meio dos valores de 𝑆𝑟 calculados utilizando código específico que gera funções
de onda próximas das exatas. Os valores obtidos aqui de 𝐼𝑚 estão bem próximos com os
resultados disponíveis para referência no caso do H𝑐.

Para o átomo de hidrogênio não confinado a Ref. [83] que executa cálculos Hartree-
Fock apresenta o valor de 𝐼𝑚 de 12,14 eV. Em todo caso, o valor experimental de 𝐼𝑚 é
de 14,99 e.V. [124]. Notar que para a condição na Tabela 12 que mais se aproxima do
comportamento do sistema não confinado, ou seja, 𝑟𝑐 = 6,0000 u.a., encontramos o valor
de 𝐼𝑚 de 13,0498, o que representa um dado mais próximo do valor experimental do que o
fornecido pelas referências citadas.

O comportamento da curva dos valores de 𝐼𝑚 versus 𝑟𝑐 pode ser visualizado na
Figura 38. Na análise gráfica notamos a inflexão para mais dos valores de 𝐼𝑚 quando a
situação de confinamento aumenta. Por outro lado, quando a situação de confinamento é
relaxada 𝐼𝑚 tende para valores constantes. Os valores das energias de excitação aumentam
com o incremento do número quântico.

Os valores de 𝐼𝑚 aumentam drasticamente quando a situação de confinamento
torna-se rigorosa, notar por exemplo que para o He+

𝑐 no valor de 𝑟𝑐 =1,0000 u.a. temos
𝐼𝑚 = 83,0745 e.V., enquanto que para 𝑟𝑐 = 0,0100 u.a. temos 𝐼𝑚 = 68551,8769 eV. O
poder de freamento como dado pela Eq. (3.60) é inversamente proporcional à energia de
excitação média, desta forma em regiões de confinamento muito forte o poder de freamento
pode ser bem atenuado.

Do ponto de vista da análise de localização ou deslocalização da densidade de
probabilidade eletrônica, temos que uma maior deslocalização fornece um valor de 𝑆𝑟
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Figura 38 – Energias de excitação média 𝐼𝑚 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os
átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental.

maior (ver Tabela 12) o que resulta em uma diminuição das energias de excitação. Como
no caso do H𝑐 o valor experimental de 𝐼𝑚 é maior do que o determinado no presente
trabalho na condição mais próxima do sistema não confinado inferimos que a densidade
de probabilidade captada na medida experimental é mais compacta de que o registrado
nos cálculos teóricos via modelo LPA. Entretanto, percebemos que, a princípio, o valor
experimental de 𝐼𝑚 pode ser encontrado de acordo com a Tabela 29 entre 𝑟𝑐 = 4,0000 u.a.
e 4,5000 u.a., isto é, esses raios de confinamento reproduzem melhor o comportamento do
espraiamento da densidade medida experimentalmente.

Apesar dos resultados fornecidos pela energia de excitação utilizando o modelo
de aproximação local de plasma preferencialmente fornecer valores abaixo dos resultados
experimentais, no caso do sistema livre, não só para o hidrogênio mas também para outros
elementos, comportamentos qualitativos de 𝐼𝑚 no modelo LPA tem sido promissores.
Por exemplo, curvas de 𝐼𝑚 em função do número atômico de vários elementos tem
comportamentos gerais semelhantes com curvas obtidas com valores teóricos [83]. Ademais,
a superação do obstáculo dos cálculos de força do dipolo faz com que o presente modelo
torne-se promissor. Nesse sentido, uma adequação melhor do valor de 𝛾 pode fornecer
valores de 𝐼𝑚 que mereçam atenção.
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Tabela 29 – Energias de excitação média 𝐼𝑚 (e.V.) em função do raio de confinamento
𝑟𝑐 (u.a.) para os átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental.

𝐼𝑚

H𝑐 He+
𝑐 Li++

𝑐

𝑟𝑐 Ref. [84] Presente Presente Presente
0,0100 —– 68506,8527 68551,8769 68597,0897
0,0200 —– 24236,7485 24268,7859 24301,0913
0,0300 —– 13201,5159 13227,8386 13254,4941
0,0400 —– 8580,3113 8603,2510 8626,5796
0,0500 —– 6143,6488 6164,2964 6185,3837
0,0600 —– 4676,7471 4695,7152 4715,1704
0,0700 —– 3713,7622 3731,4348 3749,6396
0,0800 —– 3041,7085 3057,8328 3075,5569
0,0900 —– 2550,8285 2566,6137 2583,0161
0,1000 —– 2179,4079 2194,4788 2210,2079
0,2000 —– 775,8654 787,2339 799,6464
0,3000 —– 425,3547 435,2724 446,6275
0,4000 —– 278,3292 287,5205 298,5804
0,5000 —– 200,6913 209,5027 220,6675
1,0000 74,038 74,0704 83,0745 97,9039
1,5000 —– 42,4675 53,2921 74,0169
2,0000 29,101 29,3713 42,8000 67,8086
2,5000 —– 22,6625 38,6831 65,7119
3,0000 18,374 18,8416 36,9103 64,7811
3,5000 —– 16,5469 36,0421 64,2820
4,0000 14,469 15,1321 35,5593 63,9803
4,5000 —– 14,2446 35,2624 63,7827
5,0000 12,941 13,6765 35,0654 63,6457
5,5000 —– 13,3032 34,9274 63,5466
6,0000 12,386 13,0498 34,8265 63,4724
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6 Considerações Finais

Os físicos acham que tudo o que temos de fazer é dizer:
estas são as condições, o que acontece em seguida?

Richard P. Feynman

Em termos gerais apresentamos um estudo envolvendo uma articulação entre a
Teoria da Informação e a Teoria Quântica tendo como eixo central a entropia informacional
de Shannon. Nesse sentido, dentro do contexto da Teoria Quântica, são definidas as
entropias da informação nos espaços das posições e dos momentos, bem como é abordada
a relação de incerteza entrópica. Desta forma, foi empreendida uma investigação dos
comportamentos dessas quantidades em sistemas atômicos confinados.

Inicialmente, identificamos uma sensibilidade dimensional das expressões usuais
das entropias da informação e da soma entrópica. Desta forma sugerimos expressões
modificadas para as entropias da informação no contexto da física atômica e molecular.
Essas novas expressões são dimensionalmente consistentes e formuladas em termos das
constantes físicas fundamentais 𝑎0 e ~ . Tais expressões são independentes dos sistemas de
unidades empregadas e do sistema quântico a ser tratado.

No caso da partícula confinada em uma caixa utilizamos o estado fundamental e
os dois primeiros estados quânticos excitados. Os valores esperados das energias são os
previstos. Inferimos que os valores de 𝑆𝑥 são invariantes e os de 𝑆𝑝 aumentam em relação
ao número quântico quando 𝑥𝑐 dirige-se para grandes valores. Com a diminuição de 𝑥𝑐 os
valores de 𝑆𝑥 diminuem e 𝑆𝑝 aumentam. O valor de 𝑆𝑡 é o mesmo para cada nível quântico
adquirindo seu menor valor no estado fundamental.

Para o oscilador harmônico investigamos os três primeiro estados quânticos. Verifi-
camos que os valores esperados das energias crescem linearmente com o aumento de 𝜔 e
tendem para valores próximos com a diminuição dessa última quantidade. Identificamos
que com a diminuição de 𝜔 os valores de 𝑆𝑥 aumentam e os de 𝑆𝑝 diminuem. Ainda, 𝑆𝑥 e
𝑆𝑝 aumentam com a adição do número quântico. A quantidade 𝑆𝑡 é constante para cada
número quântico, aumenta com o acréscimo deste último e tem o seu resultado mais baixo
no estado fundamental.

Em relação ao oscilador harmônico confinado por barreiras de potencial utilizando
a função de onda no estado fundamental foram obtidos valores esperados das energias
próximos ao fornecido pela literatura. Enquanto os valores de 𝑆𝑥 diminuem os de 𝑆𝑝

aumentam com o constrangimento de 𝑥𝑐. O valor de 𝑆𝑡 é mais alto para a situação de
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confinamento mais elevada, diminuindo com o aumento de 𝑥𝑐. Percebemos ainda que
os valores das energias, 𝑆𝑥, 𝑆𝑝 e 𝑆𝑡 encaminham-se para os valores do caso do oscilador
harmônico do primeiro modelo quando 𝑥𝑐 dirige-se para infinito.

Ao que tange à partícula confinada em uma gaiola utilizamos os três primeiros
estados quânticos do sistema para esse trabalho. Os valores esperados da energia crescem
com o incremento do número quântico e também com a redução de 𝑟𝑐 e, em outra direção,
tendem para um valor constante quando 𝑟𝑐 encaminham-se para infinito. Os valores de 𝑆𝑟

diminuem e os de 𝑆𝑝 aumentam com a redução de 𝑟𝑐. Por outro lado, 𝑆𝑟 aumenta e 𝑆𝑝

diminui quando a condição de confinamento é relaxada. Em relação ao aumento do número
quântico 𝑆𝑟 diminui e 𝑆𝑝 aumenta. Os valores de 𝑆𝑡 são constantes para cada estado, tem
seu valor mais baixo para o fundamental e aumenta com o acréscimo do número quântico.

Para os hidrogenoides confinados H𝑐, He+
𝑐 e Li++

𝑐 no estado fundamental temos que
os valores esperados da energia crescem com o aumento do número atômico experimen-
tando uma forte elevação quanto a situação de confinamento aumenta e, de outra forma,
encaminhem-se para os valores sem o constrangimento espacial quando 𝑟𝑐 dirige-se para o
infinito. Os valores de 𝑆𝑟 diminuem e os de 𝑆𝑝 aumentam com a redução de 𝑟𝑐. Com base
nos valores de 𝑆𝑡 conjecturamos que estabelecendo como referência H𝑐 os valores de 𝑆𝑡

para os íons hidrogenoides são invariantes em relação ao raio de confinamento pela relação
𝑟𝑐[𝐻𝑐]
𝑍[𝑖𝑜𝑛] e que o valor mínimo da soma entrópica possui a relação 𝑟𝑚𝑖𝑚

𝑐 ≡ 3
𝑍

.

No caso para os sistemas de duas partículas, ou seja, os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐

os valores esperados da energia melhoram à proporção que levamos em consideração as
interações eletrônicas ou os chamados efeitos de correlação. A tendência é que tais valores
encaminhem-se para os valores sem o constrangimento espacial quando 𝑟𝑐 tende para o
infinito e quando a situação de confinamento aumenta os valores das energias experimentam
uma forte elevação. Os valores de 𝑆𝑟 diminuem enquanto os de 𝑆𝑝 aumentam com a redução
de 𝑟𝑐. Por outro lado, os valores de 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 parecem encaminham-se para valores constantes
quando a situação de confinamento diminui. As curvas dos valores de 𝑆𝑡 em função de
𝑟𝑐 apresentam mínimos. Ademais, percebemos que a computação da interação entre os
elétrons quebra a simetria que envolve os valores mínimos de 𝑆𝑡 no caso dos hidrogenoides
confinados e a relação 𝑟𝑚𝑖𝑚

𝑐 ≡ 3
𝑍

não é mais válida para os cálculos utilizando a função
𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2).

Para todos os sistemas estudados a relação de incerteza entrópica é respeitada
no sentido que nenhum valor calculado de 𝑆𝑡 fica abaixo do valor mínimo previsto pela
referida relação.

Os sistemas confinados são ótimos laboratórios para estudar a interpretação da
entropia de Shannon no espaço das posições mensurar o grau de localização ou deslocali-
zação de uma partícula no espaço. Para todos os sistemas estudados percebemos que ao
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passo em que a situação de confinamento aumenta, ou seja, o constrangimento espacial
que a partícula é submetida se estreita os valores de 𝑆𝑟 diminuem, sinalizando redução da
incerteza na localização da partícula.

Nas regiões de confinamento rigoroso para os sistemas unidimensionais encontramos
que ao passo em que a situação de confinamento aumenta os valores das energias e da soma
entrópica do oscilador harmônico confinado por barreiras de potencial se aproximam dos
valores da partícula confinada em uma caixa. Com esses resultados sugerimos que nessas
regiões o efeito do potencial confinante dos sistemas torna-se preponderante em relação
ao potencial harmônico que a partícula experimenta. Inferimos também que com base
nos valores de 𝑆𝑡, o oscilador harmônico confinado por barreias de potencial configura-se
como um sistema intermediário entre a partícula confinada em uma caixa e o modelo do
oscilador harmônico.

Em relação ao comportamento dos sistemas submetidos a potenciais centrais nas
regiões de confinamento forte constatamos que os valores das energias e da soma entrópica
dos átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 tendem para os valores da partícula confinada em uma gaiola.

Desta forma interpretamos que quando 𝑟𝑐 dirige-se para zero os efeitos do potencial de
Coulomb passam a ser secundários em relação à influência do potencial confinante.

Os sistemas de duas partículas também foram estudados na região onde os efeitos
do confinamento espacial são extremos. Identificamos que à medida em que 𝑟𝑐 encaminha-se
para zero os valores esperados das energias cinética e potencial, além de 𝑆𝑡 dos átomos
H−

𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 , tendem para os valores calculados sem a inclusão do termo 𝑉𝑒𝑒(|𝑟⃗1 − 𝑟⃗2|)
na equação de Schrödinger. Interpretamos esse fenômeno com a ideia de que o termo de
repulsão eletrostático que faz com que os elétrons interajam entre si tem menos influência
no comportamento do sistema ao passo em que o constrangimento espacial se torna muito
forte. Esse fato oferece uma explicação porque os valores de 𝐸𝑒𝑒 para os átomos estudados
aproximarem-se quando 𝑟𝑐 tende para zero. Ainda, nessa região inferimos que o modelo
dos átomos de dois elétrons pode ser descrito por um modelo de partículas independentes
confinadas em uma gaiola.

Para o estudo dos efeitos das interações entre os elétrons no contexto da linguagem
informacional utilizamos os átomos de dois elétrons confinados. Concluímos que as entropias
de Shannon proporcionam boas estimativas para a computação do grau da correlação
eletrônica, já que para os elementos He𝑐 e Li+𝑐 os valores de 𝑆𝑟 aumentam e 𝑆𝑝 diminuem ao
passo em que computamos as interações eletrônicas. Para o H−

𝑐 fornecemos uma explicação
particular para abarcar as tendências anteriores de 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝. Os mínimos das curvas de 𝑆𝑡

versus 𝑟𝑐 detectam o aumento do grau de correlação para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 . No

que diz respeito a uma análise quantitativa definimos e estudamos medidas operacionais
de correlação baseadas nas energias 𝜇1 e 𝜇2 e em 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 que são 𝛽1, 𝛽2 e 𝛽3.

Por fim, para os átomos H𝑐, He+
𝑐 e Li++

𝑐 no estado fundamental fizemos um estudo
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das energias de excitação média utilizando a aproximação local de plasma onde 𝐼𝑚 é
escrita em termos da entropia de Shannon 𝑆𝑟. O nosso resultado para o H𝑐 na condição
mais próxima de um sistema não confinado fornece um melhor valor do que o encontrado
na literatura para o valor de 𝐼𝑚 experimental. Os valores 𝐼𝑚 dos átomos estudados
aumentam com o incremento do número quântico. As energias de excitação média dos
átomos dirigem-se para valores constantes quando a situação de confinamento torna-se
fraca.

Desde a transposição da entropia da informação ou entropia de Shannon da Teoria
da Informação para o uso dentro do contexto da Teoria Quântica essa quantidade tem sido
utilizada com sucesso para a determinação e descrição de características e propriedades de
sistemas quânticos. Como um prolongamento imediato do presente trabalho está no nosso
horizonte os cálculos das entropias de Shannon no espaço dos momentos para sistemas
com funções de onda que possuam o termo de correlação 𝛾(𝑟12), além do aprimoramento
e expansão dos cálculos das energias de excitação média para sistemas de dois elétrons
confinados.

Entretanto, as perspectivas de estudos são vastas, análises de estados coerentes, de
sistemas quânticos com dependência temporal, além da ampliação da própria complexidade
dos sistemas a serem tratados, ou seja, expansão das análises de sistemas atômicos
confinados para moléculas ou até mesmo agregados moleculares confinados utilizando as
entropias da informação nos parecem ser bem razoáveis. Além disso, quantidades como
as entropias de Fisher e de Rényi que podem ser definidas em termos das entropias de
Shannon tem recebido atenção na literatura e suas aplicações em estudos envolvendo
sistemas quânticos confinados nos parece um terreno fértil e promissor.
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APÊNDICE A – Análise dimensional

O presente apêndice tem como objetivo discutir questões envolvendo as definições
de dimensão física e sistemas de unidades, bem como tratar das quantidades físicas que
surgem nos argumentos das funções transcendentais.

A.1 Definições
As definições das unidades de medidas utilizadas na caracterização de uma quanti-

dade física devem ocupar um lugar de destaque no estudo das ciências. O entendimento
desse tópico contribui para o conhecimento do problema em estudo, além do mais, a
detecção de alguma inconsistência permite uma melhor modelagem do problema.

As quantidades ou grandezas físicas são sistematizadas levando em consideração
suas características físicas. Essa organização é feita por meio de uma sistema de dimensões
onde, por conversão, algumas quantidades físicas são tomadas como padrão e que são
representadas por símbolos 1 [171]. Tais quantidades estão organizadas na Tabela 30.

Tabela 30 – Quantidades físicas tidas como padrão de dimensão e os respectivos símbolos.

Quantidades Físicas Símbolos
Comprimento L

Massa M
Tempo T

Corrente elétrica I
Temperatura termodinâmica T𝑡

Quantidade de substância N
Intensidade de luminosidade I𝑣

As quantidades físicas derivadas são dadas, por manipulação algébrica, em termos
das quantidades padrão. Ou seja, por exemplo, a dimensão de área (L2) é escrita em
termos da dimensão comprimento (L) e a dimensão de energia (M x L2 x T−2) que é dada
em termos das dimensões de massa (M), comprimento (L) e tempo (T).

A unidade de medida expressa na prática uma dimensão e está ligada a uma escolha
conveniente, por exemplo, a grandeza física posição (sistema unidimensional) tem dimensão
de comprimento, podendo ser expressa nas unidades centímetros ou metros. Uma escolha
de um conjunto de unidades de medida para representar as grandezas fundamentais forma
1 Na Tabela 30 a ideia de grandezas fundamentais foi ampliada para incluir outras grandezas que

possuem papel central em certos domínios da Física, como por exemplo a temperatura termodinâmica,
a quantidade de substância e a intensidade de luminosidade.
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um dado sistema de unidades, como por exemplo os sistemas MKSC (Metro - Kg - Segundo
- Coulomb) e o SI (Sistema Internacional de Unidades).

De forma geral, as quantidades físicas são escritas em termos de um valor numérico
e a unidade de medida, ou seja [171],

quantidade física = valor numério x unidade . (A.1)

As quantidades físicas, os valores numéricos e as unidades de medidas apontadas
na expressão A.1 são manipuladas usando as leis da álgebra. Entretanto, a manipulação
das propriedades envolvendo diretamente as dimensões obedece uma álgebra que difere da
álgebra numérica [172].

Existem quantidades que não possuem dimensão e que são chamadas quantidades
adimensionais ou de dimensão 1 ([1]), e que podem receber nomes especiais. Entretanto,
essas denominações não refletem unidades físicas reais, como por exemplo o radiano, a
porcentagem, o mole, o bit (do inglês binary digit), entre outras. Para evitar ambiguidades
o contexto do uso dessas unidades devem ser explicitados, como por exemplo o bit como
sendo uma unidade de informação.

Um regra que tem papel central na análise dimensional é o princípio de Bridgman
da homogeneidade dimensional que enuncia: dadas duas quantidades 𝐴 e 𝐵 sob ambos
os lados de uma soma ou subtração, bem como os diferentes lados de uma igualdade ou
desigualdade, devem ter a mesma dimensão [173].

No âmbito da teoria de átomos e moléculas é conveniente que certas constantes
fundamentais sejam adotadas como referência para determinadas quantidades físicas. No
sistema de unidades atômicas as quatro constantes fundamentais que são escolhidas como
referência são a massa do elétron 𝑚𝑒, a carga elementar 𝑒, a constante de força eletrostática

1
4𝜋𝜀0

e ação ~, sendo as outras quantidades físicas sendo escritas em função dessas [174].
Na Tabela 31 são organizadas as quantidades que possuem nomes e símbolos próprios.

Tabela 31 – Unidades atômicas que possuem nome e símbolos próprios.

Quantidades Físicas Nome da unidade Símbolo da unidade
Massa massa do elétron 𝑚𝑒

Carga carga elementar 𝑒
Ação constante de Planck / 2𝜋 1 ~

Comprimento Bohr2 𝑎0
Energia hartree3 Eℎ

Constante de força eletrostática Contante de Coulomb 1
4𝜋𝜀0

1~ = ℎ

2𝜋 , 2𝑎0 = 4𝜋𝜀0~2

𝑚𝑒𝑒2 e 3𝐸ℎ = ~
𝑚𝑒𝑎02 .

Seguindo, discutimos a análise dimensional referente às funções transcendentais.
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A.2 Funções transcendentais e quantidades físicas
No estudo de fenômenos da natureza ou em diversos problemas, sejam eles práticos

ou abstratos, podemos ter uma correlação entre a variação de duas ou mais grandezas
envolvidas no problema. Do ponto de vista da matemática essas grandezas se relacionam
por meio de uma função. Nesse sentido existe todo um campo de estudo no qual se debruça
a Matemática para mapear e entender as propriedades que envolvem o estudo das funções.
Especificamente, definiremos aqui dois tipos particulares, a saber as funções algébricas e
as funções transcendentais.

As funções algébricas são aquelas em que a função 𝑦 = 𝑓(𝑥) satisfaz uma equação
do tipo [175]

𝑃0(𝑥)𝑦𝑛 + 𝑃1(𝑥)𝑦𝑛−1 + ...+ 𝑃𝑛(𝑥) = 0 , (A.2)

onde 𝑃0(𝑥), 𝑃1(𝑥)𝑦𝑛−1,..., 𝑃𝑛(𝑥) são polinômios de x. Como exemplo podemos citar uma
função racional inteira, frações racionais e função irracionais.

As funções transcendentais são aquelas que não satisfazem uma função do tipo A.2,
ou seja, não seguem uma equação polinomial cujos coeficientes são eles próprios polinomiais.
Exemplificando essa categoria temos as funções logarítmicas, funções exponenciais e funções
trigonométricas [175]. Tais funções, do ponto e vista da Física, são por definição funções
adimensionais. A literatura corrente já consta de estudos que discutem, com até certa
controvérsia, essa temática [176–180].

A função logarítmica que compõem quantidades essenciais calculadas no presente
trabalho, ou seja as entropias da informação, é definida como

𝑦(𝑥) = 𝑙𝑜𝑔𝑎𝑥 , (A.3)

sendo tida como uma operação recíproca da função exponencial

𝑥(𝑦) = 𝑎𝑦 . (A.4)

Onde 𝑎 (𝑎 > 0 e 𝑎 ̸= 1), 𝑥 e 𝑦 são números reais, sendo 𝑎 a base do logaritmo.

Discutindo o caso da dimensão da função logarítmica tomemos um exemplo apre-
sentado na Ref. [181], isto é, suponhamos um corpo de massa 𝑚 igual a 10 gramas,

𝑚 = 10 𝑔𝑟𝑎𝑚. (A.5)

Tomando o logaritmo na base dez da relação (A.5) temos

𝑙𝑜𝑔 𝑚 = 1 + 𝑙𝑜𝑔 𝑔𝑟𝑎𝑚 . (A.6)

Pelo princípio da homogeneidade dimensional temos que a quantidade 𝑙𝑜𝑔 𝑚 terá
unidade de “log gram”, entretanto pela relação (A.6) isso se constitui por meio de uma
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adição e não por meio de uma multiplicação (ver relação (A.1)). Poder-se-ia definir uma
dimensão do tipo “log gram” para a relação (A.6), sendo

𝑙𝑜𝑔 𝑚 = 1⟨𝑙𝑜𝑔 𝑔𝑟𝑎𝑚⟩ . (A.7)

Porém, essa é uma construção operacional para propósitos e objetivos específicos.

Desta maneira concluímos que, do ponto de vista da Física, a função logarítmica deve
ser adimensional, já que o argumento do logaritmo não deve carregar consigo dimensões.
Não obstante a esse fato, o valor numérico da função logarítmica depende das unidades de
medida do valor que está computando, nesse sentido, de alguma forma essa função ainda
permanece sensível a dimensionalidade do problema envolvido.

Em relação a outros exemplos de funções transcendentais constatamos também que
as quantidades envolvidas em seus argumentos devem ser adimensionais. As definições das
funções trigonométricas se dão por meio de razões e as funções hiperbólicas são definidas
fazendo uso de funções trigonométricas ou exponenciais. Essas definições naturalmente
balanceiam as dimensões dentro dos argumentos das referidas funções.
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APÊNDICE B – Método Variacional

O Apêndice em questão objetiva pontuar os principais aspectos do método de cálculo
utilizado para a resolução da equação de Schrödinger para os sistemas referidos ao longo
dessa tese, a saber o Método Variacional. Esse método tem, entre outras peculiaridades, o
fato de fornecer soluções aproximadas da equação de Schrödinger, principalmente, quando
as soluções de modo exato não são possíveis.

B.1 O Formalismo Variacional
Uma das dificuldades teóricas que existe na determinação das propriedades dos

sistemas quânticos confinados é a escolha de um método de soluções que forneça uma boa
descrição do sistema, além de ser computacionalmente viável. Na literatura existem uma
diversidade razoável de métodos ou técnicas para a resolução dessas questões, como por
exemplo aproximações analíticas ou métodos baseados em física-química quântica [59].

Um método aproximativo para resolver a equação de Schrödinger quando esta não
possui solução analítica, além do mais, tem a vantagem de ser aplicado para qualquer
potencial, é o Método Variacional [182].

O referido método é baseado no princípio variacional é e enunciado como [183]:
Dado um sistema descrito pelo hamiltoniano completo 𝐻̂ e uma função de onda arbitrária
𝜓𝑎𝑟𝑏(𝑟⃗), satisfazendo as condições necessárias aos limites do problema, verifica-se que:

𝐸[𝜓𝑎𝑟𝑏(𝑟⃗)] =
∫︀
𝜓*

𝑎𝑟𝑏(𝑟⃗)𝐻̂𝜓𝑎𝑟𝑏(𝑟⃗)𝑑𝑟⃗∫︀
𝜓*

𝑎𝑟𝑏(𝑟⃗)𝜓𝑎𝑟𝑏(𝑟⃗)𝑑𝑟⃗
≥ 𝐸0 , (B.1)

onde 𝐸[𝜓𝑎𝑟𝑏(𝑟⃗)] é o funcional energia de 𝜓𝑎𝑟𝑏(𝑟⃗).

O 𝐸0 na relação (B.1) é a energia exata do estado fundamental, referente ao 𝜓𝑒𝑥𝑎𝑡𝑜(𝑟⃗)
do sistema, onde

𝐸[𝜓𝑒𝑥𝑎𝑡𝑜(𝑟⃗)] =
∫︀
𝜓*

𝑒𝑥𝑎𝑡𝑜(𝑟⃗)𝐻̂𝜓𝑒𝑥𝑎𝑡𝑜(𝑟⃗)𝑑𝑟⃗∫︀
𝜓*

𝑒𝑥𝑎𝑡𝑜(𝑟⃗)𝜓𝑒𝑥𝑎𝑡𝑜(𝑟⃗)𝑑𝑟⃗
= 𝐸0 . (B.2)

A função 𝜓𝑎𝑟𝑏(𝑟⃗) é arbitrária e deve-se seguir o bom senso no momento de selecioná-
la, pois a sua determinação é um dos pontos chaves para obtenção de bons resultados.

Um dos modos de utilizar o Método Variacional, no âmbito dos sistemas quânticos
confinados, no estado fundamental, é escrever a função de onda 𝜓𝑎𝑟𝑏(𝑟⃗) juntamente com
uma função de corte Ω e um ou mais parâmetros variacionais 𝛼, 𝜏 , 𝜎 e etc, para compor a
função de onda do sistema confinado. Esses parâmetros são determinados por meio da
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minimização do funcional energia. Desta forma, por meio do referido método, obtemos
a melhor função de onda aproximada para o sistema por meio de um método eficiente e
atual [184–187].

A versão do método apresentada aqui é utilizada apenas para o tratamento de
estados quânticos de menor energia (estado fundamental), entretanto, a princípio, esse
fato não pode ser considerado um ponto fraco, dado que além dos principais problemas de
físico-química estarem interessados no cálculo desses estados o próprio Método Variacional
permite diferentes extensões para o estudo de estados excitados [188].



120

APÊNDICE C – Parâmetros Variacionais

Apresentamos neste Apêndice os parâmetros variacionais determinados ao longo
do trabalho para a determinação da melhor função de onda aproximada para os sistemas
quânticos estudados.

Tabela 32 – Parâmetros variacionais 𝛼 em função da distância de confinamento 𝑥𝑐 para o
oscilador harmônico utilizando o modelo de barreias de potencial infinitas no
estado quântico fundamental. Todos os valores em unidades atômicas.

𝑥𝑐 𝛼
0,5000 0,9656
1,0000 0,2844
1,5009 0,2096
2,0000 0,2429
2,5000 0,3094
3,0000 0,3681
3,5000 0,4066
4,0000 0,4307
4,5000 0,4465
5,0000 0,4574



APÊNDICE C. Parâmetros Variacionais 121

Tabela 33 – Parâmetros variacionais para os raios de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H𝑐,
He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental. Todos os valores em unidades atômicas.

𝛼
𝑟𝑐 H𝑐 He+

𝑐 Li++
𝑐

0,0300 15,0357 15,4518 15,8709
0,0400 11,3806 11,7982 12,2197
0,0500 9,1877 9,6067 10,0307
0,0600 7,7259 8,1465 8,5730
0,0700 6,6819 7,1040 7,5330
0,0800 5,8991 6,3220 6,7542
0,0900 5,2903 5,7153 6,1495
0,1000 4,8034 5,2299 5,6666
0,2000 2,6149 3,0570 3,5212
0,3000 1,8889 2,3474 2,8417
0,4000 1,5285 2,0045 2,5318
0,5000 1,3145 1,8091 2,3724
1,0000 0,9045 1,5083 2,2915
1,5000 0,7908 1,5277 2,5143
2,0000 0,7542 1,6246 2,6958
2,5000 0,7504 1,7230 2,8010
3,0000 0,7638 1,7972 2,8614
3,5000 0,7863 1,8482 2,8982
4,0000 0,8123 1,8831 2,9222
4,5000 0,8381 1,9076 2,9386
5,0000 0,8615 1,9252 2,9503
5,5000 0,8817 1,9382 2,9590
6,0000 0,8986 1,9481 2,9656
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Tabela 34 – Parâmetros variacionais para os raios de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H−
𝑐 , He𝑐 e Li+𝑐 no estado fundamental. Todos os valores

em unidades atômicas.

𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑠𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐

𝑖𝑐(𝑟1, 𝑟2) 𝜙𝑐
𝑚𝑐(𝑟1, 𝑟2)

𝑟𝑐 𝜛 𝜏 𝜎 𝑏 𝜛 𝜏 𝜎 𝑏 𝜛 𝜏 𝜎 𝑏
0,4000 0,4070 0,2962 —– —– 0,4271 0,7311 —– —– 0,4491 1,2103 —– —–
0,6000 0,4169 —– —– —– 0,4491 0,7626 —– —– 0,4864 1,2980 —– —–
0,8000 0,4271 0,3059 —– —– 0,4734 0,7959 —– —– 0,5288 1,3962 —– —–
1,0000 0,4378 0,3110 —– —– 0,5000 0,8320 1,0039 0,3214 0,5752 1,5038 1,6931 0,3572
1,2001 0,4491 0,3149 —– —– 0,5288 0,8707 1,0474 0,3437 0,6235 1,6172 1,8063 0,3676
1,4001 0,4610 0,3221 0,4890 0,3303 0,5594 0,9118 1,0898 0,3585 0,6702 1,7308 1,9171 0,3698
1,6000 0,4734 0,3272 0,4920 0,3456 0,5913 0,9547 1,1322 0,3682 0,7124 1,8383 2,0213 0,3677
1,8000 0,4864 0,3330 0,4981 0,3618 0,6235 0,9989 1,1749 0,3740 0,7485 1,9351 2,1152 0,3637
2,0000 0,5000 0,3389 0,5038 0,3757 0,6550 1,0436 1,2176 0,3772 0,7784 2,0190 2,1967 0,3594
2,5000 0,5363 0,3543 0,5166 0,4038 0,7251 1,1509 1,3203 0,3783 0,8319 2,1760 2,3501 0,3509
3,0010 0,5753 0,3707 0,5290 0,4248 0,7785 1,2430 1,4092 0,3757 0,8656 2,2782 2,4505 0,3458
3,5000 0,6154 0,3877 0,5420 0,4406 0,8169 1,3152 1,4798 0,3731 0,8881 2,3472 2,5186 0,3428
4,0000 0,6550 0,4054 0,5560 0,4525 0,8448 1,3704 1,5342 0,3712 0,9042 2,3967 2,5674 0,3409
4,5000 0,6920 0,4233 0,5708 0,4614 0,8655 1,4126 1,5760 0,3700 0,9163 2,4336 2,6040 0,3396
5,0000 0,7251 0,4410 0,5862 0,4680 0,8815 1,4453 1,6085 0,3691 0,9257 2,4623 2,6323 0,3388
5,5010 0,7539 0,4583 0,6016 0,4729 0,8941 1,4714 1,6343 0,3685 0,9331 2,4851 2,6550 0,3381
6,0000 0,7784 0,4746 0,6167 0,4764 0,9042 1,4924 1,6552 0,3680 0,9392 2,5037 2,6734 0,3377
7,0000 0,8169 0,5041 0,6445 0,4812 0,9197 1,5242 1,6869 0,3674 0,9486 2,5323 2,7018 0,3370
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APÊNDICE D – Função de corte do tipo
seno

Apresentamos os resultados das quantidades de interesse para os hidrogenoides
confinados H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 utilizando uma função de corte do tipo seno para a composição

da função de onda aproximada para os sistemas. Mais precisamente a expressão para Ω(𝑟)
é dada por

Ω(𝑟) =
[︂
sen

(︂
1 − 𝑟

𝑟𝑐

)︂]︂
, (D.1)

onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento.

Desta maneira, substituindo a função de corte representada pela Eq. (D.1) na
função de onda aproximada para o estado fundamental do sistema, ou seja, na Eq. (4.63),
utilizando o sistema de unidades atômicas, temos

𝜓𝑐
1,0,0(𝑟) = 𝐵𝑒−𝛼𝑟

(︃
1√
4𝜋

)︃ [︂
sen

(︂
1 − 𝑟

𝑟𝑐

)︂]︂
, (D.2)

onde B é uma constante de normalização e 𝛼 é o parâmetro variacional.

Uma vez determinados os parâmetros variacionais (ver Tabela 37) determinamos a
função de onda aproximada para o sistema e assim calculamos o valor esperado para as
energias que estão dispostos na Tabela 35. Além disso, os resultados para as entropias de
Shannon 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 e da soma entrópica 𝑆𝑡 estão organizados na Tabela 36.
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Tabela 35 – Valores esperados da energia 𝐸 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os
átomos H𝑐, He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝐸
𝑟𝑐 H𝑐 He+

𝑐 Li++
𝑐

0,0300 5447,4164 5364,2014 5280,7888
0,0400 3048,5812 2986,0960 2923,4117
0,0500 1941,1062 1891,0585 1840,8104
0,0600 1341,0504 1299,2941 1257,3361
0,0700 980,1586 944,3246 908,2874
0,0800 746,5240 715,1314 683,5343
0,0900 586,7543 558,8160 530,6718
0,1000 472,7646 447,5896 422,2072
0,2000 111,8974 99,1525 86,1849
0,3000 46,9119 38,3044 29,4575
0,4000 24,7881 18,2445 11,4430
0,5000 14,8316 9,5222 3,9343
1,0000 2,3806 -0,4979 -3,7913
1,5000 0,4371 -1,6850 -4,4043
2,0000 -0,1245 -1,9204 -4,4808
2,5000 -0,3332 -1,9762 -4,4943
3,0000 -0,4213 -1,9915 -4,4978
3,5000 -0,4612 -1,9964 -4,4990
4,0000 -0,4801 -1,9982 -4,4994
4,5000 -0,4894 -1,9990 -4,4997
5,0000 -0,4941 -1,9994 -4,4998
5,5000 -0,4965 -1,9996 -4,4999
6,0000 -0,4979 -1,9998 -4,4999
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Tabela 36 – Entropias de Shannon 𝑆𝑟 e 𝑆𝑝 e soma entrópica 𝑆𝑡 em função do raio de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H𝑐, He+
𝑐 e Li++

𝑐 no
estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝑆𝑟 𝑆𝑝 𝑆𝑡

𝑟𝑐 H𝑐 He+
𝑐 Li++

𝑐 H𝑐 He+
𝑐 Li++

𝑐 H𝑐 He+
𝑐 Li++

𝑐

0,0300 -9,8309 -9,8348 -9,8388 16,4435 16,4453 16,4471 6,6126 6,6105 6,6083
0,0400 -8,9691 -8,9744 -8,9798 15,5808 15,5834 15,5859 6,6116 6,6089 6,6060
0,0500 -8,3010 -8,3077 -8,3145 14,9120 14,9149 14,9183 6,6109 6,6072 6,6038
0,0600 -7,7554 -7,7634 -7,7717 14,3658 14,3694 14,3732 6,6104 6,6059 6,6016
0,0700 -7,2943 -7,3037 -7,3134 13,9037 13,9082 13,9127 6,6095 6,6045 6,5993
0,0800 -6,8950 -6,9058 -6,9170 13,5039 13,5087 13,5138 6,6088 6,6028 6,5968
0,0900 -6,5430 -6,5553 -6,5679 13,1509 13,1567 13,1626 6,6079 6,6014 6,5947
0,1000 -6,2283 -6,2420 -6,2561 12,8355 12,8419 12,8486 6,6073 6,5999 6,5925
0,2000 -4,1625 -4,1914 -4,2224 10,7623 10,7765 10,7929 6,5997 6,5851 6,5705
0,3000 -2,9603 -3,0060 -3,0570 9,5528 9,5765 9,6064 6,5925 6,5705 6,5494
0,4000 -2,1119 -2,1763 -2,2509 8,6971 8,7325 8,7807 8,6971 6,5562 6,5298
0,5000 -1,4578 -1,5428 -1,6452 8,0356 8,0855 8,1577 6,5778 6,5427 6,5125
1,0000 0,5366 0,3108 -0,0114 6,0060 6,1810 6,4905 6,5427 6,4918 6,4791
1,5000 1,6506 1,2050 0,5553 4,8619 5,2741 5,9463 6,5125 6,4791 6,5016
2,0000 2,3902 1,6495 0,7280 4,1016 4,8421 5,8001 6,4918 6,4916 6,5282
2,5000 2,9117 1,8531 0,7856 3,5696 4,6585 5,7579 6,4813 6,5116 6,5434
3,0000 3,2845 1,9444 0,8099 3,1947 4,5838 5,7417 6,4791 6,5282 6,5515
3,5000 3,5476 1,9885 0,8223 2,9357 4,5509 5,7338 6,4833 6,5394 6,5561
4,0000 3,7290 2,0122 0,8296 2,7626 4,5346 5,7293 6,4916 6,5467 6,5589
4,5000 3,8512 2,0263 0,8342 2,6505 4,5253 5,7265 6,5016 6,5515 6,5607
5,0000 3,9326 2,0353 0,8373 2,5791 4,5195 5,7246 6,5116 6,5549 6,5619
5,5000 3,9869 2,0415 0,8395 2,5337 4,5157 5,7233 6,5206 6,5572 6,5628
6,0000 4,0239 2,0460 0,8412 2,5043 4,5129 5,7223 6,5282 6,5589 6,5635
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Tabela 37 – Parâmetros variacionais para os raios de confinamento 𝑟𝑐 para os átomos H𝑐,
He+

𝑐 e Li++
𝑐 no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

𝑟𝑐 𝛼
0,0300 6,0966 6,4979 6,9020
0,0400 4,6726 5,0753 5,4817
0,0500 3,8183 4,2224 4,6311
0,0600 3,2489 3,6544 4,0655
0,0700 2,8424 3,2493 3,6628
0,0800 2,5376 2,9459 3,3618
0,0900 2,3007 2,7104 3,1287
0,1000 2,1112 2,5223 2,9430
0,2000 1,2612 1,6869 2,1334
0,3000 0,9810 1,4222 1,8969
0,4000 0,8434 1,3011 1,8067
0,5000 0,7630 1,2380 1,7773
1,0000 0,6190 1,1961 1,9422
1,5000 0,5924 1,2948 2,2418
2,0000 0,5981 1,4294 2,4707
2,5000 0,6186 1,5531 2,6097
3,0000 0,6474 1,6471 2,6950
3,5000 0,6806 1,7140 2,7509
4,0000 0,7147 1,7617 2,7900
4,5000 0,7473 1,7967 2,8187
5,0000 0,7766 1,8231 2,8407
5,5000 0,8020 1,8436 2,8579
6,0000 0,8236 1,8600 2,8718
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APÊNDICE E – O Método de Hylleraas

Nesse apêndice alguns aspectos do método de Hylleraas são discutidos. Esse método
é baseado primordialmente nas chamadas coordenadas de Hylleraas e tem como objetivo
a introdução explícita de uma coordenada que correlacione o movimento dos elétrons
diretamente na função de onda do sistema. Essa coordenada das distâncias relativas entre
os elétrons é tratada como uma variável independente.

E.1 As coordenadas de Hylleraas
Os trabalhos de E. A. Hylleraas foram publicados entre os anos de 1928 e 1930,

propostos ainda nos primórdios da Mecânica Quântica, apresentou o que é considerado
como o primeiro modelo a descrever bem a energia do estado fundamental para átomos de
dois elétrons. Com uma abordagem relativamente simples tal modelo computa os efeitos
de correlação eletrônica de maneira satisfatória. Uma versão em inglês de três desses
trabalhos, originalmente publicados em alemão, pode ser encontrado na Ref. [189].

Inicialmente, assumimos que os dois elétrons no estado fundamental estão represen-
tados nas coordenadas cartesianas (𝑥1, 𝑦1, 𝑧1) e (𝑥2, 𝑦2, 𝑧2), onde 𝑟1 e 𝑟2 são as distâncias
dos elétrons ao núcleo e 𝑟12 a distância entre os elétrons. Em relação a essas coordenadas
são definidas as coordenadas de Hylleraas como [190]

𝑠 ≡ 𝑟2 + 𝑟1 =
√︁
𝑥2

2 + 𝑦2
2 + 𝑧2

2 +
√︁
𝑥2

1 + 𝑦2
1 + 𝑧2

1 , (E.1a)

𝑡 ≡ 𝑟2 − 𝑟1 =
√︁
𝑥2

2 + 𝑦2
2 + 𝑧2

2 −
√︁
𝑥2

1 + 𝑦2
1 + 𝑧2

1 , (E.1b)

𝑢 ≡ 𝑟12 =
√︁

(𝑥2 − 𝑥1)2 + (𝑦2 − 𝑦1)2 + (𝑧2 − 𝑧1)2 . (E.1c)

Desta forma temos uma simplificação considerável na resolução do problema já que
ele passa de, originalmente, ser tratado com seis coordenadas para ser transformado em
um sistema que contém três coordenadas relativas.

Nas coordenadas de Hylleraas o hamiltoniano do sistema tem a forma [190]

𝐻 = −
(︃
𝜕2

𝜕𝑠2 + 𝜕2

𝜕𝑡2
+ 𝜕2

𝜕𝑢2

)︃
− 4𝑠
𝑠2 + 𝑡2

𝜕

𝜕𝑠
+ 4𝑡
𝑠2 + 𝑡2

𝜕

𝜕𝑡
− 2
𝑢

𝜕

𝜕𝑢
(E.2)

−2 𝑠
𝑢

(︃
𝑢2 − 𝑡2

𝑠2 − 𝑡2

)︃
𝜕2

𝜕𝑠𝜕𝑢
− 2 𝑡

𝑢

(︃
𝑢2 − 𝑠2

𝑠2 − 𝑡2

)︃
𝜕2

𝜕𝑡𝜕𝑢
− 4𝑍 𝑠

𝑠2 − 𝑡2
+ 1
𝑢
.

O elemento de volume 𝑑𝑣 em coordenadas cartesianas em termos das coordenadas
de Hylleraas é escrito como [191]

𝑑𝑣 = 2𝜋2(𝑠2 − 𝑡2) 𝑢 𝑑𝑠 𝑑𝑡 𝑑𝑢 , (E.3)
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com 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑢 ≤ 𝑠 ≤ ∞. Ainda, para um sistema sem constrangimento espacial, valem os
limites de integração [191] ∫︁

𝑑𝑠 𝑑𝑢 𝑑𝑡 =
∫︁ ∞

0
𝑑𝑠
∫︁ 𝑠

0
𝑑𝑢
∫︁ 𝑢

0
𝑑𝑡 . (E.4)

O método de Hylleraas leva em consideração que a função de onda do sistema pode
ser escrita de forma aproximada inserindo diretamente na função as coordenadas 𝑠, 𝑡 e 𝑢,
juntamente com parâmetros variacionais ajustáveis. Nesse sentido, alguns exemplos de
funções de onda são escritas como [192]

𝜓(𝑠, 𝑡, 𝑢)1 = 𝐴1 𝑒𝑥𝑝 (−𝜁1𝑠) (1 + 𝑐1𝑢) , (E.5a)

𝜓(𝑠, 𝑡, 𝑢)2 = 𝐴2 𝑒𝑥𝑝 (−𝜁2𝑠)
(︁
1 + 𝑐1𝑢+ 𝑐2𝑡

2
)︁
, (E.5b)

𝜓(𝑠, 𝑡, 𝑢)3 = 𝐴3 𝑒𝑥𝑝 (−𝜁3𝑠)
(︁
1 + 𝑐1𝑢+ 𝑐2𝑡

2 + 𝑐3𝑠+ 𝑐4𝑠
2 + 𝑐5𝑢

2
)︁
, (E.5c)

onde 𝐴1, 𝐴2 e 𝐴3 são constantes de normalização e 𝜁1, 𝜁2, 𝜁3, 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3, 𝑐4 e 𝑐5 são os
parâmetros variacionais definidos minimizando o funcional

𝐸 = ⟨𝜓(𝑠, 𝑡, 𝑢)|𝐻 |𝜓(𝑠, 𝑡, 𝑢)⟩
⟨𝜓(𝑠, 𝑡, 𝑢)| 𝜓(𝑠, 𝑡, 𝑢)⟩ , (E.6)

sendo 𝐻 é dado pelo hamiltoniano (E.2). Além disso, o elemento de volume e os limites
de integração são dados, nessa ordem, pelas relações (E.3) e (E.4).

Não obstante a importância da atenção na determinação de todos os parâmetros
variacionais envolvidos no problema a origem essencial da melhoria energética reside no
valor do expoente 𝜁, desta forma, certa cautela deve ser dada a essa quantidade no instante
de sua otimização [192].

Do ponto vista de sistemas de dois elétrons confinados o método de Hylleraas
também tem sido empregado. Um exemplo de função de onda que é usada para descrever
esses sistemas é a que apresentamos na subseção 5.3 sendo escrita como

𝜙(𝑠, 𝑡, 𝑢) = 𝐺 𝑒𝜎𝑠 (1 + 𝑏 𝑢)
[︂
𝑟𝑐 −

(︂
𝑠− 𝑡

2

)︂]︂ [︂
𝑟𝑐 −

(︂
𝑠+ 𝑡

2

)︂]︂
, (E.7)

onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento do sistema e 𝜎 e 𝑏 são parâmetros variacionais a serem
determinados pela minimização do funcional (E.6).

O elemento de volume utilizado para otimizar os parâmetros dessa última função
permanecem como dados na Eq. (E.3). Entretanto, os limites de integração devem ser
ajustados para as condições de contorno apropriadas, dessa forma temos [193]∫︁

𝑑𝑠 𝑑𝑢 𝑑𝑡 =
∫︁ 𝑟𝑐

0
𝑑𝑠
∫︁ 𝑠

0
𝑑𝑢
∫︁ 𝑢

0
𝑑𝑡+

∫︁ 2𝑟𝑐

𝑟𝑐

𝑑𝑠
∫︁ 2𝑟𝑐−𝑠

0
𝑑𝑢
∫︁ 𝑢

0
𝑑𝑡 (E.8)

+
∫︁ 2𝑟𝑐

𝑟𝑐

𝑑𝑠
∫︁ 𝑠

2𝑟𝑐−𝑠
𝑑𝑢
∫︁ 2𝑟𝑐−𝑠

0
𝑑𝑡 ,

onde 𝑟𝑐 é o raio de confinamento nas coordenadas de Hylleraas.
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Em uma formulação mais geral onde busca-se um resultado mais acurado da energia
é aconselhável a inserção de mais parâmetros variacionais na Eq. (E.7) como, por exemplo,
o formato das seguintes funções de onda,

𝜙(𝑠, 𝑡, 𝑢)2 = 𝐺2 𝑒𝜎2𝑠
(︀
1 + 𝑏1𝑢 + 𝑏2𝑡2)︀ [︂𝑟𝑐 −

(︂
𝑠 − 𝑡

2

)︂]︂[︂
𝑟𝑐 −

(︂
𝑠 + 𝑡

2

)︂]︂
, (E.9a)

𝜙(𝑠, 𝑡, 𝑢)3 = 𝐺3 𝑒𝜎3𝑠
(︀
1 + 𝑏1𝑢 + 𝑏2𝑡2 + 𝑏3𝑠 + 𝑏4𝑠2 + 𝑏5𝑢2)︀ [︂𝑟𝑐 −

(︂
𝑠 − 𝑡

2

)︂]︂[︂
𝑟𝑐 −

(︂
𝑠 + 𝑡

2

)︂]︂
, (E.9b)

onde 𝐺2 e 𝐺3 são constantes de normalização e 𝜎2, 𝜎3, 𝑏1, 𝑏2, 𝑏3, 𝑏4 e 𝑏5 são parâmetros
variacionais.

Entretanto, a adição de novos parâmetros variacionais aumenta o custo computaci-
onal nos cálculos utilizando os limites de integração (E.8). Uma alternativa para contornar
essa questão é proposta pela Ref. [191] que apresenta uma formulação que reduz o número
de integrais na relação (E.8) apenas para duas. Nessa perspectiva autores já discutem a
eficácia dessa formulação no sentido de um ganho no custo computacional [169].

O método de Hylleraas baseado nas coordenadas sugeridas tem obtido êxito conside-
rável nas determinações de propriedades de átomos de dois elétrons [194,195]. Atualmente
essas coordenadas podem ser consideradas como coordenadas naturais para esses sistemas
no estado fundamental.
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