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Resumo

O presente trabalho apresenta a entropia informacional de Shannon explorando suas
principais caracteristicas, primeiramente em sua area de origem, a saber a Teoria da
Informacao e posteriormente promovendo uma ligagao entre a Teoria da Informacao e a
Teoria Quantica por meio das entropias de Shannon nos espagos das posigoes S, e dos
momentos S,. A relacao de incerteza entrépica derivada da soma de S, e S, também recebe
atencao. Inicialmente novas expressoes para as entropias de Shannon S, e S, além da soma
entrépica foram propostas para assegurar suas caracteristicas adimensionais. Seguindo,
estudamos o comportamento dessas quantidades em sistemas quanticos confinados, além
disso analisamos como elas podem ser usadas para as andlises de regides especificas dos
sistemas como as de confinamento rigoroso. Ainda empreendemos estudos dos efeitos de
correlacao eletronica e das energias de excitacao média por meio da construgao utilizando
a linguagem informacional. Os sistemas quanticos confinados utilizados para estudo foram
os sistemas unidimensionais submetidos a uma func¢ao potencial do tipo quadrado infinito
(particula confinada em uma caixa) e a uma fungao potencial do tipo harménica (oscilador
harmonico), os sistemas submetidos a fungoes potenciais centrais como a funcao potencial
do tipo esférica com barreiras de potencial infinita (particula confinada em uma gaiola)
e a uma funcao potencial coulombiana (4tomos de H., Hel e Lif ) e, por fim, também

analisamos os sistemas contendo dois elétrons (H_ , He, e Li).

Palavras-chaves: Sistemas Quéanticos Confinados. Teoria da Informacao. Entropias In-

formacionais de Shannon.



Abstract

The present work analyzes the Shannon informational entropy exploring its main char-
acteristics, first in its original field, namely Information Theory and later promoting a
connection between Information Theory and Quantum Theory using the Shannon en-
tropies in the position 5, and momentum S, spaces. The entropic uncertainty relation
derivative of the sum of .S, and S, also receives attention. Initially novel expressions to
the Shannon entropies S, and S, besides of the entropy sum were proposed to ensure
their dimensionless characteristic. Following, we study the behavior of these quantities in
confined quantum systems, furthermore we analyze how they can be used for analysis of
specific regions of the systems such as rigorous containment. In addition, we study the
effects of electron correlation and the mean excitation energies through of the construction
using the informational language. The confined quantum systems used for study were
the one-dimensional systems submitted to a infinite potential well (particle confined in a
box), and to potential harmonic (harmonic oscillator), systems subject to central potential
as the spherical type with infinite potential barrier (confined particle in a cage) and to
a Coulomb potential (atoms of H., He] e Lif" ) and, finally, we analyzed the systems

containing two electrons (atoms of H, He. e Li ).

Keywords: Confined quantum systems. Information Theory. Shannon informational

entropies.
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1 Introducao

A Historia € a mais importante das ciéncias,

set que sem Historia nao hd realidade objetiva.

César Lattes

E relativamente natural, que no esforco do intelecto humano de elaborar teorias para
a construcao das ciéncias, conceitos e ideias acabem por transpor fronteiras, encontrando
aplicabilidades em areas diferentes daquelas em que foram pensadas originalmente, nesse
sentido, a discussao envolvendo entropia é emblematica. O entendimento e interpretacao
dessa quantidade pode se dar através de pelo menos trés grandes areas do conhecimento,
a saber: a Termodindmica, a Mecanica Estatistica e a Teoria da Informacao. Nesse cenario
de pluralidade de visdes, muitas vezes complementares, podemos perceber que conceitos
e ideias nas ciéncias sdo mutaveis, podendo ao longo do tempo sofrerem adaptacgoes,
utilizando a instigante construc¢ao de linguagem de Batel Anjo: “Existem conceitos que
resistem a passagem do tempo, uns pela sua itmportancia, outros pela sua capacidade de se
adaptar a novos dominios da ciéncia. A entropia, mais do que qualquer outro conceito,

mantém viva sua importancia, a sua utilidade, e porque nao, o seu mistério.” [1].

A Termodinamica se propoe a fazer um estudo de propriedades macroscopicas da
matéria sem considerar do que ela é formada. Historicamente ela surge da sistematizacao
de um conjunto de leis empiricas, ou seja, obtidas através da observacao e a sumarizacao
de resultados experimentais. O conceito de entropia nesse arcabouco surge dos trabalhos de
Rudolf Clausius a partir dos estudos de Sadi Carnot envolvendo maquinas térmicas. Em seus
estudos Rudolf Clausius deriva a relacao AS > 0 para um sistema termicamente isolado.
Tal relagao pode ser entendida como uma enunciagao da segunda lei da Termodinamica,
onde temos que em uma transformagdo termodinamica irreversivel a quantidade AS,
ou seja, a variacao da entropia sempre aumenta até que o sistema atinja um estado de
equilibrio (AS > 0). Por outro lado, quando o processo termodindmico que o sistema
experimenta é reversivel, a quantidade AS é nula, isto é, ndo temos variacao de entropia
(AS = 0). Dessa maneira, a entropia é uma fungao de estado que pode ser interpretada

como uma medida de irreversibilidade de processos fisicos [2—4].

Com a nog¢ao de que a matéria é constituida por componentes microscépicos (teoria
atomista) e a inclusao de métodos estatisticos para o tratamento dos sistemas temos a
constituicao das bases fundamentais da chamada Mecanica Estatistica. Um primeiro passo

para a construcao dessa area pode ser tomado ja desde o surgimento da teoria cinética dos
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gases, passando pela derivacao da fungao de distribuigao das velocidades em um gas ideal no
estado de equilibrio por James Maxwell e chegando até os trabalhos de Ludwig Boltzmann
que introduz as nogoes de microestado e macroestado. Assim, é possivel estabelecer uma
primeira interpretagao estatistica da segunda lei da Termodindmica através da relagao
S ~ w', nessa ordem, entropia estatistica e o nimero de microestados acessiveis ao sistema.
Avancando nesse cenario destaca-se ainda a formalizacao da Mecanica Estatistica utilizando
a ideia de ensemble estatistico apresentada por Josiah Gibbs, nesse enquadramento surgem
as expressoes para a entropia de Boltzmann S = kg Inw e a entropia de Boltzmann-Gibbs

Spa = —KkpB Z p; In p;, respectivamente, nas formulagoes dos ensembles microcanonico e

K3
canonico. Desta forma, baseado nas expressoes Sg e Spg temos essas quantidades podendo

ser interpretadas como uma medida de desordem do sistema?® [7-9] .

As tentativas dos seres humanos em diversas épocas de elaborarem mecanismos
de comunicagoes eficientes sao iniimeras, sendo justamente nesse esfor¢o que se déa a
construgao da Teoria Mateméatica da Comunicacdao ou Teoria da Informagao. Nesse campo
o problema central a ser tratado é de como se reproduzir uma mensagem emitida em um
ponto de origem até um ponto de destino deixando de lado as questoes da semantica
em detrimento as questoes de engenharia. Um dos principais conceitos que surge nessa
construcao é o de entropia da informagao ou entropia de Shannon que é uma medida da
informacao® originada na escolha de uma dada mensagem dentre um repertério definido

por uma fonte de informagao [11-13].

Originalmente, tida como uma area auténoma, a Teoria Matematica da Comunica-
¢ao ou Teoria da Informacao passou a ter seus conceitos e principais ideias utilizadas em
diversas areas do conhecimento, principalmente, por meio de sua entropia informacional.
Na Fisica, no contexto da conexao entre Teoria da Informacao e Teoria Quéantica, sao
definidas as entropias da informacao nos espagos das posicoes .S, e dos momentos 5, bem

como uma relacao de incerteza entrépica baseada na soma S; = S, + .5, [14].

Desde as primeiras aplicagoes, em meados da década de 80, o estudo da entropia
da informagdo no contexto da fisica atomica e molecular vem obtendo éxito nas descrigoes
e estudo de sistemas quanticos [15-22]. Nesse sentido, ja estao postas relagoes analiticas
para uma particula confinada em uma caixa [23,24], para o oscilador harménico [25, 26]
e para o atomo de hidrogénio [27,28]. Além disso, a complexidade dos sistemas [29-31]

e caracterizages de processos quimicos [32-34] tém feito uso com sucesso das entropias

1 A célebre relacio S = kpInw gravada no timulo de Boltzmann e muitas vezes atribuidas a ele é, mais

precisamente, derivada nos trabalhos de Max Planck sobre radiacdo de corpo negro [5].

Nesse contexto a desordem é medida pelo nimero de maneiras de arranjar os estados microscépicos
desde que o estado macroscépico permanega inalterado [6].

Em relagao & informagao recentemente tem se estruturado uma proeminente area de pesquisa: a
Informacgao Quéantica. Nessa linha de pesquisa podemos caracterizar duas vertentes, uma primeira
que utiliza o conceito de informacado com a perspectiva utilizada por Shannon e que desemboca nos
chamados computadores quanticos e uma segunda que trata informagao como o préprio objeto de
estudo da Teoria Quantica [10].
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da informacao. Ainda, mais especificamente sobre a soma entrépica, temos trabalhos
indicando possiveis relagdes universais para essa quantidade [35-37] e estudos envolvendo
qualidade de fungoes de base [38—40]. Além do que, nesse quadro, os sistemas quanticos

confinados espacialmente tem recebido atengao consideravel em anos recentes [41-51].

Os sistemas quanticos confinados espacialmente, classe de sistemas fisicos de
interesse do presente trabalho, que tem suas primeiras aplicacoes feitas no inicio da
década de 1930 [52-54], a principio, ndo é um problema novo na Fisica. Entretanto, com o
advento da capacidade computacional ao que tange o processamento de dados e com o
aprimoramento de técnicas e metodologias para a efetivacao do confinamento essa tematica
continua a ser vibrante e atual [55-63]. A introducao da situagao de confinamento do
sistema, ou seja, a delimitagao espacial da atuacao da particula (por exemplo, elétrons ou
nicleos de dtomos), induz mudangas nas propriedades do sistema confinado em relagao
ao sistema livre. Tais alteracoes podem ocorrer, por exemplo, nos espectros de energias,
frequéncias de transigdo e polarizabilidade [64-66], e se d& devido a interacao entre as
propriedades quantum-mecénicas da gaiola de confinamento e do objeto confinado [67].
Adicionalmente, em uma primeira aproximacao, atomos e moléculas sob altas pressoes
e objetos astrofisicos densos podem ser tratados como um sistema quantico confinado
em barreiras esféricas de potencial infinitas (ver as Refs. [68] e [69] e as referéncias nelas

contidas).

O presente trabalho, utilizando a entropia da informacao no contexto da fisica
atomica e molecular juntamente com a relagao de incerteza entropica, tem como objetivo
apresentar um estudo envolvendo sistemas quanticos confinados inspirado na Teoria da

Informacgao.

Inicialmente, identificamos um ponto sensivel na analise dimensional das expressoes
usuais das entropias da informagao e da soma entropica. Essa nuance também ja foi
detectada em trabalhos recentes [70,71]. Em todo caso, propomos novas formas para as
referidas expressoes formuladas em termos de constantes fundamentais da fisica. Desta

forma, indicamos que nossas expressoes propostas apresentam um carater mais geral.

As regioes onde os efeitos do confinamento sdo severos, ou seja, as regides de
confinamento rigoroso também recebem atenc¢ao no nosso estudo. Tais regioes sao associadas
a uma densidade de probabilidade muito concentrada, em contraste com as regioes de
confinamento fraco, onde as densidades de probabilidade sdo menos compactas. Além disso,
nessa regiao, os efeitos de confinamento podem ser tais que o elétron passa a estar ligado,
primordialmente, ao potencial confinante (cavidade) ao invés do potencial nuclear, assim,
os niveis de energia experimentam uma forte quantizacao. Eventualmente a situacao de
confinamento pode se tornar tao efetiva que da surgimento ao chamados pontos quanticos
que, em esséncia, é tido como um atomo artificial com um nimero de elétrons onde o

potencial do nticleo é substituido pelo potencial de confinamento [72]. Do ponto de vista
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energético anélises ja estao disponiveis na literatura [73,74] e, no presente estudo, propomos

uma discussao por meio das entropias da informagao de Shannon.

O problema de muitos corpos é caracterizado quando as particulas constituintes
do sistema interagem simultaneamente entre si, surgindo dai os efeitos de correlacao.
Especificamente, tratamos das interacoes entre os elétrons e dos efeitos que isso acarreta,
conhecidos em termos gerais como os chamados efeitos de correlagao eletronica. Sem
embargo do éxito dos estudos apresentados por meio da energia de correlagao para
mensurar as interagoes entre os elétrons, trabalhos baseados nas entropias da informacao
tem obtido éxito nesse tépico [75-82]. O estudo que apresentamos visa preencher uma
lacuna existente nesse tema ao que tange ao tratamento do grau dos efeitos de correlacao

utilizando a linguagem informacional para sistemas quanticos confinados espacialmente.

Por fim, um tultimo aspecto que o presente trabalho objetiva abarcar é uma anélise
das excitacgoes eletronicas. Através dessa quantidade pode-se caracterizar como a matéria
absorve energia independentemente da natureza e velocidade da particula incidente em
um alvo. Utilizando uma aproximacao local de plasma, juntamente com a entropia da
informacao, um modelo para esse fenémeno fornece um caminho para a determinacao
da energia média de excitagao [83-86]. Aqui, buscamos aplicar esse modelo em sistemas

quanticos confinados espacialmente.

Com o prop6sito de abranger o conjunto de tépicos apresentados empreendemos
o nosso trabalho contendo 6 Capitulos e 6 Apéndices, aos quais passamos a expor, em

seguida, os seus principais pontos.

No Capitulo 2 apresentamos as principais ideias envolvendo a Teoria Matematica
da Comunicagao ou Teoria da Informagcao que usaremos posteriormente em todo o trabalho.
Uma definicao que recebe atencao especial nesse capitulo é o de entropia da informacao

ou entropia de Shannon, quantidade utilizada para medir informacao.

No Capitulo 3 indicamos, inicialmente, um ponto de conexao entre Teoria da
Informacao e a Teoria Quantica. Nesse capitulo ja expomos um aspecto inédito do presente
trabalho que sao as expressdes modificadas para as entropias da informagao e soma
entrépica dimensionalmente consistentes. Além disso, sao apresentados as propriedades
e fendmenos fisicos a serem tratados juntamente como, ou de que forma, essas questoes

podem ser abordadas do ponto de vista informacional.

No Capitulo 4 passamos em revista os sistemas quanticos confinados espacialmente
de interesse. Mais especificamente, fazemos uso de sistemas unidimensionais submetidos a
funcao potencial do tipo quadro infinito (particula confinada em uma caixa) e a funcao
potencial do tipo harménica (oscilador harmonico). Os sistemas submetidos a potenciais
centrais também sao utilizados para estudo, nomeadamente sdo usadas a funcao potencial

do tipo esférica com barreiras infinitas (particula confinada em uma gaiola) e a funcao
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potencial coulombiana (dtomos hidrogenoides confinados). Encerrando, sistemas contendo

dois elétrons sao retratados (atomos isoeletrénicos ao hélio confinado).

No Capitulo 5 sdo analisados os resultados obtidos e uma discussao acerca deles é
empreendida e, no Capitulo 6 sao sumarizados os principais resultados e aspectos abordados

no corrente estudo.

Em relagdo aos Apéndices: 1) no Apéndice A disponibilizamos uma revisao de ques-
toes envolvendo as defini¢oes de dimensao fisica e sistemas de unidades, dedicando especial
atencao as quantidades fisicas que surgem nos argumentos das func¢oes transcendentais,
2) no Apéndice B pontuamos alguns aspectos do método Método Variacional que é utilizado
para resolver aproximadamente a equagao de Schrodinger, 3) no Apéndice C organizamos
os parametros variacionais determinados ao longo do trabalho, 4) no Apéndice D, a titulo
de completeza, apresentamos alguns resultados das quantidades de interesse utilizando
uma fun¢ao de corte diferente da utilizada no corpo principal da tese, 5) no Apéndice E
¢ apresentado o método de Hylleraas que, baseado em coordenadas relativas, introduz
diretamente na fungao de onda do sistema um termo que correlaciona o movimento dos
elétrons e, por fim, 6) no Apéndice F listamos os artigos publicados oriundos da nossa

pesquisa.



2 Teoria da Informacao

Para aqueles que estudaram as ciéncias fisicas

€ muito significativo que uma expressaéo como entropia

surja nessa teoria como medida de informagdo./...]

Portanto, ao encontrarmos o conceito de entropia na Teoria da

Comunicagao, temos o direito de ficarmos bastante agitados]...].

Warren Weaver

O capitulo em questao objetiva apresentar as bases e os principais aspectos da Teoria
Matematica da Comunicacao ou Teoria da Informagcao, além de pontuar as quantidades
essenciais que serao utilizadas ao longo do trabalho. Nessa construgao organizamos as
definicoes sem adentrar aos sutis aspectos de engenharia e matematica intrinsecos a teoria,

entretanto, indicamos quando necessario material para aprofundamento.

2.1 Teoria Matematica da Comunicacdo ou Teoria da Informacao

Na literatura convencionou-se que a Teoria Matematica da Comunicagao ou, sim-
plesmente, Teoria da Informagao tem inicio no ano de 1948 com a publicagao do trabalho de
Claude Shannon' chamado A Mathematical Theory of Communication [11]. Nao obstante
a importancia desse trabalho o esfor¢co de elaborar tal teoria conta com contribuigoes
anteriores e, naturalmente, posteriores a essa data. Nesse sentido, temos os trabalhos
de Harry Nyquist [88] sugerindo uma quantificagdo dos dados telegraficos e de Ralph
Hartley [89] delimitando a ideia de informagao e indicando sua medida por meio de uma
fungao logaritmica. Além disso, o esforgo de Warren Weaver é essencial para ampliar os
horizontes de aplicabilidades dos trabalhos de Shannon levando a Teoria Matematica da
Comunicacao a incluir um espectro grande de processos, como, por exemplo, comunicagoes

orais, musica, fotografia, cinema e etc [13].

No estudo das ciéncias é importante o delineamento das defini¢goes dos termos que
nela sao tratados e a determinacao do problema central em questao. Uma das sensibilidades
ao se trabalhar com a Teoria da Informagao é que alguns dos termos que compdem o

seu arcabougo tém aplicagoes diarias no sentindo do senso comum, nao corroborando,

1 Conhecido como pai da Teoria da Informacio, Claude Elwood Shannon teve dupla graduacio em

Matematica e Engenharia. Nos laboratérios Bell trabalhou principalmente na chamada Teoria da
Comunicac¢io dos Sistemas de Sigilo, teoria que lidava com criptografia de dados, esse projeto foi
finalizado em 1945, porém foi mantido de forma secreta até 1948. Logo apés esse periodo ele passa a
se dedicar a construgdo de uma Teoria da Comunicac¢io em termos mais gerais [87].
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necessariamente, ao significado de como a teoria os trata. Desse modo é essencial buscar

definir univocamente os termos que a Teoria da Informacao faz uso.

Na perspectiva de delimitacao anteriormente apontada entende-se por comunicacao
0 processo em que um mecanismo influencia ao outro por meio de uma mensagem partilhada
entre ambos. Ademais, o problema central da teoria em questdao é como reproduzir em
um ponto de destino uma mensagem (ou a mais aproximada possivel) emitida em um
ponto de origem. O modelo geral do sistema de comunicacao pode ser representado pelo

diagrama da Figura 1, sendo composto das seguintes partes [12]

Fonte

. Sinal i
de Mensagem Transmissor | e | Canal | S'nall Receptor |-Mensagem| o oo

Informacao

Figura 1 — Diagrama de um sistema de comunicacao.

e a fonte de informacgdo que seleciona uma mensagem dentre um grupo de mensagens
disponiveis. Essas mensagens podem ser frases completas a serem escolhidas ou, ainda,
tal repertorio pode ser composto por uma sequéncia de simbolos elementares podendo
ser tomados como exemplo as 26 letras e o espaco que formam os 27 caracteres da
lingua portuguesa (a fonte seleciona um caractere por vez até a formagao de uma

mensagem completa a ser enviada),

e o transmissor que transforma a mensagem em um sinal (codificagdo) que é enviado

pelo canal de comunicacao,

o ruido que introduz alteracoes externas impostas ao sinal, também conhecido como

deformacoes,

o receptor que recupera a mensagem original enviada (decodificagao) e, finalmente,

e a mensagem chega ao seu destino.

Adicionalmente, o esquema apontado abstrai os aspectos semanticos da mensagem focando
nos processos ligados estritamente a engenharia. Em outras palavras, a Teoria da Informagcéao
tem originalmente como base a busca de solu¢des em problemas e questoes ligados aos

topicos mais técnicos da engenharia.

Um conceito que tem papel fundamental dentro da presente teoria e que talvez
seja aquele que mais se distancia da ideia reproduzida no senso comum é o de informacao.
Tida no cotidiano como algo relacionado ao conhecimento, aqui a definicao de informagao

é univoca e quantificavel, sendo compreendida como uma medida da escolha de uma
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mensagem dentre um repertorio disponivel, além disso tal quantidade é diretamente
proporcional a variabilidade do referido repertério. Ainda, a definicao de informagao
esta atrelada a ideia de incerteza, pois essa ultima também é proporcional ao aumento
do repertério. Assim, informacao e incerteza sao duas noc¢oes que estao intrinsecamente

ligadas.

Nesse cenario Shannon apresenta uma quantidade que caracteriza-se por mensurar
a quantidade de informacao ou incerteza originada na escolha de uma dada mensagem
dentre um repertorio disponivel por uma fonte de informagao. Tal quantidade, para o caso

em que a fonte trabalha de forma discreta, é dada por [11]

(1o p) = — piloga(ps) (2.1)

i=1
onde n representa o grupo de mensagens completas, p; é a probabilidade de ocorréncia de
n

cada mensagem ¢ com as restrigoes Z p; = 1 e p; 2 0. Convenciona-se que 0log, 0 = 0,
i=1
caso em que temos i = a e p, = 0. Para o caso onde a fonte de informagcao trabalha de

forma continua deriva-se uma equacao analoga a Eq. (2.1) dada por [11]

Sp(@)) = = [ dv p(x)logy p(x) | (2:2)

onde p(z) é uma densidade de probabilidade continua com as restrigoes / dr p(x)=1e

“
p(z) > 0.

A escolha da base da funcao logaritmica é arbitraria, desde logo, uma mudanca de
seu valor indica na pratica um processo de multiplicagdo da funcao por uma constante.
Por outro lado, a definicdo da base define a unidade de medida informacional, tomando
como exemplo, quando a base do logaritmo é 10 a unidade informacional é o Hartley ou

quando a base é o nimero e = 2,718 a unidade ¢é o nat.

Nos trabalhos ligados diretamente aos sistemas de comunicagdo a unidade informa-
cional que recebe destaque é o bit?. Tal unidade provem da definicdo da base 2 para a
funcao logaritmica e na pratica representa uma escolha fundamental entre dois eventos,
podendo ser reproduzida por um circuito elétrico onde temos um interruptor que estando

aberto ou fechado permite ou nao a passagem de corrente [90].

A origem das Eqgs. (2.1) e (2.2) parte de um principio axiomatico. Ou seja, demonstra-
se que as referidas equagdes cumprem as trés propriedades abaixo requeridas para S exercer

o papel de mensurar quantidade de informacao:

1. S é continua em p;,

2 Do inglés binary digit.
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2. se todos os eventos ¢ tem iguais probabilidades, ou seja, p; = p,=...p, a quantidade
de informagao é maxima, sendo S é uma fungdo monotonicamente crescente com o

nimero de eventos possiveis n e

3. se uma escolha é dividida em duas escolhas sucessivas o S original deve ser a soma
ponderada dos valores individuais de S. Essa propriedade, na pratica tem a funcao

de garantir que S seja simétrica em relacao aos seus argumentos, ou seja, garante

a c c a
que 5(57 g) = S(ga 5)-

A demonstragao que as Egs. (2.1) e (2.2) cumprem tais propriedades em alguns
momentos é bastante intricada na sua forma original [11] e sua demostragao foge do escopo
do presente trabalho. Entretanto, na literatura temos construcoes bastante inventivas que
permitem chegar as quantidades que medem informacao sem adentrar em uma elaboracao

matematica mais sutil [90-94].

Um primeiro ponto de proximidade que podemos considerar entre a Teoria da
Informagéo e a Fisica (uma segunda conexao é apresentada no Capitulo 3 trabalhando-se
com densidades de probabilidade) é sugerindo que as Eqs. (2.1) e (2.2) sejam analisadas

no contexto da entropia de Boltzmann-Gibbs, pelo menos em dois sentidos:

1. a fonte de informacao recebe um tratamento estatistico levando em consideragao
o repertério constituido das varias mensagens, analogamente como a Mecanica
Estatistica descreve um sistema macroscopico levando em consideragao os seus

constituintes microscopicos e

2. a quantidade de informagao é proporcional a liberdade de escolha (variabilidade) do
repertério oriundo da fonte de informacéao, assim como a férmula de Boltzmann-Gibbs
¢é proporcional a quantidade total de microestados acessiveis a um dado sistema

macroscopico.

Nessas circunstancias a Eq. (2.1) no caso discreto ou a Eq. (2.2) no caso continuo sao
conhecidas como entropia da informagao ou entropia de Shannon. Nesse ponto surge a

nocao de informagao sendo, de alguma forma, ligada a entropia.

As defini¢ées da entropia de Shannon para sistemas discretos e continuos, nessa
ordem, dadas pelas Egs. (2.1) e (2.2), possuem propriedades semelhantes. Entretanto,
uma diferenca que surge entre as duas formulagoes é que a Eq. (2.2) pode assumir valores
negativos (ver pag. 631 da Ref. [11] ), enquanto que a Eq. (2.1) adota apenas valores
positivos. Além disso, avancando nas articulagoes dessas nocgoes, conceitos como por
exemplo as entropias de Shannon relativa, conjunta e condicional, e também os teoremas

de positividade da entropia relativa e subaditividade emergem [91,95].
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Para ilustrar a associacao das ideias envolvendo entropia, informacao e incerteza

apresentamos na Figura 2 distribui¢coes de probabilidade referentes aos sistemas pictoricos

A, BeC.

No sistema A a distribuicao de probabilidade é equiprovavel, ou seja, todos os
eventos ¢ tem igual probabilidade de ocorrer, sendo maxima a variabilidade do sistema,

bem como a quantidade de informagcéao, incerteza e entropia em relaciao aos outros sistemas.

No sistema B, que é um sistema intermediario entre os sistemas A e C, constatamos
a existéncia de uma tendéncia a ocorréncia de certos eventos ¢ em relagao a outros, ou
seja, alguns eventos tem maior probabilidade de ocorrer. Desta maneira a variabilidade do
sistema é menor, consequentemente possui menor quantidade de informagao, incerteza e

entropia em relagao ao sistema A.

O sistema C' é um caso limite dos trés sistemas em que a tendéncia de ocorréncia de
determinados eventos ¢ maior, assim sendo a variabilidade do sistema é menor, da mesma
maneira que a informagao, incerteza e entropia em comparagao aos outros sistemas.
| = Entropia méaxima
Il - Sistema mais desordenado

Il = Incerteza maior
IV = Maior variabilidade

| — Entropia intermediaria
Il — Sistema menos desordenado

- B Il - Incerteza menor
IV — Menor variabilidade
A
/ \ | — Entropia menor
4 ¢ |l —Sistema pouco desordenado

Il - Incerteza pequena
IV — Variabilidade pequena

Figura 2 — Distribuigbes de probabilidade referentes aos sistemas pictoricos A, B e C.

A Teoria da Informagcao é bastante robusta no tratamento de telecomunicagdes pois,
entre outras aplicagdes, é possivel quantificar a informacao enviada de um ponto de origem
a um ponto de destino. Mais especificamente, o teorema de Shannon para codificagao de
canais sem ruido tem sido utilizado com éxito no esquema de compressao e codificagao de

uma mensagem [91].
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3 Adjuncao entre a Teoria da Informacao e a

Teoria Quantica

E no entanto surge uma relagao,
Uma pequena relacao que se expande como a sombra

De uma nuvem na areia, uma forma na encosta de wm morro.

Wallace Stevens

No presente capitulo apresentamos o arcabouco tedrico da adjuncao entre a Teoria
da Informacao e a Teoria Quantica. Inicialmente, discutimos o modo convencional do uso
da entropia da informacao no contexto da Teoria Quantica na secao 3.1. Seguindo, e ja
adentrando a uma contribuicao inédita do nosso estudo, sugerimos expressoes modificadas
para as entropias da informacao e para a soma entrépica que sao mais gerais e dimensio-
nalmente consistentes na se¢ao 3.2. Por fim, examinamos as aplica¢gdes onde o formalismo

informacional auxilia no estudo de sistemas quanticos nas secoes 3.3 e 3.4.

3.1 Entropia da informacdo e Teoria Quantica - modo usual

A entropia da informacao ou entropia de Shannon, quantidade tida como fun-
damental para a Teoria da Informacao, é constituida a partir de uma distribuicao de

probabilidade adimensional discreta p; (ver Eq. (2.1)) ou continua p(z) (ver Eq. (2.2)).

Por outro lado, no contexto probabilistico da Mecénica Quéantica, Max Born [96]
formulou a interpretacio de que a quantidade p(7)d7 = |¢(7)|>dF é identificada como a
probabilidade de que uma medida da posigao 7, no estado 1 (7), seja um valor compreendido
entre 7 e 7 + dF. Sendo p(7) = |1 (7)]> reconhecida como uma funcdo densidade de
probabilidade no espago das posi¢oes tendo dimensao de inverso de posicao. Ainda, por
uma aplicagao da transformada de Fourier na fun¢ao ¢ (7) obtemos sua correspondente
J(ﬁ) que, por sua vez, compoem uma densidade de probabilidade no espago dos momentos

~v(p) = |QZ(]5’)|2 tendo dimensao de inverso de momento.

Uma conexao possivel entre a Teoria da Informacao e a Teoria Quantica pode ser
estabelecida com base nas densidades de probabilidade que figuram em ambas as teorias.
Aproximadamente desde a década de 1980, utilizando a noc¢ao de entropia da informagao
(ver Eq. (2.2) ) e as densidades de probabilidade p(7) e v(p), normalizadas a unidade e em

unidades atomicas, definem-se as entropias da informacao adimensionais nos espagos das
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posicoes e dos momentos, respectivamente, por [14]

Sy = = [ d7 p(7) n(p(7) (3.1)

Sy == [ dF () (7)) (3:2)
As quantidades S, e S, sao tidas como quantidades mais satisfatérias que as medidas forne-
cidas pelo desvio padrao! para o tratamento de incerteza ou espraiamento de distribuicoes
de probabilidade pois, além de caracterizarem distribuigoes gaussianas, conseguem mapear
outras distribuigoes [97,98]. Além do mais, S, pode ser interpretada como um indicador
de localizacao ou deslocalizacao de uma particula no espaco e S, como um medidor de

incerteza na determinacao do momento de uma particula.

Na Teoria Quantica as relagoes de incerteza sao tidas como uma das peculiaridades
que surgem em relagao a Teoria Cléassica. Assim, estando o sistema em um estado ®(7), a
medida de quaisquer dois observaveis A e B ¢é feita dentro de uma dada precisdao. A forma

mais geral dessa proposigao é expressa no principio de incerteza generalizado [99], ou seja,
. . 1 o .
(B0 ((20B)) > 5| [ @ (IIA BloGdr| . (3.3)

em que <(A¢A)> e <(A¢§ )> sdo os desvios padrio e [A, B] é o comutador dos observéveis
A e B. Em particular, tratando-se dos observaveis posicao X e momento P temos o

principio de incerteza de Heisenberg, isto é,

(8 %)) ((AaP)) > (2> | (3.4)

Em suma, essa relagao mostra que nao é possivel medir simultaneamente com maxima

precisao a posi¢ao e o momento de uma particula.

Uma quantidade proveniente da soma entrépica das quantidades S, e S, é a relagao

de incerteza entrépica’, sendo expressa como [100]

Si= Sy + 8y == [ [ dF dF p(7) 1(B) W p(?) 1) =D (1+Inm),  (35)

onde D representa a dimensao espacial do sistema. A partir dessa relagao de incerteza
envolvendo as entropias da informacgao pode-se derivar a relacao de Heisenberg, nesse
sentido a relagdo (3.5) tem um cardter mais geral. Além disso, dentre outras propriedades,
ela é invariante por uma transformada de escala [39] e atinge seu valor minimo quando se

trabalha com fungoes de onda gaussianas [45].

1 O desvio padrio é definido como ((AA)) = 1/((A)2) — ((A))2, onde A é o operador de um dado
observavel fisico A.

Em 1975 Iwo Bialynicki-Birula e Jerzy Mycielski apresentam um elegante desenvolvimento tedrico
partindo das entropias de Shannon e chegando até a relagao de incerteza entropica, em homenagem
aos autores desse trabalho essa relagdo de incerteza também é conhecida como relagio BBM [100].
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Por seu posto, apesar de fornecer resultados promissores para descri¢oes e estudos
de sistemas quanticos a construgao usual apresentada até esse ponto carece de uma maior

discussao acerca da anélise dimensional das Egs. (3.1) e (3.2) e da relagao (3.5).

Para explicitar a questao pontuada anteriormente seguiremos com uma anélise
dimensional das quantidades de interesse. Por uma questao de simplicidade nas Eqs. (3.1)
e Eq. (3.2), juntamente com a relagao (3.5), computaremos as densidades de probabilidade
em uma dimensao p(z) e y(p) (pode-se estender essa andlise para sistemas em maiores
dimensoes) e nao estando necessariamente em unidades atomicas. Ademais, indicaremos as
dimensoes das quantidades fisicas entre colchetes | dimensao |, quantidades adimensionais
ou sem dimensoes fisicas indicaremos por [1] e a igualdade dimensional serd simbolizada
por [=].

Primeiramente, tomemos as Egs. (3.1) e (3.2) em uma dimensao, sendo dadas,

respectivamente, por

Se=— [ do pla) (o)) (3.6)
Sp=— [ dp 1(0) (2 () (37)
So= "8, +8,=— [ [" dv dp p(@) 1) W p(@) 1) = (L4mm). (38

onde z( e 7 sao dois valores de posicoes distintos e py e p; valores diferentes de momentos

da particula.

Iniciando a andlise dimensional pela Eq. (3.6) temos
1 1
S, [=][L] M In [L] . (3.9)

Seguimos para a Eq. (3.7) com

S,[=1[P] []13] In m | (3.10)

Ja para a relagao (3.8) escrevemos

1771 17171
=|[LIP] |=| |=|In||=]| |=]|]| - 11
S=IE ]M [P] HHL} [P” (3.1)
1
As quantidades entre colchetes [L] e [L} indicam, nessa ordem, dimensoes de

1
P]’ respectivamente, indicam

comprimento e inverso de comprimento. Ainda [P] e
dimensoes de momento e inverso de momento. Assim, concluimos que as densidades de
probabilidade p(x) e y(p) acabam por introduzir na funcao logaritmica grandezas que

possuem dimensoes fisicas.
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Entretanto, como resultado conhecido, as fung¢des transcendentais como por exemplo
as fungoes logaritmicas, exponenciais, trigonométricas, entre outras, ndo comportam
grandezas fisicas dimensionais em seus argumentos (para uma discussao sobre dimensao
fisica e sistemas de unidades ver Apéndice A), gerando assim uma possivel inconsisténcia
nas expressoes usuais dadas pelas Egs. (3.6) e (3.7) e na relacao (3.8), para o problema

unidimensional, e pelas Egs. (3.1) e (3.2) e na relagao (3.5) para o caso geral.

Para contornar a questao das dimensoes fisicas inseridas na func¢ao logaritmica
que compoe as quantidades S,, S, e Sy apresentamos na secao 3.2 modificacoes nessas

expressoes de modo a assegurar uma analise dimensional fisicamente consistente.

3.2 Entropias da Informacao modificadas

A respeito da sensibilidade envolvendo a anélise dimensional nas Eq. (3.1) e (3.6),
trabalhos recentes ja apresentam discussoes sobre essa situacao. Sao recomendadas solucoes
como, por exemplo, inserir no argumento da fung¢do logaritmica: uma fungao tendo o
inverso de volume reciproco em unidades apropriadas [70] ou uma funcao densidade de
probabilidade eletrénica calculada em cima do nicleo do dtomo [71]. Entretanto, tais
propostas sao indicadas para situacoes bem determinadas, sendo a primeira utilizando
densidades de probabilidade com um contorno bem delimitado e a segunda tratando-se do

cendario onde os valores de S, adotam apenas valores nao negativos.

Uma maneira de contornar o problema das quantidades fisicas nos argumentos das
fungoes transcendentais é utilizar uma constante auxiliar com dimensao apropriada de
modo a balancear as dimensoes envolvidas. Inserindo a constante unitaria A com dimensao

de comprimento [L] na Eq. (3.6) temos
Sy = — /gc1 dx p(x)In(A p(x)) . (3.12)

Assim a Eq. (3.12) tem a seguinte andlise dimensional consistente

1 1

—|In |[L] =] - 1
o] @19

Seguindo, para determinarmos uma expressao geral adimensional no formato da
Eq. (3.6) definamos

Se[=1[L]

F(2) = plx) (X p(x)) (3.14)
na Eq. (3.12), ficando com
S, = —/ dr f(z) . (3.15)
o
Fazendo uma mudanga da variavel dimensional x para a varidvel adimensional u e definindo

uma funcao auxiliar g(u) temos

=\ (3.16)
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dg(u)
dr = du . 1
x T U (3.17)

Substituindo as relagoes (3.16) e (3.17) na integral (3.15) temos

so=— [ st A 3.15)

Lo L1
COM U =~ € Up = .
Reescrevendo a Eq. (3.18) levando em consideragio a derivada apontada na rela-

¢ao (3.16) temos
Auq
Sy = — flg(u))Adu . (3.19)

Aug

Recuperando uma expressao andloga a Eq. (3.14) a partir da integral (3.19) temos

Auq

Sy = — A p(Ow) In(Ap(Au))Adu . (3.20)

uo

Definindo p(u) = Ap(Au) na integral (3.20) obtemos

S, = — /A ™ du 5(u) n(5(u)) | (3.21)

ug
onde p(u) e u sdo quantidades adimensionais.

Para a Eq. (3.7) podemos empreender um processo andlogo, ou seja, utilizando a

constante unitaria £ com a dimensao de momento [P] temos

Sp=— [ dp1(p) (s 1(p)) (3.22)

0

Assim a Eq. (3.22) tem a seguinte anélise dimensional consistente
1 1
S,[=][P] [P] In [[P] [PH . (3.23)

E, analogamente ao caso anterior, partindo da Eq. (3.22) e fazendo p = kv podemos
chegar a
KU1
Sy =— dv Y(v) In(¥(v)) , (3.24)

K0

onde ¥(v) e v sdo quantidades adimensionais.

As integrais (3.6) e (3.21) e as integrais (3.7) e (3.24) possuem entre si formas
bastante semelhantes. Entretanto, do ponto de vista da andlise dimensional, os pares de
integrais apresentados guardam entre si uma profunda diferenga. As Eqgs. (3.21) e (3.24)
podem ser consideradas, respectivamente, versoes reescritas das Eqgs. (3.6) e (3.7) e sdo tidas
como expressoes gerais que nao guardam, do ponto de vista dimensional, inconsisténcia

fisica, em razao das quantidades p(u) e J(v) serem por definigdo adimensionais.
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No contexto da Teoria Quantica, no estudo de atomos e moléculas, uma escolha
conveniente ¢é definir A em termos do raio de Bohr ag, por meio da relagao A\ = ag, onde
ambas as quantidades possuem dimensao de comprimento [L]. Assim a Eq. (3.12) fica

sendo dada por i
S, =— / de p(e) In((a0) p()) (3.25)

Por outro lado, definimos a constante x com dimensdo de momento® [P] por meio

h
da relagdo k = () e substituindo-a na Eq. (3.22) temos

Sp=— /:1 dp v(p) In ((Z) 7(29)) : (3.28)

Seguindo, utilizando as Egs. (3.25) e (3.28) para compor a soma entrépica temos

0 po

5= [ oyni(an) stedts = Moo (1) sw) . @20)

Reescrevendo a expressao para S; obtemos
T h
Se== [ [ dedp (@) 1)] [In((ao)p(a) +1n | (=) )| (330)

Fazendo uma escolha conveniente e trabalhando com as propriedades da funcao logaritmica

chegamos a

S=— [ [ o do (o) 200 tCan) (1) olorno)] - @30

0o “po Qo

Desta forma, chegamos a expressao da soma entrépica, da qual deriva-se a relacao de

incerteza entrépica, em termos da constante fundamental A, isto é,

Se== [ [" de dp lo(e) 1)) It pl@) 1)) - (3.32)

0 Ppo

Fazendo uma andlise dimensional da Eq. (3.32) encontramos

sictotr[1] [3]n i 3] (3] o
3 Fazendo uma anélise dimensional de &, levando em consideracio que [h] = [E][T] e [ag] = [L], onde

[E] é a dimensdo de energia e [L] dimensdo de comprimento, temos

B
(K] o (3.26)
Lembrando que [E] = [ [7]1[]5]2, onde [M] tem dimensdo de massa e [T] dimensao de tempo, temos
_ [M[LP[T] _ [M][L]
T 520

onde justamente o dltimo ¢é a dimensdo de momento [P)].
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_ [M][L]? :
Lembrando que [E] = e prosseguimos,
S=][1] n [M[J}[ﬁ] ol [}DH - (3.34)
Levando em consideragao que [P] = []\[4}[]11] ficamos com
s | B 7] M;H]]” . (3.35)
E, finalmente,
Si[=][1] In[1] . (3.36)

Desta forma, constatamos que a expressao de S; sugerida pela Eq. (3.32) é dimensionalmente

consistente.

Generalizando as expressoes (3.25), (3.28) e (3.32) para um sistema n-dimensional

chegamos a

S, == [ dr p(F) n((a”) p() | (3:37)

Sy =~ [ d52(7)In ((h)D 7(@) (3.38)

Si== [ [ d7 a5 (o) 4@ [Im(n” p(7) 1(5)] - (3.39)

A adocao do expoente D no argumento da funcao logaritmica auxilia no balanceamento
da dimensionalidade, levando em consideragao que nessa construcao as densidades de

probabilidade p(7) e v(p) sao definidas em D dimensoes.

De forma sintética, as novas expressoes aqui sugeridas para as entropias da informa-
¢ao no contexto da fisica atomica e molecular dadas pelas Eqgs. (3.37), (3.38) e (3.39) (ou
no caso do sistema unidimensional as Eqgs. (3.25), (3.28) e (3.32) ) sendo formuladas em
termos das constantes fisicas fundamentais ag e i sdo dimensionalmente consistentes. Tais
expressoes sao independentes dos sistemas de unidades empregadas e do sistema quantico
a ser tratado (incluindo sistemas de dimensoes arbitrarias, ver Refs. [101-104]). Utilizando
o sistema de unidades atomicas as expressoes sugeridas na presente secao recuperam as

formas usuais apontadas na se¢ao 3.1.

Nas duas proximas segoes 3.3 e 3.4 discutimos as propriedades e caracteristicas de
interesse no presente trabalho dos sistemas quanticos de forma a argumentar de que forma
essas questoes podem ser estudadas utilizando as entropias da informagao no contexto da

fisica atOmica e molecular.
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3.3 Entropias da informacdo como uma medida de correlacao

A computacao das interacoes entre os elétrons que compdem os atomos, isto é,
os efeitos de correlagao eletronica, conduz a uma melhor descricao das propriedades
moleculares e atomicas em relagdo a quando tais efeitos nao sdo levados em consideracao.
A correlacao eletronica nao é observada diretamente no sistema, no sentido que nao existe
nenhum operador na Mecanica Quantica ligado a ela. Logo, a sua medida é realizada de

forma indireta.

A principio, o estudo da correlagdo eletronica se estrutura ao redor de duas fontes
fundamentais. Uma primeira que se refere a simetria dos elétrons originando uma interacao
entre eles por intermédio de uma forca de troca, produzindo a chamada correlagao de
Fermi. Uma segunda fonte primordial surge do efeito da repulsao entre os elétrons por

meio de uma forga eletrostatica dando origem a denominada correlagdo de Coulomb [105].

No intuito de simplificacao da exposicao ao que tange a correlacao de Fermi tratemos
de um sistema composto por dois elétrons. A funcao de onda total desse sistema pode ser
escrita como um produto de fung¢oes spin-orbitais ocupadas, conhecida como produto de

Hartree, isto é
@(r1,712)a = Ga(71)P6(72) Ba(w1) By (w2) (3.40)

onde ¢(7) é a fungdo de onda orbital e S(w) é a funcao de onda de spin dos elétrons 1
e 2 nos estados réotulos como a e b. De acordo com o produto de Hartree o movimento
dos elétrons é completamente independente entre si e dizemos ser nao correlacionado. Em
termos gerais, a fragilidade desse modelo é a distinguibilidade dos elétrons, indicado na

funcao de onda total pelo rétulo d.

Uma funcao de onda mais refinada para descrever um sistema de dois elétrons leva
em consideracao que esses sao indistinguiveis devendo, desta forma, serem tratados de forma
idéntica. Essa suposi¢do pode ser expressa através de uma simetrizagdo ou antissimetrizacao
do produto de Hartree, desta forma a fungao de onda total (para satisfazer o principio de

Pauli deve ser antissimétrica) é escrita como

©(77,73)ind = ; [0 (T1)0p(T2) £ Ga(T2)Pp(T1)] [Ba(wr) Bp(w2) F Lalwa)Bp(we)] ,  (3.41)

onde o rétulo ind indica a indistinguibilidade do modelo. Com essa construcao o movimento
de um elétron depende do movimento do outro, nesse caso dizemos que o movimento é
correlacionado. Temos ai uma primeira aparicao de uma parcela da correlagao eletronica

tanto inseridos na parte espacial como na parcela de spin.

Para clarificar de que forma a consideracao dos elétrons serem indistinguiveis gera
uma dependéncia entre os seus movimentos trataremos, nesse ponto, da chamada forca de
troca, manifestacao de cardter puramente quantico e que nao possui analogo na Mecanica

Classica.
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Isto posto, tomemos um sistema unidimensional de dois elétrons e levemos apenas
em consideragao a parte espacial da fungao spin-orbital. Inicialmente, para um sistema

onde os elétrons sao distinguiveis temos

o(21,22)q = Pa(x1)Pp(22) (3.42)

e para um sistema onde os elétrons sao indistinguiveis escrevemos
(21, T2)ind = [Pa(1)Pp(72) £ Pa(T2)Pp(21)] - (3.43)

Ainda, o valor esperado do quadrado da distancia de separacao entre os dois elétrons
¢é dado por
(21— 22)?) = (1) + (23) — 2(2122) - (3.44)

Prosseguindo, determinaremos o valor esperado do quadrado da distancia de
separacao entre os elétrons distinguiveis ¢(x1, z3)q representado pela Eq. (3.42) e para os

elétrons indistinguiveis ¢(z1, 23)inq postos pela Eq. (3.43) [106].

Para o caso das particulas distinguiveis utilizando o produto de Hartree dada pela

Eq. (3.42) temos que:

(012) = [ atloalwn)Pder = (@) (3.45)
(@2%) = [ alou(ea) Pdez = (%) (3.46)
(2122) = / 21| ba(1)|2d: / Lol () 2y = (2)alz)s - (3.47)

Substituindo as Eqgs. (3.45), (3.46), (3.47) na Eq. (3.44) obtemos o valor esperado

do quadrado da distancia de separacao entre os elétrons distinguiveis como sendo
(21— 22))a = (2%)a + (%) — 2(z)a2)s - (3.48)

Por outro lado, para o caso das particulas indistinguiveis representada pela funcao
de onda dada Eq. (3.43) temos

(21%) = ; (o + (™)) (3.49)
onde

(2%)q = /w%’%(iﬁ)ﬁdfﬁl (3.50)

(@) = [ a3lon(ar)Pda (3.51)
Além disso, |

(12) = 5 (@%)a + (@) (3.52)
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onde
(2%)q = /x§|¢a(m2)|2dx2 (3.53)
(@) = /37§!¢b($2)|2d332 : (3.54)
Ainda,
(@122) = (2)a(@)s £ 2/(2)a|” , (3.55)
em que
() = / w2 () gy (z)da. (3.56)

Substituindo as Egs. (3.49), (3.52), (3.55) na Eq. (3.44) obtemos o valor esperado

do quadrado da distancia de separacao entre os elétrons indistinguiveis, ou seja,
(21 = 22)%)ina = (@%)a + (@)p — 2(z)af)s F 2| (2)as” - (3.57)

Examinando as respostas dos valores esperados do quadrado da distancia de
separacao entre os elétrons distinguiveis e indistinguiveis, dados nessa ordem, pelas
Egs. (3.48) e (3.57), concluimos que é a parcela dada em termos de (x)q (Eq. (3.56)) que
diferencia os dois resultados. E justamente tal parcela de onde sobressai uma sobreposicao
das fung¢oes de onda dos dois elétrons em questao, resultando em uma interagado mitua
por meio da chamada forca de troca. Desta forma, evidenciamos de que modo a tomada
de suposicao de indistinguibilidade dos elétrons acarreta naturalmente com a inclusao da

interacao entre eles, chamado de forma geral como correlagao de Fermi.

Uma segunda fonte de correlagdo tem origem no termo de interacao de natureza
eletrostatica entre os elétrons, de caracter repulsivo, essa contribuicao se refere a chamada
correlacao de Coulomb e sua manifestagao se da, do ponto de vista didatico, de forma mais
clara de que a exposta anteriormente. Com a inclusao do termo V. (|} — 72|) na equagao
de Schrodinger computamos as interacoes entre os elétrons de maneira continua, ou seja,
uns influenciando diretamente o movimento individual dos outros ou por meio de médias
eletronicas. A inclusao dessa parcela na equacao de Schrodinger do sistema apresenta uma

melhora muito significativa em relacao a quando esse termo nao ¢ levado em consideracao.

Do ponto de vista quantitativo o modo comumente usado para medir os efeitos de
correlagao é por meio de uma andlise energética. Uma defini¢ao operacional que recebeu

notavel atencao na literatura ¢ a de energia de correlagao dada por
Ecorr = Eex - EHF ) (358)

onde E., é uma energia tida como exata e EFgr é o valor da energia calculada por meio
do método aproximativo de Hartree-Fock® [109]. Além dessa definicio, outras medidas de

efeitos de correlagao baseados nas energias sao utilizadas com sucesso [110-114].
4

No método aproximativo de Hartree-Fock as interagoes entre os elétrons sao consideradas como valores
médios, desta forma nao é levado em consideragao os efeitos de correlacdo em sua completude. Uma
série de métodos estdo postos na literatura para incluir os efeitos de correlacdo no sistema [107,108].
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A energia de correlagdo, apesar de ser muito pequena em comparac¢ao com a energia
total do sistema, é muitas vezes da mesma ordem de grandeza das diferencas de energia
que se deseja calcular ou da ordem de grandeza das energias das ligacoes quimicas. Desta
forma, dentre outras propriedades dos sistemas quanticos em estudo, por exemplo energias
de dissociagao e espectros de transicao tem uma descricao mais sofisticada quando se leva

em consideracao tais efeitos.

Nao obstante o éxito dos estudos utilizando a energia como uma medida de correla-
¢ao, medidas baseadas na entropia da informacgao tém recebido atencao. Em determinadas
situagoes é sabido que a computacao das interacoes eletronicas no sistema provoca o
aumento da correlacao eletronica, acarretando uma deslocalizacao da densidade de carga
do sistema. Enquanto que o efeito da retirada da interacao entre os elétrons é justamente
fabricar uma densidade mais compacta e localizada. As quantidades S, e S, que podem
servir como medidas de localizacao e deslocalizacao, sao tratadas como boas estimativas
para mensurar o grau de interagdo entre os elétrons. A soma entropica S; também tem

guardado sucesso na quantificacao dos efeitos da interagao entre os elétrons.

A observagao dos efeitos de correlagdo em sistemas quanticos livres (ndo confinados
espacialmente) por meio da soma entrépica S; ja apresenta resultados na literatura. Tendo
como exemplos estudos realizados com atomos de Litio [115] e Berilio [116], juntamente
com alguns elementos de suas respectivas séries isoeletronicas (no caso do litio com algumas
excegoes), concluindo que os valores de S; aumentam com a inclusao de efeitos de correlacao

nas fungoes de onda dos sistemas.

Além disso, investigacao numérica envolvendo calculos de fun¢oes de onda Hartree-
Fock restrito e utilizando fungdes obtidas através de configuragdes de interagoes simples e
duplas (CISD?), para os compostos H,O, HF, NHs, CO, HCN, CHs, OH, CH;F, C;Hg, HCI,
HOOH e HNO mostram que existe uma tendéncia, com apenas algumas excegoes, que na
proporcao que se leva em consideracao os efeitos de correlacao, os valores de .S, aumentam
enquanto que os valores de S, diminuem. Além disso, os valores de S; aumentam [117].
Um estudo analitico interpretando a soma entrépica como indicador do grau de correlagao
e uma conexao entre S; e energia de correlagdo é obtida para o atomo de hélio e alguns

elementos de sua série isoeletronica [118].

3.4 Caracterizacao de excitacoes eletronicas via formalismo infor-

macional

O estudo de excitacoes eletronicas tratado no presente trabalho se da no contexto

das interacOes que uma particula carregada incidente tem com um material alvo. Ao

> Do inglés Configuration Interation Singles and Doubles.



Capitulo 3. Adjungdo entre a Teoria da Informagio e a Teoria Quantica 22

penetrar em um meio material a particula paulatinamente transfere energia cinética para
o referido meio. Mais precisamente, no caso eletronico® a transferéncia de energia acontece
por meio de colisoes inelasticas entre as particulas incidentes que sao normalmente ions e
os elétrons dos atomos que compoem o meio material alvo. Tais interacoes podem gerar
processos fisicos como ionizagao e/ou excitacao eletronica dos fons e dos dtomos, capturas

eletronicas ou emissoes de radiagoes eletromagnéticas [120].

A andlise da capacidade de um material em ser penetrado por uma particula
carregada é caracterizada pela taxa de energia perdida pela particula por unidade de
comprimento atravessado da matéria. Essa quantidade recebe o nome de poder de freamento

e é escrita como [120]
dE

Cdr
Com essa definigao, a Eq. (3.59) que é uma quantidade de importancia central nesse tipo

P = (3.59)

de estudo tem dimensao de forca, sendo assim fisicamente identificada como uma espécie

de forca freadora.

Uma primeira andlise que fazemos acerca do comportamento fisico da quantidade
Py diz respeito a curva de freamento em funcao da energia da particula incidente [121].
Na Figura 3 temos uma representagao dessa curva dividida em trés regides. Na regiao
IIT temos os ions com as energias mais altas, nessa regiao a excitagao dos elétrons das
camadas internas do alvo é preponderante para o freamento eletronico e, ainda, os processos
de excitacao e ionizagao sao relativamente bem caracterizados pela chamada energia de

excitacao média [,,,.

Ao passo que o fon avanga as camadas mais internas do alvo (regides I1] — [ — I)
ele passa a capturar elétrons e experimenta um processo gradual de neutralizacao. Na regiao
IT temos como principal caracteristica a ocorréncia do pico de Bragg, abaixo desse pico o
processo de freamento depende predominantemente das estruturas eletronicas da particula
incidente e do alvo. Por fim, na regiao I o estado de ionizacao do ion é praticamente nulo

e o poder de freamento é proporcional a velocidade do fon.

As expressoes para o poder de freamento sdo obtidas dentro do escopo das chamadas
Teorias de Freamento. Inicialmente, Bohr [122] propoe um estudo calculando o poder de
freamento utilizando conceitos oriundos da Fisica Classica. Nesse modelo o ion incidente
é tratado como uma particula pontual que se desloca com velocidade ¥, com carga Ze
e massa M;,, > m,., onde m, é a massa do elétron alvo. Nesse constructo temos que
a velocidade do ion ¢ muito maior do que a velocidade orbital do elétron. A Ref. [123]

apresenta de forma didatica um esquema para a expressao derivada por Bohr.

5 Os processos de interagoes siao habitualmente divididos em dois grupos, a saber: 1) trata da interacio

da particula incidente com o alvo como um todo (freamento nuclear) e 2) analisa as interacoes entre a
particula incidente e os elétrons dos dtomos que compde o alvo (freamento eletronico) [119].
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Figura 3 — Curva caracteristica do poder de freamento em funcao das energias dos fons
incidentes na matéria alvo. Figura retirada da Ref. [121].

Um dos primeiros a propor o uso de ideias da Teoria Quantica para o tratamento
das interagoes de fons com a matéria no contexto de freamento é Bethe [124]. Nesse cendrio
a velocidade do fon incidente é alta (mas nao relativistica) em comparagao a velocidade
orbital dos elétrons dos atomos que compoe o material alvo. Nessa elaboragao surge a

chamada energia de excitacao média I,,,.

Adiante, Bloch levando em conta uma perturbacao na funcao de onda dos elétrons
atomicos apresenta uma construcao onde evidencia a ligagao entre a teoria proposta por
Bohr e a teoria indicada por Bethe. Temos assim a obtencao da chamada expressao de
Bethe-Bloch néo relativistica para o freamento de fons. A Ref. [125] providencia uma

revisao dos principais aspectos acerca desses modelos.

Posteriormente Fano [126] apresenta uma versao relativistica para a expressao de
Bethe-Bloch e também com a adi¢ao de termos relevantes. Essa é tida como uma expressao
geral e é comumente utilizada no estudo dos processos fisicos em questao, a sua forma
explicita é dada por
dE  4nNZ*¢’ 2m.v? Clv) ¢ v? v?

—_— =75 |1 - ———In|l-—=|-—=
dx mMev? 2 | I, Zy 2 . 2 2

(3.60)

Dentro dos colchetes, o primeiro termo configura a expressao original de Bethe, o segundo

Pf(’U,]m) =

termo é devido as corregdes de camadas (diz respeito ao movimento relativo dos elétrons
atomicos), o terceiro termo refere-se a densidade do meio e, por fim, os demais termos sao
as correcoes relativisticas. Ainda, e e m, sdo, nessa ordem, a carga e a massa do elétron, N
¢ o nimero de atomos por unidade de volume, além disso Z; e Z5 sdo os nimeros atomicos

do ion incidente e do atomo alvo, respectivamente.

Na Eq. (3.60) o logaritmo da energia de excitagdo média dos dtomos que compde o
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material é definida como
Z2 In [m = Z fOn hl(En - Eo) y (361)

onde o somatério é sobre os niveis excitados do sistema’, E, é a energia do n-ésimo estado
excitado e Fy ¢é a energia do estado fundamental. A chamada forga de oscilador fp,, mede
a probabilidade de o elétron passar de um estado de menor para um de maior energia

(transicao eletronica) [127,128].

A energia de excitacdo média [,,, cumpre papel central na Eq. (3.60) e guarda
importancia na sua capacidade de caracterizar a matéria alvo no que se refere a absorgao
de energia e, como ja descrito anteriormente, é tao mais eficaz nesse estudo quanto mais
altas forem as velocidades dos ions incidentes (regiao III da Figura 3). Entretanto, uma
das dificuldades desse modelo é a obten¢ao de dados experimentais ou até mesmo tedricos
para a forga de oscilador. Do ponto de vista experimental existe uma dificuldade na
determinacao dos valores de I, em um espetro de energia de 10 a 1000 e.V. onde os valores

de fon sdo pouco conhecidos [126].

Uma das ideias para contornar o inconveniente apontado anteriormente ¢, ao invés
de tratar as interagoes do ion incidente com os elétrons dos atomos da matéria alvo
individualmente, fazer com que a interacao do fon seja computada do ponto de vista da
coletividade dos elétrons do alvo. Uma proposicao que ganha destaque nesse contexto
é apresentada por Lindhard e Scharff [129] que estudam a interacdo de uma particula
carregada com um géas de elétrons livres utilizando uma aproximacao local de plasma®. Em
particular, eles aplicam essa ideia para reformular a expressdo para a energia de excitagao
média.

O modelo de aproximacdo local de plasma (LPA?), em esséncia, consiste em levar
em consideracao que cada elemento de volume da densidade eletronica nos atomos se
configura como um plasma independente com densidade igual a densidade eletronica
local. Além disso, as frequéncias de revolugao do modelo do elétron independente w; e a
do plasma w,, as duas frequéncias dominantes em um ponto da densidade eletronica no

modelo de gés de elétrons, sdo tidas como sendo aproximadamente iguais [129, 133].

Na aproximacao LPA, onde as excitagoes eletronicas sao computadas de forma

coletiva, a energia de excitagdo média é escrita como [134,135]
ZyInl,, = /p(f') In [A v wy(7)] di, (3.62)

onde y é uma quantidade entre 1 e v/2 ( incluida para dar conta das excitagoes de particulas

independentes gerando uma frequéncia efetiva dada por v w, ). Ainda, a frequéncia do
7

A energia de excitagido é definida como sendo a energia necessiria para elevar um sistema de seu
estado fundamental para um estado excitado. Nesse sentido, a cada passagem para um estado excitado
temos uma energia de excitacao especifica.

Para uma revisdo envolvendo conceitos sobre a Fisica do Plasma ver as Refs. [130-132].

Do inglés Local Plasma Aprozimation.
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10

plasma w,(7) correspondente a densidade eletronica p(7)" no ponto 7 é definida como

wy(7) = | TP (3.63)

m
Seguindo, substituindo a Eq. (3.63) na Eq. (3.62), e utilizando o sistema de unidades

atomicas, temos

Zynl,, /p ) In p(F)dF + Z Indr +2Zny . (3.64)

Assim, notamos na Eq. (3.64) o aparecimento da quantidade / p(7) In p(7)dri” que ¢ o
negativo da entropia de Shannon no espago das posi¢oes. Ainda, reescrevendo a energia
média de excitagao I,, em termos de S, chegamos a
= 2\/_’yexp[ 5 ] (3.65)
27,

Desta forma, utilizando uma aproximacao local de plasma, que na pratica leva em
consideracao as excitacoes eletronicas do material alvo de forma coletiva, reescrevemos
uma expressao para a energia de excitacao média com dependéncia sobre os valores de 5.
Tal expressao dada pela Eq. (3.65) conta com a vantagem, em comparagao a Eq. (3.61),

de tratar das determinagoes dos valores de S, que sao relativamente mais acessiveis do

que os calculos dos valores das forgas de oscilador fy, requeridos na expressao usual.

Por fim, notar que as Eqs. (3.61) e (3.62) apresentam sensibilidades dimensionais
nos argumentos das fungoes logaritmicas, excepcionalmente aqui trabalharemos com essas

formas usualmente utilizadas.

10" Neste caso estamos trabalhando em um espaco em trés dimensdes.
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4 Sistemas fisicos de interesse

Faca as coisas mais simples que vocé puder,

porém nao se restrinja as mais simples.

Albert Einstein

Discutimos neste capitulo os sistemas fisicos escolhidos para o presente estudo.
Nessa perspectiva iniciamos com uma revisao sobre os sistemas quanticos confinados
espacialmente na secao 4.1. Em seguida, apresentamos os sistemas especificos utilizados:
os sistemas unidimensionais submetidos a uma funcao potencial do tipo quadrado infinito
(particula confinada em uma caixa) e a uma fungao potencial do tipo harménica (oscilador
harménico) sao discutidos na segdo 4.2. Os sistemas submetidos a fungoes potenciais
de carater central, mais precisamente a fun¢ao potencial do tipo esférica com barreira
de potencial infinita (particula confinada em uma gaiola) e a fun¢do potencial do tipo
coulombiana (4tomos hidrogenoides confinados) sdo revisitados na se¢ao 4.3 . Encerrando, os
sistemas contendo dois elétrons (4tomos isoeletronicos de hélio confinado) sdo apresentados

ressaltando as aproximagoes utilizadas para a sua resolugao na segao 4.4.

4.1 Sistemas quanticos confinados espacialmente

Os sistemas quanticos confinados espacialmente configuram uma categoria de
sistemas em que as particulas ou um conjunto de particulas tém seus movimentos restritos
a uma determinada regiao. De um modo geral, convencionou-se a dividir a modelagem de
confinamento em duas descri¢oes que podem ser aplicadas separadamente ou em conjunto

atuando no sentido de complementariedade.

Um primeiro grupo trabalha com a funcao potencial do sistema para simular a
situacao de confinamento, nesse sentido, pode-se optar pela substituicao direta do potencial
fisico do sistema V() por um potencial modelo V;,,4(7) que assegure caracteristicas de
restrigao espacial ou pela inclusdo de um potencial confinante V., () no hamiltoniano do

sistema livre.

Em particular, os ditos potenciais modelos podem ser divididos em trés categorias.
Um primeiro tipo incorpora os potenciais que tem um carater repulsivo e podem ser pene-
traveis (barreiras de potencial finitas) ou impenetraveis (barreiras de potencial infinitas).

Abaixo listamos alguns exemplos desses potenciais,
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e Gaiola esférica infinita [136]

0 O<r<r,
Ve(r) = { para r<r ’ (A1)
00 para >,
onde 7. é o raio de confinamento (posigao da barreira de confinamento).
e Harmonico [137]
1
Ve(r) = gme™r® (4.2)
onde m é a massa da particula e w é a frequéncia de oscilacao.
e Wood-Saxon [138]
2\
Ve(r) (4.3)

~ LTdexpl(re —r)/n]
onde 7. é o raio de confinamento, A e n controlam, respectivamente, a altura e a

inclinacao da barreira de potencial.

Um segundo tipo de potencial modelo engloba potenciais com caracteristicas de

atracao e sao sempre penetraveis, como por exemplo,

e Concha esférica atrativa [139]

Veir) = (4.4)

—Uy para r. <r<r.+ A
0 para de outra forma

onde 7. é o raio interno e r. + A é o raio externo, sendo A a diferenca entre tais

raios, além disso U, é a profundidade do poco de potencial.

e J-potencial [140]

Ve —Up 4(r) para r =T, (4.5)
r) = , )
0 para de outra forma

onde 7. é o raio de confinamento, Uy é relativo ao potencial e 6(r) é uma fungao do

tipo delta.
e Concha esférica gaussiana [141]

(r—re)

Vi) = ~tes (-1 46

onde 7. é o raio de confinamento, Uy é a profundidade do pogo de potencial e o é a

meia largura na profundidade Uy e™!.

E, por fim, uma terceira categoria que abarca os potenciais que descrevem atomos

em ambientes de plasma. Alguns exemplos desses potenciais sao
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e Debye [142] (—ar)
o 2SXP{— T
Ver) = Ze " para 0<r <r, ’ (4.7)
00 para r>Te

onde p é um parametro devido ao ambiente de plasma, Z o nimero atémico e r. o

raio de confinamento.

e lon-esférico [143]

M [3— (T)Q] para 0 <r <r,

0 para r>T,.

, (4.8)

onde Z é o nimero atomico e r, o raio de confinamento.

Os potenciais listados devem ser escolhidos no sentido de contemplar uma descrigao
acurada do sistema em estudo, assim cada um deles possuem vantagens e desvantagens. O
potencial harmonico descreve com relativo sucesso estruturas como pontos quanticos em
geometrias de equilibrio. Ja o potencial Wood-Saxon possui a vantagem de dispor de dois
parametros (A e 77) que podem variar permitindo o estudo de uma vasta gama de sistemas
e regimes de confinamento. Os potenciais tipo concha esférica atrativa e d-potencial tem
obtido sucesso no estudo de fulerenos endohedral (sistemas onde dtomos e moléculas
pequenas sao confinados em uma gaiola de carbono com C,, (n > 20)) e, nesse contexto,
o potencial do tipo concha esférica gaussiana é sugerido para contornar instabilidades
numéricas devido as descontinuidades inerentes aos dois ultimos potenciais. Por fim, os

potencias tipo Debye e ion-esférico sao utilizados para o estudo em ambientes plasmaticos.

A geometria espacial do confinamento também deve receber atencao e sua escolha
se guia explorando as simetrias do problema. Um primeiro exemplo que apresentamos é o

confinamento cilindrico onde o potencial confinante é dado por [144]

Z
—————— para p<rgaD-H<z<D

‘/'C(p7 z) = \/[m ) (49>

Vo para p>r;z<D—H;z>D
onde r. é o raio da cavidade cilindrica, H é a altura do cilindro e D é a distancia da
particula a uma das tampas do cilindro. Fisicamente esse potencial simula uma barreira
de altura constante na superficie e fora da cavidade cilindrica, desta forma gerando um

campo constante médio devido ao meio circundante.

Um segundo exemplo de geometria de confinamento engenhoso é o confinamento
por dois cones. O formato geométrico aqui é o de dois cones unidos por seus vértices com

eixos na dire¢ao z. O potencial confinante entao é escrito como [145]

(4.10)

Ve _ 0 para Oy <6 <m—0
oo para 0 <fOyoum—H0y<b
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O nucleo e os vértices do cone estao na origem, 7= (7,0, ¢) sao as coordenadas esféricas

da particula e 6y o dngulo polar da superficie do cone (0 < 6y < g)

Por fim, um terceiro exemplo de geometria de confinamento é do tipo eliptico. Nesse
sistema o confinamento é efetivado em uma cavidade esferoidal e o potencial confinante é

dado por [66]
0 ara 1 <§&<é,
Ve = P c<b (4.11)
oo para &> &,
onde &. estd relacionado com a excentricidade da cavidade delimitadora e o sistema ¢é
descrito nas coordenadas elipticas (£, 1, ¢). Esse potencial tem sido usado, por exemplo,

no estudo do fon molecular H,~ confinado.

Um segundo grupo em que se subdivide a modelagem de confinamento espacial
caracteriza-se pelo trabalho efetuado na fungdo de onda do sistema [146, 147]. Nessa
perspectiva, a situacdo de confinamento é introduzida diretamente na funcio de onda. Na
pratica as condi¢des de contorno finitas sao incorporadas assumindo a parte radial da

fungao 1 (7) como sendo
U5(r) = 6(r) Q) | (4.12)

onde ¢(r) pode ser tomada como sendo a solugao da equagao de Schrédinger para o sistema

livre e Q(r) é uma fungao geralmente chamada de func¢ao de corte.

A principal caracteristica da fun¢ao de corte £2(r) é que ela se anula nas fronteiras
do confinamento, ou seja, em r = r.. Desta forma a Eq. (4.12) também se anula passando
a descrever uma funcao de onda de um sistema confinado. Alguns exemplos de expressoes

para Q(r) sao fungoes do tipo

linear [148]
Qr)=(re—r), (4.13)

polinomial [149]

Qr) = [1 _ (:)}" ou Q(r) = [1 _ (:ﬂ (4.14)

onde n é um ntimero que define o grau do polinémio.

exponencial [150]
,

Q(r) = (1 - r) exp () : (4.15)

TC c

e trigonométricas [151]

Qr) = {sen (1 - r)] ou Qr) = [cos (grﬂ . (4.16)

Te Te
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Em todos as propostas anteriores r. é o raio de confinamento do sistema. Adicionalmente,
um método aproximativo que é utilizado frequentemente nessa construgao é o Método
Variacional que, com o suporte do principio variacional e fazendo uso de parametros
ajustaveis na Eq. (4.12), determina a melhor fungao de onda aproximada para o sistema

(para uma melhor descri¢ao do método ver Apéndice B).

As regioes ditas serem de confinamento rigoroso sao aquelas em que a densidade
de probabilidade eletronica estd bem mais concentrada ou compactada em relacao as
densidades menos localizadas ligadas ao regime de confinamento fraco. Além disso, nesse
regime é conhecido que a influéncia do potencial confinante torna-se preponderante em

relacdo ao potencial nuclear.

Do ponto de vista de uma andlise energética resultados na literatura mostram que
nas regides onde o confinamento do sistema se torna muito severo os valores das energias
do oscilador harmonico unidimensional confinado tendem aos valores de uma particula
confinada em uma caixa [152], também os valores das energias de atomos hidrogenoides
confinados tendem para os valores das energias de uma particula confinada em uma
gaiola [73]. Ademais, constata-se que em atomos multieletronicos as energias das interagoes
entre os elétrons se tornam, proporcionalmente as energias do &tomo, menos substanciais

nesse regime de confinamento [74].

O presente trabalho, além de contribuir com uma anélise complementar envolvendo
as energias, utiliza as entropias informacionais de Shannon, bem como os valores da soma
entrépica, para avaliar as tendéncias que os sistemas quanticos confinados de interesse
exibem quando a situacao de confinamento torna-se rigorosa. Adicionalmente, sugere uma
resposta e interpretagao para o recente questionamento apresentado na Ref. [16] em relacao

ao comportamento da soma entrépica quando o raio de confinamento tende para zero.

4.2 Sistemas confinados submetidos a uma funcdo potencial unidi-

mensional

Os sistemas fisicos submetidos a func¢des potenciais unidimensionais sao de in-
teresse na Mecanica Quantica pois, a despeito de serem relativamente simples, o seu
tratamento ja ilustra o aparecimento de efeitos nao classicos. Ademais, eles contém muitas
das caracteristicas dos sistemas em trés dimensoes sem apresentarem muitas de suas

dificuldades.

De um modo geral, a equagao de Schrodinger unidimensional independente do
tempo é escrita sob a forma
W d*y(x)

Co2m da?

+ V(z)y(z) = Ev(z) (4.17)



Capitulo 4. Sistemas fisicos de interesse 31

onde E é a energia do estado estacionério, m é a massa da particula, i é a constante de
Planck h dividida por 27 e V (z) é a fungdo potencial em uma dimensdo em que a particula

estd submetida.

A caracterizacdo completa do problema ocorre quando determinamos a funcao
potencial V' (z) a ser utilizada na equagao de Schrodinger. As fungdes potenciais especificas
sao apresentadas nas duas proximas subsegoes 4.2.1 e 4.2.2, a saber: as func¢oes potenciais

do tipo quadrado infinito e do tipo harmonica.

4.2.1 Funcao potencial do tipo quadrado infinito

Uma das primeiras fun¢des potenciais a ser investigada nos livros de introdugao a
Mecéanica Quantica é a chamada func¢ao potencial do tipo quadrado infinito e é normalmente

utilizada como exemplo nas primeiras resolugoes da equacao de Schrodinger.

Essa funcao potencial compoe a caracterizacao de um dos primeiros exemplos de

sistemas quanticos confinados apresentados, ou seja, a particula confinada em uma caixa.

A fungao potencial do tipo quadrado infinito é dada por [153]

Le Le
oo para * < —— ou T > —
V(z) = 2 v, 2, (4.18)
O para —5 <z < ?

onde z. é a distdncia de confinamento (largura do pogo do potencial ou a largura da caixa).

Uma reproducao esquemaética desse potencial é apresentado na Figura 4.

—00 W [e%¢)
V(x)
0 ax
T T,
2 2

Figura 4 — Representacao esquematica da funcao potencial do tipo quadrado infinito.

De acordo com a fungéo potencial (4.18) no espectro de valores de x compreendi-
dos entre _ e e e a particula experimenta um potencial nulo, nesse sentido é tratada
como uma particula livre. Entretanto, nas fronteiras do sistema, mais precisamente em
10} (Z‘ =+ x;)’ barreiras de potenciais infinitas sao impostas, levando assim ao constrangi-

mento espacial do movimento da particula.
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O desenvolvimento para a resolugao da Eq. (4.17) utilizando a fun¢ao potencial (4.18)
pode ser encontrado em detalhe na literatura [153]. Aqui, indicamos diretamente a forma

dessa solucao dada por
o) = Ae'™™ + Be ™ (4.19)

Impondo as condigoes de contorno

& (:v — 9”2) ~0 (4.20)

na Eq. (4.19), além do mais, buscando uma solugao nao trivial (¢(z) = 0 ndo é uma

solugao fisica aceitdvel dentro do pogo de potencial) chegamos a duas solugdes possiveis

on(z) = A, cos(kpx) (4.21)

on(z) = By, sen(kyx). (4.22)
Em ambas as solugoes A,, e B,, sdo constantes de normalizacao. O pardmetro k,, é conhecido
como numero de onda, sendo dado por

fp = (4.23)

onde n ¢ o chamado nimero quantico e define os estados fundamental e excitados do
sistema. Para a solucao do tipo fungao cosseno temos n = 1, 3, 5...; enquanto que, para a

solugao do tipo seno contamos com n = 2,4,6... .
A energia total da particula é quantizada e dada por

I s

om 2max2

E, (4.24)

O espectro de energia no caso do sistema em que a particula nao tem constrangimento

espacial (particula livre), em contraste com a Eq. (4.24), assume quaisquer valores.

4.2.2 Funcao potencial do tipo harmoénica

A funcao potencial do tipo harmonica surge do prototipo classico em que uma
massa € presa a uma mola de constante de forga k. A utilizacdo dessa func¢ao potencial na
composicao da equagao de Schrodinger caracteriza, em linhas gerais, o sistema conhecido
como oscilador harmoénico quantico. Em uma primeira aproximagao, tal modelo ¢é utilizado

para descrever o movimento relativo dos atomos nas moléculas e nos sélidos, entre outros.

A funcao potencial harmonica é uma aproximacao parabdlica em torno de um
minimo local zy como podemos visualizar pela curva tracejada em um potencial arbitrario

V(z) na Figura 5. Nessa acepcao uma particula fica confinada executando pequenas
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Vix}) 4

~S

Figura 5 — Curva representando uma aproximacao parabdlica (curva tracejada) de um
potencial arbitrario. Figura retirada da Ref. [106].

oscilagoes em torno desse minimo local. Do ponto de vista matematico expandindo o

potencial em torno de xo temos
1
Vi(z) = V(xe) + V'(x0)(z — o) + 5‘/"(:1:0)(35 —x0)? ... (4.25)

Na expressao (4.25) o valor minimo V(xy) pode ser subtraido (a origem da energia
potencial é arbitraria) e a derivada V'(zq) é nula ja que xy é um ponto de minimo local.
Além disso, descartando os temos de ordem superior, obtemos a expressao aproximada

1

Vi(x) = §V”(;E0)(x —x0)%, (4.26)

a qual descreve a oscilagado para pequenos movimentos com uma constante da mola dada
por k= V" (x).

A constante da mola pode ser escrita em termos da massa m e da frequéncia
angular do oscilador classico w pela relacio k = mw? que, aplicada na expressdo (4.26),

define a funcao potencial do tipo harmonica unidimensional da seguinte forma [5]

1
V(z) = imw2x2 , (4.27)

onde x é o deslocamento da particula em relagdo a posicao de equilibrio zg.

A solugao da equagao de Schrodinger (4.17) utilizando a fungao potencial (4.27)
faz uso de diferentes metodologias que vai desde um método algébrico até um método
analitico. O método algébrico utiliza os operadores de Dirac [154] que, além de fornecer
uma resolugao mais direta, é utilizado na introducao da Teoria Quéntica de Campos [155].
J& o método analitico aplica o procedimento de Frobenius, destacando-se por oferecer um

tratamento mais genérico, aplicado no estudo de diferentes potenciais [156].

Nao obstante a metodologia utilizada para a resolu¢ao do problema a funcao de

onda solugao para o oscilador harmonico unidimensional é dada por

nla) = Aye 5 H, (ﬁx) , (4.28)
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onde A, é uma constante determinada pela condicdo de normalizacao e H, (ﬁx) S0 0s

mw
polinémios de Hermite [157] e 8 = o O subindice n é um ndmero inteiro nao-negativo

que indica o estado quantico do sistema.

Para o caso em que o sistema estd no seu estado de energia mais baixa, ou seja, em
seu estado fundamental (n=0), a fungao de onda solucao para a Eq. (4.28) toma a forma

_ mw 2)

Yo(z) = A0€< B (4.29)

Enquanto para o primeiro (n=1) e o segundo (n=2) estados excitados do sistema temos

as respectivas fungoes de onda solugoes,

mw

U (z) = Ayzel=5) (4.30)

() = Ay (4wa:2 - 2) e(=5ie?) | (4.31)
As energias dos diversos niveis sao dadas por

1
B, - (n 4 2) o (4.32)
A vantagem de usar as expressoes apresentadas em termos de w, ao invés de k,

reside no fato dessa quantidade ser diretamente proporcional ao valor da energia F.

O sistema caracterizado pela fungao potencial dada pela Eq. (4.27), do ponto de
vista da construcao apresentada, pode ser classificado no conjunto dos sistemas quanticos
confinados. Entretanto, um modelo mais flexivel pode ser alcancado quando sao utilizadas
barreiras de potencial confinantes no potencial harmonico nas posigoes z.. (distancias de
confinamento) que podem variar. Na Figura 6 temos uma ilustragdo da intervengao das
barreiras na funcao potencial em comparacao com a Figura 5. Neste caso, a fun¢ao de

onda terd que satisfazer a condi¢ao de contorno ¢ (x =+ z.) =0 .

Para determinar a fun¢ao de onda no estado fundamental para o oscilador harménico,
utilizando as barreiras de potencial, multiplicamos a solugao 1y (z) por uma funcao de corte
Q(x) e introduzimos um pardmetro « a ser determinado através do Método Variacional

(ver Apéndice B). Assim, temos
vi(z) = B (57)q(a) (4.33)

onde B é uma constante de normalizacdo. A funcao de corte se anula nas fronteiras do

sistema, ou seja, Q(z = £x.) = 0. Especificamos a fungao Q(x) no Capitulo 5.
Por fim, nesse modelo, o potencial confinante do sistema é dado por

L o2
_ < c
Ve() = 5w L”  para || x (4.3)

00 para |z| >z,
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Vix}) 4

~F

Figura 6 — Curva representando uma aproximacao parabdlica (curva tracejada) de um
potencial arbitrario e onde sao erguidas barreiras de potencial confinantes na
posigao x.. Figura ilustrativa adaptada da Ref. [106].

A determinagao da fungao solu¢ao por meio da Eq. (4.33) e a realizagao do potencial

confinante (4.34) configura mais um padrao para o oscilador harmonico confinado.

Desta maneira apresentamos os sistemas confinados por dois modelos, um primeiro
que nos referimos como oscilador harmonico que utiliza o potencial harmoénico dado pela
Eq. (4.27) e pela fungao de onda escrita como a Eq. (4.28). Além desse, descrevemos um
segundo modelo que chamamos de oscilador harmonico confinado que é caracterizado pelo
potencial confinante de barreias infinitas dado pela relagao (4.34) e pela fun¢ao de onda

representada pela Eq. (4.33).

Em outros trabalhos é relatado que através de uma analise envolvendo as energias
dos sistemas o oscilador harmonico unidimensional confinado pode ser tratado como um
sistema intermediario entre uma particula confinada em uma caixa e o oscilador harmonico.
Essa analise se d& no sentido que, do ponto de vista das energias, quando as distancias
de confinamento tendem para zero o sistema se comporta como uma particula em uma
caixa e, por outro lado, quando essas distancias tendem para o infinito o sistema tem

caracteristicas do oscilador harmonico [152].

4.3 Sistemas confinados submetidos a uma funcio potencial cen-

tral

Os sistemas onde a interacao de dois corpos se d& por intermédio de uma forga
direcionada ao longo da linha que conecta os seus respectivos centros ¢ dito estar submetido
a uma fungdo potencial de carater central. Uma das caracteristicas desses sistemas é que

devido a sua simetria operamos com as coordenadas esféricas para a sua resolucao.

A solugao desse sistema é apresentado com detalhes na literatura [106, 158-161],

aqui passamos em revista os principais aspectos do empreendimento matematico e fisico
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que levam as solugoes.

Utilizamos o modelo de duas particulas interagentes de massas m; e msy, tratando
separadamente o movimento do centro de massa e do movimento relativo das duas
particulas. Nesse contexto definem-se duas coordenadas vetoriais, uma referente ao centro

mgfg + mlf’l

de massa do sistema I' = e outra relativa as duas particulas 7" = 15 — 7.

m2+m1 Mo
21701

Desta forma definimos uma massa reduzida p = e a massa total M = ms + m;.

meo + My
Assim obtemos duas equagoes desacopladas, uma representando o movimento translacional

do centro de massa do sistema e a outra o movimento relativo das duas particulas.

Estamos interessados no movimento relativo das duas particulas de onde resultam
os niveis de energia e as fungoes de onda de quadrado integravel de interesse. Admitamos
que a particula 1 esta fixa no centro do eixo de coordenadas e possui massa infinita, desta
forma o movimento do centro de massa do sistema se anula, restando apenas para exame

o movimento relativo da particula 2 em relacao a particula 1.
Diante do sistema exposto a equacao de Schrodinger é dada por

—h2 92 L2
2mr ﬁT + 2mr?

+V(r)| o(r,0,9) = Ep(r,0,9) , (4.35)

onde m é a massa da particula (omitimos o indice 2 da massa da particula), o(r,0,9) é a
func¢ao de onda solucao, Léo operador momento angular!, E é a energia para o estado

estacionario e V' (r) é o potencial de carater central.

A solugao ¢(r,0,9) é o produto de uma parcela radial &,;(r) com dependéncia nos
nimeros quanticos n e | e uma parte angular Y;,,(6,9) com os nimeros quanticos [ e m

(método da separagao de varidveis). Assim, temos,

@(r,0,9) = Eu(r)Yim(0,9) . (4.36)

As quantidades Y}, (60, 7) sdo os harmonicos esféricos sob a forma

1
204+ 1(L—|m|)!) |2 -
Y (0,0) = P, f)e™" | 4.37
1m (0, 79) [ i (Lt |m)) )m (cost)e (4.37)
sendo i
dm
Pyn(cosh) = sen‘m‘é’ﬁf’l(cosﬁ) (4.38)
d(cosb)
e, finalmente,
Pleost) = -~ (costg —1)' (4.30)
coS = 07— 3\C0S — . .
: 210! d(cos)"
1 ) ) 9 .o 1 0 0 1 92
O quadrado do operador momento angular é definido como L* = —Fh —(senf)— +

00 " sen20 99 |
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Adicionalmente, um estudo de autovalores envolvendo o operador momento angular

L? nos leva as relacoes

L*¢(r,0,9) = Rl + 1)p(r,6,9) (4.40)

Lop(r,8,9) = hm (r,0,9) (4.41)

onde L, é a componente angular ao longo do eixo z do sistema de coordenadas. Levando
em consideracdo as relacdes de comutacdo [L., H] = [L?, H] = 0 temos a diagonalizacio
simultdnea de H, L? e L,. Tais relacoes demonstram que em sistemas submetidos a

potencias centrais o momento angular total é conservado durante a dinamica do sistema.

Seguindo, substituindo a Eq. (4.36) na Eq. (4.35) e usando a Eq. (4.40) temos a
equacao radial do sistema
R d?
o e 06+

2mr dr?

R+ 1)
2mr?

v vm) fulr) = Beu(r) . (442)

Essa equacao contém toda a dependéncia do potencial esfericamente simétrico V' (r).

Um aspecto sobre a Eq. (4.42) é visualizarmos os efeitos do momento angular sobre

as fungoes de onda. Fazendo a substituicao

() = ). (4.43)

r

na Eq. (4.42) (assegurando a condigdo ¢, (r — 0) — 0 para assim evitarmos que &,;(r)
seja singular na origem) ficamos com

_Eizgnl( ) (ﬁQW +1)

o2 T VO“)) (1) = EGu(r) . (4.44)

Interpretamos a Eq. (4.44) como sendo a equagao de Schrodinger unidimensional

com a solugao ¢,;(r) e sujeito ao potencial efetivo

B2+ 1)
|78 =V _— . 4.45
) = V() + (1.45)
) R+, : - :
O termo centrifugo o é entendido como uma espécie de barreira de momento
mr

angular que repele a particula para longe do centro do sistema.

Até este ponto trabalhamos com um potencial genérico esfericamente simétrico
V(r) na equagao de Schrodinger. Pontuando que a parcela angular da solugao é a mesma
independentemente da forma do potencial. Nas duas préoximas subsecoes 4.3.1 e 4.3.2
definiremos as fungoes potenciais ditas centrais de interesse, a saber: a funcao potencial

esférica infinita e a funcao potencial de Coulomb.
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4.3.1 Funcao potencial do tipo esférica infinita

A funcao potencial esférica infinita quando utilizada na equagao de Schrodinger

caracteriza o sistema conhecido com particula confinada em uma gaiola.
A funcao potencial esférica infinita é dada por
0 para O<r<r
Ver) = P c (4.46)
o0 para >
onde 7. é o raio de confinamento que tem origem no centro até as fronteiras delimitadas.

De acordo com a fungdo potencial (4.46) na regiao onde r > r. a fungao &,(r) é
nula. A regido de interesse é a de 0 < r < 1, onde determinamos uma fungao solucao &,(r).
Em tal regiao a Eq. (4.42) fica

h? d? RA(I+1)
_%W(rfnl(r)) + (27717”2 fnl(r) = Eﬁnl(r) . (447)
Introduzindo a notacao
9 2m
a Eq. (4.47) toma a forma
&u(r)  2déu(r)  I(1+1)
T e Eu(r) + K*6u(r) =0 (4.49)
A solugdo geral para a Eq. (4.49) é dada por
61(7’) = Aljl(kr) -+ Bﬂ]l(lﬁ") s (450)

onde A; e By sdo constantes de normalizacao e j;(kr) e n;(kr) sdo, nessa ordem, as fungoes

esféricas de Bessel ¢ de Neumann [157].

A funcao esférica de Neumann 7;(kr) na Eq. (4.50) diverge na origem do sistema

(r =0). Aplicando a primeira condi¢ao de contorno B; = 0 temos
fl(’l") = AU;(]{T) . (451)

Uma segunda sutileza em relagdo a Eq. (4.50) é que pela continuidade em r = r,
temos que &, (r.) = 0. Diante disso, aplicando a segunda condigdo de contorno j;(kr.) = 0

temos a condicao
(7%}

p=n (4.52)

Te

onde a,,; é 0 enésimo termo da funcao esférica de Bessel.

As fungoes esféricas de Bessel sao oscilatérias, porém, nao sao periddicas, exceto

quando a funcao tende a infinito. Nesse sentido existe uma quantidade infinita de zeros
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(any) para cada fungao que sao obtidos utilizando métodos numéricos. Uma boa compilagao

desses resultados sdo indicados na Ref. [162].
Por fim, substituindo a Eq. (4.52) na Eq. (4.51) obtemos a fung¢ao de onda solucao

Enr(r) = Anili |:anl(:):| : (4.53)

[

Os niveis de energia sao dados substituindo a Eq. (4.52) na Eq. (4.48), isto é,

n? 9

Enl (077 (454)

= W
A solu¢ao completa do sistema sob a forma proposta pela Eq. (4.36) é obtida

multiplicando a Eq. (4.53) pela solugdo angular Y;,,(0,4), ou seja,

(pnlm(rv 97 19) = Anljl [anl(:)} Yzm(& 19) . (455>

Para o caso em que o nimero quantico [ é nulo, ou seja, [=0 (m=0) a fungao de

onda solugao para o sistema ¢ dada por

©no0 (7’, 07 19) — AnO

U] (L) (450

e as energias permitidas sao
n’m2h?

2
2mr?

EnO =

(4.57)

Onde os valores de n=1, 2, 3... indicam os estados do sistema.

Assim, para uma particula submetida a uma fung¢ao potencial (4.46) determinamos
os niveis de energia dados pela Eq. (4.54) e a solugao geral pela Eq. (4.55). Mais especifi-
camente, a solugao no caso do nimero quantico (=0 (m=0) as solugoes sao dadas pela

Eq. (4.56) e os niveis de energia sdo dados na Eq. (4.57).

4.3.2 Funcao potencial do tipo coulombiana

A funcao potencial do tipo coulombiana tem destaque, pois suas constantes sao
determinadas de modo que essa funcao represente o potencial eletrostatico de interacao
entre um nicleo de carga ¢ = Ze com massa m, (massa dos prétons) e um elétron de
carga ¢ = —e com massa m.. Esse sistema caracteriza os atomos hidrogenoides, onde para
Z=1 temos o préprio hidrogénio H, Z=2 o hélio ionizado He™ e, por fim, para Z=3 temos

o litio duplamente ionizado Li*™.
A fungao potencial do tipo coulombiana é dada por

Vi) = -2 (458)

dmeg T
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onde r é a distancia do nucleo ao elétron.

Substituindo a funcao potencial (4.58) na equagao radial do sistema (4.42) obtemos

o aea(rEn () +

2mr dr?

RA(L+1) 1 Ze?
2mr? Ameg T

) Ealr) = Beu(r) . (459)

A resolucao da Eq. (4.59) passa por varios processos de introdugao de varidveis
adimensionais e andlises assintéticas ou, por outro lado, faz uso de fungoes hipergeométricas
confluentes. Em todo caso, os diferentes métodos conduzem a mesma solucao onde, para

os estados ligados de energia (F < 0), temos

En(r) = Awe2"p L™ (p) | (4.60)

2l+1(

em que A, é a constante de normalizacao e L, p) sao os polindmios associados de

Laguerre [157], sendo n o nimero quantico do sistema (as variaveis auxiliares utilizadas

séop:QFr,azmeF:%).
Os niveis de energia que dependem apenas da parte radial sdo
e?m 7?2
E,=——. 4.61
2h% n? (4.61)

Unindo a solugao radial dada pela Eq. (4.60) com os harmdnicos esféricos dados

pela Eq. (4.37) obtemos a solu¢ao completa, isto é,

Pt (750, 0) = Ay 20 Ly 1 2 ()i (6, 9) . (4.62)

Para a determinacao da funcdo de onda do sistema confinado, para o estado
fundamental, multiplicamos a solucao livre no estado fundamental dada pela Eq. (4.62)
com n=1, [=0 e m=0 por uma funcao de corte (r) que se anula nas fronteiras do
confinamento. Além disso introduzimos um parametro « a ser determinado através do

Método Variacional (ver Apéndice B). Assim obtemos

aolr) = B 1z) 20 (463

onde B é uma constante de normaliza¢ao. A funcao €2(r) é determinada no Capitulo 5.

O potencial confinante para esse modelo é dado por

1 Ze? 0 1<
— —— para r<r,.
ver) =4 dmey r ¥ , (4.64)
o0 para >,

onde 7. é o raio de confinamento do sistema.

Com esse tratamento determinamos a funcao de onda solucao para os atomos
hidrogenoides confinados dada pela Eq. (4.63) sob a influéncia do potencial radial confinante
dado pela relagao (4.64).
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4.4 Sistemas confinados de duas particulas

No caso do sistema de muitas particulas, além de termos de contar com o auxilio
de métodos aproximativos para a sua resolucao, discussoes adicionais sao requeridas. Duas
particularidades podem ser destacadas nesses sistemas, a saber a identidade distinguivel

ou indistinguivel das particulas e os termos de interagoes entre elas.

O sistema de duas particulas que tratamos é do tipo que caracteriza, por exemplo,
os elementos tratados no presente trabalho, a saber o atomo de hélio e os ions atémicos
de hidrogénio negativo H™ e litio ionizado Li* (familia isoeletronica)?. Esses elementos
possuem dois elétrons, ambos de carga ¢ = —e, em movimento ao redor de um nticleo com

carga ¢ = Ze, onde Z é o numero de prétons ou o ntimero atomico.

A equacao de Schrodinger independente do tempo do sistema é escrita como

h? . . L Lo Lo
[_Zm (V% + V%) + V([ri]) + V(Ir2]) + Vee (I = 72|)| @(71, 72) = Ep(r1,72) ,  (4.65)

onde m, é a massa do elétron. Os termos de atracao de cada um dos dois elétrons com o

nucleo devido as interacoes eletrostaticas de Coulomb sao

1 ¢
V(ri]) = ——— 4.
(173 = = e T (466)
e
1 ¢
V(lral) = — —_— 4.67
(175D = ~ e ] (467)

onde |7 | e |r3] sdo as distancias dos elétrons ao nicleo e ¢* = Ze®. Além disso, o termo de
repulsao entre os dois elétrons devido as interagoes eletrostaticas de Coulomb ¢é

1 e?

- 47T€0 ‘7?1 —Fgl ’

Vee(|71 — T3]) (4.68)

onde |} — 75| é a distancia relativa entre os dois elétrons.

Apresentamos solugbes para a equagao de Schrodinger (4.65) por etapas de inclusao
de efeitos de correlacao. Essa indicacao das solugoes aproximadas se da essencialmente de

maneira qualitativa.

Inicialmente, em uma primeira aproximacao para a resolugao da Eq. (4.65), descon-
sideramos o termo de interagao eletrostética entre os elétrons dada pela Eq. (4.68). Desse
modo o hamiltoniano do sistema é a soma de dois hamiltonianos hidrogenoides e a funcao

de onda solucao dos elétrons indistinguiveis, obedecendo ao principio de Pauli, é

SO(Fla FQ) = Qpnlm(F1>(;0n’l’m’ (FZ)qD(wla w2) . (469)

O ion de hidrogénio negativo é considerado um caso especial da familia isoeletronica do atomo de
hélio. Apesar dos dois elementos possuirem dois elétrons as suas estruturas séo diferentes. O hélio
dispoe de uma estrutura estavel, ja o hidrogénio negativo, apesar de também ser considerado estével,
apresenta um arranjo fracamente ligado (ndo possui estados excitados ligados) e existe principalmente
por causa do efeito de polarizagdo do dtomo de hidrogénio [163,164].

2
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O produto @,im(71)enrm (T2) é a parte espacial ou fungao orbital e

D (wy, wa) = [nim (1) By (W2) = Brrrams (W1) At (W2)] (4.70)

é a funcao de spin. Os rétulos nim e n'l'm’ representam os ntimeros quanticos do primeiro

e do segundo elétron, respectivamente.

Para o estado fundamental do sistema e tratando de fungoes orbitais idénticas
(n =n'=1,1=1'=0, m = m'=0), em coordenadas esféricas, a Eq. (4.69) é escrita como [106]

_gritra)

Gsc(r1,m0) = Ae” w0 ®(wy,ws) , (4.71)

onde A é uma constante de normalizacdo e ag é o raio de Bohr. O rétulo sc indica a funcgao

sem interagao de Coulomb entre os elétrons.

A fungao de onda antissimétrica dada pela Eq. (4.71) ndo leva em consideragao a
correlagao de Coulomb, pois o termo de interacao eletrostatica entre os elétrons nao foi
contabilizado na equacao de Schrodinger. Ao que tange a correlagao de Fermi, alguma

cota de correlagao ja é inserida pelo termo de spin ®(w;, w,).

A densidade de probabilidade p(7, 7%3), calculada por meio da Eq. (4.69), tem como
resultado ¢3y,(71)©500(72), 0 que significa que a probabilidade de encontrar um elétron no
ponto 7] é independente da posicdao 75 e vice versa, assim o movimento dos elétrons ¢é dito

ser nao correlacionado (modelo de particulas independentes).

Uma constru¢ao mais refinada ¢é realizada levando em consideragdo o termo de
interagao eletrostatica de Coulomb entre os elétrons V.. (|7 — 7|) na equagao de Schro-
dinger. Nesse modelo um elétron interage com uma nuvem eletrénica que representa o
outro elétron blindando parcialmente o nucleo. Alguns dos efeitos diretos dessa inclusao é

a diminuicao de carga efetiva e a distor¢cao das nuvens eletronicas dos elétrons.

Para refletir as modificagoes apontadas anteriormente tomamos a Eq. (4.71) em

sua forma geral. Entretanto, tratamos a quantidade Z como um parametro variacional 7

a ser otimizado pelo Método Variacional, de modo a determinarmos a melhor funcao de

onda aproximada para a situagdo. Desta forma, a funcdo de onda solugdo é dada por [106]
(rit+ra)

©ic(r1,m9) = Be” a0 ®(wy,ws) , (4.72)

onde B é a constante de normalizacao. Nesse ponto temos incluida a chamada correlacao

de Coulomb. O rétulo ic indica a fungdo com interacdo de Coulomb entre os elétrons.

Uma terceira intervencao para sofisticar o modelo ao que tange a inclusao da
correlacao eletronica é a introdugdo do termo 7(r12). O uso dessa parcela da origem a
uma sobreposicao das funcoes orbitais de cada elétron. Nesse contexto, multiplicando a

Eq. (4.72) pelo referido termo, temos [165]

(ri+r2)

Ome(r1,72) = Ce” a0 (r19)®(wy, wy) , (4.73)



Capitulo 4. Sistemas fisicos de interesse 43

onde C' ¢é a constante de normalizacdo, o é um parametro variacional e o rétulo me indica
que a fungao é correlacionada em relagdo ao movimento dos elétrons. Além do mais, temos
a inclusao da parcela da correlacao de Fermi referente a parte espacial. A expressao para

v(r12) é indicada no Capitulo 5.

Para obtermos as solugoes referentes ao confinamento espacial dos sistemas mul-
tiplicamos as solugoes dadas pelas Eqgs. (4.71), (4.72) e (4.73) por uma fungao de corte
Q(ry,7r2) (sua forma é definida no Capitulo 5) de forma que a fungao de onda do sistema

se anule quando r1, 7y, = r.. Nessa ordem,

(ri+ra)

0S.(r1,m2) = De” a0 Q(ry, 1) ®(wy, wy) (4.74)
. L (r1+7p)
©i(r1,m) = Ee' a0 Q(ry, re)®(w, ws) (4.75)
e
. G(T1+T2>
0o (r1,re) = Fe” a0 ~y(r12)Q(ry, re)®(wy, wy) . (4.76)

Notar que na Eq. (4.74) adotamos um novo parametro variacional w para determinar a
melhor funcao de onda do sistema confinado. Adicionalmente, as constantes D, E e F' sao

determinadas pelas condi¢oes de normalizacao.

A funcao potencial confinante para as aproximacoes apresentadas é dada por

1 Ze? 0 r <
— ara i < T
Ver) ={ dmeg 1 D : (4.77)
o0 para ;> T

onde r. é o raio de confinamento e r; é o raio que vai do nucleo a cada elétron i do sistema.

Com o desenvolvimento apresentado determinamos as fungoes de onda solugao
dadas pelas Eqs. (4.74), (4.75) e (4.76) em ordem de inclusdo de efeitos de correlagao
eletronica. Sendo os valores dos niimeros atéomicos para o sistema como Z=2, Z=1 e
Z =3 temos, nessa ordem, a caracterizacao dos atomos confinados de interesse no presente

trabalho, ou seja, o hélio He,, o fon negativo de hidrogénio H_ e o litio ionizado Li .
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5 Resultados e Discussao

Quando vocé pode medir algo sobre o qual
esta falando, e expressd-lo em nimeros,

vocé sabe alguma coisa sobre ele.

Lord Kelvin

Na presente secao sao apresentados os dados obtidos e suas andalises. Para os
sistemas definidos como a particula confinada em uma caixa ou em uma gaiola, além do
oscilador harmonico foram elaborados algoritmos envolvendo as func¢oes de onda exatas
dos sistemas a serem compiladas utilizando o pacote computacional Maplel3 e, com base
nos resultados obtidos das quantidades de interesse, foram tracados graficos utilizando os

softwares Qtiplot e Inkscape.

Em relagao aos sistemas oscilador harmoénico confinado por barreira de potencial
infinita, além dos sistemas contendo um elétron confinado submetidos a uma funcao
potencial coulombiana no interior do confinamento e dos sistemas confinados de dois
elétrons para a determinacao das fungdes de onda foi empregado o Método Variacional. No
ambito desse método aproximativo as fungoes de onda dos sistemas quanticos confinados,
no estado fundamental, podem ser escritas por meio de uma fun¢ao de onda ©g(7)
juntamente com uma funcao de corte {2 e um ou mais pardmetros variacionais para
compor a funcao de onda do sistema confinado. Os referidos parametros sao determinados
por meio da minimizagdo do funcional energia (para uma descri¢gdo mais detalhada do
Método Variacional ver Apéndice B). Uma vez determinadas as fungoes de onda algoritmos
foram implementados no pacote computacional Maplel3 para a obtencao dos valores das
quantidades pesquisadas e por intermédio dos softwares Qtiplot e Inkscape elaboramos

graficos com tais valores.

O sistema de unidades utilizado é o sistema de unidades atdmicas (u.a.). Mais
comumente usado em trabalhos na 4rea de fisica atdmica e molecular tal sistema adota

como padrao das unidades o valor de quatro constantes fundamentais, a saber: a massa do

elétron m,, a carga elementar e, a constante de forga eletrostatica e h (constante de

TEQ
Planck A dividida por 2 7). Para uma discussao sobre unidades de medidas, particularmente

as unidades de medidas atomicas, ver Apéndice A.
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5.1 Sistemas confinados submetidos a uma funcao potencial unidi-

mensional

Aqui sao analisados os resultados referentes aos sistemas confinados submetidos a
potenciais unidimensionais. Inicialmente fazemos uma discussao acerca da funcao potencial
do tipo quadrado infinito, que caracteriza o sistema fisico conhecido como uma particula
confinada em uma caixa, na subsecao 5.1.1. A func¢ao potencial do tipo harmonica é um
nicleo importante na construcao do modelo do oscilador harmonico interpretado aqui
como um sistema quantico confinado na subse¢ao 5.1.2. E, por fim, investigamos a regiao

de confinamento rigoroso na subsecao 5.1.3.

5.1.1 Funcao potencial do tipo quadrado infinito

Para o estudo de uma particula confinada em uma caixa utilizamos os trés primeiros
estados quanticos n = 1, n = 2 e n = 3 representados pelas fun¢des de onda dadas pelas
Eqgs. (4.21) e Eq. (4.22). Desta forma para diversos valores das distancias de confinamento .
sao determinados os valores esperados das energias®, das entropias de Shannon nos espacos
das posigoes S, e dos momentos S, respectivamente, dadas pelas Eqgs. (3.25) e (3.28).

Além disso sao determinados os valores da soma entrépica S; através da relagao (3.32).

Na Tabela 1 estao dispostos os valores esperados das energias FE para diferentes
valores de x. para os estados quanticos estudados. O comportamento geral desses resultados
¢ visualizado na Figura 7 (intervalo de 0,100 u.a. < z. < 1,00 u.a. dos valores da Tabela 1)
onde constatamos as inflexoes das curvas quando os valores de . tornam-se pequenos. Por
outro lado, quando os valores de x. aumentam os valores das energias tendem aos valores
de uma particula livre (ver Ref. [153]). Os valores esperados das energias crescem com o
aumento do niimero quantico do sistema e sao essencialmente os mesmos fornecidos por
meio da Eq. (4.24).

No que corresponde ao estudo das entropias de Shannon sao apresentados na
Tabela 2 os valores de S, e S, para diferentes valores de x.. Além disto, na Figura 8
o comportamento global das curvas de S; e S, versus z. auxilia na interpretacao dos

resultados.

Os valores de S, sao idénticos para os trés estados quanticos estudados, assim sendo,
inferimos que essa quantidade é invariante em relagdo ao nimero quantico do sistema.

Ademais S, diminui com a restricao de x., ou seja, quando a distancia de confinamento

1O valor esperado da energia de um sistema quéntico é determinado por

iy (0@ H |(x))
=8 =@y

onde H é o hamiltoniano do sistema e ¢(z) é a fungdo de onda.

(5.1)
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Figura 7 — Valores esperados das energias F/ em funcao da distancia de confinamento x.
para uma particula confinada em uma caixa nos estados quanticos n =1, n = 2
en =3.

¢é reduzida a incerteza na localizagao da particula diminui. Por outro lado, os valores de
S, aumentam na ordem de acréscimo do nimero quantico e com a diminuigao de z.. Os

comportamentos de S, e S, encontrados sdo similares aos apresentados na Ref. [47].

Adicionalmente, investigando a Figura 8 determinamos os pontos de cruzamento
das curvas S, e S, versus x.. Aproximadamente, para n = 1 o ponto de interceptagao dessas
quantidades se d4 em z. =~ 4,0127 u.a. quando S, = S, =~ 1,0563. Paran =2en = 3
temos os respectivos pontos de interceptacao: z. ~ 5,0220 u.a. quando S, =~ S, ~ 1, 2845
e x. ~ 5,4120 u.a. quando S, = S, ~ 1, 3859. Assim concluimos que os valores dos pontos

de cruzamento das curvas S, e S, aumentam com o incremento do nimero quantico.

Os valores das quantidades S, (ou em outras se¢oes do trabalho S,) e S, podem
assumir valores negativos como constatamos na Tabela 2 e pelas Refs. [16,41,45,49]. No
contexto da Fisica Quéntica uma possivel explica¢io para esse fato é que quando z. (ou
em outras se¢oes do trabalho r.) é razoavelmente pequeno a densidade de probabilidade
torna-se muito compacta ou grande e agp(z) > 1. Nessa situagdo —p(z) Inagp(z) < 0 e,
entao, S, pode ser negativo [42]. Lembrando que a normalizacido da fun¢ao de onda é
em relagao a integral / p(x)dx. Notar que em seu trabalho original Shannon ja discute
sobre essa possibilidade para distribui¢oes de probabilidades continuas (ver pag. 631 na
Ref. [11]).

Na Figura 9 sao apresentados graficos das densidades de probabilidade no espaco
das posicoes |1 ()7, |p2(x)]? € |p3(z)|* em funcio de = e das densidades de probabilidade

~ 2~ 2~ 2
no espaco dos momentos |¢1(p)|, |p2(p)| e |o3(p)|
confinamento z. = 6,0 u.a.. Apesar dos graficos estarem em escalas diferentes o grau de

em funcao de p para a distancia de

espraiamento das distribui¢oes de probabilidade nos fornece uma nocao de localizacao ou
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X (u.a.)

Figura 8 — Entropias de Shannon S, e S, em funcao da distancia de confinamento x. para
uma particula confinada em uma caixa nos estados quanticosn =1, n =2 e
n =3.

deslocalizagao de uma particula ou a incerteza na determinacao do momento.

Levando em consideracdo que uma das interpretacoes de S, seja mensurar a
incerteza na localizacio de uma particula entendemos que as curvas de |¢(2)|?, |po(z)|* €
|gz§3(:c)|2 em fungao de x apresentam um mesmo grau de espraiamento ja que os valores de
S, sao iguais para os nimeros quanticos estudados. Por outro lado, percebemos que as

curvas de |q~51(p)|2, |§g2(p)|2 e |$3(p)|2

nessa ordem, corroborando com o aumento da incerteza na determinagao do momento

em fun¢do de p aumentam o seu grau de espraiamento,

da particula como indica o incremento de S, com o acréscimo do nimero quantico na
Tabela 2.

Z=6,0u.a. ‘
p@F [ s 6 ()

131(p)° 13a2(p)|” 165(p)|

= T —
© ) » © b 0 P o x P o

Figura 9 — Densidades de probabilidade no espaco das posicoes |p1(z)|%, [¢2(x)|* € |¢s(z)|
em funcao de = e as densidades de probabilidade no espago dos momentos
|y (p)|2, | (p)|2 e |qz~53(p)|2 em fungao de p para a particula confinada em uma
caixa. Distancia de confinamento z. = 6,0 u.a..
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Os valores da soma entropica .S; em funcao de z. estdo dispostos na Tabela 2 e seu
comportamento geral evidenciado na Figura 10. Nota-se que as variacoes dos valores de
Sy e S, ocorrem de forma a preservar o valor de S; constante. Assim, concluimos que os

valores dessa quantidade para cada nivel quantico verificado é invariante em relagao a x..

Através da analise grafica da Figura 10 constatamos que para o estado fundamental
a soma S; adquire o seu menor valor, aumentando com o estado quantico do sistema,
comportamento corroborado na Ref. [39]. Por fim, a relacdo de incerteza entrépica é

cumprida para todos os valores de x., isto é, fica sempre acima do piso minimo permitido
Sy = 2,1447 (ver Eq. (3.5)).

2,8 1
Jese—o—0————¢———¢—¢— ¢ ——
2,7 5
2,6 9-—I—I—I—I—H—H—I—I—I—I—I
& 25
E —e— n=1
2,4 —&— n=2
E —e— n=3
2,34
2] oo oo oeee o o o o
7 T T T | T T T | T T T | T T T | T T T |
0 2 4 6 8 10
X (u.a.)

Figura 10 — Valores da soma entropica S; em funcao da distancia de confinamento xz. para
uma particula confinada em uma caixa nos estados quanticosn =1, n =2 e
n=3.
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Tabela 1 — Valores esperados das energias E em funcao da distancia de confinamento ..
para uma particula confinada em uma caixa nos estados quanticosn =1, n = 2
e n = 3. Todos os valores em u.a..

E

Te n=1 n =2 n=3
0,1000 493,4802 1973,9209 4441,3221
0,2000 123,3701  493,4802 1110,3305
0,3000 54,8311  219,3245  493,4802
0,4000 30,8425  123,3701  277,5826
0,5000 19,7392 78,9568 177,6529
1,0000 4,9348 19,7392 44,4132
1,5009 2,1906 8,7625 19,7155
2,0000 1,2337 4,9348 11,1033
2,5000 0,7896 3,1583 7,1061
3,0000 0,5483 2,1932 4,9348
3,5000 0,4028 1.6114 3,6256
4,0000 0,3084 1,2337 2,7758
4,5000 0,2437 0,9748 2,1932
5,0000 0,1974 0,7896 1,7765
6,0000 0,1371 0,5483 1,2337
7,0000 0,1007 0,4028 0,9064
8,0000 0,0771 0,3084 0,6940
9,0050 0,0609 0,2434 0,5477




Tabela 2 — Entropias de Shannon S, e S,, bem como a soma entrépica S; em funcao da distancia de confinamento z. para uma particula

confinada em uma caixa nos estados quanticos n = 1, n = 2 e n = 3. Todos os valores em u.a..

Sy S St

T, n=1 n=2 n=3 n=1 n=2 n=3 n=1 n=2 n=3
0,1000 -2,6094 -2.6094 -2,6094 4,8215 5,2164 5,3625 2,2120 2,6070 2,7531
0,2000 -1,9163 -1,9163 -1,9163 4,1283 4,5232 4,6694 2,2120 2.,6070 2,7531
0,3000 -1,5108 -1,5108 -1,5108 3,7229 41178 4,2639 2,2120 2.6070 2,7531
0,4000 -1,2231 -1,2231 -1,2231 3,4352 3,8301 3,9762 2,2120 2,6070 2,7531
0,5000 -1,0000 -1,0000 -1,0000 3,2120 3,6070 3,7531 2,2120 2,6070 2,7531
1,0000 -0,3069 -0,3069 -0,3069 25189 29138 3,0599 2,2120 2,6070 2,7531
1,5009 0,0992  0,0992 0,0992 2,1128 25077 2,6538 2,2120 2,6070 2,7531
2,0000 0,3863 0,3863 0,3863 1,8257 2,2207 2,3668 2,2120 2,6070 2,7531
2,5000 0,6094 0,6094 0,6094 1,6026 1,9975 2,1437 2,2120 2.,6070 2,7531
3,0000 0,7918 0,7918 0,7918 1,4203 1,8152 1,9613 2,2120 2,6070 2,7531
3,5000 0,9459 09459 0,9459 1,2661 1,6611 1,8072 2,2120 2,6070 2,7531
4,0000 1,0794 1,0794 1,0794 1,1326 1,5275 11,6737 2,2120 2,6070 2,7531
4,5000 1,1972  1,1972 11,1972 1,0148 1,4098 1,5559 2,2120 2,6070 2,7531
5,0000 1,3026  1,3026  1,3026 0,9094 1,3044 1,4505 2,2120 2,6070 2,7531
6,0000 1,4849 1,4849  1,4849 0,7271 1,1221 1,2682 2,2120 2,6070 2,7531
7,0000 1,6391 1,6391 1,6391 0,5730 0,9679 1,1140 2,2120 2.,6070 2,7531
8,0000 1,7726  1,7726  1,7726 0,4394 0,8344 0,9805 2,2120 2,6070 2,7531
9,0050 1,8909 1,8909  1,8909 0,3211 0,7160 0,8621 2,2120 2,6070 2,7531

d @ sopoynsay ¢ ompdv))

0DSSNISI
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5.1.2 Funcao potencial do tipo harmonica

Na presente subsecao apresentamos os resultados referentes ao uso da funcao
potencial em dois blocos. Na primeira parte discutimos os dados relacionados ao oscilador
harmonico e em seguida disponibilizamos as andlises feitas para o oscilador harmonico

confinado por barreiras de potencial.

Oscilador harménico

Nessa primeira parte utilizamos os trés primeiros estados quanticos do sistema
definidos pelas Eqgs. (4.29), (4.30) e (4.31) o que nos permite fazer um estudo variando a
frequéncia de oscilagdo w para obtermos os valores esperados das energias F, além de deter-
minarmos as entropias de Shannon S, e S,, respectivamente, dadas pelas Egs. (3.25) e (3.28).

Ainda, encontramos os valores da soma entrdpica através da relagao (3.32).

Os resultados para os valores esperados das energias £ em funcao de w sao apre-
sentados na Tabela 3 e o seu comportamento global visualizado na Figura 11. Verificamos
que os valores das energias crescem linearmente com o aumento dos valores de w e tendem
para valores mais proximos relativamente uns dos outros com a diminui¢ao dessa tultima
quantidade, tal comportamento independe do niimero quéantico. Os valores esperados das

energias sao idénticos aos que podem ser determinados usando a Eq. (4.32).

N
o

E (u.a.)

-
o

(O,

o

w (u.a.)

Figura 11 — Valores esperados das energias £ em funcao da frequéncia de oscilacao w para
o oscilador harmoénico nos estados quanticos n =0, n =1en = 2.

No que se refere ao estudo das entropias de Shannon estao ordenados na Tabela 4
os valores de S, e S, em funcao de w. Verificamos que com a diminuicao dos valores de w

os valores de S, aumentam, por outro lado, os valores de 5, diminuem.

A Ref. [39] determina os valores de S, e S, para os seis primeiros estados quanticos

do oscilador harmonico para w = 1,0000 u.a. Esse estudo indica que os valores das
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entropias de Shannon aumentam com o incremento do nimero quantico. Nesse sentido
confirmamos as tendéncias apontadas no referido trabalho, além do que generalizamos esse
comportamento ja que apresentamos resultados para diversos valores de w que confirmam

o aumento de S, e S, com o incremento dos valores de n.

Na Figura 12 exibimos as curvas de S, e S, versus w. Em relagao aos pontos de
interceptacao entre as curvas S, e .S, temos que, aproximadamente: para n = 1 o ponto de
interceptacao dessas quantidades se d4 em w ~ 1,000 u.a. quando S, =~ S, ~ 1,0724. Para
n = 2 en = 3 temos os respectivos pontos de interceptacao: w =~ 1,000 u.a. na ocasiao
em que S, ~ S, = 1,3427 e w =~ 1,000 u.a. na oportunidade em que S, ~ S, ~ 1,4986.
Deste modo, depreendemos que os pontos de interceptagao das curvas S, e S, acontecem
aproximadamente na mesma frequéncia de oscilagao independentemente do estado quantico.
Isto ocorre porque para o valor de w = 1,0000 u.a. e levando em consideragao que estamos
trabalhando em unidades atomicas o hamiltoniano do sistema é escrito como H = 3 p2—|—§:c2,
ou seja, as densidades de probabilidades nos espacos das posi¢oes e dos momentos tém
a mesma preponderancia de influéncia no sistema. Ademais, os valores de S, e .S, onde

ocorrem as interceptacoes das curvas aumentam com o incremento do nimero quantico.

2,5
2
V?'I,Sj
v ]
") 14
0,5
0
S
0 2 4 6 8
w (u.a.)

Figura 12 — Entropias de Shannon S, e S, em funcao da frequéncia de oscilagao w para o
oscilador harmonico nos estados quanticosn =0, n =1en = 2.

Na Figura 13 sao apresentados, para w = 0,500 u.a., graficos das densidades de
probabilidade no espago das posicoes | (:E)|2, WQ(x)|2 e |w3(.:l:)\2 em funcao de x e das
densidades de probabilidade no espaco dos momentos |, (p) |27 |4ba(p) |2 e |ihs(p) |2 em fungao
de p (escalas diferentes). Constamos que tanto no espago das posigoes quanto no espago
dos momentos as densidades de probabilidade aumentam seu grau de espraiamento com
o incremento do niimero quantico. Isso indica uma maior incerteza na determinacao das
posi¢oes e dos momentos, corroborando com o fato dos valores de S, e S, aumentarem os

seus valores com o incremento de n de acordo com a Tabela 4.
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Figura 13 — Densidades de probabilidade no espago das posicoes ]wo(:v)IZ . |Un (ar;)|2 e
1o (x)|* em funcéo de x e as densidades de probabilidade no espaco dos mo-

S22, 2
mentos |Yo(p)|, [Y1(p)| e |[2(p)| em fungao de p para o oscilador harménico.
Frequéncia angular de w = 0,500 u.a..

Uma segunda andlise sob o ponto de vista das densidades de probabilidade é
empreendida utilizando a funcao de onda do estado fundamental do oscilador harmonico.
Tal fungao tem forma gaussiana como constatamos pela Eq. (4.29). Por outro lado, a
variacao da frequéncia angular w modifica a amplitude da fun¢do gaussiana e por meio

dessa caracteristica analisamos a localizacao ou deslocalizacao de uma particula no espaco.

Na Figura 14 temos os gréficos das densidades de probabilidade [y (x)|* no espaco
das posicoes em fungao x e de sua respectiva representagao |QZO (p) |2 no espaco dos momentos
em funcao de p para diferentes valores w. Para frequéncias menores o grau de espraiamento
das curvas no espaco das posi¢oes é maior quando comparada com frequéncias maiores,
indicando assim uma localizacao crescente com o aumento dos valores de w como indica a
diminuicao dos valores de S, na Tabela 4. Em contrapartida o grau de espraiamento das
curvas no espa¢o dos momentos aumenta com o incremento dos valores de w, o que indica
uma maior incerteza em determinar os valores do momento com o aumento da frequéncia

angular como indica o aumento dos valores de S, na Tabela 4.

Os valores obtidos para a soma entropica S; para diferentes valores de w estao
dispostos na Tabela 4 e seus comportamentos gerais explicitados na Figura 15. Percebemos
que o valor de S; é constante para cada nimero quantico do sistema e aumenta com
o acréscimo deste ultimo. Através da andlise grafica da Figura 15 identificamos que o
valor de S; mais baixo corresponde ao estado de menor energia do sistema. Além do mais
determinamos que a relacao de incerteza entrépica é respeitada para todos os valores de w

para os estados quanticos examinados e atinge o seu menor valor para n = 0.

Em termos de comparacao entre os sistemas, identificamos que o valor de S; para o

oscilador harmonico no estado fundamental é o minimo da relagdo de incerteza. Entretanto,



Capitulo 5. Resultados e Discussdo 54

Il 2 I | 2
| W@l | W)
I I
il l
w=0,5u.a. ‘\“ \ w=2,5ua.| “ w=5,0 u.a. “ “
i \ |
\ I !
\ | [
] n "l
/ \ \ [
/. \ / \
oo 0 r o % r o X C T %
I /
(- 2 M\ it 2 \ L~ 2
“\‘ 4, ()] ) @)l \ 1 @)
| \
[ \
I \
il
w=0,5 u.a. | ‘\‘ w="5,0 ud, \\
[ \ ’c‘ \\
i \
1) N / \
J |\ / \ / N
e 0 p oo oo 0 P 0 -x 0 P o

Figura 14 — Densidades de probabilidade no espago das posigoes |1 (x)\2 em funcao de x e

~ 2
no espago dos momentos |¢y(p)| em fungao de p para o oscilador harmonico.
Os valores de w sao 0,5 u.a., 2,5 u.a. e 5,0 u.a.
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Figura 15 — Valores da soma entrépica S; em funcao da frequéncia de oscilacao w para o
oscilador harménico nos estados quanticos n =0, n =1en = 2.

para os estados excitados, S; é menor para a particula confinada em uma caixa em

comparacao aos valores do oscilador harmoénico.
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Tabela 3 — Valores esperados das energias £ em funcao da frequéncia de oscilacao w para
o oscilador harmoénico nos estados quanticos n = 0, n = 1 e n = 2. Todos os

valores em u.a..

w n=0 n=1 n=2
0,0600 0,0300 0,0900 0,1500
0,0800 0,0400 0,1200  0,2000
0,2000 0,1000 0,3000  0,5000
0,4000 0,2000 0,6000  1,0000
0,5000 0,2500 0,7500  1,2500
1,0000 0,5000 1,5000  2,5000
2,0000 1,0000 3,0000  5,0000
3,0000 1,5000 14,5000  7,5000
4,0000 2,0000 6,0000 10,0000
5,0000 2,5000 7,5000 12,5000
6,0000 3,0000 19,0000 15,0000
7,0000 3,5000 10,5000 17,5000
8,0050 4,0025 12,0075 20,0125




Tabela 4 — Entropias de Shannon S, e S,, bem como a soma entrépica S; em funcao da frequéncia de oscilacao w para o oscilador harmonico

nos estados quanticos n = 0, n = 1 e n = 2. Todos os valores em u.a..

Sy S S,

w n=0 n=1 n=2 n=20 n=1 n=2 n=0 n=1 n=2
0,0600 24791 2,7494 29053 -0,3343 -0,0640 0,0919 2,1447 2,6855 2,9972
0,0800 2,3352 22,6056 2,7615 -0,1905 0,0799 0,2357 2,1447 2,6855 2,9972
0,2000 1,8771 2,1474 2,3033 0,2676  0,5380 0,6939 2,1447 2,6855 2,9972
0,4000 1,5305 1,8009 1,9568 0,6142 0,8846 11,0405 2,1447 2,6855 12,9972
0,5000 1,4189 1,6893 1,8452 0,7258 0,9962 1,1520 2,1447 2,6855 2,9972
1,0000 1,0724 1,3427 11,4986 1,0724  1,3427 11,4986 2,1447 2,6855 2,9972
2,0000 0,7258 0,9962 1,1520 1,4189 1,6893 1,8452 2,1447 2,6855 2,9972
3,0000 0,56231 0,7934 0,9493 1,6217 1,8920 2,0479 2,1447 2,6855 2,9972
4,0000 0,3792 0,6496 0,8055 1,7655  2,0359 2,1918 2,1447 2,6855 2,9972
5,0000 0,2676 0,5380 00,6939 1,8771  2,1474 2,3033 2,1447 2,6855 2,9972
6,0000 0,1765 0,4468 0,6027 1,9682  2,2386 2,3945 2,1447 2,6855 2,9972
7,0000 0,0994 0,3698 0,5257 2,0453  2,3157 12,4716 2,1447 2,6855 2,9972
8,0050 0,0323 0,3027 0,4586 2,1124  2,3828 2,5386 2,1447 2,6855 2,9972

d @ sopoynsay ¢ ompdv))

0DSSNISI
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Oscilador harménico confinado por barreiras de potencial

Nesse segundo bloco de estudos comegamos por determinar a expressao da fungao
de corte para o oscilador harmonico confinado por barreiras de potencial. Algumas formas
para essa funcao ja foram testadas [151] e, por mostrar ter uma boa estabilidade numérica,

escolhemos a funcao do tipo polinomial dada por

Q(z) = l1 - (j)gl , (5.2)

onde z, é a distancia de confinamento.

A funcao de onda aproximada para o estado fundamental do sistema, em unidades

atdmicas, é uma composicao da fungao de corte com a Eq. (4.29) resultando em

T

v5(x) = Bel~o7’) [1 - ()T , (5.3)

xc
onde B ¢é uma constante de normalizacao e o é um parametro variacional.

Para os nossos calculos utilizamos o valor tnico da frequéncia angular w = 1,0 u.a..
Seguindo, com os pardmetros variacionais ajustados (Ver Apéndice C) encontramos o valor
esperado da energia para cada distancia de confinamento z. usando a Eq. (5.3). Além disso,
utilizando essa funcao de onda calculamos as entropias de Shannon S, e S, usando, nessa
ordem, as Egs. (3.25) e (3.28). Os valores da soma entrépica sao determinados utilizando

a relacao S; = S, + 5.

Na Tabela 5 estao dispostos os valores esperados da energia F para diferentes
valores de z., sendo o comportamento global explicitado na Figura 16. Concluimos que
com o aumento do confinamento (z. menor) a energia também aumenta. Por outro lado,
com a diminui¢do do confinamento (x. maior) a energia tende ao valor do modelo do
oscilador harmonico apresentado anteriormente (ver Tabela 3, mais precisamente os valores

paran = 0 e para w = 1,0 u.a.).

Os valores esperados da energia obtidos utilizando a funcao de onda aproximada
adotada no presente trabalho sao aceitaveis pois sao proximos aos valores das energias
tidas como exatas apresentados pela Ref. [166]. O trabalho escolhido como referéncia
escreve a funcao de onda para o oscilador harmoénico confinado por barreiras de potencial
em termos de uma fun¢ao hipergeométrica podendo ser considerada como a fungao exata

do sistema.

Sobre o estudo das entropias de Shannon organizamos na Tabela 5 os valores de S,
e S, em funcao de z.. Os resultados de S, decrescem com a diminuicao de z, ratificando,
dessa forma, a interpretacao dessa quantidade mensurar a incerteza na localizacao de uma
particula. Por outro lado, observamos que os valores de S, aumentam com a diminuicao

de x.. Esses comportamentos sao evidenciados na Figura 17 onde visualizamos a inflexao
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Figura 16 — Valores esperados da energia F em funcao da distancia de confinamento x.
para o oscilador harmoénico utilizando as barreiras de potencial infinitas no
estado quantico fundamental.
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Figura 17 — Entropias de Shannon S, e S, em funcao da distancia de confinamento z.
para o oscilador harmoénico utilizando as barreiras de potencial infinitas no
estado quantico fundamental.

das curvas devido a influéncia do confinamento e, além disso, o comportamento destas
tendendo ao sistema confinado do modelo anterior para valores altos de . (ver Tabela 4,

mais precisamente os valores para n = 0 e para w = 1,0 u.a.).

Ainda na Tabela 5 sdo apresentados os valores da soma entropica em funcao de x.
e na Figura 18 é ressaltado o comportamento geral dessa quantidade. O valor de S; é mais
alto para a situacao de confinamento mais elevada, ou seja, . = 0, 5 u.a., diminuindo com
o aumento de z.. A relacao de incerteza é respeitada ja que o valor minimo apresentado

para o presente sistema é de S; = 2,1447.
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Figura 18 — Valores da soma entropica S; em funcao da distancia de confinamento . para
o oscilador harmonico utilizando as barreiras de potencial infinitas no estado
quantico fundamental.

Percebemos que, como nos casos dos valores esperados da energia, S, e S,, S;
encaminham-se para os valores do caso do oscilador harmoénico do primeiro modelo (ver
Tabela 4, mais precisamente os valores para n = 0 e para w = 1,0 u.a.) para valores altos
de x.. Ainda, a Figura 18 evidencia que os valores de S; tendem a um valor limite quando

a situacao de confinamento aumenta.

Tabela 5 — Valores esperados da energia F, entropias de Shannon S, e S,, bem como a
soma entrépica Sy em funcdo da distancia de confinamento x. para o oscilador
harmonico utilizando o modelo de barreias de potencial infinitas no estado
quantico fundamental. Todos os valores em u.a..

Te E St Sp St
Te Ref. [166] Presente Presente
0,5000 4,9511 4,9511 -0,3074 2,5185 2,2111
1,0000 1,2985 1,2985 0,3787 1,8293 2,2080

1,5009 0,6889* 0,6887 0,7541 1,4408 2,1949
2,0000 0,5375 0,5385 0,9619 1,2088 2,1707

2,5000 0,5050 0,5061 1,0470 1,1040 2,1510
3,0000 0,5004 0,5009 1,0679 1,0779 2,1458
3,5000 0,5000 0,5002 1,0715 1,0734 2,1449
4,0000 0,5000 0,5000 1,0722  1,0726 2,1448
4,5000 0,5000 0,5000 1,0723 1,0724 2,1447

5,0000 0,5000 0,5000 1,0723  1,0724 2,1447
. = 1,5 ua.




Capitulo 5. Resultados e Discussdo 60

5.1.3 Analises para as regides de confinamento rigoroso

Passamos a analisar nesse ponto as regides ditas serem de confinamento rigoroso,
ou seja, estamos interessados no comportamento dos sistemas quando as distancias x. ou

os raios 1. de confinamento encaminham-se para zero.

Inicialmente, definimos as quantidades £ é 7 como sendo, respectivamente, a fracao
entre os valores das energias e da soma entrdpica da particula confinada em uma caixa (e )
e do oscilador harmonico confinado por barreiras de potencial (e,.), ambos os sistemas no

estado fundamental. Assim, temos

_ Ele]
= Flon (5:4)

’ 8 [e3]
T = 7& =k (5.5)

E importante observarmos que as comparagoes realizadas com os valores esperados
da energia e da soma entropica entre os sistemas devem ser realizadas na mesma regiao de
confinamento. Desta forma, para a particula confinada em uma caixa com as distancias
de confinamento com os limites dados de —z. a x., que sao os mesmos utilizados para o
oscilador harmoénico confinado por barreiras de potencial, na Tabela 6 dispomos os valores
esperados da energia E. Além disso, organizamos os valores das entropias de Shannon S,

Sp, além da soma entrépica S; com esses tltimos limites de confinamento na Tabela 7.

No tocante as energias da particula confinada em uma caixa comparando com os
valores esperados calculados com os limites de confinamento de —% a +% apresentados na
Tabela 1 (estado fundamental) com os valores determinados com os limites de confinamento
de —z. a x. organizados na Tabela 6 percebemos que os valores referentes aos novos limites
de confinamento sao le dos valores anteriores. Além do mais, identificamos que quando .

aproxima-se de zero os valores das energias sofrem um aumento consideravel.

Em relagao aos valores das entropias de Shannon da particula confinada em uma
caixa temos que a mudanca dos limites de confinamento leva uma alteracao dos valores
de S, e S,. Entretanto, os valores de S; permanecem os mesmos para ambos limites de
confinamento. Levando em consideracao que a alteracao dos limites de _Le a —{—ﬁ para
—Z. a r. é na pratica uma translacdo espacial confirmamos previsao feita pela Ref. [39]
que indica que S, e S, sao sensiveis a essas alteragoes, enquanto que os valores S; ficam

inalterados por carregarem o valor liquido da informagao do sistema.

Na Tabela 6 disponibilizamos os valores da quantidade £ em funcao de x.. Identifica-
mos que quando x. encaminha-se para o infinito os valores de £ tendem para zero. De outro
modo, ao passo em que z. vai diminuindo £ tende para um valor unitario. Isso significa

que a medida em que a situacao de confinamento aumenta os valores das energias de e_,,
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se aproximam dos valores de e, . O comportamento da curva de como essas aproximacoes

das energias se dao é explicitada na Figura 19 onde realizamos o grafico de £ versus z..
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Figura 19 — Valores da quantidade ¢ em funcao da distancia de confinamento x..

Na perspectiva da soma entrépica temos que quando x. dirigi-se para o infinito 7
tende 1,0314 que é resultado da divisao dos valores de S; de e, pelo valor do oscilador
harmonico. Por outro lado, quando z. tende para zero 7 converge para uma unidade.
Isso significa que os valores de S; de e, . avizinham-se dos valores de e, no regime de
confinamento rigoroso. O comportamento da curva de 7 em funcao de z. é observada na

Figura 20.
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Figura 20 — Valores da quantidade 7 em funcao da distancia de confinamento z..

Desta forma, baseados nos comportamentos da soma entrépica S; e das energias

quando o confinamento se torna muito forte inferimos que os efeitos do potencial confinante
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dos sistemas se torna preponderante em relacao ao potencial harmdnico que a particula

experimenta.

Como ja analisamos no final da se¢do 5.1.2 os valores de S; do oscilador harmonico
confinado por barreiras de potencial tendem para os valores do oscilador harmoénico quando
x. dirige-se para o infinito. Especificamente, consultando o valor de S; para o oscilador
harmonico na Tabela 4 para n = 0 temos que S; tem o valor constante de 2,1447, ja
para o oscilador harménico confinado por barreiras de potencial consta na Tabela 5 que
para z. =5,0000 u.a. temos que o valor de S; é de também 2,1447. J4 na presente secao
concluimos que quando os valores de z. tendem para zero os valores de S; do oscilador
harmonico confinado por barreiras de potencial tendem para os valores de uma particula

confinada em uma caixa.

Assim, de acordo com a andlise anterior, o oscilador harmoénico confinado por bar-
reias de potencial configura-se como um sistema intermediario entre a particula confinada
em uma caixa e o modelo do oscilador harmoénico, o que resulta em uma intrigante ligacao
entre esses sistemas. Esse fendmeno ja foi observado com base em uma analise energética

dos sistemas [152], aqui confirmamos essa interpretagdo com base nos valores de S;.

Tabela 6 — Valores esperados da energia E e da quantidade £ em funcao da distancia de
confinamento z, para uma particula confinada em uma caixa e, e para o osci-
lador harménico confinado por barreias de potencial e__.. Estado fundamental.
Todos os valores em u.a..

0,5000 | 4,348 49511 | 0,9967
1,0000 | 1,2337 1,2985 | 0,9501
1,5009 | 0,5477 0,6689 | 0,8188
2,0000 | 0,3084 05385 | 0,5728
2,5000 | 0,1974 055061 | 0,3900
3,0000 | 0,1371 0,5009 | 0,2736
3,5000 | 0,1007 0,5002 | 0,2013
4,0000 | 0,0771 0,5000 | 0,1542
4,5000 | 0,0609 0,5000 | 0,1218
50000 | 0,0493 0,5000 | 0,0987
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Tabela 7 — Valores das entropias de Shannon S, e S, da soma entrépica S; e da quantidade
7 em funcao da distancia de confinamento x. para uma particula confinada em
uma caixa e, e para o oscilador harménico confinado por barreias de potencial
e .- Istado fundamental. Todos os valores em u.a..

eCE eOSC

. S, S, S, S, S, S, T
0,5000 | -0,3069 2,5189 22120 | -0,3074 25185 22111 | 1,0004
1,0000 | 0,3863 1,8257 22120 | 0,3787 1,8293 22080 | 1,0018
1,5009 | 0,7924 14197 22120 | 0,7541 1,4408 2,1949 | 1,0078
2,0000 | 1,0794 1,1326 2,2120 | 0,9619 1,2088 2,1707 | 1,0190
25000 | 1,3026 0,094 22120 | 1,0470 1,1040 2,1510 | 1,0283
30000 | 14849 0,7271 22120 | 1,0679 1,0779 2,1458 | 1,0309
35000 | 1,6301 055730 22120 | 10715 1,0734 2,1449 | 1,0313
40000 | 1,7726 04394 22120 | 1,0722 1,0726 2,1448 | 1,0313
45000 | 1,8004 03217 2,2120 | 1,0723 1,0724 2,1447 | 1,0314
50000 | 1,9957 0,2163 22120 | 1,0723 1,0724 2,1447 | 1,0314

5.2 Sistemas confinados submetidos a uma funcao potencial cen-

tral

Nesta secao examinamos os sistemas confinados submetidos a uma funcgao potencial
do tipo central. O primeiro sistema analisado na subsecao 5.2.1 é a fungao potencial
esférica infinita que configura o sistema fisico do tipo particula confinada em uma gaiola.
Prosseguimos em um segundo sistema na subsecao 5.2.2 onde a particula é submetida
a uma funcao potencial do tipo coulombiana para o estudo dos dtomos hidrogenoides.

Ademais, na subsecao 5.2.3 estudamos a regiao de confinamento rigoroso.

5.2.1 Funcao potencial do tipo esférica infinita

Para a analise do sistema caracterizado como uma particula confinada em uma
gaiola utilizamos os trés primeiros estados quanticos radiais do sistema n =1, n =2 e
n = 3 representado pela fungdo de onda dada pela Eq. (4.56). Prosseguindo, determinamos
para diferentes raios de confinamento r. os valores esperados das energias e as entropias
de Shannon S, e S,, respectivamente, dadas pelas Eqs. (3.37) e (3.38) com D = 3.

Adicionalmente, calculamos os valores da soma entropica S;.

Na Tabela 8 apresentamos os valores esperados das energias E em funcao de 7.
para os estados quanticos escolhidos e o comportamento geral é visualizado na Figura 21
(intervalo de 0,0300 u.a. < 7. < 0,5000 w.a.). Primeiramente, constatamos que os valores

das energias crescem com o incremento do niimero quantico e também com a reducao de r,
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sofrendo uma forte inflexdo quando a situagao de confinamento aumenta. Em outra dire¢ao
quando os valores de r. tendem para valores altos é previsivel que os valores esperados da
energia do sistema confinado encaminhem-se para zero, o que corrobora com a Eq. (4.57).
Os valores esperados das energias calculados aqui sao préximos da Ref. [42] que adota

uma metodologia de calculos analoga a nossa.

50.000
40.000
] —o— n=1
1 —&— n=2
30.000 =3
2 ]
w 20.000
10.000
0 . . .
) T T T 7T [ T T T 7T [ T 1T T 7T [ T 1 T 7T [ T T T T [ L
0 0,1 0.2 03 0,4 05

rc (u.a.)

Figura 21 — Valores esperados das energias E em func¢ao do raio de confinamento r, para
a particula confinada em uma gaiola nos estados quanticosn =1, n =2 e
n = 3.

Para as analises referentes as entropias de Shannon organizamos os valores obtidos
de S, e S, na Tabela 9 sendo o comportamento geral dessas quantidades percebidos na
Figura 22. Os valores de S, diminuem com o incremento do ntimero quantico e com
a intensificacdo da situacao de confinamento significando a reducao da incerteza na
localizagao da particula. Por outro lado, eles aumentam para valores altos de r.. Um outro
aspecto é que os valores de .S, sdo bem préximos para os estados quanticos estudados o
que leva a praticamente uma sobreposicdo das curvas no grafico apresentado. Em relagao
aos resultados de S, eles aumentam com a adicao do niimero quantico e com a reducao de

rc. De outro modo, os valores de S, diminuem quando . dirige-se para grandes valores.

Na Tabela 10 estao dispostos os valores da soma entropica S; para diferentes valores
de r. e na Figura 23 o comportamento geral dessa quantidade é explicitado. Constatamos
que os valores de S; sao constantes para cada estado quantico estudado e tem seu valor
mais baixo para o estado fundamental. Adicionalmente, S; aumenta os seus valores com o

acréscimo do niimero quantico e a relagao de incerteza entrépica é respeitada.

Por fim, os valores de S,, S, e S; determinados aqui sao bem semelhantes aos
apresentados na Ref. [42] que s@o utilizados para comparagao nas Tabelas 9 e 10. O
trabalho escolhido como referéncia utiliza a funcao de onda exata no estado fundamental

por meio da qual determina os valores das entropias de Shannon e da soma entrépica.
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Figura 22 — Entropias de Shannon S, e S, em fun¢ao do raio de confinamento 7. para

a particula confinada em uma gaiola nos estados quanticosn =1, n =2 e
n = 3.
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Figura 23 — Soma entropica S; em funcao do raio de confinamento r. para a particula
confinada em uma gaiola nos estados quanticosn =1, n =2en = 3.
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Tabela 8 — Valores esperados das energias £ em fun¢ao do raio de confinamento r. para a

particula confinada em uma gaiola nos estados quanticosn =1, n =2en = 3.

Todos os valores em u.a..

E
n=1 n =2 n =3
Te Ref. [42] Presente  Presente Presente
0,0300 0483,1137  21932,4549 49348,0235
0,0400 — 3084,2515 12337,0059 27758,2632
0,0500 1973,9209 7895,6838  17765,2885
0,0600 1370,7784  5483,1137  12337,0059
0,0700 1007,1025  4028,4101  9063,9227
0,0800 771,0629  3084,2515  6939,5658
0,0900 609,2349  2436,9394  5483,1137
0,1000 493,6083  493,4802  1973,9209  4441,3221
0,2000 123,4220 123,3701 493,4802 1110,3305
0,3000 04,8454 04,8311 219,3245 493,4802
0,4000 30,8425 123,3701 277,5826
0,5000 19,7443 19,7392 78,9568 177,6529
1,0000 4,9361 4,9348 19,7392 44,4132
1,5000 2,1932 8,7730 19,7392
2,0000 — 1,2337 4,9348 11,1033
2,5000 0,7896 3,1583 7,1061
3,0000 0,5483 2,1932 4,9348
3,5000 0,4028 1,6114 4,0783"
4,0000 0,3084 1,2337 2,7758
4,5000 0,2437 0,9748 2,4020
50000 | 0,1974  0,1974 0,7896 1,7765

Ir. = 3,3000 u.a.



Tabela 9 — Entropias de Shannon S, e S, em funcao do raio de confinamento r. para a particula confinada em uma gaiola nos estados

quanticos n = 1, n = 2 e n = 3. Todos os valores em u.a..

Sr Sp
n =1 n =2 n =3 n=1 n =2 n =3
Te Ref. [42] Presente Presente Presente Ref. [42] Presente Presente Presente
0,0300 T 98441 -10,0580 -10,1344 16,4613 18,2508 19,2087
0,0400 — -8,9810  -9,1950  -9,2714 — 15,5982 17,3878 18,3457
0,0500 — -8,3116  -8,5255  -8,6020 — 14,9288 16,7183 17,6763
0,0600 — -7,7646  -7,9786  -8,0550 — 14,3819 16,1714 17,1293
0,0700 — -7,3022  -7,5161  -7,5925 — 13,9194 15,7088 16,6669
0,0800 — -6,9016  -7,1155  -7,1919 — 13,5188 15,3084 16,2662
0,0900 — -6,5483  -6,7622  -6,8386 — 13,1654 14,9550 15,9129
0,1000 -6,2322  -6,2322  -6,4461  -6,5225 12,8495 12,8494 14,6389 15,5968
0,2000 -4,1527  -4,1527  -4,3667  -4,4431 10,7701 10,7699 12,5595 13,5174
0,3000 -2,9363  -2,9363  -3,1503  -3,2267 9,5537 9,5536 11,3431 12,3010
0,4000 -2,0733  -2,2872  -2,3636 8,6905 10,4800 11,4380
0,5000 -1,4039  -1,4039  -1,6178  -1,6942 8,0212 8,0211 9,8106 10,7685
1,0000 0,6756  0,6756  0,4617  0,3852 59418 59417  7,7312  8,6891
1,5000 1,8020  1,6781 1,6016 47252 6,5148 71,4727
2,0000 — 2,7550 2,5411 2,4647 — 3,8622 5,6517 6,6096
2,5000 — 3,4245 3,2105 3,1341 — 3,1928 4,9823 5,9402
3,0000 — 3,9714 3,7575 3,6811 — 2,6458 4,4353 5,3933
3,5000 — 4,4339 4,2199 3,9670" 2,1834 3,9729 5,1074
4,0000 — 4,8345 4,6205 4,5441 — 1,7828 3,5723 4,5302
4,5000 — 51878 49739 47611 — 1,4294 32190  4,3133
50000 | 55030 55039 52900  5,2136 11134 1,1133 29029  3.8608

Y. =3,3000 u.a.

d @ sopoynsay ¢ ompdv))
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Tabela 10 — Valores da soma entrépica S; em funcao do raio de confinamento r. para a
particula confinada em uma gaiola nos estados quanticosn =1, n =2en = 3.
Todos os valores em u.a..

St
n=1 n =2 n =3
Te Ref. [42] Presente Presente Presente

0,0300 — 6,6172 8,1928 9,0743
0,0400 — 6,6172 8,1928 9,0743
0,0500 — 6,6172 8,1928 9,0743
0,0600 — 6,6172 8,1928 9,0743
0,0700 — 6,6172 8,1927 9,0743
0,0800 — 6,6172 81928  9,0743
0,0900 — 6,6172 8,1928 9,0743

0,1000 6,6173 6,6172 8,1928 9,0743
0,2000 6,6173 6,6172 8,1928 9,0743
0,3000 6,6173 6,6172 8,1928 9,0743
0,4000 6,6172 8,1928 9,0743
0,5000 6,6173 6,6172 8,1928 9,0743
1,0000 6,6173 6,6172 8,1928 9,0743

1,5000 6,6172 8,1928 9,0743
2,0000 — 6,6172 8,1928 9,0743
2,5000 — 6,6172 8,1928 9,0743
3,0000 — 6,6172 8,1928 9,0743
3,5000 — 6,6172 8,1928  9,0743"
4,0000 — 6,6172 8,1928 9,0743
4,5000 — 6,6172 8,1928 9,0743

5,0000 6,6173  6,6172 8,1928 9,0743
Yr. = 13,3000 u.a.

5.2.2 Funcao potencial do tipo coulombiana

Para o estudo dos atomos confinados de hidrogénio H,, hélio ionizado He] e litio
duplamente ionizado Lij* que tratam das interagoes entre o niicleo e o elétron por meio
de uma func¢ao potencial do tipo coulombiana comecamos por definir a expressao para a
fungao de corte Q(r). Estudos mostram que a fungao do tipo trigonométrica apresenta
boa estabilidade numérica principalmente para o espectro de valores pequenos de r. [151].

Mais precisamente, adotamos aqui uma funcao do tipo cosseno dada por?

cos <72T:C)] : (5.6)

Os calculos referentes as grandezas de interesse, ou seja, os valores esperados das energias, entropias de
Shannon S, e S, além da soma entrépica S; calculadas utilizando uma funcdo de corte do tipo seno
fornecem valores préximos aos apresentados nessa se¢ao. Entretanto, como o objetivo do trabalho nao
é a determinacao da qualidade de fungdes de base escolhemos analisar mais profundamente os valores
fornecidos pela funcao do tipo cosseno e dispomos, a titulo de completeza, as tabelas com os valores
das grandezas em questao calculadas utilizando uma fungao de corte do tipo seno no Apéndice D.

Q(r) =

2
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onde r. é o raio de confinamento.

Desta maneira, substituindo a fungdo de corte representada pela Eq. (5.6) na
fungao de onda aproximada para o estado fundamental do sistema, isto é, na Eq. (4.63) e

utilizando o sistema de unidades atomicas, temos

ool = 5o (=) s (510 6.7

onde B é uma constante de normalizacao e o é o parametro variacional.

Uma vez determinados os pardmetros variacionais (ver Apéndice C) para compor a
funcio de onda aproximada para os hidrogenoides confinados H,., He e Li} " no estado
fundamental calculamos os valores esperados para a energia e as entropias de Shannon S, e
Sy, respectivamente, dadas pelas Egs. (3.37) e (3.38) com D = 3. Além disso, determinamos

os valores da soma entropica S;.

Para efeitos de comparagoes dos resultados obtidos, quando possivel, utilizamos
dois trabalhos como referéncias. Um dos trabalhos a Ref. [42] também utiliza o Método
Variacional direto, entretanto escreve a funcao de onda do sistema confinado em termos
de cinco fungoes de base sendo composta da funcao de corte e otimizando um parametro
variacional e os coeficientes lineares. J& o outro estudo a Ref. [41] propoe um modelo onde
a situacao de confinamento é imposta na equacao de Kohn-Sham do sistema. Assim a
equacao de um elétron é resolvida sendo requerida que a funcao radial seja nula no limite

do constrangimento espacial.

Os valores esperados da energia E estao esquematizados na Tabela 11 e o seu
comportamento global exibido na Figura 24 (no grafico a) valores do raio de confinamento
compreendidos entre 0,001 u.a. < 7. < 0,5 u.a. e no grafico b) valores compreendidos
entre 0,06 u.a. < r. <0,2ua..). A tendéncia é que tais valores para os atomos confinados
estudados encaminhem-se para os valores sem o constrangimento espacial quando 7.
dirige-se para o infinito. De outro lado, experimentam uma forte elevacdo quando a
situagao de confinamento aumenta. Os valores esperados da energia estdo de acordo com

os apresentados pelas Refs. [42] e [41].

Os resultados obtidos para as entropias de Shannon S, e .S, em funcao de r. para
os dtomos H,, He! e Lif " estdo alinhados nas Tabelas 12 e 13, e na Figura 25 visualizamos
os comportamentos dessas curvas. Percebemos uma diminuicao nos valores de .S, com a
diminuigao de 7. (aumento do confinamento), resultado coerente com a interpretagao de
S, indicar uma medida do grau de incerteza na localizacao de uma particula. Por outro

lado, os valores de S, aumentam com a diminuicao de 7.

Analisando a Figura 25 acompanhamos as inflexoes das curvas .S, versus r, e S,
versus r. com a diminui¢ao de r.. Notamos o aumento do distanciamento da curva S,

versus 7. em relagao a curva .S, versus r. com o incremento do ntimero atémico dos dtomos.
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Figura 24 — Valores esperados da energia E em funcao do raio de confinamento r. para
os dtomos H., Hel e Lif " no estado fundamental. No grafico a) valores do
raio de confinamento compreendidos entre 0,001 w.a. < r. < 0,5 u.a. e no
grafico b) valores compreendidos entre 0,06 w.a. < r. < 0,2 u.a..

Assim temos o indicativo que as quantidades S, e S, calculadas através de funcoes de
onda eletronicas dependem do ntimero atémico, corroborando com o trabalho analitico
apresentado na Ref. [118]. Em particular, para o caso do H,. temos um cruzamento das

curvas 5, versus r. e S, versus 7. em 7. ~ 3,0000 w.a. e S, = S, ~ 3,2845.

N
o
|

—_
(¥, ]

S;eS;
| =
wv o [V, ] o

N
o

1
N
[9,]

0 1 2 3 4 5 6 7
rc (u.a.)

Figura 25 — Entropias de Shannon S, e S, em funcao do raio de confinamento r. para os
dtomos H., He! e Lif™ no estado fundamental.

Os valores da soma entrépica S; em funcao de r. sao apresentados na Tabela 14 e
as curvas S; versus r, sao visualizadas na Figura 26. Inicialmente constamos que a relagao
de incerteza é respeitada. Ainda, identifica-se as regioes de minimo dos valores de S,
onde para os elementos estudados tem seu valor minimo em S; = 6,4715 nos valores de

P = 3,0000 wa., r™" = 1,5000 w.a. e 7" = 1,0000 u.a., nessa ordem, para os 4tomos
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H., He e Lij*. Para os valores de 1. onde S; atinge seu valor minimo os potenciais de

Coulomb e o confinante sdo compensados criando um estado de menor incerteza entropica.

6,62

6,6

6585
6565
6,54
6525

6,5

6,48

6,46 L1

rc (u.a.)

Figura 26 — Soma entrépica S; em funcao do raio de confinamento r. para os atomos H,,
Hel e Li* no estado fundamental.

Por meio do estudo dos valores da soma entrépica sugerimos duas conjecturas.

A primeira estabelece que tomando como referéncia H. os valores de S; para os fons
re[He|

Z[ion]’
onde 7.[H.| é o raio de confinamento de H, e Z[ion| é o nimero atémico do ion. No sentido

hidrogenoides sao invariantes em relacao ao raio de confinamento pela relacao

de ilustrar a nossa conjectura tomemos dois exemplos baseados nos dados dispostos na
Tabela 14:

a) No atomo H, temos que para o valor de r. = 1,0000 u.a. o valor de S; é de 6,5449.

Y

Efetuando a divisao encontramos quando analisamos os valores referentes ao

He! (Z=2) para r. = 0,5000 u.a. o valor de S; também de 6,5449.
1, 5000

b) No H. em r. = 1,5000 u.a. temos que S; = 6,5157. Implementando a divisao
encontramos para o Lii ¥ (Z=3) em r. = 0,5000 w.a. o valor de S; = 6,5157.

mimn
P =

N o

A segunda conjectura é que o valor minimo da soma entréopica possui a relagao r

A titulo de exemplos temos:

a) No H. (Z=1) o valor minimo de S; = 6,4715 acontece em r. = 3,0000 u.a. como

, 3
encontramos na Tabela 14. Utilizando a relagao proposta r"" = 1= 3,0000 u.a..

[

b) No caso do litio Lij * (Z=3) o valor minimo de S; = 6,4715 se d4 em r. = 1,0000 u.a.
como constatamos na Tabela 14. Aplicando a conjectura proposta encontramos

L g = 1,0000 u.a..

[
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Assim, fornecemos um estudo semelhante ao apresentado para sistemas nao con-
finados, como por exemplo o que afirma que a soma entropica nao depende do niimero
atomico para hidrogenoides livres nos estados fundamental ou excitado, enquanto que essa

dependéncia ¢ observada para dtomos multieletronicos [41,118].

Por fim, os resultados obtidos para os valores de S,, S, e S, organizados nas

Tabelas 12, 13 e 14 estao de acordo com os fornecidos pelos trabalhos tomados como
referéncias (Refs. [42] e [41]).

Tabela 11 — Valores esperados da energia em funcao do raio de confinamento r. para os
atomos H,, He! e Lif ™ no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

E
. He? Lirt

Te Refs. Presente Ref. [41]  Presente Ref. [41]  Presente
0,0300 — 0418,1211 — 9335,5758 — 12005,0456
0,0400 — 3032,2281 — 2970,2457 — 2908,0656
0,0500 — 1930,7205 — 1881,0755 — 1831,2315
0,0600 — 1333,8940 — 1292,4736 — 1250,8528
0,0700 — 974,9419 — 939,3961 — 903,6484
0,0800 — 742,5614 — 711,2542 — 680,0779
0,0900 — 583,6483 — 955,9346 — 528,0162
0,1000 468,9931"  470,2689 — 445,2962 — 420,1174
0,2000 | 111,0711%  111,3241 T 98,6812 — 85,8167
0,3000 46.59280 46,6797 381408 — 29.3630
0,4000 24,6703 — 18,1784 — 11,4287
0,5000 14,7482 14,7644 9,496 9,4965 3,933 3,9498
1,0000 2,374% 2,3741 -0,5 -0,4842 -3,816 -3,7622
1,5000 0,437° 0,4389 -1,696 -1,6721 -4,430 -4,3885
2,0000 -0,125 -0,1211 -1,933 -1,9115 -4,493 -4,4736
2,5000 20,3352 20,3296 1,985 -1,0708 45 24,4910
3,0000 -0,424% -0,4180 -1,997 -1,9883 -4,5 -4,4961
3.5000 20,4642 20,4584 1,999 -1,9945 45 24,4980
4,0000 -0,483? -0,4779 -1,999 -1,9970 -4,4989
4,5000 -0,492? -0,4876 -2 -1,9983 — -4,4993
5,0000 -0,4967 -0,4927 -2 -1,9989 — -4,4996
5,5000 -0,4982 -0,4955 — -1,9993 — -4,4997
6,0000 20,4997 20,4971 — 21,9995 - ~4,4998

TRef. [42] e *Ref. [41] .
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Tabela 12 — Entropia de Shannon S, em funcao do raio de confinamento r. para os atomos
H., He e Lif " no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

5,
. He Lirt
Te Refs. Presente Ref. [41] Presente Ref. [41] Presente
0,0300 — -9,8379 — -9,8419 — -9,8459
0,0400 — 28,9762 89315 89869
0,0500 — 28,3081 83148 83216
0,0600 — 77624 — 77705 T
0,0700 — -7,3013 — -7,3108 — -7,3205
0,0800 — -6,9021 — -6,9126 — -6,9242
0,0900 — -6,5501 — -6,5624 — -6,5751
0,1000 -6,2445" -6,2353 — -6,2491 — -6,2634
0,2000 AATTTY 41697 41088 42300
0,3000 -2,97461 -2,9676 — -3,0136 — -3,0652
0,4000 -2,1193 — -2,1843 — -2,2598
0,5000 -1,47° -1,4652 -1,55 -1,5512 -1,65 -1,6550
1,0000 0,5297 0,5283 0,317 0,2988 0,021 -0,0297
1,5000 1,649 1,6408 1,237 1,1867 0,633 0,5297
2,0000 2,397° 2,3783 1,714 1,6252 0,808 0,7049
2,5000 2,929° 2,8969 1,937 1,8275 0,843 0,7677
3,0000 3,3167 3.2662 2,023 1,0213 0,848 0,7963
3,5000 3,595 3,5259 2,055 1,9689 0,849 0,8117
4,0000 3,791° 3,7047 2,063 1,9959 0,8211
4,5000 3,9257 3,8255 2,065 2,0127 — 0,8273
95,0000 4,0117 3,9069 2,065 2,0239 — 0,8316
95,5000 4,064° 3,9623 2,0318 — 0,8347
6,0000 40957 40008 22,0375 00,8371

"Ref. [42] e “Ref. [41] .
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Tabela 13 — Entropia de Shannon S, em funcao do raio de confinamento r, para os dtomos
H., He e Lif " no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

Sp
. He! Lit

Te Refs. Presente Ref. [41] Presente Ref. [41] Presente
0,0300 — 16,4494 — 16,4512 16,4528
0,0400 — 15,5870 15,5803 15,5916
0,0500 — 14,9181 14,9207 14,9236
0,0600 — 14,3719 — 14,3752 14,3789
0,0700 — 13,9099 — 13,9140 13,9184
0,0800 — 13,5099 — 13,5141 13,5192
0,0900 — 13,1571 — 13,1625 13,1683
0,1000 12,8536" 12,8416 — 12,8477 12,8544
0,2000 1077887 10,7683 10,7821 10,7983
0,3000 956761 9.5585 95820 96116
0,4000 — 8,7026 — 8,7379 8,7857
0,5000 7,967° 8,0412 8,075 8,0906 8,152 8,1627
1,0000 5,991° 6,0112 6,18 6,1864 6,472 6,5012
1,5000 4,857* 4,8669 9,259 D,2848 9,894 23,9647
2,0000 4,099 4,1070 4,804 4,8590 2,745 23,8167
2,5000 3,565 3,5771 4,604 4,6771 5,719 95,7701
3,0000 3,1837 3.2054 4532 46003 5716 57507
3.5000 2.9142 2.9499 4508 45645 5717 5,7407
4,0000 2,737 2,7796 4,502 4,5456 2,7347
4,5000 2,609° 2,6689 4,501 4,5343 92,7308
95,0000 2,533° 2,5976 4,501 4,5270 5,7282
5,5000 2,487 2,5515 4,5220 5,7263
6,0000 2.4627 25208 45183 57248

"Ref. [42] e “Ref. [41] .
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Tabela 14 — Valores da soma entrépica S; em funcao do raio de confinamento r. para os

atomos H,, He! e Lif ™ no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

St
. He Lirt
Te Refs. Presente Ref. [41] Presente Ref. [41] Presente
0,0300 — 6,6115 6,6093 — 6,6070
0,0400 — 6,6109 66078 —— 6,6047
0,0500 — 6,6100 — 6,6060 — 6,6020
0,0600 — 6,6094 — 6,6047 —6,6001
0,0700 — 6,6086 — 6,6032 — 6,5979
0,0800 — 6,6078 — 6,6014 — 6,5950
0,0900 — 6,6070 — 6,6001 — 6,5931
0,1000 6,6091" 6,6063 — 6,5986 — 6,5910
0,2000 6,60117  6,5986 6,584 T 6,5683
0,3000 6,5930°  6,5910 — 6,5684 —— 6,5464
0,4000 — 6,5833 — 6,5536 — 6,5259
0,5000 6,497 6,5759 6,525 6,5395 6,505 6,5077
1,0000 6,52 6,5395 6,498 6,4852 6,493 6,4715
1,5000 6,506 6,5077 6,496 6,4715 6,527 6,4944
2,0000 6,495 6,4852 6,517 6,4842 6,554 6,5216
2,5000 6,494 6,4740 6,541 6,5046 6,563 6,5379
3,0000 6,4997 6,4715 6,555  6,5216 6,564 6,5470
3,5000 6,5097 6,4758 6,563 6,5335 6,566 6,5524
4,0000 6,5217 6,4842 6,565 6,5415 6,5559
4,5000 6,5337 6,4944 6,566 6,5470 — 6,5582
5,0000 6,544° 6,5046 6,566 6,5509 — 6,5598
95,5000 6,552* 6,5137 6,5537 — 6,5610
6,0000 65577 6,5216 6,559 — 6,5619

"Ref. [42] e “Ref. [41] .
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5.2.3 Analises para as regides de confinamento rigoroso

Para o estudo envolvendo os potenciais centrais nas regioes de confinamento rigoroso
também trabalhamos com quantidades em termos do quociente dos valores das energias E
e da soma entropica S; dos atomos de um elétron no estado fundamental. Desse modo,
definimos as quantidades 1, €5 € £3 como sendo a fragao das energias da particula confinada

em uma gaiola (e, ) e dos dtomos H,, Hel e LiI ™, ou seja,

C

E e ]
&1 = E [HC] s (58)
_ Ele]
€9 = m (5.9)
€3 = EE[I[EJL] . (5.10)

Representamos, ainda, as quantidades 7;, 7o e n3 como a fragdo dos valores da soma
entrépica S; da particula confinada em uma gaiola (e ) e dos dtomos H,, He e Lil™,

mais precisamente,

m = gz EI% , (5.11)
M = Sm (5.12)
N3 = S?[Igff:l] - (5.13)

Na Tabela 15 apresentamos os valores das energias e das quantidades €1, €5 € €3 em
funcdo de r. para a particula confinada em uma gaiola e para os atomos H., He e Li/*.
Constatamos que ao passo em que 7. tende para zero os valores das energias experimentam
uma forte elevagao. Ainda, quando a situacao de confinamento torna-se forte os valores de
€1, €2 € €3 aproximam-se de uma unidade indicando que a tendéncia geral ¢ que os valores
das energias dos dtomos H., He! e Li/ " avizinham-se dos valores de ¢, . O comportamento

geral das curvas das quantidades ¢1, €5 e €3 versus r, sao visualizadas na Figura 27.

Os valores da soma entréopica S; e das quantidades 7y, 7y e n3 em fungao do raio
de confinamento r, para a particula confinada em uma gaiola e para os 4tomos H., He e
Litt

i7" sao organizados na Tabela 16. Constatamos que quando r. encaminha-se para zero os

valores de 71, 12 e 13 dirigem-se para o valor de uma unidade. Isso ocorre pois os valores de

Sy dos dtomos H,, He! e Lif* aproximam-se dos valores de e . Na Figura 28 visualizamos

o comportamento aproximadamente linear das quantidades 7, 12 e n3 em funcao de r..
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Figura 27 — Valores das quantidades €1, €5 e €3 em funcao do raio de confinamento r..

1,02

1,015

1,01

N1, N2, N3

1,005

T e e S
0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5
rc (u.a.)

Figura 28 — Valores das quantidades 7y, 1o e 13 em funcao do raio de confinamento 7.
(regressao linear).



Capitulo 5. Resultados e Discussdo

78

Desta forma, com base no comportamento das quantidades 7y, 12, 13, €1, €2 € €3

tenderem para uma unidade ao passo em que o confinamento espacial da particula se torna

muito efetivo, inferimos que os efeitos do potencial de Coulomb passam a ser secundérios

em relagao a influéncia do potencial confinante para os dtomos H,., He! e Lif". Esse

fenémeno ja foi indicado por meio de uma andlise energética [73], aqui apresentamos uma

abordagem também utilizando a soma entrépica S;.

Tabela 15 — Valores esperados da energia E e das quantidades €1, 5 e €3 em funcgao do
raio de confinamento 7. para a particula confinada em uma gaiola (e ) e para
os dtomos H., He e Lif . Estado fundamental. Todos os valores em u.a..

E €1l €9 £3
Te €. H,. He. Lif*
0,0100 49348,0235 49257,3886 49010,3358 48763,0895 1,0018 11,0069 1,0120
0,0200 12337,0059 12252,5840 12128,9122 12005,0456 1,0069 1,0172 1,0277
0,0300 0483,1137  5418,1211  5335,5758  5252,8343 1,0120 1,0277 11,0438
0,0400 3084,2515  3032,2281  2970,2457  2908,0656 1,0172 11,0384 1,0606
0,0500 | 1973,9209 1930,7205 1881,0755 1831,2315 | 1,0224 1,0494 1,0779
0,0600 1370,7784  1333,8940 12924736  1250,8528 1,0277 1,0606 1,0959
0,0700 1007,1025  974,9419 939,3961 903,6484 1,0330 1,0721 1,1145
0,0800 771,0629 742,5614 711,2542 680,0779 1,0384 11,0841 1,1338
0,0900 609,2349 583,6483 555,9346 528,0162 1,0438 1,0959 1,1538
0,1000 493,4802 470,2689 445,2962 420,1174 1,0494 11,1082 1,1746
0,2000 123,3701 111,3241 98,6812 85,8167 1,1082 11,2502 1,4376
0,3000 54,8311 46,6797 38,1408 29,3630 1,1746 1,4376 1,8674
0,4000 30,8425 24,6703 18,1784 11,4287 1,2502  1,6967 2,6987
0,5000 19,7392 14,7644 9,4965 3,9498 1,3369 2,0786 4,9976
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Tabela 16 — Valores da soma entrépica S; e das quantidades 7y, 72 e 13 em fungao do raio
de confinamento r. para a particula confinada em uma gaiola (e, ) e para os

dtomos H,, He! e Lif*. Estado fundamental. Todos os valores em u.a..

Sy Ui T2 13
T e H. Hel  Lii ™"
0,0100 6,6172 6,6127 6,6123 6,6106 1,0007 1,0007 1,0010
0,0200 6,6172 6,6122 6,6109 6,6094 1,0008 1,0010 1,0012
0,0300 6,6172 6,6115 6,6093 6,6070 1,0009 1,0012 1,0016
0,0400 6,6172 6,6109 6,6078 6,6047 1,0010 1,0014 1,0019
0,0500 6,6172 6,6100 6,6060 6,6020 1,0011 1,0017 1,0023
0,0600 6,6172 6,6094 6,6047 6,6001 1,0012 1,0019 1,0026
0,0700 6,6172 6,6086 6,6032 6,5979 1,0013 1,0021 1,0029
0,0800 6,6172 6,6078 6,6014 6,5950 1,0014 1,0024 1,0034
0,0900 6,6172 6,6070 6,6001 6,5931 1,0015 1,0026 1,0036
0,1000 6,6172 6,6063 6,5986 6,5910 1,0017 1,0028 1,0040
0,2000 6,6172 6,5986 6,5834 6,5683 1,0028 1,0051 1,0074
0,3000 6,6172 6,5910 6,5684 6,5464 1,0040 1,0074 1,0108
0,4000 6,6172 6,5833 6,5536 6,5259 1,0051 1,0097 1,0140
0,5000 6,6172 6,5759 6,5395 6,5077 1,0063 1,0119 1,0168
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5.3 Sistemas confinados de duas particulas

Para o estudo dos atomos confinados compostos por dois elétrons, a saber o ion de
hidrogénio negativo H , o hélio He,. e o litio ionizado Li} iniciamos por definir a expressao
para a funcdo de corte (7). Andlises anteriores mostram que fungées do tipo polinomial
apresentam boa estabilidade numérica [151]. Sendo assim, adotamos uma funcao de corte

desse tipo com o expoente n = 1, ou seja,

Qr) = [1 - ()] , (5.14)
onde r. é o raio de confinamento.

Desta maneira, substituindo a fungdo de corte representada pela Eq (5.14) nas

func¢des de onda aproximadas para o estado fundamental dos sistemas, ou seja, nas

Eqs. (4.74), (4.75) e (4.76), utilizando o sistema de unidades atémicas, temos®

@@L e
S
1- (f)} . (5.17)

Essas equacgoes estao dispostas em ordem de incremento da quantia de correlagao eletronica

@oelry,ma) = D ewlritre)

Qi(r1,m2) = E er(ntr2)

r
Orne(r1,m2) = F @a(TIHQ)”Y(Tl?) [1 a (rlﬂ

no sistema. As Egs. (5.15) e (5.16) sdo usadas na equagdo de Schrodinger levando em
conta, nessa ordem, a nao inclusao e a computacao do termo de interacao coulombiana

entre os elétrons V.. (|7 — 73]).

Em particular, na Eq. (5.17) consta o termo y(ri2) = (1 + b ri3), onde b é um
parametro variacional e 15 = |r] — 73| é a distancia relativa entre os elétrons. O referido
termo introduz uma correlacdo entre o movimento dos elétrons na prépria funcao de
onda. Em todo caso, a utilizagdo de ~y(r12) carrega consigo a inclusdo de considerdveis
dificuldades na resolugao do problema. Uma das maneiras de contornar tais nuances é a

utilizagao das chamadas coordenadas de Hylleraas que sao definidas como [167]

S=1ry+r, (5.18a)
t=ry—1, (5.18b)
u=rie=|r] —r3l. (5.18¢)

Nessas coordenadas a fungao de onda representada pela Eq. (5.17) tem a forma

o(s,t,u) =G e (1+bu) [Tc — (s ; tﬂ [Tc — (S;tﬂ : (5.19)

O termo de spin ®(wq, ws) ndo contribui para a integral variacional, logo omitimos essa parcela nas
fungbes de onda.

3
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skt

onde o fator [rc — ( )} representa a fungao de corte e r. é o raio de confinamento.

A equacao de Schrodinger tem uma forma especifica nas coordenadas de Hylleraas
juntamente com o elemento de volume dv e as condigoes de contorno para a imposicao
do confinamento apropriadas a fun¢ao de onda dada pela Eq. (5.19). Para uma melhor

discussao do método de Hylleraas baseado nessas coordenadas ver Apéndice E.

Uma vez determinados os pardmetros variacionais w, 7, o e b (ver Apéndice C) para
compor as fungoes de onda ¢S (r1,7r2), ¥5.(r1,72) € (s, t,u) (ou ! (r1,79)) para os dtomos
confinados H, , He, e o Lij" no estado fundamental, calculamos o valor esperado para as
energias e as entropias de Shannon S, e S, respectivamente, dadas pelas Egs. (3.37) e (3.38)
com D = 3. Também determinamos os valores da soma entropica S;. Além de outras
analises, com base nesses dados, estudamos a relacao de S,, S, e S; com a correlacao

eletronica.

Os valores esperados da energia E' em funcao do raio de confinamento r. utilizando
as fungoes ¢.(ry,72), ©5.(r1,m2) € ¢°,.(r1,m2) para os elementos H., He. e o Lil estdo
organizados na Tabela 17 e o comportamento global dessas quantidades podem ser
examinados na Figura 29 (0,6000 < 7. < 5,000). Inicialmente, percebemos que
a tendéncia é que os valores da referida energia encaminhem-se para os valores sem o
constrangimento espacial quando os valores de 7. tendem para o infinito. Por outro lado,
observa-se a inflexao das curvas quando a situagao de confinamento aumenta ou, dito de

outra forma, ocorrem a diminuicao de 7..

20
] —— 1
15 =2
] —o— 3
10
B ]
3 5]
w 1
0+ H¢
] Hec
_5j
E A& 4 Lif
-0+t
1 2 3 4 5
rc (u.a.)

Figura 29 — Valores esperados da energia E em funcao do raio de confinamento r. para
os atomos H_, He, e Lil no estado fundamental. Legenda: 1 = ¢¢.(ry,79),

2= Spgc(rlﬂ,'ﬂ?) ed = Sainc(rlar2)-

Por meio de uma anélise da Tabela 17 e pelo gréfico da Figura 29 percebemos que os

valores esperados da energia obtidos melhoram com a utilizacao, nessa ordem, das fungoes
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©i(ry, ), wi(ri,re) e f . (r1,72), ou seja, a propor¢ao que levamos em consideragao as
interacoes eletronicas. Do uso da funcao ¢S (r1, r2) para a ¢5.(r1,r2) a diferenca dos valores
esperados da energia obtidos é bastante consideravel, ja da passagem da fungao ¢5.(r1,rs)
para a ¢, .(r1,72) a diferenca da energia em questao nao é tao grande como a diferenga

anterior, entretanto estd longe de ser irrelevante.

Em relagao aos valores da energia do dtomo He, disponibilizados na Ref. [168]
os resultados obtidos aqui sao bem semelhantes. Isso ocorre pois esse estudo tomado
como referéncia utiliza uma metodologia de trabalho andloga ao nosso, ou seja, faz uso de
calculos variacionais para a determinagao da energia eletronica do atomo de dois elétrons
confinados por uma barreira de potencial esférica e, entre outras fungoes de onda, utiliza

também uma funcao que contém explicitamente um termo de correlagao.

O estudo apresentado na Ref. [41] também ¢é utilizado para comparagao dos valores
da energia dos dtomos H_, He,. e Li/ na Tabela 17. Essa referéncia trabalha com um
modelo onde a situagao de confinamento é implementada nas equagoes de Kohn-Sham
do sistema e é utilizado um potencial de correlagao. Assim os valores apresentados nesse

trabalho diferem dos nossos oferecendo em algumas situagoes melhores valores da energia.

Ainda, como exemplo da acuracia das func¢oes adotadas tomemos na Tabela 17
para o He. os valores esperados da energia -3,9999 u.a., -2,8443 u.a. e -2,8885 u.a., nessa
ordem, obtidas pelo uso das fungoes ¢S .(r1,72), ¥5.(r1,72) € @5,.(r1,r2) em 7. = 7,0000 u.a..
A titulo de comparacao para o atomo de hélio sem constrangimento espacial as energias
exatas e obtidas pelo método de Hartree-Fock sao, respectivamente, E.,; = -2,9037 u.a. e
Eyr =-2,8617 u.a. [168].

No caso do fon atémico confinado? H_, para o valor de r, = 7,0000 u.a., o melhor
valor esperado da energia é de -0,4924 u.a. utilizando a funcao ¢y, .(r1,72). Com base
nesse valor de energia, a principio, o sistema poderia ser visto como instavel. Entretanto,
a barreira de confinamento evita que um segundo elétron escape do sistema originando
um atomo neutro de hidrogénio. No que segue, a despeito da estabilidade conferida pelo
confinamento, o uso de func¢oes de onda testes mais refinadas conduz para valores de

energias de estados ligados independente do confinamento para este sistema [169].

Nas Tabelas 18 e 19 organizamos, nessa ordem, os valores esperados das energias
cinética E. e potencial F, em funcao de 7, utilizando as funcoes de onda propostas para
os sistemas H_ , He. e Li/". Detectamos que ao passo em que a situagio de confinamento
intensifica-se os valores de E. aumentam e os de £, diminuem. De um ponto de vista

semi-classico entendemos que a medida que ocorre o constrangimento espacial os elétrons

4 Para o 4tomo ionizado de hidrogénio ndo confinado temos que o uso de funcdes de onda testes utilizadas

para o atomo de hélio ndo confinado leva a obtengdo de uma faixa de energia de estado nao ligado para
o H™. Entretanto, com o uso de func¢ées de onda mais refinadas e que descrevem melhor os efeitos de
blindagem dos elétrons em relagdo ao nicleo obtém-se energias caracteristicas de estados ligados [164].
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aproximam-se cada vez mais do nicleo atémico, dessa forma a diminui¢cdo e aumento,

respectivamente, de E, e E, evitam que ocorram precipitagoes dos elétrons no nucleo.

Em relagao aos efeitos do incremento de correlacao eletronica nos valores esperados
da energia cinética dos elementos estudados temos que, inicialmente, os valores de E,
sdo mais altos quando nao estamos incluindo o termo V(|7 — 7|), em outras palavras,
na ocasiao em que adotamos a fungao ¢S (ry,r2). A computagao do termo de repulsao
eletrostético entre os elétrons, ou seja, uso da fungao ¢5.(r1,72) acarreta uma diminuigao
dos valores esperados da energia cinética que, por sua vez, voltam a aumentar seus valores

com a inser¢ao do termo de correlacao v(rjz) ou a adogao da funcao ¢f .(r1,72).

No que diz respeito ao comportamento dos valores esperados da energia potencial
com a introducao dos efeitos das interagoes eletronicas observamos que os valores de E,
sdo mais baixos com a utilizagdo da fungdo ¢%.(r1,72) e vai aumentando ao passo que
inserimos em nosso modelo parcelas de correlagao eletronica, nessa ordem, com a utilizagao

das funcoes @5, (r1,72) € @5, (71, 72).

Os comportamentos globais dos valores esperados das energias cinética e potencial
em funcao de r. sdo visualizados na Figura 30 (valores compreendidos entre 0, 6000 < r, <
5,000 das Tabelas 18 e 19). No caso a) temos as variagoes de E, versus r. e no caso b) £,
versus .. Em ambas as situagoes percebemos as inflexoes que as curvas experimentam
com o aumento da situacao de confinamento. Por outro, inferimos que os valores de F, e
E, encaminham-se para valores constantes quando o rigor do confinamento é relaxado e o

sistema tende para um comportamento nao confinado.

a) b) o
30 —— 1
.2 e
e 3
25
-10
20
= ~-15
n (] .
- . - . - -Ll+
215 2 .
i ui -20
10 1
- - = Lic* -25 2
5 —— 3
0 ---ﬁHc
et e —
1 2 3 4 5 1 2 3 4 5

rc(ua.) rc (u.a.)

Figura 30 — Valores esperados das energias cinética E, a) e potencial £, b) em fungao do
raio de confinamento r, para os atomos H_ , He, e Lij" no estado fundamental.

Legenda: 1 = ¢ (r1,72), 2 = ¢L(r1,72) € 3 = ¢F (r1,72).

No que diz respeito a um estudo quantitativo das parcelas de efeitos de correlagao
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eletronica definimos duas medidas operacionais baseadas na energia, ou seja,

= E g5 (r1,m2)] = Bl (r1,72)] (5.20a)
p2 = E oy, (r1,72)] = E g (r1,72)] (5.20b)

onde F [p¢.(r1,72)] é 0 valor da energia calculado via fungao ¢S (11, r2), enquanto E [, (11, 72)]

e E ¢! .(r1,r2)] sdo as energias obtidas por meio das fungées ¢t (11,72) € @5, (r1,72)

Na Tabela 20 dispomos os valores de u; e puy em funcao de r. para os atomos
H_, He, e Lil e na Figura 31 visualizamos o comportamento global dessas quantidades.
Usualmente existem duas maneiras de se investigar o comportamento das energias de
correlagdo no ambito de sistemas confinados. Um primeiro modo leva em consideracao

o nimero atomico do sistema Z e um segundo estudo é empreendido variando o raio de

confinamento.
37
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Figura 31 — Energias de correlagdo p; e po em fungdo do raio de confinamento r. para os
dtomos H_ | He, e Lil no estado fundamental.

Em relacao ao nimero atomico concluimos que as energias de correlacao py e juo
aumentam com o incremento do nimero atéomico e o espacamento da diferenca de energia

entre dois elementos de nimeros atomicos vizinhos aumentam também com o valor de Z.

Ao que tange a investigacao com base nas variagoes de r. temos que os valores de
11 € lo aumentam com a elevagdo da situagao de confinamento e quando r. tende para
infinito essas energias se encaminham para um valor constante. Tais comportamentos
aparecem em medidas de correlagdo baseadas em energias, porém calculadas por diferentes
métodos [169, 170].

Para a analise da entropia de Shannon no espago das posig¢oes S, exibimos os
valores dessa quantidade em funcao de 7. na Tabela 21. No caso do H_ os valores de

S, aumentam com a computagao do termo V.. (|7 — 7|) na equacao de Schrédinger, ou
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seja, da passagem do uso da fungao ¢ .(r1,72) para a g (r1,72). Ainda, os valores de S,
calculados por meio de ¢5.(ry,r2) s@o maiores dos que os determinados via ¢}, .(71,73).
Para os atomos He,. e Lic+ os valores de S, aumentam no sentido da inclusdo dos efeitos das

interagoes eletronicas, ou seja, utilizando ¢S, (11, 72), @5.(r1,72) € 5. (11, 72) nessa ordem.

No caso dos atomos He, e Li;r o fato dos valores de S, em geral aumentarem a
medida em que incluimos a correlagao eletronica se deve a forca de repulsao cada vez
maior que os elétrons passam a experimentar entre si, o que influencia no espraiamento ou

em uma maior deslocalizagdo da densidade de probabilidade.

Em relagao ao caso especifico do H, o aumento de S, também ¢é observado quando
o termo V.. (|7 — 72|) é incluido na equacdo de Schrodinger. Entretanto, observa-se uma
diminuicao do valor de S, quando calculado por meio da funcao ¢, .(r1,72) ao invés da
fungao ¢5.(r1,r2). No modelo proposto para o H, a inclusdo do termo de correlagao y(r12)
na fun¢ao de onda faz com que um elétron fique mais proximo do ntcleo, enquanto o outro
tende a se desvincular do sistema e é mantido ligado devido as barreiras de confinamento.
Esse fenomeno faz com que a densidade de probabilidade nesse tltimo caso fique mais

localizada em relacao a situagdo anterior.

A tendéncia geral dos dados contidos na Tabela 21 sao visualizados no grafico a)
da Figura 32. Nesse grafico observamos o espagamento das curvas originadas pelos calculos
de S, em funcao de 7. usando as fungdes de onda propostas. Temos que as diferengas entre
os valores de S, sdo maiores na passagem do uso da funcao ¢, (r1,72) para a 5. (r1,72) do
que do uso da fungao ¢, (r1,72) para a ¢, (71, 72). Nesse tltimo caso os valores sao bem
proximos causando uma certa sobreposicao dessas duas curvas. Adicionalmente, quando
r. tende para infinito os valores de S, passam a ser constantes e encaminham-se para
os valores do sistema nao confinado, enquanto que quando a situacao de confinamento

torna-se rigorosa temos uma inflexdo para baixo no comportamento das curvas.

Em relacao ao estudo da entropia de Shannon no espago dos momentos .S, apre-
sentamos os valores dessa quantidade em funcao de r. na Tabela 22. Para os sistemas
estudados e para os diversos valores de r. temos que valores de S, diminuem com a
inclusao da correlacao eletrénica, ou seja, com o uso do termo V(|7 — 7|) na equagao
de Schrodinger. Mais precisamente, os valores de S, determinados utilizando a fungao de

onda ¢5.(r1,r2) sdo menores dos que os encontrados usando a fungao ¢$.(r1,72).

Uma explicagao para o episédio dos valores de S, diminuirem com a inclusao da
correlacdo é que a computacao do termo V.(|7; — 73|) na equagao de Schrodinger faz com
que os valores das energias cinéticas dos elétrons diminuam, como podemos constatar na
Tabela 25, e como resultado desse efeito temos uma maior localizacao da densidade de

probabilidade no espaco dos momentos.

Os resultados obtidos e apresentados na Tabela 22 tem suas tendéncias gerais
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Lic*

Hec

re (u.a.) rc (u.a.)

Figura 32 — Entropias de Shannon a) S, e b) S, em funcao do raio de confinamento r. para
os atomos H_, He, e Li no estado fundamental. Legenda: 1 = ©<.(rq,7s),

2= sogc(ThTQ) ed = gpﬁnc(rlﬂb)‘

observadas no grafico b) da Figura 32. Nesse grafico observamos mais nitidamente a
diferenca de valores de .S, quando calculados pelas funcoes de onda propostas. Novamente,
como semelhante ao caso do grafico a), quando r. tende para infinito os valores de S,
encaminham-se para os valores do sistema nao confinado. Por outro lado, a medida em

que se aumenta a situagao de confinamento percebe-se o desvio para cima das curvas.

Para o exame do comportamento da soma entréopica S; com a variacao de r. organi-
zamos a Tabela 23. Para os dtomos H, e He. com a passagem do uso da funcao ¢S, (r1,72)
para ¢5.(r1,72) percebemos que o valor minimo da soma entrépica S;™" experimenta um

man

ot Assim, para o

deslocamento em relacao ao raio de confinamento correspondente r
H, utilizando ¢, (r1,7) temos S{"" = 12,9676 em " = 3,0010 u.a., enquanto que
para ¢¢.(r1,7) temos S/ = 12,9673 em 77" = 4,0000 u.a.. No caso do He, dispomos
para ¢ (r1,72) de S/ = 12,9675 em 7" = 1,4001 se deslocando quando utilizamos

©° (11, 75) para S™" = 12,9679 em ™" = 1,6000 u.a..

Para o Li'

+, ainda de acordo com a Tabela 23, o valor de S/"" acontece em

™" =1,0000 u.a. utilizando ambas as fungdes <, (r1, r9) e 5. (1, 72). Entretanto, célculos
adicionais mostram que modificando o passo da diferenca de valores de r. encontramos
para a funcdo ¢¢.(r1,72) o valor de S7"" = 12,9674 em r™" = 0,9500 u.a. e para @5, (r1, o)

temos S = 12,9675 em r™" = 1,1000 u.a..

Nesse sentido os valores minimos da soma entréopica S;™" computam os efeitos
de incremento da correlacao eletronica. Na Figura 33 (dados da Tabela 23) realizamos
os graficos de S; versus r. onde observamos para os elementos H_ e He, os minimos das

curvas experimentar um deslocamento com os calculos realizados utilizando as fungoes
C C
Poe(r1,72) € @ic(r1,12).

Ainda os valores de S;"" dos atomos hidrogenoides confinados estudados difereciam-
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. ; 3
se por uma mudanca de escala guardando a relagao """ = Z
Sy para os atomos de dois elétrons confinados no modelo de particulas independentes,

. Verificamos que os valores

utilizando a fungao de onda ¢S, (r1,r2), cumprem aproximadamente a relacdo anterior.
Entretanto, quando incluimos algum efeito de correlagao a interagao entre os elétrons
acaba por de alguma forma quebrar essa simetria e a relacao r."" = - nao é mais valida

para os calculos utilizando a fungao ¢f.(ry,rs).

Em todo caso, todos os valores minimos de S; ficam acima do valor minimo
permitido pela relagao de incerteza para os atomos de dois elétrons estudados o que acaba

por validar tal relacao.

Para fins de comparacao com os resultados organizados nas Tabelas 21, 22 e 23
utilizamos os dados apresentados na Ref. [41]. Esse estudo trabalha com um modelo onde
a situagdo de confinamento é implementada nas equagoes de Kohn-Sham do sistema e é
utilizado um potencial de correlacao. Além disso, os calculos para a obtencao das entropias
de Shannon e da soma entropica é efetuado para 1 densidade de probabilidade eletronica,
levando em consideragao que no formalismo implementado / prs(7)dr = 2. Desta forma,
deve ser levado em conta aproximadamente o dobro do valor da referéncia citada na
comparagao com os nossos resultados. Dadas essas consideracoes os valores obtidos aqui
via fungdo ¢f .(r1,72) para os célculos de S, e por meio da funcao ¢j.(ry,2) para os

calculos de S,, além de S; sdo bem razodveis quando comparados com os da Ref. [41].

13,24 -
g Ho He, Lict
] a1 =1 ] =1
: 2 2 | -2
13,15
13,1
W ]
13,05
13-
12,95 -+ e
0 1 2 3 4 5 6 7

rc (ua.)

Figura 33 — Soma entroépica S; em funcao do raio de confinamento r. para os atomos H_,
He. e Li no estado fundamental. Legenda: 1 = ¢S (r1,72), 2 = ¢5.(r1,72).

De forma semelhante ao que fizemos no caso da anélise energética (ver as definigoes
de 1 e ps) definimos duas medidas operacionais de correlagdo baseadas, nessa ocasiao,

nas medidas de S, e S, as quais denominamos entropias de Shannon de correlagao nos
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espagos das posicoes e dos momentos. Para o caso nos espagos das posicoes temos

Br = S [ (r1,m2)] = Sp [@5c(r1,m2)] (5.21a)
By = Sy [Pre(r1,m2)] = Sr [pee(r1,m2)] (5.21b)

onde S, [¢%.(r1,72)] é o valor da entropia de Shannon calculada via fungao ¢$.(r1,72),
enquanto S, [¢5.(r1,72)] € Sy [¢F,.(71,72)] sdo as quantidades obtidas por meio das fungoes

05 (r1,ma) e ¢t (r1,79). E, para a situacao no espaco dos momentos, definimos

Bs = Sp[#ic(r1m2)] = Sp [Wle(r1s72)] (5.22)

onde S, [¢5.(r1,m2)] é o valor calculado via ¢S (r1,7r2). Além disso, S, [¢f.(r1,72)] € a

entropia de Shannon obtida por meio da fungao ¢j.(ry,72).

Na Tabela 24 sistematizamos os valores de (1, 82 e 83 em funcao de r. para os
dtomos H_ , He. e Li}. Identificamos que para o caso do H_ os valores de (3; sao maiores
dos que de 3, isso reflete e mensura o fendmeno discutido anteriormente que para esse
elemento os valores de S, diminuem quando adotamos a fungao de onda ¢, .(r1,72) ao

invés da ¢S, (r1, ). Para os 4tomos He, e Li! os valores de (35 sao maiores dos que 3;.

Ainda, com base nos dados situados na Tabela 24, o comportamento de S, 85 e f3,
em relacao ao nimero atomico Z, é que essas quantidades sao maiores para os elementos
mais massivos para valores de r. tendendo ao infinito e ao longo do aumento da situacao
de confinamento os valores de (31, 2 e §3 passam a ter um comportamento diferente e que
visualizamos na Figura 34. Nos gréaficos apresentados notamos que as curvas das entropias

de Shannon de correlagao versus r. se cruzando algumas vezes quando 7. se encaminha

para zero.
a) 2—_ ) b) I
i 0
1,5—_
-0,5]
“ ] —e—eo—o—o—o—olLi*
RS &
[--Y —-14 "= —=—=»—u He,
0,5 ]
1 -1,5
o] ] L
T T T T T T T =2 T T T T T T s
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

rc (u.a.) re (u.a.)

Figura 34 — Entropias de Shannon de correlagao (3, 52 e B3 em funcao do raio de confina-
mento 7. para os atomos H_ , He. e Lij” no estado fundamental.

A anélise das entropias de Shannon de correlacdo ao que tange a situacao de

confinamento, isto é, variagoes de r., sao feitas com base nos graficos da Figura 34. No
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caso a) temos os valores de /31, 2 em fungdo do 7. e no caso b) os valores de 53 em fungao
de 7. (dados oriundos da Tabela 24). Em ambas as situagoes as quantidades (1, 52 e (3
dirigem-se para valores constantes quando r. tende para o infinito, situacdo em que o
sistema se assemelha a um sistema nao confinado. Os valores das quantidades em estudo
sofrem uma inflexao, no caso a) para menos e no caso b) para mais, e tendem para zero

a0 passo em que a situagao de confinamento aumenta.



Tabela 17 — Valores esperados da energia E em func¢ao do raio de confinamento 7. para os 4tomos H , He. e Li no estado fundamental.
Todos os valores em u.a..

E
H_ He, Lif
Te Ref. [41] ¢5c(r1,m2)  @ic(r1,72)  @mel(ri, 2) Refs.  ¢gc(r1,m2)  95e(r1,72)  @me(r1,72) Ref. [41]  ¢5.(r1,72) @5.(r1,m2)  Pene(r1,72)

0,4000 54,145 49,7965 54,3486 41,366 1 36,6461 41,3290 27,991 22,9798 27,8079

0,6000 22,345 19,2361 —_— 13,546 1 10,2133 13,3553 —_— 4,1289 0,5896 3,9773 —_—
0,8000 11,545 9,1615 11,4942 —_— 4,7606 B 2,1786 4,6630 —_— -2,731 -5,5078 -2,8064 —_—
1,0000 6,7133 4,7812 6,6709 —_— 1,0186 2 -1,0000 1,0626 1,0186 -5.275 -7,6058 -5,2823 -5,3391
1,2001 2,5525 4,1482 —_— —_— -2,4484 -0,6588 -0,7066 —_— -8,4116 -6,3079 -6,3666
1,4001 —_— 1,2998 2,6868 2,6492 —_— -3,1648 -1,5600 -1,6100 —_— -8,7392 -6,7642 -6,8228
1,6000 1,7908 0,5446 1,7765 1,7365 -2,083 1 -3,5377 -2,0618 -2,1128 -7,066 -8,8780 -6,9779 -7,0354
1,8000 1,1834 0,0655 1,1778 1,1365 -2,4049 2 -3,7384 -2,3536 -2,4049 -7,176 -8,9394 -7,0829 -7,1387
2,0000 0,7659 -0,2500 0,7678 0,7256 -2,083 T -3,8488 -2,5285 -2,5797 -7,229 -8,9679 -7,1370 -7,1912
2,5000 0,167 -0,6687 0,1834 0,1405 -2,797 I -3,9573 -2,7272 -2,7772 -7,27 -8,9914 -7,1894 -7,2405
3,0010 -0,8453 -0,0978 -0,1405 -3,9857 -2,7936 -2,8420 -8,9969 -7,2055 -7,2547
3,5000 -0,28 -0,9247 -0,2459 -0,2879 -2,893 T -3,9943 -2,8189 -2,8661 -7,279 -8,9986 -7,2121 -7,2602
14,0000 20,369 -0,0622 20,3295 20,3708 28760 2 -3,9974 22,8302 22,8764 7544 -8,0993 77,2154 27,2628
4,5000 -0,423 -0,9803 -0,3789 -0,4194 -2,905 1 -3,9986 -2,8359 -2,8815 -7,279 -8,9996 -7,2174 -7,2643
5,0000 -0,456 -0,9893 -0,4091 -0,4490 -2,8843 2 -3,9992 -2,8392 -2,8843 -8,9998 -7,2186 -7,2653
5,5010 -0,9940 -0,4282 -0,4675 —_— -3,9995 -2,8412 -2,8860 —_— -8,9998 -7,2195 -7,2659
6,0000 -0,492 -0,9964 -0,4406 -0,4793 -2,906 1 -3,9997 -2,8426 -2,8872 —_— -8,9999 -7,2201 -7,2663
7,0000 -0,508 -0,9986 -0,4545 -0,4924 -2,906 I -3,9999 -2,8443 -2,8885 —_— -8,9999 -7,2209 -7,2669

"Ref. [41] e *Ref. [168].
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Tabela 18 — Valores esperados da energia cinética E, em funcao do raio de confinamento r, para os dtomos H_, He, e Lif no estado

fundamental. Todos os valores em u.a..

E.
o He, Lif
Te Psc(r1,m2)  05(r1,72)  Pre(ri,me) | 0e(r,me) @1, m2)  ne(r,m2) | @h(r,m2) 05T, 1) Pme(T1,T2)

0,4000 62,7130 62,6128 63,4376 63,1871 64,8319 64,3817

0,6000 28,0012 — 28,8142 28,4325 — 30,5085 29,9393 —
0.8000 | 158594 15,7453 — 16,7754 16,4344 — 18,8426 18,1207 —
1,0000 10,2463 10,1243 — 11,2813 10,8878 10,9567 13,7913 12,8855 12,9593
1,2001 7,2024 7,0707 — 8,3734 7,9144 7,9794 11,3707 10,2650 10,3281
1,4001 5,3742 5,2346 59,2931 6,6976 6,1642 6,2249 10,1779 8,8833 8,9365
1,6000 4,1938 4,0438 4,0964 95,6833 95,0690 09,1253 9,5912 8,1424 8,1880
1,8000 3,3898 3,2288 3,2790 5,0540 4,3559 4,4080 9,3036 17,7432 17,7843
2,0000 2,8203 2,6474 2,6956 4,6609 3,8809 3,9294 9,1616 7,5270 7,5660
2,5000 1,9675 1,7610 1,8046 4,2097 3,2620 3,3042 9,0407 7,3188 71,3577
3,0010 15317 102863 13201 10717 3,246 3,043 00136 7.2628  7.3035
3,5000 1,2962 1,0084 1,0455 4,0277 2,9313 2,9707 9,0057 7,2436 7,2857
4,0000 1,1652 0,8345 0,8696 4,0122 2,8919 2,9320 9,0028 7,2354 7,2784
4,5000 1,0926 0,7215 0,7553 4,0061 2,8738 2,9145 9,0015 7,2311 7,2748
5,0000 1,0524 0,6462 0,6794 4,0033 2,8646 2,9059 9,0009 17,2287 17,2728
5,5010 1,0303 0,5953 0,6282 4,0020 2,8594 2,9011 9,0006 17,2272 17,2716
6,0000 10180 05606  0,5935 10012 28563 2,803 00004 72262 72708
7.0000 10069 05199 05533 10006 28528  2.8054 00002 72250  7,2699
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Tabela 19 — Valores esperados da energia potencial E, em fun¢ao do raio de confinamento r. para os dtomos H_, He. e Li} no estado
fundamental. Todos os valores em u.a..

Ep
- He, Lif

Te Psc(r1,m2)  05(r1,72)  Pre(ri,me) | 0e(r,me) @1, m2)  ne(r,m2) | @h(r,m2) 05T, 1) Pme(T1,T2)
0,4000 -12,9165 -12,8012 -26,7915 -26,5233 -41,8521 -41,3809
0,6000 -8,7652 — -18,6009 -18,2636 — -29,9189 -29.,3230 —
0.8000 | -6,6079 - 6.5666 — 145968 -14,2342 — 243504 -23,5042 —
1,0000 -5,4651 -5,3248 — -12,2813 -11,8596 -9,9380 -21,3971 -20,4475 -18,2984
1,2001 -4,6499 -4,4982 — -10,8218 -10,3296 -8,6860 -19,7823 -18,6223 -16,6947
1,4001 -4,0744 - 3,9139 -2,6389 -9,8623 -9,2901 -7,8348 -18,9171 -17,5576 -15,7593
1,6000 -3,6492 - 3,4766 -2,3599 -9,2210 -8,5615 -7,2381 -18,4692 -16,9462 -15,2234
1,8000 -3,3243 -3,1392 -2,1426 -8,7924 -8,0423 -6,8129 -18,2430 -16,6014 -14,9230
2,0000 -3,0703 -2.8714 -1,9699 -8,5096 -7,6708 6,5091 -18,1294 -16,4087 -14,7572
25000 | -2,6362  -2,3986 - 1.6640 81671 71453 6,314 18,0322 -162176  -14.,5983
3.0010 | 23771 -2,0046  -1,4666 80574 69262 -5,0063 18,0105 -16,1647 14,5582
3,5000 -2,2209 -1,8894 -1,3334 -8,0220 -6,8358 -9,8368 -18,0043 -16,1462 -14,5459
4,0000 -2,1274 -1,7456 -1,2404 -8,0096 -6,7965 -5,8083 -18,0021 -16,1381 -14,5412
4,5000 -2,0729 -1,6435 -1,1748 -8,0047 -6,7780 -5,7960 -18,0011 -16,1339 -14,5391
5,0000 -2,0418 -1,5704 -1,1284 -8,0025 -6,7684 -5,7901 -18,0007 -16,1314 -14,5381
5,5010 -2,0242 -1,5179 -1,0956 -8,0015 -6,7629 -5,7871 -18,0004 -16,1299 -14,5375
6,0000 | -2,0144  -14805  -1,0728 80009 -6,7596 5,755 18,0003 -16,1288  -14,5371
7,0000 -2,0055 -1,4343 -1,0457 -8,0004 -6,7559 -9,7839 -18.0001 -16,1275 -14,5368
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Tabela 20 — Energias de correlagao pq e po em fungao do raio de confinamento r. para os

dtomos H_ , He, e Lil no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

H~ He,. Li;L

Tec M1 M2 M1 M2 M1 M2
0,8000 2,3327 S 2,4844 — 2,7014 —
1,0000 1,8897 — 2,0626 2,0186 2,3235 2,2668
1,2001 1,5957 — 1,7896 11,7418 2,1037 2,0450
1,4001 1,3871 1,3495 1,6048 1,5548 1,9749 1,9164
1,6000 1,2319 1,1918 1.4759 11,4249 1,9000 1,8426
1,8000 1,1123 1,0710 1.3848 11,3335 1,8565 1,8007
2,0000 1,0178 0,9756 1,3203 11,2690 1,8309 11,7766
2,5000 0,8521 0,8092 1,2301 11,1801 1,8020 1,7509
3,0010 0,7475 0,7048 1,1921 1,1437 1,7914 11,7422
3,5000 0,6789 0,6368 1,1754 1,1282 1,7866 1,7384
4,0000 0,6327 0,5914 1,1672 1,1210 1,7839 11,7364
4,5000 0,6014 0,5609 1,1627 1,1171 1,7822 11,7353
95,0000 0,5802 0,5404 1,1600 1,1149 1,7811 11,7345




Tabela 21 — Entropia de Shannon S, em fung¢ao do raio de confinamento 7. para os dtomos H,, He, e Lil no estado fundamental. Todos os

valores em u.a..

S
H, He, Lif
T Ref. [41]'  @Sc(ri,m2)  05:(11,72)  @Prac(r1, m2) Ref. [41]'  @Sc(ri,m2)  05:(T1,72)  @hnc(r1, m2) Ref. [41]"  @Sc(r1,m2)  ¢5.(r1,m2)  @hne(r1,72)

0,4000 2,088 41,2160 _1,1852 2,145 ~4,3441 ~1,3082 2212 ~4,4923 41,4504

0,6000 -0,881 -1,8450 — -0,976 -2,0595 -1,9881 — -1,094 -2,3272 -2,2484 —
0,8000 -0,032 -0,1852 -0,1150 —_— -0,17 -0,5052 -0,4086 —_— -0,353 -0,9344 -0,8034 —_—
1,0000 0,6209 1,0823 1,1760 e 0,4326 0,6345 0,7734 0,7779 0,1659 -0,0029 0,1973 0,2071
1,2001 2,0999 2,2214 —_— 1,4987 1,6911 1,6970 0,6121 0,8943 0,9089
1,4001 — 2,9420 3,0917 3,0886 — 2,1604 24171 2,4250 — 1,0032 1,3701 1,3900
1,6000 1,965 3,6537 3,8373 3,8369 1,5735 2,6648 2,9961 3,0065 0,9762 1,2439 1,6861 1,7112
1,8000 2,2912 4,2644 4,4854 4,4846 1,8151 3,0446 3,4577 3,4711 1,0961 1,3903 1,8922 1,9213
2,0000 25777 4,7933 5,0561 5,0543 2,0097 3,3254 3,8232 3,8400 1,1740 1,4804 2,0257 2,0578
2,5000 3,1633 5,8395 6,2271 6,2229 2,3414 3,7337 4,4235 4,4485 1,2618 1,5893 2,1939 2,2297
3,0010 6,5900 7,1331 7,1267 3,9134 4,7350 4,7660 1,6331 2,2623 2,2994
3,5000 3,9672 7,1188 7,8439 7,8354 2,6197 3,9970 4,8949 4,9293 1,2932 1,6547 2,2953 2,3328
4,0000 4,2494 7,4843 8,4092 8,3985 2,6651 4,0407 4,9813 5,0173 1,2942 1,6670 2,3137 2,3514
4,5000 4,4765 7,7300 8,8576 8,8445 2,6937 4,0659 5,0311 5,0679 1,2944 1,6747 2,3250 2,3629
5,0000 4,6607 7,8926 9,2113 9,1953 2,7042 4,0817 5,0619 5,0991 — 1,6798 2,3324 2,3704
5,5010 8,0002 9,4889 9,4696 4,0923 5,0821 5,1196 —_— 1,6834 2,3376 2,3756
6,0000 4,9291 8,0720 9,7039 9,6810 2,7106 4,0998 5,0960 5,1336 —_— 1,6860 2,3413 2,3793
7,0000 5,1139 8,1559 9,9993 9,9690 2,7117 4,1094 5,1136 5,1513 — 1,6894 2,3462 2,3843

TOs célculos sdo implementados para 1 densidade de probabilidade eletrénica.
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Tabela 22 — Entropia de Shannon S, em fungao do raio de confinamento r. para os dtomos H , He, e Li]" no estado fundamental. Todos os

valores em u.a..

Sp
- He, Lif

Te Ref. (41" ¢f(ri,72) ¢f(ri,ra) | Ref [1]' @g(ri,ra) @f(ri,me) | Ref [41]" @5(ri,ma) @5 (r1,72)
0,4000 8,59 17,3884 17,3730 8,664 17,4604 17,4394 8,719 17,5571 17,5284
0,6000 7,428 14,9892 7,5 15,1243 15,0727 7,593 15,3324 15,2669
0,8000 6,593 13,3015 13,2609 6,687 13,5270 13,4523 6,849 13,9089 13,7861
1,0000 5,943 12,0075 11,9495 6,078 12,3575 12,2374 6,335 12,9705 12,7709
1,2001 10,9650 10,8848 11,4757 11,2970 12,3664 12,0762
1,4001 — 10,1000 9,9948 10,8071 10,5570 — 11,9964 11,6145
1,6000 4 587 9,3681 9,2312 4,938 10,3047 9,9718 5,07 11,7797 11,3186
1,8000 4,255 8,7407 8,5660 4,704 9,9339 9,5105 5,465 11,6552 11,1338
2,0000 3,963 8,1986 7,9796 4,519 9,6665 9,1507 5,4 11,5832 11,0197
2,5000 3,366 7,1322 6,7768 4,214 9,2975 8,5786 5,331 11,5035 10,8864
3,0010 6,3775 5,8499 — 9,1502 8,3000 — 11,4746 10,8374
3,5000 2,563 5,8570 5,1274 3,98 9,0881 8,1669 5,31 11,4612 10,8152
4,0000 2,29 5,076 4,5581 3,945 9,0582 8,0998 5,309 11,4537 10,8032
4,5000 2,076 5,2816 41122 3,925 9,0419 8,0632 5,309 11,4491 10,7960
5,0000 1,908 5,1387 3,7659 3,918 9,0320 8,0415 11,4461 10,7913
5,5010 5,0486 3,4993 9,0254 8,0276 — 11,4440 10,7880
6,0000 1,673 4,9915 3,2971 3,914 9,0209 8,0183 — 11,4424 10,7857
7,0000 1,522 4,9292 3,0284 3,913 9,0152 8,0067 — 11,4404 10,7826

TOs célculos sao implementados para 1 densidade de probabilidade eletrdnica.
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Tabela 23 — Valores da soma entrépica S; em funcdo do raio de confinamento r. para os dtomos H_, He, e Li no estado fundamental.

Todos os valores em u.a..

Sy
- He, Lif

Te Ref. (41" ¢f(ri,72) ¢f(ri,ra) | Ref [1]' @g(ri,ra) @f(ri,me) | Ref [41]" @5(ri,ma) @5 (r1,72)
0,4000 6,502 13,1724 13,1878 6,519 13,1163 13,1312 6,507 13,0648 13,0780
0,6000 6,547 13,1442 6,525 13,0648 13,0846 6,499 13,0051 13,0185
0,8000 6,561 13,1163 13,1459 6,518 13,0218 13,0437 6,496 12,9744 12,9827
1,0000 6,564 13,0898 13,1255 6,51 12,9919 13,0107 6,501 12,9676 12,9682
1,2001 13,0649 13,1061 12,9744 12,9881 12,9785 12,9705
1,4001 — 13,0419 13,0864 — 12,9675 12,9741 — 12,9996 12,9846
1,6000 6,552 13,0218 13,0684 6,512 12,9696 12,9679 6,546 13,0236 13,0047
1,8000 6,546 13,0051 13,0514 6,519 12,9785 12,9682 6,561 13,0455 13,0260
2,0000 6,54 12,9919 13,0357 6,528 12,9919 12,9739 6,574 13,0636 13,0454
2,5000 6,529 12,9718 13,0039 6,555 13,0313 13,0021 6,593 13,0928 13,0803
3,0010 12,9676 12,9830 — 13,0636 13,0350 — 3,1078 13,0997
3,5000 6,53 12,9757 12,9713 6,599 13,0851 13,0618 6,603 13,1159 13,1105
4,0000 6,539 12,9919 12,9673 6,61 13,0989 13,0811 6,603 13,1207 13,1169
4,5000 6,552 13,0116 12,9698 6,619 13,1077 13,0943 6,603 13,1238 13,1210
5,0000 6,568 13,0313 12,9773 6,622 13,1137 13,1034 13,1259 13,1237
5,5010 13,0488 12,9882 13,1178 13,1097 — 13,1273 13,1256
6,0000 6,602 13,0636 13,0010 6,625 13,1207 13,1143 — 13,1284 13,1270
7,0000 6,636 13,0851 13,0277 6,625 13,1246 13,1203 — 13,1298 13,1288

TOs célculos sao implementados para 1 densidade de probabilidade eletrdnica.
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Tabela 24 — Entropias de Shannon de correlagao (1, B2 e 3 em fungao do raio de confinamento r, para os atomos H_, He. e Li;” no estado

fundamental. Todos os valores em u.a..

0 He, Lir

Te B 2 B3 B Bo 3 B B2 B3

0,4000 0,0308 — -0,0155 0,0358 — -0,0210 0,0419 — -0,0287
0,6000 — 0,0714 — -0,0516 0,0788 — -0,0655
0,8000 0,0702 — -0,0406 0,0966 —  -0,0747 0,1311 — -0,1228
1,0000 0,0937 — -0,0580 0,1389 0,1435 -0,1201 0,2002 0,2100 -0,1996
1,2001 0,1215 — -0,0802 0,1923 0,1983 -0,1787 0,2822 0,2968 -0,2903
1,4001 0,1497 0,1466 -0,1052 0,2567 0,2646 -0,2502 0,3668 0,3868 -0,3819
1,6000 0,1836 0,1832 -0,1370 0,3312 0,3416 -0,3329 0,4423 0,4673 -0,4611
1,8000 0,2210 0,2202 -0,1747 0,4131 0,4265 -0,4234 0,5019 0,5310 -0,5214
2,0000 0,2628 0,2610 -0,2190 0,4978 0,5145 -0,5158 0,5453 0,774 -0,5635
2,5000 0,3875 0,3833 -0,3554 0,6898 0,7148 -0,7189 0,6047 0,6405 -0,6171
30010 | 05431 05366 -0,5277 | 08217 08527 -0.8503 | 0.6201 0,6662 -0,6372
35000 | 0.7251 0,7166 -0,7296 | 0.8979 00322 -09212 | 0,6406 06781 -0,6460
4,0000 0,9249 0,9142 -0,9495 0,9406 0,9766 -0,9584 0,6467 0,6844 -0,6505
4,5000 1,1276 1,1144 -1,1694 0,9652 1,0020 -0,9787 0,6503 0,6882 -0,6531
95,0000 1,3187 1,3027 -1,3727 0,9802 1,0174 -0,9905 0,6527 0,6906 -0,6548
5,5010 1,4886 11,4693 -1,5493 0,9898 11,0272 -0,9978 0,6542 0,6922 -0,6559
6,0000 1,6318 1,6090 -1,6944 0,9963 1,0339 -1,0027 0,6554 0,6934 -0,6567
70000 | 1,8434 18131 -1,9008 | 1,0042 1,0420 -1,0085 | 0,6568 06948 -0,6578
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5.3.1 Analises para as regides de confinamento rigoroso

Para a andlise da regiao dos atomos de dois elétrons estudados no presente tra-
balho onde a situacao de confinamento se torna muito efetiva, inicialmente, definimos
as quantidades vy e vq, nessa ordem, como sendo as fracdes das energias cinéticas F. e
potencias E, dos sistemas, no estado fundamental, sem e com a computagao do termo

Vee(|T1 — T2]) na equagdo de Schrodinger. Desta forma temos

_ Beleie(r, )]
T R, )] o
e by Ep[¢6.(r1,m2)] (5.24)

Ep[@fe(r1,72)]
onde E.[¢,.(11,12)] e Epl¢s.(r1,72)] sdo as energias calculadas utilizando a fungao de onda

0o (r1,7m2) € E[ws.(r1,72)] € Eppi.(r1,72)] sdo as energias obtidas via fungao ¢, (71, ra).

Nas Tabelas 25 e 26 organizamos os valores esperados das energias cinética e
potencial, além dos valores de v; e v, em fun¢ao do raio de confinamento r. para os atomos
H_, He. e Lil. Percebemos que & medida em que 7, encaminha-se para zero os valores
de v; e vy tendem para um valor unitario. Isso significa que quando o constrangimento
espacial que as particulas sdo submetidas se torna rigoroso os valores das energias cinéticas
e potenciais calculadas por meio da fungao ¢5.(r1,72) se aproxima dos valores obtidos

utilizando ¢$.(r1, ra).

Na Figura 35 temos os comportamentos das curvas de v; e vy versus 7., respectiva-
mente, representadas nos graficos a) e b). Notamos que quando os valores de r. aumentam
os valores das quantidades em questao permanecem constantes. Por outro lado, percebemos
as inflexdes das curvas no sentido de se aproximarem de um valor unitario quando r. se

aproxima de zero.

a) 2- b) 145
1 S 1,4
187 —=— He 135 —— He
] e Lin —=— He.
] 1,3 —— Li¢*
1,6
] 1,25
> 1 s 1.2
1,4
1 1,15
1,24 1
] 1,05
14 1
LI N L L L B LB 0,95 +r—rrrrrrr T T T T T T T
0 1 2 3 4 5 6 7 0 1 2 3 4 5 6 7

rc (u.a.) rc (u.a.)

Figura 35 — Valores das quantidades v; a) e vo b) em funcdo do raio de confinamento r.
para os dtomos H, , He, e Li .
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Uma outra investigacao energética dos sistemas é possivel explorando o compor-
tamento das energias de interacao eletrostatica entre os elétrons. Com a inclusao do
termo V. (|7 — 72|) na equagao de Schrodinger calculamos o valor esperado da energia de

interacao eletrostatica como sendo

B — (pfe(ri, ro)| Vee (| — 2]) [p5e(r1,2)) . (5.25)

(@s.(r1,m2)| WS(r1,72))

Na Tabela 27 organizamos os resultados obtidos para .. utilizando diversos valores
de 7. e constatamos a elevagao dos seus valores a proporcao que o constrangimento espacial
aumenta. Esse comportamento ¢ fisicamente razoavel ja que conforme o espago permitido
aos elétrons vai se reduzindo esses ficam mais préoximos uns dos outros o que eleva a

energia que surge como resultado das suas interagoes.

Na Figura 36 tracamos um gréafico de E,. em funcao de r.. Por meio de uma anélise
grafica percebemos o alto impacto que o aumento da situacdo de confinamento reflete
nessas energias. De outro modo, E.. tende para um valor constante quanto r. encaminha-se

para altos valores.

Os valores esperados da energia .. elevam-se na ordem de aumento do nimero
atomico dos dtomos de dois elétrons estudados. Isso se deve ao fato da interacao nuclear

aumentar, fazendo com que os elétrons fiquem mais proximos.

0 Trr1Tr [ rrrrrrrr[rrrrrrrr [ rrrr [ 11T

1 2 3 4 5 6 7
re (u.a.)

o

Figura 36 — Valores esperados da energia de interacao entre os elétrons F.. em fungao do
raio de confinamento r, para os atomos H_, He, e Li7.

Um outro aspecto interessante quando examinamos o comportamento de F.. ¢ que,
conforme a situagdo de confinamento se torna rigorosa, proporcionalmente os seus valores
tem uma ascendéncia menor no sistema quando comparados com os valores esperados
da energia cinética (ver Tabela 18) e dos valores esperados da energia (ver Tabela 17)

dos dtomos H , He, e Li}". Tomemos, por exemplo, o 4tomo He. (fungao ¢.(r1,72)) que
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para r. = 7,0000 u.a. o valor da energia total é de F = -2,8443 u.a., a energia cinética
é de B, = 2,8528 u.a. e a energia de interagao F.. = 1,0587 u.a., enquanto que para
r. = 0,4000 u.a. temos E = 41,3290 u.a., £, = 63,1871 u.a. e E,. = 4,6652 u.a..

Em relacao a analise do confinamento rigoroso com a linguagem informacional

definimos a quantidade
A= —St[g"ic(“’ r2) (5.26)
Selpfe(r1,72)]
onde S¢[pS.(r1,72)] € Si[pi.(r1,72)] sdo os valores da soma entrdpica calculados utilizando,

nessa ordem, as fungoes p$.(r1,72) e @5.(r1, r2).

Na Tabela 28 dispomos os valores da soma entrépica S;, bem como os valores de A
para diversos valores de 7. para os atomos H_, He, e Lij". Percebemos que os valores de
A se aproximam de um valor unitario quando r. encaminha-se para zero, o que significa
que os valores de S; calculados por meio da func¢ao ¢5.(ry,re) se aproxima dos valores

calculados via ¢,.(r1,r2) na referida regiao.

Na Figura 37 visualizamos o comportamento das curvas de A versus r. para os
atomos estudados. Nesse grafico percebemos que, apesar das oscilagoes das curvas, na

regiao onde os valores de r. aproximam-se de zero os valores /A tendem para uma unidade.

1,006
| —e— H¢
g —u— He
11004A +Lic+
7 I
1,002+
< ]
14
0,998 +
0,996 ++——r———1—r—r1—r T
0 1 2 3 4 5 6 7

rc (ua.)

Figura 37 — Valores da quantidade A em fungao do raio de confinamento r. para os dtomos
H_, He. e Lit.

De um modo geral temos que os valores das quantidades vy, v, e A tendem para
uma unidade quando a situagdo de confinamento torna-se rigorosa. Com isso concluimos
que nessas regides os valores esperados das energias cinéticas e potenciais, além da soma
entrépica incluindo o termo V. (|7 — 72|) na equagdo de Schrédinger aproximam-se dos

valores calculados sem tal termo.

Assim, o termo de repulsao eletrostatico que faz com que os elétrons interajam entre

eles tem menos influéncia no comportamento do sistema, o que explica os valores de E.,
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para os atomos estudados aproximarem-se quando 7. tende para zero. Nessa configuracao
os efeitos do potencial de confinamento passa a ter um protagonismo muito grande na

caracterizagao do sistema.

Por fim, analisamos os diferentes sistemas comparativamente na regiao de confina-
mento rigoroso. Inicialmente tomemos os valores de .S; para os atomos de dois elétrons
em r, = 0,4 wa., ou seja, S;(H.) = 13,1878, S;(He.) = 13,1312 e Sy(Li}) = 13,0780.
Por outro lado, levemos em consideragdo o dobro dos valores de S; dos atomos de um
elétron e da particula confinada em uma gaiola em r. = 0,4 u.a., isto é, 25,(H.) = 13,1666,
2S5;(Hel) = 13,1072, 2S,(Lif ") = 13,0518 e 2S;(e, ) = 13,2344.

Assim, percebemos que os valores em dobro de S; para os atomos de um elétron
estdo bastante proximos de S; para os dtomos de dois elétrons, ou seja, Sy(H. ) ~ 25:(H.,),
Si(He.) ~ 2S;(He) e Sy(Lif) ~ 2S;(Lif ™). Além disso, identificamos que todos es-
ses valores convergem para o dobro do valor da particula confinada em uma gaiola
2Si(e.) = 13,2344. Com isso inferimos que na regiao de confinamento rigoroso o modelo
dos atomos de dois elétrons pode ser descrito por um modelo de particulas independentes

confinadas em uma gaiola.



Tabela 25 — Valores esperados da energia cinética E. e da quantidade v; em fun¢do do raio de confinamento r. para os atomos H_, He. e

Lif. Estado fundamental. Todos os valores em u.a..

E, U1
H, He,. Li:r H, He, Lic+
Te Oee(ri,m2)  i(r1,m2) | @e(ri,me)  @i(ri,me) | we(ri,re)  @ia(ri, ra)
0,4000 62,7130 62,6128 63,4376 63,1871 64,8319 64,3817 1,0016 1,0040 1,0070
0,6000 28,0012 28,8142 28,4325 30,5085 29,9393 1.0134 1,0190
0,8000 15,8594 15,7453 16,7754 16,4344 18,8426 18,1207 1,0072 1,0207 1,0398
1,0000 10,2463 10,1243 11,2813 10,8878 13,7913 12,8855 1,0120 1,0361 1,0703
1,2001 7,2024 7,0707 8,3734 7,9144 11,3707 10,2650 1,0186 1,0580 1,1077
1,4001 95,3742 59,2346 6,6976 6,1642 10,1779 8,8833 1,0267 1,0865 1,1457
1,6000 4,1938 4,0438 5,6833 5,0690 9,5912 8,1424 1,0371 1,1212 11,1779
1,8000 3,3898 3,2288 5,0540 4,3559 9,3036 7,7432 1,0499 1,1603 1,2015
2,0000 2,8203 2,6474 4,6609 3,8809 9,1616 7,5270 1,0653 1,2010 1,2172
2,5000 1,9675 1,7610 4,2097 3,2620 9,0407 7,3188 1,1173  1,2905 1,2353
3,0010 1,5317 1,2863 4,0717 3,0246 9,0136 7,2628 1,1908 11,3462 1,2411
3,5000 1,2962 1,0084 4,0277 2,9313 9,0057 7,2436 1,2853 11,3741 11,2433
4,0000 1,1652 0,8345 4,0122 2,8919 9,0028 7,2354 1,3964 11,3874 11,2443
4,5000 1,0926 0,7215 4,0061 2,8738 9,0015 7,2311 1,56143 1,3940 11,2448
95,0000 1,0524 0,6462 4,0033 2,8646 9,0009 17,2287 1,6286 1,3975 11,2452
95,5010 1,0303 0,5953 4,0020 2,8594 9,0006 7,2272 1,7308 1,3996 11,2454
6,0000 1,0180 0,5606 4,0012 2,8563 9,0004 7,2262 1,8160 1,4009 1,2455
7,0000 1,0069 0,5199 4,0006 2,8528 9,0002 7,225 1,9368 11,4023 1,2457
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Tabela 26 — Valores esperados da energia potencial F, e da quantidade v, em fungao do raio de confinamento . para os atomos H_ ', He, e

Lif. Estado fundamental. Todos os valores em u.a..

E, Vo
H, He,. Li:r H, He, Lic+
Te Oee(ri,m2)  i(r1,m2) | @e(ri,me)  @i(ri,me) | we(ri,re)  @ia(ri, ra)
0,4000 12,9165 12,8012 26,7915 26,5233 41,8521 41,3809 1,0090 1,0101 1,0114
0,6000 8,7652 18,6009 18,2636 29,9189 29,3230 1,0185 1,0203
0,8000 6,6979 6,5666 14,5968 14,2342 24,3504 23,5942 1,0200 1,0255 11,0321
1,0000 5,4651 5,3248 12,2813 11,8596 21,3971 20,4475 1,0264 1,0356 1,0464
1,2001 4,6499 4,4982 10,8218 10,3296 19,7823 18,6223 1,0337 1,0476 1,0623
1,4001 4,0744 3,9139 9,8623 9,2901 18,9171 17,5576 1,0410 1,0616 1,0774
1,6000 3,6492 3,4766 9,2210 8,5615 18,4692 16,9462 1,0496 1,0770 1,0899
1,8000 3,3243 3,1392 8,7924 8,0423 18,2430 16,6014 1,0590 1,0933 1,0989
2,0000 3,0703 28714 8,5096 7,6708 18,1294 16,4087 1,0693 1,1093 1,1049
2,5000 2,6362 2,3986 8,1671 7,1453 18,0322 16,2176 1,0991 1,1430 1,1119
3,0010 2,3771 2,0946 8,0574 6,9262 18,0105 16,1647 1,1349 1,1633 1,1142
3,5000 2,2209 1,8894 8,0220 6,8358 18,0043 16,1462 1,1755 1,1735 1,1151
4,0000 2,1274 1,7456 8,0096 6,7965 18,0021 16,1381 1,2187 1,1785 1,1155
4,5000 2,0729 1,6435 8,0047 6,7780 18,0011 16,1339 1,2613 11,1810 1,1157
95,0000 2,0418 1,5704 8,0025 6,7684 18,0007 16,1314 1,3002 11,1823 1,1159
95,5010 2,0242 1,5179 8,0015 6,7629 18,0004 16,1299 1,3336 1,1831 1,1160
6,0000 2,0144 1,4805 8,0009 6,7596 18,0003 16,1288 1,3606 11,1836 1,1160
7,0000 2,0055 1,4343 8,0004 6,7559 18,0001 16,1275 1,3983 11,1842 11,1161
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Tabela 27 — Valores esperados da energia de interagao eletrostatica entre os elétrons V.
em funcio do raio de confinamento r. para os atomos H_ , He, e Li!. Estado
fundamental. Todos os valores em u.a..

Valores esperados da energia F,.

Te H He, Li"
0,4000 45370 4,6652 4,8071
0,6000 3,1864 3,3610
0,8000 2,3156 2,4628 2,6671
1,0000 1,8714 2,0343 2,2797
1,2001 1,5757 1,7564 2,0494
1,4001 1,3662 1,5659 1,9100
1,6000 1,2094 11,4307 1,8259
1,8000 1,0881 11,3328 11,7753
2,0000 0,9918 1,2614 11,7447
2,5000 0,8210 1,1561 1,7094
3,0010 0,7106 1,1080 1,6965
3,5000 0,6351 1,0856 1,6905
4,0000 0,6817 1,0744 1,6873
4,5000 0,5431 1,0683 1,6853
5,0000 0,5150 1,0646 1,6841
95,5010 0,4944 1,0623 1,6832
6,0000 0,4793 1,0607 1,6825
7,0000 0,4599 1,0587 1,6817




Tabela 28 — Valores da soma entrépica S; e da quantidade A em func¢ao do raio de confinamento r, para os dtomos H_, He. e Li;. Estado

fundamental. Todos os valores em u.a..

Sy A
H, He,. Lij H, He, Lij
Te Pee(r1,m2)  i(r1,m2) | @ (ri,m2)  @ie(ri,me) | wee(ri,re)  @ie(ry, ra)
0,4000 13,1724 13,1878 13,1163 13,1312 13,0648 13,0780 0,9988 0,9989 0,9990
0,6000 13,1442 13,0648 13,0846 13,0051 13,0185 0,9985 0,9990
0,8000 13,1163 13,1459 13,0218 13,0437 12,9744 12,9827 0,9977 0,9983 0,9994
1,0000 13,0898 13,1255 12,9919 13,0107 12,9676 12,9682 0,9973 0,9986 1,0000
1,2001 13,0649 13,1061 12,9744 12,9881 12,9785 12,9705 0,9969 0,9990 1,0006
1,4001 13,0419 13,0864 12,9675 12,9741 12,9996 12,9846 0,9966 0,9995 1,0012
1,6000 13,0218 13,0684 12,9696 12,9679 13,0236 13,0047 0,9964 1,0001 1,0015
1,8000 13,0051 13,0514 12,9785 12,9682 13,0455 13,0260 0,9965 1,0008 1,0015
2,0000 12,9919 13,0357 12,9919 12,9739 13,0636 13,0454 0,9966 1,0014 1,0014
2,5000 12,9718 13,0039 13,0313 13,0021 13,0928 13,0803 0,9975 1,0022 1,0010
3,0010 12,9676 12,9830 13,0636 13,0350 13,1078 13,0997 0,9988 11,0022 1,0006
3,5000 12,9757 12,9713 13,0851 13,0618 13,1159 13,1105 1,0003 1,0018 1,0004
4,0000 12,9919 12,9673 13,0989 13,0811 13,1207 13,1169 1,0019 1,0014 1,0003
4,5000 13,0116 12,9698 13,1077 13,0943 13,1238 13,1210 1,0032 1,0010 1,0002
5,0000 13,0313 12,9773 13,1137 13,1034 13,1259 13,1237 1,0042 1,0008 1,0002
5,5010 13,0488 12,9882 13,1178 13,1097 13,1273 13,1256 1,0047 1,0006 1,0001
6,0000 13,0636 13,0010 13,1207 13,1143 13,1284 13,1270 1,0048 1,0005 1,0001
7,0000 13,0851 13,0277 13,1246 13,1203 13,1298 13,1288 1,0044 1,0003 1,0001
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5.4 Caracterizacao de excitacoes eletronicas via formalismo infor-

macional

Para o estudo da energia de excitacao média I, fazemos uso da forma apresentada
pela Eq. (3.65) e como sistemas quénticos estudados escolhemos os dtomos de H,., He, e

Lif* no estado fundamental.

No modelo LPA que permite a construgao onde as energias de excita¢gdo média sao
escritas em termos da entropia de Shannon no espaco das posi¢oes S, a quantidade v estd
ligada ao grau de deformagao da densidade eletronica. Sendo assim para sistemas no qual
a polarizagao é baixa, caso dos elementos estudados aqui, adota-se comumente o valor de
v =1 na Eq. (3.65).

Na determinacao das energias de excitacdo média utilizamos os valores de S,
apresentados na Tabela 12 aplicados na Eq. (3.65). Os valores de [,,, para diversos valores
de r. para os atomos H., He, e Lif ™ no estado fundamental sdo dispostos na Tabela 29.
Em termos de comparagao utilizamos os resultados obtidos pela Ref. [84] que obtém valores
de I,,, por meio dos valores de S, calculados utilizando coédigo especifico que gera fungoes
de onda proximas das exatas. Os valores obtidos aqui de I, estdo bem proximos com os

resultados disponiveis para referéncia no caso do H..

Para o d4tomo de hidrogénio nao confinado a Ref. [83] que executa calculos Hartree-
Fock apresenta o valor de I,,, de 12,14 V. Em todo caso, o valor experimental de I, é
de 14,99 e.V. [124]. Notar que para a condigdo na Tabela 12 que mais se aproxima do
comportamento do sistema nao confinado, ou seja, r. = 6,0000 u.a., encontramos o valor
de I,, de 13,0498, o que representa um dado mais préximo do valor experimental do que o

fornecido pelas referéncias citadas.

O comportamento da curva dos valores de I,,, versus r. pode ser visualizado na
Figura 38. Na andlise grafica notamos a inflexdo para mais dos valores de [,,, quando a
situagao de confinamento aumenta. Por outro lado, quando a situagdo de confinamento é
relaxada I, tende para valores constantes. Os valores das energias de excitacdo aumentam

com o incremento do nimero quantico.

Os valores de I,,, aumentam drasticamente quando a situacdao de confinamento
torna-se rigorosa, notar por exemplo que para o He] no valor de r. =1,0000 u.a. temos
I,, = 83,0745 e.V., enquanto que para r. = 0,0100 u.a. temos I, = 68551,8769 eV. O
poder de freamento como dado pela Eq. (3.60) é inversamente proporcional & energia de
excitacao média, desta forma em regioes de confinamento muito forte o poder de freamento

pode ser bem atenuado.

Do ponto de vista da andlise de localizacao ou deslocalizagao da densidade de

probabilidade eletrénica, temos que uma maior deslocalizacao fornece um valor de .S,
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rc (u.a.)

Figura 38 — Energias de excita¢ao média [, em fun¢ao do raio de confinamento r. para os
dtomos H., He! e Lif™ no estado fundamental.

maior (ver Tabela 12) o que resulta em uma diminui¢ao das energias de excitagdo. Como
no caso do H. o valor experimental de I,, € maior do que o determinado no presente
trabalho na condi¢ao mais préoxima do sistema nao confinado inferimos que a densidade
de probabilidade captada na medida experimental é mais compacta de que o registrado
nos calculos tedricos via modelo LPA. Entretanto, percebemos que, a principio, o valor
experimental de [,, pode ser encontrado de acordo com a Tabela 29 entre r. = 4,0000 u.a.
e 4,5000 u.a., isto é, esses raios de confinamento reproduzem melhor o comportamento do

espraiamento da densidade medida experimentalmente.

Apesar dos resultados fornecidos pela energia de excitacao utilizando o modelo
de aproximacao local de plasma preferencialmente fornecer valores abaixo dos resultados
experimentais, no caso do sistema livre, nao s6 para o hidrogénio mas também para outros
elementos, comportamentos qualitativos de I, no modelo LPA tem sido promissores.
Por exemplo, curvas de [,, em funcdo do niimero atomico de varios elementos tem
comportamentos gerais semelhantes com curvas obtidas com valores teéricos [83]. Ademais,
a superacao do obstaculo dos calculos de forga do dipolo faz com que o presente modelo
torne-se promissor. Nesse sentido, uma adequacao melhor do valor de v pode fornecer

valores de [, que merecam atencao.
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Tabela 29 — Energias de excitacdo média I,, (e.V.) em fungao do raio de confinamento

r. (u.a.) para os dtomos H., He e Lif ™ no estado fundamental.

Im
. e, L

Te Ref. [84]  Presente Presente Presente
0,0100 — 68506,8527 68551,8769 68597,0897
0,0200 — 24236,7485 24268,7859 24301,0913
0,0300 — 13201,5159 13227,8386 13254,4941
0,0400 — 8580,3113 8603,2510 8626,5796
0,0500 — 6143,6488 6164,2964 6185,3837
0,0600 — 4676,7471 4695,7152 4715,1704
0,0700 — 3713,7622 3731,4348 3749,6396
0,0800 — 3041,7085 3057,8328 3075,5569
0,0900 — 2550,8285 2566,6137 2583,0161
0,1000 — 2179,4079 2194,4788 2210,2079
0,2000 — 775,8654 787,2339 799,6464
0,3000 — 425,3547 435,2724 446,6275
0,4000 — 278,3292 287,5205 298,5804
0,5000 — 200,6913 209,5027 220,6675
1,0000 74,038 74,0704 83,0745 97,9039
1,5000 42,4675 53,2921 74,0169
2,0000 29,101 29,3713 42,8000 67,8086
2,5000 22,6625 38,6831 65,7119
3,0000 18,374 18,8416 36,9103 64,7811
3,5000 16,5469 36,0421 64,2820
4,0000 14,469 15,1321 35,5593 63,9803
4,5000 14,2446 35,2624 63,7827
5,0000 12,941 13,6765 35,0654 63,6457
5,5000 13,3032 34,9274 63,5466
6,0000 12,386 13,0498 34,8265 63,4724
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6 Consideracoes Finais

Os fisicos acham que tudo o que temos de fazer é dizer:

estas sao as condigcoes, o que acontece em sequida?

Richard P. Feynman

Em termos gerais apresentamos um estudo envolvendo uma articulagdo entre a
Teoria da Informacao e a Teoria Quantica tendo como eixo central a entropia informacional
de Shannon. Nesse sentido, dentro do contexto da Teoria Quantica, sao definidas as
entropias da informagao nos espacos das posi¢oes e dos momentos, bem como é abordada
a relagdo de incerteza entropica. Desta forma, foi empreendida uma investigacdo dos

comportamentos dessas quantidades em sistemas atomicos confinados.

Inicialmente, identificamos uma sensibilidade dimensional das expressoes usuais
das entropias da informacao e da soma entropica. Desta forma sugerimos expressoes
modificadas para as entropias da informacao no contexto da fisica atomica e molecular.
Essas novas expressoes sao dimensionalmente consistentes e formuladas em termos das
constantes fisicas fundamentais ag e h . Tais expressoes sdo independentes dos sistemas de

unidades empregadas e do sistema quantico a ser tratado.

No caso da particula confinada em uma caixa utilizamos o estado fundamental e
os dois primeiros estados quanticos excitados. Os valores esperados das energias sao os
previstos. Inferimos que os valores de S, sao invariantes e os de S, aumentam em relacao
ao niumero quantico quando x. dirige-se para grandes valores. Com a diminuicao de x. os
valores de S, diminuem e S, aumentam. O valor de S; é o mesmo para cada nivel quantico

adquirindo seu menor valor no estado fundamental.

Para o oscilador harmonico investigamos os trés primeiro estados quanticos. Verifi-
camos que os valores esperados das energias crescem linearmente com o aumento de w e
tendem para valores proximos com a diminuicdo dessa ultima quantidade. Identificamos
que com a diminuicdo de w os valores de S, aumentam e os de S, diminuem. Ainda, S, e
S, aumentam com a adigao do nimero quéantico. A quantidade S; é constante para cada
numero quantico, aumenta com o acréscimo deste tltimo e tem o seu resultado mais baixo

no estado fundamental.

Em relacao ao oscilador harmoénico confinado por barreiras de potencial utilizando
a funcao de onda no estado fundamental foram obtidos valores esperados das energias
proximos ao fornecido pela literatura. Enquanto os valores de S, diminuem os de S,

aumentam com o constrangimento de x.. O valor de S; é mais alto para a situacao de
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confinamento mais elevada, diminuindo com o aumento de z.. Percebemos ainda que
os valores das energias, S;, S, e S; encaminham-se para os valores do caso do oscilador

harmoénico do primeiro modelo quando z,. dirige-se para infinito.

Ao que tange a particula confinada em uma gaiola utilizamos os trés primeiros
estados quénticos do sistema para esse trabalho. Os valores esperados da energia crescem
com o incremento do nimero quantico e também com a redugao de r. e, em outra direcao,
tendem para um valor constante quando r,. encaminham-se para infinito. Os valores de .S,
diminuem e os de S, aumentam com a reducao de .. Por outro lado, S, aumenta e .5,
diminui quando a condi¢ao de confinamento é relaxada. Em relacdo ao aumento do ntimero
quantico S, diminui e S, aumenta. Os valores de Sy sao constantes para cada estado, tem

seu valor mais baixo para o fundamental e aumenta com o acréscimo do niimero quantico.

Para os hidrogenoides confinados H., He, e Li} " no estado fundamental temos que
os valores esperados da energia crescem com o aumento do nimero atémico experimen-
tando uma forte elevacdo quanto a situagao de confinamento aumenta e, de outra forma,
encaminhem-se para os valores sem o constrangimento espacial quando r. dirige-se para o
infinito. Os valores de S, diminuem e os de .S, aumentam com a redugao de r.. Com base
nos valores de S; conjecturamos que estabelecendo como referéncia H. os valores de .S;

para os ions hidrogenoides sdo invariantes em relacao ao raio de confinamento pela relagao
re[He]

Zion]

e que o valor minimo da soma entrépica possui a relagao """ = A

No caso para os sistemas de duas particulas, ou seja, os dtomos H_, He. e Li
os valores esperados da energia melhoram & propor¢ao que levamos em consideracao as
interacoes eletronicas ou os chamados efeitos de correlagao. A tendéncia é que tais valores
encaminhem-se para os valores sem o constrangimento espacial quando r. tende para o
infinito e quando a situacao de confinamento aumenta os valores das energias experimentam
uma forte elevagao. Os valores de S, diminuem enquanto os de S, aumentam com a redugao
de 7.. Por outro lado, os valores de S, e S, parecem encaminham-se para valores constantes
quando a situacao de confinamento diminui. As curvas dos valores de .S; em funcao de
r. apresentam minimos. Ademais, percebemos que a computacao da interacdo entre os

elétrons quebra a simetria que envolve os valores minimos de .S; no caso dos hidrogenoides

mim —
c =

confinados e a relagao r

©ie(r1,7m2).

- nao ¢ mais valida para os célculos utilizando a fungao

Para todos os sistemas estudados a relacao de incerteza entrépica é respeitada
no sentido que nenhum valor calculado de S; fica abaixo do valor minimo previsto pela

referida relagao.

Os sistemas confinados sao 6timos laboratérios para estudar a interpretacao da
entropia de Shannon no espaco das posi¢oes mensurar o grau de localizagao ou deslocali-

zagao de uma particula no espago. Para todos os sistemas estudados percebemos que ao
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passo em que a situagao de confinamento aumenta, ou seja, o constrangimento espacial
que a particula é submetida se estreita os valores de .S, diminuem, sinalizando reducao da

incerteza na localizacao da particula.

Nas regioes de confinamento rigoroso para os sistemas unidimensionais encontramos
que ao passo em que a situacao de confinamento aumenta os valores das energias e da soma
entropica do oscilador harmoénico confinado por barreiras de potencial se aproximam dos
valores da particula confinada em uma caixa. Com esses resultados sugerimos que nessas
regioes o efeito do potencial confinante dos sistemas torna-se preponderante em relagao
ao potencial harmonico que a particula experimenta. Inferimos também que com base
nos valores de S;, o oscilador harmonico confinado por barreias de potencial configura-se
como um sistema intermediario entre a particula confinada em uma caixa e o modelo do

oscilador harmonico.

Em relagao ao comportamento dos sistemas submetidos a potenciais centrais nas
regioes de confinamento forte constatamos que os valores das energias e da soma entropica
dos dtomos H,, He! e Lif " tendem para os valores da particula confinada em uma gaiola.
Desta forma interpretamos que quando r. dirige-se para zero os efeitos do potencial de

Coulomb passam a ser secundarios em relacao a influéncia do potencial confinante.

Os sistemas de duas particulas também foram estudados na regiao onde os efeitos
do confinamento espacial sdo extremos. Identificamos que a medida em que r. encaminha-se
para zero os valores esperados das energias cinética e potencial, além de S; dos atomos
H_, He. e Li/", tendem para os valores calculados sem a inclusio do termo Ve (|7 — 7))
na equacao de Schrodinger. Interpretamos esse fendomeno com a ideia de que o termo de
repulsao eletrostatico que faz com que os elétrons interajam entre si tem menos influéncia
no comportamento do sistema ao passo em que o constrangimento espacial se torna muito
forte. Esse fato oferece uma explicagao porque os valores de .. para os atomos estudados
aproximarem-se quando 7. tende para zero. Ainda, nessa regiao inferimos que o modelo
dos atomos de dois elétrons pode ser descrito por um modelo de particulas independentes

confinadas em uma gaiola.

Para o estudo dos efeitos das interagoes entre os elétrons no contexto da linguagem
informacional utilizamos os dtomos de dois elétrons confinados. Concluimos que as entropias
de Shannon proporcionam boas estimativas para a computacao do grau da correlacao
eletronica, ja que para os elementos He, e Li} os valores de S, aumentam e .S, diminuem ao
passo em que computamos as interagoes eletronicas. Para o H_ fornecemos uma explicagao
particular para abarcar as tendéncias anteriores de S, e S,. Os minimos das curvas de S;
versus 7. detectam o aumento do grau de correlagao para os dtomos H , He, e Lil. No
que diz respeito a uma analise quantitativa definimos e estudamos medidas operacionais

de correlacao baseadas nas energias p; e po € em S, e S, que sao S, B2 e 3.

Por fim, para os atomos H., Hel e Lif* no estado fundamental fizemos um estudo
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das energias de excitagao média utilizando a aproximacao local de plasma onde I, é
escrita em termos da entropia de Shannon S,.. O nosso resultado para o H. na condigao
mais préoxima de um sistema nao confinado fornece um melhor valor do que o encontrado
na literatura para o valor de I,, experimental. Os valores I,, dos atomos estudados
aumentam com o incremento do nimero quantico. As energias de excitacdo média dos
atomos dirigem-se para valores constantes quando a situacao de confinamento torna-se

fraca.

Desde a transposi¢ao da entropia da informacao ou entropia de Shannon da Teoria
da Informacao para o uso dentro do contexto da Teoria Quantica essa quantidade tem sido
utilizada com sucesso para a determinacao e descricao de caracteristicas e propriedades de
sistemas quanticos. Como um prolongamento imediato do presente trabalho esta no nosso
horizonte os calculos das entropias de Shannon no espaco dos momentos para sistemas
com fungoes de onda que possuam o termo de correlagao y(r12), além do aprimoramento
e expansao dos calculos das energias de excitacgao média para sistemas de dois elétrons

confinados.

Entretanto, as perspectivas de estudos sdo vastas, analises de estados coerentes, de
sistemas quanticos com dependéncia temporal, além da ampliagdo da propria complexidade
dos sistemas a serem tratados, ou seja, expansao das andlises de sistemas atomicos
confinados para moléculas ou até mesmo agregados moleculares confinados utilizando as
entropias da informagao nos parecem ser bem razoaveis. Além disso, quantidades como
as entropias de Fisher e de Rényi que podem ser definidas em termos das entropias de
Shannon tem recebido atencao na literatura e suas aplicagoes em estudos envolvendo

sistemas quanticos confinados nos parece um terreno fértil e promissor.
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APENDICE A - Anélise dimensional

O presente apéndice tem como objetivo discutir questoes envolvendo as defini¢oes
de dimensao fisica e sistemas de unidades, bem como tratar das quantidades fisicas que

surgem nos argumentos das fungoes transcendentais.

A.1 Definicoes

As defini¢oes das unidades de medidas utilizadas na caracterizagdo de uma quanti-
dade fisica devem ocupar um lugar de destaque no estudo das ciéncias. O entendimento
desse topico contribui para o conhecimento do problema em estudo, além do mais, a

detecgao de alguma inconsisténcia permite uma melhor modelagem do problema.

As quantidades ou grandezas fisicas sao sistematizadas levando em consideracao
suas caracteristicas fisicas. Essa organizacao ¢é feita por meio de uma sistema de dimensoes
onde, por conversao, algumas quantidades fisicas sdo tomadas como padrao e que sao

representadas por simbolos ! [171]. Tais quantidades estdo organizadas na Tabela 30.

Tabela 30 — Quantidades fisicas tidas como padrao de dimensao e os respectivos simbolos.

Quantidades Fisicas Simbolos
Comprimento L
Massa M
Tempo T
Corrente elétrica I
Temperatura termodinamica T,
Quantidade de substancia N
Intensidade de luminosidade I,

As quantidades fisicas derivadas sao dadas, por manipulacao algébrica, em termos
das quantidades padrdo. Ou seja, por exemplo, a dimensdo de &rea (L?) é escrita em
termos da dimensdo comprimento (L) e a dimensdo de energia (M x L? x T~?) que ¢ dada

em termos das dimensoes de massa (M), comprimento (L) e tempo (T).

A unidade de medida expressa na pratica uma dimensao e esta ligada a uma escolha
conveniente, por exemplo, a grandeza fisica posigao (sistema unidimensional) tem dimensao
de comprimento, podendo ser expressa nas unidades centimetros ou metros. Uma escolha

de um conjunto de unidades de medida para representar as grandezas fundamentais forma

1" Na Tabela 30 a ideia de grandezas fundamentais foi ampliada para incluir outras grandezas que

possuem papel central em certos dominios da Fisica, como por exemplo a temperatura termodindmica,
a quantidade de substancia e a intensidade de luminosidade.
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um dado sistema de unidades, como por exemplo os sistemas MKSC (Metro - Kg - Segundo

- Coulomb) e o SI (Sistema Internacional de Unidades).

De forma geral, as quantidades fisicas sdo escritas em termos de um valor numérico

e a unidade de medida, ou seja [171],

quantidade fisica = valor numério x unidade . (A.1)

As quantidades fisicas, os valores numéricos e as unidades de medidas apontadas
na expressao A.l sdo manipuladas usando as leis da algebra. Entretanto, a manipulacao
das propriedades envolvendo diretamente as dimensoes obedece uma algebra que difere da

algebra numérica [172].

Existem quantidades que nao possuem dimensao e que sao chamadas quantidades
adimensionais ou de dimensao 1 ([1]), e que podem receber nomes especiais. Entretanto,
essas denominacoes nao refletem unidades fisicas reais, como por exemplo o radiano, a
porcentagem, o mole, o bit (do inglés binary digit), entre outras. Para evitar ambiguidades
o contexto do uso dessas unidades devem ser explicitados, como por exemplo o bit como

sendo uma unidade de informacao.

Um regra que tem papel central na andlise dimensional é o principio de Bridgman
da homogeneidade dimensional que enuncia: dadas duas quantidades A e B sob ambos
os lados de uma soma ou subtragao, bem como os diferentes lados de uma igualdade ou

desigualdade, devem ter a mesma dimensao [173].

No ambito da teoria de atomos e moléculas é conveniente que certas constantes
fundamentais sejam adotadas como referéncia para determinadas quantidades fisicas. No
sistema de unidades atomicas as quatro constantes fundamentais que sao escolhidas como

referéncia sdo a massa do elétron m., a carga elementar e, a constante de forca eletrostatica
1

41 €0
Na Tabela 31 sao organizadas as quantidades que possuem nomes e simbolos proprios.

e acao h, sendo as outras quantidades fisicas sendo escritas em fungao dessas [174].

Tabela 31 — Unidades atomicas que possuem nome e simbolos proprios.

Quantidades Fisicas Nome da unidade Simbolo da unidade
Massa massa do elétron Me
Carga carga elementar e
Acao constante de Planck / 27 ! h
Comprimento Bohr? ao
Energia hartree® En
1
Constante de forga eletrostatica Contante de Coulomb 1
TEQ
h dregh? h
177,:7,2&0: 0 e?’E’h: .
27 mee? Meg?

Seguindo, discutimos a andlise dimensional referente as fungoes transcendentais.
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A.2 Funcoes transcendentais e quantidades fisicas

No estudo de fendmenos da natureza ou em diversos problemas, sejam eles praticos
ou abstratos, podemos ter uma correlagao entre a variacao de duas ou mais grandezas
envolvidas no problema. Do ponto de vista da matemaética essas grandezas se relacionam
por meio de uma funcao. Nesse sentido existe todo um campo de estudo no qual se debruca
a Matematica para mapear e entender as propriedades que envolvem o estudo das fungoes.
Especificamente, definiremos aqui dois tipos particulares, a saber as fungoes algébricas e

as fungoes transcendentais.

As fungoes algébricas sdo aquelas em que a func¢ao y = f(z) satisfaz uma equagao
do tipo [175]
Po(z)y" + Pi(x)y" '+ ...+ Pu(z) =0, (A.2)

onde Py(x), Pi(z)y"*,..., Py(z) sdo polinémios de x. Como exemplo podemos citar uma

funcao racional inteira, fracdes racionais e funcao irracionais.

As funcgoes transcendentais sao aquelas que nao satisfazem uma fungao do tipo A.2,
ou seja, nao seguem uma equacao polinomial cujos coeficientes sao eles préprios polinomiais.
Exemplificando essa categoria temos as fungoes logaritmicas, fun¢oes exponenciais e fungoes
trigonométricas [175]. Tais fungoes, do ponto e vista da Fisica, sdo por definigdo fungoes
adimensionais. A literatura corrente ja consta de estudos que discutem, com até certa

controvérsia, essa tematica [176-180].

A funcao logaritmica que compoem quantidades essenciais calculadas no presente

trabalho, ou seja as entropias da informacao, é definida como
y(x) = log.x , (A.3)
sendo tida como uma operacao reciproca da funcao exponencial
z(y) = a” . (A.4)

Onde a (a >0 e a # 1), x e y sdo ntmeros reais, sendo a a base do logaritmo.

Discutindo o caso da dimensao da funcao logaritmica tomemos um exemplo apre-

sentado na Ref. [181], isto é, suponhamos um corpo de massa m igual a 10 gramas,

m = 10 gram. (A.5)

Tomando o logaritmo na base dez da relagao (A.5) temos

log m =1+ log gram . (A.6)

Pelo principio da homogeneidade dimensional temos que a quantidade log m tera

unidade de “log gram”, entretanto pela relacao (A.6) isso se constitui por meio de uma
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adigdo e nao por meio de uma multiplicagao (ver relagao (A.1)). Poder-se-ia definir uma

dimensao do tipo “log gram” para a relacao (A.6), sendo
log m = 1({log gram,) . (A.7)

Porém, essa é uma construcao operacional para propositos e objetivos especificos.

Desta maneira concluimos que, do ponto de vista da Fisica, a funcao logaritmica deve
ser adimensional, ja que o argumento do logaritmo nao deve carregar consigo dimensoes.
Nao obstante a esse fato, o valor numérico da funcao logaritmica depende das unidades de
medida do valor que esta computando, nesse sentido, de alguma forma essa funcao ainda

permanece sensivel a dimensionalidade do problema envolvido.

Em relagao a outros exemplos de fungoes transcendentais constatamos também que
as quantidades envolvidas em seus argumentos devem ser adimensionais. As defini¢oes das
fungoes trigonométricas se dao por meio de razoes e as fungoes hiperbdlicas sao definidas
fazendo uso de funcgoes trigonométricas ou exponenciais. Essas definigoes naturalmente

balanceiam as dimensoes dentro dos argumentos das referidas funcgoes.
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APENDICE B - Método Variacional

O Apéndice em questao objetiva pontuar os principais aspectos do método de calculo
utilizado para a resolugao da equacao de Schrodinger para os sistemas referidos ao longo
dessa tese, a saber o Método Variacional. Esse método tem, entre outras peculiaridades, o
fato de fornecer solugoes aproximadas da equagdo de Schrodinger, principalmente, quando

as solugoes de modo exato nao sao possiveis.

B.1 O Formalismo Variacional

Uma das dificuldades tedricas que existe na determinagao das propriedades dos
sistemas quanticos confinados é a escolha de um método de solu¢oes que fornega uma boa
descrigao do sistema, além de ser computacionalmente viavel. Na literatura existem uma
diversidade razoavel de métodos ou técnicas para a resolugao dessas questoes, como por

exemplo aproximagoes analiticas ou métodos baseados em fisica-quimica quéntica [59].

Um método aproximativo para resolver a equacao de Schrodinger quando esta nao
possui solugao analitica, além do mais, tem a vantagem de ser aplicado para qualquer

potencial, é o Método Variacional [182].

O referido método é baseado no principio variacional é e enunciado como [183]:
Dado um sistema descrito pelo hamiltoniano completo H e uma funcdo de onda arbitrdaria

Yary(T), satisfazendo as condigoes necessdrias aos limites do problema, verifica-se que:

fwzrb(ﬁﬁzparb(f})df >
fwzrb(mwarb(f})df -

—\

onde E[th,(7)] é o funcional energia de 14, (7)

Elthars(7)] = (B.1)

O Ej na relagao (B.1) é a energia exata do estado fundamental, referente a0 ¥ezq10(7)

do sistema, onde

E[¢exato(m] =

f w*emato(f‘)Hwewato(qzli‘F = Eo . (BQ)

r
f w* exato (F) wezato (F)

A funcao 14,4(7) € arbitraria e deve-se seguir o bom senso no momento de seleciona-

la, pois a sua determinacao é um dos pontos chaves para obtencao de bons resultados.

Um dos modos de utilizar o Método Variacional, no ambito dos sistemas quanticos
confinados, no estado fundamental, é escrever a fungao de onda 1,,4(7) juntamente com
uma fungao de corte {2 e um ou mais parametros variacionais «, 7, o e etc, para compor a

funcao de onda do sistema confinado. Esses parametros sao determinados por meio da
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minimizagao do funcional energia. Desta forma, por meio do referido método, obtemos
a melhor fun¢ao de onda aproximada para o sistema por meio de um método eficiente e
atual [184-187].

A versao do método apresentada aqui é utilizada apenas para o tratamento de
estados quanticos de menor energia (estado fundamental), entretanto, a principio, esse
fato nao pode ser considerado um ponto fraco, dado que além dos principais problemas de
fisico-quimica estarem interessados no calculo desses estados o préoprio Método Variacional

permite diferentes extensoes para o estudo de estados excitados [188].
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APENDICE C - Parametros Variacionais

Apresentamos neste Apéndice os parametros variacionais determinados ao longo
do trabalho para a determinacao da melhor funcao de onda aproximada para os sistemas

quanticos estudados.

Tabela 32 — Parametros variacionais o em funcao da distancia de confinamento x. para o
oscilador harmonico utilizando o modelo de barreias de potencial infinitas no
estado quantico fundamental. Todos os valores em unidades atomicas.

0,5000 | 0,9656
1,0000 | 0,2844
1,5009 | 0,2096
2,0000 | 0,2429
2,5000 | 0,3094
3,0000 | 0,3681
3,5000 | 0,4066
4,0000 | 0,4307
45000 | 0,4465
5,0000 | 0,4574
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Tabela 33 — Parametros variacionais para os raios de confinamento r. para os atomos H.,
He! e Lif " no estado fundamental. Todos os valores em unidades atomicas.

o

Te H. He Lif*
0,0300 15,0357 15,4518 15,8709
0,0400 11,3806 11,7982 12,2197
0,0500 9,1877  9,6067 10,0307
0,0600 7,7259  8,1465  8,5730
0,0700 6,6819  7,1040  7,5330
0,0800 5,8991  6,3220  6,7542
0,0900 52903  5,7153  6,1495
0,1000 4,8034  5,2299  5,6666
0,2000 2,6149  3,0570  3,5212
0,3000 1,8889  2,3474  2,8417
0,4000 1,5285  2,0045  2,5318
0,5000 1,3145 1,8091  2,3724
1,0000 0,9045 1,5083  2,2915
1,5000 0,7908  1,5277  2,5143
2,0000 0,7542  1,6246  2,6958
2,5000 0,7504  1,7230  2,3010
3,0000 0,7638  1,7972  2,8614
3,5000 0,7863  1,8482  2,8982
4,0000 0,8123  1,8831  2,9222
4,5000 0,8381  1,9076  2,9386
5,0000 0,8615  1,9252  2,9503
5,5000 0,8817  1,9382  2,9590
6,0000 0,8986  1,9481  2,9656




Tabela 34 — Parametros variacionais para os raios
em unidades atomicas.

de confinamento 7. para os dtomos H_, He, e Li}" no estado fundamental. Todos os valores

Spgc(rl ) T2)

ie(r1,72)

Omel(r1,72)

‘ch(rl ) TQ)

ie(r1,72)

SDTC")’LC (Tl ) T2)

ﬁpgc (7"1 ) TZ)

@’Lﬁ:‘(rl 9 T2)

Safnc(rl ) T2)

Te w T o b w T o w T o

0,4000 0,4070 0,2962 — — 0,4271 0,7311 — — 0,4491 1,2103 — —

0,6000 0,4169 — — — 0,4491 0,7626 — — 0,4864 1,2980 — —

0,8000 0,4271 0,3059 — — 0,4734 0,7959 — — 0,5288 1,3962 — —

1,0000 0,4378 0,3110 — — 0,5000 0,8320 1,0039 0,3214 0,5752 1,5038 1,6931 0,3572
1,2001 0,4491 0,3149 — — 0,5288 0,8707 1,0474  0,3437 0,6235 1,6172 1,8063 0,3676
1,4001 0,4610 0,3221 0,4890 0,3303 0,5594 0,9118 1,0898  0,3585 0,6702 1,7308 1,9171  0,3698
1,6000 0,4734 0,3272 0,4920 0,3456 0,5913 0,9547 1,1322 0,3682 0,7124 1,8383 2,0213 0,3677
1,8000 0,4864 0,3330 0,4981 0,3618 0,6235 0,9989 1,1749  0,3740 0,7485 1,9351 2,1152  0,3637
2,0000 0,5000 0,3389 0,5038  0,3757 0,6550 1,0436 1,2176  0,3772 0,7784 2,0190 2,1967 0,3594
2,5000 0,5363 0,3543 0,5166 0,4038 0,7251 1,1509 1,3203 0,3783 0,8319 2,1760 2,3501  0,3509
3,0010 0,5753 0,3707 0,5290 0,4248 0,7785 1,2430 1,4092 0,3757 0,8656 2,2782 2,4505  0,3458
3,5000 0,6154 0,3877 0,5420 0,4406 0,8169 1,3152 1,4798  0,3731 0,8881 2,3472 2,186  0,3428
4,0000 0,6550 0,4054 0,5560 0,4525 0,8448 1,3704 1,5342 0,3712 0,9042 2,3967 2,5674  0,3409
4,5000 0,6920 0,4233 0,5708 0,4614 0,8655 1,4126 1,5760  0,3700 0,9163 2,4336 2,6040  0,3396
5,0000 0,7251 0,4410 0,5862 00,4680 0,8815 1,4453 1,6085 0,3691 0,9257 2,4623 2,6323 0,3388
5,5010 0,7539 0,4583 0,6016 0,4729 0,8941 1,4714 1,6343  0,3685 0,9331 2,4851 2,6550 0,3381
6,0000 0,7784 0,4746 0,6167 0,4764 0,9042 1,4924 1,6552  0,3680 0,9392 2,5037 2,6734 0,3377
7,0000 0,8169 0,5041 0,6445 0,4812 0,9197 1,5242 1,6869  0,3674 0,9486 2,5323 2,7018 0,3370
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APENDICE D - Func3o de corte do tipo

Seno

Apresentamos os resultados das quantidades de interesse para os hidrogenoides
confinados H,, He e Li/* utilizando uma funcio de corte do tipo seno para a composicio
da funcdo de onda aproximada para os sistemas. Mais precisamente a expressao para Q(r)

¢é dada por

Qr) = [sen (1 _ Tﬂ , (D.1)

Te
onde r. é o raio de confinamento.
Desta maneira, substituindo a fungao de corte representada pela Eq. (D.1) na

fungao de onda aproximada para o estado fundamental do sistema, ou seja, na Eq. (4.63),

utilizando o sistema de unidades atomicas, temos

Vio(r) = Be™ (\/1_7) {sen (1 — :cﬂ , (D.2)

onde B é uma constante de normalizagdo e o é o parametro variacional.

Uma vez determinados os parametros variacionais (ver Tabela 37) determinamos a
funcao de onda aproximada para o sistema e assim calculamos o valor esperado para as
energias que estao dispostos na Tabela 35. Além disso, os resultados para as entropias de

Shannon S, e S, e da soma entrépica S; estao organizados na Tabela 36.
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Tabela 35 — Valores esperados da energia E' em funcao do raio de confinamento r. para os

atomos H,, He! e Lif™ no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

E
Te H. He Lif*
0,0300 5447,4164 5364,2014 5280,7838
0,0400 3048,5812  2986,0960 2923,4117
0,0500 1941,1062 1891,0585 1840,8104
0,0600 1341,0504 1299,2941 1257,3361
0,0700 980,1586  944,3246  908,2874
0,0800 746,5240  715,1314  683,5343
0,0900 586,7543  558,8160  530,6718
0,1000 472,7646  447,5896  422,2072
0,2000 111,8974 99,1525 86,1849
0,3000 46,9119 38,3044 29,4575
0,4000 24,7881 18,2445 11,4430
0,5000 14,8316 9,5222 3,9343
1,0000 2,3806 -0,4979 -3,7913
1,5000 0,4371 -1,6850 -4,4043
2,0000 -0,1245 -1,9204 -4,4808
2,5000 -0,3332 -1,9762 -4,4943
3,0000 -0,4213 -1,9915 -4,4978
3,5000 -0,4612 -1,9964 -4,4990
4,0000 -0,4801 -1,9982 -4,4994
4,5000 -0,4894 -1,9990 -4,4997
5,0000 -0,4941 -1,9994 -4,4998
5,5000 -0,4965 -1,9996 -4,4999
6,0000 -0,4979 -1,9998 -4,4999




Tabela 36 — Entropias de Shannon S, e S, e soma entrépica S; em fungao do raio de confinamento r. para os dtomos H., He e Lif " no
estado fundamental. Todos os valores em u.a..

Sy Sp St

Te H, He, Lit™* H. He. Lif* H,. He. Lit*
0,0300 -9,8309 -9,8348 -9,8388 16,4435 16,4453 16,4471 6,6126 6,6105 6,6083
0,0400 -8,9691 -8,9744 -8,9798 15,5808 15,5834 15,5859 6,6116 6,6089 6,6060
0,0500 -8,3010 -8,3077 -8,3145 14,9120 14,9149 14,9183 6,6109 6,6072 6,6038
0,0600 -7,7554  -7,7634  -7,7717 14,3658 14,3694 14,3732 6,6104 6,6059 6,6016
0,0700 -7,2943  -7,3037 -7,3134 13,9037 13,9082 13,9127 6,6095 6,6045 6,5993
0,0800 -6,8950 -6,9058 -6,9170 13,5039 13,5087 13,5138 6,6088 6,6028 6,5968
0,0900 -6,5430 -6,5553 -6,5679 13,1509 13,1567 13,1626 6,6079 6,6014 6,5947
0,1000 -6,2283 -6,2420 -6,2561 12,8355 12,8419 12,8486 6,6073 6,5999 6,5925
0,2000 -4,1625 -4,1914 -4,2224 10,7623 10,7765 10,7929 6,5997 6,5851 6,5705
0,3000 -2,9603 -3,0060 -3,0570 9,5528  9,5765  9,6064 6,5925 6,5705 6,5494
0,4000 -2,1119 -2,1763 -2,2509 8,6971  8,7325  8,7807 8,6971 6,5562 6,5298
0,5000 -1,4578  -1,5428 -1,6452 8,0356  8,0855  8,1577 6,5778 6,5427 6,5125
1,0000 0,5366 0,3108 -0,0114 6,0060  6,1810  6,4905 6,0427 6,4918 6,4791
1,5000 1,6506  1,2050 0,5553 4,8619  5,2741  5,9463 6,5125 6,4791 6,5016
2,0000 2,3902  1,6495 0,7280 4,1016  4,8421  5,8001 6,4918 6,4916 6,5282
2,5000 29117  1,8531  0,7856 3,5696  4,6585  5,7579 6,4813 6,5116 6,5434
3,0000 3,2845 1,9444  0,8099 3,1947  4,5838  5,7417 6,4791 6,5282 6,5515
3,5000 3,5476  1,9885 0,8223 2,9357 45509  5,7338 6,4833 6,5394 6,5561
4,0000 3,7290  2,0122  0,8296 27626  4,5346  5,7293 6,4916 6,5467 6,5589
4,5000 3,8512  2,0263  0,8342 2,6505  4,5253  5,7265 6,5016 6,5515 6,5607
5,0000 3,9326  2,0353 0,8373 2,5791 45195  5,7246 6,5116 6,5549 6,5619
5,5000 3,9869  2,0415 0,8395 2,5337 45157  5,7233 6,5206 6,5572 6,5628
6,0000 4,0239  2,0460 0,8412 2,5043  4,5129  5,7223 6,5282 6,5589 6,5635
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Tabela 37 — Parametros variacionais para os raios de confinamento r. para os atomos H,,
He! e Lif " no estado fundamental. Todos os valores em u.a..

0,0300 | 6,0966 6,4979 6,9020
0,0400 | 4,6726 5,0753 5,4817
0,0500 | 3,8183 4,2224 4,6311
0,0600 | 3,2489 3,6544 4,0655
0,0700 | 2,8424 32493 3,6628
0,0800 | 2,5376 2,9450 3,3618
0,0000 | 2,3007 2,7104 3,1287
0,1000 | 2,1112 2,5223 2,9430
0,2000 | 1,2612 1,6869 2,1334
0,3000 | 0,9810 1,4222 1,8969
0,4000 | 0,8434 1,3011 1,8067
0,5000 | 0,7630 1,2380 1,7773
1,0000 | 0,6190 1,1961 1,9422
1,5000 | 05924 1,2048 2,2418
2,0000 | 0,5981 14294 24707
2,5000 | 0,6186 1,5531 2,6097
3,0000 | 0,6474 1,6471 2,6950
3,5000 | 0,6806 1,7140 2,7509
4,0000 | 0,7147 1,7617 2,7900
45000 | 0,7473 1,7967 2,8187
50000 | 0,7766 1,8231 2,8407
55000 | 0,8020 1,8436 2,8579
6,0000 | 0,8236 1,8600 2,718
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APENDICE E - O Método de Hylleraas

Nesse apéndice alguns aspectos do método de Hylleraas sao discutidos. Esse método
¢é baseado primordialmente nas chamadas coordenadas de Hylleraas e tem como objetivo
a introducao explicita de uma coordenada que correlacione o movimento dos elétrons
diretamente na funcao de onda do sistema. Essa coordenada das distancias relativas entre

os elétrons é tratada como uma variavel independente.

E.1 As coordenadas de Hylleraas

Os trabalhos de E. A. Hylleraas foram publicados entre os anos de 1928 e 1930,
propostos ainda nos primérdios da Mecanica Quantica, apresentou o que é considerado
como o primeiro modelo a descrever bem a energia do estado fundamental para atomos de
dois elétrons. Com uma abordagem relativamente simples tal modelo computa os efeitos
de correlagao eletronica de maneira satisfatéria. Uma versao em inglés de trés desses

trabalhos, originalmente publicados em alemao, pode ser encontrado na Ref. [189].

Inicialmente, assumimos que os dois elétrons no estado fundamental estdo represen-
tados nas coordenadas cartesianas (x1, y1, 21) e (22, Y2, 22), onde r; e ry sdo as distancias
dos elétrons ao ntcleo e r15 a distancia entre os elétrons. Em relagao a essas coordenadas

sao definidas as coordenadas de Hylleraas como [190]

s=rotri= o} -3+ 3+ Jad+yi+2E, (E1a)
t=ry—r = a3+ 3+ — ity + 2t (E.1b)
U=ryg= \/(1’2 —$1)2 + (Y2 — y1)2 + (22 — 21)2 : (E.1c)

Desta forma temos uma simplificacao consideravel na resolu¢ao do problema ja que
ele passa de, originalmente, ser tratado com seis coordenadas para ser transformado em

um sistema que contém trés coordenadas relativas.

Nas coordenadas de Hylleraas o hamiltoniano do sistema tem a forma [190]

H:—<82 0? 82> 4s 0 4 0 20

.2
952 "o T o (E.2)

_2f u? — t2 0? _22 u? — 2 0? 4z s +1.
u \ s2—1t2) 0sou u \ s2—1t2 ) Otou s2—t2  u

O elemento de volume dv em coordenadas cartesianas em termos das coordenadas

$2+1t20s  s24+t20t uwlou

de Hylleraas é escrito como [191]

dv = 27%(s* — %) u ds dt du , (E.3)
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com 0 <t <uwu<s<oo. Ainda, para um sistema sem constrangimento espacial, valem os

limites de integragao [191]

/ds du dt :/Oods/sdu/udt. (E.4)
0 0 0

O método de Hylleraas leva em consideracao que a fungao de onda do sistema pode
ser escrita de forma aproximada inserindo diretamente na fun¢do as coordenadas s, t e wu,
juntamente com parametros variacionais ajustaveis. Nesse sentido, alguns exemplos de

fungoes de onda sao escritas como [192]

(s, t,u)y = Ay exp(—=(8) (14 cru) (E.5a)
U(s,t,u)e = Ay exp(—(28) (1 +ciu+ cth) , (E.5b)
U(s,t,u)g = Az exp (—(39) (1 + c1u + cot® 4 35 + c48% + c5u2) : (E.5c)

onde Ay, Ay e Az s@o constantes de normalizacao e (i1, (o, (3, €1, Co, €3, C4 € C5 SAO 0S

parametros variacionais definidos minimizando o funcional

(s, t,u)| H (s, t,u))
(W(s,t,u)[ (s, t,u))

sendo H é dado pelo hamiltoniano (E.2). Além disso, o elemento de volume e os limites

F —

(E.6)

de integracao sao dados, nessa ordem, pelas relagoes (E.3) e (E.4).

Nao obstante a importancia da atencao na determinacao de todos os parametros
variacionais envolvidos no problema a origem essencial da melhoria energética reside no
valor do expoente (, desta forma, certa cautela deve ser dada a essa quantidade no instante

de sua otimizacao [192].

Do ponto vista de sistemas de dois elétrons confinados o método de Hylleraas
também tem sido empregado. Um exemplo de fungao de onda que é usada para descrever

esses sistemas é a que apresentamos na subsecao 5.3 sendo escrita como

o(s,t,u) =G e’ (1+bu) [rc — (S ; t)} re — <82+tﬂ : (E.7)

onde 7. é o raio de confinamento do sistema e o e b sdo parametros variacionais a serem

determinados pela minimizagao do funcional (E.6).

O elemento de volume utilizado para otimizar os parametros dessa ultima funcao
permanecem como dados na Eq. (E.3). Entretanto, os limites de integragdo devem ser

ajustados para as condigoes de contorno apropriadas, dessa forma temos [193]

Te S u 2rc 2re.—s u
/dsdudt - / ds/du/ dt+/ ds/ du/ dt (E.8)
0 0 0 Te 0 0
2rc s 2re—s
+ / ds / du / dt
Te 2re—s 0

onde 7. é o raio de confinamento nas coordenadas de Hylleraas.
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Em uma formulacdo mais geral onde busca-se um resultado mais acurado da energia
é aconselhdvel a insercao de mais pardmetros variacionais na Eq. (E.7) como, por exemplo,
o formato das seguintes fun¢oes de onda,

ot =G i) - ()] - (52)] e

) —t t
(s, t,u)3 = G3 e7° (1 + biu + bot? + bys + bys® + b5u2) |:TC — (S 5 >} [rc — (S; )] ,  (E.9b)

onde G5 e (G3 sao constantes de normalizacao e oq, 03, by, ba, b3, by € bs sdo parametros

variacionais.

Entretanto, a adicao de novos parametros variacionais aumenta o custo computaci-
onal nos calculos utilizando os limites de integragao (E.8). Uma alternativa para contornar
essa questao é proposta pela Ref. [191] que apresenta uma formula¢ao que reduz o niimero
de integrais na relacdo (E.8) apenas para duas. Nessa perspectiva autores ja discutem a

eficdcia dessa formulagdo no sentido de um ganho no custo computacional [169].

O método de Hylleraas baseado nas coordenadas sugeridas tem obtido éxito conside-
ravel nas determinagoes de propriedades de atomos de dois elétrons [194,195]. Atualmente
essas coordenadas podem ser consideradas como coordenadas naturais para esses sistemas

no estado fundamental.



APENDICE F - Lista de publicacdes

Listamos abaixo os artigos publicados oriundos da nossa pesquisa.

130

e NASCIMENTO, W. S.; PRUDENTE, F. V. Sobre um estudo da entropia de shannon
no contexto da mecanica quantica: uma aplicacao ao oscilador harmonico livre e
confinado. Quim. Nova, v. 39, p. 757, 2016.

e NASCIMENTO, W. S.; PRUDENTE, F. V. Shannon entropy: A study of confined
hydrogenic-like atoms. Chem. Phys. Lett., v. 691, p. 401, 2018. Versao disponivel no

arxiv.org.

Chemical Physics Letters 691 (2018) 401-407

Contents lists available at ScienceDirect
Chemical Physics Letters

journal homepage: www.elsevier.com/locate/cplett

CHEMICAL
PHYSICS
LETTERS

Research

Shannon entropy: A study of confined hydrogenic-like atoms

Wallas S. Nascimento *, Frederico V. Prudente

Instituto de Fisi

paper

ica, Universidade Federal da Bahia, 40170-115 Salvador, BA, Brazil

ARTICLE INFO ABSTRACT

Article history:

Received 28 June 2017
In final form 23 November 2017
Available online 24 November 2017

The Shannon entropy in the atomic, molecular and chemical physics context is presented by using as test

Keywords:

Information theory
Shannon entropies
Entropic uncertainty relation

results are compared, when avail with those p

Confined quantum systems

cases the hydrogenic-like atoms H,, He; and Lif’ confined by an impenetrable spherical box. Novel
expressions for entropic uncertainty relation and Shannon entropies S, and S, are proposed to ensure
their physical dimensionless characteristic. The electronic ground state energy and the quantities
S, Sp and S, are calculated for the hydrogenic-like atoms to different confinement radii by using a vari-
ational method. The global behavior of these quantities and different conjectures are analyzed. The

© 2017 Elsevier B.V. All rights reserved.

Quim. Nova, Vol. 39, No. 6,757-764, 2016

http://dx.doi.org/10.5935/0100-4042.20160045

SOBRE UM ESTUDO DA ENTROPIA DE SHANNON NO CONTEXTO DA MECANICA QUANTICA: UMA
APLICAGCAO AO OSCILADOR HARMONICO LIVRE E CONFINADO

Wallas S. Nascimento* e Frederico V. Prudente

Instituto de

Fisica, Universidade Federal da Bahia, 40210-340 Salvador — BA, Brasil

Recebido em 22/09/2015; aceito em 10/12/2015; publicado na web em 11/03/2016

STUDY OF SHANNON ENTROPY IN THE CONTEXT OF QUANTUM MECHANICS: AN APPLICATION TO FREE AND
CONFINED HARMONIC OSCILLATOR. The aim of this study was a didactic presentation of the Shannon entropy in the quantum
theory context, followed by appli to the case of a ional harmonic oscillator in its ground state, both in the free case
and confined case. The study of these systems allows us to highlight notions such as location or delocation of a particle, a possible
interpretation that the Shannon entropy can adopt. The Shannon entropy in position (S,) and momentum (S,) spaces were calculated
for both systems, beyond the entropic sum (S, = S, + S,). With this procedure it was possible to identify trends in the behavior of the
Shannon entropy (S, and S,) and test the compliance of the entropic uncertainty relation (S, = S, + S, 2 n(1 + In(r))).

Keywords: information theory; Shannon entropy; confined quantum system.
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