UNIVERSIDADE FEDERAL DA BAHIA
ESCOLA POLITECNICA
PROGRAMA DE POS-GRADUACAO EM ENGENHARIA DE
ESTRUTURAS

ANTONIO RIBEIRO SANTOS JUNIOR

ANALISE QUASE-ESTATICA E DINAMICA DE PROBLEMAS DE
CONTATO MECANICO EM SOLIDOS TRIDIMENSIONAIS UTILIZANDO O
METODO DA CURVA B-SPLINE NAS SUPERFICIES DE CONTATO.

Salvador

2018



ANTONIO RIBEIRO SANTOS JUNIOR

ANALISE QUASE-ESTATICA E DINAMICA DE PROBLEMAS DE CONTATO
MECANICO EM SOLIDOS TRIDIMENSIONAIS UTILIZANDO O METODO DA
CURVA B-SPLINE NAS SUPERFICIES DE CONTATO.

Dissertagdo apresentada ao programa de Pos-
Graduagdo em Engenharia de Estruturas da
Universidade Federal de Bahia, como requisito para a
obtencdo do grau de Mestre em Engenharia de

Estruturas.

Orientador: Prof. Dr. Alex Alves Bandeira

Salvador

2018



Ficha catalogréafica elaborada pelo Sistema Universitario de Bibliotecas (SIBI/UFBA),
com os dados fornecidos pelo(a) autor(a).

RIBEIRO SANTOS JUNIOR, ANTONIO
ANALISE QUASE-ESTATICA E DINAMICA DE PROBLEMAS DE
CONTATO MECANICO EM SOLIDOS TRIDIMENSIONAIS UTILIZANDO
O METODO DA CURVA B-SPLINE NAS SUPERFICIES DE CONTATO.
/ ANTONIO RIBEIRO SANTOS JUNIOR. -- SALVADOR, 2018.
188 £. : il

Orientador: Alex Alves Bandeira.

Dissertagdo (Mestrado - PROGRAMA DE POS-GRADUAGAO EM
ENGENHARIA DE ESTRUTURAS) -- Universidade Federal da
Bahia, ESCOLA POLITECNICA, 2018.

1. Método dos Elementos Finitos. 2. Problema de
Contato. 3. Dinédmica das Estruturas. 4. B-Spline. I.
Alves Bandeira, Alex. II. Titulo.




ANTONIO RIBEIRO SANTOS JUNIOR

ANALISE QUASE-ESTATICA E DINAMICA DE PROBLEMAS DE CONTATO
MECANICO EM SOLIDOS TRIDIMENSIONAIS UTILIZANDO O METODO DA
CURVA B-SPLINE NAS SUPERFICIES DE CONTATO.

Dissertagao apresentada como requisito parcial para a obtengdo do grau de Mestre em
Engenharia de Estruturas, ao Programa de Pés-Graduagao em Engenharia Estrutural,
da Universidade Federal de Bahia.

Aprovado em 13 de dezembro de 2018.

Alex Alves{ndelra - Orlenta.dor
Doutor em Engenharia de Estruturas e Fundagoes -USP
Universidade Federal da Bahia - UFBA

W’Zok%\»ﬁ/ugl_‘

Marco Tulio Santana Alves — Membro interno

Doutor em Engenharia Mecénica — UFU
Universidade Federal da Bahia - UFBA

Lo

sé Mario Feitosa Lima — Membro externo
Doutor em Engenharia Civil - UFRJ
Universidade Estadual de Feira de Santana - UEFS

Universidade Federal de Bahia
2018



Diante da vida que € sublime
Ai, de quem se reprime

Se ausenta e nem tenta viver
Deve ficar olhando o mundo
E lamentando sozinho

Nao quero ter letargia

Eu quero ser rodamoinho

Eu quero ser travessia

Eu quero abrir o meu caminho
Ser minha prépria estrela-guia

Virar um passarinho

“Salmo” (Paulo César Pinheiro e Raphael Rabello)



DEDICATORIA

Dedico este trabalho ao meu sobrinho Rafael,
acreditando que um dia o inspirarei a seguir
no caminho da ciéncia e do conhecimento, com
respeito as diferencas, consciéncia social e

politica.



AGRADECIMENTOS

A minha méae Delzuita e meu pai Irenio, pelo apoio irrestrito, amor sem limites,
confianca, investimento, por acreditarem nas minhas escolhas e apostarem no meu
futuro. Obrigado por serem meus maiores exemplos e por terem tornado possivel que

eu tivesse a oportunidade de estudar.

Ao meu orientador Alex, pela atencdo, comprometimento e dedicagao incansavel
a minha pesquisa. Obrigado por acreditar no meu potencial e por ter sido fundamental

para a conclusao deste trabalho.

A minha irma Rafaela, pelo amor e palavras de carinho, meus irméos Cristiano e
Deonilson, pelo apoio e os bons conselhos, & minha sobrinha Rafaela pela motivacao e
empolgacdo com minhas conquistas e minha prima Nayara, pelo carinho e

companheirismo de sempre.

Aos amigos feitos no mestrado, pelos momentos de estudo e também de
descontragao, em especial: a Daniel, pela ajuda com a programacdo e as aventuras
veganas; a Danielle, por ser uma amiga que posso contar sempre e ter sido a minha
companheira de todas as horas durante o Mestrado; a Itallo, por me ajudar com a
dindmica e dividir comigo as ansias da vida académica; e a Gabriela, minha hermana
venezuelana, por ter me incentivado a continuar no mestrado e me fazer acreditar no

meu tema.

Aos meus amigos, os quais me preenchem de felicidade e sdo com quem eu divido
minhas memoraveis experiéncias nessa vida. A Manuella e Denilson, obrigado por
estarem comigo todas as horas e por me ouvirem muito nos momentos de alegria,

tristeza e duvida. A Rafaela, meu amor, que mesmo longe continua dando uma forcinha;



7

a minha querida Maria, que mesmo com a essa correria da vida, ainda divide comigo
um pouco do seu dia. A Brunelle, por ter ocupado definitivamente um lugar especial
na minha vida e ter me incentivado incansavelmente a finalizar esta etapa. A Leonardo,
por estar presente nos meus dias, dividindo muitos dilemas, mas me enchendo de
otimismo. Aos queridos Sirlandia, Moacy e Luanderson que marcaram esse meu periodo
em Salvador, tornaram meus fins de semana mais divertidos e ajudaram a aliviar um
pouco toda a pressdo da vida académica. A Bruno, que sempre se fez presente e foi
muito companheiro durante os momentos mais dificeis, principalmente nos primeiros

meses, durante a adaptacao, serei sempre grato.

A Fabesp pelo apoio financeiro e incentivo a pesquisa.

Aos grandes professores que eu tive a honra de ser aluno e todos os ensinamentos
passados durante minha vida académica, em especial: ao professor Marco Tlio, que
deu grande contribuicdo para esse trabalho, enriquecendo-o, e ao professor José Mario,
que ainda na graduagdo me incentivou a seguir na carreira académica e despertou

minha paixao pela area de estruturas.



SUMARIO
LISTADE FIGURAS......cooiiiiiiiiiiiiiii et ss s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s 11
LISTADE QUADROS ......cooiiiiiiiiiiiiiiiiieniississssssssssss s ss s s s s s ss s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s s snsssas 13
L2 T 0 14
Y 1 I £ Y o N 15
1. INTRODUGAOD ....oeeveererreereecseesesseessesseessessssssesssessssssessesssssssessessssssssssesssesssssssssessssssesssssans 16
1.1 JUSTIFICATIVA . eetieeiteeettee et ee ettt e e ettt e st e s amt e e sab e e e smee e e sabeeesabeeesabeeesaneeesmreeesaneeesaraeesanenesanees 18
1.2, OBJETIVOS. .etteiuteeeureesuteeesuteeeaseeeesureeessseeeamreeesabeeeamseeesabeeesabeeeaabeeesaneeesnreeesaneeesareeesarenesanees 19
O N 0 o= 4 1Yo i [T o | KRR 19
1.2.2 ODBjEtiVOS @SPECITICOS .......uvveieeeeieeeeee ettt ee et e e e tea e e e et a e e et e e e e e itsanaeeesasees 19
1.3. ESTRUTURA DO TRABALHO ....uuteeeureeesureeesireeeauteeesureeesureeesubenesaseessasesesneeesnseeesasesessesesnesesanees 20
1.4. REVISAO BIBLIOGRAFICA. ....ceiiutieeuteeeateeesiteeeeuteeesubeeesureeesabeeesaseessabeeesreeesnreeesneeesareeesanenesanees 21
1.4.1. CONEALO MECAMICO ...ttt ettt ettt e e e ae e 21
2. NOGOES INICIAIS DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS ......ccceceeueerrreenenereeneesessesessennes 29
2.1. CONCEITOS BASICOS ....veeeiutteeeitieeiteeesteee sttt e srer e sttt e sbeeesbeeesabeeesneeesbeeesareeesneeesaneeesananesane 29
2.1.1 LeiS A8 @QUIIIDIIO .....eeeeeeeeeeeeeeee et e et e e et e e e e et e e e e e staaaeeearees 29
B - 7 1 - ol X [ 4 = 117 S PSRPRE 29
2.1.1.2 Balango 10Cal & MOMENTOS .....cccvieeeiieieiieeeieeie et ettt e teesteeste e s e e teessaesnseesseessaesnseenseesseesnseenns 30
2.1.1.3 Transformacdo da configuragdo corrente para a inicial.......c.ccveeveereeeceeseesie e 31
2.1.2 Principio dos trabalNOS VIltUQIS. ..............cceeceueeeeeeeiieeeeesiieeeeeseieeeeeeiieaaeeesteaa e e e 32
2.1.2.1 ConfigUragao de refErENCIA .. ..cccuieeeierierieeteetee ettt ettt st b e b e et e b e beene e ene 32
B B @ o o = {0 =T [o J oo 14 4 <1 o <SSP 34
2.1.3 EQUAGCOES CONSEILULIVAS .....eeeeneeeeeeeee ettt et a e 35
2.1.3.1 Tensor constitutivo INCreMENTAl ........co.eeiiiiiiiiieeeeee ettt 38
B O T A W 1= [ 2 T Lo PP PSP PUPPPP 43
2.1.3.3 Linearizacdo da formulagdo variaCional...........cceereeeiieiierieeieeseese et 46
2.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS ....ceeivtrerreeesreresaieeesreresaneresreeesseresaneeessesesaneeesnnesesanenesane 49
2.2.1 CONCEPECAO [SOPATAMELIICA ......veeeeeeeeee e eeeeeeeeettea e e e et e e e e et eaeeesreaaeeesasees 50
2.2.2 FUNEOES A€ INLEIPOIACAO .........eeveeeeeeaeeeeeeeeeteeee e e ettt e e e e e e e e e e st taaaaaaaaaeeans 54
2.2.3 Formulagdo de elementos finitos para configuracdo corrente...............cccouveeennn... 57
2.2.4 Linearizagcdo do trabalho VIrtuQl....................eeeeeeeieeeeeeieseiciiieeieee e eeeescccivveaaaa e 62
3. DESCRICAO VARIACIONAL DOS PROBLEMAS DE CONTATO ......coceverrerereresesessessessssenns 66
3.1 FORMULAGAO DO LAGRANGIANO AUMENTADO .....vvreruurieareresreresreeesaseresaseesssesesasesesasesesasenesnn 66

3.2 PRESSOES DE CONTATO COM ATRITO UTILIZANDO O LAGRANGIANO AUMENTADO .....uuuvreeeeereeeeaennnne 68



3.3 RESTRIGOES DE CONTATO 1..uuvteeeuveeeeeeeessseeessseessesssssesasesssssesssssssssssssssssssssssssssnsssssnsssssnssnenns 70
3.3.1 Restrig@o de impenetrabilidQde....................oueeeeeeiieeeeeieeciiieieeee e eeeescccreeaaa e 70
3.4 DEFINIGAO DE BASE ...eeiuvveeeutreeeiueeeaiseeesseeesssseesnseesssssesasesessssesssssesssssssssssssssessssssessnssssssssnesnns 72
3.5 CINEMATICA DO ATRITO 1vveeutteeereeessreesseeessseesssesessssesasesessssesssssssssssssssssssssssessssssssnsessssssnssnns 74
3.6 FORMULAGAOQ DA LEI DE ATRITO DE COULOMB ...c.uuvveeeuvreeseeeesseeessenesssssessssssssssssssssessnssssssssnennns 75
3.7 APLICAGAO DO LAGRANGIANO AUMENTADO COM ATRITO.....ceeecvreeeereeereeesssseessssessssseessssssssssnennns 76
3.8 CINEMATICA DO CONTATO. ... eeeeuvteeeereessreessseesaseeessssesassssssseesssssssssssssssssssssssssssssssnssssssssnesnns 80
3.9 FORMULAGAO VARIACIONAL DO CONTATO ..eeeuvreesrreesrreesseeesssseesssseessssessssssessssssssssessnssssssssnennns 83
3.10 ALGORITMO GEOMETRICO DE CONTATO....eeeuureeereeesereesseeessseesssseessssesssssssssssssssssesssssssssssnennns 85
3.11 DISCRETIZAGAO DO PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS ....eeeeuvreeenereeeereeesreesssessssseessssessnsseennns 87
3.12 LINEARIZAGAO DO PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS.......eeeeureeeereeerreeessresasseessnsseessssesssssnennns 89
3.13 MATRIZ DE RIGIDEZ DA CONTRIBUIGAO NORMAL ....eeeuvvieerreeerreesereessseeessssessssesssssesssssssssssnennns 93
3.14 MATRIZ DE RIGIDEZ DA CONTRIBUIGAO DO ATRITO SEM DESLIZAMENTO....cccvveeevreeeirreeseeeesnneennns 94
3.15 MATRIZ DE RIGIDEZ DA CONTRIBUIGAO DO ATRITO COM DESLIZAMENTO ...cccuvveeevreesirreeseeeessnenennns 9%
4 CONTATO COM O ELEMENTO FINITO B-SPLINE .......cccocetiiiimmnmnnsnicnniinensssssssssensinmsssssssssssnns 98
4.1 CURVA B-SPLINE ..c.uuviieiuieeeeieeesieeestteeesatesessteeessteessntssesnsasesssesesnsaessnsesesssesesnssnsssesesnsensnnsees 100
4.2 DETERMINAGAO DO PONTO X™ PARA A SUPERFICIE B-SPLINE .....cccvvveiiieeeiieecieeecteeeseneesvee e 105
4.3 DISCRETIZAGAO DA FORMULAGAO DE CONTATO COM ELEMENTO FINITO B-SPLINE ....ceevcvveerreeennnee. 107

4.4 EXEMPLO NUMERICO UTILIZANDO ANALISE QUASE-ESTATICA DE CONTATO COM ELEMENTO B-SPLINE 112

4.4.1 Exemplo Duas Vigas PerpendiCulares .............cuuueeeeeeececiiveeeeiaaeeeeeescccivivvssasaaaenn, 112

5 INTRODUGAO A DINAMICA .......ceteeerereenessessessessessessessssseessessessessessessesssssessessessessensesenes 125
5.1 CONCEITOS GERAIS «..cuveeuttteuteesutesteesueesbeasueesteesteesuteasbeesaeeeaseesueeabeesube e bt esasesbeesaseeseesanean 125
5.2 SISTEMAS DINAMICOS. ...ccuvtteuteeuteeteesuteeteesteesteesteesuteesseesaeeesseesueeeaseesube e bt esasesbeesaseeaseesanens 126
5.2.1 Sistema mec@nico amortecido exCitado ..............ccowoeeeeeeioeiesieiiiseesieee e 126
5.2.2 Decremento [0GaAritMiCo ...........cc.ueeeeeeceeeeeeecieeee e eetteeeeeeetaee e e estaeaaeeserseaaeeaans 127
5.2.3 Coeficientes de GMOIrteCIMENTO .............ueeeeecvueeeeeeeiiieeeescieeeeeecteeeeeestaeeaeesiaeaaeeaans 129
5.3 INTRODUGAO A ANALISE MODAL DE ESTRUTURAS. ...ccuvttruteeteeruteenseesueeeseesuseesseesasesaseesusessseesueens 130
5.3.1 Amortecimento PropOrCiONQl............ccoc.euueeeeeeeeieieeeeeeeccciitieeeeaa e e e eeessssctsrvaaaaaaeeaens 134
5.4 ALGORITMO DE NEWMARK .....eeuutieuttestieeteesttesteesteesuteesteesateesbeesueeebeesuseeabeesasesbeesaeesseesaness 138
5.4.1 Interpolacdo Linear da Aceleragdo — Método de Newmark: ..............eeeeeceuveeann. 139
5.5 EQUAGAO DE EQUILIBRIO PARA O IMEF ...ceuteetieeteesteesuteesteesuteesseesueeabeesaseesseesasesaseesasesnseesanens 144
5.6 FORMULAGAO DINAMICA COM CONTATO ....veeueieeuteesteesuteesseesuteenseesueeesseesaseasseesnsesaseesasesnseesuneas 148
5.7 MATRIZ MASSA E DE AMORTECIMENTO . .....uveetteeteesteesuteenseesuseenseesueeaseesuseesseesmsesaseesusessseesunens 149

5.7.1 Determinag¢do da matriz de massa da eStrutura ............cccoceeeeeeeeeeeescciiiiivereeaaaaenn, 150



5.7.2 Determinag¢do da matriz de amortecimento da estrutura...............ccccccvvvvvveenaannnn. 156

5.8 ALGORITMO DE CONTATO COM DINAMICA. ......eiiteititeieeniee et esiee st eiee st e bt e satesbeesaeeesaeesaee s 156

6. EXEMPLOS NUMERICOS CONTATO COM DINAMICA ......ccovmimimimrurmrinerereseseessssssssaens 162
6.1 EXEMPLO VIGA ENGASTADA ....eiuutiiuieeiute et e stte st e sttesateesteesate e bt e sute e bt e sabeeabeesabesbeesaeeebeesanean 162
6.1.1 Exemplo viga engastada sem amortecimento..............ccccceeeeeeeeeeeeeesceiiivevennaaaeennnn, 163
6.1.2 Exemplo viga engastada com amortecimento ...............cccceeeeeeeeeeeccciiiiviienneaeaannn, 166

6.2 EXEMPLO DUAS VIGAS PERPENDICULARES DEFORMAVEIS.....cccuviiiieruiieiienteesiee e eieeseeesaeesaee s 168
6.2.1 Exemplo duas vigas Sem amorteCimento .............ccceeccevveeeeeeeeeeeeeeissiiissieeesaaaaeenn, 169
6.2.2 Exemplo duas vigas com amorteCimento .............cccccccceuveveeeeeaeeeeeeisciiiivieeeaaaaeeannn, 171

6.3 EXEMPLO DUAS VIGAS PARALELAS DEFORMAVEIS ......ceruveeiieriieenieeseeeteesteesieesaeessseesaeessneesaeeas 172
6.3.1 Exemplo duas vigas paralelas sem amortecimento...........ccccceeeeeeeeecccvivvveeenenaanannn. 174
6.3.2 Exemplo duas vigas paralelas com amortecimento............ccccceeeeeeeeeccvvvvveevneneannnnn, 175

/28 o0 1T o U o 177

REFERENCIAS.....eeiieeeieeeeeeeeeeeeeseesesstesesssssessesssssesasssssessssssssessssssssssssssssesssssssssssessssssssssessssses 179



11

LISTA DE FIGURAS

FIGURA 1 - REPRESENTACAO DO ELEMENTO DE CONTATO NO-NO......cocooviiiiieeienns 27
FIGURA 2 - REPRESENTACAO DO ELEMENTO DE CONTATO NO-A-SEGMENTO. ............... 28
FIGURA 3 - REPRESENTACAO DO ELEMENTO DE CONTATO SEGMENTO-A-SEGMENTO. 28

FIGURA 4 - LINEARIZACAO DA FUNCAO DE F EM X. ...coovoiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeee e 44
FIGURA 5 - EXEMPLO DE UM SOLIDO 3D SUBMETIDO A UM CONJUNTO DE CARGAS .....50
FIGURA 6 - DISCRETIZACAO DE UM CORPO B ....o.oooiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeee e 51

FIGURA 7 - DESCRICAO ISOPARAMETRICA DAS DEFORMACOES E SUAS

TRANSFORMAGOES ..ottt 52
FIGURA 8 - TETRAEDRO ISOPARAMETRICO DE 4 NOS . ...oooiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeas 55
FIGURA 9 - TETRAEDRO ISOPARAMETRICO DE 10 NOS.....ccooiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeea 56
FIGURA 10 - HEXAEDRO ISOPARAMETRICO DE 8 NOS. .....ooiiiiieieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeas 57
FIGURA 11 - PROBLEMA DE CONTATO COM ATRITO EM DEFORMACAO FINITA ............. 69
FIGURA 12 - PARAMETRIZACAO DAS SUPERFICIES DE CONTATO T2 ET2..cocoiiieea 69
FIGURA 13 - ESQUEMATIZACAO DOS VETORES DA BASE E DA FUNCAO FOLGA .............. 71
FIGURA 14 - ELEMENTO FINITO DA SUPERFICIE DE CONTATO. ...ccovovviviieeceeeeeeea 86
FIGURA 15 - PROJECOES NO-ARESTA E NO-NO.....c.civiioiiiioiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeas 98
FIGURA 16 - ORIENTACAO DA NORMAL EM CONTATO NO-ARESTA.........cooooviiiieaennan 99
FIGURA 17 - CURVA B-SPLINE. .....cocoitiiiiiiiiieeeeeeee e 101
FIGURA 18 - FUNCOES BASE COM ORDEM 1, 2 E 3..c.ovoioioiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeea 103
FIGURA 19 - EXEMPLO DUAS VIGAS CRUZADAS. ...c.oooviiieiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeea 113
FIGURA 20 - DESLOCAMENTO TOTAL — VISTA ISOMETRICA. .....cooeviviieieieieieeeeeeeea 114
FIGURA 21 - DESLOCAMENTO TOTAL — VISTAS LATERAIS. ....cooviiviioieieeeeeeeeeeeeee 114
FIGURA 22 - DISTRIBUICAO DAS TENSOES NORMAIS NA VIGA SUPERIOR........................ 115
FIGURA 23 - DISTRIBUICAO DAS TENSOES NORMAIS NA VIGA INFERIOR..............c.......... 115
FIGURA 24 - DESLOCAMENTOS OBTIDOS POR SANTOS E BANDEIRA (2018)......ccccccvcvu...... 116

FIGURA 25 - DISTRIBUICAO DAS TENSOES NORMAIS NA VIGA INFERIOR POR SANTOS E
BANDEIRA (2018). 1...oovoeeoeeeeeeeeeoeeeeeeeeee oo 116
FIGURA 26 - DISTRIBUICAO DAS TENSOES NORMAIS NA VIGA SUPERIOR POR SANTOS E
BANDEIRA (2018) ..o 117
FIGURA 27 - DESLOCAMENTOS OBTIDOS UTILIZANDO SOFTWARE ANSYS®.......ccc.cc....... 117



12

FIGURA 28 - DISTRIBUICAO DAS TENSOES NORMAIS NA VIGA INFERIOR PELO SOFTWARE
AN S Y S ettt ettt e h bttt ettt eat et e ettt e he et ene e aeenteeee et 118
FIGURA 29 - DESLOCAMENTOS OBTIDOS UTILIZANDO SOFTWARE ANSYS® — MALHA
REFINADA . et ettt ettt e et 119
FIGURA 30 - DISTRIBUICAO DAS TENSOES NORMAIS NA VIGA INFERIOR PELO SOFTWARE

ANSYS® - MALHA REFINADA .....ocooiiiitiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeee et 119
FIGURA 31 - COMPARACAO ENTRE AS TENSOES NORMAIS. ......c.ccooviiiiieereeeeeeeeeeee 123
FIGURA 32 - COMPARACAO ENTRE OS DESLOCAMENTOS MAXIMOS. ......c.ccccooviieirrnnnn. 123

FIGURA 33 - REPRESENTACAO SIMBOLICA DE UM AMORTECEDOR E SEU DIAGRAMA DE
CORPO LIVREL. ittt et et e s e e e 127
FIGURA 34 - TAXA DE DECRESCIMO DA OSCILACAO MEDIDA PELO DECREMENTO

LOGARITMICO. «..oeiiioieiieieeeeeeee ettt 128
FIGURA 35 - DECREMENTO LOGARITMICO EM FUNCAO Zi....ooovovoveeeiieeeeeeeeeeeeeee 129
FIGURA 36 - DIAGRAMA DE CORPO LIVRE DO SISTEMA MASSA MOLA. .......cccoovoveerrnnn. 131
FIGURA 37 — NEWMARK. .....coiiiiiiiiieiiiceeeeeeeeeeeeee et 140

FIGURA 38 - TIPOS DE FORCAS EXTERNAS QUE PROVOCAM O DESLOCAMENTO
CORRESPONDENTES A ESTRUTURA, PERMITINDO O CALCULO DO TRABALHO....151
FIGURA 39 - VIGA ENGASTADA . ....oooovoooeoeeeeeeeeoeeeeeee oo 162
FIGURA 40 - MALHA DE ELEMENTOS FINITOS DO EXEMPLO DA VIGA ENGASTADA. ....163
FIGURA 41 - GRAFICOS DO MOVIMENTO DE MASSA SEM AMORTECIMENTO: (A) POSIGAO,
(B) VELOCIDADE E (C) ACELERAGAO........ovooooooeeoeoeeoeeoeeeeoeeeeeeee e 165
FIGURA 42 - GRAFICOS DO MOVIMENTO DE MASSA COM AMORTECIMENTO: (A) POSIGAO,
(B) VELOCIDADE E (C) ACELERAGAO........ovooooooeeoeeeoeeeoeeeeoeeeeeeee e 167
FIGURA 43 - VIGAS PERPENDICULARES. ........ovvoivoooeeeoeeeeeeoeeee oo 168
FIGURA 44 - MALHA DE ELEMENTOS FINITOS DO EXEMPLO DAS VIGAS
PERPENDICULARES. ......oovoovoooeveoeeee oo 169
FIGURA 45 - VIGAS PARALELAS. .......ovooooooeeeoeee oo 173
FIGURA 46 - MALHA DE ELEMENTOS FINITOS DO EXEMPLO DAS VIGAS PARALELAS ..173
FIGURA 47 - DESLOCAMENTO FINAL DO EXEMPLO DAS VIGAS PARALELAS — SEM
AMORTECIMENTO ..o 175
FIGURA 48 - DESLOCAMENTO FINAL DO EXEMPLO DAS VIGAS PARALELAS - COM
AMORTECIMENTO. ..o 176



13

LISTA DE QUADROS

QUADRO 1 - INTEGRACAO TRIDIMENSIONAL PARA ELEMENTOS TETRAEDRICOS. ......... 56
QUADRO 2 - COMPARATIVO EXEMPLOS COM MALHAS REFINADAS. ... 120
QUADRO 3 - COMPARATIVO EXEMPLOS COM A MALHA USADA POR SANTOS E BANDEIRA

QUADRO 4 - COMPARATIVO EXEMPLOS COM A MALHA REFINADA NO ANSYS E SANTOS
E BANDETIRA. ...ttt ettt e ettt e 121
QUADRO 5 - COMPARATIVO EXEMPLOS COM ELEMENTO TETRAEDRICO E HEXAEDRICO
INO ANSUS. et ettt e ettt e et e e s 121
QUADRO 6 - QUADRO COMPARATIVO DOS RESULTADOS. .....ccccciiiiiiiiiiiiicicccc 122
QUADRO 7 - RAZAO DE AMORTECIMENTO DE MATERIAIS SOB CONDICOES NORMAIS DE
TRABALHO. ..ottt ettt 136
QUADRO 8 - RESULTADOS DO EXEMPLO DA VIGA ENGASTADA - SEM AMORTECIMENTO.

QUADRO 10 - RESULTADOS DO EXEMPLO DAS VIGAS PERPENDICULARES - SEM
AMORTECIMENTIO. ..eiiiiiiiiteii ettt e 170
QUADRO 11 - RESULTADOS DO EXEMPLO DAS VIGAS PERPENDICULARES - COM

AMORTECIMENTIO. ..eiiiiiiiiteiie ettt e 171
QUADRO 12 - RESULTADOS DO EXEMPLO DAS VIGAS PARALELAS - SEM
AMORTECIMENTIO. ..ciiiiiiiite it ettt 174
QUADRO 13 - RESULTADOS DO EXEMPLO DAS VIGAS PARALELAS - COM

AMORTECIMENTIO. ..eiiiiiiiiite it ettt e 175



14

SANTOS, Antonio Ribeiro Jr. Anélise quase-estatica e dindmica de problemas
de contato mecanico em sélidos tridimensionais utilizando o método da curva B-
Spline nas superficies de contato. 2018. 188p. Dissertacdo (Mestrado em Engenharia

de Estruturas). Universidade Federal da Bahia.

RESUMO

Nesta pesquisa é apresentada a fundamentacado teoérica sobre a formulagao do
problema de contato mecénico com atrito para sélidos tridimensionais, baseando-se na
mecanica do continuo e na dindmica nao-linear e suas aplicagoes no estudo do contato
mecanico em regime de grandes deformacoes. E desenvolvida a formulacio da mecanica
dos solidos utilizando a forma fraca, obtendo-se a equacao de equilibrio do balango dos
momentos, pelo modelo de equagao de energia de um material Neo-Hookiano com
propriedades hiperelasticas. E aplicado o método do Lagrangiano Aumentado para
solucdo numérica do problema de contato e, além disso, apresenta-se o elemento de
contato B-Spline em substituicao ao elemento de contato Lagrangiano, visando a
utilizacdo de uma superficie curva e suave, obtida a partir da superficie mestre
suavizada pela curva B-Spline. Inicialmente, é implementado um programa de contato
mecanico em Linguagem de programacgao C utilizando o elemento finito tetraédrico e
hexaédrico. Em seguida, procede-se com o estudo da dindmica das estruturas,
desenvolvendo-se uma analise dindmica para o contato mecanico. Para completar, é
desenvolvido e implementado no cédigo computacional o algoritmo da analise dinamica
do contato mecanico. O Método de Newmark é utilizado na integracao ao longo do
tempo da analise din&mica. Ao final do trabalho sdo apresentadas modelagens de
exemplos, analisando o efeito do contato mecénico com dindmica entre corpos
deforméveis.

Palavras-chave: Método dos Elementos Finitos, Problema de Contato,

Dinadmica das Estruturas, B-Spline.



15

ABSTRACT

In this research the theoretical basis on the formulation of the problem of
mechanical contact with friction for three-dimensional solids is presented, based on the
mechanics of the continuum, the study of the nonlinear dynamics and its applications
in the study of mechanical contact in the regime of large deformations. The formulation
of the mechanics of the solids using the weak form is developed, obtaining the balance
equilibrium equation of the moments, by the energy equation model of a Neo-Hookian
material with hyperelastic properties. The Lagrangian Increased method is applied to
the numerical solution of the contact problem and, in addition, the B-Spline contact
element is substituted for the Lagrangian contact element, aiming at the use of a
smooth and curved surface obtained from of the master surface softened by the B-
Spline curve. Initially, a mechanical contact program in Programming Language C is
implemented using the tetrahedral finite element replacing the hexahedral element.
Next, we proceed with the study of the dynamics of the structures, developing a
dynamic analysis for the mechanical contact. To complete, the algorithm of the
dynamic analysis of the mechanical contact is developed and implemented in the
computational code. The Newmark Method is used in the time integration for the
dynamic analysis. At the end of the work, modeling of examples is presented, analyzing

the effect of mechanical contact with dynamics between deformable bodies.

Key-words: Finite Element Method, Contact Problem, Structural Dynamics,

B-Spline.
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1. INTRODUCAO

Atualmente no mercado existe um interesse crescente na aplicacdo de simulacéo
numérica para solucao de problemas de engenharia. Gracas aos avancos tecnologicos
na area computacional, tornou-se possivel a implantacdo de novos processos de
desenvolvimento e validagdo de modelos com a introducao de ferramentas virtuais. O
uso e dominio dessas ferramentas representa reducdo de custos e tempo no
desenvolvimento de projetos e analise de estruturas, significando um avanco de
competitividade. Com o aumento da capacidade de processamento dos computadores
modernos e a popularizagdo da simulacado computacional, gerou-se um estimulo pela
busca de solugoes de problemas mais complexos.

Em busca de modelos matematicos que possam representar os meios fisicos de
forma apropriada e satisfatoria, muitos problemas da engenharia sdo caracterizados por
equacoes diferenciais ou integrais. Por esse motivo, apenas um ntimero restrito de casos
pode ser resolvido analiticamente. Dessa maneira, o uso de ferramentas numéricas e
computacionais torna-se indispensavel para resolucdo de problemas mais complexos.
Dentre os métodos numeéricos mais utilizados, destacam-se o Método dos Elementos
Finitos (MEF), o Método das Diferencas Finitas (MDF), o Método dos Elementos de
Contorno (MEC) (SAMPAIOQO, 2009) e o Método dos Elementos Discretos (MED).

A escolha da técnica numérica empregada na solucdo de problemas é importante
para garantir a qualidade e confiabilidade dos resultados. O método dos elementos
finitos apresenta-se como o mais utilizado na solugdo de problemas de engenharia
estrutural, na mecanica dos soélidos. Neste trabalho utilizar-se-4& o Método dos
Elementos Finitos aplicado a problemas de contato mecanico entre corpos utilizando o
Método da Curva B-Spline para a suavizagao da superficie de contato e, posteriormente,
problemas dindmicos. Os problemas de contato sdo nao lineares. O contato mecénico
estrutural é bastante comum e de grande importancia nas areas da engenharia

mecanica, civil, naval, aerondutica e biomédicas. Solucionar a forma como as tensoes
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se distribuem na interface de contato é importante na elaboragao de projetos,
contribuindo diretamente na determinacao da vida ttil dos elementos, principalmente
quando relacionadas ao desgaste fisico dos mesmos.

Os mecanismos de contato sdo comumente utilizados em diversos casos na
engenharia, como por exemplo, na fabricagdo de pecgas estruturais ou na transferéncia
de carregamento entre estruturas ou soélidos em geral. Em alguns casos, o estudo da
mecanica do contato é aplicado quando se deseja estudar previamente os efeitos
causados em situagoes acidentais ou indesejadas que envolvem dois ou mais corpos,
como em testes de colisao de veiculos ou em estudos de balistica.

Esses problemas envolvendo mecanica do contato podem ser estudados
numericamente, experimentalmente ou a partir de modelos teodricos, de forma isolada
ou em conjunto. Geralmente, sdo requeridos custos operacionais elevados e dificuldades
praticas na execucdo de ensaios experimentais, principalmente, por conta do tempo
necessario para montagem do experimento e para que sejam efetuados todos os ensaios.
A simulagdo numérica tem como uma das vantagens a possibilidade de se obter uma
série de resultados a um baixo custo operacional. Entretanto, nao se descarta
investigacoes experimentais neste tipo de analise. Porém o niimero de ensaios a serem
realizados pode ser reduzido, e os dados obtidos nesses ensaios podem ser utilizados
para afericdo e validacao dos modelos e procedimentos de analise numérica.

Antes, muitos problemas eram aproximados por simplificagoes consideradas na
concepcao do projeto por conta da natureza nao-linear da mecéanica do contato.
Atualmente, devido ao grande aumento na capacidade de processamento dos
computadores, pode-se aplicar ferramentas da mecanica computacional para simular
numericamente aplicagoes que incluem mecanismos de contato.

Esta dissertagdo possui fortes influéncias dos trabalhos de (BANDEIRA, 2001) e
(SANTOS, 2018). Santos e Bandeira (2018) inovou ao introduzir a suavizacdo da
superficie de contato utilizando o método da curva B-Spline, cujo trabalho foi publicado

em (SANTOS e BANDEIRA, 2018). A dissertacdo de (SANTOS, 2018), por sua vez, é
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baseado na tese de (BANDEIRA, 2001), orientador deste trabalho. Visando contribuir
para ambas as pesquisas, é desenvolvida, nesta dissertacao, uma analise de contato
mecanico pelo método da curva B-Spline, utilizando elementos tetraédricos (diferente
do hexaedro adotado nos trabalhos citados), e é introduzida a analise dindmica néo

linear no contato.

1.1. JUSTIFICATIVA

O estudo da dinadmica e do contato em estruturas possui uma importancia
estratégica para prever o comportamento de elementos estruturais submetidos a
problemas de contato mecénico, permitindo que as estruturas possam ser utilizadas
com segurancga e eficiéncia. A interagdo entre alguns elementos estruturais envolve
efeitos estudados pela mecanica do contato. O entendimento dos problemas de contato
associados ao suporte e avanco desses elementos é essencial para etapas de
dimensionamento e execucao.

Atualmente, os métodos numéricos disponiveis apresentam-se como boas
ferramentas para a analise de problemas de contato. Isto ocorre por conta da
complexidade apresentada por tais problemas, demandando solugoes mais sofisticadas.
Portanto, sera utilizado o Método dos Elementos Finitos (MEF) para resolver os
problemas de contato em estruturas. Além disso, visando resolver o problema de nao
continuidade da normal entre as superficies adjacentes, serd utilizada uma superficie de
contato suavizada pelo método da curva B-Spline.

E necessario submeter as estruturas e sistemas mecanicos a ensaios de contato
mecanico com dindmica, visando, inclusive, captar efeitos de impacto, para realizar a
avaliagdo do comportamento CAI. Estes ensaios podem ser realizados a partir de testes
fisicos utilizando modelos reais. Entretanto, este tipo de teste é uma solugao cara e que
gera inutilizagdo dos corpos de prova. Adotando uma analise computacional, tornam-

se possiveis modelagens mais simplificadas, resultando em uma economia de tempo e
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dinheiro. Destacando-se que estas simplificagoes sao realizadas de forma criteriosa, nao

podendo afetar ou alterar a precisao, confiabilidade e qualidades dos resultados obtidos.

Desta forma, é de consideravel importancia o estudo do contato mecanico com dinamica

e formulagdes que permitam a implementagdo computacional de modelos estruturais

submetidos aos efeitos dinAmicos.

1.2. OBJETIVOS

1.2.1 Objetivos gerais

O objetivo deste trabalho é estudar, a partir de uma analise quase-estatica e

dindmica, problemas tridimensionais de contato mecanico em corpos deforméaveis,

utilizando o método dos elementos finitos, a partir de uma superficie de contato

suavizada pelo método da curva B-Spline.

1.2.2 Objetivos especificos

Realizar a revisao da formulacdo de contato mecénico utilizando o método do
Lagrangiano Aumentado como condi¢ao de restricdo e a formulagao da curva B-
Spline adaptada ao elemento finito de contato;

Desenvolver um programa computacional em Linguagem C para a
implementacdo do elemento de contato B-Spline, utilizando o elemento finito
tetraédrico e hexaédrico para sélidos tridimensionais;

Simular modelos matematicos classicos da literatura para corpos em contato
mecanico, comparar os exemplos simulados no pacote computacional
desenvolvido com o do programa generalista Ansys® e compara-los com os

resultados dispostos na literatura;
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e Desenvolver um algoritmo de contato mecéanico com dindmica entre corpos
solidos tridimensionais;

¢ Implementar o algoritmo de contato mecénico com dindmica no programa de
contato B-Spline;

e Realizar aplicagoes praticas de estudos utilizando a simulacdo do contato

mecanico com dindmica em uma estrutura.

1.3. ESTRUTURA DO TRABALHO

O contetido desta dissertacao divide-se em sete capitulos apresentando conceitos
e formulacbes matematicas para a analise dos problemas de contato mecénico com
dindmica e atrito.

No primeiro capitulo é introduzido o tema da pesquisa. Sdo apresentados os
objetivos do trabalho, a estrutura da dissertacdo e é realizada uma fundamentacao
tedrica sobre contato mecéanico.

No segundo capitulo é apresentada a formulacao variacional para elementos finitos
e o processo de linearizagao. Apresenta-se o processo de discretizagao pelo método dos
elementos finitos, o elemento isoparamétrico tetraédrico de quatro nos e a obtencao da
matriz de rigidez.

No terceiro capitulo é introduzido a cineméatica do contato com atrito e a
formulagao do contato entre um noé escravo com uma superficie mestre.

No quarto capitulo é introduzida a definicdo da superficie B-Spline. A formulacéao
de contato é adaptada utilizando o elemento de contato pelo método da curva B-Spline.
Além disso, sdo modelados numericamente alguns exemplos tridimensionais e seus
resultados sdo comparados com os obtidos na literatura.

No quinto capitulo é apresentada uma introdugao a dindmica das estruturas e a

deducao do método de Newmark para dinamica linear e nao linear.
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No sexto capitulo sdo apresentados, utilizando o programa desenvolvido neste
trabalho, os resultados dos exemplos numéricos simulados em um programa
computacional de elementos finitos com contato mecanico e dinamica.

A dissertacao é finalizada no sétimo capitulo, onde é apresentada a conclusao do

trabalho e a discussdo dos resultados obtidos.

1.4. REVISAO BIBLIOGRAFICA

1.4.1. Contato mecanico

Seja na fabricagdo de pecas estruturais ou na transferéncia de carregamento
entre estruturas ou sélidos em geral, os mecanismos de contato sao bastante utilizados
em variados casos na engenharia. O contato pode ser classificado em: contato sem
atrito, contato com atrito, contanto conforme e contanto nao-conforme, de acordo com
SAMPAIO (2009).

No contato sem atrito, os s6lidos podem deslizar uns sobre os outros sem que
haja resisténcia na direcdo tangencial & superficie de contato. Logo, o efeito do
carregamento externo na interface de contato sera somente de compressao normal. Sem
atrito, a forca tangencial sera sempre igual & zero. A aplicacdo pratica deste tipo de
contato é relativamente limitada. Em geral, este tipo de consideracao é feito nos
problemas envolvendo superficies lisas e bem lubrificadas. No contato com atrito, ao
ser considerado o efeito de atrito, duas situagdoes podem ocorrer: contato sem
deslizamento tangencial (“stick”); e, contato com deslizamento tangencial (“slip”). Na
primeira situagao, “stick”, o deslizamento ¢ impedido pela for¢a de atrito desenvolvida
na superficie. A forca de atrito é a componente de resisténcia tangencial nos pontos de
contato da superficie. Em outras palavras, quando houver contato sem deslizamento, a
componente tangencial que atua entre os solidos é menor que o limite de atrito. No

segundo caso, atrito com deslizamento, o limite da forca de atrito é atingido e, assim,
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a componente tangencial da for¢a na superficie de cada sélido seré igual ao valor deste
limite. Nao pode haver forga tangencial maior que o limite de atrito. Em ambos os
casos, a forca tangencial a ser desenvolvida depende da componente normal atuando
no mesmo ponto e das caracteristicas de cada solido (como a rugosidade, a topologia,
etc.).

O comportamento de friccao pode ser caracterizado por meio da Lei Classica da
Friccao, ou Lei de Friccao de Coulomb, que, além de ser uma formulacdo simples, é
amplamente aplicada em modelos de contato. Por esta lei o deslizamento relativo entre
dois so6lidos em contato irda acontecer quando a forca tangencial em algum ponto da
superficie exceder o produto da componente normal e a constante de atrito

(WRIGGERS, 2006), ou seja:

ty = tuty, (1.1)

onde a constante u é chamada de coeficiente de atrito e caracteriza o material e a
superficie.

Um contato é dito conforme quando a superficie potencial de contato entre dois
sOlidos estiver exatamente ajustada num estado sem carregamento. Uma das principais
caracteristicas de um contato conforme é que o tamanho da area de contato independe
do carregamento, ou seja, ao final do carregamento a superficie de contato sera a mesma
daquela na configuracao inicial. Por esta razao, o histérico do carregamento nao tem
grande importancia em problemas desta categoria. J4 quando o contato acontece em
um ponto (semelhante ao contato entre duas esferas) ou ao longo de uma linha (entre
um cilindro e uma superficie plana, por exemplo), diz-se que ocorreu um contato néao
conforme. Entdo, pode-se dizer que a area de contato ird mudar com a aplicacdo do
carregamento, sendo neste caso importante o histérico do carregamento.

Com a publicacao de Hertz (1882) surge a primeira contribui¢io para a teoria do

contato. Neste primeiro trabalho demonstrou-se a solugao de um problema de contato
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entre dois elipsoides, sem a consideracao do atrito. Visando aplicagoes em ferrovias,
especificadamente na industria de engrenagens e rolamentos, apareceram no inicio do
século XX novos estudos sobre o tema (DIAS, 2013). O estudo de problemas de contato
foi realizado utilizando solugoes analiticas, sendo continuado, incialmente, nos trabalhos
de (LURIE, 1970) e (ALEXANDROV, 1983), além de ter sido explorado mais
recentemente em (JOHNSON, 1985), (GORYACHEVA, 1998), (GORYACHEVA,
2001) e (VOROVICH e ALEXANDROV, 2001). Outras colaboragoes relevantes para
o tema tiveram origem na escola russa de engenharia mecénica, por meio dos estudos
de (GALIN, 1953), (GALIN, 1976), e (MUSKHELISHVILI, 1966). Contudo, por conta
das limitacoes destes estudos, suas abordagens foram restritas a materiais com
comportamento linear e problemas de geometria simples, nao se aplicando a problemas
mais complexos com atrito.

A medida que foram surgindo novas demandas industriais, tais como, materiais
de comportamento nao linear, geometrias complexas, desgaste, adesao, deslizamento e
outros efeitos e consideracoes, foi necessirio o desenvolvimento de estudos mais
aprofundados na area. Com o surgimento destes problemas mais complexos e o inicio
do uso da tecnologia computacional, foram propostos métodos semi analiticos de
solucao, contudo, ainda nao capazes de solucionar os problemas complexos de contato
demandados pela indistria. Um artigo publicado em 1943, pelo matematico americano
Richard Courant, foi a base para uma teoria matematica de discretizacdo, ignorado na
época por conta da nao existéncia de computadores com capacidade de processamento
para a enorme quantidade de calculos. Este método é conhecido atualmente por Método
dos Elementos Finitos (MEF). Posteriormente, na década de 50, iniciaram-se os
primeiros trabalhos préticos utilizando os conceitos desenvolvidos por Courant. Os
pesquisadores da Boeing M. J. Turner, R. W. Clough, H. C. Martin e L. J. Topp
publicaram juntos o que viria a ser um dos primeiros artigos definindo os principais
conceitos do MEF, aplicando-os a industria aeronautica, incluindo a montagem

matemaéatica dos elementos e a da matriz de rigidez (TURNER, CLOUGH, et al., 1956).
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A partir dai, por conta da sua eficiéncia, a utilizacgdo do método passou a ser
bastante difundida na resolucdo de problemas da engenharia estrutural. Buscando
atender as demandas crescentes da industria, foram desenvolvidas ferramentas
matematicas tteis para o desenvolvimento das teorias de contato aliadas ao método
dos elementos finitos. Entretanto, os primeiros artigos contendo métodos de solucao de
problemas de contato utilizando o MEF foram publicados somente em 1970 e 1971 por
(WILSON e PARSONS, 1970) e (CHAN e TUBA, 1971). O MEF é um método
numérico baseado em discretizacdo para solucao de Problemas de Valor de Contorno
(PVC), utilizando fungdes polinomiais na aproximagao da solugdo. O objetivo é que
esta aproximacao seja tdo proxima quanto se deseja da solucao real. Utilizando-se
estratégias de refinamento, observou-se que o erro na aproximacao pode ser controlado.
A depender da estratégia de refinamento, se pode dividir o MEF em trés versoes: a
versao onde a convergéncia da solucao é obtida com a reducdao do tamanho dos
elementos, primeira técnica empregada a partir da década de 60; na versao em que ha
um aumento da ordem polinomial da expansao, se obtendo uma reducao do erro, seu
desenvolvimento se deu no final da década de 70 por (SZABO e MEHTA, 1978); e o
emprego em conjunto dessas duas origina a versao que foi desenvolvida por (BABUSKA
e SURI, 1988).

O trabalho de (SIGNORINI, 1933) formulou o problema geral de equilibrio de um
corpo elastico linear em contato com uma fundacao rigida. Os estudos de Signorini
deram inicio a abordagem computacional dos problemas de contato (SIGNORINI,
1959). Essa classe de problema foi explorada de forma mais rigorosa em (FICHERA,
1972), (FICHERA, 1964) e (FICHERA, 1963). Pode-se se citar também a contribuigao
fornecida por (KIKUCHI e ODEN, 1988) para a investigacdo de existéncia e unicidade
de solucao do problema de Signorini. Estes autores deram uma importante contribuicao
para o desenvolvimento da formulagdo de problema de contato sem atrito, como um
problema de ponto de sela, possibilitando uma abordagem que utilizasse a teoria de

minimizagdo com restrigdes. Pode-se resolver tais problemas utilizando os métodos
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usuais de otimizacgao, tais como, o Método da Penalidade, o Método dos Multiplicadores
de Lagrange, o Método do Lagrangiano Aumentado e etc vide (KIKUCHI e ODEN,
1988), (MIJAR e ARORA, 2000).

Existe registro de problemas de contato com atrito nos séculos XVI e XVII nos
trabalhos de (AMONTONS-REVER, 1699) apud (WRIGGERS, 2006), (EULER,
1748), (EULER, 1748) apud (WRIGGERS, 2006) e (COULOMB, 1785). Entretanto,
apenas no ano de 1976 observou-se um relevante avango na formulagdo numérica para
esta classe de problemas, gragas ao trabalho de (DUVAUT e LIONS, 1976),
investigando a solugdo de problemas de contato com atrito e grandes deformacoes.
Estes avancos propiciaram o surgimento de importantes trabalhos seguindo esta linha,
como (COCU, 1984), (GIANNAKOPOULOS, 1989), (PANAGIOTOPOULOS, 1985)
e (RABIER, MARTINS, et al., 1986). E possivel encontrar em destaque na literatura
outras formas de estudo dos problemas de contato. Uma abordagem muito utilizada é
referente a suposi¢do de que se conhece inicialmente a interface de contato na interagao
computacional corrente, permitindo a transformacao dos variacionais de desigualdade
em variacionais de igualdade (SERPA e IGUTI, 2000). Outra abordagem também
utilizada consiste na aplicacao de diferentes métodos de programacgiao matemaéatica: a
solugdo do problema de contato pode ser via métodos simplex (CHAND, HAUG e RIM,
1976); ou pelo método da programagao quadratica paramétrica (KLARBRING, 1986),
(ZHONG e SUN, 1988) e (ZHONG e SUN, 1989). A literatura possui atualmente uma
vasta gama de métodos de resolucao de problemas de contato consolidados, amplamente
estudados e com aplicagoes praticas a problemas de engenharia. Maiores detalhes sobre
estes métodos podem ser encontrados em (BANDEIRA, 2001), (BANDEIRA,
WRIGGERS e PIMENTA, 2004), (WRIGGERS, 2006) e (LAURSEN, 2002).

Para sua resolucao, de forma geral, os problemas de contato sao tratados como
um problema de otimizagao com restri¢coes, no qual a funcao objeto é referente a energia
potencial total dos corpos em contato, correspondendo a energia potencial do sistema

mecanico mais a energia potencial do contato (BARBOSA e GHABOUSSI, 1990).
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Pode-se obter a solugdo de um problema de contato sem atrito pela minimizacdo da
energia potencial, sujeitando o problema as restricbes de desigualdade de néao
penetracdo entre os corpos. As condi¢cbes de impenetrabilidade dos corpos sao
representadas pelas restrigoes, indicando distancias pontuais entre os corpos na regiao
de contato. Estas condigoes serdo importantes na verificagado da existéncia, ou nao, de
penetracao e contato. No caso de problemas com atrito, torna-se necesséario a insergao
de restrigoes adicionais, baseadas na Lei de Coulomb. Define-se como fung¢ao penetracao
este conjunto de restrigoes. Apods a definicdo das energias do sistema e do contato,
aplica-se um principio variacional integral para converter as equacodes do problema da
forma forte para a forma fraca, seguido de um processo de linearizacdo para que o
sistema de equacoes resultante possa ser resolvido pelo processo interativo. Ao final do
processo, é obtida uma funcao dos deslocamentos e das tensoes de contato.

Uma das principais etapas, dentro do processo numérico de resolucdo dos
problemas de contato, consiste em discretizar o dominio de contato em estudo num
nimero finito de elementos de contato e converter as equacgoes integrais oriundas do
método de minimizacdo em equagdes algébricas (YASTREBOV, 2011). A construgio
destes elementos se da pelas duas superficies de contato, utilizando os nos e arestas,
por exemplo. Para cada elemento de contato, se tem um vetor proprio de varidveis, um
vetor residuo e uma matriz tangente. Basicamente, sdo encontrados na literatura trés
tipos de elementos de contato, o elemento de contato n6-no, o elemento de contato né
a segmento e o segmento-a-segmento, apresentados em (BANDEIRA, 2001) e
(BANDEIRA, WRIGGERS e PIMENTA, 2004). A formulacdo n6-n6, apesar de se de
simples implementagao, impossibilita a descricio do comportamento de deslizamento,
podendo ser utilizada somente em problemas de pequenas deformagoes. Esta formulacao
também impoe restricdes na geracao de malha, pois, como pode ser observado na Figura

1, os nos precisam estar alinhados (FRANCAVILLA e ZIENKIEWICZ, 1975).
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Figura 1 - Representacdo do elemento de contato nd-no.
N\

Contactor

A

LA

/
-
/‘

v

Fonte: (DIAS, 2013).

O elemento de contato né-a-segmento da Figura 2 pode ser utilizado em malhas
nao conforme, aplicado em casos de grandes deformacoes e deslizamento. Este elemento
¢ muito utilizado em softwares comerciais de analise utilizando o Método dos Elementos
Finitos (HUGHES, TAYLOR e KANOKNUKULCHAI, 1977). O contato no-a-
segmento permite o deslizamento do n6 escravo entre uma superficie mestre a outra

adjacente.
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Figura 2 - Representacdo do elemento de contato no-a-segmento.

Contactor

-

Fonte: (DIAS, 2013).

O elemento de contato segmento-a-segmento é ilustrado pela Figura 3 e foi

proposto por (SIMO, WRIGGERS e TAYLOR, 1985).

Figura 3 - Representacdo do elemento de contato segmento-a-segmento.

Contactor

Fonte: (DIAS, 2013).
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2. NOGOES INICIAIS DO METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

2.1. CONCEITOS BASICOS

Nesta secao sera estudada a formulacao dos s6lidos deforméaveis em regime elastico
nao linear, submetidos a grandes deformacoes. Sera utilizada uma formulacao tensorial,
baseada na mecanica do continuo no espaco tridimensional, e descrita no sistema global
de coordenadas. Uma revisdo da mecénica do continuo, imprescindivel para o
entendimento desta segdo, estd muito bem elaborada em (PIMENTA, 2006) e

(REDDY, 2013).

2.1.1 Leis de equilibrio

Neste item serao abordadas as equagoes diferenciais que representam as leis locais
de equilibrio da mecanica do continuo. E estudado o balanco de massa, balanco local
de momentos e nogoes de transformagao da configuracao corrente para a de referéncia.
As demonstracoes para as equacoes apresentadas nesta secdo estdo amplamente

descritas em (BATHE, 1996) e (WRIGGERS, 2008).

2.1.1.1 Balanco de massa

Para um corpo de massa m, o balango de massa do mesmo é dado pela equacéo:

m= f podVy = f p:dV; = constante, (2.1)

B ¢(B)

onde:
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po ¢ a densidade na configuracéo inicial;
p: ¢ a densidade na configuragdo corrente;
Vy € o volume na configuracao inicial;

V. é o volume na configuracao corrente.
Na descricao Lagrangeana do movimento podemos assumir a seguinte relagao:
Po =JPt- (2.2)

E possivel relacionar o volume na configuracdo de referéncia com o volume na

configuragao corrente utilizando as equagoes (2.2) e (2.3) como

dv, = %dvo = JdV,. (2.3)
t

2.1.1.2 Balanco local de momentos

Considerando um elemento volumétrico na configuragao corrente ¢ (B), podemos

considerar o balanco local dos momentos como sendo:

Oik,j T Ptbx = PVi, (2.4)
onde gy j € o tensor das tensdes de Cauchy, p.by ¢ forga de volume e p,vy ¢ a forga de
inércia.

A expressao pode ser escrita na forma vetorial por:

dive + p.b = p,v. (2.5)
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E possivel relacionar o vetor das tensdes t(x,t,m) com o vetor normal a superficie
n(x, t) utilizando-se do teorema de Cauchy;

t=0'n, (2.6)

ti = opcn,, (2.7)

2] 011 012 013 [T (2.8)
ty| =021 022 0O23||N2|.

i3 031 03 033][N3

As equagoes (2.6), (2.7) e (2.8) representam respectivamente as notagao vetorial,
indicial e matricial do tensor de Cauchy. A simetria do tensor das tensdes de Cauchy é
demonstrado através do equilibrio de momentos no tetraedro de Cauchy. Pode-se

afirmar, entdo, que o tensor das tensdes de Cauchy é simétrico, ou seja,

(2.9)

ou

Oix = Oki- (210)

2.1.1.83 Transformacgdo da configuragcdo corrente para a inicial

As equagoes (2.5), (2.9) e (2.10) estao referenciadas na configuragdo corrente.
Entretanto, é muito comum a necessidade de que essas equacdes sejam escritas na
configuracao inicial B, gerando a necessidade de defini¢do de mais tensores. Sendo
assim, utilizando-se da equivaléncia de forga entre as configuragoes B e¢ ¢@(B) e da

formula de Nanson, podemos escrever a seguinte relacao:
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f mMAﬁ:j}ﬂF4M®¢%::fpn@dAy (2.11)
dp(B) 0B d0B

onde P é o primeiro tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff que representa a tensao
atual em termos de area na configuragao inicial.

Sao utilizadas as propriedades para o gradiente de um vetor, a relagdo de volume
da configuracdo de referéncia com o volume na configuragao corrente e o tensor P na
expressao do balango local de momentos, escrita na forma vetorial e na configuracao
corrente, para escrever a equacao do balanco local dos momentos na configuracao de

referéncia. Portanto, obtém-se:
DivP + pyb = pyV. (2.12)

2.1.2 Principio dos trabalhos virtuais

Em mecanica do continuo sao utilizados métodos numéricos com base na
formulacdo variacional. As leis constitutivas representam as diferentes propriedades
fisicas de diferentes materiais. A depender da lei do material é conveniente escrever a
formulagao variacional em uma configuracao especifica para facilitar a implementacao
computacional. Serda apresentado, a seguir a formulacdo variacional descrita para a
configuracdo de referéncia, quanto para a configuragdo corrente. Destaca-se que as
configuracdes B e ¢@(B) sao completamente independentes da lei constitutiva do

material.

2.1.2.1 Configuracao de referéncia
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De acordo com (BANDEIRA, 2001) chama-se de equagdo de equilibrio a
formulagado do balango de momentos equivalente ao principio dos trabalhos virtuais.
Seja a equacao do balanco local de momentos na configuragao de referéncia definido

por
DivP + pyb = pyv. (2.13)

Definindo os deslocamentos virtuais por = {n|n = 0 em J/Bu} e integrando em

relacao ao volume do sélido no campo considerado, tem-se que:

f DivP -ndV, + f po(b — V) -mdV, = 0, (2.14)
B B

onde b é a forca por unidade de volume. Esta pode representar, por exemplo, a forca
gravitacional.
Aplicando-se o teorema do divergente na equagao (2.13), pode-se escrever o

Principio dos Trabalhos Virtuais como:

w(p,n) = f P - GradndV, — fpo(B—i/)-ndVO— fif-ndAo =0, (2.15)
B

B 0Bo

onde fB P - Grad ndV, corresponde ao trabalho virtual interno realizado pela estrutura,
) 9B t -ndA, corresponde ao trabalho virtual das forcas externas de superficies e

fB po(b —v)ndV, corresponde ao trabalho virtual das forcas externas de volume.
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2.1.2.2 Configuracdo corrente

Este trabalho utiliza-se de uma formulacao para material Neo-Hookeano
representado na configuracdo corrente. A equagdo (2.15) estd referenciada na
configuracdo de referéncia, sendo conveniente transformé-la para a configuragdo
corrente. A modificacdo do principio do trabalho virtual para configuragdo corrente é
feita utilizando-se de operacoes geométricas. Essa modificacao é possivel transformando
o primeiro tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff para o tensor tensoées de Cauchy. Pode-

se escrever o trabalho virtual entao, como:

w(p,n) = f P - Grad ndv, — f po(b — V) ndV, — f t-ndA,
@ (B) @(B) @(0Bo)
= 0.

(2.16)

Como o tensor de Cauchy é simétrico, é possivel que grad n na configuragao

corrente seja substituido pela sua parcela simétrica.
1
Vi = > (gradn + grad™), (2.17)

sendo assim, pode-se escrever o trabalho virtual como:

W((p' n) = f g VS nth - f pt(b - 1./) 'ndVO - f t' ndAo = 0. (218)
@(B) @ (B) ¢ (0Bo)

E possivel observar que a equacio (2.18) possui a mesma estrutura do principio

do trabalho virtual da teoria linear. A néo linearidade da equagao (2.18) esta refletida
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na necessidade de se calcular todas as integrais, tensbdes e gradientes em relagao a

configuracao corrente.

2.1.3 Equacoes constitutivas

De acordo com (WRIGGERS, 2006) as propriedades fisicas das superficies dos
corpos sao influenciadas pelo comportamento constitutivo geral do mesmo. Sendo
assim, para que seja incluida uma equacao constitutiva nao linear valida para grandes
deformagdes, é necessario discutir a teoria das deformagoes finitas.

Ao longo desta secdo serdo discutidas as relagdes constitutivas da
hiperelasticidade para grandes deformagoes. Quando se trata de pequenas deformacoes,
essas equacgoes constitutivas reduzem-se a lei classica de Hooke da elasticidade linear.
Para um material hipereldstico, a equagdo constitutiva para o segundo tensor das
tensoes de Piola-Kirchhoff é dada pela derivada parcial da funcao de energia de
deformagdo Wd em relagdo ao tensor direito de Cauchy-Green (OGDEN, 1984).

Portanto,

oW, (C,x@)
acC '

(2.19)

No caso de um material homogéneo, a energia de deformagao Wd nao depende de
x(® . Nesta dissertacdo, o estudo serd restrito a materiais isotropicos e homogéneos.
Posteriormente, a funcdo de energia de deformacao pode ser representada por uma

funcao tensorial isotrépica, definida por:

W, (C) = W, (I, e, TTLL) = W, (1, 11, 111,) = W, (b), (2.20)
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sendo I¢, II¢ e IIl; os invariantes do tensor C, que sao calculados pelas equacoes a seguir:
1
Ic=trC,  e=5@12-CC), I =detC=]J2 (2.21)

Derivando os invariantes em relacao ao tensor C, tem-se:

olg _ ol _ oIl

_t = — —— =1II1.C L. 2.22
acC ’ acC lI=G, 0C ¢ ( )

Aplicando-se a regra da cadeia na equacdo (2.19) e substituindo a equagéo (2.20),

tem-se:

(2.23)

, <awcl ol OW,dlle | 9W, amc)
dl. aC ' all. aC ' alll; acC /'

Obter-se-a o segundo tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff expresso em relagao

aos invariantes, substituindo as equagoes (2.22) em (2.23):

oW, AWy W, oW,
S=2 [( d d)l d dc-1. (2.24)

+1 ——SC+1
al.  Call. ol C a1l

Deve-se escolher uma boa equacao constitutiva para que o material suporte a
compressao, ja que o presente trabalho tem por objetivo o estudo do contato mecénico
com grandes deformacgoes.

Sera adotado o material compressivel de Neo-Hooke com a energia de Deformacao

definida pela equacao:
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Wallo ) = 80) + 7 alc ~ 3). (2.25)
Define-se g(J) como:
g()=c(J?—-1)—dIn]—pglnJ, comc>0ed > 0. (2.26)
Nas equagdes (2.25) e (2.26) as constantes ¢ e d foram escolhidas como sendo:
e d=- (2.27)

onde as constantes A e pg do material sdo as constantes de Lamé.
Para materiais compressiveis, a fungdo g(J) deve ser convexa. Ademais, as

seguintes condigoes de crescimento devem ser satisfeitas pela funcao:

lim Wy - 400 e limW; - —oo. (2.28)

J—>+o J—0

A equagio (2.28) pode ser fisicamente interpretada da seguinte forma: quando o
volume de um soélido tende a zero, as tensoes tendem a —oo e quando o volume de um
solido tende & +o00, as tensoes também tendem & +oo0. Sendo assim, pode-se escrever a

energia de deformacao como:
A A 1 1
W, 1) = 7 (lllg = 1) = 7 InTlle = 5 pg Inllc + 5 pa(lc = 3). (2.29)

Substituindo a equagao (2.29) na (2.24) e simplificando-a, encontra-se:
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A
§ =202 = 1DC! +pa(l—C). (2.30)

Pode-se transformar a equagao (2.30) para a configuragdo corrente utilizando-se
da relagdo entre o tensor das tensoes de Cauchy (6) e o segundo tensor das tensoes de
Piola-Kirchoff (S). De forma simplificada, e considerando as relagoes 6 =] 1 FSFT e

T =] 0, obtém-se de (2.30):

_A L Hd p
6—2—](] 1)I+](b ) (2.31)

A
T= E(I2 — DI+ pa(b -1, (2.32)
onde b é o tensor esquerdo de Cauchy-Green, definido por

b=F"F. (2.33)

2.1.5.1 Tensor constitutivo incremental

Calcula-se a variacdo do tensor S ao longo do tempo utilizando-se da equagao

(2.19). Consequentemente:

oW?
_, %%

= 25576 [C]. (2.34)

oWz oW3 ac] o OWg ac]

S=23¢cat~ %acatlac acac ot



39

Na equacao anterior observa-se que a relacdo incremental vincula o segundo
tensor das tensoes de Piola-Kirchhoff com o tensor direito de Cauchy-Green (C).

Utilizando-se da definicado do tensor constitutivo incremental de quarta ordem, tem-se:

aS oW? oW3

=2_—_ =4 =4— - 2.35
0=25c=*3cac Casor dCap 0Ccp (2:35)
Pode-se escrever a equagao (2.34) como:
. 1. . 1.
S= ¢ I:E C] ou SAB = ¢ABCD I:E CCD]' (236)

Utilizando-se a derivada de Lie do tensor das tensdes de Kirchhoff, pode-se

transformar o primeiro termo da equagao (2.36). Desta forma:

L,g:= F{% [F‘lgFT]} FT. (2.37)

Tem-se para um tensor de base covariante:

3
L,g = FT {& [FTgF]}F—l. (2.38)

Torna-se necessario converter a equagdo (2.36) para configragdo corrente.

Sabendo-se que:
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L,T = FSFT, (2.39)
(L1)ix = FiaSasFxs, (2.40)
CCD = 21:‘lCdlmFmD: (2'41>
obtém-se, entao:
(LD)ix = FiaFicFmpFxeCapcpdim- (2.42)

Com o objetivo de transformar o tensor F para a configuragao corrente, cada
base do tensor constitutivo incremental de quarta ordem é trazida para a configuracao
corrente pela multiplicagdo do tensor F. O tensor constitutivo incremental na

configuracao corrente pode ser definido, entao, como:

Cikim = FiaFicFmpFxeCapcp- (2.43)

Ao rescrever (2.42), obtém-se:

(LDik = Cikimdim ou Lt = cld]. (2.44)

Sendo assim, deriva-se o tensor constitutivo incremental da equacdo (2.30) e
entdo, escreve-se o mesmo na configuragao corrente. Utiliza-se a expressdo (2.35) para
calcular o tensor €. Entretanto, é necessario calcular as derivadas de | e €™ com

relagdo a €. Entao, de (2.21) tem-se:
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j= JIII,. (2.45)

Derivando (2.45) em relagdo a C, obtém-se:

aj 1 0Cyi
—=—JCc?! = —CiCzL 2.46
ac 2] € aCCD AC*~BD» ( )

onde € & um tensor simétrico. Somente interessa a parte simétrica de (2.46). Introduz-

se entdo o tensor de quarta ordem Il-15pcp, COMO
1 1 -
le-1paBcp = E(CA(lj Csp + Cap Cae)- (2.47)

Determina-se a derivada da equagao (2.35), resultando em

dS _Af s g, 2067 _9CTH  oC ) s
ac_2\J & =3¢ ETs Ma e (2.48)

e aplicando (2.49) em (2.35), obtém-se:
¢ =AJ2CT @ €1 + [21g — A(JZ — DM s (2.49)

A expressdo (2.49) corresponde ao tensor constitutivo incremental obtido na
configuracao de referéncia. Deve-se reescrever este tensor constitutivo incremental na
configuracao corrente.

Para utilizagdo em (2.49), define-se a seguinte expressao:
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CacCob = FoaFod Fog Fop Fia FicFinp Fig, (2.50)

A equagéo (2.50) é simplificado como,

CacCap = 8,i8,184k8qm = 8:18km- (2.51)
Sendo assim, o tensor constitutivo incremental em ¢(B) ¢é definido por
¢ = AJ?8y8im + [21g — AU? — D], (2.52)
Escrevendo a expressdo anterior na forma vetorial, obtém-se:
c=APIQ®I+ [2u4 — AJ? — D]II, (2.53)

onde I é o tensor unitario de sequnda ordem e Il é o tensor unitdrio de quarta ordem.
Os dois tensores estao referenciados em sua configuragao corrente.

O tensor II escrito na notacao indicial é dado por:
1
Wijeim = §(5i15km + SimOia)- (2.54)

Segundo (BANDEIRA, 2001) aconselha-se representar a equagdo da elasticidade
de Neo-Hooke na forma em (2.44). Logo, ao escrever a equagao (2.44) em notagio

matricial, obtém-se:
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LTl [2p+ A AJ? AJ? 0 0 0][du
LyTs, A2 2u+A A2 0 0 Off da2
L,T33 AJ? A2 2 0 0 ofld
= htA 3 2.55
Lyt 000 a 0 0]2di (2.55)
LyTys 0 0 O 0 a O0f|2dz
Lyt L 0 0 O 0 0 oll2ds;
no qual a é definido como:
A,
a:Hd_E(] - 1.
(2.56)

2.1.3.2 Linearizagao

Sao utilizados modelos numéricos para a solucdo de equagoes neste trabalho.
Portanto, é necessaria a linearizacao de modelos matematicos estudados. De acordo
com (BANDEIRA, 2001), o algoritmo do método de Newton mostra-se bastante
eficiente para a solucéo de sistemas nao lineares, em especial, nas analises de estruturas
utilizando o método dos elementos finitos. Portanto, deve-se realizar a linearizacao dos
tensores das deformacgoes, a linearizacao da equacao constitutiva e a linearizacdo do
principio dos trabalhos virtuais.

Como se pode ver em (WRIGGERS, 2008) diferentes fenomenos levam a néo
linearidades na mecéanica do continuo, ou seja, a nao linearidade geométrica e a nao
linearidade fisica (decorrentes das equagGes constitutivas). Busca-se solucionar
problemas de valor inicial ou limite associados. Logo, é necessaria a linearizacao dos
modelos mateméaticos. Em especial, para métodos numeéricos como o método dos
elementos finitos, o método de Newton mostrou-se um algoritmo de solugdo muito

eficiente para problemas de contato nao linear.
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Para descrever o processo de linearizacao apresenta-se uma funcao de valor
escalar f que é continua e possui sua primeira derivada continua. Sendo assim, é

possivel expressar f pela expansao da série Taylor no ponto x por:

f(x+uw) =f+Df -u+R. (2.57)

Na equacdo (2.57) foi usada a notacio f = f(¥) e Df = Df(X). O operador D
representa a derivada de f em relagdo a x e u é termo incremental e residual. A equacao

(2.57) tem sua interpretagao geométrica ilustrada na Figura 4.

Figura 4 - Linearizacdo da func¢do de f em x.

_—
) Lifloes — i Df(z) u
A
f(z)
v .

Fonte: (WRIGGERS, 2008).

O escalar u ¢ independente e x ¢ uma coordenada fixa na equagao (2.57). Define-

se a tangente & curva descrita por f na equagdo como:

fw)=f+Df -u (2.58)

A parcela linear de f(x) em x = X define a linearizacdo como:
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L[f]x=x = f(W). (2.59)

Pode-se estender o caso unidimensional para uma funcao em trés dimensoes.
Considerando a expansdo da série de Taylor em (2.57), X um ponto no espago
tridimensional, a funcdo f(X) e u como um vetor que possui sua origem em X, obtém-

se:

; - 0
f=f® Df=Df(E):%x) _ (2.60)

X=X

Na expressao acima, Df expressa o vetor gradiente de f em X. Pode-se reescrever

a equagao (2.57) como:

fX+u)=f+Grad f(X)-u+R. (2.61)

Em (2.61) o produto “.”, a partir deste momento, representa um produto escalar

entre dois vetores. Pode-se definir a derivada direcional como:

d .. (2.62)
lEran

=0

no qual € é um paradmetro escalar.

Pela regra da cadeia, tem-se o célculo da derivacao direcional como sendo:

0x e dx

d %
E[(X+eu)]

€=0

_ laf(x +eu) O(X+ eu) of(x) (2.63)
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Nota-se por comparacao que a derivada direcional é definida como:

d _
—[fR+ew)]| =Df u (2.64)
dE €e=0
Sendo assim, a parcela linear do mapeamento em X é:
L[G]y—x = G + AG. (2.65)

2.1.8.83 Linearizagcdo da formulacdo variacional

Nesta se¢do continua-se com o processo de linearizagao da equagao (2.18), visando
sua utilizacdo na construcao da matriz de rigidez, de acordo com a demonstracado em
(BANDEIRA, 2001) e (WRIGGERS, 2008). E realizada incialmente a linearizacio da
equagdo (2.15), que esté escrita na configuracdo de referéncia. Em seguida, a mesma é
convertida para a configuragdo corrente. Assume-se que a linearizacdo é feita na
configuracao @ e que o corpo analisado se encontra em equilibrio. Sendo assim, a parte

linear do trabalho virtual é:

L[G]p= = G(@,m) + DG(@,M) - Au. (2.66)

A expressio (2.15) é a formulagdo variacional fraca na configuracéo de referéncia.

Partindo desta expressao e desprezando os termos de inércia, obtém-se:

2.67
P " Grad ndVO - f t- ndAo. ( )
0Bo

Glo.m = |

B

Considerando-se os carregamentos concentrados como conservativos, a derivada

direcional na direcdo de Au é obtida por:
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DG(@,n) - Au = fB [DP(@) - Au] Grad n dV. (2.68)
Na expressio (2.68) ¢ feita a substitui¢ao por P = FS. Obtém-se, entao:
DG(@,m) - Au = fB {Grad Au S + F[DS(®) - Au]} - Gradn dV, (2.69)
onde o termo DS(@) - Au é definido como:
DS(®) - Au = C[AE]. (2.70)
Entao, substituindo (2.70) em (2.69), resulta:
(2.71)

DG(@,m) - Au = f {Grad Au S + FC[AE]} - Gradn dV.
B

Utilizando-se da propriedade do traco e a simetria do tensor (€, é possivel escrever

a expressao (2.71) como:

DG(@,Mm) - Au = f {Grad Au S - Grad n + SE - ¢[AE]}dV. (2.72)

B

Pode-se reescrever a expressdao (2.72) na configuragio corrente, ja que a mesma
se encontra na configuracdo de referéncia. Portanto, com o auxilio das relagoes da
mecanica do continuo, E = FTdF e AE = FTVSAuF, pode-se escrever o segundo termo

da expressao (2.72) como:
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2.
f SE - C[AE] 4V, (2:73)
B
onde o termo AE é definido como:
AE = FTVEAuF. (2.74)
Substituindo (2.74) em (2.73), obtém-se
(2.75)

f SE - C[AE] dV = f FTVSqF - C[FTVSAuF] av.
B B

O tensor constitutivo incremental na configuragdo corrente, que é definido em

(2.43), é substituido no lado direito da expressao (2.75). Entao, é possivel afirmar que

f 8E - C[AE] dV = f VSn - c[VSAu] av. (2.76)
B

B

E necessario converter o segundo tensor de Piola Kirchhoff para a configuracao

corrente no primeiro termo da expressao (2.72). Sendo assim,
Grad Au S - Gradn = Grad Au F~*TF T - Grad n = grad Au T - gradn. (2.77)
Substituindo (2.76) e (2.77) em (2.72), obtém-se:

Srad o 2.
DG(@,m) - Au = f {grad Au T - gradn + Vsn . E[VSAu]}dV, (2.78)
B
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A integracdo até entdo era realizada no volume do corpo na sua configuracao de
referéncia. Agora sera realizada na configuracio corrente, sendo necessaria a alteragao
dos limites de integracdo. Assim sendo, sdo utilizadas as relagdes entre os tensores de

Kirchhoff Treffs e de Cauchy e a relacao entre area e volume do solido. Portanto,
t=FSFT =6 e dV,= %dv0 = ]dV,, (2.79)
t

resultando em:

- _ are 2.80
DG(@,m) - Au = f {grad Au & - gradn + V5n - €[VSAu]}av. (2.80)

¢ (B)

O novo tensor constitutivo incremental ¢ é definido por

(2.81)

ol

(g]4
Il
\—1| —_

2.2 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS

As formulacGes matemaéticas apresentadas nas segoes anterior sdo relativas ao
comportamento de um sélido sujeito a grandes deformacoes em regimes elasticos nao
lineares. Neste capitulo, utilizando-se da concepg¢ao isoparamétrica, serda desenvolvida
a discretizacdo em elementos finitos das formulagoes apresentadas.

Pode-se considerar um elemento sélido tridimensional (3D) como o mais geral de
todos os elementos finitos s6lidos, todas as variaveis de campo dependem de x, y e z.
A Figura 5 ilustra uma estrutura sélida 3D submetida a uma carga. Os vetores de forca
podem estar em qualquer diregao arbitraria no espago. Da mesma forma, um sélido 3D

também pode ter qualquer forma arbitraria, propriedades do material e condigoes de
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contorno no espaco. Existem seis possiveis componentes de tensdo, trés normais e trés

de cisalhamento, que precisam ser levadas em consideragao.

Figura 5 - Exemplo de um sdlido 3D submetido a um conjunto de cargas
\ X
t/

\]

Fonte: disponivel em < http://what-when-how.com/the-finite-element-method/fem-for-3d-solids-
finite-element-method-part-1,/>

Usualmente, um elemento sélido 3D pode ser um tetraedro ou hexaedro com
superficies planas ou curvas. Para cada n6 do elemento sélido, existem trés graus de
liberdade para translagdo. O elemento pode, assim, deformar-se em todas as trés
diregoes no espaco. Adotou-se, nesta pesquisa, o elemento tetraédrico de 4 nos, com
trés graus de translagao por né e funcoes de interpolagao Lagrangeanas. Um estudo
mais detalhado do método dos elementos finitos pode ser encontrado em

(ZIENKIEWICZ, TAYLOR e ZHU, 2005) e (BATHE, 1996).

2.2.1 Concepgao isoparamétrica

Seja um dominio B representado por um niimero finito de elementos n,. Considere

uma aproximacio geométrica B" conforme a expressio a seguir:

_ e (2.82)
B ~B" = U.Qe.
e=1
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A relagdo (2.82) representa a configuragdo de um elemento 2, contida na
aproximacao geométrica B®. Observando a Figura 4, é possivel notar que dB,, define o

novo contorno do dominio, representando uma aproximagao do contorno original dB.

Figura 6 - Discretizacao de um corpo B

Fonte: (WRIGGERS, 2008)

Pelo método dos elementos finitos, o campo das variaveis é aproximado por uma

série de elementos finitos £2,. Define-se os deslocamentos do campo u(x®) como:

N (2.83)
uexato(x(o)) = uh(x(o)) = Z Nl(x(o)) Uy,
I=1

no qual x( ¢ o vetor posicdo do elemento 2, na configuracio inicial, Ny (x(®) séo as
fungoes de interpolagdo e u; indica a varidvel nodal (incégnita) no campo dos
deslocamentos.

Observando a Figura 7, pode-se encontrar o elemento isoparamétrico, simbolizado
por Q.. O elemento isoparamétrico possui uma forma de referéncia regular, sem
deformacoes. Percebe-se que, antes de ser utilizado para mapear o corpo B, o elemento
precisa ser modificado para adaptar-se a geometria aproximada do corpo sem

deformagoes. Essa situagao refere-se ao elemento {2, na configuracdo de referéncia. A
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Figura 7 também ilustra a transformacado sofrida pelo elemento apods deformacgoes
ocorridas por conta das forcas aplicadas. O elemento passa, entao, para a configuracao

corrente, simbolizada por @(Q,).

Figura 7 - Descri¢do isoparamétrica das deformagdes e suas transformagoes

n

JE’ Je

I

q

Fonte: (WRIGGERS, 2008)

Utiliza-se o gradiente de deformacoes F, para realizar a transformacao do
elemento da configuragdo de referéncia para a configuragao corrente. Este gradiente é

definido por

L detj 2.84
Fe = ]e]e1 e Jo=detF, = F’Cli’ ( 8 )
onde os gradientes j, € J. s@o definidos por:
RS - (2.85)
o= ) X @ Nz ®F = ) x @ VN,

- - (2.86)
Jo = Z X, ® N;s(E)Eg = Z X @ VeN,.
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Colocando-se (2.87) na forma matricial, tem-se

T
n n X NI,E norXir Xiy o Xig (2.87)
je = z X1 @ VeNp = z [Xz,l Nin| = [Xz,z X2m Xz,Z].
=1 1=1 X311 [N, =1 X35 X3n X3¢

no qual §m,{ sdo as coordenadas isoparamétricas, X a coordenada global, VeN; ¢ o
gradiente da funcao escalar N; em relacdo a coordenada €.
Os gradientes do campo vetorial dos deslocamentos u, em relagao as configuracoes

inicial e corrente, sdo definidos, respectivamente, por:

n

Grad u, = Z u; @ Vx )Ny

I=1

(2.88)

=]

(2.89)
grad u, = u; @ ViN;.

I=1

Analogamente & transformacdo de derivadas entre diferentes configuragoes,
obtém-se as seguintes relagoes:
VeNp = JeVxo)Ni e VgNp =jeVyNy. (2.90)
A relacdo inversa de (2.90) é definida por:

VxNi = ]ETVENI e VWN;= iETVENI- (2.91)

Substituindo-se (2.91) em (2.88) e (2.89), obtém-se os gradientes dos
deslocamentos na configuracdo inicial e corrente definidos na configuracao

isoparamétrica ()., i.e.,
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(2.92)

2.2.2 Funcoes de interpolagao

A determinacdo das fungodes de interpolagdo, necessarias para a resolucdo de
problemas pelo método dos elementos finitos, dependem do tipo de elemento e do
nimero de nés que o elemento possui, podendo ser lineares ou nao-lineares. Como foi
verificado por (SANTOS e BANDEIRA, 2018), o elemento hexaédrico apresenta
algumas limitagoes, como por exemplo, na discretizacao de geometrias curvas, sendo
necessaria assim a utilizacdo de um outro elemento. Nesta pesquisa, o elemento
escolhido para modelar estruturas tridimensionais foi o elemento tetraédrico de 4 nos
(elemento linear). Como o objetivo é estudar o contato mecénico, ¢ fisicamente mais
apropriado se utilizar um elemento tetraédrico de 4 noés. Isto acontece porque é
conveniente, no estudo do contato mecéanico, trabalhar apenas com os noés de
extremidade do elemento, pois existe uma dificuldade de determinar qual o percentual
da forca ird para os noés intermediarios. Sendo assim, serdo utilizadas as seguintes
fungoes de interpolagdo para o elemento tetraédrico de 4 noés, segundo (WRIGGERS,

2008):

Ny =1-¢—-n-4, N, =, N3 =7, Ny =d. (2.93)

A representacdo dos nos presentes em um elemento tetraédrico para 4 nos pode

ser visualizada na Figura 8.
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Figura 8 - Tetraedro isoparamétrico de 4 nds .

Fonte: (WRIGGERS, 2008) (adaptado).

Ja para um elemento tetraédrico de 10 noés, sdo utilizadas as seguintes fungoes de

interpolacéao, segundo (WRIGGERS, 2008):

Ny =221 - 1), Ng = 44m, (2.94)
N, =&(R2&—-1), N, = 4n1,
N; =n(2n—1), Ng = 44,
Ny =¢(2¢-1), Ny = 4$¢,
Ne = 44, Nio = 4nd,

sendodA=1-¢&—n—_C.

A representacao dos nos presentes em um elemento tetraédrico de 10 noés, pode

ser visualizada na Figura 9.



Figura 9 - Tetraedro isoparamétrico de 10 nds.

Fonte: (WRIGGERS, 2008).
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As regras de integracao para elementos tetraédricos sdo fornecidas pelo Quadro 1

(para fungdes lineares e quadréticas). O simbolo n, representa o niimero de pontos de

Gauss do elemento, m represente o grau do polinémio da fungdo, p a numeracao de

cada ponto de Gauss do elemento, W ¢ o peso e &, ,7M, € {, s@o as coordenadas dos

pontos de referéncia. As coordenadas ¢&,,n, e {, sdo relacionadas com o sistema de

coordenadas utilizado na Figura 9. Maiores informagoes sobre regras de integracao

podem ser encontradas em (ZIENKIEWICZ, TAYLOR e ZHU, 2005) ¢ (BATHE,

1996).

Quadro 1 - Integragdo tridimensional para elementos tetraédricos.

min, |p| & | M| S| W
1|1 |1|1/4|1/4]1/4|1/6
305 |1[1/4]1/4]1/4|-2/15
211/6|1/6|1/6]3/40
311/6(1/6]1/2]3/40
411/6(1/2]1/6]3/40
501/2(1/6|1/6]3/40

Fonte: (WRIGGERS, 2008).
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Durante a implementacdo da dindmica com contato serd utilizado além do
elemento finito tetraédrico, o elemento finito hexaédrico, visando obter-se melhores
resultados. A representacdo dos nos presentes em um elemento hexaédrico para 8 nos

pode ser visualizada na Figura 10, e suas funcoes de interpolacao sao:

1 1 1
NiEn,0) =1+ 650 —nm5 (1 =40, (2.95)

Figura 10 - Hezaedro isoparamétrico de 8 nos.

X1

Fonte: (WRIGGERS, 2008).

2.2.83 Formulacdao de elementos finitos para configuragcdo corrente

Nesta secao é realizada a discretizacdo da equacao de equilibrio dos trabalhos
internos e externos, porém com os termos definidos na configuragdo corrente. A equacao
do principio dos trabalhos virtuais é escrita na configuragao corrente em (2.18). Sendo

assim, a equacgao do principio dos trabalhos virtuais é retomada:

wig,n) = f -V ndv, — f pe(b —v) -ndV, — f t-ndA, = 0. (2.96)
@ (B) @(B) @(0Bo)
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Utilizando as propriedades em (2.17), (2.88) e (2.89) é realizada a discretizagao

da medida de deformacdo V5. Sendo assim, obtém-se:

1% (2.97)
Ve =5 ) [0 @ VND + (Vo) @ Ny
=1
A expressao acima pode ser rescrita em notacao indicial por
o uw 1IN (2.98)
(V°ne)y = EZ[niINI,k + Niml,
=1

na qual Njp = ON;/0xy ¢ a derivada parcial da fungdo de interpolacdo referente a

cordenada corrente xj, que pode ser calculada a partir de (2.91), resultando em
Nix = {e " 3axNie + {1 32xNig + {33k Nig, (2.99)
onde {jz 1}k sdo componentes da matriz inversa do jacobiano je.

Por conta da simetria das componentes em (2.98), obtém-se o gradiente na forma

vetorial como:

vin" = {Tl1,1;n2,2:Tl3,3' (Th,z + T]z,1)» (n2,3 + T]3,2)» (T]1,3 + T]3,1)}T' (2.100)

e na forma matricial por:

Nip 0 07 (2.101)
o N, o0 vl
Syt =z 0 0 Nis [ﬂz] =2B0m1.
=1 Niz Ny 0 N3 =1
0 Nz N
[Nj3 0 Nyl
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E importante destacar que nenhum dos termos na matriz By; depende do campo
dos deslocamentos. Ele esta aqui indicado com zero.

O tensor das tensoes de Cauchy é simétrico, sendo representado por uma matriz
3x3. Esta matriz é simétrica. Assim sendo, pode ser representada por um vetor com 6

elementos:
— T
6 = {011,022, 033,012, 023, 013} - (2.102)

Pode-se escrever o trabalho virtual interno em (2.96) utilizando-se o tensor das

tensoes de Cauchy como:

Ne

f vSn - ohdv, = U f VST oo, (2.103)

¢(B) e=1 @ (Qe)
Substituindo (2.101) em (2.103), obtém-se

e & (2.104)

Reescrevendo (2.104) na configuragao de referéncia, obtém-se:

=
o
=

(2.105)
ny fBOITG detj.dow=.

(¢]
1l
=
—
1l
=
=)

O dltimo termo da expressdo acima refere-se ao elemento isoparamétrico de
referéncia. j. realiza a transformagdo da configuracdo isoparamétrica para a

configuracao corrente. Simplificando a notacao, define-se:
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rl(ue) = fBOITG dw. (2106)
Q.

Com a defini¢ao (2.106), pode-se representar o trabalho virtual interno como:

e & (2.107)
f Vi - odV; = U z 0y 17 (ue) = N By ().
@(B) e=1I=1

Pode-se transformar a integral (2.107) da configuracdo corrente para a de
referéncia executando a transformacao do elemento de volume dV; = ]V, e do tensor da

tensoes de Cauchy T = Jo, isto é,

f Ven - odV, = fVSn -t dVj. (2.108)

¢(B) B

Desenvolvendo a parcela & direita da expressao acima de forma discretizada,

tem-se

e (2.109)
fVSn ctdV, = U f(VSn)Tt dQ.
B e=1q,
Substituindo (2.101) na parcela a direta da expressdo acima, resulta
fle 1 (2.110)

e transportando o limite de integracdo para o elemento isoparamétrico, obtém-se
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e & (2.111)
ne fBOIT‘tdet]edQn.

e=1I=1 Q.

Define-se o vetor residual em termos da tensdo interna como:

rl(ue) = f BOIT T det]e dQe, (2112)
Q.

A aproximacao da inércia é desenvolvida como:

ne ne n n (2113>
fpon vdVy = Uf pon” -V dVy = Z Z ﬂITf N;poNgd2 vi
B e=1 "1 e=11=1K=1 Qe
ne n n
= ZZ'IITMIKVK =1 My,
e=11=1K=1

onde M é a matriz de massa da estrutura e v é o vetor aceleracdo dos nos da estrutura.

Calcula-se, de forma anéaloga, os termos das cargas externas aplicadas. Logo,

B 0Bo
ne n nr m
= U mTf pob N,dQ2 +Uzrﬂf N,tdr,
e=11=1 2 e=11=1 Iy

sendo n, o nimero de elementos sob carregamento e I, é a regido onde se preserva os
carregamentos definidos pelo vetor €.

Por simplificagdo da notacao, define-se:
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P, =f Nipobd e P}’=fN,de. (2.115)
n L

e r

Usando (2.115) na equagao (2.114), tem-se

) ) ne n nr o m (2.116)
fpob'ﬂdVo+f t-ndAo=UZ11,TP,+UZ111TP1=77TP-
B dBo e=11=1 e=11=1

Entao, o principio dos trabalhos virtuais com relagdo a configuragdo corrente é

dado por:

n"[MV +r(u) — P] = 0. (2.117)

1 sendo arbitrario, entdo, define-se a equagao de equilibrio da estrutura como

Mv+r(u)—P=0, YueR (2.118)

2.2.4 Linearizacdo do trabalho virtual

A linearizagdo das equagdes do trabalho virtual, deduzida na secdo anterior,
também deve ser discretizada em elementos finitos para implementacao. A equacgédo de

linearizacao a ser discretizada é:

DG(@,Mm) - Au = f {grad Au @ - gradn + Vn - €[VSAu]}dV. (2.119)
®(B)
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Para analisar-se de forma separada as duas parcelas da expressdo (2.119),

definem-se os seguintes gradientes:

n
grad AuP = Z Aug ® V, N,

K=1

(2.120)

n
grad " = z m ® VyN,.
I=1

Utilizando as os gradientes definidos em (2.120), obtém-se a primeira parcela da

integral em (2.119):

me n n (2.121)
f gradAu o - grad n dV, = ' f g IdQAu,
¢(B) e=1 I=1 K=1 ©(Qe)
onde gk ¢ definido por:
gik = (VN 0 VN, (2.122)

A expressao (2.122) pode ser escrita em sua forma matricial por

. [Bu G B[Nk (2.123)
g8k = [N1,1 NI,Z N1,3] ?21 ?22 §23 NK,Z .
031 O3z O33 NK,3

Parte-se, entdo, para analise da segunda parcela de (2.119). Utilizando-se a AE =

FTVSAUF e a expressdo (2.101), obtém-se:
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. R (2.124)
f V8- ¢[VSAu] dv = ' f B}, DMBxdQ Aug.
®(B) e=1 =1 K=1 Q)
Novamente, substitui-se (2.124) adequadamente em (2.119). Logo,
- - o e (2.125)
f _{grad AuG - gradn + V5 - c[V3Au]} dV = U Z Z N KY¥x Aug,
@(B) e=11=1 K=1
no qual K%, é a matriz tangente na configuracio corrente, definida por
RM = f ((T.NDT & T,Ngl + B DM Bor}do. (2.126)

¢ (Qe)

Pode-se escrever a discretizagao do trabalho virtual na configuragdo corrente da

seguinte forma:

R R o _ 2.127
f{grad Au T - gradn + VS - ¢[VSAu]} dV = N KYR Aug, ( )
B

onde K¥R ¢ a matriz tangente em relacéo a configuracio corrente definido por:

(2.128)
RYR = f ((T,NDT T TNl + BLDMRB, Jdo,
Qe
sendo DMR o tensor constitutivo incremental, nesta pesquisa, obtido pelo material Neo-
Hookeano.
A mecénica computacional utiliza-se de métodos numéricos. Desta forma, as

integrais de volume sado obtidas de forma aproximada. Para isto, utiliza-se a integracao

de Gauss, onde os parametros ja foram definidos no Quadro 1. O estudo da integracao



65

nao serd abordado nesta pesquisa, porém mais informacoes podem ser obtidas em

(WRIGGERS, 2008) e (GIL, SEGURA e TEMME, 2007).
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3. DESCRICAO VARIACIONAL DOS PROBLEMAS DE CONTATO

Serao apresentadas neste capitulo as formulagoes do contato com atrito em corpos
deforméveis. Pelo método dos Elementos finitos, o contato entre dois ou mais corpos é
configurado quando hé a penetracdo, ou seja, quando se tem um ou mais pontos
ocupando uma regido inviavel, ou seja, um corpo penetrando outro. Para a formulacao
de contato, utiliza-se a adicao de restricbes geométricas nas regides dos corpos onde se
espera contato para evitar que exista a penetracao. Os problemas de otimizagao com
restrigoes podem ser solucionados pelos métodos do Lagrangiano, da penalidade ou do
Lagrangiano  aumentado (BERTSEKAS, 1995), (FLETCHER, 1980) e
(LUENBERGER, 1984). Essas restrigoes sdo utilizadas para representar o contato
mecanico, sendo essas restricoes de geometria. No contato micromecanico as restrigoes
podem ser utilizadas para representar as equacdes constitutivas do material
(BANDEIRA, 2001). Sendo assim, surge a necessidade de um algoritmico que detecte
a existéncia de contato. Ao verificar-se o contato, sdo ativadas as restrigoes

(WRIGGERS, 2006).

3.1 FORMULAGAO DO LAGRANGIANO AUMENTADO

Nesta pesquisa, o método do Lagrangiano aumentado é utilizado para a
implementacdo das restricbes de contato. Para o entendimento do método, faz-se
necessaria uma curta abordagem dos métodos do Lagrangiano e da penalidade, os quais
sao a base para o método do Lagrangiano aumentado. No método do Lagrangiano
adiciona-se um parametro A ndo conhecido que equivale a reacao da restricdo aplicada.
Essa forga de restricao sera calculada juntamente com os deslocamentos do sistema a
partir do mesmo processo interativo. Cada multiplicador de Lagrange é considerado

como uma incoégnita adicional ao problema. Isto gera uma instabilidade no sistema.
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Mais informagoes podem ser vistas em (BERTSEKAS, 1995), (FLETCHER, 1980) e
(LUENBERGER, 1984).

Ja no método da penalidade, estabelece-se uma restricao e, entdo, mede-se
qualquer violacdo sofrida por essa restricdo. Caso exista violagao, multiplica-se a
penetracdo por um parametro €, designado como penalidade. Define-se como forga de
contato esse produto entre a penalidade e a forca resisténcia. O método da penalidade

nao serd descrito nesta dissertacdo. Mais informagoes podem ser vistas em
(BERTSEKAS, 1995), (FLETCHER, 1980) e (LUENBERGER, 1984).

E possivel encontrar desvantagens em ambos os métodos. Com o método do
Lagrangiano é necessario adicionar variaveis desconhecidas ao sistema, sendo necessario
um multiplicador de Lagrange para cada no restrito. Essa adicdo pode tornar a matriz
de rigidez nao simétrica ou singular, inviabilizando o uso desse método.

Para o método da penalidade é necessario a estimativa de um termo inicial de
penalidade, pois para cada caso obtém-se valores diferentes. Segundo (WRIGGERS,
SIMO e TAYLOR, 1985), para valores altos do termo penalidade, é possivel a
ocorréncia de instabilidade numérica. Visando reduzir as desvantagens dos dois
métodos, criou-se o método do Lagrangiano aumentado que consiste na combinacao
dos mesmos. Em contrapartida, exige-se um aumento da complexidade na
implementacdo numeérica.

Do mesmo modo como ocorre no método do Lagrangiano, no método do
Lagrangiano aumentado utiliza-se um parametro A que equivale a reagao na restrigao.
Contudo, esse pardmetro A nao é calculado como uma incognita junto aos
deslocamentos, estima-se um valor inicial de A, trantando-o como uma constante
durante o processo de interacao para determinacao dos deslocamentos.

Posteriormente ao calculo dos deslocamentos, verifica-se se as restricdes foram
atendidas, caso contrario, o valor de A deve ser atualizado, fazendo A¥*1 = A*¥+€ g(x),

no qual € é o parametro da penalidade, e g(x) uma fungdo de valor igual & viola¢do da
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restricdo. Realizada a atualizagdo, o calculo dos deslocamentos é repetido utilizando-se
os novos valores de A.

Segundo (BANDEIRA, GUIMARAES, et al., 2010), a violagdo da restrigdo
fornecida por g(x) tendera a 0 ao se aproximar da convergéncia. Sendo assim eyg(x) —
0, e o valor de A tendera ao valor real da reacdo na restricdo. O parametro de penalidade
que se utiliza no Lagrangiano aumentado deve receber um valor maximo que nao cause
instabilidade numérica. Do mesmo modo como no método da penalidade, quanto maior
o valor do parametro de penalidade, maior a convergéncia de Ay. Contudo, o método
do Lagrangiano aumentado possibilita maior flexibilidade quanto ao parametro de
penalidade, por conta da compensacao gerada pela atualizacao do termo Ay para um

termo penalidade insuficiente.

3.2 PRESSOES DE CONTATO COM ATRITO UTILIZANDO O LAGRANGIANO

AUMENTADO

Considere agora, o contato entre dois corpos deforméveis, como demonstrado em
(SIMO e LAURSEN, 1993). Define-se By, do corpo 1, e B,, do corpo 2, com sendo o
conjunto de pontos X na configuracdo de referéncia em um espaco R3. Observa-se pela
Figura 11 que os corpos B; e B, nado se tocam no tempo t=0, ou caso se toquem,
nenhuma forga de contato é produzida. Sao produzidas outras configuracoes utilizando-
se das transformacdes @1:Blx1—>R3 e @%:B?2x1—- R3 ao longo do intervalo I =
[0,T]. T e I'? sdo as superficies de B; e B,, onde ha expectativa de ocorréncia de
contato. I'! ¢ definida como sendo a superficie escrava e ['* como a superficie mestra,
define-se, também, y' = (pi(Fi), i = 1,2. Os pontos em I'! sdo definidos por x,, enquanto
que em I'? por x,,. Na configuragio corrente, os pontos sdo determinados por X =

e'X) ey = @*(Y).
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Figura 11 - Problema de contato com atrito em deformagdo finita

B(1)

(1)
X re

T

B(2)

(p(?)

.

n"'.vd

Fonte: (SIMO e LAURSEN, 1993).

Para a parametrizacio das superficies I'! e y!, Figura 12, define-se dois planos Al €
RZ, e dois mapeamentos W': Al - R?,i = 1,2. Define-se os mapeamentos ¥' de forma que
I =Wl (A) e y' = Wi(A)). Percebe-se W' = @'W}. Apura-se que qualquer ponto Y € I'2,
por exemplo, obtém-se a partir da relacio Y = W3(€), do mesmo modo que y = W2(¥),
para qualquer ponto § € A%. Assume-se que essas parametrizagoes sdo suaves o bastante

para que seja possivel computar suas derivadas.

Figura 12 - Parametrizagcdo das superficies de contato ]/2 e I'?

(2
2N\ I
Rs

A2)

=

Fonte: (SIMO e LAURSEN, 1993).
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3.3 RESTRICOES DE CONTATO

Considerando-se uma configuracio qualquer, a expressio y? = @?(I'?) define uma
superficie onde ndo pode existir penetracio de nenhum ponto X € I'! da superficie. Em
outras palavras, estabelece-se que nenhum ponto da superficie de contanto do corpo 1

pode penetrar no corpo 2. A fronteira dessa situacio é representada pela superficie y2.

3.3.1 Restricdo de impenetrabilidade

Para representar a restricdo de impermeabilidade, que vai impossibilitar a
existéncia de penetragdo de um corpo no outro, apresenta-se a funcgao folga g. A funcao
folga g mensura a menor distancia entre determinado ponto na superficie escrava, para
um outro ponto qualquer na superficie mestre e é definida, para as duas transformagoes

¢! e @? e qualquer X € T, por:

g(X,t) = sinal [g(X, )], (3.1)
na qual
lgX, )] = minygrz||@' (X, t) — @*(Y, )| (3.2)
e
sinal = {—1 se @! for admissivel (3.3)
1 caso contrario

O termo “admissivel” utilizado na expressao (3.3) caracteriza o ponto dentro da

zona admissivel, isto é, ndo hé violagao da restricdo de contato.
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Figura 13 - Esquematizagdo dos vetores da base e da func¢do folga

Fonte: (SIMO e LAURSEN, 1993).

A condicdo de impenetrabilidade pode ser matematicamente representada por
g(X,t) < 0. E necessario definir a tracio de contato t'(X,t) = P1(X,t) - n}(X), onde
P1(X,t) é o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff em X, e n} é o vetor normal & X na

configuracao de referéncia. Decompoe-se a tragao em:

tX 0 = tnX (0 +tr X1, (3.4)

onde - n é a negativa da normal em x = @1(X) e t é a projecdo de t! no plano tangente
associado. A forca de contato em X é representada pelo termo ty(X,t) e deve ser
positiva caso haja contato sem tensao. Sendo assim, estabelece-se as condigoes de Kuhn-

Tucker para o contato normal:

gX v <0,

tnX,t) =0,
tn(X, g(X, ) = 0,
tn(X, DE(X, t) = 0.

(3.5)
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A primeira equagao de (3.5) descreve a condi¢do de impenetrabilidade, a segunda
define que as forcas de contato podem ser apenas de compressao, considerando-se a
inexisténcia de adesao, a terceira determina que s6 podera haver pressdo de contato,
quando existir contato, ou seja, funcao folga nula (nesse caso, valores negativos sdo
considerados nulos). Caso a funcéo folga seja positiva, as pressoes de contato sdo nulas.
A ultima expressao de (3.5) é chamada de condig¢do de persisténcia e ¢é utilizada para o
caso de atrito. Essa condigao indica que para existir pressdo de contato, a variacao do
tempo da fungao folga g deve ser nula, isto ¢, enquanto existir contato, a fungao folga,
que é nula no inicio do contato, deve manter-se nula para que existam pressoes de

contato e forgas de atrito.

3.4 DEFINICAO DE BASE

Foi visto que a restricao da impenetrabilidade induz uma estrutura geométrica
através da definicao da funcao folga g. Explora-se esse fato ainda mais, definindo uma
base de convocacao associada, adequada para a definicdo das restrigoes de fricgao.

E possivel construir uma base associada para se definir as restricdes de atrito a
partir da definigdo da fungéo folga, como estd demonstrado em (SIMO e LAURSEN,
1993), aproveitando-se a estrutura geométrica induzida pela restricio da
impenetrabilidade. Considerando-se um ponto & € A%, € = (£, &2) e definindo bases para

I'? e y? através das derivadas parciais, pode-se escrever

E,(¥) = W54 (®), (3.6)

ea(z) = Lp%a(i) = th (LP(Z)@)EOL(Z) a=1.2. (37)

na qual FZ ¢ o gradiente de deformacdo correspondente a ¢?2.
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Partindo-se do problema de minimizacao da distancia entre determinado ponto
X € I'! e os pontos Y € I'?, determina-se um ponto Y, sendo ¥ pertencente a configuracio
corrente.

Os pontos correspondentes aos dominios espaciais e paramétricos sao

representados por ¥ e & Sendo assim, obtém-se as seguintes relagoes:

Y(X,t) = Y§EX 1), (3.8)

yX 1) = PEEX ). (3.9)

Os pontos da superficie mestre I'? sdo sujeitos a uma transformacdo @?. Desta
forma, o problema de minimizacao da distancia depende do movimento e deformacao
dos dois corpos. Consequentemente, a descoberta do ponto &€ também depende do
movimento e deformagoes dos dois corpos. Os vetores que formam a base sao definidos

CcOomao:

T, = Eq (), (3.10)

T = €q(3), (3.11)

onde a = 1,2.
Os vetores tangentes T, e T, descrevem a base que é convertida a medida que o
ponto X movimenta-se em relacdo a I'2. O vetor normal é obtido na referéncia espacial

pela expressao:
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p= X% (3.12)
Ity X .|l

O vetor definido em (3.12) é o vetor normal utilizado em (3.4). As parametrizagoes

PZ e W2 sio assumidas de tal forma que se define o vetor em (3.12) com sua orientagio

para fora do corpo B,.

3.5 CINEMATICA DO ATRITO

Pela condicéo de persisténcia, no caso do atrito, tem-se que g(X,t) = 0, para uma

forca de contato nao nula. Sendo os vetores x = (X, t) e y = @?(Y (X, t), t), entdo:
d _
0= g lo X0 — (X 0,1)], (3.13)
aplicando-se a regra da cadeia em (3.13), obtém-se:

VIX,t) — V2(Y(X, 1), t) = F? (wg (i)) % [Y(X,0)]. (3.14)

A parcela & esquerda representa a diferenca de velocidade entre os pontos X e Y
e caracteriza a taxa de deslizamento do ponto X sobre a superficie y? = @2(I'?). J4 a
parcela & direita da expressdo (3.14) contém um objetivo geométrico que serd muito

util na evolucao das leis de atrito. Sendo assim:

V%0 = SV, 0] = x0T, (315)
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na qual vp(X,t) caracteriza a velocidade descrita dentro da base encontrada no
tangenciamente do ponto & Se a variacdo da funcio folga é nula, nio se obtém

componente normal da velocidade.

3.6 FORMULACAO DA LEI DE ATRITO DE COULOMB

A velocidade v (X, t) é convenientemente expressa em uma base dual considerada

anteriormente. A base dual TP ¢ definida como:

TP T, = &8, (3.16)

vélida também para a configuracdo corrente. Uma métrica pode ser expressa como:
MO(B = Ta : TB’ (317)

com myg sendo definido por uma equagdo equivalente. M*® e m®® sio definidos
analogamente as expressoes acima. Sendo assim, considerando-se vy na base dual e

convertendo-o para a configuragdo de referéncia, define-se:

V(X 1) = MgEP(X, )T (3.18)

A forga de atrito ty(X,t) é igualmente expressa nessa base dual com a mudanga

de sinal:
(X, 1) = —tr = t7 (X, DT (3.19)

Definidas as condigoes de atrito e velocidade de esmagamento, é possivel

determinar as condigoes de atrito de Coulomb:
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¢ = ||t}|| —ntx <0, (3.20)
t? (3.21)
b_ 7 T _
R 1Y e
(>0, (3.22)
dL =0, (3.23)
onde,

Lot? = t1, 1 — Apet® (3.24)

Aqui nao ha distingdo entre os coeficientes de atrito estatico e dinamico,
assumindo-se o coeficiente de atrito com uma constante, inerte as agoes de

amolecimento ou endurecimento (SANTOS e BANDEIRA, 2018).

3.7 APLICAGCAO DO LAGRANGIANO AUMENTADO COM ATRITO

A forga normal de contato ty é definida como:

ty =<Ayt+&vg> (3.25)

e as condigoes de atrito de Coulomb sdo definidas em (3.20), (3.21), (3.22) e (3.23).

Substituindo a equagdo (3.18) na configuragdo corrente, (3.19) e (3.24) nas

expressoes (3.20), (3.21), (3.22) e (3.23), obtém-se:

1
1 (3.26)
® = [tr, mig th]7 —pty <0,
tr 1. .
VT[3 - Z = 1 = a{tTa - }\Ta}; (327>
[tTa mg th [

(=0, (3.28)
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L = 0. (3.29)

Isolando tr, da expressdo (3.27), tem-se

(3.30)
. . B tTO(
tTO(:)LTO(-I_ET V. _Z—l .
[tTa m' t0 [

Utilizando o método de Fuler implicito, realiza-se a integracao no tempo entre t,

e ty4+1. Primeiramente, é definido:

)\'TO( = AATOL Sendo A)LTO( = ATan+1 - lTanr (331)

e empregando o método de Euler: Logo,

}LT(X == AATO( Sendo A}LT(X = )\'Totn+1 - ATan (332)
tToc = tTocn+1 - tT(xn' (333)
=8, -8 (3.34)

Partindo de:

ur, = mggEF, (3.35)

tem-se:

Urg,,, = Miglo,, € Upg, = migEh, (3.36)

AuToc = uTocn+1 — Urq,- (337)
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As expressoes (3.36) e (3.37) s@o substituidas em (3.18) na configuragio corrente,

obtendo-se:

VT(X(X’ t) = uTan+1 — Urq,- (338)

Partindo de (3.30) e substituindo as equagoes (3.33), (3.37), (3.32) e (3.38),

resulta:

. (3.39)
T
tro,, = tra, + AArq +§r{ Aupg — = 1
2
[tmmgﬁtﬁ]
E definido convenientemente
t%r&ilﬂ = tpq, + Adpq + §rhuyg, (3.40)
e (3.39) é reescrito por
t
1 T(Xn 34:].
tre,,, = thial — el +1 T (3.41)

t 4B 2
[tTan+1 Mg tTn+1]

Feitas essas consideracgoes, a lei de atrito de Coulomb é reescrita aplicando-se o

método de Fuler: Portanto,

1

trial |2 (3'42>
'rclrwlLall [tT(xn+1 ocB tB l ] —H th+1 < 0;
t
_ gtrial Ta 3.43
tTo(n+1 tTrétzxil+1 — €r§ - r ( )

t 4B 2
[tTan+1 mo‘B tTn+1]

7>0, (3.44)
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oliElg =0, (3.45)
na qual:
tn,,, = <Ay, T en8Unyr) > (3.46)

(SIMO e LAURSEN, 1993) apud (BANDEIRA, 2001) demonstram que:

0 sedfdl<o (3.47)
=1 ®1%

€T

se diial > 0

Combinando a defini¢ao (3.46) e as condigoes definidas em (3.47), obtém-se:

trial trial
oy se®p7 =0 (3.48)
trial
tra = Ta i :
n+1 n+1 trial
MENG ”ttrial ” se ®pyy >0
Toants

Em problemas de contato com atrito, a resolugao dos problemas vai consistir na
determinacao dos parametros Crony, € tNpys- Esses parametros estao sujeitos as
restrigoes expressas pelas condig¢oes de Kuhn-Tucker para o contato normal e pelas
condic¢oes para o modelo de atrito de Coulomb. Atualiza-se o parametro Ay da mesma

forma como é feito em problemas de contato sem atrito:
AN =< 2K + eng > (3.49)

Pela atualizacdo do parametro AAgp,, constata-se que na hipotese dos

multiplicadores Lagrange serem os da solugdo, tem-se que Arg, = tpq, € Arg,,, =
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tro,,, - LOgO, trg,,, = trq, + Adrg. Sendo assim, Adr, é a mudanca exata entre t, e

t,.+1- Contrapondo-se a expressao (3.39), obtém-se:

e, ¢ } (3.50)
[[esrial K||f

Aﬁ?zAﬁa+q%m£—?

3.8 CINEMATICA DO CONTATO

Para a apresentacao da contribuicdo do contato, definem-se alguns valores basicos
da cinematica do contato, tais como, a funcdo penetracdo gy e o deslocamento

tangencial gr. Tem-se que a fungdo penetragdo é fornecida por:

_ {(xS —xM)-n, sex*—xX")=>0 (3.51)
BN = 0 se(x5—X") <0’

A expressao (3.47) ja satisfaz a condigdo de contato. Na hipotese da fungao
penetracdo ser positiva ou nula, admite-se contato. Caso contrario, indica-se a nao
existéncia de contato.

Sendo X™ um ponto definido pela parametrizacdo da superficie mestre, no caso do

elemento de contato, definido por:
XM =x" (g 8%). (3.52)
Os vetores unitarios definidos paralelos aos eixos &%, podem ser obtidos por

SO

(3.53)
a, I

x7(§%t) sendoa =1,2.
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Para o deslocamento tangencial, define-se uma funcao utilizada no estudo do

atrito como:

t
gr = f%"‘llﬁalldt sendo o = 1,2.
o

(3.54)

A derivada no tempo de £ é obtida utilizando-se a condicdo de ortogonalidade

entre o vetor normal e os vetores a,, isto &,

d sMm] .5 —
E{[X —X"]-a,} =0.

Sao determinas as seguintes derivadas em relagdo ao tempo:

L dx®
TtV
: dx™ (€%, t .
XM t) = %) = v™ + agEP,

dq = X740 = Vi + KgetP.

Desenvolvendo-se a derivada (3.55) e substituindo (3.56) e (3.57) em

se
d s _gm].5 s _om_ =z za|.a s m]. 5
a{[x —-xXm]-a,} = [v — V™ —agk ]-aa+[x —-x™]-a,.
Substituindo (3.58) em (3.59), resulta

[VS -V — 5‘;%"‘] -a, + [x5 —x™]- [v,gg + )’Zﬂﬁgﬁ] =0.

(3.55)

(3.56)

(3.57)

(3.58)

(3.55), tem-

(3.59)

(3.60)
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O parametro %B de (3.60) é colocado em evidéncia, logo,

g - 3, — gn&Eg - B8P = [vS — ¥™] - 4, + gy AV (3.61)
Definem-se:
dop =Xz (8) x(5) =352, (3.62)
(§]
bop = x3(8) - A = &g - A, (3.63)

onde (3.62) é a métrica, definida em (BANDEIRA, 2001), e (3.63) é a expressao da
curvatura da superficie de contato.

A equagéo (3.61) é reescrito, como:

gs:‘——j—f—{WS—Vm}5a+gijg} (3.64)

5OLB - ng(xB

Quando o problema de contato com atrito é resolvido de forma exata, a funcao
gn deve ser nula, pois se verifica um descolamento do né escravo na superficie mestre,

fazendo a expressdo (3.64) resultar em:

m _ fog (3.65)

Utilizando a expressao (3.65) e a definigdo da variacdo relativa do deslocamento,

conclui-se que

= £a,, (3.66)
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3.9 FORMULACAO VARIACIONAL DO CONTATO

Segundo (WRIGGERS, 2006), (LAURSEN, 2002) e (BANDEIRA, 2001), a
formulagdo do contato parte do mesmo ponto da formulagdo para o método dos
elementos finitos. A formulagdo é desenvolvida a partir da equacédo de equilibrio dos

momentos, desprezando os termos de inércia. Entao, tem-se:

DIVPY + f¥ = 0. (3.67)

Partindo da equacdao do balango dos momentos, é apresentada a equacao dos
trabalhos virtuais que, no caso do contato, estd submetida as condi¢bes de Kuhn-

Tuchker:
gn=20, ty=<0, gntyn=0 emI¢ (3.68)
Isto resulta em uma desigualdade variacional igual a:

2 (3.69)
Z - grad(nY — @Y)dV

Y=1RBY

> 2 [Freqr-enav— [ ar-enaa

=1RBY Y
Y=1B re

onde o tensor das tensoes de Kirchhoff substitui o primeiro tensor de Piola Kirchhoff,
utilizando-se a relacdo T = PFT.
De acordo com (WRIGGERS, 2006), caso seja possivel se conhecer a superficie

de contato, a inequacdo em (3.68) pode ser reescrita como
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2 (3.70)
2 fry-gradnydv—ff_y-nydv—ffy-nYdA +Cc =0,
v=1 | BY

Y Y
B FC

no qual C¢ é a contribuicao das forgas de contato e nY sdo os deslocamentos virtuais.
Conforme Bandeira (2001), na equagdo do principio dos trabalhos virtuais, a

contribuicao do contato C¢ é fornecida pela expressao

(3.71)
dB3 ¢ dBJ
A variacao da funcao penetracido gy ¢é definida por
6gn = 8(x® —x™) - I + (x* —x™) - 6M,. (3.72)

Como o vetor N, tem norma unitaria, n.-n,=1 - én.-n, =0, (3.72) é

simplificada por
Sgy = 8(X5 —x™) - fi, = (VS — V™ — 3gE) - T, (3.73)
Por conta da condicao de ortogonalidade n.-a, =0, e
6gny = (VP = V™) D, (3.74)
Entao:

Agy = (Au® — Au™) - .. (3.75)
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Substituindo (3.66) e (3.74) em (3.71), obtém-se

~ (3.76)
f tnyOgndA + f tr, 6% dA,
dBJ dBJ .
na qual
ty, = tr - ag. (3.77)

Os parametros ty e tr sdo definidos de acordo com método escolhido, podendo
ser, por exemplo, o da Penalidade ou do Lagrangiano aumentado.

O trabalho virtual total realizado pela contribuicao de contato é representado pela
equagdo (3.76). Sua linearizagao fornece a matriz de rigidez da contribuigao de contato,

definida por

W (3.78)

== f [AtnSgy + tyA(Sgy)]dA + f [Atr, 88 + tr A(58%)]dA.

dBJ ¢ dBJ .
3.10 ALGORITMO GEOMETRICO DE CONTATO

A combinacéo de duas faces do elemento isoparamétrico tetraédrico, utilizado na
solugdo de elementos finitos, fornece um elemento de contato analogo ao utilizado por
Bandeira (2001). O elemento de contato da Figura 14 representa a superficie de contato
mestre do elemento localizada na superficie de um corpo B. O conjunto destas faces

forneceréa a superficie de contato do solido.
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Figura 14 - Elemento finito da superficie de contato.

4 A 5
9
> ;!
@
1 2

Fonte: (BANDEIRA, 2001)(adaptado)

Como fornecido por Bandeira (2001), a fungdo de interpolagdo do elemento de

contato é expressa por
1 1 2 (3.79)
NI:Z(1+¢1E )1+ d,8%), '
onde ¢, e ¢, assumem valores +1, dependendo das coordenadas nodais.

A coordenada de um ponto X™ na superficie mestre é fornecido por

4
(3.80)
X" = ) N E)NT
I=1

Utiliza-se a propriedade de ortogonalidade para se calcular a projecdo do no
escravo (ponto x°) na superficie mestre. Esse célculo de projecdo é importante para
determinar o valor da funcao penetracao, variavel tutil na solugdo de problemas de
contato. Além disso, é necesséario calcular a distancia entre os pontos. Sendo assim, é

necessario resolver o seguinte sistema de equacoes:

[x° — %™ (&Y €2)] - %7 (€1, §%) = 0. (3.81)
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Substituindo (3.80) em (3.81), obtém-se

4 4
(3.82)
x* — Z Ny (8, E2)x] - Z N o (8, E)x = 0.

Realizando a linearizagdo de (3.81) e aplicando o método de Newton, obtém-se o

sistema de equagoes nao lineares a seguir:

2 4 4 4 (3.83)
Z[Z Z Nl,aN],Ban 'X]m - Z NK,aBX? - (x®
B=1 I=1 J=1 K=1
4 4 4
_ m B _ — ¢S _ m
NpxiH] §1+1 El [x Nu xpm] Nn,oXN
L=1 M=1 N=1

Observando os valores dos parametros & e é2 é possivel calcular facilmente as
projecoes e verificar se estdo dentro da superficie, ou seja, basta verificar se os resultados
pertencem ao intervalo [-1;1]. Caso essa condigdo néo seja satisfeita, a projecdo do no

escravo estard fora da superficie mestre, nao ocorrendo o contato.

3.11 DISCRETIZACAO DO PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Bandeira (2001) demonstrou que a contribui¢ido do contato discretizado é obtida

substituindo os valores de 8gy e 8£* na equacéo (3.76). Logo,
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(3.84)
We(u,v) = f ty(vS —v™) - ncdA +

S
dBj¢

1
+ fta—_ _{[vS — ¥™] - &g + gxiic - V)dA.
' aaB_ngaB{ g N 'B}

Fazendo a integragdo numérica da equagdo (3.84) e a escrevendo na forma

vetorial, obtém-se a seguinte estrutura do principio do trabalho virtual:

ns

We (u' V) = Z AiRcontatoi * Veontato is

i=1

(3.85)

na qual A; é a area de cada elemento finito de contato, ng o ntimero de nés escravos na
. ~ S , . ~ , ’,
configuracao atual Byc, Veontato € @ variacdo do deslocamento dos nos e Regntato € ©
residuo da contribuicao de contato.
Visando facilitar a formulacao, definem-se os vetores que relacionam o né escravo

com os quatro nos da superficie mestre:

VS R (V. i 0
Vilni —N; (), —Ny (),
Veontatoi = |Viz|, N=|—N; (E)ﬁc , Ng= _NZ,OC(E)ﬁC R
vi'3 —N3 ()1, —N3 o (),
Vis =N, (R Ny (DR
[ 3 ] (3.86)
_Nl(ﬁ)ﬁa 1
T, =|—Nz2(§a|, D*= = [TB — gNN[}] e SEO‘
—N;(®)a, agg — 8Nbeg
—_N4(E)§a—

— DA .
=D Vcontatoi .

Substituindo-se as expressoes em (3.86) em (3.84), obtém-se a forma vetorial e a

contribuicao do contato R gptate N@ €quacgao de equilibrio. Entao,
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Rcontato = tNN + tTaDa = tNN + tT1D1 + tTZDZ- (387)

O primeiro termo é referente & contribuicao normal e o segundo a contribuicao
tangencial. Os termos ty e tr, da expressdo (3.87) sdo as forgas de contato,

determinadas pelo método do Lagrangiano aumentado.

3.12 LINEARIZACAO DO PRINCIPIO DOS TRABALHOS VIRTUAIS

Nesta secao é definida a matriz de rigidez relativa ao contato, fornecida pela
linearizagdo da equagao (3.84). Sendo assim, sdo linearizados todos os seus termos e
substituidos diretamente na equacao.

Tem-se que a pressdo normal linearizada como:
Aty = enAgn, (3.88)
onde

_ ((Au® —Au™)-n,, segy=0 (3.89)
Agn = { 0, segy <0

E definida a normal n;, que é perpendicular aos dois eixos auxiliares do ponto
X™. Esta norma é calculada pelo produto vetorial entre estes dois eixos utilizando a

seguinte expressao:

_ _ t_ll X az _ al X az (390)
||‘_l1 X ﬁ2|| \/(5_11 X a,) - (a; x a,)

O céalculo de A(6gy) é dado por,
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A(dgy) = A[(v® = V™) -n¢] = A(V® — V™) - D¢ + (v — V™) - Ang. (3.91)

Aplicando-se a regra da cadeia, define-se a linearizacdo da normal para completar

a expressao (3.91). Logo,

||C_11 X a2||
. (C_ll X az)(al X 6_12) * (Aﬁl X az + (_ll X Aaz)
— — 13 '
||a1 X a2||
Entao,
Aa, xa, +a; xAa
AT = [i — (e ® fig)] — 22 (3.93)
||a1 X az||
Logo,
AR, = a9 a,, [aﬁ -(A@; X @) +ag - (@, X Aay) (3.94)
|Iﬁ1 X c_12||
Define-se,
ay - (Ad, x 3y) =] “A nc|la, x @[ parap=1 (3.95)
0 paraff =2
e
0 parap =1 (3.96)

A expressao (3.94) pode ser reescrita como,



An; = —a, a*F(Aag - ) = —a, a*P A - Aap.
Definindo-se Aa, como:
Aa, = AU’y + a, g AEP,
a expressao (3.98) é substituida em (3.97). Logo:
Afig = —a, a*f (AU + ag, AEY).

E necessario retomar a relagao:

A(VS — V™) = AvS — AT™ — ¥ AE® = —vI AEY,
Logo, uilizando as expressoes (3.99) e (3.100) em (3.91), é obtido:

A(Sgy) = =V AE® - Tic — (VS — V™) - 3, a%F Wi - (Aufg + ag, AEY).

A variacdo 8&P pode ser escrita como

1
58P = _—_{[VS —v™]-a, +gyne: ‘7‘&1},
dgp — NbaB

e, consequentemente,

1
AP = ——————{[Au® — AT™] - &, + gy A - WD),
dap ngaB

91

(3.97)

(3.98)

(3.99)

(3.100)

(3.101)

(3.102)

(3.103)
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A expressdo (3.102) é linearizada e, apos algumas manipulagbes matematicas, é
obtida a variacao A(SEB):

A(88P) = —————{—a, - (v} ATP + Au'g 86%F + a5, SEPAEY)
Adgp — ngaB ' '
+(AUg + a5 AFP) - (v — V™ — &, 8FY) (3.104)
+(V + 3, 5 58) - (Aus — AT™ — &, AFY)

+gnic - (‘7,1333 AEP + Au, 88 +a, g, SEF AZY).

A demonstracio da expressdo (3.104) esta disponivel em (LAURSEN e SIMO,

1993).

Sabendo que a funcdo ¢Uidl define a existéncia de deslizamento entre as
superficies de contato e considerando, a principio, que nao existe escorregamento do no

escravo na superficie mestre, logo ¢l < 0. Sendo assim, a linearizacio de Atp, ¢ dada

por

Aty, = AR = e AP 3,5 + eT(EiB+1 - z?)AaaB, (3.105)
sendo
Adgg = DA, - 3 + 3, Adp. (3.106)
As expressoes (3.98) e (3.106) sdo substituidas em (3.105). Entao

M = er 3up AEP + ex(EF,, — & ){(Bu + a0 AF) -3 (3.107)

+§(x ' (AU'B + 5&9 AEG)}
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Considerando-se o escorregamento do nd escravo na superficie mestre, ou seja,

¢al > 0, a linearizacio da forca de atrito é definida por

tirial t . (3.108)
Bt = NewE i * 4 e 2

N tLrial ttrial G(ttrialAa — Attrial

+uw Tq CT T Tg) ’

onde At%rial esté definido em (3.107).

Apresentadas as linearizagoes, realiza-se a substitui¢io na expressdo (3.84),

escrevendo-a na forma vetorial:

W, (3.109)

Jdu

ns
— § T
Au = Ai (Vcontato i) Kcontatoi AUcontato ir

i=1

na qual, K¢ontato € @ matriz rigidez tangente total da contribuigdo do contato.

3.13 MATRIZ DE RIGIDEZ DA CONTRIBUICAO NORMAL

A expressao (3.84) o primeiro membro é relativo a contribuigdo do contato na

dire¢do normal & matriz de rigidez. A matriz Ky é entdo definida como

(3.110)
Ky = f [Aty 6gn + tnA(SgN)]dA.

S
0B} ¢

Utilizando-se as expressoes (3.88), (3.89), (3.101) e os vetores de (3.86), é possivel

escrever (3.110) vetorialmente e obter Ky por
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Ky = eyNNT + ty [NoDT + af<T, (N§ — DYT(m, - a, )|, (3.111)

onde essa equacgao representa a matriz de rigidez tangente dos problemas de contato

sem atrito.

3.14 MATRIZ DE RIGIDEZ DA CONTRIBUICAO DO ATRITO SEM DESLIZAMENTO

Sera apresentada nesta secao a formulagdo variacional da contribuicao do atrito
na matriz de rigidez. Sera definido outro termo da matriz de rigidez, relativo as forcas
tangenciais. Entretanto, neste caso, admite-se uma situagao de aderéncia (“stick”), ou
seja, sera levado em consideracdo que nao ha deslizamento entre as superficies mestre
e escrava. Caso haja deslizamento entre as superficies (“slip”), a forga de atrito tr ¢
diferente, como definido pelo Método do Lagrangiano Aumentado, o que resulta em
matrizes de rigidez distintas. Sendo assim, define-se a matriz de rigidez tangente da

contribuicdo do atrito por

(3.112)
Kr = f [Aty, SE + tr, A(SE%)] dA.

N
dBY
Os termos da equagio (3.112) sdo convenientemente separados visando facilitar a
demonstracao das expressoes.
Define-se Kt como

Kr =Kr; + Krp, (3.113)

sendo



Definem-se outros

mestre:

AUgontatoi =

g—])
=
I

K, = f tr, A(88%)dA

S
0B} ¢

KTZ == f AtTa 62“ dA

S
0B} ¢

Auis 0_ trial
A“im1 =Ny o (E)t;
Al |, P = [~Noa®H™|
Aujy —N3 o ()t
sl
g, 0
_Nl(g)a_(x,ﬁ _Nl,(xB(E)ﬁc
= _NZ(E)EO(,B , NO‘B: _NZ,aB(E)ﬁc
_N3(g)§0(,[3 _N3,aB(E)ﬁc
-_Nél-(g)ﬁa,ﬁ_ —_N4-,aB(E)ﬁc_
6 —
“Noa(§)1 10 0 0
—N, ()1 =lo 1 o], o=]o0
—N34(8)1 0 0 1
—_N4-,0((§)1-
e Aza =DT. AUcontatoi-

vetores relacionando o nd escravo e com 08

_Nl,B (E)ﬁ(x

= _NZ,B(E)EQ

_NS,B (E)aa

S -
—N,(§)1
—N, (&)1
—N;(§)1
[—N,(§)1]
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(3.114)

(3.115)

noés da superficie

__N4-,B (E) 50(_

(3.116)

Analisando-se a matriz Ktq, substitui-se (3.104) em (3.114) e se utiliza dos vetores

(3.86) e (3.116). Obtém-se entdo a forma vetorial
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Kpy = tr, h[(Tyg + Tay + Tog)DP" + DP(TT; + T3, + Ts) (3.117)
— — — — — — — — T
—(a, - apy +ag - A,y + 2,53, — gy - Ay, )DPDY

T
—EE] —E,ET — gyN,gDP" — gyDFN/.].

Por inspecao pode-se concluir que a matriz Kp; é simétrica. Na expressdo, os

indices variam de 1 a 2, sendo o termo h%" definido por
BO‘B BBT] = 82 e haB = ﬁaﬁ — 8N B(XB' (3]_]_8)

No estudo da matriz K,, obtém-se sua forma vetorial substituindo pelas equacoes
(3.102) e (3.107). A linearizacdo da forca tangencial relatada pela (3.107) no caso onde

ha deslizamento (“strick”),

Krz = exD* {~(&h, — & ) [To + Tdp — (80 35 + 8. p)D"] (3.119)

+ aBaDBT},
sendo a matriz K, é assimétrica.
3.15 MATRIZ DE RIGIDEZ DA CONTRIBUIGAO DO ATRITO COM DESLIZAMENTO

Sera apresentada nesta secdo a matriz de rigidez tangente do atrito com
deslizamento. Quando definida para o estado de escorregamento (“slip”), utiliza-se o
processo de substituicdo da se¢do anterior, contudo, é utilizada a linearizagao da funcao
tangencial Aty . As equagoes (3.102) e (3.108) sdo substituidas em (3.115), e usando

das expressoes definidas em (3.86) e (3.116), obtém-se
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ttrial 3.120
Ko = ub™{ey | t;rroi(al N ( )
T
|tn]
e (o2

- ET(EiB+1 - ) [Tée + Tap — (Ao - Ap + Ao - 53.9)DQT])

L ratgrat® pt 4o (81,, — )1, + 1]
et

+ DGT [t%rial . 53'9 - ETaeB

— er(&,, —&)(aye-ag +a,-agp)])}

Sendo assim, a matriz de rigidez de contato total é definida por

Keontato = Ky + Kt = Ky + Ky + Koy, (3.121)

onde a matriz Kr,, que também é assimétrica, dependendo da existéncia ou nao de

deslizamento entre superficies de contato, pode possuir duas versoes.
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4 CONTATO COM O ELEMENTO FINITO B-SPLINE

Para calcular as forgas de contato é necessario determinar a projecdo de um ponto
Xm, da superficie escrava, sobre a superficie mestre. O elemento de contato Lagrangiano
¢é utilizado para modelar a superficie mestre. Esta discretizagao da superficie mestre é
feita utilizando elementos planos de trés ou quatro ndés que, geralmente, pode gerar
quinas ou arestas, uma vez que as superficies de contato sdo curvas. Esse fato faz com
que as normais entre as superficies adjacentes sejam descontinuas. Levando em
consideracao essa caracteristica do elemento, existe a possibilidade de que a projecao
do n6 escravo ocorra sobre uma dessas quinas ou arestas, fazendo com que o ponto seja
dividido por um ou mais elementos. Esse fenomeno ¢ ilustrado na Figura 15. Para esse
caso, onde o ponto X, pertence ao dominio de dois ou mais elementos, surge a

necessidade de formulacoes adicionais para trabalhar com contato no-aresta ou né-no.

Figura 15 - Projecoes no-aresta e né-no.
No6-Aresta

Fonte: (BANDEIRA, WRIGGERS ¢ PIMENTA, 2004)

A Figura 16 ilustra outra dificuldade que pode ser encontrada com a utilizacéo
do elemento de contato Lagrangiano, i.e., a localizacdo da sua normal é de dificil
determinacao. Existe um ponto no limite entre os dois elementos que pode pertencer a

dois ou mais elementos, além de estar entre elementos de geometria distinta. Sendo
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assim, a normal gerada por este ponto ndo é definida, uma vez que existe a
descontinuidade da normal entre as superficies adjacentes. No caso do contato com
deslizamento (“slip”), é possivel observar que a proje¢do de um né escravo qualquer x,,
muda de posicao de um elemento para outro, ocorrendo, neste caso, uma mudanca
brusca da direcao da normal, por conta da mudanca abrupta de geometria do elemento.
De acordo (WRIGGERS, 2006), é provavel que esta mudanga stubita cause dificuldades

na convergéncia da solugao do problema.

Figura 16 - Orientagdo da normal em contato nd-aresta.

Fonte: (BANDEIRA, WRIGGERS ¢ PIMENTA, 2004)

Buscando contornar esses problemas apresentados pelo elemento de contato
Lagrangiano, na geracdo de uma superficie de contato mestre, (SANTOS e
BANDEIRA, 2018) utilizam uma superficie B-Spline para gerar uma tnica superficie
sobre a area de contato, substituindo os intimeros elementos de contato Lagrangiano e
suas desvantagens. A curva B-Spline é gerada utilizando-se pontos de controle, que sao
pontos definidos no espaco, e, dependendo da ordem, pode ser suave, tendo
continuidade em todos os seus pontos. Por conta da continuidade da curva B-Spline

suave, ha uma continuidade também na posicao da normal ao longo da superficie,
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dispensando a necessidade de uma formulagdo de contato noé-aresta ou noé-nod
apresentada em (BANDEIRA, 2001), por causa da nao existéncia de arestas ou quinas
sobre a superficie. Para que a posicao da normal seja bem definida em todos os pontos,
é necessario que a superficie seja suave. Para isso, utiliza-se uma curva B-Spline de
ordem igual ou superior a 3 (SANTOS e BANDEIRA, 2018). Dadas as vantagens de
se utilizar uma superficie B-Spline como superficie de contato, deve-se adaptar a
formulagao de contato no-superficie & uma discretizacdo baseada na superficie B-Spline

em substituicao aos elementos de contato com func¢ao de interpolagao Lagrangeana.

4.1 CURVA B-SPLINE

De acordo com (ROGERS, 2001) apud (SANTOS e BANDEIRA, 2018), define-
se que uma linha curva bidimensional B-Spline é formada utilizando-se pontos de
controle no plano. Na Figura 17 sao ilustrados os pontos de controle B1, B2, B3 e B4.
Denomina-se curva B-Spline, a curva ilustrada na Figura 17. Esta curva é elaborada
utilizando fungoes base e a posi¢do geométrica dos pontos de controle. As funcoes base
definem ponderacoes para a posicdo dos pontos de controle, baseando-se nisto para
geracao dos pontos que pertencerao a curva B-Spline. Para se calcular os pontos que

pertencerao a curva B-Spline, utiliza-se a expressao:

n+1 (4 1)
P(t) = z BiNijx() thin<t<tpmax 2<k<n+1,
i=1

onde B; sdo os pontos de controle;
Nk (t) sdo as funcoes base, no qual a virgula nao denota derivada;
t é a varidvel paramétrica;
k é a ordem da curva;

n+ 1 é o nimero de pontos de controle;
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i é o indice que vai de 1 até n+1;

P(t) ¢ o ponto contido na curva B-Spline.

Figura 17 - Curva B-Spline.

y B,
L]
By
5+
L]
- B3
O Bl | 1 1 1 1 1 | | i
0 2 4 6 8 x

Fonte: (ROGERS, 2001)

As funcoes base Nj(t) dependem de um valor paramétrico t, que é uma variavel
definida entre os limites arbitrarios tp, € tmax. Sendo assim, compreende-se que a
variavel t representa um percentual da curva, variando entre 0% a 100%. Divide-se a
extensao da curva em intervalos delimitados por valores especificos de t, chamados de
knots (PIEGL e TILLER, 1997). Estes valores s@o ordenados em um vetor especifico
denominado vetor de knots. A definicdo dos valores dos knots é convenientemente
estabelecida pelo usuario que, a depender da situacao, deve garantir apenas que seus
valores sejam monotdnicos e seu niimero igual a soma do ntimero de pontos de controle

mais a ordem da curva B-Spline, ou seja,

dim vetor de knots = (n + 1) + k. (4.2)

Define-se a funcdo Ny (t) por
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1 sex; <t<gxk;
N..(t) = { 1= : 1-.|-1
i1 (t) 0 caso contrario

(t — x)Njp-1 (D) + (Kirk = ONigg -1 (0) (4.3)

Xi+k-1 — Xj Xi+k — Xj+1

Nix (D) =

na qual os valores X; sdo elementos do vetor knots satisfazendo a relagdo x; < Xj;1. As
fungoes base sdo normalizadas, variando seu valor entre 0 e 1 (ROGERS, 2001). No

caso ilustrado na Figura 17, n + 1 = 4, resultando no valor n = 3.
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Figura 18 - Funcgées base com ordem 1, 2 e 8.
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Fonte: (ROGERS, 2001)

As funcées base representadas em Figura 18, com ordens distintas, variando entre
1 e 3, utilizam-se de um vetor knots que vai de 0 e 6, em incremento de 1, logo, definido
por $ = [0,1,2,3,4,5,6]. E possivel notar que quanto maior for a ordem da funcio base,
maior serd o grau do polindémio obtido pela funcdo. De acordo com a Figura 18, para
uma ordem 1, se tem uma funcao base de valor constate. Para uma ordem 2, tem-se
uma funcao base de primeiro grau. J4 para a ordem 3, a funcdo base é uma parabola.

Sendo o grau do polindémio determinado por
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grau = k — 1. (4.4)

Conclui-se também que o subdominio sob o qual a funcao base demonstra valor
nao nulo é relativo a um nimero de divisdes do dominio t igual & ordem da curva B-
Spline. O valor fornecido pela fun¢ao base torna-se nao nulo apenas na regiao da curva
proxima do seu ponto de controle. Portanto, um ponto de controle apenas exerce

influéncia local sobre a curva. A ordem da curva dara extensao a esta influéncia.

Pode-se ampliar a definicao de curva B-Spline as superficies. Sendo assim, uma

superficie Q(t,u) é determinada por

n+1m+1

Qew = > > ByNiy(OM;(w),

i=1 j=1

na qual Njx(t) e M;;(u) sdo as funcdes base definidas em (4.3), porém definidas nas
diregGes bi-paramétricas t e u. Estas fungoes N (t) e Mj;(u) possuem um vetor de knots
individual proprio. A definicdo da derivada da funcao Q(t,u) é requerida nas direcoes
t e u para viabilizar a utilizacao da superficie B-Spline como aproximacao da malha de

contato. Sendo assim, tem-se que:

n+1m+1

q (4.6)
%u) = Qt(t Z Z Bl]le(t)Mll(u)
i=1 j=
q n+1m+1 (4.7)
QY _ qew =Y 2 By, Ny (DM}, (w),
i=1 j=
d?Q(tw)  d?Q(tuw) \Nb ' ' (48)
dudt ~ dwdu -~ Qu(bwW = z z BuNia (M (),
i=1 j=1
4Q(t ) n+1m+1 (4.9)

dt? = Qtt(t u) = z z Bi.]'Ni,,,k(t)Mj,l(u)

i=1 j=1
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n+1m+1

= QbW = ) > BNy OMj(w.

i=1 j=1

dQ(t,u) (4.10)

du?

Consequentemente, torna-se necessaria a derivada da fungao base Njy (t) e M;;(u).
Como ambas possuem a mesma definigdo fornecida em (4.3), serd demonstrado apenas

para Nj}, sendo sua demonstracdo analoga a Mj',l. Logo,

NEL(D) = Nix-1(® + (t = x)Njp 1 (D) (4.11)
vk Xj+k-1 — Xj
4 Kitk = ON{ 11 () = Niyq -1 (0
Xi+k — Xj+1 '

onde N, (t) = 0 para qualquer valor de t. Define-se a funcdo N} (t) como

NI () = 2N 1 (® + (€= x)Njj 4 (1) (4.12)
vk Xj+k-1 — Xj
+ Kisk = ON{i g1 () = 2Ny, (O
Xi+k — Xj+1 '

onde N{’; (t) = 0 e N{;,(t) = 0 para qualquer valor de t.

4.2 DETERMINACAO DO PONTO X" PARA A SUPERFICIE B-SPLINE

Apo6s a geracdo da superficie B-Spline, representando a superficie mestre, é
necessario partir para a determinacdo dos pontos X™. Determina-se um ponto x™ da
superficie mestre concernente a projecdo de cada ponto X5 da superficie escrava. Os

proprios noés que formam a interface da malha na superficie escrava serdo os pontos
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desta superficie. Para determinacgao do ponto X3 de uma superficie escrava é necessario
identificar o ponto X™ mais préximo da mesma, ou seja, determina-se um ponto X™ da
superficie mestre que possui menor distancia para X5. Portanto, é necessario solucionar
um problema de menor distancia entre um ponto X3 da superficie escrava e a superficie
mestre. Como solucdo é obtido um ponto X™ da superficie mestre que possui a menor
distancia do ponto x°. Para determinacdo dos pontos da superficie mestre utiliza-se a
curva calculada pelo método B-Spline, onde um ponto P da superficie depende das

coordenadas paramétricas t e u. Portanto,

Xp (4.13)
P(t,u) = |Ypr|,
Zp

onde Xp,yp € Zp sdo fungdes de t e u, convenientemente denotadas por P.
Pela funcdo das coordenadas do ponto P no espaco R3 e das coordenadas de um

ponto X%, a fungao distancia é explicitada como

d= (xp —x5)2 + (yp — ¥5)? + (zp — 25)2. (4.14)

Como o proposito é determinar a menor distdncia entre um né escravo e a

superficie mestre, surge a necessidade se formular um problema de minimizagao:

minimizar d(t, u)
ondetueR

Portanto, deriva-se a funcao d, em relacao as variaveis t e u, e a iguala a zero, com o
objetivo de determinar o ponto critico da funcao, podendo ser um ponto minimo,

maximo, local ou global. Desta forma,
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ad (xp — x5)Xpt + (yp — ys)ypr + (2p — Z5)Zp; (4.15)
at| _ V&p —%5)% + (v — ys)? + (zp — 25)? _ [0]

ad( | (xp —xs)Xpu + (yp = ¥s)ypu + (Zp —25)Zpu| LOF

du VGp —x5)2 + (y — ys)? + (zp — 25)?

Utiliza-se o método de Newton para resolver este problema de minimizacao.

4.3 DISCRETIZACAO DA FORMULACAO DE CONTATO COM ELEMENTO FINITO B-

SPLINE

Neste trabalho ja foi definida a formulacdo da forca de contato escrita pela
expressdo (3.84) e, posteriormente, sua forma vetorial em (3.87). Além disto, foi
definida a linearizacao das forcas de contato, resultando na contribuicdo para matriz
de rigidez incluida no método dos elementos finitos em (3.110), sendo a parcela normal
na forma vetorial definida em (3.111). Na expresséo (3.117), ao adicionar (3.119).

Define-se a contribuigdo da forga tangencial sem deslizamento (stick) na matriz
de rigidez ao adicionar (3.120) define-se agora a forga tangencial com deslizamento
(slip) na matriz de rigidez. No processo de discretizagao da superficie mestre, utilizando
uma superficie B-Spline, serdo utilizadas essas expressoes anteriormente apresentadas.

A forca de contato na sua forma vetorial é representada pela expressao
Rcontato = tNN + tTaDa = tNN + tT1D1 + tTZDZ- (416)

A contribuigdo para a matriz de rigidez das forgas de contato

normais é:

Ky = eyNNT + ty [NoDT + afeT, (N§ — DY (n, - a,) )|. (4.17)
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Tem-se a primeira parte para a contribuicao das forcas de contato tangenciais

para a matriz de rigidez como sendo,

Kty = tr h®[(Typ + Tpy + B)DB + DB(T,] e T TBn +T B) (4.18)
_(ﬁn agy +ag-ayy +agg-a, —gnic: 5n,BV)DBDY

T
—EE] — EET — gyN;gsDF" — gyDPN,].

Para o contato sem deslizamento serda somada & expressdo (4.18) a seguinte

equacao:

Ko = exD* {—~(&,, — & ) [Th + T — (w0 - 3 + 3 - dge)D""] (4.19)

+ aBaDBT}.

No caso do contato com deslizamento sera somada a expressdo (4.18) a seguinte

equacao:
ttTrial (4.20)
« T
Ktz = uD* { ey | tfrrial
|tn]
g (6 20<2”
- ET(EI+1 EB) [TBOL + T (a 6 ag+ay-ag G)DQT])

|t
” tr:.l” t%"r;alttTrlalB( Pg +er(8, — EY)[TBY-I_ B]

+ D9T [t%rial : 56:9 — €tdgg

— er(&,, — & )(aye-ag +a,-agg)]) -
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Essas equacgoes apresentadas podem ser utilizadas combinadas a qualquer tipo de
elemento finito na discretizagao do elemento de contato, ja que a formulagao de contato
é independente do tipo de elemento finito usado. No trabalho de (BANDEIRA, 2001)
essas equacgoes foram usadas na discretizacdo de uma superficie de contato nao suave,
composta por elementos isoparamétricos de contato. Ja neste trabalho, adota-se a
superficie de contato discretizada de forma suave utilizando a superficie B-Spline, como
sugerido por (SANTOS e BANDEIRA, 2018). Portanto, a formulagdo de contato é
novamente discretizada, porém agora utilizando as fungoes de interpolagao do elemento
B-Spline, que serao as fungoes base dispostas em (4.3).

Como parte do processo de discretizacao, sao definidos os vetores, no qual a
primeira posi¢ao do vetor se refere ao nd escravo e as demais posicoes referem-se aos
nos da superficie mestre. Destaca-se que toda superficie mestre é composta por apenas
um tnico elemento finito B-Spline. Portanto todos os pontos da superficie mestre serao
incluidos nesses vetores. Utiliza-se como funcao de interpolacao a funcao base da curva
B-Spline, garantindo que as grandezas determinadas sejam corretamente interpoladas
aos nos pertinentes na superficie mestre. No processo de adaptacao da formulacao é
necessario definir quais vetores constituem as equacdes na sua forma vetorial para
reformulé-los utilizando o elemento B-Spline. As coordenadas isoparamétricas &, €2 do
elemento Lagrangiano sao substituidas pelas coordenadas paramétricas t e u da funcao
superficie B-Spline. Tem-se a mesma defini¢do fornecida na expressdo (3.53) para os
vetores @,, porém Xx,, ¢é redefinido, dependente agora da superficie B-Spline. Sendo

assim,

X (g 0)

(4.21)
a, 95

=xq(E%t), sendoa =12,
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ox™(t, t
5, = ( )=xfg(t,t), (4.22)
ot '
e ainda
ox™(u, t
5. = a(lll )=x}g(u, o, (4.23)

onde t representa a coordenada paramétrica e t (italico) representa a variavel tempo.
A expressdo em (4.6) define o termo a;, e em (4.7) define o termo a,. A equagao
(4.8) define os termos a;, e a,; que sdo iguais. Por sua vez, a equagéo (4.9) define o
termo a; ; e a (4.10) o termo a,,. Os termos a,g e BaB j& foram anteriormente definidos
em (3.62) e (3.63), destacando-se a mudanga de definicdio do termo a,.

Convenientemente, visando simplificar a notacao, é definido:

Qab = Nax(©OMyp,(w). (4.24)

Pela defini¢ao da expressao (4.24), atribuindo o simbolo “a” ao nimero de pontos
de controle na direcao t e o simbolo “b” aos pontos de controle na dire¢ao u, os vetores

sao redefinidos como:

_ i 0
_ i - _

[ Vs 7 ¢ _ —Q1/1 D¢
Vi1 _Q1/12c 0 '“ﬁ
V2/1 _Q2/1nC 2/1’0(_C
v — n —Q3/; N

Veontatoi = 3/1 N = Q3/1 ¢ Ny = L

Va-2/b _Qa—z/bﬁc _Qa—z/b aﬁc

V._ _ = T
:‘Il/b Qa—l/b_nC —Qa—1/b,anc

L a/b = | —Qa/bnc a _Qa/b l_lc

| 0 i



50(
_Ql/lﬁ(x
_QZ/laa
T, =| "Qnd | pra——
_ g — EN
—Qa—2/paq «p — SNTap
—Qa-1/paq
| —Qa/pay |
i 0
[ Aug —Qi1 tErial
Auy 7 rial
A —Qz/1 ™
e “ trial
Auz/q —Qz/1 ™
AUcontatoi = ___/ Py = o
Aua_z/b _(221—2/b10(tgrla1
Aua_l/b _Qa—l/b t%rlal
a
[ Au,p, | _ trial
| ~Qap B
3 i 0
a“'B_ —Qin ocBﬁC
—Qq1/180p —Q ' 4
_ 2/1
—Qz/184 / '“B_C
- - n
Top=| ~Wonap | Nyg = Q3/.?.’°‘B :
—Qa—2/bAnp _Qa—z/b'aﬁﬁc
—Qa-1/pagp —Qa-1b g
— 5 ’ i
L Qa/b (X,B - i _Qa/b'aBnc ]
[ 0
—Q1/1,a1
—Q2/1la1
Eo( — _Q3/1,0L1
~Qa-2p 1
~Qa-1p 1
| Qa1 |

N [TB - gNNB] SEO( = D% Veontato i

—Q11
_Q2/1,B 50(
—Q3/1
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Q
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g

—Q,11

—Q;11

—Q3/11
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(4.25)
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4.4 EXEMPLO NUMERICO UTILIZANDO ANALISE QUASE-ESTATICA DE CONTATO

COM ELEMENTO B-SPLINE

Nesta secao serd apresentado um exemplo submetido ao contato mecéanico. Serao
aplicadas as rotinas desenvolvidas para contato mecéanico utilizando o elemento de
contato B-Spline. O objetivo é, antes da implementagdo do algoritmo do contato
mecanico com dindmica nao linear, estudar o elemento de contato B-Spline utilizando
o elemento finito so6lido tetraédrico e hexaédrico. Os resultados serao comparados com
os valores obtidos pelo software Ansys® e com a anélise realizada por (SANTOS e
BANDEIRA, 2018), que utiliaram o elemento finito hexaédrico. Estes exemplos serio
novamente testados no final deste trabalho, porém considerando efeitos dinamicos

durante o contato.

4.4.1 Exzemplo Duas Vigas Perpendiculares

Neste exemplo o problema proposto corresponde ao contato entre duas vigas de
mesma dimensao, sobrepostas e perpendiculares entre si. H4 um espacamento de um
milimetro entre as vigas e suas dimensoes estao lustradas na Figura 19. Ainda conforme
a figura, as duas vigas sdo restritas em todos os n6és em uma das extremidades e é
aplicado um carregamento de 9000N na viga superior, com 3 incrementos de carga. Foi
levado em consideracdo neste exemplo o contato normal e tangencial, sendo a
penalidade normal gy = 1.0 X 10°, a penalidade tangencial e =1.0Xx 103 e o
coeficiente de atrito de p = 0.2. O moédulo de elasticidade é 4.0 X 10° MPa para a viga

superior e 1.0 X 10° MPa para a viga inferior.
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Figura 19 - Exemplo duas vigas cruzadas.

- E=1.0E12; v=0,3
[ E=4.0E11; v=0,3 P

”;;” N6 Restrito

Fonte: Elaborado pelo autor.

Nas figuras abaixo sdo apresentados os resultados encontrados nesta pesquisa
utilizando o software de pos processamento GiD, os resultados obtidos por (SANTOS
e BANDEIRA, 2018) e os resultados fornecidos pelo software Ansys®. Incialmente tem-
se os resultados obtidos utilizando o programa elaborado nesta pesquisa. O resultado

para deslocamento méximo esta na Figura 20 abaixo.
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Figura 20 - Deslocamento total — vista isométrica.

|Position|

2.1877
l 1.9446
1.7015
- 1.4584
-1.2154
- 0.97229
- 0.72922

0.48615
t%v 0.24307
) 2.3055¢-1t g

Fonte: Elaborado pelo autor.
A Figura 20 representa o deslocamento maximo do exemplo quando se utiliza o

elemento finito tetraédrico. Além disso, esse mesmo deslocamento pode ser observado

pelas vistas laterais na Figura 21

Figura 21 - Deslocamento total — vistas laterais.

[Position]
I2 1877 21877
fise
1.4584 14584
12154 2154
: [ ogr220 . | P
3 0.72922 0.97229
048615 ll\ 072022
¥ 0.48615
024307 x
2.3055¢-1) = I 0.24307
. 2 3115594.

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Também foram calculadas as tensdes normais para cada uma das vigas, como

pode ser visto na Figura 22 e Figura 23.

Figura 22 - Distribui¢do das tensdes normais na viga superior.

Syy-Tension

4544.7
3552.1
2559.4
- 1566.8
574.11

-418.55

-1411.2

y -2403.9
x

-3396.5

-43894'

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 22 ilustra as tensdes normais que ocorrem na viga superior causadas pelo

carreamento aplicado.

Figura 23 - Distribuicdo das tensdes normais na viga inferior.

SxxTension
10078
7837.7
5597.1

33564
M57
125
33656
56063

-1 0088.

&,

Fonte: Elaborado pelo autor.
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A Figura 23 ilustra as tensdes normais obtidas na viga inferior. Essas tensoes
foram geradas pela forca de contato com a viga superior.

Ja os resultados obtidos por Santos e Bandeira (2018), para tensdo e deslocamento

maximo, porém utilizando o elemento hexaédrico, estao ilustrados nas Figura 24, Figura

25 e Figura 26.

Figura 24 - Deslocamentos obtidos por Santos e Bandeira (2018).

|Position|

2.9357
2.6095
I 2.2833
1.9571

- 1.6309
1.3047

0.97856
0.65237
0.32619

2.1954e-13

Fonte: (SANTOS e BANDEIRA, 2018)

Na Figura 24 esta disposto o deslocamento total encontrado utilizando o elemento

hexaédrico. O valor foi superior ao encontrado utilizando o elemento tetraédrico.

Figura 25 - Distribuicdo das tensées normais na viga inferior por Santos e Bandeira (2018).

Si-Tension

20303
17197
14002

10986

| 7880

flar7a2

1668.4
-1437.4
-4543.2

-7649

Fonte: (SANTOS e BANDEIRA, 2018)
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As tensoes normais utilizando o elemento hexaédrico estao dispostas na Figura 25
e Figura 26, para a viga inferior e superior, respectivamente. Os valores encontrados

divergiram dos valores encontrados utilizando o elemento tetraédrico.

Figura 26 - Distribuicdo das tensdes normais na viga superior por Santos e Bandeira (2018)

Siii-Tension

7589.9
4494
| 1398
--1697.9
-4793.8
-7889.7
-10986
-14082
7177
-20273

Fonte: (SANTOS e BANDEIRA, 2018)

Utilizando o software Ansys®, os resultados obtidos estdo dispostos, para tensio

e deslocamentos maximos, utilizando o elemento tetraédrico, nas ilustragoes da Figura

27 e Figura 28.

Figura 27 - Deslocamentos obtidos utilizando software Ansys®.

0,000 10,000 20,000 (mrm) z/k X

[ Eaaaa—— ESS—
5,000 15,000

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Pelas ilustracoes da Figura 27, onde estd representado o deslocamento total, é
possivel observar que o valor encontrado convergiu com o exemplo testado pelo

programa elaborado na pesquisa. Nesse exemplo foi utilizado o elemento tetraédrico.

Figura 28 - Distribuicdo das tensdes normais na viga inferior pelo software Ansys®

2,500 7,500

Fonte: Elaborado pelo autor.

Como é possivel observar nas Figura 27 e Figura 28, existe uma divergéncia entre
os resultados obtidos no Ansys® e na pesquisa. Na tentativa de compreender estes
resultados, o modelo no Ansys® foi novamente empregado, porém, agora utilizando uma
malha mais refinada. Por conta disto, como pode ser visto nas Figura 29 e Figura 30,
o modelo do Ansys® com uma malha mais refinada apresentou resultados mais proximos
dos encontrados por (SANTOS e BANDEIRA, 2018), que também realizou uma

simulacdo utilizando o Ansys®, porém com o elemento finito hexaédrico.
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Figura 29 - Deslocamentos obtidos utilizando software Ansys® — Malha refinada.

0,000 5,000 10,000 (rrm) ZA X
I .

2,500 7,500

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 30 - Distribuicdo das tensdes normais na viga inferior pelo software Ansys® — Malha refinada

0,000 5,000 10,000 (rmm) Z/I\ X
[ B |

2,500 7,500

Fonte: Elaborado pelo autor.

Os Quadro 2, Quadro 3, Quadro 4 e Quadro 5 comparam os resultados obtidos

para os trés métodos estudados.
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Quadro 2 - Comparativo exemplos com malhas refinadas.
Resultado do Autor com 1536 elementos:

|Position|
2.1877
1.9446
1.7015
- 1.4584
- 1.2154
. . 0.97229
If;SZZ, - 0.72922
0.48615
i‘ o722 0.24307
2. aisor 2 3055e-1
l23055e-1.
Resultado Ansys com 1445 elementos: Resultado Santos e Bandeira (2018) com 120 elem.:

0,000 10000 20,000 (mrm) z)\x

2.1954e-13

Deslocamento maximo: 2,2782 Deslocamento méaximo: 2,9357

Fonte: Elaborado pelo autor

Quadro 3 - Comparativo exemplos com a malha usada por Santos e Bandeira (2018).
Resultado Ansys com 180 elementos: Resultado Santos e Bandeira (2018) com 120 elem.:

2.19540-13

Deslocamento maximo: 1,7896 Deslocamento méaximo: 2,9357

Fonte: Elaborado pelo autor
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O resultado para o deslocamento encontrado na pesquisa diverge do valor
encontrado por (SANTOS e BANDEIRA, 2018), mas esta proximo do valor encontrado
pelo Ansys usando uma quantidade semelhante de elementos. Simulou-se o exemplo no
Ansys com uma quantidade anéloga ao do exemplo hexaédrico, entretanto, também
nao houve convergéncia nos valores. Por conta disso, suspeita-se que a diferenca esta
de fato na quantidade de elementos tetraédricos utilizado. Por isso o exemplo foi
modelado no Ansys com uma quantidade maior de elementos utilizando o elemento
tetraédrico e hexaédrico, confirmando a suspeita com relacdo a necessidade de um
numero maior de elementos tetraédricos, para se alcancar a mesma precisdao do

hexaedrico. Esses resultados estao dispostos nos quadros abaixo.

Quadro 4 - Comparativo exemplos com a malha refinada no Ansys e Santos e Bandeira.
Resultado Ansys com 24384 elementos: Resultado Santos e Bandeira (2018) com 120 elem.:

Deslocamento méaximo: 2,7647 Deslocamento méaximo: 2,9357

Fonte: Elaborado pelo autor

Quadro 5 - Comparativo exemplos com elemento tetraédrico e hexaédrico no Ansys.

Resultado Ansys com 24384 elementos (tetraedros): Resultado Ansys com 120 elementos (hexaedros):

Deslocamento méaximo: 2,7647 Deslocamento maximo: 3,0112

Fonte: Elaborado pelo autor
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Observa-se, entao, a necessidade do refinamento da malha no caso de modelagens
utilizando o elemento finito tetraédrico e isto justifica a diferenca entre os resultados
obtidos nesta pesquisa, os resultados obtidos por (SANTOS e BANDEIRA, 2018) e os
fornecidos pelo software Ansys®. Portanto, optou-se pelo uso do elemento finito
hexaédrico para o programa da pesquisa, na versao final deste trabalho. No Quadro 6
esta disposto um resumo comparativo para os resultados de deslocamentos maximos e
tensdes maximas encontradas nos trés exemplos, considerando, no caso do Ansys®, uma

malha refinada.

Quadro 6 - Quadro comparativo dos resultados.

Autor Santos e Bandeira (2018) ANSYS®
Tetraedro Hexaedro Tetraedro
Flecha (mm) 2,18770 2,93980 2,76530
% 25,58% 20,89%
Tensdo Sx max (MPa) 11.128,0000 19.416,0000 16.102,0000
% 42,69% 30,89%

Fonte: Elaborado pelo autor

Para um estudo mais completo do comportamento do modelo, foi realizada
também uma anélise comparativa com um aumento progressivo no carregamento. Os

resultados encontrados estao ilustrados nos gréaficos das Figura 31 e Figura 32.
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Figura 31 - Compara¢do entre as tensoes normais.

w

Comparacao Entre os Deslocamentos

A

>
5

H

w
(2]

w

/ =—=¢=Deslocamento Autor

Deslocamento (mm)

!\)
(2]
1

N

/ == Deslocamento Ansys

=== Deslocamento Santos (2018)

1,5

6000

8000 10000 12000 14000 16000
Carga (N)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Figura 32 - Comparagdo entre os deslocamentos mdximos.

Comparac¢ao Entre a Tensoes
35000

T 30000 <A
g /
@ 25000
£
x
& 20000
= =¢—=Tensdo Autor
g 15000 1 =fli=Tensao Ansys
2
0 10000 —#—Tens3o Santos (2018)
e
8 5000

0 T T T T 1

6000 8000 10000 12000 14000 16000

Carga (N)

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se que existe uma diferenca relevante entre os valores obtidos no software

Ansys® para tensodes. Isso se deve ao fato do Ansys® utilizar uma equacio constitutiva

do material diferente da adotada nesta pesquisa, como visto na secao 2.1.3 do capitulo
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2, representado pela equagao (2.25). Para um material compressivel de Neo-Hooke, a

equacdo da energia de deformacao utilizada pelo Ansys® é definida por:

K , 1
Wy, ]) = E(] -1 +§Hd(b - D,
onde b é o tensor a esquerda de Cauchy Green e K é dado por

K=A+EM.
3
Portanto, existe uma diferenca entre a lei do material. Contudo, apesar desta diferenca,
os resultados obtidos pelo Ansys® sdao de valiosa importancia, principalmente para uma
analise qualitativa dos resultados. E possivel observar que as distribuicoes de tensoes
sao similares e que o comportamento é proporcional. Como esperado pela lei do material
o comportamento estrutural indica uma relacdo proporcional entre a carga aplicada e
a tensao resultante. Este comportamento é parecido nos trés estudos, como pode ser

observado nos graficos das Figura 31 e Figura 32.



125

5 INTRODUCAO A DINAMICA

Neste capitulo serda apresentada uma introducdo ao estudo da dinamica das

estruturas que sera aplicada ao estudo do contato mecéanico.

5.1 CONCEITOS GERAIS

A din&mica das estruturas estuda o movimento dos corpos quando submetidos as
forcas dinamicas, sendo que a equacdo do movimento considera a aceleragdo, a massa,
a velocidade, o amortecimento e a rigidez da estrutura analisada.

As caracteristicas basicas de uma anélise dinamica de estruturas sdo as cargas,
reagoes, deslocamentos, deformacoes e esforcos internos, variando com o tempo, com
velocidades e aceleragdes que nao podem ser desprezadas. Além das condigoes estéticas
tradicionais de equilibrio, participam também as forcas de inércia, relacionadas & massa
da estrutura; as forcas que dissipam energia, como o amortecimento; e a forca elastica
devido a deformagao. Na dinamica das estruturas o modelo matematico desenvolvido é
formulado através de um sistema, cuja formulacao matematica é fundamentada em
equagoes com variaveis de tempo e espaco.

Existem diversos algoritmos para a solucao de equacdes diferenciais. Segundo
(KUHL e CRISFIELD, 1999), estes algoritmos podem ser divididos em trés categorias.
A primeira é aquela onde os algoritmos forcam a conservacao de energia do sistema,
podendo citar, por exemplo, os métodos da regra trapezoidal (“Trapezoidal Rule-TR”)
e da regra do ponto médio (“Mid-Point Rule-MPR”). A segunda categoria refere-se aos
algoritmos que dissipam numericamente a energia, como por exemplo, os métodos de
Newmark, Hilber-a, Bossak-a e o método do o generalizado (“Generalized-Method-o”).
A terceira categoria refere-se aos algoritmos que conservam a energia do sistema, como

o método da energia de momento (“Energy-Momentum Method-EMM”), o método da
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energia de momentum modificada (“Modifed Energy-Momentum Method-EMM”) e o
método generalizado da energia de momentum (“Energy-Momentum Method-GEMM?”).

O algoritmo a ser utilizado nesta pesquisa sera o do Método de Newmark, sendo
este um método numérico que dissipa a energia. Como este trabalho visa aplicacao
futura do contato mecanico com dindmica ao impacto mecanico, entende-se que este
método pode ser usado com eficiéncia para a solugdo de equagdes diferenciais, servindo
aos interesses futuros da pesquisa. Além disso, deve-se utilizar algoritmos para solugao

da dinamica nao linear, uma vez que os problemas quase-estaticos sao nao lineares.

5.2 SISTEMAS DINAMICOS

5.2.1 Sistema mecanico amortecido excitado

De acordo com (THOMSON, 1978) a resposta de um sistema linear de um grau
de liberdade dependera do tipo de excitacdo e do amortecimento presente. A equacao

do movimento tem a seguinte férmula:

mii+ Fy;+ Ku=F(t), (5.1)

na qual F(t) é referente a excitagdo e F; a forca de amortecimento. Apesar da
dificuldade de uma descricao real da forca de amortecimento, admitem-se modelos
ideais de amortecimento, os quais resultam em previsoes satisfatorias da resposta do
sistema. O tratamento matemético mais simples é referente ao modelo de

amortecimento viscoso, proporcional & velocidade, expresso pela seguinte equacao:

Fq = cu, (5.2)
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onde c represente uma constante de proporcionalidade.

Figura 33 - Representagao simbdlica de um amortecedor e seu diagrama de corpo livre.

A 1 kx cx

- B " X_LI_r

— T

K1)

Fonte: (THOMSON, 1978).

Analisando o diagrama do corpo-livre ilustrado na Figura 33, tem-se que a

equacao do movimento é expressa como:

mii+ Cu+ Ku=F(t). (5.3)

Na equacgdo (5.3), caso F(t) # 0, tem-se a solugdo particular devido a excitagao
sem restricio. Porém, se F(t) =0, a sua solucdo serd uma equacao diferencial
homogénea cuja a solugdo corresponde fisicamente a de vibragao livre de
amortecimento. Examina-se apenas a equacao homogénea para um entendimento inicial

do efeito de amortecimento.

5.2.2 Decremento logaritmico

Determina-se a quantidade de amortecimento existente em um sistema a partir
da taxa de decréscimo das oscilagoes livres. Quanto maior a taxa de decréscimo, maior
serd o amortecimento.

Define-se o decremento logaritmico como o logaritmo natural do quociente de

duas quaisquer amplitudes consecutivas, representado pela seguinte expressao:
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% e~GontDsen(1= Pwnts + ¢) (5:4)

d=In—=1In

Xy e—(fwn(f1+1'd)sen(1/ 1-— (zwn(tl + 714 + ¢)’

onde a constante ¢ é determinada de acordo com as condigdes iniciais e T4 é o periodo

de amortecimento. Essa equacao é representada graficamente pela Figura 34.

Figura 34 - Taza de decréscimo da oscilagcdo medida pelo decremento logaritmico.

Fonte: (THOMSON, 1978).

Como os valores dos senos sao iguais, entdo, quando o tempo do periodo de

amortecimento t,; é aumentado, obtém-se:

—(wnty)
_ e _ T (5.5)
5= ln—e—(fwn(trﬂd) = Ine$®n%d = {w,7,.

Sabendo que w, = 2m/w\/1—{? e substituindo-o em (5.5), a expressdo do

decremento logaritmico é definida como:

s 2 (5.6)

A equagdo em (5.6) é uma taxa exata. Com um valor pequeno de {, a parcela

J1—7%2 = 1. Logo ¢ determinada uma equacdo aproximada igual a:
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§ = 2nd. (5.7)

Na Figura 35 estdo representados os valores exatos e aproximados de decremento

logaritmico em funcao de (.

Figura 35 - Decremento logaritmico em fungdo C.
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Fonte: (THOMSON, 1978).

5.2.3 Coeficientes de amortecimento

O amortecimento ndo é um fendmeno que depende apenas do material e sua
geometria, como a inércia e rigidez. O comportamento deste efeito dependera dos
diversos parametros do sistema. O estabelecimento do coeficiente de amortecimento
deve ser feito a partir de testes experimentais do sistema sobre o qual se deseja estudar.
O sistema é submetido a uma vibracao sob condicgao livre de carregamentos e os vetores

componentes do deslocamento de pontos pré-estabelecidos e distribuidos ao longo da
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estrutura, alimentam de forma discreta o modelo matemaético a partir da determinagao
do decremento logaritmico da resposta.

Outra metodologia de calculo que pode ser adotada consiste na combinacao linear
das matrizes de massa e de rigidez, formando uma matriz de amortecimento C

proporcional. Essa matriz C é expressa na forma:

C = aM + K, (5.8)

e conhecida como amortecimento de Rayleigh. No caso deste modelo, relaciona-se com
o modelo real pela determinacao dos coeficientes a e f§, os quais sdo determinados em
funcdo de parametros particulares de cada sistema.

A matriz de amortecimento pode ser obtida entao, a partir de uma analise modal,
obtendo-se os coeficientes de interesse a partir da solugdo do problema do autovalor,
utilizando métodos numeéricos. Em resumo, para o estudo da matriz de amortecimento,
calculam-se os coeficientes de Rayleigh, com o uso da anélise modal e seus métodos
associadas, ou seja, método de Jacobi e Interacao de subespacos, os quais permitem a
construcao da matriz de amortecimento que sera utilizada na equagao do movimento.
Para este trabalho é utilizado o método de Jacobi na determinacao dos coeficientes de

Rayleigh.

5.3 INTRODUGAO A ANALISE MODAL DE ESTRUTURAS

Para a investigacao de caracteristicas vibratorias, a ferramenta mais utilizada na
engenharia é a anélise modal, que consiste em uma metodologia para a determinacao
de modos normais e frequéncias naturais de um determinado sistema estrutural. Nao é
objetivo do trabalho se aprofundar neste tema. Um estudo completo sobre analise modal

de estruturas pode ser encontrado em (CHOPRA, 1995).
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Obtém-se a partir desta analise informacoes que contribuem na determinacéao dos
parametros referentes ao amortecimento do sistema. A analise possibilita a
determinacao da matriz de amortecimento presente na equacdo do movimento do
sistema.

Considerando um sistema mecénico amortecido excitado por uma forga qualquer
e sendo os elementos de amortecimento, rigidez e inércias representados
respectivamente por ¢, k e m e a forca F(t) excitadora varavel no tempo, tem-se o

diagrama de corpo livre de um sistema massa-mola representado por:

Figura 36 - Diagrama de corpo livre do sistema massa mola.

Fk - F(

e_
| & P
e_

Fonte: (DIAS, 2015).

Pelo somatoério de forcas atuantes no corpo de massa m igual a zero, obtém-se

que:

Fm+Fc+FK:F(t)r (5.9)

ou seja,

mi + cx + kx = F(t). (5.10)

Admitindo-se um problema em que F(t) =0 e um sistema nao amortecido, a

equagao é reescrita na forma:
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mx + kx = 0. (5.11)

Uma possivel solu¢do para a equagao diferencial em (5.11) é:

x,(x) = Xycos (wt), (5.12)

Aplicando-se (5.12) em (5.11), a equacdo do movimento assume a seguinte

forma:

—mX,w? cos(wt) + kX, cos(wt) = 0, (5.13)

Colocando cos(wt) em evidéncia, obtém-se:

[-mw?X, + kX,] cos(wt) =0 (5.14)

A solucao trivial é expressa por

[_m(UZXO + kXo] = 0, (515)

Manipulando, tem-se:

meXO = kXo. (516)

Adotando esta equacdo para um sistema de varios graus de liberdades, pode-se

expressar a equacao de equilibrio na seguinte forma:

MwZXO = KXOJ (517)
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utilizando a relagdo entre o autovalor da transformacgao 4 e a frequéncia natural w,

eXpresso Ccomo:

A=w (5.18)
Entao, manipula-se a expressao (5.17) como:

w?X, = M~1KX,, (5.19)

obtendo-se, entao:
X, = MT'KX,,. (5.20)

Definindo-se:
D = MK, (5.21)

chega-se a relacao:
DX, = 1X,. (5.22)

A matriz D é o operador linear e os valores de A para solucbes nao nulas da
equagio (5.22) sdo denominados autovalores de D, assumindo apenas valores reais. Os
autovalores podem assumir valores complexos, porém no problema fisico tratado
assegura-se a restrigao para valores reais pelo fato de a matriz simétrica real ter somente
autovalores reais (KREYSZIG, 2011). Para cada autovalor A, tem-se um respectivo

vetor X, ndo nulo, que satisfaca a equagao (5.20), chamado de autovetor. O conjunto
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das solugoes da equagdo (5.20) forma uma base vetorial (KREIDER, 1966).
Consequentemente, pode-se escrever a equagao (5.20) como uma combinagao linear dos
autovetores da transformacao.

E possivel determinar a solucio de problemas de autovalores e autovetores a partir
de técnicas iterativas. Entretanto, deve-se considerar fatores relevantes para o
funcionamento dos algoritmos de solugao destes problemas, garantindo a eficiéncia dos

métodos, principalmente em baixas frequéncias. Mais informagoes sobre esses fatores

podem ser encontradas em (COHEN e MCCALLION, 1967).

5.3.1 Amortecimento Proporcional

O fenémeno do amortecimento proporcional dé-se por duas razoes basicas: o
amortecimento do material e a fricgdo das conexdes ao longo da estrutura (ORBAN,
2011). Por conta da complexidade de grande parte de estruturas de engenharia e a
existéncia de erros de medigdo, muitos algoritmos nao consideram as forgas de
amortecimento presentes no sistema, mesmo devendo satisfazer a condicdo de
confiabilidade do problema (CRISFIELD, 1997). Entretanto, a consideragdo do
amortecimento traz maior respeito & condicdo real da estrutura. Assim sendo, foi
desenvolvido um modelo baseado no amortecimento proporcional, onde a matriz de
amortecimento é expressa em termos de fungoes continuas arranjadas de forma especial
com as matrizes de massa e rigidez (ADHIKARI, 2006).

Segundo (KUZMANOVIC, TOMLJANOVIC e TRUHAR, 2012), os parametros
da definicao do amortecimento proporcional e de Rayleigh sao explicitamente expressos
a partir da otimizacdo de funcgoes derivadas a partir da linearizacdo da equacao do
movimento amortecido. De forma simplificada, o amortecimento é escrito como funcao

linear das matrizes de massa e rigidez como:
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C=fMK,abpB,..) (5.23)

ou

C = aM + BK. (5.24)

Os parametros a e f# sdo obtidos, segundo (ORBAN, 2011), a partir da solu¢do do

sistema linear em (5.25) abaixo:
1 p
= E(awi + —), (5.25)

onde w; refere-se as frequéncias naturais do sistema que sdo determinadas pela analise
modal.

De acordo com (ORBAN, 2011), muitos fatores influenciam a razdo de
amortecimento do material, tal como o tipo de material, amplitude das tensoes, forcas
internas, nimero de ciclos, geometria, qualidade das superficies e temperatura.
Entretanto, o principal fator esta relacionado ao nivel de tensdes contidas na estrutura
(LAZAN, 1968).

O valor do fator de amortecimento ¢ varia entre 2% e 15% para estruturas em
aco e estruturas de concreto armado e protendido. Podem ser utilizados dados a partir
de analises em laboratorio para levantamento dos paradmetros. Porém para estruturas
grandes e complexas, torna-se mais complicada uma analise experimental (HUANG,
2007). Alguns valores de amortecimento (ndo considerando a geometria, apenas as

propriedades dos materiais) estdo dispostas no quadro abaixo:
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Quadro 7 - Razdo de amortecimento de materiais sob condi¢des normais de trabalho.

SISTEMA '3
Metal (regime elastico) <0,01
Estrutura Metalica Continua 0,02 a 0,04
Estrutura Metalica com Juntas 0,03 a 0,07
Aluminio / Linhas de Transmissao 0,0004
Tubulacdo com Pequenos Diametros 0,01 a 0,02
Tubulagao com Grande Diametros 0,02 a 0,03
Absorvedores de Choque 0,03
Borracha 0,05
Grandes Construgao Durante Terremotos 0,01 a 0,05

Fonte: (ORBAN, 2011).

Considerando duas frequéncias, pode-se escrever (5.25) como o sistema:

1= %<aw1 ¥ wﬁl) (5.26)
o—temrd)

Silva (2009) orienta que, por conta da imprecisdo levantada pelo Quadro 7, é
prudente admitir o mesmo coeficiente de amortecimento para ambas as frequéncias.

Logo, & =&, = ¢ e igualando as parcelas a direita da expressdo (5.25), tem-se:
1 B 1 B
2 (@0 + o) =5 @+ ) 20

Simplificando a expressao (5.27)e pondo @ e f em evidéncia para cada parcela,

obtém-se:
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a(wpy —wpp) =P <0)an — wim)’ (5.28)

logo, obtém-se @ em funcao de § como:

a:ﬁ< ! ) (5.29)

e da expressao (5.25) obtém-se f em fungao de ¢ e @ como:

B = 28wy — awy;. (5.30)

Entao substitui-se (5.29) em (5.30) obtendo-se:

Wp1Wpny  WypiWyy

q = < 28 Wny . Qwny ) (5.31)

Manipulando a expressao (5.31) e dispondo @ em evidéncia, obtém-se:

a <1 + w”l) _ 280m (5.32)

Wn2 Wn1Wn2
Simplificando, a constante a ¢ definida como:

I (5.33)
(Wn1 + Wp2)

e substituindo (5.33)em em (5.30), é obtida a constante £ igual a:
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g = 2§Wn1Wno . (5_34)
(Wp1 + wp2)

Portanto, a equagdo do sistema linear (5.25) torna-se:

a = 28 e B= 2§ Wp1Wny . (5.35)
Wy + Wpy

Wp1 + Wp

Uma desvantagem do método de Rayleigh é o fato de que os modos relacionados

com autovalores mais altos sao desprezados e, geralmente, estes modos possuem uma
razdo maior de amortecimento. Além disso, considera-se o amortecimento proporcional
em muitas analises. Entretanto, caso a analise constitua de variacdo muito grande das

propriedades dos materiais, é mais apropriado um amortecimento nao proporcional

(BATHE, 1996).

5.4 ALGORITMO DE NEWMARK

Para a determinacao dos parametros de velocidade e aceleracdo na equacao de
equilibrio é necesséaria a utilizacdo de um algoritmo de interpolacao. O método da
integracao direta sustenta-se em duas ideias bésicas: o fato de se determinar o equilibrio
quase-estatico a cada incremento de tempo, incluindo-se efeitos de inércia e
amortecimento, sendo a nao linearidade geométrica solucionada para cada um destes
incrementos; e a consideracdo de uma variacdo para o deslocamento, velocidade e
aceleracdo ao longo do intervalo de tempo usado durante o processo incremental
(CRISFIELD, 1997). Existem intiimeros métodos de integragdo no tempo que podem
ser utilizados na atualizagao de velocidades e aceleragoes. O método de Newmark (1959)

¢ um dos mais utilizadas e foi adotado para esta pesquisa.
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5.4.1 Interpolagao Linear da Aceleragio — Método de Newmark:

Para um deslocamento u tem-se, pela cineméatica, que a velocidade média é:

du _ . (5.36)

A aceleragao é definida por:

d*u _dv

g=ru_av_ (5.37)
dt? dt

Para movimento retilineo uniformemente variado (MRUV), a fungdo horaria de

velocidade ¢ igual a:

u = uy + uAt, (5.38)

e a funcao horaria do deslocamento u é igual a,

i1At?

Sendo assim, analisando o grafico da Figura 37, para uma aceleracdo it no tempo

s t+ALr

it! "2t no tempo t + At, pode-se determinar uma aceleracio it

t e outra aceleracdo i
em uma posi¢ao intermediéaria no tempo t + At’. Portanto, pela semelhanca geométrica

do grafico, obtém-se:

QA gt pttAt _ gt (5.40)
At oAt '
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Figura 37 — Newmark.
A

.ut+At

.ut+Atr

oAt
FONTE: Elaborado pelo autor.

Isolando a parcela it‘t2" em (5.40), ¢ possivel definir a aceleracio ™A% no
intervalo t + §At. Sendo assim, define-se itt*4¢ como:
ﬁt+At _ ﬁt
bttt — it +6 ( )At. (541>
At
Simplificando (5.41), obtém-se:
ﬁt+Atl — (1 _ 6) ﬁt +6 ﬁt+At. (542>
Tomando-se § = 1, tem-se a Interpolacio Linear de At: it — itt+2t igual a:
LAt et
wuttatr — it + (u —u )At (543>
At '

1. . ~ L, 1) ~
Para facilitar manipulagdbes matematicas futuras, adota-se S = @ na equagao

(5.42) obtendo-se, entao:
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(5.44)

ﬁt+AtI <1

Pela equagao (5.38) e (5.42), o método de Newmark assume as seguintes equagoes:

At = 4t + [(1 - 8) itt + & it At. (5.45)

Substituindo a equacao (5.44) em (5.39), obtém-se:
uttat = ut + ut At + [(% _ a) it + « ﬁt+At] At2. (5.46)

As constantes de Newmark § e a e o incremento de tempo At estdo relacionados
com acuracia, convergéncia e estabilidade da integracdo (HILBER, HUGHES e

TAYLOR, 1977). O método apresenta-se incondicionalmente estavel quando & >

a ZM (DOKAINISH e SUBBARAJ, 1989). Neste trabalho, o método de

16

1

Newmark assume que § ==-e a = "

N | =

Da expressao do deslocamento em (5.46), pode-se obter a aceleragdo como:
. 1 " " 5.47
uttot —yt — gt At = [(E - a) it +a u”“] At?. (5.47)

Manipulando matematicamente a equagao (5.47), temos:

(5.48)

ut+At ut ut At 1
At2  At2  At? _<

5= a) it + o it

e t+AL

Isolando-se a aceleracao #'™**, obtém-se, entao:



ut+at ut it 1
it At = — - ——=1) ut
2 2 :
a At a At a At 2a
definindo:
1
0™ At
1
2 a At
R
3 = 2a )

e, substituindo em (5.49), obtém-se:

ﬁt+At =a, ut+At —a, ut - a, ut —ag ut

De forma simplificada, a equacdo acima pode ser reescrita por

ﬁt+At =a, (ut+At _ ut) —a, ut —az ut

Da expressao da velocidade é obtida a seguinte equagao:

WA = 4t 4 [(1 — &) it + & iLt+A¢] At

Definindo
a6 = At (1 - 6) (§

a7 == 6 At,
tem-se:

WttAt = ot + ag it + a, it At
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(5.49)

(5.50)

(5.51)

(5.52)

(5.53)

(5.54)

(5.55)
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Substituindo (5.51) em (5.55), obtém-se:

WAt = gt + ag it + a, - [ay (WA —ub) — a, ut — ay itt]. (5.56)
Definindo
a.s = anp " a :L (557>
1 0 M7 7 aar

1)
az'a7:;e

5 At
a3'a7=g—6At,

tem-se:

o
WD = 4t 4 g it + ay (UEA — ) — - it — as a, i, (5.58)
Simplificando a expressao (5.58),
é
ﬂt+At - <1 - E) ilt + (a6 - a3 a7) ﬁt + al (ut+At - ut). (559>
Define-se
as = ag — Az Ay, (5.60)
Logo
o At 0 At At o) (5 61)
a5=a6—a3-a7=At—At6—W+At5=At—W=7<2—5). ’

Expressando
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@ =1-2, (5.62)

t+At

Portanto u ¢é definido como:

uttht = g, ut + ag it + a, (WA —ub). (5.63)

Sendo assim, o método de Newmark assume as equagoes (5.52), (5.55) e (5.63).

5.5 EQUACAO DE EQUILIBRIO PARA O MEF

Para os problemas de contato mecéanico com grandes deformacoes, a equagao de
equilibrio desenvolvida a partir (3.67) despreza os termos de inércia. Entretanto, no
caso de problemas dindmicos, utiliza-se, para a solugdo, a equacdo do movimento,
considerando a aceleragdo, a massa, a velocidade e o amortecimento da estrutura

analisado. Portanto, a equacao de equilibrio de um sistema néao linear é definida por:

M ﬁt+At + C‘l:l,t+At + Rf;tAt _ Rgﬁx-?t =0, (564)

onde M é a matriz de massa;

C ¢ a matriz de amortecimento;

it +At6 o vetor aceleracio;

ut+At & o vetor velocidade;

ut+At & o vetor deslocamento;

RLEA ¢ o vetor das forcas externas;

RLIAY ¢ o vetor das forcas internas, onde esta incluida a forca restauradora
resultante do processo interativo. Como se trata de uma analise nao linear, nao ¢é

possivel obter-se uma matriz de rigidez direta para o problema, como ocorre na analise

linear e se utiliza Ku, por exemplo.
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Substituindo as equagdes (5.52) e (5.63) do método de Newmark em (5.64) e

desenvolvendo-a, obtém-se:

M {a, (ut*2t —ub) —a, it — az i’} + C {a, ut + a5 it* +

(5.65)
a; (uttAt —ut)} + RETAL — RUFAL = 0,
expandindo os termos, tem-se
M {ao ut+At - aO ut - az ilt - a3 ﬁt}
+ C {a, U + ag it® + a; ut**t —a; ut} + RLA — RLEA (5.66)
= 0.
Entao:
M ao ut+At + M {_ao ut - a2 ilt - a3 ﬁt} + C {al ut+At} (567)
+ C{a, U + as it* — a; ut} + REAY — RLEM = 0.
Reorganizando:
{M ao + C al} ut+At + M {_ao ut - a2 il,t - a3 ﬁt} (568)

+C{a, u + a5 it' —ay u'}+ R~ RE = 0.

Expressando, convenientemente, os pardmetros desconhecidos em evidéncia (tempo t +

At), obtém-se:

{ao M +a; CYu'*** + R — REY + M {—ao u' — a, i’ — a3 '} (5.69)

+ C{a, ut +asit* —a, ut} =0.
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Considerando F o vetor residuo da equacgao de equilibrio, a equacao acima pode ser

escrita como:

U = P P R R 510
onde
Fiitt = {ag M + a; Chu'™™, (5.71)
e
Fi..=M{—a,u’ —a, i —az it'} + C {a, u* + as it* — a; u'}. (5.72)

A matriz de rigidez é obtida da seguinte forma:

aFt+At B aF§+At aant aRf;tAt aRZ;?t (573)

t
K= =__n -
QUEFAE ~ Quitht T GyttAt T gyttAc T gyt+ac

Entao
evae _ OFint” L. (5.74)
ut+At ut+At
Portanto,
3 QFt+At _dl{agM +a, C} ut+at] N a[R5A] (5.75)

- Jut+at - Jut+At Jut+at”’
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t+At
E consequentemente, considerando que a analise é nao-linear e que [Rinc

Jut+at
KAt a equacio (5.75) resulta em:
K = ay M + a, C + Ki. (5.76)
Entao, tem-se:
Kt+At dt+At — Ft+At (5 77)

A equagdo (5.77) é resolvida interativamente pelo método de Newton.

O quadro abaixo resume, a partir das formulagoes deduzidas nesta secao, o método
de Newmark para determinacdo dos parametros de velocidade, aceleracao e

deslocamento.

Passo 1) Conhecido o deslocamento: ut+4¢

Passo 2) Calcular a velocidade e a aceleragao:

Uttt = a, ut + as it + a, (ut+At _ ut)
ﬁt+At =a, (ut+At _ ut) —a, ut —ag ﬁt
Passo 3) Calcular o Residuo Ft*At:

t+At _ pt+At t t+At t+At
FU+At — ptedt L gt 4 RU+At _ pt+d

int int
3.a) onde:
t+At _ t+At
Fiit'={ayM+a, C}u
e
Ft,, =M {—ayu’ —a, u* —az it*} + C {a, u* + as it* — a; u'}

(§]
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Firt — e+t
ex

Passo 4) Calcular a matriz de rigidez:
K™% =ag M+ a, C+ K

int

Passo 5) Resolver interativamente pelo método de Newton:

t+At Jt+At — pt+At
K d =F

5.6 FORMULACAO DINAMICA COM CONTATO

As formulacoes do contato, deduzidas no capitulo 3, sdo adicionadas as equagoes
de equilibrio da din&mica apresentadas neste capitulo. A matriz de rigidez com o

acréscimo das matrizes de contato normal e tangencial é definida como:

K=KSA +aoM+a, C+K; + Ky + K. (5.78)

O vetor residuo F da equagao de equilibrio obtido em (5.70), com o acréscimo da

contribuicdo do contato, pode ser reescrito como:

FOot = FRtt + Fipe + RGY + Ry + Ry + Ry — RgG. (5.79)

Substituindo (5.72) em (5.79), o vetor F resulta em:

FPH = F 4+ R, + Ry + R+ M{-aqou' — ay ' — ay it} (5.80)

+ C {a, it + as it* — a, ut} — REIAL,




149

5.7 MATRIZ MASSA E DE AMORTECIMENTO

Ao modelar a distribuicdo em massa de uma estrutura, considera-se que a massa
esta distribuida no dominio do elemento. Nesse contexto, Chopra (2012) afirma que ao
discretizar o modelo em elementos finitos, deve ser considerada a influéncia tanto da
massa concentrada nos nés quanto da massa distribuida ao longo do elemento, uma vez
que a contribuicdo de ambas é de fundamental importancia no comportamento da
estrutura em relacdo aos graus de liberdade de aceleracao.

Na demonstracdao da montagem da matriz de rigidez estrutural desenvolveu-se o
calculo dos deslocamentos através de um modelo discretizado. Ou seja, a partir dos
deslocamentos nodais, interpola-se os deslocamentos da estrutura inteira. Do mesmo
modo, com intuito de determinar a inércia estrutural - Forcas de Inércia - do sistema
através do (MEF) dentro dos elementos, deve ser conhecida a aceleracdo dentro destes.
Assim, ao usar as fungdes de interpolagao como usado para derivar a matriz de rigidez,
o resultado obtido serd a matriz de massa consistente (CHOPRA, 2012). De forma
geral, usando o principio dos deslocamentos virtuais obtém-se a equacao da matriz de

massa consistente:
mij = fm(x)d’i(x)fb,-(x)dx (5.81)
v

Resumindo, a mesma funcao de forma que descreve o deslocamento interno do
elemento em termos de deslocamentos nodais, sera utilizada para fornecer aceleracao
interna em termos das aceleracoes nodais. Assim, as propriedades estruturais de Massa
e Rigidez s@o concentradas em pontos discretos na montagem da matriz do elemento
através do principio dos trabalhos virtuais. Portanto, como sera demonstrado, a matriz

de massa do elemento finito de referéncia local é escrita como (NELSON, 1980):
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M® = | pNTNdAV®, (5.82)
Ve

sendo:

M°® ¢ a matriz de massa do elemento (24 X 24);
N ¢ a matriz de forma (3 X 24);

p ¢ a densidade do material do elemento;

V¢ ¢ o volume do elemento.

E importante ressaltar que a matriz de forma N é obtida através das mesmas

funcdes de forma do elemento e é dada por:

NN 0O 0NN 0O 0 .. Ng 0 O
[Nlsysu=|0 N, O 0O N, O .. 0O Ng OfF. (5.83)
0 0N O O N, .. 0 0 Ng

5.7.1 Determinagao da matriz de massa da estrutura

Nesta secao sera feita uma breve demonstracdo da obtencdo da matriz massa
consistente, bem como da matriz de Massa da Estrutura. Da teoria da mecénica do
continuo, exposta por Pimenta (2006), ao calcular o trabalho devido a todas as forgas
externas sobre um volume elementar de um so6lido ou estrutura, deve-se somar a
contribuicao do trabalho de cada forca atuando em cada volume, ao longo do volume

inteiro, como ilustra a Figura 38.
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Figura 38 - Tipos de Forgas externas que provocam o deslocamento correspondentes a
estrutura, permitindo o cdlculo do trabalho.

Forga Concentrada - Trabalho - t=P.A
/ TRABALHO DE TODAS AS FORGAS CONCENTRADAS

IPA
' (
lﬂ-wagm

Fonte: (ALVES, 2008).

Esse trabalho total é armazenado na forma de energia de deformacdo, na
configuracdo deformada da estrutura - Forcas Concentradas, Forgcas de Volume e
Forgas de Superficie.

Tal soma sera obtida através da integral ao longo de todo volume em funcao dos

trabalhos virtuais, que serd expresso nesta demonstragao por (A).
Ty = ATP + f AT (xX)b(x)dV + f AT(s)p(s)dA, (5.84)

em que,
Ty € 0 trabalho Externo;

ATP & o trabalho Virtual efetuado pelas Cargas Pontuais;

) AT(x)b(x)dV é o trabalho Virtual efetuado pelas Forcas de Volume;

) AT(s)p(s)dA é o trabalho Virtual efetuado pelas Forcas de Superficie.
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De acordo com Avelino (2008), o trabalho externo provoca uma energia de
deformacao por unidade de volume da estrutura e, por consequéncia, surge um trabalho
interno, que se estende no dominio de todo o corpo continuo. Assim, em termos gerais

tem-se:
Tint =f€T(x)T(x)dV. (5.85)

Igualando as equagoes (5.84) e (5.85), tem-se a equagao geral do principio dos

trabalhos virtuais para estrutura inteira.

Tox = ATP + f AT (x)b(x)dV + f AT(s)p(s)dA = Tjpe
(5.86)

= f el (x)t(x)dV.

A solucgédo desta equacao torna-se uma tarefa muito complicada, principalmente
quando a mesma modela sistemas estruturais com dominio irregular, que é o caso da
maior parte das estruturas reais. Para solucionar este problema, Avelino (2008) elucida
que se deve subdividir a estrutura em elementos finitos, conectados em pontos discretos,
nos, e portanto, representar os deslocamentos dentro do elemento através das fungoes

de interpolagdo N;(x). Uma vez que,

A(x) = N;(0)4, (5.87)
£ = BA, (5.88)
T = Ce. (5.89)

Realizando as devidas substituigdes na equagao (5.86), tem-se:
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ATP+Z[ (NA)Th(x)dV® + f f (NA)Tp(s)dAel
e e e

(5.90)
_ Z f (BA)TCBAV®
~ Jye Jye
Assim, apos operagoes algébricas, obtém-se:
AT |p +Z f NTb(x)dV® + f NTp(s)dAe
e Ve a° (5.91)

= ATZf BTCBdVeA
e ve

Eliminando o AT, defini-se a expressao geral das cargas atuando em uma estrutura

continua, através do modelo discreto na forma de Cargas Nodais Equivalentes, ou seja,

FNodais = [KEstrutura]{ANodais}: (5.92)

em que

Frodais = Forcas Nodais equivalentes as Forcas Distribuidas ao longo de todos os
elementos;

[Kgstrutural = Matriz de Rigidez Estrutural;

{ANodais} = Deslocamentos Nodais da Estrutura Inteira.

Dessa forma, através da definicdo exposta é possivel formular a massa no modelo
discreto em Elementos Finitos, equivalente a massa distribuida da estrutura em estudo
(AVELINO, 2008). Por defini¢do, conforme Hibbeler (2009), temos que a forga de

inércia é uma forca de Volume, devendo ser representada por:

f NTh(x)dVe. (5.93)
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Como a forca de inércia por unidade de volume é dada por:

b(x) = pA(x), (5.94)

a forca nodal equivalente aos efeitos de inércia é escrita como:
F, = Zf NTpA(x)dVe. (5.95)
Ve
e

Por fim, como a mesma funcao de forma que descreve os deslocamentos internos
do elemento também fornece a aceleracdo interna em termos das aceleragoes nodais,

tem-se:
F, = Z f pNTNA(x)ave. (5.96)
Ve
e

Em notagdo matricial a expressao é rescrita na forma

F,= 2 { j pNTN(x)dVe} it. (5.97)
e Ve

Onde:
F, & o vetor Forca Nodal;
M¢ = fve pNTN(x)dVe ¢ a massa Consistente do Elemento, que considera os efeitos de
inércia no elemento;
i é o vetor aceleracao nodal.

Portanto, a massa total da estrutura é obtida através da combinagdo entre a
matriz de massa concentrada nos nos e a matriz de massa consistente (distribuidas ao

longo dos elementos), ou seja:
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[Meotar] = [Mnoaarl + [Metementos]- (5.98)

Assim, apOs serem determinadas as matrizes estruturais para os elementos
hexaédricos da estrutura, é possivel construir a matriz de amortecimento também da
estrutura.

Segundo (CHOPRA, 1995), durante a discretizagdo do modelo em elementos
finitos, deve-se levar em consideracdo a massa concretada e a massa distribuida ao
longo do elemento. Ambas possuem uma importante contribuicdo no comportamento
da estrutura em relacao aos graus de liberdade de aceleragao.

Pode-se escrever a matriz massa do elemento como uma combinagao linear de

uma matriz de massas concentradas como:

m =22 f dr ds dt. (5.99)
8 14

Soma-se a matriz (5.99) & matriz consistente que expressa como:
1
Me = pﬁf HTH | dr ds dt, (5.100)
-1

onde H é a matriz das fungoes de interpolagdo em (5.101) e p é a massa por unidade

de volume do material.

h1 O 0 hz 0 °ce h’8 0 0
H=|0 h, 0 0 h, 0 - hg Of (5.101)
O 0 hl O O hz O oo h8

Sendo assim, obtém-se:
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M = aq,M° + a,M", (5.102)

onde a, e a, sao os coeficientes de ponderagao.

5.7.2 Determinagao da matriz de amortecimento da estrutura

A construgdo da matriz de amortecimento vai ser em fungdo da analise. Neste
trabalho utiliza-se o modelo do método dos elementos finitos, utilizando a seguinte

relacao:

C=aM + K, (5.103)

onde aef sdo as constantes de Rayleigh para o amortecimento proporcional,

anteriormente explicadas na se¢ao 5.3 do capitulo 5.

5.8 ALGORITMO DE CONTATO COM DINAMICA

Sao utilizados os parametros definidos nas secoes 5.2 e 5.3 com o algoritmo
alternativo do Lagrangiano Aumentado para o contato com atrito. Define-se, entéo,
uma modelagem numeérica de estruturas tridimensionais submetidas ao contato com
dinamica utilizando o Método dos Elementos Finitos. Sendo assim, o algoritmo a seguir

representa uma aplicagdo da dindmica nao linear e do contato mecéanico com atrito.
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ALGORITMO ALTERNATIVO DO LAGRANGIANO

AUMENTADO PARA O CONTATO COM ATRITO E DINAMICA

I) Processo de iniciacao das iteracgoes

a)

Estime o deslocamento inicial u(®, uma velocidade inicial #®, uma

aceleracdo inicial it(?), os coeficientes do Método de Newmark a = i =025e
6= % = 0,5, um incremento de tempo At e um valor para as penalidades &, &y

e &. Faca u® = u®. Os parametros de Newmark devem satisfazer § > 0,5

e a=>0,25-(05+68)% O incremento de tempo sugerido é At < At,, =

% ’%, onde L é a dimensao do menor lado do elemento finito, E é o

modulo de elasticidade, v é o coeficiente de Poisson, p é a massa volumétrica
do material e ¢ =/E/p é a velocidade da onda em uma dimenséo. Adote os
multiplicadores de Lagrange: 1(® = 0, /11(\;)) = (/11(\?) +é&v 9), A/l(To) =0 e faca

tr =0e 'Y =T. Adote o coeficiente de atrito L= lq+ U, =02+ %tan@,

stick
onde u, ¢ resultado da aderéncia (“adhesion”), u, ¢ resultado da deformagao
plastica (“plowing”) e 5° < 6 < 10°.

Sao definidos os parametros:

1
%=y aez
10)
al:@
1
azzm
1
a3=£—1
o)
a4=1—a
At o)
=7 (2-3)
ag = At(1 —6)
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c) Seja R; o vetor das restrigoes de igualdade, Ry o vetor das restrigdes de
desigualdade (forga normal do contato) e Ry o vetor das restrigoes de desigualdade
(for¢a tangencial do contato). Calcule a linearidade exata:
p(um, MORAORON ION IO ,1<To))

=F'A + R, + Ry + Ry + M {—a, ul —a, ! — a; it}
+ C {a, u* + as it — a; ut} — RLIAS
K(u®,u®, 4,1, 20,20, 047 ) = K52 + ag M+ a, C+K; + Ky + Ky
d) Calcule a direcdo inicial Au(® resolvendo o sistema:
KO Ay©® = FO

e) Inicie a energia G, = Au(®.F©® ¢ faca G; = G¢.

f) Inicie o contador j das iteragoes do BFGS, o contador i do Método de Newton e
o contador k do Lagrangiano Aumentado: i = 0,j = 0,k = 0. Fagca t=0 e

va ao ao passo lla.

II) Itere em i até atingir o equilibrio

a) Incremente:

2D = 4O _ s Ay ®
b) Teste o equilibrio:
SE Gc < ETOL- G, , ENTAO vé para o passo III.

g) Va para a Tabela 2 (Método de Newton).
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IIT ) Atualizagdgo dos multiplicadores de Lagrange

a) Calcule os novos multiplicadores 44, para todas as restrigoes.
Restricoes de igualdade:
ARFD = 200 4 . g(u("))
Restricoes de desigualdade: Forga normal.
/11(\;<+1) _ ul(vk) +Ey g(u(k))>

Restrigoes de desigualdade: Forga tangencial tr, = ||tTl. + A/l(Tk) + &0

(k)
Au, ”
SE tr,, < U /11(\,'”1)
ENTAO  AAY*Y =29 + 5 -2l | xerHD.
% (k+1) tTi+M(Tk)+ET'A"(Tk) (k+1)

CASO CONTRARIO: A = I G -Au(k)” Ay U —tp,

T; T TST ST
x ¢ To+D.

stick

b) Faca k = k+ 1 e atualize os multiplicadores de Lagrange: A*+1, /1%”1) e
(k+1)
A
c¢) Checar a convergéncia dos multiplicadores:
K
/|8

g(u(")) <TOL1, paratodox€Tl,

S R

< KTOL,

||uTi — uTi_1|| <TOLZ2, para todo x € T' tal que, ||tTi|| < u-

A® 4 g, - g(u®))
e
||tTl.|| < (1+TOL3) u- (/11(\;() + &y -g(u("))) , paratodo x €T,
ENTAO pare. O sistema convergiu. Atualize a iteracgdo do Método de
Newmark:
wED = 4 _ Ay®
W = g, Ut + ag itt + a, (WA — ub)

s t+At

u == ao (ut+At - ut) - az ilt - a3 ﬁt
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Facat=t+1
Caso exista um novo incremento de tempo do Método de

Newmark, v& ao passo Ila. Caso contrario, o sistema convergiu.
CASO CONTRARIO, va ao passo IIId.
d) Reinicie com os novos multiplicadores:
i) Calcule o novo residuo: F(u(”l),u(i),v(i), a("),/l(k),/lgc),Al(Tk)).
ii) Calcule a direcio Au® resolvendo o sistema:
KO Au® = F(u<i+1), u®,p®, g, 200,25 A ,1(T'<>)_
iii) Atualize a energia: G, = Au® - F(u(”l), u®, p® a(i),/l(k),ll(vk), A/l(Tk))

e) Repetir até atingir o equilibrio: va ao passo Ila.

Tabela 1: Algoritmo alternativo do Lagrangiano Aumentado para o impacto com atrito em
elementos finitos

METODO DE NEWTON

a) Incremente o contador da iteracdo: i =i + 1.

b) Calcule a linearidade exata:

F(u(n, u©®, §4© 3, 2 2O A l(TO))
:F:;T-:tAt-I_R)L + Ry + Ry + M {—ayut —a, u* —az it}
+ C{a, u* + as it — a; ut} — RN

K(u(l),u(o),u(o),ﬁ(o),l(o),/l,(\?),Azl(To)) = KM g M+a, C+K, + Ky + Ky

tr, + 0200 + & auld  se xer)

stick

ty,  + AA(Tk) se x ¢ '™

stick

onde tTi(ugk)) =
c¢) Calcule a direcao Au® resolvendo o sistema:
KO Au® = FO (u(i),u(i—l),v(i—l),a(i—l), 209,289 A A(Tk‘))-

d) Atualize a energia: G, = Au® - F(i)(u(i),u(i_l),v(i_l), a(i_l),/l(k),/lgc),Al(Tk)).
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e) Faca j = 0 e va ao passo Ila do algoritmo descrito na Tabela 1.

Tabela 2: Minimiza¢do pelo método de Newton para elementos finitos
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6. EXEMPLOS NUMERICOS CONTATO COM DINAMICA

6.1 EXEMPLO VIGA ENGASTADA

Inicialmente, para avaliar o funcionamento da opcdo de anélise nao linear
dindmica do codigo, foi modelada uma viga engastada com uma carga concentrada
aplicada na sua extremidade. Nao foi levado em consideracao neste exemplo o contato
normal e tangencial. Adotou-se como material uma Liga de Aluminio Forjado 2014-T6
de modulo de elasticidade igual a 73,1 GPa e coeficiente de Poisson igual a 0,35. Na

Figura 39 estéa ilustrado o modelo.

Figura 39 - Viga engastada.

Apoio engastado

Fonte: Elaborado pelo autor.

Foi utilizada uma malha com 120 elementos finitos hexaédricos, conforme a Figura

40. O incremento de tempo foi de 0.001 segundos para o caso nao amortecido e 0.01
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para o ndo amortecido, num total de 10000 incrementos de tempo e foi adotada a razao

de amortecimento do aluminio, £ = 0,0004.

Figura 40 - Malha de elementos finitos do exemplo da viga engastada.

Fonte: Elaborado pelo autor.

6.1.1 Exemplo viga engastada sem amortecimento

Os resultados deste exemplo e seus respectivos tempos de analise estao dispostos
no Quadro 8. Inicialmente o modelo foi testado sem a consideracdo do amortecimento.

Os resultados sao mostrados em escala exagerada, para melhor visualizacdo do

fendmeno.

Quadro 8 - Resultados do exemplo da viga engastada - sem amortecimento.
|Displacement|
0.00011637
0.00010344

E—— ———— — — E
e S S E— —
e e —— — —— 9.0509e-05
EEE— m—— - 7.7579e-05
6.4649¢-05
5.172e-05
3.879e-05
Results Nodes Newmark, step 1 2.586e-05
y
Contour Fill of Displacement, |Displacement|. 1.293e-05

i 0
] Deformation ( x20): Displacement of Results Nodes Newmark, step 1. .
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Tempo de anélise: 0.001 s
\ I oy Results Nodes Newmark, step 10 I0,0039021

|Displacement|
0.01756
0.015608
0.013657
-0.011706
Contour Fill of Displacement, |Displacement|. 0.0019511

- 0.0097553
| 0.0078042
0.0058532
Deformation ( x20): Displacement of Results Nodes Newmark, step 10. 0 .

Tempo de anélise: 0.01 s

|Displacement]|
0.029478
0.026203
0.022928
= . -0.019652
1 - - 0016377
z = T [ 0013102
% 0.0098261
oy Results Nodes Newmark, step 20 0.0065508
Contour Fill of Displacement, |Displacement|. 0.0032754
\ Deformation ( x20): Displacement of Results Nodes Newmark, step 20. 0 .
Rosuts Nodos Newnar.sep 20
Corto Fi o Deplacomers. Dapiscamert
21
Tempo de anélise: 0.02 s
|Displacement|
0.027874
0.024777
0.02168
— - -0.018583
=4 e - 0.015486
[ f—
= t——= | 0012388
A 0.0092913
oy Results Nodes Newmark, step 30 0.0061942
Contour Fill of Displacement, |Displacement]. 0.0030971
Deformation ( x20): Displacement of Results Nodes Newmark, step 30. 0 .
Rosuts Hodes Nownar. 59 30

‘Conlour Fl of Daplacemaes, Displacamant

Tempo de anélise: 0.03 s

|Displacement|
0.012958
0.011518
I
= = £0.0086387

Eg 00071989
| 0.0057592

§ 0.0043194
Results Nodes Newmark, step 40 0.0028796
Contour Fill of Displacement, |Displacement|. 0.0014398
0
\ Deformation ( x20): Displacement of Results Nodes Newmark, step 40. .

Tempo de anélise: 0.04 s

|Displacement|

0.0013242

=—_==____E |°-°°“77‘

— oo 0.00103
1" E E 0.00088283
- 0.00073569
= | 0.00058855
4 0.00044141
Results Nodes Newmark, step 50 0.00029428
\ |

‘ Contour Fill of Displacement, |Displacement|. 0.00014714
Deformation ( x20): Displacement of Results Nodes Newmark, step 50. 0 -

Tempo de anélise: 0.05 s

|Displacement|
0.006086
— 0.0054097
I —— | E 0.0040573
0.0033811
2 1 0.0027049

[11]]
]
W

> A 0.0020287

\ sy Results Nodes Newmark, step 60 0.0013524
Contour Fill of Displacement, |Displacement|. 0.00067622
Deformation ( x20): Displacement of Results Nodes Newmark, step 60. 0 -

Tempo de anélise: 0.06 s
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Resus Nodes Newnark. siep 70
‘Cortour Fil of Deplacemees, Deplacemant

/4

N

E
i

N
/]
FHHf

Results Nodes Newmark, step 70

Contour Fill of Displacement, |Displacement|.

Deformation ( x20): Displacement of Results Nodes Newmark, step 70.

Tempo de anélise: 0.07 s

= — R

v Results Nodes Newmark, step 74
Contour Fill of Displacement, |Displacement|.

Deformation ( x20): Displacement of Results Nodes Newmark, step 74.

Tempo de anélise: 0.074 s

Fonte: Elaborado pelo autor.
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|Displacement|
0.026338
I 0.023412
0.020485
0.017559
0.014632
[} 0011706
- 0.0087794
0.0058529
0.0029265

O

|Displacement|
0.0067303
l 0.0059825
0.0052347
0.0044869
0.0037391
[ 0.0029912
- 0.0022434
0.0014956
0.00074781

0

O programa apresentou boa convergéncia e funcionou bem com um incremento

de tempo de 0.0001 segundos, apesar do algoritmo de Jacobi se mostrar um pouco lento,

em torno de 5 minutos para cada interagdo. O fenémeno fisico foi bem representado

para o caso nao amortecido, onde a barra ficou oscilando na posicao de equilibrio. Os

graficos da Figura 41, que representam os desclocamentos, velocidades e aceleragao de

um noé na extremidade da viga no dominio no tempo, ilustram o comportamento nao

amortecido da barra. E possivel observar que o deslocamento fica oscilando em torno

da posicao de equilibrio por conta da nao existéncia de amortecimento.

Figura 41 — Grdficos do movimento de massa sem amortecimento: (a) posi¢do, (b) velocidade e

(c) aceleragao.

0.01

—— Deslocamento
Sem amortecimento
0.00+

-0.014

-0.024

Deslocamento (m)

-0.03 4

-0.04

0.00 0.05 0.10
Tempo (s)

0.15

0.20

-3
=3
=3

Velocidade
- Sem amortecimento

—— Aceleracao
Sem amortecimento

N
'S
S
k=3

.
- 1’4
4
o i M I M
g 0 o U W V
8 9 200
3 . $
2 400
2 g . . 600 : '
000 005 010 015 020 000 005 010 015 020

Tempo (s) Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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6.1.2 Exemplo viga engastada com amortecimento

No Quadro 9 estao ilustrados o comportamento fisico da barra estudada agora

considerando o efeito de amortecimento do material.

Quadro 9 - Resultados do exemplo da viga engastada - com amortecimento.

Results Nodes Newmark, step 1
Contour Fill of Displacement, [Displacement|
Deformaton ( x25.9909): Displacement of Results Nodes Newmark, step 1.

Results Nodes Newmark, step 10
Contour Fill of Displacement, |Displacement].
Deformation ( x25.9909): Displacement of Results Nodes Newmark, step 10.

Results Nodes Newmark. step 20
Contour Fill of Displacement, [Displacement
Deformation ( x25.9909): Displacement of Results Nodes Newmark, step 20.

Results Nodes Newmark, step 25
Contour Fill of Displacement, [Displacement|.
Deformaton ( x25.9909): Displacement of Results Nodes Newmark, step 25.

|Displacement|
0.0011921
0.001059
0.00092716
-0.00079471
- 0.00066226
z | 0.0005298
- 0.00039735
v Results Nodes Newmark, step 1 0.0002649
Contour Fill of Displacement, |Displacement|. 0.00013245
Deformation ( x25.9909): Displacement of Results Nodes Newmark, step 1. 0 I
Tempo de anélise: 0.01 s
|Displacement|

0.014436
0.012832
I 0011228
0.0096239
O 0080199
O 0064159
I 0.0048119
oy Results Nodes Newmark, step 10

0 003208
Contour Fill of Displacement, |Displacement|. 0 001604
Deformation ( x25.9909): Displacement of Results Nodes Newmark, step 10. 0 I

Tempo de analise: 0.1 s

|Displacement|

0.015212
I 0.013522
0.011832
"‘ 0.010142
1 0.0084513
z i 0.006761
0.0050708
Results Nodes Newmark, step 20 X
i;, y

0.0033805
Contour Fill of Displacement, |Displacement]. 0.0016903

. . 0
Deformation ( x25.9909): Displacement of Results Nodes Newmark, step 20. I

Tempo de analise: 0.2 s

|Displacement|

0.015374

0.013666

I 0.011958

-0.010249

1 0 0085411

z h 0 .0068329

I 0.0051247
oy Results Nodes Newmark, step 25

0 0034164
Contour Fill of Displacement, |Displacement]. 00017032
Deformation ( x25.9909): Displacement of Results Nodes Newmark, step 25. 0 I



Tempo de analise: 0.25 s

Contour Fill of Displacement, [Displacement]
Deformaton ( x25.990): Displacement of Results Nodes Newmark, step 27.

Fonte: Elaborado pelo autor.

L.

Results Nodes Newmark, step 27

Contour Fill of Displacement, |Displacement|.
Deformation ( x25.9909): Displacement of Results Nodes Newmark, step 27.

Tempo de analise: 0.27 s

B
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|Displacement|
0.015414
I 0013701
0011989
0010276
£ 0.0085634
| 0.0068507
£0.005138
0.0034253
0.0017127

"B

No modelo amortecido foi testado também um incremento de 0,01 segundos,

gerando bons resultados. O programa apresentou boa convergéncia e representou bem

o fendmeno fisico, dessa vez amortecido. E possivel observar que o efeito da massa gera

um deslocamento gradual da barra que vai convergindo para posicao de equilibrio por

conta do efeito do amortecimento.

Novamento é possivel observar o fendmeno estudado a partir dos gréficos da

Figura 42, agora representando o comportamento nao amortecido da barra. Neste caso,

o deslocamento da barra varia de forma exponecial convergindo na dire¢ado da posicao

de equilibrio. As velocidades e aceleracoes tendem a um valor nulo, j4 que a barra nao

terd mais movimento.

Figura 42 - Grdficos do movimento de massa com amortecimento: (a) posicao, (b) velocidade e

(c) aceleragao.

0.000 —— Deslocamento
Com amortecimento

-0.005

-0.010

Deslocamento (m)

-0.015

0.000 0.005 0010 0015 0020 0.025
Tempo (s)

Fonte: Elaborado pelo autor.
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-0.2

0.0
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Com amortecimento

0.000 0005 0010 0015 0020 0.025
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Aceleracao (m/s’)

20

=3

L.

N
=]

IS
(=)

WY

—— Aceleracao
Com amortecimento

0.000 0.005 0.010 0.015

Tempo (s)

0.020
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6.2 EXEMPLO DUAS VIGAS PERPENDICULARES DEFORMAVEIS

Nesta secao sera utilizada a opgao de analise dindmica do cédigo para o exemplo
das duas vigas ja utilizado na secao 4.4.1. Anteriormente foi realizada uma anélise
quase-estatica do contato mecanico com atrito. Este mesmo modelo sera agora testado
para uma analise dindmica, onde sera possivel estudar a influéncia das forcas de inércia
e amortecimento no deslocamento da viga. Foi levado em consideracdo neste exemplo
o contato normal e tangencial, sendo a penalidade normal ey = 1.0 X 10°, a penalidade
tangencial 7 = 1.0 X 103 e o coeficiente de atrito de u = 0.2. O modulo de elasticidade
¢ 4.0 X 10°> MPa para a viga superior e 1.0 X 10® MPa para a viga inferior. Esses valores
sdo genéricos e sdo os mesmos adotados por (SANTOS e BANDEIRA, 2018). Na Figura
43 - Vigas perpendiculares. esta ilustrada a geometria e condi¢ées de contorno do

exemplo.

Figura 43 - Vigas perpendiculares.

Apoio engastado

Apoio engastado

30mm

Fonte: Elaborado pelo autor.
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Para esse modelo, a malha utilizada posssui 120 elementos finitos hexaédricos,
conforme Figura 44. O incremento de tempo foi de 0.001 segundos, num total de 10000

incrementos de tempo e foi adotada uma razao de amortecimento & = 0,01.

Figura 44 - Malha de elementos finitos do exemplo das vigas perpendiculares.

Fonte: Elaborado pelo autor.

Neste momento o programa chegou ao ponto maximo de complexidade desta
pesquisa. Realizou-se a anélise dindmica nao linear, considerando contato com atrito e
uma superficie B-Spline. Por conta da formulacao consistente adotada neste trabalho,
o programa apresentou boa convergéncia e novamente funcionou bem com um
incremento de tempo de 0.001 segundos, apesar da lentidao do algoritmo de Jacobi. Foi
necessario um cuidado maior com os pardmetros de penalidade, pois para um incremnto
de tempo menor, o efeito da forca de contato, durante a analise dinadmica, pode ser

amplificado, causando instabilidade numérica.

6.2.1 Exemplo duas vigas sem amortecimento

No Quadro 10 estao ilustrados o comportando das barras para alguns incrementos

de tempo, sem amortecimento.
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Quadro 10 - Resultados do exemplo das vigas perpendiculares — Sem amortecimento.

Displ |Displacement|
|Displacement]| 014186
0.075258 I 01261
l 0.066896 0.11033
0.058534 0.094572
0.050172 0.07881
-0.04181 0.063048
- 0.033448 0.047286
0.025086 0.031524
Results Nodes Newmark, step 1 ggég;g; Results Nodes Newmark, step 100 0.015762
N " " Y 0
Contour Fill of Displacement, |Displacement|. 0 . Contour Fill of Displacement, [Displacement|. .

Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 1

Tempo de analise: 0.001 s Tempo de analise: 0.1 s

|Displacement| |Displacement|
0.3655 0.65378
I 0.32489 l 0.58114
0.28428 0.5085
0.24367 0.43585
- 0.20306 - 0.36321
- 0.16244 - 0.29057
- 0.12183 0.21793
0.081222 0.14528
Results Nodes Newmark, step 200 0.040611 Results Nodes Newmark, step 300 0.072642
Contour Fill of Displacement, |Displacement]. 0 - Contour Fill of Displacement, |Displacement|. 0 .
Tempo de analise: 0.2 s Tempo de analise: 0.3 s

|Displacement| |Displacement|

1.0022 1.5516
l 0.89086 I 1.3792
0.77951 1.2068
-0.66815 1.0344

- 0.55679 0.86201

- 0.44543 0.68961

- 0.33407 0.51721
0.22272 0.3448
Results Nodes Newmark, step 400 0.11136 Results Nodes Newmark, step 600 0.1724

. . 2.6495e-1, u " " 1.1526e-1
Contour Fill of Displacement, |Displacement|. . Contour Fill of Displacement, |Displacement|. .

Tempo de analise: 0.4 s Tempo de analise: 0.6 s



|Displacement]|
1.6842
l 1.4971
1.3099
1.1228
0.93568
0.74854
0.56141
0.37427
Results Nodes Newmark, step 700 0.18714

5.0542e 1.

Contour Fill of Displacement, |Displacement]

Tempo de analise: 0.7 s

Fonte: Elaborado pelo autor.

L

Results Nodes Newmark, step 704

Contour Fill of Displacement, [Displacement]
Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 704,

Tempo de anélise: 0.704 s
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Displacement|

1.734
1.5413
1.3486
1.156
0.96331
0.77065
0.57799
0.38533
0.19266

2 16369—1.

Neste caso nao amortecido é possivel observar que, apdés o contato, as vigas

vibraram por conta da forca de contato entre as barras. A forca de contanto serviu

como uma forca de excitagdo do sistema.

6.2.2 Exemplo duas vigas com amortecimento

Abaixo obtém-se o resultado quando se considerou o efeito de amortecimento na

vigas analisadas. Os resultados estao dispostos no Quadro 11.

Quadro 11 - Resultados do exemplo das vigas perpendiculares — Com amortecimento.

Displacement|
7.6667¢-06
l 6.8149e-06
5.963¢-06
5.1111e-06
4.2593e-06
3.40740-06
2.5556e-06
1.7037e-06
8.5186-07

0

Results Nodes Newmark, step 1
Contour Fill of Displacement, |Displacement|
Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 1

Tempo de analise: 0.001 s

|Displacement|

0.1
0.1
0.1
0.0
0.0
0.0:

Results Nodes Newmark, step 1000 I
0

Contour Fill of Displacement, |Displacement|.
Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 1000.

Tempo de analise: 1,0 s

0.24725
l 0.21978
0.1923

6483
3736
0989
82416
54944
27472
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Displacement|
081899
l 072799

[Displacement]

065586

l 058299 063699
051011 0546

043724 0455

0.36437 N 0.364

029149 L0273
N o156 Results Nodes Newmark, step 2330 0182
Results Nodes Newmark, step 2000 i 0.14575 x Contour Fill of Displacement, |Displacement] 0.090999
@
’L‘ x

Contour Fill of Displacement, [Displacement| 0.072873 Deformation ( x5.27619): Displacement of Results Nodes Newmark, step 2330.

Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 2000. 0 .

Tempo de anélise: 2,0 s Tempo de analise: 2,33 s (Escala exagerada).

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se com estes resultados que o fenémeno fisico foi bem representado para
o contato mecanico entre as duas vigas, tanto para o caso ndo amortecido, onde a barra
superior ficou oscilando ao colidir com a barra inferior, seja no caso amortecido, onde
este movimento tendeu ao equilibrio entre as barras, com um movimento mais limitado.
O funcionamento do algoritimo, mesmo no contato, foi alcancado com sucesso ja neste

exemplo.

6.3 EXEMPLO DUAS VIGAS PARALELAS DEFORMAVEIS

Para completar a anélise dindmica com contato mecéanico, utiliza-se mais um
exemplo de (SANTOS e BANDEIRA, 2018). Entretanto, serdo definidos parametros
de materiais reais para este exemplo. Foi levado em consideragdo neste exemplo o
contato normal e tangencial, sendo a penalidade normal gy = 1.0 X 108, a penalidade
tangencial ep = 1.0 X 10* e o coeficiente de atrito de p = 0.2. Para a viga superior o
modulo de elasticidade é 73,1 X 103 MPa, coeficiente de Poissonv = 0,35 e massa
volumeétrica p = 2,79 X 103 kg/m3; e para a viga inferior, que é mais rigida, E =
210 X 103 MPa, v=0,30 e p =7,86x 103 kg/m3. Na Figura 45 esta ilustrada a

geometria e suas condigoes de contorno do modelo.
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Figura 45 - Vigas paralelas.

L 2

Fonte: Elaborado pelo autor.

Para este modelo, a malha utilizada posssui 180 elementos finitos hexaédricos,
conforme a Figura 46. O incremento de tempo foi de 0,01 segundos para o caso nao
amrotecido e 0,02 segundos para o caso amortecido, num total de 10000 incrementos

de tempo e adotada uma razao de amortecimento & = 0,0004.

Figura 46 - Malha de elementos finitos do exemplo das vigas paralelas

Fonte: Elaborado pelo autor.
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6.3.1 Exemplo duas vigas paralelas sem amortecimento

No Quadro 12 esta ilustrado o comportando das barras para alguns incrementos

de tempo, sem considerar o efeito de amortecimento.

Quadro 12 - Resultados do exemplo das vigas paralelas — sem amortecimento.

|Displacement]| |Displacement|
e ooseiss
. 0.08538
= l 080482 | l fipeod
0.70422 I 0.064035
~ 0.60362 0053362
0.50301 004269
00241 0.032017
Aesults Nodos Nowmark.step 1 osorst i Results Nodes Newark, step 100 000017
x o 01006 x Contour Fill of Displacement, Displacement| 0010672
Contour Fill of Displacement, |Displacement|. 0
Deformation (x1): Displacement of Results Nodes Newmark, stop 1 0 . Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 100.
[empo de analise: 0,01 s [empo de analise: 1,00 s
|Displacement| |Displacement|
orese oaers
Joie: Joire
b
N 0.081599 3 g:s;g;
0.061199
| Results Nodes Newmark, step 200 00408 Results Nodes Newmark, step 400 0.1439%
* Contour Fill of Displacement, |Displacement]. 00204 * Contour Fill of Displacement, |Displacement]. gmma
Defonmaton ( x1): Displacement of Resuls Nodes Newmark, step 200. 0 Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 400. .
[empo de analise: 2,00 s [empo de analise: 4,00 s

Fonte: Elaborado pelo autor.

No exemplo observa-se a influéncia da forca de contato no comportamento
dindmico do modelo. Neste caso, a viga possui um comportamento diferente de como
se comportou a barra engastada livre do exemplo 6.1.2, onde a mesma oscilava na
posicao de equilibrio. Neste modelo nao amortecido, a barra superior nao osciliou ao
colidir com a barra inferior, fazendo com que a estrutura encerasse seu deslocamento
posteriormente ao contato. Os deslocamentos finais do modelo podem ser visto na

Figura 47.
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Figura 47 - Deslocamento final do exemplo das vigas paralelas — sem amortecimento
|Displacement|

0.80482
0.70422
-0.60362
- 0.50301
- 0.40241
- 0.30181
0.20121

1 Results Nodes Newmark, step 487 0 1 006
* Contour Fill of Displacement, |Displacement|.

Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 487. 0 .

Fonte: Elaborado pelo autor.

I 0.90543

6.3.2 Exemplo duas vigas paralelas com amortecimento

No Quadro 13 estao dispostos os resultados das barras para determinados

incrementos de tempo, considerando agora o efeito de amortecimento da estrutura.

Quadro 13 - Resultados do exemplo das vigas paralelas — com amortecimento.

Displacement]

= 0052145

o I 0046351
o0t 0040557
017184 0034763
01432 0026969
0023175

114
o1use 0017382

Contour il of Displacement, [Displacement]
Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmrk, step 1

0
0 . Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 25.

Tempo de analise: 0,02 s Tempo de analise: 0,50 s

0085922 t
Results Nodes Newmark, step 1 0087281 Results Nodes Newmark, step 25 0011588
* 0.028641 * Contour Fill of Displacement, |Displacement| 00057938

IDisplacement|

Displacement] Displacement|
0096175 01284
0085489 In 11413
0074803 0099865
0064117 0.085598
0053431 0071332
y 0042745 0.057065

Contour Fill of Displacement, [Displacement].
Deformaton ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 50

o . Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 75. 0

Tempo de analise: 1,00 s Tempo de analise: 1,50 s

0.032058 0.042799
Results Nodes Newmark, step 50 0021372 Results Nodes Newmark, step 75 0028533
x 0010686 * Contour Fill of Displacement, [Displacement| 0014256
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Displacement|

Displacement|
018582 025776
0.16518
022912
fose fo:
012388 017184
0.10324 01432
[t 0082588 y Hotase
0061941
t 0.085%2
Results Nodes Newmark, step 100 0041204 t Results Nodes Newmark, step 124 0057281
* Contour Fill of Displacement, |Displacement]. 0.020847 x Contour Fill of Displacement, [Displacement| 0.028641
Deformation (x1): Displacement of Results Nodes Newmark step 100. Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 124. 0 .

Tempo de analise: 2,00 s Tempo de analise: 2,48 s

Fonte: Elaborado pelo autor.

Observa-se que, de forma semelhante ao que ocorreu no caso nao amortecido, o
movimento tendeu ao equilibrio entre as barras apos a ocorréncia do contato, porém
em um intervalo de tempo menor por conta do amortecimento. Como o modelo
amortecido tem uma amplitude de movimento limitada pelo prépio amortecimento do
sistema, um pouco apo6s a ocorréncia do contato, a barra cessou rapidamente seu

deslocamento, atingindo o equilibrio. Os deslocamentos finais do modelo podem ser

vistos na Figura 48.
Figura 48 - Deslocamento final do exemplo das vigas paralelas — com amortecimento.

|Displacement]|

0.25776
l 0.22912

0.20048
-0.17184
Displacement| -0.1432
0.25776 [
foee +0.11456
ity - 0.085922
011456
Y 0.085922 0.057281
Results Nodes Newmark, step 124 0.057281
"L x Contour Fill of Displacement, [Displacement]. 0.028641 0.028641
Deformation ( x1): Displacement of Results Nodes Newmark, step 124 0 . 0
Fonte: Elaborado pelo autor. .

Novamente o fenémeno fisico foi bem representando pelo programa elaborado na
pesquisa, mostrando de forma qualitativa como o contato influencia no comportamento

dindmico dos exemplos e permitindo a realizagdo de boas analises destes modelos.
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7. CONCLUSAO

Os exemplos apresentados e testados durante a pesquisa comprovam a precisao e
solidez das formulagoes e do codigo desenvolvido, atingindo-se o objetivo do trabalho.
A primeira contribuicéo relevante desta pesquisa é a implementacdo, no programa de
contato mecanico com a superficie B-Spline, do elemento finito tetraédrico para solidos
tridimensionais, j4 que o elemento finito tetraédrico se adequa melhor a superficies
curvas. Contudo, o elemento finito tetraédrico utilizado na pesquisa apresentou pouca
precisao, requerendo um ntmero maior de elementos na malha para se chegar & mesma
precisdao dos exemplos com elemento finito hexaédrico. Portanto, observa-se a
necessidade de um elemento finito tetraédrico de ordem superior para esses casos.

Desenvolveu-se também um algoritmo para analise dindmica do contato mecéanico
entre corpos so6lidos tridimensionais, onde esse algoritmo foi implementado no programa
de contato utilizando a superficie de contato B-Spline. Para a analise dinamica do
contato, incialmente foi testado um exemplo desconsiderando o contato e em seguida
foram testados alguns exemplos simulando o contato mecénico considerando os efeitos
dindmicos em uma estrutura. Portanto a anélise dindmica do contato mecéanico com
superficie B-Spline constitui-se em mais uma relevante contribuicdo deste trabalho.

Os resultados obtidos sao satisfatorios e representam bem o comportamento fisico
dos modelos estudados, dentro dos limites dos métodos numéricos adotados. Durante a
analise quase-estatica pode-se observar que os resultados sdo coerentes com a literatura
e com o programa comercial usado como referéncia. Para a analise dinAmica, observou-
se também um boa convergéncia e boa representacao dos modelos. O efeito da inércia
e do amortecimento na equacao de equilibrio forneceu um comportamento mais
complexo dos exemplos em comparagao ao que foi visto apenas com o contato mecanico.
Permitindo em trabalhos futuros uma modelagem com resultados mais proximos do
comportamento real das estruturas. Observou-se que, para o coédigo implementado,

houve mais estabilidade numérica com incrementos de tempo da ordem de 0,001
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segundos para problemas sem amortecimento e na ordem de 0,01 segundos para
problemas com amortecimento. Além disso, foi necessario modificar os parametros de
penalidade, por conta do efeito amplificado dessa forca durante a analise dindmica.

Do ponto de visto numérico, os resultados obtidos podem ser considerados de
excelente qualidade. As formulagoes utilizadas se mostraram precisas e os algoritmos
apresentaram as caracteristicas desejaveis de consisténcia, convergéncia e estabilidade.
Entretanto, deve-se destacar o fato de o algoritmo de Jacobi para determinacgao dos
autovalores ser muito lento, o que aumentou o tempo de processamento do programa
de forma geral. Deste modo, realizou-se um grande trabalho com contribuicoes
relevantes para a mecanica computacional, permitindo novos estudos na area.

Por fim, ficam como sugestoes para trabalhos futuros, a utilizacdo do elemento
finito tetraédrico de ordem superior, utilizando um ntmero maior de pontos de Gauss;
a consideracao de efeitos de plasticidade, de acdes dinamicas e o estudo do impacto

mecanico a partir das formulacoes e algoritmos desenvolvidos nesta pesquisa.
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