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Resumo

CARVALHO, E. F. Integracdo de noces didaticas nas Praxeologias Matematicas no estudo da
funcdo quadratica. 2019. 164p. Tese (Doutorado), Programa de Pés-Graduacdo em Ensino,
Filosofia e Histdria das Ciéncias, Faculdade de Educacdo, Universidade Federal da Bahia /
Universidade Estadual de Feira de Santana, 2019.

No campo da antropologia da didatica, os conhecimentos didaticos (profissionais) podem ser
utilizados para questionar os contetdos curriculares e as estratégias para ensino destes. Nessa
investigacdo, propfe-se que a integracdo de nocles didaticas nas teorias matematicas é uma
forma de promover tal questionamento. Isso é olhado de perto na difusdo do objeto funcéo
quadrética num curso de formacdo de professores de Matematica. Isto implica dizer que as
restrices nas praticas que constituem a Atividade Matematica de professores e estudantes
constituem 0 nosso objeto de investigagcdo. Objetiva-se, assim, analisar as condigdes e/ou
restricdes institucionais de uma proposta de construcdo de um modelo praxeoldgico alternativo
para o estudo da funcdo quadréatica, de modo que sejam trabalhadas situa¢es que nos levem ao
encontro da funcdo quadratica como parabola em curso de formacéo docente. Trata-se de uma
problematizacdo também sobre os status da pardbola, bem como das inter-relacbes entre
dominios matematicos. Essa investigacdo se alicerca no paradigma do questionamento do
mundo, amparado teoricamente no quadro da Teoria Antropolégica do Didatico desenvolvida
por Yves Chevallard, do qual tomam-se algumas noc¢des necessarias a interpretacdo dos dados
construidos no seu desenvolvimento. E parte de uma Engenharia Didética de segunda gerago,
denominada Engenharia do Percurso de Estudo e Pesquisa — PEP, que se constitui como
percurso metodoldgico dessa investigacdo. Os resultados indicam que a proposicao de situacoes
que levem a funcdo quadratica a parabola pela experimentacdo de um PEP potencializou a
integracao de no¢des didaticas nas Praxeologias Matematicas dos participantes da investigacdo
e, por consequéncia, 0 questionamento dos conteldos a serem ensinados. Isso caracterizou,
ainda, uma espécie de reconstrucdo de praxeologias didatico-matematicas nesse contexto
formativo.

Palavras-chave: Funcéo quadrética; Parabola; Teoria Antropoldgica do Didéatico; Percurso de
Estudo e Pesquisa; Ensino de Matematica.



INTEGRATION OF TEACHING NOTIONS IN MATHEMATIC PRAXEOLOGIES
IN THE STUDY OF QUADRATIC FUNCTION

Abstract

In the field of anthropology of didactics, the didactic knowledge (professionals) can be used to
question the curricular contents and the strategies for their teaching. In this research, it is
proposed that the integration of didactic notions in mathematical theories is a way to promote
such questioning. This is closely watched on the diffusion of the mathematical quadratic
function object in a mathematics teacher training course. This implies that the restrictions on
the practices that constitute the mathematical activity of teachers and students constitute the
object this investigation. Thus, the objective is to analyze the conditions and / or institutional
constraints of a proposal to construct an alternative praxeological model for the study of
quadratic function, to work out situations that lead us to the quadratic function as a parablein
teacher training course. It is also a discussion of the status of the parable, as well as the
interrelationships between mathematical domains. This investigation is based on the paradigm
of questioning of the world, supported theoretically in the framework of the Anthropological
Theory of Didactics developed by Yves Chevallard, from which some notions necessary for the
interpretation of the data built in its development are taken. It is part of a second generation
Didactic Engineering, called Engineering of the Study and Research Path - SRP, which
constitutes the methodological path of this investigation. The results indicate that the
proposition of situations that take the quadratic function to the parable through the
experimentation of a SRP potentiated the integration of didactic notions in the mathematical
praxeologies of the research participants and, consequently, the questioning of the contents to
be taught. This also characterized a kind of reconstruction of didactic-mathematical
praxeologies in this formative context.

Keywords: Quadratic Function; Parable; Anthropological Theory of Didactics; Study Path and
Research; Math Teaching.
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Introducéo

O objeto do saber funcdo, considerado fundante na Matematica, ndo por acaso, nos
chamou a atengé@o desde nosso primeiro contato com o mesmo no Gltimo ano do 1° Grau Maior,
hoje Ensino Fundamental Il da Educacdo Basica. Intuitivamente a nocao desse objeto (ideal),
vivenciado por n6s na mediagdo daqueles que o representava, foram os primeiros alicerces nas
nossas praticas matematicas no campo das relagdes funcionais. No entanto, tal construgdo ndo
se deu de uma forma muito tranquila. Tanto no Ensino Basico, quanto no periodo subsequente
de curso de formacdo docente no Ensino Superior, era possivel perceber que faltava algo para
dar sustentacdo a construgcdo de nossa relacdo pessoal e identitaria de significacdo com o
referido saber.

Tal relacdo com o objeto Funcdo, duramente construida ao longo das nossas
experiéncias de formacdo educacional e profissional, ainda ndo tinham preenchido lacunas,
antes nem percebidas, mas clarificadas a partir da pratica docente, quando de nossa atuagdo em
escolas publicas em Salvador e Regido Metropolitana, lecionando Matematica. A percepcao do
quanto era dificil para os estudantes a apreensao das ideias relativas a esse objeto ampliou a
necessidade de reconstrucdo de nossas praticas docentes, tornando-se mais significativa ao

longo de 12 anos de docéncia.

Ao mesmo tempo que o saber Fung@o nos encantava, seu ensino nos intrigava, o que foi
potencializado a partir da nossa primeira experiéncia de docéncia na formacdo inicial de
professores de Matematica. Agora era preciso orientar futuros professores compartilhando
conhecimentos e pesquisando sobre a tarefa de lecionar aquilo que parecia a0 mesmo tempo
tdo abstrato e to perto das coisas do cotidiano. E essas foram as primeiras motivacgdes para

elegermos o objeto de investigacdo que apresenta-se no decorrer dessa introducao.

Desse modo, tratamos nessa investigacdo de uma problematica que se situa no ambito
das discussdes da Teoria Antropoldgica do Didatico' (CHEVALLARD, 1999), a qual
chamaremos, a partir daqui de TAD. Sao feitas referéncias as praxeologias construidas por
estudantes de um curso de licenciatura em Matematica. Por meio das praxeologias construidas
por estes sujeitos, olhamos para a relagdo pessoal destes com 0s objetos matematicos funcéo

quadrética e pardbola, bem como para as relagBes institucionais existentes no ambito do

L A TAD situa a Atividade Matematica e, portanto, a Atividade Matematica do estudo, em todas as atividades
humanas em institui¢des sociais (CHEVALLARD, 1998).
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programa de ensino para formacdo docente. De certo modo, nosso problema de investigacao se
encontra em dificuldades que afetam os processos de ensino e aprendizagem da Matematica.

Outrossim, nossa problematica se situa, mais especificamente, na relacdo dos sujeitos
com situacbes que nao nos levam a nocdo de funcdo quadratica como parabola e,
consequentemente, no duplo status desse objeto, que se insere nos dominios da anélise e da
Geometria Analitica, e suas dimensdes epistemoldgica-histérica e didatica.

As funcgdes sdo objetos matematicos estudados tanto no Ensino Basico como no Ensino
Superior, um dos mais relevantes, por constituirem meios de modelar fendmenos naturais e
sociais, e por estarem na base de outros saberes matematicos, a exemplo daqueles estudados no

calculo diferencial e integral, esta aqui localizada uma de suas razdes de ser institucional.

No entanto, apesar dos esforgos envidados em torno de um ensino efetivo de fungdes na
educacdo basica, e mesmo na formacéo de professores de matematica, ainda é possivel sentir

uma ambiéncia de lacunas nas rela¢Ges dos sujeitos das instituicbes com esse saber.

Mais do que isso, abre uma brecha para olharmos de perto o fendmeno didatico? da
Incompletude da Atividade Matematica Institucional (FARIAS et al., 2018), o qual pode
interferir nas praxeologias de tal modo que um sujeito tenha desenvolvido o saber-fazer, mas
ndo o compreenda. Para mitigar os efeitos desse fendmeno, doravante denominado de 1AMI,
propomos uma integracao de elementos ndo caracteristicos do logos nesse bloco da Praxeologia

Matematica® nas experimentagdes num cenario de formagcéo docente.

Desse contexto, surge nossa tese: a proposicdo de um modelo praxeoldgico alternativo
que pode possibilitar a integracdo de noc¢des didaticas no logos das Praxeologias Matematicas
de futuros professores de Matemaética, acerca da nogdo de Funcdo quadratica a partir de
situacdes que levem os sujeitos ao encontro de Fun¢do Quadratica como parabola (discussao
do duplo status da parabola), o que pode implicar em reconstrucoes de praxeologias de docentes

na Educacdo Basica.

2 S30 compreendidas nessa investigagdo como construcdes tedricas, em outras palavras, sdo a contrapartida tedrica
as muitas faces dos fatos empiricos (mas nos referimos aos fatos didaticos). No entanto, Chevallard diz que “[...]
os fendmenos se referem a esses fatos que a teoria nos permite definir em sua prépria linguagem e conceitos.”
(CHEVALLARD, 2013, p.5).

3 Uma praxeologia ¢ o quadruplo [T; T, ©,0], onde T é o tipo de tarefa, T, a técnica associada, ©, o discurso
tecnolégico que justifica a técnica, © teoria associada (CHEVALLARD, 1998).
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Precisamos identificar as condi¢Bes epistemologicas e institucionais para desenvolver
um trabalho com o referido objeto matematico, assentado num modelo praxeoldgico alternativo

pautado em elementos da algebrizacdo da Geometria e da Analise Real.

A noosfera®, de certo modo, organizou o ensino da parabola. Trataremos da conica, a
qual desempenha papel central na nossa pesquisa, em diferentes caixas. No inicio do Ensino
Médio a parabola, um objeto ostensivo que representa uma fungdo e, na ultima série, um

ostensivo que representa uma conica se verificadas algumas propriedades.

Por outro lado, no Ensino Superior, especificamente na licenciatura em Matematica,
existe uma condicdo institucional para que a Funcdo quadréatica seja estudada de forma analoga
ao contexto da génese desse saber. No contexto da nossa investigacdo, um grupo de estudantes
de um curso de formacao inicial docente para ensino de Matematica na Universidade Federal
do Oeste da Bahia.

No caso do curriculo do curso de formacdo docente a que nos referimos, em dois
componentes distintos sdo estudados os elementos que definem o status da parabola como
gréafico e cdnica. Mas também nesse nivel de ensino, parece existir uma lacuna nas Praxeologias

Matematicas, ou seja, 0 estudo se da de forma dissociada.

Possivelmente, tais aspectos se materializam no que Vandebrouck (2011) apontou.
Pelos seus estudos, os estudantes s6 esbhocam um gréfico para representar uma fungdo quando
a tarefa o solicita de forma explicita, por exemplo: (Ti) Esbocar o gréafico da fungdo quadratica
representada pela equacéo f(x) = x? + 2x + 1. A representacdo grafica ndo é evocada para
apresentacdo ou abordagem da nogdo de uma fungdo de forma natural. Assim, no caso da
Funcdo quadratica, ndo seriam evocadas técnicas que nos levassem a ideia de funcéo quadréatica
como parabola, dai a necessidade de tarefas didaticas para mobilizar tal aspecto do ensino do
objeto em questdo. Na maioria das vezes, o trabalho feito pelos os estudantes é de manipulagédo
algébrica [Grifo meu]: (Tii) Escrever a lei que define uma funcéo quadratica f, sabendo que f
(1) =3ef(0) =1. Isso implica em incompreensdes na passagem de um ostensivo de um dominio
matematico a outro, por exemplo, ao passar do algébrico para o gréafico, ou mesmo dificuldades

de surgirem técnicas que revelem a existéncia de um status geométrico para as fungdes. As

4 Termo nao definido precisamente por Chevallard, é uma estrutura abstrata que representa o jogo de forgas que
realizam a transposicao didatica. Segundo ele, € na noosfera, “[...] que os representantes do sistema de ensino, com
ou sem mandato (...) se encontram, direta ou indiretamente (através de uma pesquisa, restringindo a demanda, no
projeto transacional, debates ensurdecedores de projetos transacionais de uma comissdo ministerial), com 0s
representantes da sociedade (os pais de alunos, os especialistas que militam em torno do ensino, 0s emissarios de
um 6rgdo politico).” (CHEVALLARD, 1991, p.28). [Tradugdo nossa].
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tarefas Ti e Tii, sdo duas Organizagdes Matematicas que nos servem para pensar num modelo
praxeoldgico alternativo.

Possiveis alteracdes nas praxeologias de estudantes na Educacdo Béasica passam,
inevitavelmente, pela questdo da formacdo docente. Trabalhos anteriores, que abordaram
percursos de estudo e pesquisa na formacdo de professores (CIRADE, 2006; BOSCH &
GASCON, 2009; BARQUERO, BOSCH & ROMO, 2015), tém como pressupostos que 0s
programas de formacdo docente devem considerar dificuldades e dilemas que afetam o
desenvolvimento da atividade profissional. Tomamos como dificuldade a relacdo pessoal de
professores de matematica com os objetos de ensino, e o processo de dissociacao entre o saber-
fazer e o logos nessas praxeologias. Isso, possivelmente, ocorre por falta de algo nas
praxeologias didaticas dos docentes. Apostamos, assim, na auséncia de algumas noc¢oes

didaticas no logos das Praxeologias Matematicas desses profissionais.

Propomos, entdo, um trabalho que tanto possa evocar um modelo epistemoldgico de
referéncia para um componente curricular da area de ensino (Ensino de Matematica: Fungdes),
guanto um modelo praxeoldgico para as praticas dos professores que ja atuam ou vao atuar na
Educacdo Basica. Isso pode ser feito pela inter-relacéo entre distintos dominios matematicos®
nas OrganizacOes Matematicas que compdem os objetos de estudo, o que deve implicar nas
Praxeologias Matematicas construidas em torno das Fung¢des quadréticas e da parabola em seus
diferentes status. Na experimentacdo de um dispositivo didatico no contexto da investigacéo,
ensejamos o surgimento de tarefas didaticas de verificacdo e controle, que expressem a
reconstrucdo das préprias praxeologias matematicas ao mesmo tempo em que déo indicio de

integracdo de nocéo didatica.

Desse modo, enquanto saber para pratica do professor, o objeto matematico em jogo
podera mitigar as lacunas existentes na Educacédo Bésica e, enquanto saber do professor, alterara
as relacdes pessoais deste com o referido saber. Isso se dara na forma de reestruturacdo da
apresentacdo das Organizacfes Matematicas, 0 que acreditamos implicar na reconstrucdo das

Praxeologias Matematicas dos participantes dessa pesquisa.

Postos os argumentos acima, objetivamos, nessa investigacdo, analisar as condigdes

e/ou restrigdes institucionais de uma proposta de construgdo de um modelo praxeoldgico

5 Compreendemos dominios matematicos como as grandes areas da Matemética: Algebra; Geometria etc.
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alternativo para o estudo da fungdo quadratica, de modo que sejam trabalhadas situacdes que

nos levem ao encontro da funcao quadratica como pardbola em curso de formagao docente.

Quanto a sua estrutura, este trabalho possui trés frentes: epistemologica, ecoldgica e
experimental. Na primeira, buscamos compreender as consequéncias da constituicdo desse
saber enquanto objeto de ensino, ou seja, como a pardbola passou a integrar as praticas
institucionais como forma gréafica de funcGes representadas por equagfes do segundo grau, e

quais as intengdes didaticas implicitas nesse fendmeno de constituicdo de um saber a ensinar.

Isso é discutido no capitulo 1, intitulado Construcdo da problematica didatica:
Constituicdo do objeto funcdo quadratica e a relacao entre os ostensivos escriturais e figurais.
Esse capitulo € sustentado pela hipdtese 1 (H1): o fenbmeno que estudamos nessa investigacao,
a incompletude da atividade matematica institucional, tem sua origem na organizacao para o
ensino do saber fun¢des quadraticas (alguma etapa do processo transpositivo). O que constituiu
a nocao de funcdo quadratica ganhou corpo como objetos do saber ensinar de forma dissociada,
ndo possibilitando amalgamac&o de técnicas para resolugdo de tarefas.

Desse modo, primeiro, apresentamos 0 objeto de investigacdo, em seguida, a funcdo
quadratica e, depois, discutimos aspectos da percepcdo grafica em seu estudo, a partir da

discussdo sobre o duplo status da parébola.

Na frente ecoldgica, discutida no capitulo 2, intitulado Construcdo de um modelo
praxeoldgico alternativo para o ensino da funcdo quadrética, apresentamos nossa segunda
hipotese (H2): a analise ecoldgica do saber permite visualizar uma razéo de ser alternativa para
o referido saber. 1sso se deve ao fato de o curriculo ndo ser engessado, 0 que torna possivel
reconstruir a Organizacdo Matemaética para o0 ensino do objeto funcdo quadratica pelo estudo
do duplo status da parabola, desde que sejam integradas ao logos das Praxeologias Matematicas
dos futuros professores no¢des didaticas, a saber: gestos de estudo e variaveis didaticas, que

funcionem como geradoras de tarefas.

Primeiro, realizamos uma revisdo de literatura para determinar o status quo das
pesquisas, tendo como questdo diretriz: As praticas deduzidas pelas pesquisas analisadas tocam
no logos das Praxeologias Matemaéticas na formacéo docente no que tange ao ensino do objeto

funcdo quadratica? Tal revisédo € feita com base em um banco de dados nacional e internacional.

Em seguida, vamos caracterizar a razdo de ser oficial do saber no curso de licenciatura
em Matematica (no componente Ensino de Fungdes) da UFOB, examinando o programa dessa

disciplina, bem como outras possiveis razdes de ser alternativas imbricadas no processo de
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difusdo do conhecimento em jogo, empregando nessa discussdo a nocdo de ecologia dos
saberes. Outra parte da andlise ecoldgica € realizada pelo exame de um livro didatico para o

ensino de funcGes na formacao do professor de Matematica.

Isso guiara a proposi¢io do Modelo Praxeoldgico Alternativo® — MPA —, que pode
auxiliar na reconstrucdo das Praxeologias Matematicas do professor que ensinard o objeto

matematico em questao.

Finalmente, na frente experimental discutida no capitulo 3, intitulado Experimentacéo
de um PEP no contexto universitario: Praxeologias Matematicas de licenciandos no estudo da
funcéo quadratica, apresentamos a hipotese 3 (Hs). Ela vincula-se a problemaética possibilistica,
umas das problematicas de base da TAD. E uma tentativa de possibilitar a vida institucional de
um modelo praxeoldgico alternativo para o ensino do objeto em jogo, a0 mesmo tempo em que
buscamos os preditores de integracdo das nocbes didaticas no logos das Praxeologias
Matematicas construidas a partir da experimentacdo de um Percurso de Estudo e Pesquisa —
PEP.

Dessa maneira, a Hs é assim descrita: um PEP com questdo Qo, geratriz desse Percurso,
com razdo de ser alicercada na epistemologia da nocdo de funcdo quadratica em que 0s
problemas de lugar geométrico e estudo das equacgdes quadraticas deram origem ao saber em
jogo, possibilita a integracdo desse saber nas Praxeologias Matematicas dos futuros docentes,
desde que sejam reconstruidos os logos dessas praxeologias por meio desse PEP.

Apresentamos uma andlise a priori da questdo geratriz Qo, que iniciard um PEP adaptado
e, de acordo com a analise ecoldgica, o que pode surgir como prosseguimento do PEP, além de
pautar este ensaio de analise, a principio, no que pode fazer emergir no Percurso algumas

nocdes didaticas.

Na sequéncia, descrevemos a experimentacdo e a analisamos com um método hibrido
inspirado na anélise de conteddo (BARDIN, 2011), praxeolégica (CHEVALLARD, 1999,
MATHERON, 2000) e de varidveis didaticas no construto praxeologico (CHAACHOUA,;
BESSOT, 2019).

& Esse modelo é considerado alternativo, visto que a estrutura para o ensino do saber em discussdo normalmente é
feito de forma diferente do que se percebe ao realizar um estudo historico-epistemolégico. A forma como se
organizou tal saber a ensinar apresenta nocfes que, em sua origem, eram integradas, no modelo comumente
presente nas instituicdes de ensino, o saber ¢é estudado de forma dissociada (em compartimentos de acordo com
dominios da matemaética), a este modelo chamamos, no campo da epistemologia experimental (Didatica da
Matemética), de Modelo epistemoldgico dominante (MED).
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No que concerne a abordagem metodoldgica dessa investigacdo, estamos denominando-
a de Praxeologias de Pesquisa em Didatica — PPD’ (CHEVALLARD, 2015), salientando que
essa PPD tem elementos da Engenharia Didatica do Percurso de Estudo e Pesquisa — Engenharia
do PEP (BOSCH, 2010).

A abordagem metodologica € complementada pelas andlises praxeoldgicas
(CHEVALLARD, 2002), anélise feita sobre as etapas da experimentacdo do PEP construido
por nds, para o estudo da relacdo entre ostensivos figurais e escriturais na nocao de funcao

quadratica.

Os dados empiricos dessa investigacdo sdo obtidos no ambito do Ensino Superior, num
curso de Matematica, na modalidade licenciatura, da Universidade Federal do Oeste da Bahia.
Os dados coletados, passam por um filtro instrumental que visou testar o PEP experimentado
guanto aos gestos de estudo mobilizados na perspectiva do referido dispositivo didatico,
denominadas dialéticas, a saber: dialética das perguntas e respostas e a das midias e dos meios,
que nos servem de indicadores da integracdo de parte das noc¢des didaticas no logos das
praxeologias matematicas dos participantes da investigacdo. A construcdo dos dados

experimentais ocorreu no segundo semestre de 2018 e primeiro de 2019.

Quanto aos resultados, podemos apontar, preliminarmente, que a integragdo de nogoes
didaticas no logos das Praxeologias Matematicas ndo é guiada, mas que estas emergem, por
exemplo, da experimentacdo do PEP utilizado na pesquisa. As variaveis didaticas que geram
tarefas no desenrolar do PEP, bem como de gestos de estudo, a exemplo de perguntas e
respostas, sdo vistas como processo natural, que revela a aderéncia daquilo que ndo é
matematico no que é intrinseco a Matematica (teorias matematicas, mais precisamente bloco

tecnoldgico-teorico).

A referida concluséo é preliminar, visto que pensamos ser prudente analisarmos até que
ponto ocorre aderéncia de outras nocbes didaticas discutidas no ambito da Didatica da
Matematica no logos das Praxeologias Matematicas, a ponto de mitigar a incompletude da

atividade matematica institucional.

Ademais, umas das principais contribui¢@es desse estudo para o Ensino da Matematica,
concerne na apresentacdo de elementos que fazem parte das Organizagdes Didéticas e que tém

potencial para serem integrados as teorias matematicas, com implicacfes diretas no contexto

" Do termo em francés praxéologies de recherche em didactique — PRD (CHEVALLARD, 2015) [tradugio nossa].
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da investigacdo (formacdo inicial de professores de Matematica), e por consequéncia na
Educacdo Baésica, desde que ocorra reconstrucdes praxeoldgicas de docentes de Matematica,
ampliando o olhar sobre a relacdo do objeto Funcdo quadraticas e o ostensivo grafico e seus

diferentes status.
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Capitulo 1
Construcdo da problematica didatica: Constituicdo do objeto Funcéo quadratica

e a relacdo entre os ostensivos escriturais e figurais

O ensino dos objetos matematicos tem sido uma tarefa complexa nas praticas
institucionais (escolares/académicas). Esta constatacdo nos conduziu ao estudo, caracterizacéo,
conceituacdo e tentativa de interpretacdo da Incompletude da Atividade Matematica
Institucional — IAMI (FARIAS; CARVALHO; FERNANDES, 2018).

O problema didatico que buscamos caracterizar nesse capitulo tem filiagdo com o
referido fendmeno, o qual, por sua vez, tem intima relagdo com a visitagdo dos saberes
(CHEVALLARD, 2004). O ponto chave para se compreender a IAMI é a busca por condi¢des
cujos momentos de estudo atemporais, do trabalho de construcdo da técnica e construcdo do
discurso tecnoldgico-tedrico, sejam indissocidveis nas Praxeologias Matematicas nas
instituicOes. Partimos do pressuposto de que, se existe essa incompletude, o verdadeiro
problema esta na construcdo das tarefas que sdo ofertadas aos estudantes, o que, por efeito

domind, se estende de um nivel a outro de ensino.

Cabe destacarmos que o fendmeno IAMI ndo é uniforme, além disso, sua compreensao
se amplia a medida em que se realizam estudos em busca de respostas para seus pontos de
imprecisdo conceitual. A natureza dele, ndo se pode descrever com precisdo, porque em cada
contexto institucional pode apresentar caracteristicas e consequéncias especificas, as quais,
possivelmente, dependem ndo sé dos saberes matematicos em estudo, mas de outras variaveis,
tais como a organizacao dos curriculos e as condi¢Bes de difusdo a partir desses. Nesse contexto,
apresentamos o problema didatico de investigacdo: Quais sdo as condi¢des necessarias para que
seja implementada uma situacdo que nos leve ao encontro da funcdo quadratica como parabola

na formacao inicial de professores de matematica?

Dentre outros aspectos, interessam-nos 0s que corroboraram com a institucionalizacéo
do objeto matematico funcéo (baseado na Teoria de Conjuntos) como saber a ensinar, ao tempo
que identificamos o que restringe as relag0es dos sujeitos de uma instituicdo frente situacoes
que mobilizam tal objeto matematico. Para tanto, esboca-se um estudo teorico sob a ética da
Teoria Antropologica do Didatico (CHEVALLARD, 1999), sendo as interpretacdes

empreendidas sobre construcdes tedricas dos fatos ou, particularmente, fenémenos didaticos.
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Caracterizamos, assim, um Modelo Epistemolégico-didatico Dominante — MED,
referente ao saber em questdo, como uma descrigdo desse saber em termos de Praxeologias
Matematicas institucionais e as pré-institucionais (aquelas que ndo estavam vinculadas a
intencdo de ensino). Da analise do MED, séo apontados elementos que configuram o fenémeno
IAMI, o qual reflete a necessidade de dispositivos didaticos como forma de alterar as relagdes
dos sujeitos numa instituicdo com 0s objetos que vivem nesta, se tais relagdes se mostram
problematicas. Desse modo, nossa proposta, consiste em um trabalho descritivo-analitico de

um MED referente ao saber funcdes.

Outrossim, voltamos nossas aten¢Ges para as contribui¢fes da Histéria e Filosofia das
Ciéncias (HFC) para o ensino da Matemaética, acdo que foi embasada em outros estudos que
consideram tais aportes no ensino das Ciéncias Naturais (MATTHEWS, 1995; BASTOS, 1998;
ADURIZ-BRAVO et al., 2002; DELIZOICOV, ANGOTTI & PERNANBUCO, 2007).

Pode-se dizer que, timidamente, na Educacdo Matematica, esse movimento tem sido
empreendido por uma de suas vertentes, a Historia da Matematica, como forma de levar para o
ensino da Matematica ideias que aproximam o estudante desta area do conhecimento,
mostrando que o processo de constituicdo dos conhecimentos ndo se deu de forma linear. No
entanto, o questionamento da natureza da Matematica, ainda é um objeto inatingivel, sendo seu
conjunto de saberes ensinado de forma que parecam monumentos intocaveis. Este fenémeno
didatico denomina-se monumentalismo dos saberes (CHEVALLARD, 2004).

Essa analise de alguns fatos matematicos e elementos da epistemologia da Matematica
nos permite visualizar melhor a IAMI, o que pode acenar para problemas na mediacdo didatica

realizada em torno dos saberes pelos difusores dessa cultura.

Tomando o conceito formal de fungdo como objeto matemaético para contextualizar a
ideia da IAMI, depois a relacdo entre ostensivos figurais (graficos) e escriturais (leis
algébricas), questionamos, além do que institucionalizou o referido saber, 0 que o restringe na
instituicdo integrante da pesquisa (curso de matematica, modalidade licenciatura). Faz-se
igualmente importante questionar o que institucionalizou o conceito formal de fungdo como
relacdo estatica entre grandezas, mesmo quando o0 que estd na sua base sdo fenbmenos que

explicam movimentos dos corpos (caso dos problemas estudados na Fisica).

Isso se deve a uma caracteristica intrinseca da problematica didatica geral, de questionar

a transparéncia do conhecimento matematico, problematiza-lo e integrar a seu campo de estudo
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nogbes matematicas, aquelas que ndo sdo ferramentas, mas objetos matematicos
(CHEVALLARD, BOSCH & GASCON, 2001).

Nossa hipotese é que a Incompletude da Atividade Matematica Institucional, no caso do
objeto matematico em estudo, tem sua origem na organiza¢do para 0 ensino desse saber
(processo transpositivo), por meio do qual olhamos, particularmente, para fungdes quadréaticas.
O que constituiu a no¢do de funcdo quadratica ganhou corpo como objeto do saber a ensinar de
forma dissociada: problemas de lugar geométrico (que caiu em desuso), funcdo quadratica e
seu grafico e as conicas na Geometria Analitica — GA. Além disso, é pertinente questionarmos
porque a GA ainda tem tanta forgca enquanto componente curricular, mesmo sabendo-se que em
outros contextos, fora do Brasil, a Algebra Linear da conta de intercambiar e amalgamar
técnicas para resolver tarefas que tratem das funcbes e que dependam de ostensivos figurais

(gréficos).

No desenrolar dessa discussdo, apresentamos um recorte de um estudo histérico-
epistemoldgico, tentando identificar, nos fatos relativos ao desenvolvimento do saber fungéo
de modo geral, e funcdo quadratica, de maneira particular, tracos das praxeologias hoje
consagradas na abordagem dos saberes matematicos em instituicdes de ensino. Na estrutura de
nossa investigacdo, como j& apontamos, isso se refere a caracterizacdo do MED (BARQUERO
et al. 2013).

Conhecer o MED se justifica pelo seu auxilio na concepcao de um Modelo Praxeoldgico
Alternativo para o estudo da funcdo quadratica, da parabola e do seu duplo status, nos
permitindo propor, no segundo capitulo, dispositivos didaticos atentos a problemaética do

processo transpositivo.

No percurso investigativo, alguns questionamentos surgem quanto a organizacao
didatica para o ensino e estudo do conceito global de funcdo quadréatica e contribuicdes para o

encontro dessa funcdo como parabola.

Por isso, € imprescindivel que propostas didaticas sejam pautadas em modelos de
aprendizagem por investigacdo, pressupondo, assim, uma mudanca no topos (papel) do
professor e do aluno, capaz de constituir uma relacdo proxima de uma comunidade de estudo.
Essa proposta parte de Chevallard (2009), sendo denominada por ele de pedagogia do
conhecimento e questionamento do mundo, um paradigma que se contrapfe ao do

monumentalismo dos saberes, ainda experimentado em larga escala nas instituicdes de ensino.
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Por conseguinte, modelos didaticos pautados nesse referida pedagogia pressupdem que,
assim como podemos identificar no desenvolvimento de muitos saberes matematicos, que
constituem hoje o curriculo da Matematica escolar, um apelo as necessidades humanas, a
atividade matematica escolar possibilita revelar a razdo de ser do estudo dos objetos
matematicos, o que deve ocorrer por meio da apresentacdo, a comunidade de estudo, de uma
devolucdo de problemas genuinamente investigativos imbricados as necessidades da

comunidade local, regional ou global.

Ademais, vislumbrando dar conta do objetivo geral dessa investigacdo, realizamos
primeiro este estudo de natureza histdrico-epistemolégica, o que pode nos dar indicios de
possiveis integracdes de nocbes didaticas da constituicdo desses saberes enquanto objetos de

ensino.

Para essa etapa da nossa investigacdo, a Praxeologia de Pesquisa em Didatica (PDD)
assumida tem um vieis de estudo tedrico-conceitual (RUIZ, 2002) de natureza qualitativa.
Nesse contexto, os dados evidenciam as concepcdes apresentadas ao longo da histéria do objeto
funcdo, mais especificamente aquilo que nos permite o encontro da funcdo quadratica como
parabola, consultadas em alguns repositorios de institutos de histéria das ciéncias (em
plataformas digitais), de onde tivemos acesso aos escritos de alguns matematicos que se
debrucaram no estudo das funcdes.

Essa discussdo em torno da difusédo ou circulagdo do conceito de fungéo, se faz
necessaria para, entdo, compreendermos as razdes pelas quais a parabola assumiu o papel de
representacdo grafica de uma funcdo quadratica. Ora, é facil encontrarmos em alguns manuais
didaticos, na forma de axioma, que toda funcéo, escrita algebricamente na forma f(x) = ax? +
bx + c, é representada por uma parabola. E pensamos existir ai uma lacuna, mas, a0 mesmo
tempo, uma Otima oportunidade de abordarmos elementos da constituicdo desse objeto

matematico enquanto saber a ser ensinado.

1.1 Primeiras evidéncias de um problema didatico: em busca de um consenso para defini¢éo

de funcéo

O estudo de conceitos matematicos numa institui¢do esta intimamente ligado as formas

de difundir e/ou fazer circular saberes nesse espaco. Supostas dificuldades apresentadas por
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sujeitos de uma dada instituicdo, pode relacionar-se aos tipos de tarefa que sao propostas pelos

representantes da cultura matematica nesse local.

Nesse interim, a acdo do sujeito frente a situacfes com matematica interessa ao presente
estudo. E, para compreender as condicdes e restricdes de difusdo dos saberes nas instituicdes,
apresentamos alguns aspectos da histéria do saber funcdo, de modo que possamos entender hoje

0 seu habitat e funcdo nos programas de ensino e nas proprias praticas institucionais.

No capitulo trés, de posse desse estudo, o foco vai para as relacdes dos sujeitos com o
objeto, mas levando em conta a questdo diretriz da pesquisa: quais sdo as condi¢des necessarias
para que sejam implementadas situagdes que nos levem ao encontro de fungéo quadratica como

parébola num curso de formacao de professores de matematica?

Os conhecimentos matematicos apresentados nesse capitulo sdo entendidos como
modelos epistemoldgicos especificos a partir de situacdes que foram ou ndo incorporadas a
matematica em instituices de ensino. Desse modo, sdo caras a esse estudo as situacdes em que
a funcdo quadratica e a pardbola aparecem e nos quais esses objetos sdo usados para enfrentar

problemas da sociedade.

Precisamos, entdo, de um recorte temporal para aprofundar as anélises dos fendmenos®
referentes ao saber em questdo, por isso nos detivemos aos fatos e ao que esta nas entrelinhas
do que € contado sobre estes, a partir do seculo XV1I. Desse modo, as situagdes em que o objeto
funcdo aparece sdo apresentadas, pois, a0 que parece, estdo nesse periodo as raizes da

institucionalizacdo do referido objeto matematico enquanto saber a ser ensinado.

Sob a lente dessa nocdo teorica, a analise apresentada consiste na descricdo de
praxeologias, que advém do trabalho de sujeitos frente a situagdes, considerando os diferentes
objetos ndo ostensivos mobilizados nessas praxeologias e o discurso tecnoldgico-tedrico que as

compde.

Tentamos, nesse manuscrito, explicitar aspectos de modelos epistemoldgicos de
referéncia, que sdo tomados para a proposicdo de um modelo praxeologico alternativo.
Tratamos, tambem, de duas reflexdes acerca da historia das instituicdes e do livro didatico,
visto que estas podem contribuir para o entendimento do processo de difuséo do saber em jogo

na instituicdo que compde o contexto da pesquisa.

8 Conforme Chevallard (2013), interpretaces tedricas de fatos.
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Passamos, entdo, a discussao do desenvolvimento do objeto funcéo ao longo da historia,
mais precisamente no periodo que compreende os séculos XV 11 e X1X. Vale salientar que o que
¢ apresentado aqui € um ensaio com alguns elementos epistemoldgico-historicos® do

desenvolvimento do saber em questéo.

1.2 Desenvolvimento do objeto matematico funcéo: em busca de um Modelo Epistemoldgico

de Referéncia

Em estudos inscritos na TAD, que d&o conta da modelizagcdo funcional, considera-se
como postulado bésico a ideia de que os mistérios relativos ao ensino e aprendizagem da
matematica, ou da Educacdo Matematica, estdo na propria Matematical® (GASCON, 1998).
Seguindo esse principio, justificamos a necessidade de um estudo de ordem epistemoldgica-
historica, numa tentativa de darmos conta desses mistérios intrinsecos aos saberes em jogo,

podendo, assim, atacarmos, de forma efetiva, os problemas didaticos identificados.

Como nossa proposta neste capitulo € discutir a construcdo de uma problematica
didatica da investigacdo em torno da difusdo do objeto matematico funcbes quadraticas, 0s
ostensivos e as relacBes dos sujeitos nas instituicbes com esses objetos, precisamos, mais
adiante, focar em um modelo epistemolégico para o objeto funces, a saber, aquele proposto

pelo grupo Boubarki.

Dos aspectos histdricos que apresentamos, tiramos as razdes para a difusao do saber em
questdo, amparados na discussdo sobre niveis de co-determinacdo (C-DD) didatica conforme

figura 1.

° A Didatica da Matematica surge da necessidade de integrar o pedagdgico com as questdes epistemoldgicas, a
partir dos trabalhos de Guy Brousseau. Gascon mostra, em um trabalho no qual aborda essas questfes, que a
natureza do problema epistemolégico nas questdes didaticas comegou como problema puramente I6gico, tornou-
se, depois, um problema histérico e, no final do Gltimo século, um problema essencialmente cognitivo (GASCON,
2001). De acordo com Chevallard (1991), o estudo da génese e desenvolvimento do conhecimento (objeto de
epistemologia) ndo pode ser separado do estudo da difusdo, utilizacéo e transposi¢do do conhecimento (objeto de
estudo de didatica).
10 Nessa obra, o autor apresenta um Programa Epistemoldgico de Investigagdo, surgindo como resposta a uma
insuficiéncia dos modelos epistemoldgicos da Matematica.

27



Figura 1 — Escala de Niveis de co-determinagéo didatica C-DD

-3 Civilizacio
-2 Sociedade
-1 Escola

Nivel o Pedagogia

1 Disciplina
2 Dominio
3 Setor
y Tema
s Assunto
Fonte: Chaco6n (2008, p. 73).

Isso implica dizer que a difusdo desse determinado saber tem suas razdes de ser
alicercadas em um ou mais desses niveis e, somente analisando a organizacdo didatico-
matematica e os referidos elementos histéricos como forma de contextualizar o tema, pode-se
justificar o estudo e ensino desse saber. Ao nivel do dominio matemaético, nos parece que é
comum a razao de ser dos conteudos ensinados nas instituicdes de ensino, terem suas causas
para fazerem parte do curriculo bem claras a medida em que um saber é apresentado como

fundamento de outro.

Olhando para a figura 1, abaixo do nivel da Pedagogia, considerada nivel zero, e abaixo
do nivel da disciplina, vemos que estes gque se seguem estdo organizados de forma agregada a
uma Organizacdo Matematica complexa crescente (pontual, local, regional e global). Assim,
falando da razdo de ser para o estudo de situagdes que promovam o encontro da funcéo
quadratica como parabola, ao estudarmos uma tarefa que figure o primeiro encontro dos
estudantes com este tema, estamos falando de uma Organizagdo Matematica Pontual que esta
associada ao nivel Assunto. Como exemplo tomemos a tarefa T1: apresentar uma solugdo
grafica para a equagdo x2 = 3x + 2. Sendo esta tarefa um caso particular dos casos do calculo

dos zeros de uma funcéo representada pela equacdo do tipo f(x) = ax? + bx + c.

Ja a Organizacdo Matematica Local (amalgama das OM Pontuais) tem, na sua relacao
com a escala dos niveis de C-DD, no estudo do Tema (se objetivamos o encontro da fungéo

28



quadrética como parébola, tocamos na questdo dos ostensivos figurais — representacdo gréfica
de Fungbes quadraticas). O nivel 3 (Setor) (Construcdo da pardbola) corresponde a uma
organizacdo maior ap0s as OM Local e Pontual sofrerem um tipo de fusdo, tornando-se uma

Organizacdo Matematica Regional.

Conhecida a nogdo de niveis de C-DD utilizada em nosso trabalho, partimos a
justificativa deste capitulo de acordo com Chevallard (1991), cujo argumento é de que o estudo
da génese e desenvolvimento do conhecimento (objeto da epistemologia) ndo pode estar
separado do estudo da difusdo e utilizacdo do conhecimento (objeto de estudo da didatica), e
iSso € a base para tratarmos da evolucéo institucional de praxeologias matematicas. No entanto,
esse trabalho comegou com Brousseau, que contribuiu para a divulgacdo de um novo campo de
investigacdo (Didatica da Matematica), tendo pensado e proposto no¢des que constituiram uma
epistemologia essencialmente experimental. Esta denominacéo foi pensada por Brousseau para

este campo, contudo o termo ndo se popularizou (ARTAUD, 2016).

Consoante a proposicdo de Gascon (1998), mencionada acima, iniciamos com a
apresentacdo da génese do saber em jogo até sua consolidacdo, com o0 uso de pequenos recortes

de aspectos histdricos.

Conjecturamos duas situacdes, verificadas através de uma analise inspirada no tipo
documental, a respeito da institucionaliza¢&o do referido saber, denotadas aqui por C1 e Co. A
C:1 da conta de que o que institucionalizou o objeto funcdo nas praticas institucionais da
Pesquisa em Matematica foram as necessidades sociais, especialmente a de tornar mais proficua
a tarefa de comunicar-se a respeito de modelos que representassem o0s mais variados fenbmenos
do mundo fisico, o que denota uma relacdo com o nivel de co-determinacdo Sociedade. Para
atendé-la, foi necesséario se pensar a difusdo dos conhecimentos matematicos associados aos

problemas do movimento em outras areas do conhecimento, especialmente a Fisica.

Ja a segunda conjectura, Co: para 0 ensino, 0 objeto funcdo tem um modelo
epistemoldgico de referéncia que vive nas mais diversas institui¢cdes, tanto de Ensino Basico
quanto superior, pautado nas ideias reformistas do ensino de Matematica, que, entretanto, ndo
se desprende da génese do saber que se da pelos estudos no campo do calculo diferencial e

integral.

No estudo da evolucdo do objeto funcdo, temos, ainda, duas visdes a considerar: uma
que concebe a Matematica como producéo da atividade mental humana, e a outra, que tem um
valor intrinseco, uma objetividade prépria (POPPER, 2002). A hipotese C1 parece estar mais
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relacionada a segunda visdo, visto que, por ser dotado de objetividade propria, o conjunto de
conhecimentos matematicos teria elementos para auxiliar outras ciéncias na interpretacdo de
seus fenbBmenos num plano, e em outro, que trataria nada mais que de uma ferramenta Util para

atender aos interesses do modelo de sociedade vigente .

Esclarecidas nossas intencOes, destacamos que, em Sierpinska (1992), por exemplo,
encontramos algumas indicagcGes de momentos da evolugdo do objeto matematico funcéo.
Dentre esses momentos, ela destaca os papéis exercidos pelos ‘dominio’ e ‘contradominio’ na
relagdo de variabilidade entre conjuntos, envolvidos na definicio desse objeto matematico®?,
hoje, bem aceito enquanto um dos conceitos de funcdo (formal). Ao longo do desenvolvimento
desse saber, sua aceitagdo ndo foi simples assim. Com base nisso, vemos indicios de que a
distingdo entre a ordem das varidveis, em algumas préaticas, ndo era uma tarefa trivial como
ocorre hoje. Mas esse € um problema pouco constante nas praxeologias discentes. N&o € a
ordem das varidveis, mas as caracteristicas da relacdo entre varidveis que constituem um

elemento complicador nessas préaticas institucionais.

E comum encontrarmos indicacdes do objeto funcdo em alguns trabalhos
(YOUSCHKEVITCH, 1976, apud MACHADO, 1998) anteriores a0 MER — Teoria de
conjuntos (TC). E mais comum ainda quando se trata de compéndios que apontam para uma
ideia primitiva do objeto, nesse tipo de obra didatica. Fala-se de uma certa intuicdo de relacdo
funcional entre variaveis, remontando aos calculos babildnicos, evidenciadas por meio de umas
espécies de funcBes tabuladas, isso por volta de 2000 anos a.C. Diz-se, ainda, que a relacdo de
variabilidade intuitiva ja era uma pratica comum também entre 0s gregos, que as representavam
por meio de tabelas, relacionando grandezas matematicas e fisicas, principalmente relativas a

astronomia (ibidem).

O MER, institucionalizado nos manuais didaticos e nas instituicdes de ensino, ndo se
refere propriamente as ideias primitivas acima associadas ao objeto funcdo. Da forma como é
definido o objeto, é um tanto inseguro falar da presenca do mesmo num periodo anterior ao que
se tem como sua génese oficial (a partir dos trabalhos dos Boubarki). Assim, ndo nos escapa
uma reflexdo, cabivel no ambito da Didatica da Matematica, a respeito do objeto do saber em

questdo: o que é funcdo? E o que é funcdo quadratica? Nas instituicbes onde vive o saber fungéo,

11 Chevallard (1992) utiliza o termo objeto matematico para designar os saberes matematicos, acreditamos que
influenciado pela nogdo de objeto cultural, proposto por Leontiev na Teoria da Atividade.
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as respostas a pergunta referem-se imediatamente ao MER-TC. A ideia de variabilidade esta

presente, mas ndo é uma variabilidade qualquer.

Kleiner (1989) e Youschkevitch (1976, apud MACHADO, 1998), destacaram a ideia de
funcionalidade como uma das primeiras concep¢des do objeto funcdo, ideia que se enuncia

como a mesma das “funcdes tabuladas” presentes nas préaticas de civilizagdes antigas.

A Algebra moderna de funcdes, a partir dos trabalhos de Klein, é fruto de uma proposta
de unificacdo da Matematica, uma proposta de fusdo entre a Aritmética e a Geometria,
entendendo-se a Aritmética como o estudo dos nimeros, da Algebra e da Analise Real
(BRAGA, 2003). Para Klein, a base para tal unidade da Matematica, tem origem no conceito
de grupos e na teoria de funcGes analiticas de varidveis complexas (PARSHALL, ROWE,
1994).

A nocdo de funcdo era de suma importancia para o projeto do movimento reformista
proposto por Klein, de inserir o calculo no ensino basico. O centro do ensino era posto no
conceito de funcéo, por sua importancia em todos os campos onde intervém nog¢des matematicas
(KLEIN, 1927).

Voltando aos aspectos do objeto matematico Funcao na idade moderna, como forma de
nos aproximarmos de ensaios de respostas a questdo diretriz, especificamente para o século
XVI1, encontramos informacgdes sobre os primeiros registros da palavra fun¢do em forma latina
equivalente, que teria sido empregada por Leibniz (ZUFFI, 2016), num manuscrito néo
publicado, intitulado Método Inverso das tangentes ou sobre funcdes'?. Ja no século XVIII,
Bernoulli considerava funcdo como expressdo composta de uma variavel e algumas constantes.
Percebemos que aquilo que é visto na atividade matematica escolar atual, configurada por
equivocos na compreensao do conceito de funcdo enquanto relacdo estatica de variaveis, pode
ter raiz epistemoldgica na énfase dada a presenca de constantes na conceituacao proposta por

Bernoulli.

Ainda nesse periodo, Euler considerava fungdo como equacéo (formula) que envolvesse

variaveis e constantes, encontrada em sua obra Introdugdo a Analise Infinita, publicada em

12 «“A introdugdo do Célculo, por Leibniz e Newton, deu lugar de destaque ao problema de pesquisa das leis de
variaveis em quantidades desconhecidas, permitindo a relacdo de funcionalidade para se tornar um objeto
matematico em si.”
Fonte: Master Mathématiques et applications :Enseignement et formation. Histoiredessciencesmathématiquesl,
Eléments d’histoire de 1’analyse 2/2 : « L’histoireduconcept de fonctionauXVIllesiecle et leproblemedescordes
vibrantes » (2011), disponivel em: http://www.edu.upmc.fr/maths/prive/guilbaud/Master_Enseignement/
M1/MMEO4_6.pdf.

31



1748. Ele se referia a funcdo como expressdo analitica composta. Observe-se que a raiz do que
conduz parte significativa das praxeologias nas instituicbes que se dedicam & Matematica
escolar esta nessa forma de conceber o conceito de funcdo proposto por Euler, mas essa
concepcao ndo foi estabelecida do nada, Euler tomou de seu mestre Bernoulli, a espinha dorsal

desse conceito, mas suas obras diferiam especialmente no que tange a abordagem.

Enquanto Johann Bernoulli privilegiava problemas geométricos e mecénicos, Euler
tentava se restringir a analise pura, por isso pouco recorria as figuras geométricas para explicar
as regras do calculo. Foi a partir de Euler que o calculo passou a ser visto como uma teoria das
funcdes, e sua obra, Introductio in analys in infinitorum, inaugura um momento na matematica,
especialmente na anélise matematica, a qual se associava, a partir dai, a ideia de uma ciéncia

geral das variaveis e de suas fun¢bes (ROQUE, 2012)

Apresentamos um recorte da obra Introducédo a analise do infinito, nas duas figuras a
seguir, através das quais Euler apresenta algumas ideias para composi¢do do conceito de
fungdes. N&o utilizamos manuscritos de Euler, mas trechos digitalizados em francés das ideias

originais desse matematico.

Figura 2 — Extrato de Introductio in analys in infinitorum d’Euler (1748)

3. Une quantité variable devient -déterminée ,~lorfquon  lui
attribue une valeur déterminée quelcongue. .
Elle peut donc le devenir d'une infinité de manieres , puifl-
?u’on peut lui fublt.tuer tous Jes nombres imaginables. La
ignification d’une quantité variable ne peutr étre cenlée
¢puiflée , qu'autant qu'on aura congu en f{a place rtoures les
valeurs déterminées. Ainfi une relle quantuté comprend
tous les nombres rant pofitifs que négacits , les nombres
entiers & fractionnaires , ceux qui font rationnels , irrarion-
mels & tranfcendants ; on ne doit pas méme en exclure zéro ,
. nl les nombres imaginaires. : )

4 Une fonct:on de quantité variable eft une expreffion analy-
tique compofee , de quelque mantere que ce foit , de cette mérnie
quantité & de nombres , ou de quantites conflantes.

_ Amfi touce exprellion analytique , qui outre la variable
g contiendra des quantités conitantes , elt une fontion de X
Par exemple, a~ 37; ag—411; ax+b6Vaa—yy;

€t; &c, font des foncl'ons ‘de 7. &

Fonte:http://www.edu.upmc.fr/maths/prive/guilbaud/Master_Enseignement/M1/MMEO4_6.pdf

Dos postulados apresentados nesse extrato, note-se que no 3, por exemplo, Euler refere-
se a caracteristicas das quantidades variaveis, que sdo indeterminadas ou universais e

compreendem todos os valores determinados, reais, como ele exprime no paragrafo seguinte as
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classes desses valores. No postulado 4, explicitamente, utiliza o termo funcdo, ao dizer: “Uma
funcdo de quantidade variavel é uma expressdo analitica composta, no entanto, pode ser da

mesma forma de quantidade de nimeros ou de quantidades constantes” [traducdo nossa].

Por expressdo analitica composta entendam-se as férmulas algébricas que indicam
relacOes entre grandezas variaveis e constantes. Ela pode ser formada pela aplicacdo de finitas
ou infinitas operacdes algébricas de adicdo, subtracdo, multiplicacdo, divisdo, potenciacdo e
radiciacdo (ROQUE, 2012). Mesmo afirmando que essas fungbes podem ser mais bem
compreendidas com o auxilio da expansao em séries infinitas de poténcias, ou por combinacdes
de operacdes algébricas repetidas um numero finito ou infinito de vezes, Euler ndo tentou
reduzir a Matematica a Algebra, mas buscou utilizar essa ferramenta para estender o maximo

possivel a Analise Matematica.

A ideia de expressdo analitica, apresentada por Euler, representou uma ruptura na
epistemologia das fungdes (BALACHEF, 2017). A nocéo de funcdo ndo precisava mais ser
definida fazendo-se referéncia ao campo experimental (fenbmenos naturais e desenhos
mecanicos). Numa analogia a um cabo de guerra entre dois elementos, duas imagens mentais:
a geomeétrica, expressada na forma de uma curva e a algébrica, expressada como uma férmula
(KLEINER, 1989), a evolucdo do conceito de fungdo agregava outros objetos ostensivos para
Ihe representar.

Figura 3 — Extrato de Introductio in analys in infinitorum d’Euler (1748) conceitos 6 e 7

6. La principak d{[ﬁrcmc des ﬁmr’?éoru confiffe dans la
combinaifon de la vanable G des quanuités conflantes , qui les
Sorment.

Elle dépend donc des opérations par lefquelles les quan-
tités peuvent éere compolées & combinées entr'elles. Ces
t;permons fone 1I’Addition & la Souftraction ; la” Multipli-
tation & la Divifion ; I'Elé¢vacion aux Puiflances & I'Extraction
des Racines; a quOl 1l faur 1;ourcr encore la Réfolution
des Equulons QOulre ces oper:mons,qu ‘on appelle al«\bnqucs,
il y en a pluficurs autres <]u ’on nomme tnn[ccndantcs :
comme les e\poncnncl.cs es logari thquucs & d'autres
fans nombre, que le Calcul Intégral fait connoitre.

Dlltm"uons cependant certaines efpeces de fonétions ;
favoir, les Mulnplgs 275 3 X5 ,{,a{,&c & lesPuiflances de g;

comme { 37°5 1731 "5 &c, quantités formées par une
feule. opération, & qui,. commc celles qm réfultent dc la
combinaifon de pluficurs, ne laiffent pas de porter de mc‘mg,
le nom de fontions.

7. Les fonclions fe dzwf ne en a/gcﬁnqua & en tranfcen-
dantes ; les premicres font formées par des opérations algebriques

Fonte: http://www.edu.upmec.fr/maths/prive/guilbaud/Master_Enseignement/M1/MMEO4_6.pdf
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Do extrato acima, ilustrativo da forma particular que pode ter se difundido nas
praxeologias da época, tomamos o postulado 6, em que Euler caracteriza o que diferencia as
funcBes. Nesse caso, as funcbes dependem das operacdes pelas quais as quantidades podem ser
compostas e combinadas entre elas (trad. Nossa). O postulado 7 talvez seja 0 que mais se
aproximou do conceito de funcdo e do processo de algebrizacdo praticado hoje de forma téo
natural. Tal processo indicou uma tentativa da corrente formalista de sintetizar os fendmenos

relativos as outras ciéncias.

Segundo Roque (2012), o termo expressdo analitica ja ndo aparece na obra de Euler,
Institutiones calculi differentialis (Fundamentos do célculo diferencial) de 1975. Ele formula

uma nova definigéo de funcao:

Se certas quantidades dependem de outras quantidades de maneira que, se as outras
mudam, essas quantidades também mudam, entdo temos o habito de chamar essas
quantidades de fun¢des dessas Ultimas. Essa denominacdo € bastante extensa e contém
nela mesma todas as maneiras pelas quais uma quantidade pode ser determinada por
outras. Consequentemente, se x designa uma quantidade variavel, entdo todas as
outras quantidades que dependem de X, de qualquer maneira, ou que sdo determinadas
por x, sdo chamadas funcdes de x. (EULER 1755, p. 4 apud ROQUE, 2012, p. 302).

Era possivel notar a influéncia do problema fisico das cordas vibrantes na concepcéo de
Euler sobre o que deve ser uma fungéo, o que pode ser inferido pela generalidade da definicéo
descrita no fragmento acima.

Ainda que consideremos essa forma de conceituar uma producdo humana, as operacoes
trariam elementos autbnomos que fugiriam ao controle da acdo humana de produzir um saber
(POPPER, 2000). Nesse sentido, a matematica, existindo de forma objetiva, sendo um campo
de verdades objetivas, tinha ferramentas para solucionar os problemas de outras areas do
conhecimento (heranca do platonismo).

A despeito do que se falou sobre o surgimento da palavra funcdo e conceitos que se
aproximavam de nossas atuais Praxeologias Matematicas frente a atividade matematica no
estudo/ensino de conceitos, vejamos o que propunha em termo de definicdo Lejeune Dirichlet
(1805 — 1859), citado em Sierpinska (1992):

[...] Se uma variavel y esta relacionada a uma variavel x de modo que, ao se atribuir
qualquer valor numérico a x, existe uma regra de acordo com a qual um Unico valor
de y é determinado, entdo y é dito ser uma funcdo da varidvel independente x
(SIERPINSKA, 1992, p.46).

Essa definicdo é tdo ampla que dispensa a necessidade de qualquer forma de expressao

analitica a relagdo que h& entre x e y. Essa definicdo acentua a ideia de relacdo entre dois
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conjuntos de nimeros (conceito de funcdo através da linguagem da Teoria de Conjuntos),
dando-se maior énfase a area da algebra abstrata (ROQUE, 2012), denotando o embrido do
modelo epistemoldgico baseado na proposicdo do grupo Boubarki, isso porque, aquela época
tanto a nocdo de conjunto quanto de numero real ainda ndo haviam sido estabelecidos de forma
precisa.

Apontamos, com base em Kleiner (1989), quatro eventos ocorridos no periodo moderno,
que contribuiram para a institucionalizacdo do conceito de funcéo, a saber: a unido da algebra
e da geometria; a introducdo do movimento como problema central na ciéncia
(desenvolvimento em funcdo dos avancos das investigacdes na Fisica); a invencao da algebra
simbdlica (uso de formulas para modelizar os fendmenos); e a invencdo da geometria analitica.

Esses quatro eventos nos levam a conjecturar que a institucionalizacdo do conceito de
funcdo ensinado hoje se deu por conta do surgimento de uma ciéncia que se desenvolvia sob
severas influéncias da matematica — uma ciéncia matematizada (GOMEZ, 2013). A medida que
esSe processo ocorria, e isso passava a se tornar objeto de ensino, a razdo de ser desse conceito
tornava-se cada vez mais implicita. Segundo Kleiner (1989), tal matematizacdo da ciéncia,
sugeria uma visao dinamica e continua da relacdo funcional, em oposicdo a visao estatica no
contexto numeérico discreto sustentado pelos matematicos da idade antiga. No entanto, o efeito
para a Matematica escolar, foi inverso.

O que foi exposto, entdo nos direciona a outras reflexdes, tais como: teria sido, entéo, a
tentativa de tornar o conceito desse objeto matematico (funcédo) o fator principal para difundir
uma ideia de funcao ancorada ao contexto discreto? E o quanto isso influenciou na compreensao
estatica desse objeto em detrimento da compreensdo de relacdo dindmica? A representacdo
grafica desse objeto reforcou ou ainda reforca essa ideia? E se bem representa elementos de um
conjunto discreto, perde-se o carater de dinamicidade da relacdo?

Goméz (2013) destaca que, no século XIX, Dirichlet férmula pela primeira vez o
conceito moderno de fungdo expresso pela equacgdo y = f(x) de uma varidvel independente em
um intervalo a < x < b. Esta € uma definicdo formal, que ndo dizia nenhuma so palavra sobre a
necessidade de dar a funcao por meio de uma formula, sobre todo o dominio de definigdo. Nesse
contexto, Y é uma fungdo de uma varidvel x, definida em um intervalo a<x<b, se a todo valor
da variavel x neste intervalo, corresponde um valor definido da variavel y.

Mas o que ficou institucionalizado na representacdo desse objeto matematico nédo
ostensivo, enquanto saber a ensinar foi a definicdo proposta pelos Boubarki. E a que mais se

aproxima do que se tem exposto nos livros didaticos. Nesse contexto, funcéo é:
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[...] sejam E e F dois conjuntos, distintos ou ndo. Uma relagdo entre uma variavel x
de E e uma variavel y de F é dita uma relacdo funcional emy, ou relacdo funcional de
E em F, se qualquer que seja x E, existe um e somente um elemento y F que esteja
associado a x na relagéo considerada. (MENDES, 1994 apud SA, 2003, p.13).

Observe-se que nem nessa definicdo, nem nas demais apresentadas até aqui, 0S
matematicos citados trazem uma preocupacdo clara do contexto em que se sustentava tal objeto
matematico. Mas, implicitamente, ainda que ndo fosse essa a inten¢do, o caminho seguido no
processo de difusao desses conhecimentos, nas transformacées que sofreu o referido saber para
se tornar um objeto de ensino, o contexto discreto ganhou status de contexto padrdo. Mas
porque esses matematicos ndo tocaram explicitamente nesse problema? Teria ele sido
considerado algo menor frente o estudo dos principais problemas do calculo e ainda diante da
prépria necessidade de definir o objeto que estava por fundamenta-lo? Ou teria o problema
passado despercebido por esses matematicos?

A organizacdo didatica para o ensino do saber em jogo tem chamado a atengdo de
pesquisadores no campo da historiografia. A exemplo disso, temos um questionamento de
Roque (2012):

Em qualquer curso de célculo infinitesimal, a definicdo de derivada é antecedida pela
sentenga: “Seja uma fungdo y = f (x).” Porém, o conceito de funcéo sé foi introduzido
na matematica apds o aprimoramento das técnicas diferenciais efetuado por Leibniz e
Newton. Esse € mais um exemplo de que os contelidos matematicos que aprendemos
ndo séo organizados de modo cronoldgico. Fosse assim, ndo poderiamos aprender
funcBes, no nono ano, sem algumas nogdes basicas sobre derivadas e integrais.
(ROQUE, 2012, p. 274).

A opcdo por uma organizacdo que nao segue a linha cronoldgica, tomada como
tendéncia ao longo da histéria do ensino desse e de outros saberes matematicos, esconde um
importante elemento que tentamos resgatar no MPA, descrito no proximo capitulo. No entanto,
quanto ao que Roque (2012) aponta, um curso organizado de acordo com a ordem cronolégica
das coisas implicaria em retirarmos do curriculo algumas no¢bes que podem ser tratadas de

forma intuitiva, como é o caso do estudo das relagdes e das funcgdes.

Um importante evento, o advento do célculo, fez com que a ciéncia das quantidades,
que antes migrara para a ciéncia das quantidades geométricas, com o estudo das curvas,
passasse a ciéncia das leis de variacdo, inaugurando um novo momento com enriquecimento da
matematica com novos métodos, até que chegassemos ao modelo epistemoldgico proposto pelo

grupo Boubarki.
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Ademais, a consideracdo do que melhor adere ao pensamento do estudante é outro
importante fator na proposicdo de modelo como o que pretendemos aqui. Segundo Roque
(2012) a identificacdo entre funcao e expressao analitica, que fora defendida no século XVIII,
muitas vezes prevalece na mente dos estudantes, mais do que sua definicdo formal, em termos

de conjuntos, proposta no século XIX.

No préximo capitulo, vamos retomar esse problema e a questdo de propor um modelo
praxeoldgico que viabilize o encontro da funcdo quadratica com a parabola, analisando as

condicdes e restricdes dessa acao didatica.

Mas, mesmo sem trazer respostas precisas as questdes colocadas anteriormente,
precisamos observar que, dentre 0s eventos que podem ter contribuido para a
institucionalizacdo do objeto funcdo, aos quais nos referimos anteriormente, parece que dois
deles nédo tiverem aspectos integrados as praxeologias que se consolidaram como oficiais no
modelo epistemoldgico dominante — MED, ao menos no que transparece pelos recortes que
fizemos: a unido da &lgebra e da geometria e a introducéo do movimento como problema central
na ciéncia. Ora, tomemos a fungédo quadratica, objeto que nos ajuda a contextualizar o fendbmeno
IAMI.

O objeto matematico apresentado nos livros didaticos ndo nos conduz a pensar no
contexto em que, supostamente, ocorre a génese desse saber a ensinar (problemas de lugar

geomeétrico, o primeiro evento citado, e o estudo das equacdes quadraticas).

O contexto em que se sustenta, e que é valido de acordo com a epistemologia geral da
Matematica, baseia-se na Teoria dos Conjuntos (modelo epistemoldgico vigente proposto pelo
grupo Boubarki). E ainda que o conjunto no qual esta definida seja um representante do
contexto continuo, o trabalho préatico realizado no seu ensino, por exemplo, 0 de um de seus
ostensivos, € ser construido a partir de elementos de um conjunto do contexto discreto. E talvez
esteja ai a ideia de relacdo estatica passado por esse ostensivo e que seja um dos indicadores do

fendmeno IAMI.

Por outro lado, ndo significa que os outros dois eventos mencionados, tenham deixado
suas marcas de forma positiva nas praxeologias institucionalizadas nas obras didaticas. A
invencdo da Geometria Analitica parece ter acentuado os problemas em torno do estudo das
fungdes, ndo para 0s matematicos, mas para a Matematica a ser ensinada nas instituicdes de

ensino e na algebra escolar, especialmente a algebra das fun¢Ges. Mas h& que se pensar no
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porqué de a Geometria Analitica ainda ser um objeto fortemente presente nos curriculos em

instituicdes brasileiras, enquanto em outros paises a Algebra Linear ocupa lugar de destaque.

O que parece ter melhor aderido as praxeologias relativas ao objeto funcdo foram os
aspectos derivados da invencao da algebra simbélica. E, sem pretender discutir os aspectos
cognitivos, inferimos que a modelizacdo funcional surtiu um efeito reverso nas praticas
matematicas nas instituicGes de ensino, especialmente na Educacdo Basica. O processo de
modelar fendmenos parece ter assumido o carater de construcdo de férmulas que serdo

aplicadas em diferentes fendbmenos.

Ademais, a Historia da Matematica indica que a ideia de fungéo resulta de uma evolucéo
no questionamento sobre fendmenos observaveis (indicios da dialética de perguntas e respostas)
que vao desde o porqué até o como, da causalidade filoséfica a causalidade cientifica. O
fundamento da nocdo de funcdo € o estudo das "leis da variacdo" de certos fenémenos e da

busca por uma modelagem dessas leis (COMIN, 2005).

Ainda segundo Comin (2005), as defini¢es atuais da teoria dos conjuntos ignoram a
dimensdo semantica que o estudo das magnitudes traz. O objeto funcdo tem sua origem no
estudo das relacdes de dependéncia entre duas grandezas, de modo que qualquer variacdo de
uma causa variacdo da outra; entdo qualquer funcdo contém uma forma de ideia variavel, que
parece ter se perdido na consolidacdo das praxeologias matematicas modelos (aquelas
difundidas e utilizadas por diversas comunidades de estudo ao longo do tempo).

Voltando ao modelo epistemoldgico de referéncia para as praxeologias desenvolvidas
atualmente, no que tange ao estudo de funcGes, o que motivou o grupo Boubarki foi o estudo
da Analise, mais especificamente inquietacdes de um dos matematicos do grupo a respeito da
qualidade dos livros didaticos de Anélise (ESQUINCALHA, 2012).

Por conseguinte, a IAMI reflete na cristalizacdo das praxeologias matematicas quando
0s sujeitos estudam o objeto fungdes. Nesse sentido, hd& uma sinalizacdo para uma
recontextualizacdo do ensino da Matematica, que pode ser inspirado na HFC, o que ainda é um
desafio.

O processo de disciplinarizacdo de dominios da Matematica, que pensamos ser algo que
reflete diretamente na relacdo dos sujeitos numa instituicdo com os objetos matematicos, parece
reforcar a dissociagédo entre o saber-fazer e 0 logos nas praxeologias nessa instituicdo. Isso se

coloca, por sua vez, como um fator limitante na proposta de amalgamacao de técnicas, pautadas
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em dominios matematicos diferentes e com uso de objetos ostensivos distintos em tais

Praxeologias Matematicas.

Pensar na amalgamacéo de técnicas ndo € algo recente. Felix Klein, na apresentacdo do
“Programa de Erlanger”, revela, dentre suas concepcdes educacionais, a necessidade de fusédo

e combinagdo de ramos da matemaética aparentemente separados (BRAGA, 2003).

Para o problema didatico apresentado nesse estudo, vislumbramos trazer respostas a
medida que tentamos atenuar a IAMI no caso especifico do estudo/ensino das fungdes
quadraticas. E isso, retomando nossa tese, pode ser feito, desde que nocdes didaticas sejam
integradas ao logos da Praxeologia Matemética numa determinada instituicdo. H& outra questéo
a se considerar: uma primeira e eficiente abordagem para distinguir as diferentes nogdes de
“funcdo”, com o auxilio da historia da matematica é analisa-las primeiro do ponto de vista do
sistema de representacdo que elas implementaram (BALACHEFF & GAUDIN, 2010), ou seja,
sob o espectro tedrico utilizado por nos, olhar para os diferentes objetos ostensivos que surgiram
para representar funcdes e que estdo intimamente ligadas a construgdo das Praxeologias

Matematicas, as quais pretendemos explicitar nesse trabalho.

Existe uma condicdo para isso refletida pelo que move o fazer cientifico, um gesto de
estudo representado pelas perguntas e respostas que um sujeito pode fazer frente um problema.
E, ainda, outra condicdo epistemolégico-didatico, visto que, no caso especifico das funcdes
quadréticas, foram problemas externos a matematica que contribuiram para sua nogao intuitiva.
No ambito institucional, também existe uma condicdo a ser alcangada, isso porgue o curriculo
ndo é engessado, 0 que permitiria, a depender das escolhas didaticas do professor, promover o
ensino do saber seguindo um caminho que vai da curva que representa o0 objeto ao objeto

normalmente representado por ostensivos escriturais na forma algébrica.
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Capitulo 2

Modelo Praxeoldgico Alternativo para o ensino da Funcao quadrética

Neste capitulo, que esta dividido em quatro blocos, primeiro expomos um recorte de um
panorama do tratamento dado ao problema didatico discutido em nossa investigacdo. No
segundo bloco, apresentamos uma discussdo no ambito da problematica ecoldgica e, em
seguida, nossa proposta de infraestrutura didatico-matematica para a experimentacdo de um
Percurso de Estudo e Pesquisa — PEP, que implementa um Modelo Praxeologico Alternativo.
Por fim, no quarto bloco, apresentamos aspectos metodologicos da investigacao, que justificam

caminhos seguidos para proposicdo do MPA.

No panorama do primeiro bloco, a relacdo da fungdo quadratica e os status que a
parabola assume nos tratados didaticos sdo discutidos como forma de auxiliar o delineamento
do nosso objeto de investigacdo, melhor descrito no segundo bloco do capitulo, onde, de fato,
se apresentamos passos seguidos para a construgdo do que denominamos de Modelo
Praxeoldgico Alternativo — MPA. Para elaborar um Modelo Praxeolégico — MP — de um corpo
de conhecimentos, é necessario considerar separadamente as OrganizacGes Matematicas do
Saber, e a Organizacdo Didatica que permitiu o surgimento da Organizacdo Matematica do
referido saber, é preciso ainda compreender qual o modelo praxeolégico dominante - MPD,

vigente.

Desse modo, a revisdo de literatura nos serve tanto para refinar nosso objeto de
investigacao, distinguindo-o do que tem sido feito, no que tange as pesquisas sobre o ensino de
funcBes, quanto para subsidiar esse modelo com nogbes das OrganizacGes Didaticas que

consideramos incluir na proposicéo do referido MPA.

Pensamos esse MPA, advindo de um Modelo Epistemoldgico de Referéncial® (MER),
que, segundo Bessot (2019), permite questionar o real de um ponto de vista epistemoldgico e
identificar fendmenos didaticos, em particular, interpretar o modelo praxeoldgico dominante de

uma instituicdo. O que, em nosso estudo, se dilui neste capitulo e no anterior, quando nos

13 Modelo epistemolégico de referéncia (MER) de um corpo de conhecimento é uma descricéo alternativa desse
corpo de conhecimento elaborado por pesquisadores com o objetivo de questionar e fornecer respostas a fatos
didaticos e praticas problematicas que ocorrem em uma determinada instituicdlo (FLORENSA, BOSCH,
GASCON, 2015).
14 Uma instituicdo | é um dispositivo social, "total", que certamente pode ter pequenas extensdes no espago social
(existem “micro-institui¢des "), mas que permite - e impde - a seus sujeitos, isto €, as pessoas (X) e ocupam
diferentes posi¢Bes(p)ofertadas em I, o envolvimento de maneiras de fazer e pensar proprios — ou seja, as
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detivemos aos aspectos da epistemologia desse saber para discutir o status quo do saber fungéo
quadrética e sua representacdo grafica em seu processo de difuséo nas instituicdes.

O MPA ¢é um modelo que, em sua esséncia, considera os quatro “T” da praxeologia, a
saber: tarefa, técnica, tecnologia e teoria, pensado de forma distinta da normalmente construida
nas instituicGes. Isto é, nesse modelo alternativo, além do conjunto praxeolégico configurado
por dois blocos (saber-fazer e logos), consideram-se as inter-relacfes do espago GAG (técnicas

alicercadas nos dominios geomeétrico, algébrico e grafico).

Objetivamos, no primeiro bloco, mostrar as relacdes do problema didatico descrito no
capitulo anterior, com algumas investigagdes, que abordem a temaética dessa investigacdo em
repositérios de teses e dissertaces nacionais e internacionais. Desse modo, nos interessamos
em responder: qual a forma como a relacdo da funcdo quadratica e os status da pardbola tém
sido tratado nas investigacdes didaticas, especialmente no ambito da Didatica da Matematica?

Como isso tem sido abordado na formacdo de professores?

A metodologia utilizada nesse primeiro bloco foi uma reviséo de literatura, cuja fonte
de pesquisa nacional utilizada foi a Biblioteca Digital Brasileira de Teses e Dissertacdes
(BDTD) do Instituto Brasileiro de Informac6es em Ciéncias e Tecnologia (IBICT), visto que,
nesse banco de dados, temos acesso ndo so aos detalhes bésicos como autor, resumo e ano de
publicacdo, mas ao arquivo da tese ou dissertagdo. No caso de bancos internacionais, a busca
foi no Scopus, via portal de periddicos da Coordenacdo de Aperfeicoamento de Pessoal de Nivel
Superior — CAPES.

Na busca na BDTD, utilizamos operadores l6gicos booleanos (AND, OR, AND NOT)
e, uma vez definidos os operadores que utilizariamos, voltamos nossas atencdes para a
formulacdo dos descritores, ou seja, 0s termos que nos permitiriam levantar os trabalhos cuja
tematica tangenciaria nosso objeto de investigacdo. Utilizamos um recorte temporal que vai de
2002 a 2018. O periodo que compde esse recorte se justifica, por ser o ano de inicio do
funcionamento da BDTD e posterior da divulgacéo da Teoria Antropoldgica do Didatico (1999)
— teoria que se inscreve como quadro teorico dessa investigacéo e que embasa as interpretacdes
e proposicoes feitas no seu desenvolvimento. Ja no condizente ao recorte cronoldgico final de
nossa pesquisa na BDTD (2018), justificamos por ser o ultimo ano referencial mais recente

concluido.

praxeologias. Assim, a classe é uma instituicdo (onde as duas posicfes essenciais séo as do professor e do aluno)
(CHEVALLARD, 2009c, p.2). [tradugdo nossa].
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Os descritores utilizados na pesquisa foram: (i) Ensino de Matemaética*, (ii) Funcdes*,
(iii) Pardbolas*, (iv) Teoria Antropolégica do Didatico, (v) Aprendizagem baseada em
investigacao, (vi) Percurso de Estudo e Pesquisa*, que, combinadas com os operadores 10gicos
booleanos (AND, OR), representam os termos que indicam nosso objeto de investigacdo. O uso
do asterisco (*) nos termos acima representa todos os caracteres possiveis até a ultima letra, o

que nos auxiliou na busca mais fidedigna desses descritores nos trabalhos a serem analisados.

Tomamos as teses e dissertagdes como forma de comparar o que ja foi pesquisado com
0 que propusemos. N0sso interesse centrou-se especialmente em identificar até que ponto a
abordagem do nosso objeto de investigacao era inédito, constituindo-se como outro importante
auxilio para o delineamento da problemaética didatica sobre a qual nos debrugamos, ao mesmo

tempo que nos auxiliou na proposicdo do MPA.

No caso do banco internacional, realizamos a busca no Scopus, utilizando os seguintes
descritores: (i) Math Teaching*, (ii) Functions*, (iii) Parables*, (iv) Anthropological Theory of
Didactics, (v) Research-based learning, (vi) Study and research path*, também combinadas
com os operadores logicos booleanos (AND, OR). Mantivemos, também, o mesmo recorte

temporal para a selecdo de trabalhos.

Uma das principais conclusdes da analise realizada consiste na constatacdo de que
existem lacunas no que se refere a estudos quanto a integracdo de nocgdes didaticas nas
Praxeologias Matematicas, especialmente no bloco do logos. E, nesse ponto, a proposta do

MPA apresentado nessa investigacdo, traz caracteristicas pertinentes a referida construcéo.

2.1 A relagdo entre o grafico da funcdo quadratica e os status da parabola nas

investigacGes em Educacdo Matematica

A combinacao dos descritores supracitados com os operadores AND e OR, nos permitiu
encontrar, no banco de dados da BDTD, um volume total de 93 teses e 230 dissertacOes
defendidas entre 2002 e 2018. O numero de trabalhos analisados cai para 10, no que tange ao
descritor ensino de fungdes, e um (01) trabalho cujo quadro tedrico é a Teoria Antropoldgica
do Didéatico (CHEVALLARD, 1999).

Os descritores (i) e (ii) foram os que nos deram maior retorno de dissertacdes e teses.

Dai podermos inferir a importancia dada ao ensino das fungdes continuas de dominios reais
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desse tipo e as possiveis identificagdes de problematicas em torno do ensino dessas funcées. A
tabela a seguir nos da4 um panorama da quantidade de teses e dissertacdes encontradas e suas

contribuicdes para a pesquisa, considerando todos os descritores.

Tabela 1 — Teses e dissertacGes identificadas quanto aos descritores

Descritores Teses/Dissertacoes

(i) Ensino de funcdes quadraticas 07/67

(ii) Ensino de Matematica AND funces 128/613

(iii) Didatica da Matematica AND ensino de fungdes 50/254

(iv) Ensino de gréafico de funcdes polinomiais 02/23

(v) Percurso de Estudo e Pesquisa PEP 00/03

(vi) Percurso de Estudo e Pesquisa AND ensino de fungdes 00/00
Total 187/893

Fonte: Banco de dados da BDTD (2018)

A pesquisa com descritor Parabola, previamente testado, ndo retornou resultados no
contexto do Ensino da Matematica, mas em pesquisas de matematica aplicada, fugindo do nosso
foco. Os demais descritores nos permitiram delinear nosso objeto de investigagdo em termos
do que poderia trazer como respostas quanto a problematica do ensino e aprendizagem das
funcBes, mas, especialmente, sinalizando que a inclusdo de nogGes didaticas no logos das
Praxeologias Matematicas no estudo/ensino de fun¢des ainda é uma lacuna na literatura, posto

da forma como apresentamos aqui.

Os trabalhos, de modo geral, apresentam uma problematica didatica de investigacdo que
se refere as dificuldades dos estudantes na compreensdo do conceito de funcdo e dos tipos
especificos de funcdes. Nesse aspecto, nosso estudo assume como postulado que essas supostas
dificuldades devem estar ligadas aos tipos de tarefas propostas. Isso ndo aparece de forma
explicita, nos trabalhos analisados, mas, a medida que sdo propostas formas alternativas para o
ensino de fungdes, intuitivamente, essas investiga¢des coadunam com o postulado mencionado

acima.

Nessas investigacdes levantadas, 0s objetos de investigacdo sdo os mais diversos, mas,
especialmente no caso do descritor Fungdo quadratica, ele retomou investigagbes que tratam de
experimentacdes no Ensino Médio. A problematica nos parece possibilistica como a nossa, mas
ndo séo pesquisas que realizam as discussoes a luz da Teoria Antropologica do Didatico. Nesse
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interim, os softwares surgem nesses trabalhos como possiveis colaboradores de novas préticas

matematicas no estudo ou ensino das funcdes.

Nesses estudos, ha uma preocupacdo com a representacdo grafica da Funcao quadratica,
mas nao podemos afirmar que implicitamente a questdo da construcdo do pensamento

variacional tenha sido mobilizada dentre as inquietacGes para realizagéo desses estudos.

Como jé foi dito anteriormente, ndo h& uma preocupacéo explicita que reflita na nossa
tese, ou seja, ndo houve, nos relatos dessas pesquisas analisadas, indicacdo da tentativa de
integrar qualquer nocdo extra matematica no logos (bloco do saber) da Praxeologia Matematica
no estudo da Funcdo quadratica e sua representacdo grafica ou mesmo o duplo status da

parébola.

Nessas pesquisas (dissertacdes ou teses), identificamos duas categorias notaveis de
objetos de investigacéao (Coi), ambas consideradas na proposi¢éo do nosso Modelo Praxeologico
Alternativo e que tomamos como variaveis dependentes nas nossas analises. As categorias sdo:
Coiy implicagdes do uso de tecnologias e/ou softwares no processo de ensino-aprendizagem;
Coi2 — da experimentacdo de sequéncias didaticas para o ensino ou aprendizagem de funcdes,

sintetizadas no quadro 1, a seguir.

Quadro 1 — Trabalhos inscritos nas categorias Coil € Coi2 —
objeto de investigagédo funcGes e seu ensino

AUTOR/ANO TITULO OBJETIVO GERAL
A inserc¢do do software Kmplot na Ampliar a compreensdo dos conceitos
Melo (2013) aprendizagem de fungdes afim e abordados em sala de aula respondendo
quadratica. a questdo: quais as contribuicBes do

software Kmplot para as aulas de
matematica num grupo de ensino

médio?
Apontar uma ligagdo direta entre
Costa (2018) Programacao no auxilio da resolucdo | resolucdo de situagdes-problema e
de situacGes-problema e uma programagdo, e abordar, de forma
abordagem para o ensino de funcdes interativa e atraente, uma maneira de
afim e quadratica. adquirir as habilidades necessérias

nessas duas areas.

Func®es quadraticas e suas aplicacdes | Colaborar, de forma contextualizada,
Canella (2016) no primeiro ano do ensino médio. com o estudo das funcdes quadraticas
desde sua parte histdrica, passando
pelas equacgBes quadraticas, inequacgdes
quadraticas, sua representacdo gréfica,
sua caracterizacdo, contextualizacdo
através de problemas, resgatando a
construcdo da pardbola com régua e
compasso e de forma atual utilizando o
Geogebra.
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Um estudo sobre as funcBes afim e

Apresentar uma maneira diferenciada

Freitas (2016) quadratica e métodos algébricos e de apresentar os contetdos dando énfase
geométricos para solugdes de equacdes | aos métodos algébrico e geométrico.
de 1° e 2° graus.
Projeto canhdo: o ensino de funcGes Apresentar o desenvolvimento e a
Cance (2015) Quadraticas com o auxilio do software | implementacdo de uma sequéncia
Geogebra. didatica a fim de motivar e ensinar os
alunos do Ensino Médio o tema funcgdes
quadraticas.
Modelagem por meio de funcbes Propor uma abordagem diferenciada
Soares (2014) elementares. para 0 ensino das funcdes elementares
no contexto do ensino médio,
preocupando-se com a compreensdo dos
conceitos, definicGes e caracterizacdes
das funcBes elementares.
Anélise da fungdo quadrética, com Usar a tecnologia como elemento
Xavier (2016) énfase em seus coeficientes, via motivador do processo de
Geogebra. ensino/aprendizagem, na abordagem do
tema FuncBes Quadraticas, na primeira
série do Ensino Médio.
Funcdes Quadraticas, Apresentar a funcdo quadratica em uma
Meneses (2014) Contextualizacéo, nova perspectiva grafica.

Anélise Grafica e Aplicagdes.

Machado Meneses (2014)

Representa¢Ges mobilizadas nas turmas
de 1° ano do Colégio de Aplicacdo da
Universidade Federal de Sergipe no
ensino de funcéo afim e quadratica.

Analisar as representagdes matematicas
mobilizadas pelos alunos do 1° ano do
Ensino Médio do Colégio de Aplicacdo
da Universidade Federal de Sergipe
(CODAP/UFS) durante o ensino de
funco afim e quadratica.

Fonte: Autor (2018).

Analisamos mais de perto os trabalhos que estdo inscritos nas categorias elencadas no

quadro acima e que tangenciam a tematica a qual atacamos, precisamos destacar, ainda, que
ndo ha uma indicacdo explicita de que esses estudos constroem uma problemética em torno de
algum fenémeno didatico. Essas pesquisas sdo de carater predominantemente exploratério,
visto que ndo tratam de fendmenos e, por esse motivo, ndo se propdem a explicar fenbmenos

educacionais.

H& um esforco grande em mostrar que o ensino de funcdes, sobretudo na Educacao
Basica, é ressignificado pela utilizacdo de softwares de geometria dindmica, programacéo e
outros softwares, em especial o Geogebra. Em outras palavras, estes estudos apostam e mostram
resultados que apontam para alteragdes significativas nas Praxeologias Matematicas dos
estudantes e professores quando estes utilizam o Geogebra ou outro software (MELO, 2013;
MENEZES, 2014; CANCE, 2015; COSTA, 2018).

Aquelas investigacdes que tratam das FungBes quadraticas em seu objeto de

investigacdo, ndo discutem os status da pardbola. Talvez porque os pesquisadores, em suas
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dissertagdes e teses, ndo tenham percebido um problema em torno dessa questdo, mas tenham
concentrado a atengdo nos aspectos cognitivos, abordando as dificuldades dos estudantes. Nas
questdes epistemologicas, apesar de ndo serem discutidas tdo claramente, percebemos uma
preocupacdo com a descricdo de aspectos da historia das fungdes. No que tange a representacao
grafica, Medeiros (2018) prop6s, na investigacdo realizada no Ensino Médio, uma sequéncia
didatica que explorou as justificativas formais para a parébola ser a representacdo grafica da

Funcéo quadratica.

Machado Menezes (2014), por sua vez, também discutiu a problematica da
representacdo gréfica da funcdo quadratica, partindo dos aspectos histdricos dessa funcdo, e a
parébola como grafico da mesma. Seu objeto de investigagdo ndo estava em torno da integracdo

de qualquer nocao didatica na Praxeologia Matematica de participantes da experimentacao.

Retomamos as questdes que orientam essa parte da analise. Primeiro, para responder de
qual forma a relagdo da funcdo quadrética e os status da pardbola tém sido tratado nas
investigacBes didaticas, especialmente no ambito da Didatica da Matematica. Ndo foram
levantados trabalhos inscritos na Didatica da Matematica que abordem especificamente a
referida relacdo. Apesar de proporem intervengdes didaticas, como ja apontamos, os trabalhos
ndo se ocupam em discutir um fendmeno didatico, caracterizando-o antes de propor uma

realizacdo didatica.

Quanto a abordagem dessa probleméatica na formacdo docente, também ndo sdo
encontrados trabalhos que discutam formacéo e ensino de funcGes quadraticas a partir do duplo

status da parabola.

Desse modo, salientamos que, ainda que nosso trabalho proponha a experimentagéo de
tarefas para entdo analisar as possiveis reconstrucfes das praxeologias, o que é feito de forma
implicita em algumas das investigacdes levantadas na revisao de literatura, ndo ha uma tentativa
similar de integrar aquilo que ndo é matematico no bloco tecnolédgico-tedrico intrinseco a
Matematica, pois se refere a um conjunto de discursos que justificam o que se faz sobre os

saberes matematicos (as técnicas para resolucdo de tarefas matematicas).

Ademais, combinando os descritores, também ndo localizamos pesquisas sobre tarefas
de investigacdo (que alicercam modelos de aprendizagem embasados em investiga¢do). Essa
busca visava identificar implicagdes numa possivel alteracdo da visao de relagéo estatica da
noc¢éo das fungdes de modo geral. Uma possivel consequéncia disso devem ser 0s equivocos na

concepgdo de que as fungdes sdo constituidas em conjuntos discretos, nogdo levada das tabelas
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(fungdes tabuladas) para as representacdes graficas, que, em Ultima instancia, caracteriza

lacunas na estruturacdo do pensamento variacional.

A busca no Scopus néo retomou trabalhos com os descritores quando combinados com
os operadores logicos. Tentando incluir outro descritor que levasse a ideia da relagdo entre a
Geometria Analitica— GA — e 0s objetos fungdes e parabola, também néo foi possivel identificar
trabalhos que discutissem ou que tangenciassem 0 objeto dessa investiga¢do. Isso nos conduz
a refletir, por exemplo, sobre os motivos pelos quais tal objeto ndo tem sido foco de interesse
em estudos fora do Brasil. Seria o fato de ndo fazer sentido pensar e investigar o ensino dos
objetos que integram a GA? Isso se daria particularmente pela auséncia de programas de cursos
das areas das ciéncias exatas e da natureza, por ndo investirem nesse campo, mas, ao contrario,
realizar o estudo de objetos matematicos que integram a Algebra Linear? No entanto, nos
detivemos ao que esta prescrito nos programas brasileiros e, por esta razédo, a investigacdo toma

como hase a GA.

2.1.1 Percurso de Estudo e Pesquisa e a formacao de professores

Nesse ponto do nosso trabalho, apresentamos pesquisas no contexto internacional que
abordam especificamente o PEP e o0 ensino de Matematica. N&o se tratou de uma revisdo de
literatura, mas uma consulta as Gltimas Atas do Congresso Internacional da TAD — CITAD.
Elas tratam das principais questdes dessa teoria e discutem a experimentacdo de dispositivos

didaticos em diferentes niveis de escolaridade.

Aqui no Brasil, podemos destacar também alguns estudos que tratam do PEP, desde que
ndo sejam utilizados os descritores ensino de fungdes ou de funcBes quadraticas, como a tese
de Silva (2016), sobre grandezas e medidas, € a de Santos Janior (2017), sobre juros simples e
compostos, ou PEP na formacéo de professores no ensino e estudo das fragdes (CARVALHO,
2015), de poténcias com mediacéo da calculadora padrdo (SOUZA, 2015), construtos didaticos
no ensino de operacOes aritméticas basicas (SILVA, 2017), e objeto matematico area na

bagagem praxeoldgica dos professores (LESSA, 2017).

As teses de Silva (2016), Santos Janior (2017) e Matos (2017) sdo alguns dos trabalhos
que abordam o contexto do ensino de Matematica aqui no Brasil, e constituem importantes

trabalhos, no que tange a teorizacdo do Percurso de Estudo e Pesquisa, desenvolvidos em
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programas de pds-graduacao, de onde se podem tirar algumas considerac6es sobre as condi¢des
e restricbes do uso do PEP tanto como dispositivo didatico quanto como praxeologia de

pesquisa em Didatica da Matematica.

O objetivo de Silva (2016) foi identificar as relacfes institucionais esperadas e
existentes para 0 ensino e a aprendizagem das nogdes de area, de perimetro e suas relagdes.
Silva Visava verificar como estudantes do curso técnico em Edificagfes, utilizavam esses
conhecimentos em tarefas contextualizadas quando trabalham em situac6es adidaticas do seu
dominio de conhecimento. A abordagem metodoldgica constituiu-se de uma Engenharia do
Percurso de Estudo e Pesquisa e, apesar de o foco ser a aprendizagem dos estudantes, trouxe
reflexdes sobre a formacgdo docente no que tange ao sentido social e profissional que estes

possam dar aos objetos matematicos em jogo.

Em sua tese, Santos Juanior (2017) objetivou elaborar, propor e analisar atividades
baseadas num Percurso de Estudo e Pesquisa, que se relacionavam as necessidades dos
profissionais dos cursos superiores de tecnologia, especificamente da gestdo e negocios, no
ensino dos objetos do saber juros simples e compostos. Na pesquisa inscrita na TAD, primeiro,
0 autor realizou estudo da ecologia dos setores juros simples e compostos nas instituicbes
consideradas e, depois, a analise das experimentacfes da organizacdo didatica materializada
por um PEP.

Ja o trabalho de Matos (2017) apresenta duas questbes de pesquisa, a saber: que
caracteristicas apresentam as organiza¢Ges matematica e didatica assumidas como praxeologias
institucionais, referentes ao ensino de Algebra Linear; e que condi¢Bes podemos instaurar em
instituicdo superior para fazer viver certas organizacbes matematicas e didaticas com
caracteristicas especificas? Para responder as questdes, propde um modelo epistemoldgico de
referéncia, constituido de um sistema de tarefas, considerando um estudo historico-
epistemoldgico em obras originais, além da proposi¢do de um PEP experimentado num curso

de Matematica.

As quatro dissertacdes supracitadas, utilizam como método de construcdo de dados uma
modalidade de engenharia didatica de segunda geracdo (PERRIN-GLORIAN, 2009). Trata-se
de uma variacdo da referida engenharia, denominada de Engenharia do Percurso de Estudo e
Pesquisa (BOSCH, 2010). Os trabalhos de Carvalho (2015) e Souza (2015) utilizaram o PEP
na perspectiva de dispositivo didatico para formacdo de professores como dispositivo de
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pesquisa. Ambos utilizaram um método hibrido que combinou principais elementos da

engenharia didatica classica (ARTIGUE, 1988) e os aspectos do dispositivo investigativo PEP.

Souza (2015) desenvolveu o PEP para construir uma proposta de utilizacdo da
calculadora enquanto um instrumento integrado a construcao do conceito de poténcia por meio
de situaces didaticas no 6° ano do Ensino Fundamental, estudo realizado com trés docentes.
Ja Carvalho (2015) utilizou o PEP como forma de integrar, nas escolhas didaticas dos
professores participantes do estudo, elementos da criacdo e resolucdo de problemas
matematicos, chegando a conclusdo de que nédo seria necessaria esta distingcdo entre 0 processo
de criacéo e resolucdo, estando estes amparados teoricamente de forma dissociada na Teoria
das SituacGes Didaticas.

Os trabalhos de Silva (2017) e Lessa (2017), que também utilizam a no¢do de PEP
enquanto dispositivo didatico, apontam para a dupla funcdo desse modelo epistemoldgico de
referéncia para pesquisas no ambito da TAD. A pesquisa de Silva, teve como objetivo geral
analisar os resultados da integracdo de Construtos Didaticos a pratica dos professores no
trabalho com as Operac6es Aritméticas Basicas. A investigacdo esteve vinculada teoricamente
principalmente as Teorias das Situa¢bes Didaticas (BROUSSEAU, 1986) e Antropoldgica do
Didatico (CHEVALLARD, 1999). A autora utiliza o termo Malamatica, cunhado por ela, para
fazer alusdo a uma mala que transporta elementos capazes de auxiliar a construcdo dos
Percursos de Estudo e Pesquisa (PEP), no intuito de contribuir com a préatica de professores de

Matematica na tarefa de ensinar operagdes aritméticas basicas.

Lessa (2017) por sua vez, objetivou contribuir com o processo de formacdo docente a
partir da construgdo desse Modelo Epistemoldgico de Referéncia, considerando as
incompletudes do trabalho institucional relativo ao objeto matematico Area, bem como a
tentativa de integrar elementos deste modelo na bagagem praxeoldgica de professores de

matematica do 6° ano do ensino fundamental.

As investigacfes no ambito internacional, especialmente aquelas que integram estudos
sobre a TAD, tém apontado, de modo geral, para uma necessidade de se apoiar na ideia central
de que, ao analisar a matematica ensinada nas instituicdes, se apoiam em uma maneira particular
de interpretar as matematicas (modelo epistemolégico), intimamente ligada & concepg¢éo do que
é ensinar ou estudar matematica em cada tradicdo cultural, instituicdo, ou seja, em cada
momento historico — modelo didatico (BOSCH & GASCON, 2007). Os trabalhos abaixo

sinalizados séo sinteses de pesquisas que compdem as atas de edi¢bes diferentes do Congresso
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Internacional da TAD — CITAD. Esses trabalhos tém aparecido em estudos brasileiros como

referéncias para proposi¢éo de PEP ou atividades de estudo e pesquisa.

Sierra (2006) prop6e um PEP para o estudo das matematicas no Ensino Béasico espanhol,
no que tange ao sistema de numeracdo. Ruiz-Olarria (2016), investigando as condicOes e
restricOes inerentes ao projeto de modelizacdo funcional, investiga a funcdo do PEP no ensino
de Algebra no secundario. O estudo de Licera (2017), utiliza o PEP para o ensino de niimeros
reais no ensino secundario. Dois outros trabalhos mantém o foco no processo de modelizacéo
funcional, é o caso de Barquero, Bosch & Romo (2015), que se questionam sobre a forma de
ensinar modelagem no ensino secundario e universitario, e Florensa (2016), cuja inquietacéo se

revela pela questdo: como ensinar modelagem no ensino universitario da engenharia?

Um numero significativo de trabalhos, especialmente na Espanha, tem sido amparados
pelo projeto que investiga o processo de modelizacdo funcional tanto no ensino secundario
quanto no superior. Esse grupo tem experimentado o PEP em duas de suas dimensdes: a de

organizacao didatica e a de dispositivo de investigacdo, ou seja, enquanto Engenharia do PEP.

Esses trabalhos nos servem, de modo geral, como inspiracdo para o planejamento de
uma infraestrutura didatico-matematica do modelo praxeoldgico que descreveremos na

préxima secao deste capitulo.

2.2 Problematica ecoldgica e algumas analises

Falamos, ao longo do trabalho, algumas vezes, sobre as condicGes e restricdes
institucionais para implementacdo do MPA. No entanto, ainda ndo tinhamos realizado uma
analise na dimensdo ecoldgica, ou seja, uma discussdo sobre a reais condi¢cBes para sua
implementacdo nao tinha sido feita de acordo com analise de programas dos componentes onde

0 saber apresenta-se no ensino superior, como seu local e funcdo no Ensino Médio.

N&o é nosso objeto analisar aspectos da transicdo do Ensino Médio para o Ensino
Superior no que se refere ao ensino e/ou estudo de fungdes de dominio real. Mas é necessario
falar especialmente sobre a inten¢do do ensino desse saber no Ensino Médio, como forma de
compreender as condicOes de implementacdo de formas alternativas para seu estudo no Ensino
Superior, na formacdo docente. Além disso, nossa tese de integracdo de nogOes didaticas no

logos da Praxeologia Matematica de futuros professores pode implicar em reconstrucdo de
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praxeologias na Educacdo Bésica, especificamente, na forma como se faz a mediacao do saber

funcgéo quadrética.

Por essas razdes, apresentamos em duas partes uma analise da dimenséo ecoldgica do
problema didatico, respondendo a pergunta: quais restricdes epistemoldgica e institucional se
colocam frente um MPA que visa partir de elementos da geometria e da andlise real, como se
deu a constituicdo do saber funcao quadratica e de sua transformacgéo em objeto de ensino?

Essa questdo norteia a analise ecoldgica, pois mantém nosso foco no que pode impedir
que o MPA se mantenha vivo numa instituicdo, principalmente no que se refere ao prescrito

nos programas de ensino.

Desse modo, comecamos pelo Ensino Médio, trazendo um recorte da Base Nacional
Comum Curricular — BNCC (BRASIL, 2018). Olhando especificamente para a Matematica
nesse nivel de ensino, logo identificamos que o objeto do saber em estudo nao se localiza num
unico campo da matematica. Na BNCC para o Ensino Fundamental, encontramos as grandes
areas da Matematica, didaticamente distribuidas em cinco unidades teméticas, a saber:
nameros; algebra; grandezas e medidas; geometria e probabilidade; e estatistica, 0 que néo

ocorre na secdo destinada ao Ensino Médio.

Os objetos do conhecimento aparecem descritos nessas unidades tematicas, bem como
as habilidades especificas. Nessa estrutura, os objetos do conhecimento aparecem nos trés anos
do Ensino Médio, modificando-se a abordagem. Preza-se pela conexdo entre as grandes areas
da Matematica, bem como entre outras areas do conhecimento. Entretanto, no Ensino Médio,
tomando como pressupostos essa organizacdo do Ensino Fundamental e as possiveis
aprendizagens construidas nessa fase de escolaridade, os saberes aparecem de acordo com 0s
tipos de competéncias especificas e habilidades a serem desenvolvidas formando um todo

conectado, ndo importando a ordem em que serdo trabalhadas.

Do ponto de vista mais geral, para Matematica e suas tecnologias, no Ensino Médio,

espera-se dos estudantes, nessa etapa de escolaridade,

[...] desenvolver habilidades relativas aos processos de investigacdo, de construgéo de
modelos e de resolucdo de problemas. Para tanto, eles devem mobilizar seu modo
préprio de raciocinar, representar, comunicar, argumentar e, com base em discussfes
e validagcBes conjuntas, aprender conceitos e desenvolver representacbes e
procedimentos cada vez mais sofisticados. (BRASIL, 2018, p.529).
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Além de raciocinar (investigar, explicar e justificar solucBes), em interacdo com

colegas e professor, representar (evocar diferentes objetos ndo ostensivos que representam os

saberes matematicos estudados), comunicar (justificar suas realizacbes matematicas) e

argumentar (formular e testar conjecturas e apresentar justificativas para a solucbes de

problemas).

A seguir mostramos, no quadro 2, uma sintese do objeto do conhecimento funcéo

quadratica, relacionando-o as competéncias especificas e habilidades a serem desenvolvidas,

sendo que o local (ano) onde mantém sua vida institucional ndo é pre-definido por este

documento de referéncia.

Quadro 2 — Competéncias e habilidades relativas a funcdo quadratica

Competéncia especifica

Habilidades

3. Utilizar estratégias, conceitos,
definicbes e  procedimentos
matematicos para interpretar,
construir modelos e resolver
problemas em diversos
contextos, analisando a
plausibilidade dos resultados e a
adequacéo das solucbes
propostas, de modo a construir
argumentacao consistente.

(EM13MAT302) construir modelos empregando as funcbes polinomiais
de 1° ou 2° graus, para resolver problemas em contextos diversos, com ou
sem apoio de tecnologias digitais.

4. Compreender e utilizar, com

flexibilidade e precisao,
diferentes registros de
representacédo Matematicos
(algébrico, geométrico,
estatistico, computacional etc.),
na busca de solucdo e

comunicacdo de resultados de
problemas.

(EM13MAT402) converter representacdes algébricas de funcgdes
polinomiais de 2° grau em representagdes geométricas no plano
cartesiano, distinguindo os casos nos quais uma varidvel for diretamente
proporcional ao quadrado da outra, recorrendo ou ndo a softwares ou
aplicativos de algebra e geometria dindmica, entre outros materiais.

5. Investigar e estabelecer

conjecturas a respeito de
diferentes conceitos e
propriedades Matematicas,
empregando  estratégias e

recursos, como observacdo de
padrdes, Experimentacbes e
diferentes tecnologias,
identificando a necessidade, ou
ndo, de uma demonstracdo cada
vez mais formal na validagéo das
referidas conjecturas.

(EM13MAT502) Investigar relagdes entre nimeros expressos em tabelas
para representé-los no plano cartesiano, identificando padrdes e criando
conjecturas para generalizar e expressar algebricamente essa
generalizacdo, reconhecendo quando essa representacdo é de funcéo
polinomial de 2° grau do tipo y = ax2.

(EM13MAT503) Investigar pontos de maximo ou de minimo de fungdes
guadraticas em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira
ou Cinematica, entre outros, com apoio de tecnologias digitais.

(EM13MAT506) Representar graficamente a variacdo da &rea e do
perimetro deum poligono regular quando os comprimentos de seus lados
variam, analisando e classificando as fun¢fes envolvidas.

Fonte: Elaborado pelo autor, com informagdes extraidas da BNCC (2018).
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Da competéncia especifica 3, destacamos a habilidade que trata da construcdo de
modelos que representem funcgBes polinomiais de 1° e 2° graus. Essa é uma habilidade
intimamente ligada a proposta que implementamos no MPA com futuros professores de
Matematica. Uma questdo geratriz do PEP evoca, a partir da proposicdo de outras questdes
(formando uma familia de questdes Q), a explicitacdo de modelos que representem o objeto ndo
ostensivo (a funcdo quadratica e sua relagdo com os objetos ostensivos) intencdo de ensino em
nosso MPA. Falamos entdo que em termos de proposta do dispositivo didatico utilizado, as
condicdes institucionais sdo claras. Faz-se necessario, verificar as condi¢bes epistemoldgicas,

ou seja, 0 caminho da evolucdo do saber pode ser experimentado no contexto do Ensino Médio?

As habilidades vinculadas a competéncia especifica 4 do quadro acima tratam da
utilizacdo das diferentes representacbes de um mesmo objeto matematico na resolucdo de
problemas aos quais temos nos referido nos diferentes ostensivos que representam os saberes.
Analisar as praxeologias na perspectiva do ostensivos utilizados permite conhecer melhor
aspectos da atividade matematica do sujeito. A estimulagdo do uso de diferentes ostensivos tém

potencial para ampliar o repertorio de aprendizagens dos conceitos matematicos.

Para tal competéncia identificamos uma habilidade (EM13MAT402), que faz mencéo a
passagem de um campo a outro, mas, ndo explicitamente, indica uma brecha para discusséo do
duplo status da parabola. Isso implica dizer que a op¢édo didatica de percorrer o caminho da
evolucdo da nogdo de funcdo quadratica, partindo dos problemas de lugar geométrico até a
nocdo de grafico da referida funcdo, ndo tem uma proibi¢do, mas também pode nédo ter um
amparo mediante analise desse documento de referéncia. O fato de ndo haver uma indicacao
explicita ndo significa necessariamente uma restricdo institucional, haja vista que 40% do
curriculo deve atender a questes que atendam aos anseios locais/regionais da rede de ensino.
Entretanto, as condi¢des para realizacdo de um trabalho nesse modelo praxeol6gico pode ndo

emergir das préaticas docentes.

Por sua vez, a competéncia 5, pressupde, em caso de seu desenvolvimento, habilidades
voltadas a capacidade de o estudante investigar e formular explicagdes para os problemas que
Ihe sdo propostos. Tais explicagOes e argumentos podem emergir de um processo indutivo, no
entanto, faz-se necessaria uma vivéncia do método dedutivo, que evoca argumentos mais
formais acompanhados de demonstracdo. A experimentacdo de situacdes que mobilizem o
raciocinio hipotético-dedutivo pode ter colaboracéo, por exemplo, de Percursos de Estudo e
Pesquisa, como no caso da habilidade (EM13MAT503) Investigar pontos de maximo ou de

minimo de fung¢Bes quadréaticas em contextos envolvendo superficies, Matematica Financeira
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ou Cinemética, entre outros, com apoio de tecnologias digitais. A questdo Qo do PEP,
experimentado com futuros professores, vincula-se a essa habilidade. Poderia, com algumas

alteracdes, ser implementado no Ensino Médio.

Na formacdo docente, no contexto dessa investigacdo, tomamos dois componentes
curriculares: CET0059 (Elementos de Matematica) e CET0064 (Ensino de Matematica:
Funcdes) que tem o primeiro como pré-requisito. Explicitamente, os programas desses
componentes ndo apontam para 0 caminho proposto no nosso MPA e, por esse motivo, 0
chamamos de modelo alternativo, e mantemos nosso foco na integracdo de noc¢des didaticas
que podem auxiliar na reconstrucéo das praxeologias advindas da experimentacdo de um PEP.
Isso é viabilizado pela mobilizacdo de tarefas didaticas como a de verificar uma assertiva e

controlar os resultados (ARTAUD, 2019), relativa a dialética de midias e meios.

No CETO0059, as funcbes aparecem como objetos de ensino, que serdo ferramentas em
outras disciplinas do eixo de formagcdo matemaética, a exemplo dos célculos. No caso do
CETO0064, tomam-se as funcdes como objeto para discussao sobre seu ensino na Educacéo
Basica. Existe ai uma condicdo para a proposicdo do modelo praxeoldgico alternativo em
discussdo. Aqui podemos falar de tipos de tarefas didaticas incluidas nas Praxeologias que ndo
sdo especificas da Matematica (ARTAUD, 2019). Em sua ementa, 0s aspectos epistemoldgicos
e didaticos sdo articulados, sendo a condicao institucional basica para a proposi¢éo do referido
MPA, partindo de elementos como a ordem cronolégica da participacdo de outros objetos

matematicos que corroboraram com o surgimento da no¢do da funcéo quadratica.

Apresentamos, a seguir, recorte dos ementarios dos dois componentes respectivamente

nas figuras X e Y.

Figura 4 — Ementario do componente CET0059

DADOS DO COMPONENTE CURRICULAR
Codigo: Nome do Componente Curricular Semestre.
de oferta:

CET0059 ELEMENTOS DE MATEMATICA 1°

Carga Hordria (hora aula) Modulo: Natureza: Pre-Requisito:

Teo Prat Est Total Tedrico | Pratico | Estagio . .

90 90 45 Obrigatorio

EMENTA:

Nocdes de conjuntos. Conjuntos Numeéricos. Funcgoes: Fungao polinomial, racional, modular,
trigonomeétrica, exponencial, logaritmica e hiperbdlica.
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Fonte: Extraido do PPC do curso de Licenciatura em Matematica da UFOB (2018).

Numa perspectiva ecoldgica, esse € o lugar em que o saber funcdo quadratica, como
uma das funcBes polinomiais, aparece com status de objeto matematico a ser ensinado.
Enguanto um saber estruturante para o calculo que seré estudado ao longo do curso, as fungdes
sdo oficialmente apresentadas de modo a suprir algumas lacunas advindas do Ensino Médio,
dentre as quais estd a discussdo do contexto em que se inscreve o dominio dessas funcdes

(continuo ou discreto).

O CETO0059, é ofertado no primeiro semestre de curso, pela matriz curricular dessa
instituicdo, ndo € um componente que tem como objetivo pensar o ensino dos objetos que
constam no curriculo da Educacdo Baésica. Sua finalidade é instrumentalizar os futuros
professores para utilizacdo das funcdes no Calculo Diferencial e Integral, bem como em outros
componentes do curso. Os estudantes sé terdo contato com a Geometria Analitica no periodo

seguinte.

A integracdo de nocgdes didaticas a partir do seu estudo, quando ocorre, é de forma
intuitiva, a partir da confrontacdo de praxeologias comuns no Ensino Médio, com ferramentas
matematicas cristalizadas, com novas Praxeologias Matematicas, que ja possuem, no bloco do
logos, elementos mais consistentes, mas que, dependendo da abordagem didéatica dada a esse
componente, ainda ndo permitem mitigar a dissociacdo entre o saber-fazer e o saber (preditor

do fenbmeno da incompletude da atividade matematica institucional).

No figura a seguir localizamos outro local onde o objeto Fungédo tem vida na instituicao
Formac&o inicial docente em Matematica.

Figura 5 — Ementario do componente CET 0064
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DADOS DO COMPONENTE CURRICULAR
Cadigo: Nome do Componente Curricular 2:”;?;:{:.

CET0064 ENSINO DE MATEMATICA: FUN(}()ES 4°
Carga Hordria (hora aula) Médulo: Natureza: Pré-Requisito:
Teo Prat Est Total Tedrico Pratico Estagio CETO019 +

90 a0 12 Obrigatério Educag_ﬁo
Matematica Il

EMENTA:

Articulagdo entre os conteldos que permeiam os curriculos do Ensino Bésico e a propria
matematica. ldentificagdo dos pontos de dificuldade tanto para o ensino como para a
aprendizagem de Func¢des. Utilizacdo e anélise de jogos matemaéticos, calculadora, softwares,
recursos tecnologicos digitais e videos disponibilizados na internet. Confecgdo de material
didatico para o ensino do contetido abordado. Sequéncias de Ensino de Matematica - Fungées
- nos Anos Finais do Ensino Fundamental e no Ensino Médio. Planos de Ensino de Matematica:
estrutura, andlise e elaboragio. Aspectos do processo avaliativo.

FOCO: Conceitos e definicio de relagio e funcio. Elementos da fungio. Bijecio e Fungdes
inversas. Tipos de Funcdo (polinomiais, logaritmicas, exponenciais, trigonométricas e
transcendentais). Algebra das Fungées. Interferéncia do conjunto da definigdo e propriedades
da fungdo. Relagio entre Fungdo e Equagdes e Inequacgdes. Relagdo entre o grafico da fungdo

e sua representagio geométrica. Uso de fungdes e modelagem matematica.

Fonte: Extraido do PPC do curso de Licenciatura em Matematica da UFOB (2018).

O componente CET0064, por seu turno, cujo local na instituicdo € o quarto periodo de
curso, propde-se a discussao dos aspectos do ensino do objeto funcdes, sem perder de vista as
principais nogdes associadas a tal objeto. Esse é um fator que nos permitiu intuir que é uma
condic&o institucional para a realizacdo do trabalho proposto no nosso MPA. O foco nesse
trabalho é que as nocdes didaticas e, consequentemente, as OrganizacGes Didaticas deixam de
estar em segundo plano ou implicitas nas praticas dos futuros professores participantes da
pesquisa e passem a ter papel de destaque. Essa é, possivelmente, outra condi¢cdo para que o
MPA seja implementado e, mais que isso, para que as noc¢des didaticas relativas ao dispositivo

PEP possam ser integradas as Praxeologias Matematicas.

A longo prazo, esse trabalho, pautado no MPA, pode repercutir na integracdo de novos
discursos tecnoldgico-tedricos tanto nas Praxeologias Matematicas (0 que o sujeito realiza)
quanto nas Organizacfes Matematicas (0 que € da instituicdo) no que tange ao ensino e/ou

estudo do saber funcdo quadratica.

A Organizacdo Matematica que existe numa instituicdo as vezes ndo da conta de
algumas questdes epistemologicas e didaticas, mas isso ndo implica em restri¢do institucional,

pois o curriculo ndo se propde a engessar as praticas — nem deveria.

Ao olharmos somente para 0 ementéario, diriamos que as possiveis praticas construidas
ndo tocam propriamente na questdo da integracdo das noc¢des didaticas no logos da Praxeologia
Matematica. No entanto, é precipitada essa analise fria do documento, justamente porque ndo
hé& engessamento do curriculo. Nesse caso, preferimos apontar as condi¢fes existentes nessa
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instituicdo para a realizagdo de um trabalho de reconstrugéo de praxeologias no estudo do objeto
em jogo.

No logos da Praxeologia Matematica, a integracdo das nocGes didaticas a que nos
referimos deve fomentar uma acao coordenada dos conhecimentos matematicos e didaticos, o
que aumenta o potencial dos componentes do campo do ensino na instituigdo onde ocorreu o

estudo, quanto ao desenvolvimento do MPA.

Por fim, falar das condigdes e restricdes para o desenvolvimento de reconstrucéo
praxeologica esta longe de ser restrita a Praxeologia Matematica. Tocar no logos dessa
praxeologia, buscando caracteristicas de uma possivel integracdo de nog¢des didaticas, vai além.
Como foi dito anteriormente, depende da proposicdo de tarefas didaticas. Pode configurar
também um fator de reconstrucdo de praxeologias profissionais, a medida em que pode alterar
algo importante no Ensino da Matematica: a relacdo pessoal dos professores com a Matematica
que deve ensinar. Desse modo, conforme se analisam os dados construidos na experimentagédo
de um PEP, interessam-nos também trazer luz as condic¢des para sua implementacdo, ou sobre
as condicOes para que essa proposta possa viver numa instituicdo da forma como o curriculo

esta posto.

2.3 Estrutura didatico-matematica do MPA

Nesse segundo bloco do capitulo, apresentamos um desenho de um Percurso de Estudo
e Pesquisa para o estudo da relacdo da nocdo da funcdo quadratica com sua representacdo
grafica, promovendo discusséo sobre o duplo status da parébola, bem como a experimentacao
desse PEP adaptado e sua avaliacdo, a partir da analise das Praxeologias Matematicas
construidas (dimensao didatica), bem como um desenho da pesquisa (o PEP como abordagem

metodoldgica).

Mas faz-se necessario informar, inicialmente, o sentido de modelo utilizado em nosso
trabalho. Um modelo, segundo Balachef (2017), tem como objetivo fornecer uma ferramenta
para estabelecer ligacdes entre os arcaboucos tedricos que o suportam e o campo experimental
onde serdo montados experimentos e observacdes realizadas. E nessa perspectiva que tratamos

0 Modelo Praxeologico Alternativo, o qual da suporte para o PEP adaptado que planejamos.
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Nesse modelo, podemos recorrer a uma questdo central da epistemologia do Ensino da
Matematica em até trés frentes: estudar os conhecimentos a serem ensinados; estudar a pratica
de ensinar e a aquisicao dos alunos; projetar recursos ou situagcdes no contexto da Engenharia
Didatica. Mas situamos nosso trabalho, na terceira frente, com a proposic¢ao de um dispositivo
didatico.

As Praxeologias Matemaéticas construidas devem dar indicios, ou ndo, de integracao de
no¢Oes didaticas no seu logos (bloco tecnoldgico-tedrico). A priori, as nogbes didaticas
consideradas sdo duas das dialéticas descritas por Chevallard (2012), nogdes estas que integram

0 que estamos denominando de Modelo Praxeoldgico Alternativo — MPA.

O MPA proposto para o contexto dessa investigagdo esta inevitavelmente consignado a
um Modelo Epistemoldgico-Didatico de Referéncia— MER, que também é provisional, ou seja,
depende de nossa escolha enquanto investigador, entretanto s6 iremos nos referir, ao longo do
texto, a0 MPA. Amparamos nossas proposi¢cdes na discussdo das inter-relagcdes entre 0s
dominios matematicos Geométrico, Algébrico e Gréafico — GAG (proposi¢ao nossa), que, por
sua vez, bebe da nocdo de inter-relacGes entre os dominios Numérico, Algébrico e Geométrico
— NAG (FARIAS, 2010); no desenvolvimento da Atividade Matematica no estudo das funcdes
reais (SIERPISNKA, 1992, ARTAUD, 2018); na discusséo sobre modelos (BALACHEFF,
2017); no jogo didatico como acao conjunta, jogado pelos estudantes e professor (SENSEVY,
MERCIER, 2007); e na no¢do de variaveis didaticas no construto praxeoldgico
(CHAACHOUA, BESSOT, 2019). Esses trabalhos contribuiram para justificarmos uma razao
de ser alternativa®® para o estudo do objeto funcdo quadratica a partir da discussdo do duplo

status da parabola.

Diremos que a suposta razdo de ser alternativa, no ambito dos niveis de co-
determinacdo, precisamente no dominio matematico (Geométrico, Algéebrico e Grafico) e/ou
sociedade (ver figura 1, no capitulo 1), ndo € nem pode ser Unica; mas constitui uma possivel
resposta didatica ao fenébmeno IAMI, localizado nos niveis -1 Escola e 5 — Assunto. Tal
resposta se materializa com a proposicao de um Percurso de Estudo e Pesquisa ou num conjunto
de Atividades de Estudo e Pesquisa que possam tornar-se um PEP (finalizado ou néo
finalizado). Assim, a construcéo da nogéo da funcdo quadratica pode surgir pelo encontro com

a pardbola no dominio geométrico, passando pelo algébrico e chegando ao grafico — GAG, o

15 Entendemos a razdo de ser oficial como aquela que faz referéncia a importancia das funcdes para o
desenvolvimento do célculo diferencial e integral, ou seja, estudar fungdes justifica-se por ser uma importante
ferramenta para outros objetos matematicos.
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que chamaremos, a partir daqui, de espaco GAG, pois envolve sistemas geométricos, algébricos
e graficos, os tipos de praticas desenvolvidas em torno desses sistemas e as articulagdes entre

0s dominios que o integra.

O PEP proposto nessa investigacdo considerou alguns aspectos que merecem destaque
antes de comunicarmos os resultados dessa experimentacdo. E nesse capitulo que também

melhor destacamos caracteristicas da abordagem metodoldgica dessa pesquisa.

Vale ratificar que a concepcdo retida de modelo de referéncia, no que concerne as
publicacGes sobre o que vem ser o PEP, é de um dispositivo didatico para o ensino de objetos
matematicos e das demais ciéncias, ou um dispositivo de investigacdo, nesse caso, Engenharia
do PEP (BOSCH, 2010).

O referido dispositivo didatico-investigativo permite a construcdo de um sistema de
tarefas que se traduza em organizag6es praxeoldgicas de complexidade crescente, a partir da
movimentacdo de praxeologias pontuais para a construcdo de uma praxeologia local
(CHEVALLARD, 2009b). Trabalho este, realizado pelos participantes da investigacdo, que
compdem uma comunidade de estudo assumida aqui como um Percurso de formacdo do

professor, corporificado por um PEP.

Assim, detalnamos o que entendemos por PEP, na dimensdo terica ou prética
(NASCIMENTO, FARIAS, CARVALHO, 2019). A principio, pautamos nossa investigacdo na
Engenharia do PEP, mas, como ja dissemos, devido a simbiose de técnicas da propria no¢do
classica de engenharia e outros elementos que compdem nosso Modelo Epistemoldgico de
Referéncia — MER, diremos que este € um PEP adaptado. Ademais, denominamos o trabalho
de construcdo de dados de Praxeologias de Pesquisa Didatica (CHEVALLARD, 2015), que
esta ancorada no paradigma da investigacdo e questionamento do mundo (CHEVALLARD,
2012).

Para melhor compreender essa nocdo, pensemos, conforme indica Chevallard (2009,
2012), na fungdo da Didatica. Ela € um conjunto de situa¢des sociais em que uma pessoa faz
alguma coisa ou manifesta uma intengéo de fazer, para que outra pessoa, ou ela propria, aprenda
algo. No nosso contexto, aprenda algum objeto matematico. Chevallard, nomeia a primeira
pessoa mencionada de y e a segunda de x, sendo possivel substituir esta Ultima por X, um
conjunto de pessoas que aprenderdo alguma coisa. Descrito dessa forma, é possivel representar
estes elementos em um tripleto didatico, que sera a base da nossa proposicdo do PEP. No

entanto, ainda falta tratar do terceiro elemento.
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Este elemento que completa o referido tripleto € denominado por Chevallard (2012),
pela letra O, que representa o “algo” (uma obra) que sera difundido ou aprendido pelos
componentes X e y. Dessa maneira, temos um sistema didatico composto por tais elementos, e
como ja dissemos, este representa o tripé fundamental da didatica: (X, Y, O), formando, assim,

uma comunidade de estudo.

O algo que se pretende fazer, ou é feito, Chevallard (2012) denominou de gestos
didaticos, os quais discutiremos mais adiante. Agora, voltemos a discutir o paradigma que tem
regido as pesquisas mais recentes em didatica, mas que é pensado também enquanto paradigma
para 0 ensino, a saber, paradigma da investigagdo do questionamento do mundo — PIQM —
(CHEVALLARD, 2012). Este se encontra no seio da nog¢ao de PEP que utilizamos e queremos
caracterizar nesse estudo. Pode-se dizer, ainda, que é um contra paradigma ao da visitacdo do
conhecimento, em que se contemplam o0s saberes intocaveis e institucionalizados nas
instituicdes de ensino e nos seus curriculos e exerce a mesma funcao atuando na incompletude

da atividade matematica institucional.

O PEP ndo é uma teoria em si, mas tem suporte teérico da TAD e, em termos de
paradigma de investigacdo, na dimensdo investigativa, tem alicerce nessa visao de que a
atividade do pesquisador, do professor e do estudante sdo isonémicas. Assim, questiona-se, 0
que Chevallard (2004) vai chamar de gesto didatico de perguntas e respostas, os fendbmenos
didaticos e os fenbmenos que neles se incluem, visto que tem sido experimentado como
abordagem metodoldgica, tem como visdo de mundo a ideia de que a realidade pode ser
construida pela experimentacao de sequéncias que dao start a um processo de investigacao por
meio dos quais sdo realizadas as analises. No nosso caso, levantamos uma questéo geradora do
percurso investigativo para um grupo de futuros professores. No entanto, focamos nosso olhar
na possibilidade de integracdo de nocGes didaticas no bloco que justifica as técnicas que

compdem as Praxeologias Matematicas do grupo participante.

No dmbito da pesquisa uma pessoa X, diante de uma pergunta a respeito de O (uma obra)
ndo demonstra sintoma de evitacdo, o que poderia ocorrer no paradigma de visitagdo aos
conhecimentos ja instituidos. Nesse Ultimo, x ou X tem propensdo a evitar as perguntas para as
quais ndo conhece a resposta. Esperdvamos que, no contexto da presente investigacdo, 0s
participantes ndo demonstrassem tal sintoma de evitacdo, recusa explicita de participar da
investigacdo, recusa implicita, por informar que ndo conseguiria compreender a proposta e ndo

efetivar sua participagéo no PEP.
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Outro ponto importante nessa discusséo é refletir sobre as condi¢des institucionais para
implementacdo do referido PEP. Para isso, é necessario analisar o curriculo/programa oficial
da disciplina em que se pretendeu implementar o PEP. A primeira vista, a proposta de
implementacdo do dispositivo didatico em jogo parecia dificil, pois a funcdo didatica
cronogénese ainda € um ponto chave para o desenvolvimento do PEP. Além disso, um desafio
imperativo era o cumprimento do programa e a garantia de avaliacdo do processo de
aprendizagem dos estudantes ja que se pretendia experimentar o dispositivo nas aulas da

componente curricular, e ndo em atividade extraclasse.

Ademais, detalhamos a seguir, os caminhos do PEP, planejado por nés, que teve como
desafio, na proposicdo de um dispositivo aberto, proporcionar/buscar uma finalizagédo

praxeoldgica matematicamente falando.
Esse PEP teve como objetivo fomentar nas praxeologias dos participantes:
— Combinacéo das contribuicGes da utilizacdo de um grafico e uma solucdo algébrica.

— O local dos elementos geométricos no estudo das fungdes quadraticas a partir dos
problemas de lugar geométrico. Nesse Ultimo caso, acreditamos estar o ponto principal do nosso

estudo.

— Um problema de otimizag&o, para que os participantes possam resolvé-lo, conforme o
caso, explorando as potencialidades do software Geogebra, gréafica ou algebricamente, qualquer

autonomia que possa ser associada a um problema com uma funcao.

— Situagbes que venham dos mais variados campos: biologia, economia, geometria,
economia, fisica, noticias (dialética das midias e meios), usando softwares de geometria

dindmica (Geogebra) ou néo.
— Exploragdo de exemplos de néo linearidade (funcdo quadrética ndo € linear).

— Destaque dos limites da informacéo fornecida pelo resultado de uma representacéo

gréfica.

Nossa espera institucional foi que por meio de realizacGes didaticas (experimentacéo do
PEP), fossem reconstruidas as Praxeologias Matematicas dos participantes e consequentemente
as OrganizacGes Matematicas j& cristalizadas na instituicdo onde desenvolvemos a pesquisa, 0
gue nos levou olhar para os conjuntos praxeoldgicos produzidos anteriormente e que tem
potencial de ser modificado. Desse modo, a proposicdo do MPA para o estudo da funcéo

quadratica e status da parabola no curriculo escolar considerando a amalgamacao de técnicas
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na Analise Real e Geometria Analitica, é colocada como ponto chave do trabalho no contexto

intra-matematico.

Nesse interim, a amalgamacdo de técnicas com propriedades de trés dominios
matematicos, como vemos na continuidade das discussdes, podem corroborar com a
compreensdo das tarefas sobre a parabola como gréafico da funcdo quadrética, num jogo de
diferentes ostensivos (discursivos, escriturais e gréaficos) e ndo ostensivos (o conceito de funcao
quadratica). Mais que isso, € um forte elemento para constituicdo do pensamento variacional,

que ndo deve ficar apenas a cargo das leis algébricas e relacbes gréaficas.

2.3.1 Uma proposta de jogo didatico: o PEP adaptado

Vamos discutir uma nogdo que nos parece interessante na proposicdo do MPA,
fomentado pelo PEP. Tal nogdo se inscreve na Teoria da agdo conjunta (SENSEVY,

MERCIER, 2007). N&o toda a esséncia dessa teoria, mas a nocao de jogo didatico.

Um postulado importante da Teoria da acdo conjunta é considerar toda pratica humana
como um jogo. No entanto, nos interessa especificamente a pratica didatica, por isso nos
deteremos na ideia de jogo didatico. A acdo didatica € uma forma particular de agdo conjunta,
0 que pode nos levar a reflexdes a respeito de uma funcdo didatica, amplamente discutida nas
pesquisas em Didatica da Matematica cujos objetos de investigacdo integram modelos de

aprendizagem por investigacdo, a topogénese.

No contexto educacional, se observarmos duas ou mais pessoas, professor com alunos,
alunos entre si explicando como resolver uma tarefa, ou mostrando 0s caminhos que
percorreram e foram exitosos, ou em outras relagdes educacionais como aquelas nas quais 0s

pais ensinam o filho a andar, tem-se a configuracdo de um jogo (didatico).

O referido jogo pode ser assim descrito: um jogo no qual dois jogadores, o professor e
0 estudante, cooperam. O professor e o estudante podem ser descritos como individuos, mas
eles representam instancias, visto que pode haver uma ou mais pessoas jogando, e as posicdes
sdo relativas (SENSEVY, 2012). Ha4 uma mediag&do dos jogadores em torno de um objeto, uma

questdo de educar sobre o saber ou conhecimentos.

E um jogo cooperativo, ja que nio faz sentido jogar sozinho. Ao menos para o professor,

ndo ha razdo de ensinar se ndo existe alguém com a inten¢éo de aprender. Mas nao € ensinar no
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sentido convencional da palavra, ensinar propriamente o saber, mas como se relacionar com os

saberes e construirem a respeito deles conhecimentos.

Segundo Sensevy (2012), significa simplesmente que a atividade didatica € uma acao
conjunta, na medida em que comportamentos especificos do professor e do aluno surgem um
do outro. Metaforicamente, se os pais ensinam um filho a chutar a bola, e a crianca pega essa
bola e alguns pincéis e a pinta, a acdo didatica inicial cessa. A crianga ndo estd no jogo. O

mesmo ocorre na relacdo didatica professor — aluno.

Essa acdo didatica também deve ser encarada como uma acao coordenada. Imagine uma
corrida com atletas cegos. Se o atleta vai para um lado e o guia, ligado a ele por um corddo ao
brago, vai para o outro, podemos dizer que ndo houve coordenacdo. O sucesso da atividade
consiste em ambos irem na mesma direcdo e sentido. Assim deve ser na relacdo didatica de sala

de aula.

A essa altura, podemos falar mais especificamente sobre o topos (papel) do professor e
aluno. Ambos devem realizar uma mediagdo similar com os objetos do conhecimento, no nosso
caso especifico, os matematicos. Isso refletiria na acdo didatica ser conjunta, cooperativa e
coordenada ao mesmo tempo. Mas as a¢des participativas dos dois atores sociais ndo tém como
ser de mesma natureza. E nitido, no contexto da pratica de sala de aula, que os interesses
parecem 0s mais diversos possiveis, principalmente nas aulas de matematica. Quanto ao carater
da atividade coordenada, poderia vir do fato de a acdo didatica ser dialdgica. Para tanto, teria
de ser realizada de forma integral e ndo individual (TAYLOR, 1995).

O jogador professor ganha somente se, o outro jogador aluno também ganha. E, no
contexto didatico, esse ganho € alcancado se o aluno aprende. Mas Sensevy (2012) diz, ainda,
que esse jogo é paradoxal. Nele o aluno ndo ganha se o professor comunica puramente as
informacBes. Se somente o professor comunica, o aluno ndo age, desse modo, 0 jogo nao €

didatico, porque este € um jogo de conhecimento, um poder para agir.

Sensevy (2007) apresenta, ainda, outra relacdo da acdo conjunta com a Didatica da
Matematica, através da ideia de uma omissdo didatica, postura necessaria ao professor, visto
que esse ndo deve transferir conhecimento aos estudantes (ou transmitir diretamente). Na teoria
das situacGes didaticas, essa omissdo ou relutancia didatica é chamada por Brousseau (1998) de
devolucdo. Essa omissdo € necessaria, pois se o professor, na condi¢cdo de jogador do jogo

didatico, revela para o estudante sua estratégia vencedora, estard impedindo o estudante de
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produzir suas proprias estratégias. Em termos comportamentais, uma agdo do professor, nesses

moldes, limitaria a producdo de um comportamento ativo do aluno em situacéo autbnoma.

A medida que o jogador professor se omite, sendo essa uma estratégia de jogo que visa
a aprendizagem autébnoma do estudante, este pode assumir uma certa solidao na aprendizagem,
necessaria ao seu desenvolvimento. Mas essa devolugdo, com condicdes planejadas pelo
professor, sé é eficaz se o jogo didatico em questdo tem como clausula o aceite do estudante do

novo topos do professor: de relutancia didatica.

Como vimos na discussdo acima, em alguns momentos, o professor precisara deixar o
aluno caminhar sozinho, como os pais que ensinam um filho pequeno a andar e, depois, soltam-
no, ou 0 maestro que deixard de dar instrucdes técnicas, e 0 musico terd de tocar. Essa
informacao é retida no modelo epistemologico de aprendizagem com o qual propomos o PEP.
Trata-se de compreensdo de uma mudanca dos topos do professor e do aluno. Mas o que isso

tem a ver com esse trabalho?

O PEP materializa um jogo didatico que pode, no contexto da nossa investigacao, e
assim esperamos, permitir a integracdo de nocdes didaticas no logos da Praxeologia Matematica
de um sujeito muito especifico, o professor. Nenhuma mudanca parece ser tdo facil se ndo
passar primeiro por uma questdo de profissionalizagdo do docente. Pensamos ser cabivel, nessa
investigacdo em didatica, considerarmos os saberes que um professor deve integrar com 0
objetivo de abrir novos espacos de aprendizagem, bem como as especificidades didaticas do
saber a ser ensinado e dos conhecimentos do professor, na tentativa de mitigar os efeitos do
fendmeno didatico discutido nesse relatdrio e o problema didatico cuja construcdo também ja

foi apresentada.

O PEP pode ser mais uma resposta a relacdo dual viva nas aulas de Matemaética entre
professor/aluno, o saber e esses dois. O MPA que construimos, implementado com esse PEP, é
um projeto antropoldgico, porque pensa em a¢des humanas, sendo uma delas a acéo didatica,

que independe do sistema de ensino disciplinar.

Apresentamos duas dialéticas essenciais para desenvolvimento do PEP e que, ao nosso
ver, trazem a concepcao do jogo didatico proposto no MPA para o estudo da relagdo entre a
nogdo da fungdo quadratica com sua representacdo gréafica e o duplo status da parabola, a saber:

as dialéticas das perguntas e respostas e das midias e dos meios.
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2.3.2 PEP do ponto de vista das dialéticas das perguntas e respostas e das midias e meios

As dialéticas sdo compreendidas aqui, no contexto dessa discussao, como gestos de
estudo. Um deles, o de perguntas e respostas, perdido ao longo do tempo nas praticas sociais,
quando estas se organizaram para a difusdo dos conhecimentos em geral, est no coracdo do
dispositivo planejado e experimentado. Tal gesto gera a0 menos o inicio do processo esperado
em nossa pesquisa: 0 de levantar perguntas e buscar respostas, sem evitar tocar nos

conhecimentos consolidados (fenémeno de monumentalizacdo dos saberes).

Quando nos propusemos a esse objeto de investigacdo, ndo apenas colocamos em teste
nossa tese, mas também a possibilidade de esse dispositivo (PEP) modificar praxeologias

matematicas e didaticas.

O que acreditamos, nesse caso, é que o gesto didatico de levantar questdes e buscar as
repostas para as estas, conduz o professor, e também o futuro docente, a um processo de reflexéo
rico em torno dos saberes que serdo ensinados. Como exemplo, tomemos uma questdo colocada
nas aulas de um componente do Ensino de Matematica: funcGes, em que se questionou o porqué

de toda funco quadratica na forma f(x) = ax?>+bx + ¢ ser representada por uma parabola.

Foi uma pergunta que, de certo modo, iniciou um jogo didatico, porque resultou num
processo de busca por investigacdo das respostas para aquilo que parecia 6bvio. Desde essa
realizacdo didatica, que ndo integrou o PEP experimentado, temos um suposto indicador de
integracdo de nog¢des didaticas no logos da Praxeologia Matematica dos estudantes que estavam
incumbidos de responder a questdo proposta. Na certeza de saber que a pardbola é a
representacdo grafica para esse tipo de funcdo, o logos, ou seja, 0 que justifica essa certeza
trazida pelos manuais didaticos ou o contato com as Organizagdes Matematicas das instituicdes
de ensino por onde passaram, sofreu alteracdes por conta do questionamento da natureza desse
conhecimento. Mas até que ponto podemos dizer que a dialética aqui discutida é uma nocao

didatica que pode ser integrada ao logos das praxeologias matematicas?

Nesse sentido, com uma frente epistemoldgica visando a reconstrugdo das Praxeologias
m=Matematicas e com uma frente didatica buscando uma (re) construcdo das escolhas para o

ensino dos saberes matematicos é que o dispositivo didatico-investigativo foi concebido.

N&o procuramos, nessa investigacdo, estabelecer diferenca entre o PEP dispositivo

didatico e investigativo, por outro lado, consideramos que podem ser pensados separadamente
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(NASCIMENTO, FARIAS & CARVALHO, 2019). Mas nossa escolha de ndo fazer a distin¢éo
supramencionada pode indicar, no contexto do Ensino da Matematica, um possivel caminho

para alcancarmos a figura de professor-investigador.

Na estrutura proposta por Chevallard (2009) para um PEP, colocamos uma questdo Qo,
da qual surgem, em alguns momentos com a mediac&o didatica do professor, outras questdes
que contribuem para o desenvolvimento do Percurso, ainda que essas, por vezes, fujam do

guarda-chuva proposto em Qo.

Assim, nossa proposicédo inicial foi: Qo — Como trabalhar conjuntamente a nocao de
funcdo quadratica e o ostensivo figural (gréfico) que representa essa fungdo, mobilizando outros

ostensivos que integrem outros dominios matematicos?

A questdo acima é demasiado ampla, mas esse era nosso objetivo. Nao revelar que
queriamos trabalhar com o duplo status da parabola, partindo de uma questdo que tanto

permitisse a reconstrucdo de tarefas didaticas quanto matematicas.

Quanto a nocdo da dialética de midias e meios (CHEVALLARD, 2007), discutimos o
significado de cada expressdo que a compde. A palavra midia, significa aqui qualquer sistema
de representacdo de uma parte do mundo natural ou social enderecado a um determinado
publico. A exemplo disso, uma aula do professor de matematica enderecada aos estudantes,
mas também um telejornal apresentado por um ancora numa emissora de TV (CHEVALLARD,
2007).

A nocdo de meio é entendida no mesmo sentido do meio didatico na Teoria das
Situacdes Didaticas de Brousseau (1986). Chevallard (2007), designa esse meio como qualquer
sistema que pode ser considerado como desprovido de intengdo na resposta que ele pode trazer,

explicita ou implicitamente, para uma dada questao.

A dialética midia e meio é, segundo Chevallard (2007), uma condic¢éo crucial para que
um processo de estudo e pesquisa ndo se reduza a uma copia acritica de elementos de respostas
dispersas nas instituicdes da sociedade, num modelo de submisséo a autoridade. Essa dialética,
viva num processo de estudo e pesquisa, da lugar a uma cultura compartilhada de
questionamento e de construcdo de meios apropriados que combinam dispositivos fisicos e
imateriais (investigacdo, experimentacdo, raciocinio, deducdo). Alem disso, pressupde tarefas

de o tipo verificar uma assertiva e controlar resultados (ARTAUD, 2019).
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A implementacdo desta dialética depende de uma analise mais aprofundada das
organizacOes didaticas que possibilitem destacar os efeitos de uma restricdo que nos parece
subestimada em grande parte, a restricdo da repressdo da Didatica (CHEVALLARD,
2008,2012; ARTAUD, 2016).

Tanto o estado atual de desenvolvimento das dialéticas na escola quanto as condic¢des e
restricbes que controlam o estado de desenvolvimento da dialética das midias e meios na
sociedade e, em especial, na escola sdo duas questdes importantes na proposic¢éo de um Percurso

de estudo e pesquisa, mesmo que este seja adaptado, como € o caso apresentado nesse estudo.

E imprescindivel a identificacio de um ponto de equilibrio no que tange as tecnologias
digitais e uso da internet no caso da dialética das midias e meios. Os sites, por exemplo,
possuem grande potencial se sdo utilizados para aumentar a compreensao através da descoberta
e exploracdo. Ha, em algumas situacfes, uma desconexao entre as tarefas e as tecnologias
disponiveis, quando o objetivo é encontrar uma solucdo para tarefa, sem de fato ocorrer um
processo de resolucdo do problema posto. O recomendavel seria encontrar uma solugéo, o que

implicaria em usar estratégias matematicas para se chegar a resposta ao problema posto.

2.3.3 Proposta de um PEP para formacao do professor de Matematica

Apresentamos, nessa secao, elementos que compdem uma estrutura didatica basica para
desenvolvimento de um Percurso de Estudo e Pesquisa (PEP), o que pode ser realizado em

qualquer nivel de escolaridade.

Dentre os indicadores que um PEP deve possuir, de acordo com Lhano e Otero (2012)

podem-se citar:

—Uma questdo geratriz Q e das respectivas derivadas (Qij), as quais se faz necessario apresentar

respostas;

— Constituir um meio didatico M no qual pode ser incluido tudo que o estudante julgar

necessario.

— Permitir obter como resultado do processo de elaboracéo, validagéo e institucionalizagéo de

uma resposta R".
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Em outras palavras, a implementacdo de um PEP requer mudancas substanciais em trés
funcbes basicas de uma organizacdo didatica, a saber: topogéneses, mesogéneses e
cronogéneses (CHEVALLARD, 2009).

E no processo/funcdo cronogéneses que se vislumbra a inclusdo no meio didatico
construido pelo estudante. Uma vez que ja tenha assumido um papel de autor do seu processo
de aprendizagem, deve incluir em M todas as obras que julgue vélidas, ainda que destas ndo
resultem respostas institucionalmente esperadas. O Papel do aluno se amplia nesse contexto e,

ao professor, diretor do estudo, cabe a definicdo do meio M que a classe trabalhara.

De modo geral, conforme Bosch (2018), uma infraestrutura completa para o PEP é a
que segue representada na figura 6.

Figura 6 - Esquema ilustrativo das etapas de desenvolvimento de um PEP

Propor uma
pergunta

geratriz Q,
Levantar novas Desconstruir e reconstruir as
questdes Q; PE P respostas para integra-las ao
abrindo novos meio didatico

Awvaliar, defender e
desenvolver a
resposta final

respostas atr.a\réS ‘-) Bosch (2018).
de um meio
b adequado

Fonte: Traduzido de Bosch (2018).

caminhos )

Validar as

Essa infraestrutura depende de uma mudanca na cronogénese. Observa-se que, para
fechar o ciclo indicado na figura acima, seria necessario um nimero elevado de aulas de modo
que se cumprisse supostamente todo o protocolo do Percurso em 8 etapas. No entanto, tal
mudanca no entendimento do tempo didatico, que é ndo cronoldgico, permite aos estudantes,

justo quando néo esté@o sob a supervisdo docente direta, cumprir algumas etapas, a exemplo de
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levantar outras questBes derivadas de Qo, procurar respostas para a familia de questfes Qi,
elaborar respostas proprias.

Nessa pesquisa, tentamos estimular as 8 etapas, que contemplam mudancas nas trés
funcBes basicas no sistema didatico no papel dos atores sociais (estudantes e professor) no

tempo e no meio didético.

2.3.4 O PEP para estudo do duplo status da parabola

A questdo geratriz, elaborada pelo professor-pesquisador, que inicia este Percurso levou

em consideracao o0 que esta na génese do objeto do saber a ensinar funcao quadratica.

As questdes que deram inicio oficialmente ao PEP adaptado (ndo constituiram um pré-
teste do conhecimento matematico j& adquirido pelos estudantes), bem como as demais, foram
planejadas levando-se em consideragé&o:

- A pardbola como conjunto de pontos do plano que verificam certa relagdo com uma
diretriz e um foco;

- A parébola como conjunto de pontos do plano que determinam uma equacéo;

- A parabola como um gréfico correspondente a uma equacdo quadratica, que,
considerando o lugar geométrico como conjunto de pontos que cumprem uma
condigdo ou regra especifica e que, unidos entre si, gera a curva que representa a
pardbola, porque a partir da relagéo entre distancias € possivel achar de forma analitica
a equago candnica. (BERMUDEZ; MESA, 2018, p. 69) [traduc&o nossal.

E preciso conhecer esses aspectos associados & pardbola para construir tarefas que

possam mobilizar conhecimentos a respeito das propriedades graficas da funcdo quadratica.

Em sintese, do ponto de vista algébrico, estudamos esse objeto como uma funcéo
quadratica e, do ponto de vista da Geometria Analitica, como uma equacdo canodnica. Desse
modo, ao trazermos para nossa proposta de implementacdo de um PEP essas interpretacfes
sobre a parabola, pretendemos amalgamar técnicas que estejam amparadas nos dominios

matematicos geometrico, algébrico e grafico.

N&o se trata de um objeto do saber ambiguo. A ambiguidade pode estar na abordagem
didatica desse objeto, nas escolhas que fazemos para ensind-lo num ou noutro dominio da
matematica. Por isso a importancia de destacar o papel das tarefas nesse processo e nesse

projeto de reconstrucao de praxeologias, visto que é nesse aspecto que temos liberdade didatica,
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para atuar diretamente na reconstrucdo da atividade matematica e também didatica em uma

certa instituicao.

Nossa tentativa aqui, € de promover essas reconstrucdes praxeologicas pela proposicao
das questdes que integra, a familia derivada de Qo.Surge, a partir dessa discusséo sobre status
da parébola, outra inquietacao: os gestos de estudo corroboram com a amalgamacao de técnicas

na proposicao de respostas as “Q” do PEP?

Essa percepcao grafica sobre a funcdo quadratica emergindo dos status da pardbola
podera contribuir com a relacdo entre o conceito dessa funcdo com seu ostensivo grafico? E
essa percepcgédo altera a forma de ver a fungdo enquanto uma relagédo dinamica, viva e nédo

estatica?

Inferimos que a dialética das midias e meios € uma aliada na compreensdo da proposta
e no desenvolvimento do PEP implementado, pois é a mobilizacdo de confrontacdo entre o que
estd posto com uma informacéo recém recebida por diferentes midias. Desse modo, 0 que
compds 0 meio que integrou tal gesto de estudo foi a consulta a internet, a livros, como forma
de confrontar uma dada fonte bibliografica, o uso do Geogebra e a utilizacdo de instrumentos

comuns ao ensino da geometria para construcao dos graficos e/ou das conicas em estudo.

Da mesma forma que matematicos, ao se depararem com algo ainda ndo bem definido
debrucaram-se a estudar tal objeto, nossa proposta nesse PEP foi de trazer situagcdes que
simulassem esse momento que conhecemos hoje como constituintes do conhecimento funcdes
quadraticas e do objeto parabola. Desse modo, justificamos nossa escolha metodoldgico-
didatica em trabalharmos com tarefas que abordam problemas de lugar geométrico e
otimizagdo, complementados com questfes de reflexdes sobre a natureza do conhecimento em

questéo.

Uma possivel Qo para este fim adotada nesse estudo foi: existe um lugar onde qualquer
objeto estaria protegido de modo a nédo ser atingido por um langador ao efetuar disparos com

uma velocidade supostamente constante e em diferentes angulos de langamento?

Nosso projeto de ensino, que emana de Qo, pode ser sintetizado pela figura 4, que
representa a nocao de parabola de seguranca, sendo esta constituida de pontos méaximos de
outras pardbolas que dependem do angulo de inclinagéo dos langcamentos obliquos de projéteis,
desde que garantidas as condigdes descritas na questdo geratriz do PEP proposto nessa

investigacéo.
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Figura 7 —Ostensivo que representa pardbola de seguranca

Fonte: http://aparaboladeseguranca.blogspot.com/2013/06/parabola-de-seguranca.htmi

Ora, tal intencdo didatica ndo se revela somente no espectro extramatematico, mas na
nocdo de construcdo de parabola enquanto lugar geométrico e que assume sob determinadas

condices, o papel de representacdo gréafica de uma fungéo quadrética.

Partindo de Qo, ndo temos necessariamente como prever as condi¢fes de finalizacdo
praxeoldgica, visto que, como ja foi dito, esse dispositivo ndo pretende dar ao referido processo
um carater de intervencdo controlada, o que implica dizer, ainda, que ndo se pretende que seja
possivel antever os possiveis comportamentos dos sujeitos que participam do PEP nem aonde
poderdo chegar em termos de construc@es de Praxeologias Matematicas. Isso implica dizer que
ndo se busca a garantia de finalizacdo praxeoldgica, mas se espera trazer elementos que

corroborem com este desafio posto por Chevallard (2009).

O que foi dito no paragrafo anterior pode denotar um paradoxo. Uma pesquisa em
didatica, ou qualquer realizacdo didatica no paradigma da epistemologia experimental tem
como premissa a realizacdo de uma analise a priori e as finalizacdes praxeoldgicas. Ao dizer
gue ndo temos como garantir tal finalizacdo na experimentacdo do PEP, parece controverso.
Assim, aproveitamos essa controvérsia para discutir as possibilidades da finalizagdo
praxeoldgica, visto que é algo em aberto nesse campo de investigacdes sobre os efeitos do PEP
nas Praxeologias Matemaéticas de alunos, e, no caso especifico dessa investigacao, de futuros

professores.

Isso ndo nos impede, no entanto, de conjecturar que 0 MPA, que propomos da indicios
de que a atividade matematica evolui sensivelmente da condicdo de uso de uma matematica
conhecida, quando seu uso configura a tentativa de resolucdo de problemas, a atividade

matematica expressa pela criagdo de uma nova matematica. Além disso, o PEP que materializa
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esse MPA converge com o que foi proposto por Barquero, Bosch e Romo (2015), o de
enriquecer a experiéncia didatica e matematica dos participantes da pesquisa, futuros docentes

de Matematica.

E, no tocante a segunda caracteristica da atividade matematica descrita por
(CHEVALLARD, BOSCH & GASCON, 2001), o dispositivo didatico integrante do nosso
MPA mobiliza, necessariamente, a acdo de ensinar e aprender Matematica, que tem uma
vinculagdo com a primeira caracteristica (usar uma matematica conhecida), para ir ao estagio
esperado ideologicamente por um professor-pesquisador da Didatica da Matematica, o dos
atores do sistema de ensino assumirem papéis similares ao do matematico, de construirem uma
nova matematica para o contexto educativo que se tem conhecido, revelando, assim, uma

mudanca no topos dos estudantes e do professor.

Sintetizamos, a seguir, as principais caracteristicas do Modelo Praxeoldgico Alternativo
na instituicdo formacdo inicial para professor de Matematica, em quatro dimensées, que vao
desde os aspectos intrinsecos ao saber (epistemoldgico) até aos aspectos didaticos, ou seja, as

escolhas didaticas que um sujeito faz:

— Dimensdo epistemoldgica: origem do saber, processo transpositivo, natureza do

conhecimento matematico.

— Dimensao didatica: Escolhas didaticas dos futuros professores para apresentar praxeologias

matematicas. Processo transpositivo, foco nas formas de difusdo empreendidas pelo professor.

— Dimensdo ecologica: condicbes e restricdes para fazer a amalgamacdo de ferramentas
matematicas de dominios distintos, e o local (componente curricular ou nivel de escolaridade)
em que isso ocorreria. Andlise institucional de documentos de referéncia para ensino de
Matematica. Referéncia ao sistema de inter-relacdes dos dominios Geométrico, Algébrico e
Gréfico (GAG).

— Dimenséo econdmica: Como fazer a gestdo do tempo didatico? Identificacdo de saberes
matematicos estruturantes, implementacdo de um PEP na aula ou extra? Implicacbes da
estruturacdo do curriculo na gestao do tempo didatico. Reconstrucéo de praxeologias que sejam

mais econdmicas nas aulas de Matematica.

Figura 8 — Dimensdes do PEP
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Dimensdo didatica.

Dimensdo ccologica.

Fonte: Autor (2019), inspirado em dimensdes do problema didatico.

Para dar conta das inquietagdes supracitadas, a questdo Qo precisou passar por um filtro
cujo objetivo era identificar se resulta em um falso PEP. Assim, Qo é confrontada com um
modelo pautado na resolucao de problemas, com dados definidos no enunciado ou facilmente

deduzidos desse. Nesse sentido, caso identificadas essas caracteristicas, seria falso PEP.

No desenho abaixo (figura 9), é apresentada uma estrutura a priori do percurso com a
Qo, € indicacdo da necessidade de verificar se resulta ou ndo num falso PEP. Um indicio de ndo

ser um falso PEP ¢ a insuficiéncia de respostas.

Figura 9 — Desenho a priori do PEP — MPA para o estudo da funcdo quadratica

Existe um lugar em que qualquer objeto estaria

protegido de modo a nao ser atingido por um

lancador ao efetuar disparos com uma - Verificagdo Falso
velocidade supostamente constante e em ‘ PEP
diferentes angulos de langamento?

Familia de questGes Q —-@ S —
|

Conjunto de respostas [ R | R | Kb Validagéo
& & &

/R\f/FI{\\f/Fi{\\

N N

Fonte: Autor (2019).
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Quanto as respostas as questfes da familia Q, ndo temos a priori aspectos muito
especificos, a ndo ser, que a resposta RY expressa uma parabola de seguranga, no entanto,
podemos pensar em elementos que componham tais respostas, tais como: a nocao de lugar
geométrico e a descricdo dos tipos de langamentos de projeteis, expressadas por modelos

funcionais.

2.4 Aspectos metodoldgicos do planejamento da parte experimental da investigacao

Em consonancia com o objetivo geral, conduzimos um estudo de natureza qualitativa.
Uma caracteristica salutar que pensamos ser condizente com uma tentativa de caracterizar a

pesquisa qualitativa é apresentada por Garnica (2001):

A pesquisa qualitativa, concordamos, é um meio fluido, vibrante, vivo e, portanto,
impossivel de prender-se por pardmetros fixos, similares a legislagdo, as normas, as
acoes formalmente pré-fixadas. Em abordagens qualitativas de pesquisa, ndo ha
modelos fixos, ndo ha normatizagdo absoluta, ndo ha a seguranca estatica dos
tratamentos numéricos, do suporte rigidamente exato. E investigacdo que interage e,
interagindo, altera-se. (GARNICA, 2001, p.42).

E para complementar as caracteristicas do método que utilizamos, necessitamos também
falar das caracteristicas da Pesquisa em Didatica da Matematica. Também conhecida como
Epistemologia Experimental, a Didatica da Matematica tem como sua ferramenta fundamental
a analise a priori de uma situacdo didatica, ou seja, analise das representagdes histdricas,
epistemoldgicas e das expectativas comportamentais (SPAGNOLO, 2005). Segundo esse autor,
uma pesquisa nesse campo nos leva a coletar informacdes elementares, que geralmente revelam

0 comportamento de um sujeito em uma situacao.

Desse modo, em se tratando de uma modalidade de Engenharia Didéatica, a Engenharia
do PEP (BOSCH, 2010), se configurou, no nosso estudo, como um viés da Engenharia Didatica

Classica (ARTIGUE, 1988), o que nos levou a organiza-la nas seguintes etapas:
— Analises prévias;

— Esboco de Analise a priori. Nesse ponto, temos talvez um paradoxo, visto que, com o PEP,
nédo temos o objetivo de controlar o processo de experimentacao. Dai o carater de PEP adaptado;
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— Experimentacdo da sequéncia. Nesse caso, ocorre com o PEP dispositivo didatico, com a
devolucéo para os estudantes da Qo enquanto tarefa 1. Mas espera-se, institucionalmente, que

haja insuficiéncia de técnicas para respondé-la por ser esta um tanto geral;

— Anédlise a posteriori e, mais uma vez, é possivel que, em desacordo com a ED cléssica, néo
tenhamos como confrontar o que era esperado institucionalmente com o que de fato aconteceu,

visto que a familia de questdes Q é posta pelos estudantes participantes da pesquisa;

— Validacéo, que ocorre a medida que confrontamos as analises anteriores a experimentacao e

a posteriori.

A partir dessas etapas, ensejamos ter elementos para responder: quais condi¢des nesse
Percurso poderiam viabilizam a integracdo de nocdes didaticas no logos da Praxeologia
Matematica nesse contexto, em como as condi¢fes para que, minimamente, ocorra uma

finalizacdo praxeoldgica?

Nos resultados, proximo capitulo, apresentaremos um mapeamento das questdes que
surgiram a partir da Qo, apontando se foram elaboradas pelos estudantes ou pelo pesquisador,

na mediacdo didatica exercida no Percurso.

Tal mediacdo didatica ocorre de modo a estimular os dois gestos de estudo esperados
no processo de desenvolvimento do PEP, a saber, o das perguntas e respostas, que esta no
coragdo do PEP, e o das midias e meios, que nos permitira inferir a respeito do papel de recursos
digitais em atividades matematicas investigativas — aquela em que o estudante atua como
pesquisador em Matematica (CHEVALLARD, 2007).

Em nosso planejamento, consideramos que o0 gesto didatico de perguntas e respostas
esta adormecido atualmente nas praticas de grande parte dos membros do nivel sociedade na
escala de niveis de co-determinacdo didatica, mas, pensando no sujeito atuando no papel do
matematico, estaria na disciplina, 0 que na pratica tem pequena ocorréncia, visto que a
Matematica como disciplina, numa instituicdo de ensino, € espaco para reproducdo muito mais

que para questionamentos que resultariam numa aprendizagem genuina.

Diante do exposto, talvez seja um caminho, tal gesto de estudo se situar no nivel 2 da
referida escala, no dominio matematico. A partir de um estudo com viés epistemoldgico-
histérico, uma vez identificados obstaculos epistemoldgicos e tendo definidos seus sintomas
(indicios da existéncia de um obstaculo, tais como a evitagdo de tocar em determinados temas

ndo esclarecidos em algumas préticas institucionais), é nesse nivel de co-determinacgdo que
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podemos atuar com a insercao de situacfes de vivéncias de pontos de parada — obstaculos que
podem produzir, nas praxeologias matematicas para participantes da pesquisa, uma postura de

questionamento do mundo, em termos dos conhecimentos matematicos estabelecidos.

Quanto ao gesto de estudo, das midias e dos meios (CHEVALLARD, 2004),
visualizamos sua presenga no nivel sociedade também, visto que, ainda ndo sendo prética
habitual, no estudo dos saberes matemaéticos, o ato de confrontar informacGes em diferentes
midias e meios, ambientes, espacos de temas gerais, tornou-se algo corriqueiro, quando o tema
desperta interesse do sujeito. No entanto, vemos alguns equivocos que sao de ordem moral, no
que se refere ao que se faz e a fonte de confrontacdo de informagdes. De todo modo, essa € uma
postura didatica que precisamos levar para as praticas escolares/académicas.

Esses dois gestos de estudo serdo identificados por meio de um filtro instrumental com
questdes que apontam detalhes sobre os mesmos, a serem identificados nas préaticas dos
estudantes. Esses dois gestos sdo tomados nessa pesquisa como nog¢des didaticas que podem ser
integradas ao logos da Praxeologia Matematica.

Cada Q da familia de questdes que derivam de Qo déo indicio de um gesto didatico.
Nosso desafio é identificar como o PEP permite uma reconstrucdo da Praxeologia Matematica,
que é especifica: gestos de estudo integrados no discurso que justifica o saber-fazer de tal
praxeologia. Para isso, é necessario abrirmos as praxeologias prescritas e realizadas, sendo a
primeira uma interpretacdo nossa a partir do conhecimento que os participantes deveriam ter
para respondé-la, e a ultima, colhida da tarefa construida (Q entendida como tarefa) e das

técnicas e discurso racional para justifica-las, apresentadas pelos estudantes.

Isso, na estrutura da ED implementada, nos possibilita confrontar as modificages nas
praxeologias didaticas e matematicas dos participantes quando estes vivenciam o PEP
dispositivo e, com isso, sua atividade matematica se aproxima daquela do matematico. Mas, ao
dizer isso, estariamos supondo que o logos da Praxeologia Matematica do matematico tem ao

menos o0 primeiro gesto integrado?

Ja ha, na literatura sobre o PEP, enquanto dispositivo didatico, indicagdes de que 0s
gestos de estudo sdo indicios de alteragdes nas praxeologias matemaéticas. No entanto, ndo
existem referéncias diretas de que essas alteracdes se ddo por conta da integracao desses gestos
no discurso tecnoldgico-tedrico. Bem verdade que se trata de algo, aparentemente, inatingivel

de certo modo: integrar 0 que ndo é matematico na estrutura de algo estritamente matematico.
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No que tange aos dados da experimentacdo, tomamos as Praxeologias Matematicas
construidas no desenvolvimento do PEP. As analises ocorrem mediante categorizacdo das
praxeologias dos participantes desde a tarefa proposta na forma de questbes da familia Q,
olhando para os aspectos matematicos e didaticos (status da parabola, dominio matematico, e
gestos de estudo e outras nog¢Ges didaticas mobilizados) e outra que se inspira na analise de
contetdo (BARDIN, 2002) das questdes propostas por esses participantes, e que sdo a mola

propulsora do desenvolvimento do PEP.

Cabe salientar que ndo houve de nossa parte intervencdo na elaboracdo das questfes
derivadas de Qo, de modo que isso possibilita uma maior evidéncia das ideias dos participantes
sobre o saber matematico e extra matematico e os caminhos que deveriam ser seguidos tanto as
perguntas quanto as respostas produzidas. No entanto, tentamos ndo nos limitar as evidéncias,
mas compreender os significados das ideias presentes nos enunciados das questdes propostas

(Q1, Q2, ..., Qn) e suas relagdes com as respostas no contexto do sistema de inter-relacbes GAG.

Para abordar os dados nesse método, utilizamos a categorizacdo que, segundo Bardin
(1979), constitui uma operacao de classificacdo de elementos de um conjunto por diferenciacdo
e reagrupamento com critérios definidos previamente. Tais categorias, sdo postas em nossa
pesquisa como unidades tematicas de referéncia (Ur), e os significados que aparecem nas
questdes elaboradas pelos grupos participantes, chamamos de unidades de significado, sdo
detalhadas no préximo capitulo.

Ademais, utilizamos, quanto a Praxeologia Matematica propriamente dita, outro tipo de
analise, essa, inspirada na analise praxeoldgica. Desse modo, apontamos 0 que seria uma
questdo/tarefa padrdo, as técnicas para solucdo, destacando os ostensivos utilizados, os
ingredientes das técnicas e o discurso tecnoldgico-tedrico que integram tais questdes de modo
a podermos identificar uma Organizacdo Matematica que, em complexidade crescente, va da

pontual a local.
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Capitulo 3
Experimentacdo de um PEP no contexto universitario: Praxeologias Matematicas no

estudo da funcdo quadratica a partir do duplo status da parabola

Por se tratar de um Percurso de Estudo e Pesquisa, mesmo que adaptado (MATOS,
2017), e por terem conhecimento do nome dado ao dispositivo didatico, as praxeologias
construidas em torno de uma questdo geratriz do percurso mostraram-se suscetiveis a
valorizacdo dos limites da resolucdo empirica do MPA, o que poderia implicar em condicdes

ndo alcancadas no que tange ao raciocinio hipotético-dedutivo.

Longe de incorrer, pela sua experimentagdo, em uma “descontinuidade de performances
matematicas” (LAVE, 1988, p. 63), 0 PEP, fomenta momentos de variacdo em gestos didaticos,
que implicam, por sua vez, em vivéncias de momentos de formulacdo simbdlica, validacéo,
avaliacdo e reformulacdo de modelos matematicos para solucionar as questdes que déo inicio e

prosseguimento ao processo de aprendizagem por investigacao.

Desse modo, neste capitulo, apresentamos os resultados da experimentacdo de um PEP
nas atividades do componente curricular CET0064 — Ensino de Matematica: Funcgdes, na

Universidade Federal do Oeste da Bahia.

Tratamos, desse modo, de uma descricdo analitica do processo de (re)construcdo de
Praxeologias Matematicas, embasados num modelo de aprendizagem por investigacao
matematica, e da identificacdo no conteudo das perguntas e respostas elaboradas pelos grupos
participantes, de indicios dos gestos de estudo integrados ou ndo no logos da Praxeologia

Matematica.

Essas etapas da experimentacao sdo aqui melhores descritas por se¢des, com descri¢do
de perguntas, tarefas, técnicas e discurso tecnoldgico-tedrico, acompanhados de quadros que

associam as categorias de significados presentes as questdes.

3.1 Analise preévias

No primeiro estagio da experimentacdo, o estudo foi desenvolvido com dois estudantes

do componente curricular Ensino de Matematica: FuncGes, tendo em vista que sua ementa
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previa a discussdo de aspectos epistemologicos e didaticos das funcdes e seu ensino. Ao
trabalharmos o saber fung¢Ges quadréticas, apresentamos algumas questfes consideradas ponto
de partida e validacdo do embrido do PEP que seria experimentado no periodo seguinte. Ainda
ndo chamamos de Qo essa questdo, mesmo que ela tivesse um poder de integrar e instigar um

processo investigativo.

Classificaremos, entdo, essas questdes como prévias da familia de questbes Q (Qi, Qii,
etc.). Assim, constitui-se uma primeira questdo norteadora (Qi) da nossa investigacao, prévia
do PEP em discusséo, cujo enunciado foi: o que nos garante que o grafico de toda funcao
escrita pela equagéo f(x)= ax? + bx + ¢ é uma parabola? Trata-se de uma questdo de cunho
didatico-matematico, uma forma de estimular explicacGes sobre o processo transpositivo nas

instituicGes onde vive o referido saber.

A questdo Qi, de carater argumentativo, visou inserir o estudante no universo da
atividade matemaética (do matematico), com questionamento da natureza de um conhecimento
jainstitucionalizado. No que tange aos niveis de co-determinacao didatica— CD-D, essa questao

esta alocada no nivel do dominio matematico.

As questdes que deram inicio oficialmente ao PEP (ndo constituiu um pré-teste do
conhecimento matematico ja adquirido pelos estudantes), bem como as demais, foram

planejadas levando-se em consideragé&o:

— A parabola como conjunto de pontos do plano que verificam certa relagdo com uma
diretriz e um foco;

— A parébola como conjunto de pontos do plano que determinam uma equag&o;

— A parébola como um gréafico correspondente a uma equacdo quadrética, que
considera o lugar geométrico como conjunto de pontos que cumprem uma condicao
ou regra especifica e que unidos entre si, gera a curva que representa a parabola,
porque a partir da relacdo entre distancias é possivel achar de forma analitica a
equacio candnica.” (BERMUDEZ; MESA, 2018, p. 69) [traducio nossa].

E preciso conhecer esses aspectos associados a parabola para construir tarefas que
possam mobilizar conhecimentos a respeito das propriedades graficas da fungdo quadratica, se
0 objetivo for associar a nocdo da funcdo a forma grafica por meio de elementos de sua

epistemologia, como era esperado nessa investigacao.

Em sintese, do ponto de vista algébrico, estudamos esse objeto como uma fungédo
quadratica e, do ponto de vista da Geometria Analitica, como uma equacgéo candnica. Desse
modo, ao trazermos para nossa proposta de implementagéo de um PEP (dispositivo didatico), e

com seu viés de método de investigacdo em didatica, pretendemos amalgamar técnicas que
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estejam amparadas nos dois dominios matematicos. Isso aproxima nosso trabalho do sistema
GAG, em que se inter-relacionam os dominios geométrico, algébrico e gréafico cujos ostensivos

materializam o logos da Praxeologia Matematica.

Apesar de parecer ser nossa intencdo destacar o carater de ambiguidade de um dos
objetos ostensivos que representa a funcdo quadratica, devido aos seus diferentes status em
dominios distintos, ndo se trata, na verdade, de um objeto ambiguo. Uma certa ambiguidade
pode estar na sua abordagem didatica, nas escolhas que fazemos para ensinar esse saber num
ou noutro dominio do sistema GAG. Por isso a importancia de destacar o papel das tarefas nesse
processo e nesse projeto de reconstrugdo de praxeologias, visto que é nesse aspecto que temos
liberdade didatica para atuar diretamente na reconstrucéo da atividade matematica em uma certa
instituicao.

Nossa tentativa aqui, foi de promover essas reconstrucoes praxeoldgicas pela proposicao
de tarefas de investigacdo, em Percursos de Estudo e Pesquisa de modo que a amalgamacéo de
técnicas que pertencem a diferentes dominios contribua ndo em sua totalidade, mas em parte,
para uma nova percep¢do da relacdo entre a nocdo da funcdo com os ostensivos gque 0S
representam, mas especialmente no que concerne ao dominio grafico que deve operar

modificacfes na percepcdo da fungdo, ndo numa relacdo estatica, mas dinamica e viva.

Acreditamos que a dialética das midias e meios ¢ uma aliada na compreensdo da
proposta e no desenvolvimento do PEP implementado. Desse modo, o que compds 0 ambiente
que integrou tal gesto de estudo foi a consulta a internet, livros, como forma de confrontar uma
dada fonte bibliogréafica, o uso do Geogebra e a utilizacdo de instrumentos comuns ao ensino
da geometria para construcdo dos graficos e/ou das cOnicas em estudo, além do préprio
conhecimento construido pelos participantes ao longo de seu processo formativo.

Da mesma forma que matematicos, ao se depararem com algo ainda ndo bem definido
debrucaram-se a estudar tal objeto, nossa proposta nesse PEP foi de trazer situacdes que
simulassem esse momento hoje conhecido como constituinte do conhecimento funcdes
quadraticas e do objeto parabola. Desse modo, justificamos nossa escolha metodoldgico-
didatica, em trabalharmos com tarefas que abordam problemas de lugar geométrico, da
mecanica classica e otimizacdo, complementados com questdes de reflexdes sobre a natureza

do conhecimento em questao.

Apresentamos acima uma Qj, afirmando-a como uma questdo prévia e, agora,
apresentamos Qo, questdo diretriz do PEP em nossa investigacdo. Como se trata de um trabalho
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com futuros professores, Qo € ampla, de modo que ndo se podem ter respostas para ela sem
buscar vias dialéticas de perguntas e respostas e das midias e dos meios, a0 menos, questdes

derivadas que possam ensejar o conhecimento matematico que esperavamos mobilizar.

Qi foi respondida por um dos estudantes da seguinte maneira:

Tarefa 1 (Qi): Porque a parabola é a representacdo grafica de toda funcao quadratica?
Técnica apresentada pelo estudante E1 a T1:

Vamos considerar somente o termo de maior grau no caso +a x? com a diferente de zero, pois
esse € o principal termo que define uma funcdo quadratica que é o expoente do valor da
variavel x, ou seja, o dois. Lembrando que s6 serd uma funcdo quadratica se esse expoente for
dois, esse também é o termo que define uma parabola. Como sabemos uma fungdo, podemos
definir de uma maneira geral como uma relagdo de modo que cada elemento do dominio
relacione com apenas um elemento do contradominio (imagem) formando, assim, um par
ordenado (X, y) no plano cartesiano, e esse par ordenado define um ponto. Por outro lado,
sabemos que o dominio da funcéo quadratica é todos os reais, ou seja, todos 0s nimeros, sejam
eles positivos ou negativos, incluindo o zero. Tomaremos alguns desses ndmeros como

exemplos. Veja as tabelas abaixo:

Figura 10 — Tabela integrante de praxeologia de um estudante

Tabela A, y=x* para x = 0 e a=1 temos:
x | x2 | Y
0| 0%] 0
1| 1% | 1
L5 ]115%| 2
2| 22| 4
313 |9

Fonte: Dados da pesquisa (2019)
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Figura 11 — Tabela integrante de praxeologia de um estudante, parte 2

Tabela B, y=x* para x< 0 e a=I temos:
X x? Y
0 0? 0
-1 (—1)? 1
-5 | (-1,5)%| 2
-2 (—2)? 4
-3 (—3)? 9

Fonte: Dados da pesquisa (2019)

Fazendo uma comparacgdo entre a tabela A e a tabela B, note que, ao atribuirmos
valores simétricos para x, os valores para y ndo mudam, ex: se x=1 ou -1 o valor de y em ambos
0s casos sera 1. Isso se da pelo fato do expoente da variavel x ser igual a 2, pois para qualquer

X pertencente aos reais, uma vez elevado ao quadrado, o seu resultado seré sempre positivo.

Quando representamos esses valores no plano cartesiano, note que obtemos um
conjunto de pontos formado pelo par ordenado (X, y) que vem do mais infinito em relacdo ao
eixo do y positivo e 0 eixo x negativo passando pelo ponto cujas coordenadas (0,0) e novamente
indo até o mais infinito em relacé@o ao eixo y, mas, dessa vez, 0 eixo x também tem sentido
positivo. E ao unirmos todos esses pontos, obtemos uma parabola com eixo de simetria

coincidindo com o eixo y

E importante ressaltar que, nesse caso foi observado o caso onde o coeficiente a da
variavel x de maior grau é igual a 1. Se fosse -1, teriamos também uma parabola, mas, dessa
vez, com concavidade para baixo, do mesmo modo que seu eixo de simetria também coincidiria

com 0 eixoy.

Agora a pergunta: e se o coeficiente da variavel x fosse zero? Nesse caso, ndo teriamos
uma funcéo quadratica, pois estariamos cancelando o termo da variavel, e ficariamos indo de
encontro com a definicdo de fungéo quadratica onde o coeficiente da variavel x2 tem que ser

diferente de zero (Argumentos do estudante).

E possivel notar que a argumentacio presente no logos da praxeologia acima
apresentada concatena-se com um dos gestos de estudo (dialetica) das midias e meios, que

acreditamos ser uma nocao didatica umbilicalmente vinculada & Praxeologia Matematica, mas
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que, as vezes adormecida, necessita de um meio para que ocorra sua integracao as praticas

institucionais.

3.1.1 Primeiros passos para desenvolvimento do PEP

A questdo inicial do pretenso PEP, que tentamos empreender, foi desencadeadora da
parte experimental dessa investigacdo, visto que nossa hipdtese é a de que a referida
reconstrugdo de praxeologias passa por uma mudanca na organizacdo didatica, o que, por sua
vez, implica na alteracdo das organizagdes matematicas do saber em jogo. No entanto, nossa
tese avanca no sentido de propor que a alteracdo ocorre via integracdo de nocGes didaticas na
Praxeologia Matematica, ndo somente nas praxeologias didaticas. Desse modo, tendo em vista
tudo que ja& foi exposto anteriormente, enunciamos a questdo geratriz do PEP no ambito de
nossas intencdes didaticas:

Qi) Como reconstruir praxeologias na formacao do professor de Matematica no Brasil no que
tange ao estudo de situacBes que relacionem o objeto matematico funcdo quadréatica e seus

ostensivos figurais?

Essa questdo, na estrutura discutida por Barquero, Bosch & Romo (2015), corresponde
ao ponto de partida do PEP, que é uma pergunta aberta vinda da propria profissdo docente ou
de pesquisa sobre a pratica docente, relacionada a um certo saber a ser ensinado, nesse caso, a

funcéo quadrética.

A incompletude da atividade matematica institucional, que reflete no fato de a relacdo
entre os futuros professores e o saber em jogo ser fragil, tem como possivel leitura a rapidez
com que os fatos acontecem, ou com que 0s saberes sdo estudados no espaco institucional —
aula de Matematica, ndo permitir a vivéncia de alguns gestos de estudo que possibilitem

esmiucar o saber estudado.

H& uma tensdo entre o tempo didatico e o tempo cronoldgico em que 0s saberes sdo
ensinados e estudados que reflete a necessidade de reconstrucdo de Praxeologias Didaticas e
mudanca de foco concernente & compreensdo de contetdo. Passa ao menos pela discusséo de
conteudos estruturantes e, principalmente, pelo tipo de tarefa que sera proposta aos estudantes.
Tocamos, desse modo, numa fungdo didatica denominada cronogénese, a qual pode ser

analisada e alterada pela nogéo do PEP.
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O eshogo de PEP adaptado, teve como questdo derivada Qii, enunciada a seguir:

Qii: Qual o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano, cujas distancias a um ponto

E pertencente a essa curva e a uma reta dada guardem entre si uma relacdo constante?

Essa questdo insere-se na segunda etapa de desenvolvimento do PEP na formacéo
docente teorizada por Barquero, Bosch, Romo (2015), na qual o PEP é apresentado aos futuros
professores de forma similar a que se poderia levar a sala de aula. No entanto, a questdo Qo
apresentada adiante serd a diretriz do percurso desenvolvido por futuros professores na

condicéo de alunos.

Outras verificacdes e questdes podem surgir em torno do estudo da parabola, tais como,
que este objeto é um corte de cone circular reto por um plano perpendicular a uma diretriz do
cone, o que fora atribuido a Menecmo (REY, 1962, p.95). Isso poderia ocorrer visto que, se
pretendiamos a implementacdo de um PEP, ndo teriamos, de acordo com a epistemologia desse
dispositivo, condi¢des de controlar ou ndo o surgimento desse aspecto ou o caminho a ser

seguido pelo estudante.

No entanto, o foco ndo era a origem das conicas, mas a relacdo de uma em especifico
com a fungdo quadratica. E pertinente uma mediag&o didatica de modo que se faca presente tal
vivéncia em situacfes em que as Organiza¢Ges Matematicas estejam pautadas no que Apoldnio
(séc. Il a. C.) afirmou: que a pardbola tem a propriedade caracteristica de, para todo ponto
tomado sobre a curva, o quadrado construido sobre sua ordenada y é exatamente igual ao
retangulo construido sobre sua abscissa x e o latus rectum — LR (O LR de uma cénica é definido
como sendo uma corda focal, um segmento de reta que passa por um dos focos da conica de
extremidade pertencente a mesma, cujo comprimento é minimo (REY, 1962) . No caso da

pardbola, o seu comprimento equivale a quatro vezes a distancia do foco até o vértice).

Apesar das contribuicdes da obra de Apoldnio, optamos pelo recorte das contribuicdes
de Descarte e Fermat, seculo XVI, por sua importancia na constituicdo de um aporte para
relacionar equacdes e curvas com equacdes mediante transformacdes algébricas e geométricas
(BERMUDEZ & MESA, 2018), caracterizando um fendmeno, o de atribuir sentido analitico

ao trabalho geométrico, levando isso para o desenvolvimento do PEP.

Se o0 estudo da parabola historicamente estd associado as fung¢fes quadraticas, parece
natural seguir, de forma experimental, esse caminho em nossas Organizag¢des Didaticas. Como
esse caminho integraria as Praxeologias Matematicas? Seria necessario mesmo nocoes

didaticas norteando o bloco do saber dessas praxeologias?
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E dessas reflexdes, pensamos a parédbola em trés diferentes contextos com 0s quais
atribuimos significados para a proposta de inter-relagcdes no espago GAG:

— A parédbola como conjunto de pontos no plano que verificam certa relacdo referente a
uma diretriz e um foco (dominio Geométrico). Nesse ponto de vista da Geometria Analitica, a

parabola também pode ser compreendida como uma equagdo canénica;

— A parabola como conjunto de pontos do plano que determina uma equagdo (dominio

Algébrico). Desse ponto de vista, a pardbola € uma funcao quadratica;

— A parabola como grafico correspondente a uma equacao quadratica (dominio Gréafico).

Figura 12 — Espaco GAG — estudo da funcéo quadratica a partir da parébola

N

Fonte: Autor (2019).

Quando nos referimos ao espago GAG, estamos falando de um micromundo de
confrontacdo de midias e meios, de perguntas e respostas, em que 0 sujeito acessa e representa
por meio de sua Praxeologia Matematica um recorte do objeto matematico, especialmente

guando se trata dos dominios geométrico, algébrico e grafico.

O design desse micromundo de confrontacao de elementos do meio (gesto de estudo de
midias e meios) é baseado no reconhecimento dos aspectos, as vezes limitados, dos ostensivos
utilizados no desenvolvimento do PEP a medida que se tenta apresentar respostas a questdo
geratriz. O proprio desenvolvimento do PEP da feedback aos participantes sobre o caminho a

ser seguido, bem como sobre a validade das obras apresentadas.
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A interagdo entre o sujeito e o PEP (dispositivo didatico) ndo é nosso objeto imediato,
mas as praxeologias construidas nessa interacdo sdo, ou seja, importam a repercussao dessa

interacdo sobre as praxeologias mobilizadas pelo sistema GAG.

Cabe salientar que, em nosso entendimento, nao é qualquer Organizacdo Matematica
que daré conta dessas inter-relacbes GAG, mas aquelas construidas para o saber parabola, em
seus diferentes signos, que se relacionem ao objeto fungdo quadrética.

Segundo Bermudez & Mesa (2018), do ponto de vista de uma equacdo candnica, a
parabola, objeto que supomos vir antes da nocdo de funcdo quadratica, conta com alguns
elementos para sua descrigdo que independem de referéncia ou de um sistema de coordenadas
cartesianas, mas que podem, a depender do tipo de tarefa, ser a este relacionada. Constituem,
assim, o conjunto de elementos intrinsecos da parabola, ou seja, que integram sua estrutura
matematica, o vértice, o eixo focal, o foco, a diretriz, a distancia focal, a corda, a corda focal e
o latus rectum. Desse modo, a sequéncia que compde nosso conjunto de AER (atividades de
estudo e pesquisa) visa resgatar a percepcao grafica interligada ao conceito da funcdo quadratica

por meio das propriedades do ente geométrico no ambito da Geometria Analitica.

E igualmente necesséaria a discussdo dos aspectos didaticos da parabola, que é um
elemento mediador de trés dominios matematicos e potencializador de tarefas mais complexas
que possibilitam a reconstrucdo praxeolégica dos sujeitos numa determinada instituicdo,
resgatando, assim, o sentido analitico proprio do estudo das funces.

Como veremos nos relatos da experimentacdo da questao Qo e suas derivadas, conforme
0s participantes se dedicam a solucionar e propor novas questdes, eles discutem intuitivamente
desenhos de ensino do saber em jogo (funcdo quadratica e status da pardbola), compondo
estagio significativo da formacao docente empreendida e a infraestrutura didatica e matematica,
0 que pode viabilizar a aprendizagem dos estudantes na educacéo basica e sua propria bagagem

praxeoldgica.

Partimos agora ao relatorio da etapa na qual apresentamos as esperas institucionais e
experimentacdo da engenharia do PEP (BOSCH, 2010) como modo de organizar os fatos
didaticos para, de forma concomitante, interpretarmos os fenémenos didaticos relativos a tais

fatos.
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3.2 Esboco de analise a priori e experimentacdo do Percurso de Estudo e Pesquisa
adaptado

Retomando a questdo Qi enunciada acima, espera-se, institucionalmente, que o0s
estudantes mobilizados pela dialética de confrontacdo das midias e meios busquem informacdes

acerca do objeto matematico que surge da nocéo de lugar geométrico proposto nessa tarefa.

Vamos abrir, entdo, a praxeologia para a tarefa T, e aproveitamos para esbocar um
ensaio de andlise praxeoldgica, que contribuira para a anélise dos momentos de estudo e
posturas que deem indicios da mobilizacdo das duas dialéticas tomadas como referéncia para

essa investigacao:

T1—(Qiii): Qual o lugar geométrico dos pontos do plano cartesiano, cujas distancias a um ponto

E pertencente a essa curva e a uma reta dada guardem entre si uma relagdo constante?

Técnica — t1: Instrumentalizados, no que tange ao uso do Geogebra, e imbuidos da postura de
confrontar diferentes midias e meios, os estudantes buscardo, dentre as conicas conhecidas

(parébola, hipérbole e elipse), a que responde a referida questao.

Uma vez identificada a parabola, um caminho sera: seguir um roteiro de construcao
dessa conica, que considere a definicdo de ponto focal e reta diretriz, partindo da construgéo
dessa reta e determinando o ponto que descreve o lugar geométrico, a partir do tracado de
mediatriz perpendicular, a partir de um ponto sobre a reta diretriz e fora dela, conforme roteiro

a sequir:
No Geogebra:
I) Marcar dois pontos A e B no plano;
I1) Tracar uma reta que passe pelos pontos A e B;
I11) Marcar um ponto C sobre a reta AB;
IV) Marcar um ponto D fora da reta AB;
V) Tracar a mediatriz dos pontos C e D;
VI) Tracar uma perpendicular a reta AB por C;
VII) Marcar a intersec¢do da mediatriz com a perpendicular, ponto E;

VII1) Habilitar rastro do ponto E;
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IX) Movimentar o ponto C, sobre a reta AB.

Essas acOes indicadas na construcdo da pardbola séo subtarefas que compdem técnicas

consideradas, no ambito da TAD, ingredientes da técnica.

Figura 13 — Construcdo do lugar geométrico (parabola) no Geogebra

h

e
e //

Fonte: Autor (2019).
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Figura 14 — Protocolo de construcdo do lugar geométrico (parabola) no Geogebra

H & i <
A = (-3, -2) :

B = (3, -2)

@ 0 O

f: Reta(A.B)

— oy =2

C = Ponto(f)

Q@

— (7.52, -2)
D= (2 1)

g : Mediatriz(C, D)

— y = 1.84x - 9.2684 E |

h : Perpendicular(C. f)

— x = 7.52

E = Intersecio(g. h)
@

— (7.52, 4.5784)

F = Intersecio(g. h) -
-® ’
Fonte: Autor (2019)
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Discurso tecnoldgico-teodrico [O, O]

A tarefa T1 ndo esta alicercada apenas na técnica apresentada acima, que resultou na
figura 13. Esse é um caminho que utiliza propriedades geométricas basicas. Mas o Geogebra
permite a construcdo do lugar geométrico de forma que ndo se perceba a relagdo entre entes
geométricos fundamentais para a construgdo passo a passo. Para além dessa observacdo,
imbuidos da dialética de perguntas e respostas, 0s estudantes podem realizar alguns

questionamentos (Qei — questionamento dos estudantes), tais como:

Qe1: Que relacdo é estabelecida nessa conica construida de modo que possamos dizer

que se trata da representacdo de uma funcdo quadratica?

O questionamento acima da indicios de que houve uma aceitacdo do Paradigma de
Investigacdo e Questionamento do Mundo, que se opde ao monumentalismo do saber. Ao tentar
responder essa questdo, hd uma escolha de tocar no saber de modo que, na prética, a atividade
matematica do estudante ndo s6 seja andloga a do matematico, mas também a do bidlogo, pois,

implicitamente, surge o desejo de dissecar o objeto.

Qe1: Pode desencadear outras, como o que ocorre ao se deslocar o ponto E, que descreve
0 lugar geométrico? O lugar geométrico sera alterado? A diretriz sera deslocada? A condicao
de equidistancia entre o ponto E e foco e a reta diretriz sera mantida se desloco apenas o foco?
Essa construcdo € ou ndo uma fungdo? O que garante que seja uma funcdo? Se a parabola é

construida a partir de uma sec¢do de um cone circular, podera representar uma funcao?

Essas inquietacbes descritas acima, sdo tomadas por nos, nessa investigacdo, como
postura tipica da dialética de perguntas e respostas, onde o que move o Percurso de estudo ndo

S80 as respostas, mas as perguntas.

As questdes apresentadas acima corroboraram para propormos a seguinte questdo
geratriz do PEP, dispositivo experimentado de acordo com a segunda fase que explicitamos

anteriormente, embasado no trabalho de Barquero, Bosch & Romo (2015):

Qo: Existe um lugar em que qualquer objeto estaria protegido de modo a nao ser atingido
por um langador ao efetuar disparos com uma velocidade supostamente constante e em

diferentes angulos?

Com Qo, ensejamos a construcao de um percurso com atividades integradas pelo mesmo
discurso tecnologico-teodrico. Ainda que ndo seja nosso objetivo controlar o desenvolvimento

do PEP, o que ndo seria epistemologicamente compativel com esse dispositivo, a andlise, a
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priori, nos permite antever alguns possiveis caminhos a serem seguidos pelos participantes da
investigacao frente a questdo Qo também auxilia na nossa tarefa investigativa de condi¢des de

integracdo de nog¢des didaticas no logos das Praxeologias Matematicas.

O enunciado de Qo conduz os sujeitos da pesquisa a uma tarefa no contexto da Fisica
(estudo dos movimentos), o que deve conduzir os trabalhos & busca de modelos prontos que
possam representar 0 que se pede no enunciado. De forma imediata, por conta do contrato
didatico implicitamente construido, os participantes devem tentar responder a questdo sem dar
conta da insuficiéncia de dados para procedimentos algoritmizados. N&o se pode dizer que a
palavra “lugar” pode remeter a nogdo de lugar geométrico e, portanto, no contexto geométrico-
algébrico, pode ser dificil pensar uma solucdo em que a parébola apareca como conjunto de

pontos no plano que verificam certa relacdo referente a uma diretriz e um foco.

Pensar no ostensivo integrante do sistema de inter-relacbes GAG, sob mediacdo por
meio de questionamentos do pesquisador, deve auxiliar na tarefa de chegar na paradbola como
lugar geométrico, e conica, portanto compreendida como uma equagdo candnica. A mediagdo
didatica, inspirada nas duas dialéticas nas quais mantemos o foco, deve fomentar a validacéo

e/ou refutacdo de modelos que exprimam o local seguro mencionado no enunciado de Qo.

N&o deve ser desafio pensar que, num componente que se debruca sobre o estudo das
funcdes e seu ensino, almeje-se chegar a modelos funcionais. No entanto, chegar a um modelo
que exprima o status da pardbola na situacdo descrita no enunciado da questdo Qo ndo € uma
tarefa trivial. O recurso do ostensivo figural (grafico), a pardbola como gréafico, correspondente
a uma equacao quadratica e deve ser uma ferramenta importante para acesso ao ostensivo

algébrico, a parabola como conjunto de pontos do plano que determinam uma equacao.

A informacdo de um langador, ao efetuar disparos com uma velocidade supostamente
constante e em diferentes angulos, por sua vez, complementa a ideia de testar modelos
diferentes, mas, para isso, a dialética de midias e meios deve ser acionada, o que implica em
confrontar os tipos de lancamentos conhecidos em seus contatos com a Fisica, em especial a
Mecanica classica e o discurso tecnoldgico-teorico (logos) e ostensivos, que deem conta de

exprimir esses movimentos.

Em relagdo aos aspectos didaticos, levantar perguntas e a procura de respostas nas
midias disponiveis, relativamente associadas as dialéticas de perguntas e respostas e midias e
meios, deve ser evocado pela mediacdo do pesquisador com indicagOes claras da necessidade

de prosseguir no PEP pela proposicdo de questdes e confrontacdo de diferentes informagoes
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para respostas, cumprindo-se, assim, duas etapas desse dispositivo como mostrado na figura 6

do capitulo anterior.

Nas secdes de divulgacdo do trabalho da semana, os participantes, imbuidos dos gestos
intrinsecos as dialéticas supracitadas, devem desconstruir e reconstruir as respostas
apresentadas e integré-las ao meio didatico. Isso deve corroborar com a constru¢do de uma
resposta propria dos participantes. O meio didatico, com elementos dos diferentes status da
parabola nas inter-relagdes GAG, deve validar essas respostas (primeiro ostensivos figurais,

depois escriturais, por meio da algebra).

A resposta final, referente a Qo, deve ser defendida e avaliada pelo grupo e vir na forma
matematica por meio das inter-relagdes GAG, de onde se espera que um modelo funcional
algébrico represente a parabola de seguranca que delimitara o local de seguranca existente, a
depender do tipo de lancamento, sendo identificado que o lancamento obliquo oferece mais

elementos que permitem chegar a intencao didatica planejada.

Ademais, uma possivel Q1 desse PEP, pode ser: qual o lugar geométrico dos pontos do
plano XY que jamais serdo atingidos por um lancador ao efetuarem disparos com uma

velocidade constante V, e diferentes angulos de langcamento?

Ora, nossa intencdo didatica com tal questdo ndo estd apenas no aspecto extra
matematico, mas na no¢do de construcao de parabola enquanto lugar geométrico que assume,

sob determinadas condicdes, o papel de representacdo grafica de uma funcdo quadratica.

Reiniciando o ciclo do PEP, tomando a questao apresentada inicialmente nessa etapa da
experimentacdo como questao geratriz do Percurso, ndo temos necessariamente como prever as
condic@es de finalizacdo praxeoldgica, visto que se propde a ndo dar ao referido processo um
carater de intervencao controlada. Entretanto, espera-se que 0s participantes cheguem a ideia

de parabola de seguranca® a partir da Qo.

Primeiro é preciso considerar um lancador de projéteis localizado na origem de um
sistema de coordenadas cartesianas XY, efetuando disparos com velocidade inicial Vo

constante, mas sob diferentes angulos de disparo @ com a horizontal, variando gradativamente

1 A ideia para constituicdo da questio Qo partiu de material encontrado no link:
http://aparaboladeseguranca.blogspot.com/2013/06/parabola-de-seguranca.html?m=1. O discurso tecnolégico-
tedrico e os ostensivos graficos e figurais utilizados para explicar a intengdo didatica a partir dessa questdo sdo
pautados no material explicitado nesse blog.
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no intervalo 0° <a< 180°. Para cada angulo a, a trajetoria seguida pelo projétil € parabdlica.

Partindo da origem do sistema XY, atinge uma altura maxima e retorna ao solo horizontal.

Figura 15 — Langamentos com velocidade constante do ponto (0,0).

Fonte: http://aparaboladeseguranca.blogspot.com/2013/06/parabola-de-seguranca.html?m=1

Ao efetuar uma sequéncia de disparos sob angulos a, que aumentam progressivamente
e que pertencem ao intervalo 0° <a< 180°, obtemos uma familia de trajetorias parabdlicas, cujas

velocidades de disparo Vo, sdo comuns, cada uma descrita pela equagdo = tga.x —

9 2
2.V2.cos?a’

Essa familia de parabolas, que tém a velocidade de disparo em comum, tangencia outra
pardbola que as envolve, Unica para cada valor de V,, denominada parabola de seguranca, como
pode ser visto na figura 15 acima. Desse modo, falamos em lugar geométrico dos pontos do
plano XY, que jamais serdo atingidos pelo lancador ao efetuar disparos com uma velocidade
V, caracteristica da parabola de seguranca. E 0 conjunto de pontos externos a essa parabola

formam a zona de seguranga, objeto explicito na questdo Qo.

Figura 16 — Parabola de seguranca

Fonte:http://aparaboladeseguranca.blogspot.com/2013/06/parabola-de-seguranca.html?m=1
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Quanto as analises e aos aspectos do PEP enquanto ferramenta para investigagdo em
Didéatica, optamos por uma andlise dos dados inspiradas em dois modelos, como ja foi
mencionado. Uma inspiracdo vem da analise de conteudo, e tomamos como dados parte da
praxeologia construida, ou seja, as questdes elaboradas pelos participantes. Complementa-se
pela categorizacdo aprioristica das unidades de anélise do contetdo apresentado nas questdes
da familia Q. A outra inspiracdo vem da analise praxeoldgica. Nesse sentido, utilizamos as
questdes transformadas em tarefas, bem como as técnicas produzidas e o discurso racional que

as justificam.

3.3 Sessdes de experimentacdo, analises e validacdo da engenharia do PEP

Descrevemos as secdes de experimentacdo do PEP, ao mesmo tempo que realizamos o
esboco de andlise praxeoldgica e de conteddo para os enunciados das questes da familia Q e

do discurso tecnoldgico-tedrico que compde as suas respostas.

3.3.1Secdo 1

Esta secdo constituiu o primeiro encontro dos participantes com o PEP, ou seja,
momento de encontro com uma organizacdo matematica, na forma de pergunta geratriz do
percurso (praxeologia pontual), que ndo detinha dados suficientes para explicitacdo de técnicas

de resolucéo.

Houve tentativa de solucionar a questdo, o que ndo foi possivel, e logo se percebeu a
insuficiéncia de dados para resolucéo. Nessa mesma secao, a mediagdo do pesquisador implicou
em tentativas de reformulacdo da questdo, o que, a principio, foi entendido como acéo de

elaboracdo de tarefas matematicas com dados explicitos e técnicas para resolver tais tarefas.

Isso configurou uma acdo conjunta, um jogo didatico, que s fazia sentido se os
participantes estivessem no jogo e o pesquisador, afastado o suficiente (omissdo didatica) para
ndo comunicar demais e impedir a acdo dos grupos. O resultado é um inicio de alteracdo no
topos, principalmente dos membros dos grupos participantes. Nesse jogo, foi tarefa basica para

afiguray (aqui o pesquisador) recuperar as perguntas no sistema didatico S (Y, X, ) == S(Y,
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X, Q). Y representa o professor ou quem tem intencdo de ensinar; X, um conjunto de pessoas

que vao aprender, @ uma obra; e Q, as questdes que motivaram o jogo didatico.

Materializam-se efeitos do contrato didatico (BROUSSEAU, 2008), na experimentacdo
desse PEP, de modo que, mesmo Qo, ndo admitindo resposta, ao contrario necessitando de

delineamento, apresentaram-se respostas de acordo com as categorias abaixo:

I Evitacdo inicial do PEP (impossibilidade definitiva de responder a questdo).
Encontramos como respostas: os dados sdo insuficientes para resolver a
questao.

Il. Transicdo da evitacdo a aceitacdo do PEP (impossibilidade condicional de
responder a questdo). Encontramos respostas do tipo: os dados séo insuficientes
para resolver a questdo, mas devemos considerar as seguintes hipéteses a

respeito do lancamento. As hipoteses identificadas foram:
— hipotese 1: lancamento obliquo;
— hipdtese 2: lancamento vertical desconsiderando atrito e gravidade;
— hipétese 3: langcamento horizontal;
— hipotese 4: lancamentos anteriores estando o langador no “ar”;

— hipotese 5: um desdobramento da hipétese 2, lancamento vertical considerando atrito

e gravidade.

Figura 17 — Ostensivos figurais utilizados na resposta a Qo do PEP

Fonte: Dados da experimentacdo do PEP (2019).
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I1l.  Uso da dialética de perguntas e respostas (possibilidade de responder a questdo
Qo com a proposicdo de outras questdes). Foi possivel encontrar: Formule 5 ou mais questes

que impedem a resolucéo de Qo, a exemplo de:
— Qual lugar que o objeto se encontra?
— Qual lugar o langador se encontra?
— Angulacéo do langamento do objeto?
— Quais atritos presentes no percurso do projétil?
— Qual velocidade média do projétil?

Essas categorias ja dao indicios do caminho a ser percorrido pelos participantes, que
estdo organizados em grupos. No bloco do saber-fazer (técnico-pratico), hé claras indicacBes
da presenca das no¢oes didaticas que adotamos. As repostas na forma de questao apontam para

0 uso da dialética de perguntas e respostas, por exemplo.

Da fase de pre-exploragdo do material, primeira do caminho inspirado na anélise do
contetdo (BARDIN, 2002), podemos inferir que o percurso, ainda que limitado, se materializa,
pela proposicdo de, a0 menos, mais duas questdes como desdobramentos de Qo. Como a questao
geratriz do PEP obteve respostas num status de questdo, e essas sao nosso objeto da primeira

andlise pretendida, observamos o contetido do que foi comunicado nestas questdes.

Apontar a insuficiéncia de dados e propor questdes indica, de modo mais ou menos
implicito, que esta proposicdo é quem fomenta e caracteriza a atividade de investigagdo
matematica neste momento ofertada aos participantes. Isso ja indica de qualquer modo uma
mudanca na pedagogia dominante, visto que suscita uma reconstrucao funcional da matematica

como resposta a uma situacao problematica, nesse caso a Qo proposta.

3.3.2 Se¢éo 2

Essa secdo foi marcada pela socializacdo das obras da primeira semana de trabalho. A
dialética de midias e meios deveria ser mobilizada e a construgdo do meio explicitada e, nesse,

as primeiras perguntas, derivadas de Qo e suas respostas.

O ato de levantar outras questbes é a primeira fase da infraestrutura do PEP que

planejamos, porém, tais perguntas deveriam vir acompanhadas por respostas (etapa da procura
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por respostas, que revela a dialética de midias e meios), as quais deveriam ser procuradas nas

midias disponiveis, tais como livros de Matematica e Fisica e sites na internet.

De antemdo, a op¢ao por enunciar questdes e procurar respostas nas midias disponiveis
se opde a pedagogia dominante, na medida que foge do modelo de enumerar os saberes
matematicos e extra matematicos. Temos dois caminhos para pensar a integracdo da no¢do da
dialética de midias e meios: integracdo pelo tipo de tarefas e integracao por técnicas (ARTAUD,

2019), discutidas junto aos dados.

A seguir, apresentamos as questdes que emergiram dos trabalhos da semana por
categorias, cujas unidades de analise terdo relacdo com as interpretagdes relativas aos status da
pardbola. Os contetdos manifestos (0s ostensivos e ndo ostensivos que surgem nas perguntas e
sua ligacdo com os status da pardbola) sdo nosso primeiro objeto. Os latentes, nosso objetivo
ultimo, pois esses devem trazer elementos da integracdo de nocGes didaticas no logos das

Praxeologias Matematicas.

Desse modo, em consonancia com o método explicitado no capitulo anterior e o tipo de

analise ensejada, as categorias das ideias presentes nas perguntas sdo:

C1. O problema posto em Qo se resolve no campo dos conhecimentos da fisica.

Considera-se, nesse caso, hipoteses do tipo de langcamento e seu angulo e velocidade;

Cz. O problema posto em Qo se resolve no campo dos conhecimentos matematicos.
Considera-se a ideia de lugar geométrico. A partir dai, pode-se pensar em contribuicbes da

Mecénica Classica;

C3.0 problema posto em Qo, se resolve com a amalgamacdo de técnicas e nogdes da
Fisica e Matematica. Parte-se da ideia do tipo de lancamento, sem deixar de considerar

simultaneamente a ideia de lugar geométrico.

Elas objetivam categorizar significados para a dialética que esta no coracao do PEP, os
guais implementamos, mas, de forma incisiva, a dialética de midias e meios e alguns elementos

das variaveis didaticas.

A abrangéncia das ideias comunicadas na questdo quanto a nocdo relativa ao tipo de
lancamento e sua relacdo com os status da parabola, € nossa espera institucional e pode ser
alocada nas categorias C2 e Cs. Isso nos remete a pensar também na abrangéncia das técnicas.
Estas produzem uma OM institucionalizada que ressaltam na funcéo da dialética e fazem parte
do topos do estudante (ARTAUD, 2019).
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Para um tipo de tarefa T, existe uma técnica que talvez ndo responda a todas as tarefas
relacionadas a esse tema, ou seja, podemos identificar na resolugdo da Q: a tentativa de
padronizacdo de técnica para qualquer movimento e qualquer status da parabola que néo
responde a tarefa proposta. As trés categorias tém intima relagdo com o discurso tecnolégico-
tedrico que torna inteligivel uma técnica padréo para uma alteracéo de Qo, que permita chegar

a ideia de parébola de seguranca.

Como uma das fung¢des do discurso tecnoldgico-tedrico € produzir técnicas, conhecé-lo
amplia o repertorio de construcdo de técnicas. Se conseguimos objetivar a integracao de nocoes
didaticas no referido discurso, temos especialmente uma reconstrucdo da praxeologia
profissional docente.

A abrangéncia das ideias comunicadas quanto a mobilizacdo das duas dialéticas em
questdo é também nosso ponto de interesse. As questdes produzidas no desenvolvimento do
PEP, ao mesmo tempo que séo representantes do significado e representacdes dos sujeitos da
pesquisa, quanto aos objetos do saber em jogo, sdo também indicadores do tipo de gesto
didatico que esta sendo mobilizado. Cabe a nos inferir sobre como essas questdes alteraram de

alguma forma as Praxeologias Matematicas quando mobilizadas.

A seguir apresentamos as questdes Q1, elaboradas e explicitadas nessa segunda secéo
de desenvolvimento do PEP:

Quadro 3 — Enunciados da Questdo Q1 organizados por categorias

Categoria Grupo Enunciado da questdo Q:

1 Considere um lancador atirando em um angulo de 15° com relagéo ao
chéo e o objeto lancado estd a uma velocidade de 10m/s. Em qual
distancia um alvo estaria a salvo do disparo? Considere a gravidade
igual a 10m/s.

C 2 Um canh&o dispara uma bala com velocidade inicial igual a 500 m/s

(em modulo), a 45° com a horizontal. Desprezando o atrito e
considerando g=10 m/s?. Determine o alcance maximo horizontal da
bala.

6 Uma bala € langada com a velocidade inicial de V, =15m/s formando
um angulo de 45° com a horizontal. Qual o alcance maximo?

C 4 Delimite um lugar geométrico para o objeto.

3 Qual o alcance do lancador? E qual o espago do acontecimento?
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G 5 Considere que o langador forma um angulo de 45° com a base. Ha um

lugar onde o objeto estaria protegido de modo a ndo ser atingido?

Fonte: Autor (2019).

A questdo Qo deve ser geradora de um grande nimero de questdes, e a busca de respostas
as questbes derivadas dela deveriam conduzir a um grande ndmero de saberes de outras
disciplinas (PEP no contexto codisciplinar). Pelo enunciado proposto, as questfes derivadas,
conforme pode ser visto acima, sdo conduzidas a conhecimentos do campo da Fisica. E ainda
que a tentativa de solucionar Qo, descrita na se¢dol, tenha caracterizado como evitagdo ao
percurso, na proposicdo da Qi, € comum a todos 0s grupos pensar em uma das hipoteses
descritas na segunda categoria também exposta na secdo anterior. Tais hipoteses estdo
configurando parte do meio didatico, apds a confrontacdo com diferentes midias, especialmente

via consulta pela internet.

Exceto para os grupos 3 e 4, a noc¢ao de alcance esteve associada a ideia do langcamento
de um projétil, algo mencionado em Qo. E como foram considerados angulos de langamento no
intervalo 0° < 6 <90° subentende-se que houve uma compreensdo de que o lancamento

adequado para chegar a resposta final poderia ser obliquo.

No caso dos grupos 3 e 4, as respostas a Qo vieram na forma de outros questionamentos.
Esse gesto de estudo de levantar perguntas e apresentar respostas continuou na proposicao de
Q1. No bloco técnico-pratico da praxeologia do grupo trés, inferimos que a reconstrucdo da
praxeologia esta ancorada na reconstrugdo das perguntas que apresentam mais informacdes do
meio no qual se assentam as possiveis respostas para a questdo geratriz, e indica o primeiro

caminho da integracdo da dialética de midias e meios pela integracdo de tipos de tarefas.

Enquanto nas praxeologias dos demais grupos, a resposta a Qi parece ndo ser uma
resposta propria, 0s grupos 3 e 4, aparentemente, retardam o processo de apresentacdo de uma

resposta, o que da indicios de uma busca de resposta propria.

Quanto ao grupo 4, temos, na questdo Qi, proposta uma aproximagdo da intengéo
didatica velada nesse PEP. A compreensdo de que é necessario compreender aspectos
geométricos da situacdo. Na praxeologia desse grupo, a questdo (tomada como tarefa) faz
mencao a determinar o lugar geométrico que descreve a trajetoria do objeto lancado por um

atirador. No entanto, o tipo de langcamento fica implicito.
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Quanto ao sistema de inter-relagbes GAG, dentre as questdes de todos os grupos,
nenhuma delas aponta para parabola como conjunto de pontos no plano que verifica certa
relacdo referente a uma diretriz e um foco (dominio Geométrico) ou uma equacao canonica na
Geometria Analitica; como conjunto de pontos do plano que determina uma equacgéo (dominio
algébrico) ou uma funcéo quadréatica; como grafico correspondente a uma equagdo quadratica
(dominio Gréfico).

A proposicdo dessas questdes trabalha no campo intuitivo, no enfretamento a
atomizacdo da matematica ensinada (PARRA & OTERO, 2013). Compreenda-se atomizacéo,
nesse contexto, como sendo a fragmentacdo dos conhecimentos matematicos, que se
desconfigura quando partimos, por exemplo, de uma questdo no contexto extra matematico. No
entanto, nessas primeiras questdes, as técnicas ainda estavam ancoradas, particularmente, em

apenas umas das concepcdes apresentadas no paragrafo anterior.

Na etapa inspirada na analise praxeoldgica, apresentamos indicios de modificagdo nas
Praxeologias Matematicas dos participantes, especificamente no bloco do saber que, por
consequéncia, deve promover reformulacdes nas Praxeologias Didaticas. Os participantes da
pesquisa ndo sdo identificados, pois o foco sdo 0s aspectos gerais das praxeologias construidas

na instituicdo de formagéao docente.

Abrindo as praxeologias da primeira reformulacdo dos grupos (Q1), apresentamos as
técnicas e os discursos tecnoldgico-tedricos (logos), bem como os ostensivos utilizados para

alcancar o objeto ostensivo em jogo.
Pode-se extrair da Q1 do grupo 1, a seguinte tarefa:

Tic1: Considerar um lancador atirando em um angulo de 15° com relagéo ao chéo e o
objeto lancado a uma velocidade de 10m/s, e calcular a distancia na qual um alvo estaria a

salvo do disparo (Considere a gravidade igual a 10m/s).

Técnica 1 do grupo 1 (t161):

Embasada na formula do alcance (uso de ostensivo escritural algébrico):
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A=

Uma subtarefa tomada como um ingrediente da técnica € calcular o alcance do projétil,

componente horizontal.
Discurso tecnolégico-tedrico [©, O]:

Tal discurso pauta-se num tipo de movimento estudado da Fisica, 0 movimento
parabdlico em campo gravitacional. Algo comum a todo movimento, a velocidade vetorial é a
tangente a trajetoria a todo instante, tendo 0 mesmo sentido do movimento. No ponto mais alto

atingido pelo projétil, é horizontal (ndo nula).

Ao considerar o alcance, a praxeologia deveria levar em consideracdo o deslocamento
horizontal do projétil, mas também o vertical, ou seja, relacionado a altura que esse projétil

atinge ao mesmo tempo que também se desloca horizontalmente.

O lancamento obliquo (hipétese 1) ocorre quando um objeto inicia seu movimento,
formando um determinado angulo com a horizontal. Nesse caso, 0 objeto executa dois
movimentos simultaneos, um vertical (subida e descida) e um horizontal. Desse modo, a analise
desse langamento deve considerar o0 movimento executado na vertical (eixo y) e 0 movimento
na horizontal (eixo x). No caso do movimento vertical, a busca € pela altura maxima, enquanto

no movimento horizontal, pelo alcance horizontal do objeto.

Visto que ndo se pode desprezar a atuacdo da gravidade, o movimento vertical sera
uniformemente variado e 0 movimento no eixo X, retilineo e uniforme. Nesse momento de
confrontacdo de midias e construcdo de meios, a praxeologia analisada aponta para a
compreensdo restrita a um dos movimentos que compde a situacdo inicialmente apresentada

em Qo e complementada em Q3. O alcance direciona o olhar sobre 0 movimento no eixo Xx.

100



Figura 18 — Mapa mental do langamento obliquo
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Fonte:https://brasilescola.uol.com.br/fisica/lancamento-obliquo.htm

Quanto ao grupo 2, pode-se extrair da Q; a tarefa:

Tie2: Considerar um canh@o que dispara uma bala com velocidade inicial igual a 500
m/s (em modulo), a 45° com a horizontal. Desprezando o atrito e considerando g=10 m/s?,

determinar o alcance maximo horizontal da bala.
Técnica 1 do grupo 2 (t162):

Faz uso de ostensivo escritural algébrico, considera que a medida em que o projétil sobe,
se desloca horizontalmente, por isso, apresenta a funcdo horaria do espaco na horizontal e

equacdo para determinar a sua altura maxima.
Funcao horaria do espaco na horizontal:
X =Xy + VUpy.t

x =0+ v,.cos45°t

x = 500.‘/2—5. t (Equacdo 1)
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O tempo que o projétil leva para alcancar a altura maxima:

Vy =10y —g.t

0=1v,, —g.t

Voy

9

_ Uy .sen45°

= T
500.%2

t = 2

10
t =25V2

t =

Como o tempo de subida e descida sdo iguais, o tempo total do percurso equivale ao
dobro do tempo para alcancar a altura maxima.

ttotal = 50\/5

Substituindo t;,:; naequagao 1, temos que:

x = 250.4/2.50.v2

x = 25000 m

Nesse caso, os ingredientes (subtarefas implicitas) da técnica apresentada sao:

— Calcular o tempo para que o projétil atinja a altura maxima;
— O deslocamento horizontal do projétil (aplicacdo da funcédo horaria do espaco).
E a integracdo da nocdo didatica dialética de midias e meios pode se efetivar pela

integracao de técnicas que, assim como nos demais grupo, pode ser refletida ap6s a Gltima se¢do
de experimentacdo, na qual nos deteremos ao recorte do grupo 3, aquele que chegou proximo

da nossa espera institucional.

Discurso tecnoldgico-tedrico [6,0]:
As duas equacdes utilizadas na técnica apresentada por esse grupo indicam os tipos de

movimento do projétil: uniformemente variado, retilineo e uniforme, caracterizando o
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lancamento obliquo. Isso indica um abandono da hipotese de langamento apresentada na
tentativa de resolucéo de Qo, como pode ser visto na figura 17.

Da Q1 do grupo 3, extraimos a tarefa:

Tics: Determine o alcance do langador e o espago do acontecimento.

Técnica 1 do grupo 3(t163):

Faz uso de ostensivo escritural, para levantar hipdteses sobre o espaco do acontecimento
e generalizar o alcance, o que torna factivel a necessidade de prolongar o percurso investigativo.

Desse modo, no ambito do ostensivo utilizado, a resposta a Q1 elaborada por este grupo, foi:

O alcance é de y metros de altura e x de comprimento. O local do acontecimento pode

ser na reta, no plano e no espago.

Pode ser verificado na figura 19, a partir do ostensivo figural apresentado por esse grupo,
ao utilizarem como ingrediente da técnica o esboco das trés situacdes pensadas (subtarefa do
tipo esbocar o local do acontecimento dos tipos de langamentos), que a proposta ainda é bastante
geral, mas que pode fomentar tarefas que tratem do tipo de langamento que permitird chegar a
nocdo da parabola de seguranca, ou melhor, a Funcdo quadratica como parabola.
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Figura 19 — Ostensivo figural para indicar local de acontecimento de um determinado

movimento
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Fonte: Dados da pesquisa (2019)

Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O]:

Reconhecendo que a trajetoria descrita € parabdlica (movimento uniformemente
variado), a proposta de determinar o alcance considera duas dimensdes: altura e comprimento.
Isso da conta da primeira parte da pergunta, mas o local do acontecimento conduz o discurso
que justifica a técnica empregada para um caminho oposto ao movimento relativo ao alcance.

Representa o abandono da hipdtese implicita na resposta da primeira parte da pergunta e adogéo
de novas hipoteses.

Da Qi do grupo 4, extraimos a tarefa:

Tics: Delimitar um lugar geométrico para o objeto.
Técnica 1 do grupo 4 (t1c4):

A=(ab,c)emquea, bece R®
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A técnica desse grupo consistiu em supor um ponto qualquer localizado no R3. N&o é
uma tarefa trivial determinar um lugar geométrico, visto que, além de imaginarmos um ponto
se movimentando de acordo com condicdes determinadas, precisamos descrever a trajetoria
desse ponto enquanto ele se movimenta. No entanto, as lacunas na solucdo da tarefa véo no
sentido da inconsisténcia no discurso tecnologico-tedrico. A resposta é incompleta, pois ha

elementos ausentes que sdo de ordem da defini¢cdo de um lugar geométrico.

Discurso tecnoldgico-teorico [©, O]:

A nocdo que vai orientar e justificar o saber-fazer na tarefa proposta pelo grupo 4, é a
de lugar geométrico, que consiste no conjunto de pontos de um plano que gozam de uma
determinada propriedade. No estudo da Geometria Euclidiana, nos deparamos com os lugares
geométricos bidimensionais. Entretanto, por extensdo, os pontos do espago também podem
sujeitar-se a uma propriedade matematica determinada, como superficies esféricas, cilindricas,
elipsoidais. Desse modo, os lugares geométricos podem ser dados por retas, curvas e
superficies. A resposta apresentada, ndo da pistas claras do tipo de lugar geométrico, o que forca

a necessidade de outras questdes derivadas de Qo.
A tarefa extraida da Q1 do grupo 5 é a seguinte:

Ties: Ao Considerar que o langador forma um angulo de 45° com a base, discutir se ha

um lugar onde o objeto estaria protegido de modo a néo ser atingido.

Técnica 1 do grupo 5 (t1cs):

O ostensivo que simboliza a técnica apresentada inicialmente por esse grupo € o
escritural, como segue: Na proposicdo, ainda ndo ha dados suficientes para responder a
questdo. Mas da para levantar hipdteses. E se esse movimento for vertical, existe lugar seguro?

E se for horizontal? E, ainda, se 0 movimento for obliquo?

Né&o séo apresentadas tecnicas algoritmizadas. Nenhuma férmula foi evocada, mas o
questionamento sobre o tipo de movimento. Apesar do estilo de apresentacdo de respostas, ndo
podemos defender a presenca de noc¢des didaticas no logos dessa praxeologia. Nem mesmo foi
apresentada uma praxeologia completa para Qi. Faltam indicios de questionamentos, de

confrontacdo as propriedades e teoria que justifiquem a técnica para essa quest&o.
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Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O:

Pelo exposto acima, podemos dizer que a técnica consistiu em conjecturar o movimento
de acordo com trés tipos de lancamentos. O &ngulo de lancamento do projétil, dado no
enunciado, de 45°, no entanto, contradiz a solugédo por conjecturas. Se o angulo de langamento
for obliquo, o langamento sera um valor no intervalo 0° < a < 90°, j& se admitiu o langamento

obliquo.
Por fim, a tarefa extraida da Q1 do grupo 6, foi:

Ties: Calcular o alcance maximo de uma bala lan¢ada com a velocidade inicial de Vo

=15m/s formando um angulo de 45° com a horizontal.

Técnica 1 do grupo 6 (t1cs):

O ostensivo utilizado por esse grupo é o escritural algébrico. Utiliza uma formula para

o célculo do alcance, que é considerado apenas no sentido horizontal.

Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O]:

Pelo ostensivo utilizado acima, para representar o alcance do corpo que é lancado
segundo especificagdes do enunciado de Qz, 0 grupo 6 considera como alcance o deslocamento
horizontal do corpo, que, no plano cartesiano, corresponde a coordenada x. O deslocamento na

vertical, que dara conta da altura atingida pelo corpo, néo foi calculada.
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Nesse momento, 0 grupo néo utiliza outros ostensivos como o figural, nem mesmo o
escritural em lingua natural para justificar o calculo realizado. No entanto, pode-se inferir que
a continuidade do percurso, com a proposi¢do de uma Q2, indica a percepc¢do de uma lacuna,
guanto a questdo geratriz do percurso. Nao foi possivel, com esse enunciado e dados
disponiveis, responder sobre a existéncia de um local seguro sem que se tenha considerado

apenas a localizagdo sobre uma reta.

Caberia um questionamento, integrado ao logos nessa praxeologia, quanto a validade
do resultado e das propriedades desse movimento tomado como padréo, o que poderia indicar,
nessa praxeologia, a inclusdo da dialética das perguntas e respostas nesse bloco tecnolégico-
tedrico. Tal questionamento poderia surgir da seguinte maneira: postos os calculos do alcance
no sentido horizontal, qual altura maxima seria atingida pelo projétil. Somente a equacéo que
fornece o alcance na horizontal é suficiente para escrever uma relagdo funcional sobre essa
situacdo? Ou mesmo: tal situagdo pode ser modelada por uma fungdo? Estamos falando de

questionamentos implicitos, o que pode ter resultado na proposicéo de Q.

Consequéncias didaticas das tarefas embasadas na questdo Q1

A escolha de um tipo de lancamento implica diretamente no seguimento do PEP e no
tipo de praxeologia que deve ser construida pelos grupos. Adotar o langamento obliquo ndo
descarta imediatamente os demais tipos de lancamento, contudo deve, mais adiante, conduzir
0s sujeitos da pesquisa a conjecturarem e aperfeicoarem a questao e as respostas de modo que

alcancem a ideia de construcdo de parabolas a cada langcamento.

Se o caminho se iniciar pela nocdo de lugar geométrico, como esperado e que esta de
acordo com a epistemologia geral da génese do saber funcdo quadratica, o entendimento
presente pela analise das Praxeologias Matematicas construidas deve ser de uma conica, a
parabola como lugar geométrico. Assim, essa paradbola, de diretriz d e foco F, é o lugar
geométrico dos pontos do plano que estdo equidistantes de F e de d. De forma equivalente, € o
lugar geométrico dos centros P das circunferéncias que passam por F e sdo tangentes a d,

conforme podemos ver na figura 20, a seguir.
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Figura 20 — Parabola com lugar geométrico dos pontos que estdo equidistantes ao foco

e uma reta diretriz

Q = {P € R*|d(P, F) = d(P,d)}.

Fonte: Rodrigues (2017)

3.3.3 Se¢do 3

Apresentamos agora as questdes Q2, elaboradas e explicitadas na terceira se¢do de
desenvolvimento do PEP, no quadro 5. As categorias prévias sao as mesmas, mas, nas
consequéncias didaticas, apontamos as categorias abertas, visto que se amplia, nas praxeologias

que sdo descritas, a proximidade com o modelo matematico colocado por ndés como espera

institucional.
Quadro 4 — Enunciados da Questdo Q2 organizados por categorias
Categoria Grupo Enunciado da questéo (Q2)
1 Qual o alcance maximo quando o angulo varia no intervalo [0, 90]
graus?
2 Qual a funcéo horéria do espaco na horizontal?
C 5 Considere os angulos notaveis no intervalo: 0° « a « 180° (0°, 30°,
45°, 60°, 90°, 120°, 150° e 180°).Identifique o tipo de lancamento e o
ponto maximo atingido pelo objeto langado. (Considerando v, = 2m/s
para todos os angulos de langamento).
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6 Agora considere uma bala lancada com velocidade inicial de
vo=15m/s e com o angulo de lancamento com a horizontal no
intervalo 0° «< @ « 180° . Qual o alcance maximo?

Cz 4 Suponha um lugar geométrico ao langcador. Sendo assim, dado o ponto
P, dé uma variacdo ao angulo de lancamento.

3 Sabendo que o alcance de um projétil é de y metros de altura e x
metros de comprimento, e considerando que o lancador estd em uma
Cs reta, plano ou espaco, existe um lugar em que qualquer objeto estaria
protegido?

Fonte: Autor (2019).

Do quadro apresentado na secdo 2, temos uma mudanca apenas do grupo 5, que
restringe, na proposicdo da questdo, o significado do objeto do conhecimento a categoria Ci,
ou seja, migrou da categoria Cs, que d& conta da amalgamacdo de técnicas da Fisica e
Matematica, uma simbiose da concepc¢do do status da parébola, para o que trata da resolugdo
no campo dos conhecimentos da Fisica, ainda considerando as hip6teses de langamento.

Ainda de acordo com os significados, e no que tange as mudancgas nos enunciados, o
grupo 2 restringe a questdo, de modo que propriedades da mecanica classica fiquem mais
evidentes no enunciado, afastando, de certo modo, o foco da questdo da discusséo do modelo

(parabdlico) que representa a situacao descrita em Qo.

O grupo 4, por sua vez, se mantém na linha de pensar o lugar geométrico, mas amplia a
questdo a medida que solicita a variacdo de angulos de lancamento. No entanto, ainda ndo da
sinais claros de que o modelo que melhor representa a situacdo é parabdlico, visto que a
pardbola, enquanto lugar geométrico dos pontos que equidistam de um ponto (foco) e de uma

reta (diretriz), ndo aparece na solugéo.

Assim como fizemos na secdo 2, vamos abrir as Praxeologias Matematicas da segunda
reformulacdo dos grupos (Q2). Desse modo, destacamos as técnicas e os discursos tecnolégico-
teoricos (logos) produzidos pelos grupos nessa se¢do, bem como os objetos ostensivos que ddo
a ideia do saber (objeto ndo ostensivo) mobilizado pelos participantes nessa etapa da

investigacao.

Utilizaremos a mesma forma de codificar as tarefas que podem ser extraidas das

questdes descritas no quadro 5. Assim, a tarefa extraida da Q- do grupo 1 é a seguinte:

Toc1: Determinar o alcance maximo quando o angulo varia no intervalo [0, 90] graus.
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Técnica 2 do grupo 1(t2c1):
Consistiu em utilizar a equacdo que expressa o alcance:

_ Vo®.sen(2a)
g
O grupo justifica: mas como definimos a velocidade constante (10m/s) e a gravidade
10%.sen(2a) _

como 10m/s?, o alcance € definido por 4 = —Y = 10.sen (2a)

O que vai alterar na formula é o sen (2a), que quanto maior for, maior sera o alcance.
Como sabemos, 0s senos dos angulos variam no intervalo [-1, 1]. Logo, o alcance maximo sera

quando o sen (2a) = 1.
O seno de 90° é 1, logo 2a = 90°,a = 45°.

Quando o angulo for de 45°, o alcance sera maximo e igual a
Apmax = 10.sen (2 .45°)

Apax = 10.1 = 10 metros

O mesmo ocorre para os demais angulos, ao mudar o referencial.

Figura 21— Ostensivo gréafico utilizado pelo grupo 2 na solu¢édo de Q2

il .. oo

Fonte: Dados da pesquisa (2018)

Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O]:
110



O célculo do alcance na tarefa acima, bem como na resolugdo, pode ser uma tentativa
de escrever uma equacdo que descreve cada uma das trajetorias parabdlicas que pertence a uma
familia de parabolas, se o disparo for sob &ngulos variando no intervalo 0° < a <« 180°. No
entanto, no presente bloco técnico-pratico, pode-se identificar que a referéncia ao alcance € na

vertical (altura maxima).

Na figura 21, os angulos de lancamento foram tracados no eixo das abscissas. A
compreensdo ndo foi propriamente de que os disparos seriam com diferentes angulos com a
horizontal (eixo x), mas de que numa situacdo bem especifica, a altura maxima é alcancada se

o langcamento ocorrer, desde que o angulo entre a lancador e o plano horizontal seja de 45°.

O que liga a técnica utilizada para resolver a Q2, nesse caso, e a praxeologia esperada

(intencdo didatica) € a compreensédo de que a situacao pode ser modelada por parébolas.

Toc2: Determinar a funcé@o horéaria do espaco na horizontal.

Técnica 2 do grupo 2(t262):

Possivelmente, ao mobilizar a dialética das midias e meios intuitivamente, o grupo

apresenta a equagéo: x = x, + v,x.t.

Foi abandonado o modelo apresentado na Q1, e sdo apresentados agora novos elementos

que serdo considerados para se chegar a outra equacgao:

x =0+ v,cos45°.t.

500.v2
\/—t
2

x = 250. (V2)t.

Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O]:

Ao determinar a funcdo horéria do espago, o grupo 2 pretende informar sobre uma
equacdo que permite calcular a posicdo de um projetil. Entretanto, ndo apresenta modelo no
sistema geometrico ou grafico na resolugdo, o que complementaria a analise na busca de

identificar se tem relagdo com a ideia do status da parabola.

Tog3: Sabendo que o alcance de um projétil é de y metros de altura e x metros de
comprimento, e considerando que o lancador esta em uma reta, plano ou espaco, determine

um lugar em que qualquer objeto estaria protegido.
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Técnica 2 do grupo 3(t263):

O referido grupo utiliza, inicialmente, o ostensivo escritural apresentando resposta
positiva para a tarefa, e considera trés situacdes: uma em que o lancador esta localizado na reta,

no plano e outra no espaco:

No caso da reta, existem infinitos locais para o objeto estar seguro. Basta ele se
localizar em (x, + o) ou (— oo, —x). Tendo como referéncia o lancador localizado na origem
da reta. No caso do plano, o objeto deve se localizar no foco da circunferéncia de centro no
lancador e raio x. No caso do espaco, seria uma elipsoide, onde o objeto estaria seguro fora

da elipsoide. O lancador estaria no ponto médio dos focos da elipse rotacionada.

Em seguida, sdo retomados os ostensivos figurais utilizados na questdo anterior para

ilustrar os casos descritos acima.

Figura 22 — Ostensivo figural da solucdo do grupo 3

' Caone Lo Con, \‘*\)é"wcg
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Fonte: Dados da pesquisa (2019)
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Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O:

A nocao implicitamente utilizada pelo grupo 3 foi o de lugar geométrico. Mas
desconsidera, de acordo com nossa intencdo didatica, o angulo de lancamento realizado pelo
atirador. A definicdo formal de lugar geométrico ndo aparece na solugdo, mas, ao utilizar o
ostensivo figural (figura 22 acima), acena para esta nogdo. A trajetoria do projétil, enunciada
na forma de proposicdo sobre propriedades que determinados conjuntos de pontos devem

satisfazer, definiria lugar geométrico para cada caso.

Taca: Supor um lugar geométrico ao lancador e dado o ponto P, determinar uma

variacdo ao angulo de langamento.

Técnica 2 do grupo 4 (t264):
O grupo 4 utiliza o seguinte ostensivo na técnica apresentada para Qz:
p (ai, by, cq) | ag, by e ¢, € R3, com variagdo de angulacédo x no intervalo 0 < x « .

N&o é apresentado algum ostensivo figural nessa técnica. No que concerne a tentativa
de ampliar a no¢do da questdo anterior, essa mostrou-se por meio da indicacdo de que a

angulacdo deve ser considerada.

Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O]:

O discurso que justifica a técnica do grupo 4, alicerca-se na Geometria Analitica,
especialmente na conceituacdo de lugar geométrico. Do ponto de vista da pergunta, pode-se
dizer que ainda faltam dados no enunciado da questdo para que seja pensado o referido objeto
matematico e seja feito esbo¢o com o seu ostensivo figural. Ao mencionar a expressdo lugar
geométrico, de forma explicita, mesmo que intuitivamente, considerou-se a necessidade de se

ter clareza acerca das propriedades com as quais o definiria.

Desse modo, o elemento tecnolodgico integrador dessa tarefa com outras do mesmo
objeto matematico é uma certa propriedade P, que deve ter todo ponto pertencente a um lugar

geométrico L.
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Toes: Considere os angulos notaveis no intervalo: 0° < a « 180° (0°, 30°, 45°, 60°,

90°, 120°, 150° e 180°). Identificar o tipo de langamento e o ponto méximo atingido pelo objeto
langado. (Considerando v, = 2m/s para todos os angulos de langamento).

Técnica 2 do grupo 5 (t26s):

O grupo, utilizando ostensivo escritural, aponta trés hipoteses de lancamento que podem
ser consideradas para responder a Qz:

O angulo de 90° € o unico de langamento vertical; os angulos de 0° e 180°sdo de

langamentos horizontais e os demais angulos de 30°, 45°, 60°, 120° e 150° s&o langamentos
obliquos.

Em seguida, apresentam outra parte da resposta, utilizando ostensivo escritural, mas na
forma algébrica, como segue:

— 2
_ vl

.sen 260
Para 68 = 0°

22

X = E.sen 2.0

4

x=E.sen0

x = 0 metros
Para 8 = 30°

22
X = 1—O.sen 2.30

X =1—O.sen 60

4 V3
107 2
24/3

X = ? metros

X

Para 8 = 45°
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x =—.sen 90°

10
4
*~10
2
x=g metros

Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O:

Apesar de utilizarem um ostensivo grafico como parte da resposta, e terem abandonado
0 modelo inicial, cogitaram a nocdo de lugar geométrico e as alturas maximas que o projétil

lancado atingiria, como pode ser visto na figura 23.

Figura 23 — Ostensivo figural da solucdo do grupo 5

'L UGae

Fonte: Dados da pesquisa (2019).

Em termos de discurso que justifique a técnica apresentada, o grupo ainda mantém o
foco no alcance. Desse modo, revela preocupagcdo com um local no sentido horizontal. A
dialética midias e meios se manifesta na conjectura de um modelo grafico para a situagéo,
mesmo que o caminho percorrido tenha sido o de considerar o alcance como resposta para a

questdo proposta.

E preciso reforcar uma propriedade (discurso tecnolégico-tedrico) que tem aparecido de
forma implicita nas solucGes das questdes propostas pelos grupos: 0 movimento obliquo €

compreendido como resultante entre dois movimentos: o movimento vertical (y) e o horizontal
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(x). J& discutimos que, na direcdo vertical, o corpo realiza um Movimento Uniformemente
Variado, com velocidade igual a V_Oy) e aceleragéo da gravidade (g), aspecto desconsiderado na
técnica supracitada; e, na direcdo horizontal, o corpo realiza um Movimento Uniforme com
velocidade igual a V—O,; Desse modo, internalizou-se o alcance como a distancia entre o ponto
do langcamento e o0 ponto de queda do corpo, onde y = 0, 0 que justifica o fato de o grupo ter

considerado apenas a componente horizontal do vetor V, sem, no entanto, ter utilizado

adequadamente as equacdes que seguem abaixo.

Para calcular o movimento do projétil em jogo na questdo Q2 elaborada pelo grupo 5,

faz-se necessario decompor o vetor V, em seus componentes, o que requer conhecimentos da

trigonometria.

Uma vez feita tal decomposicdo de vetores, se a intencdo é determinar o deslocamento

que o projétil fez na horizontal, sera necessario, ainda, tomar a fungédo do espaco, representada

pela equacdo x = x, + vy, t, € considerar o componente horizontal do vetor 70) dada por
Voy = |Vgl.cosO, implicando numa alteracdo na funcdo do espago para X x = x, +

|vol. cosO. t.

No que tange a formula especificamente utilizada pelo grupo, visualizamos um salto

desde a ideia do vetor velocidade e seus componentes até o alcance maximo dado por x =

— 2

Vol

.sen 26, e ndo nos é factivel inferir sobre a consciéncia ou ndo do processo até a chegada

Q

a equacdo acima.

Tace: Agora considere uma bala langada com velocidade inicial de vo=15m/s e com o
angulo de langamento com a horizontal no intervalo 0° << a « 180° . Determinar o alcance

maximo.
Técnica 2 do grupo 6 (t2cs):

Conforme imagem a seguir:
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Figura 24 — Técnica para T2 — grupo 6
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Fonte: Dados da pesquisa (2019)

Discurso tecnolégico-tedrico [©, O]:

Excetuando-se quaisquer comentérios especificos sobre um determinado ostensivo
gréafico utilizado pelo grupo 6, bem como figura que indica 0 mesmo, como foi mostrado no
discurso tecnologico-tedrico para tarefa do grupo 5, séo pertinentes as observacoes feitas quanto
ao que justifica a ideia do presente grupo em questionar e apresentar solucdo para o alcance

maximo de um projétil langado num movimento do tipo obliquo.

No caso especifico da questdo Q, a solucdo desse grupo ja esboca uma tentativa de
aproximacdo com um modelo quadratico, visto que entendem que a trajetoria do projétil é
parabdlica, uma vez assumido o lancamento obliguo como mais adequado para

desenvolvimento do estudo em torno de Qo.

Consequéncias didaticas das tarefas embasadas na questdo Q2

Nessa segunda questdo elaborada pelos grupos, os ostensivos utilizados comegam a
apontar para o objeto funcdo. Apresentamos, na pagina 95 categorias prévias para nossas
analises, mas as imagens conceituais identificadas pelo tipo de objeto ostensivo utilizado nas
solucBes de Q2, apontam para convergéncias entre enunciados elaborados e solucdes, que

apontam para outras categorias abertas (CA):
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Ca1— A solucdo para Qo, que implica na proposicéo e solucdo de outras Qs, quando
utilizadas equagdes padrdes da Fisica (estudo do movimento) ndo se associam diretamente a

funcdes;

Ca2 — A solucéo para Qo, que implica na proposigéo e solugdo de outras Qs, quando
utilizadas equacdes que fazem referéncia a y = f(x) ou a forma y ou f(x) = ax? + bx + c,

admitindo-se as variacdes das letras utilizadas, associam-se diretamente as fungdes?’.

Assim, o reconhecimento de modelos matematicos para modelar fenémenos do
movimento, implica no reconhecimento de que quando o corpo se movimenta mantém um certo
padrdo/regularidade em sua velocidade ou aceleragédo. Atentando-se ao que propde o enunciado
de Qo, em que a velocidade de langamento do projétil é dita constante, o deslocamento deve ter
sido reconhecido por esse grupo e pelos demais que se apropriaram da ideia de movimento
obliquo para solucionar Qo e as derivadas dela como sendo uniforme. Isso os vincula a categoria
Ca1.

No entanto, o grupo 6 j& aponta para o reconhecimento de modelo matemaético que
modela fenbmenos do movimento, mas o ostensivo algébrico utilizado denota uma imagem

conceitual de fungdes como vistas no contexto do Ensino da Matematica (categoria Ca2).

A dialética de perguntas e respostas, de certo modo, mitiga os efeitos do fenbmeno
IAMI, de modo que se pode notar, pelos ostensivos utilizados, que 0s grupos se aproximam de
nossa espera institucional, mas ndo apresentam, até a terceira secdo, praxeologias que facam

referéncia a parabola, seus status e relacdo com a funcdo quadratica.

Até o presente momento, € cedo para falar que houve reconstrucdo praxeoldgica ao
mesmo tempo que ocorreu integracdo das nog¢des didaticas no logos da Praxeologia Matematica
apresentada. Talvez seja uma dificuldade nossa nas anélises, ja que o uso dos algoritmos por si
s6 ndo nos permite interpretar os devidos significados dos fatos, visto que, segundo Vinner

(1991), este deve estar associado as palavras.

E cabivel também refletir mais um pouco sobre os ostensivos utilizados para
representacdo da nocdo de funcéo, utilizados de forma intuitiva ou ndo nas solucgdes para a
questdo Q>. Os grupos evocam diferentes representacfes de uma funcdo, especialmente os
ostensivos escriturais (as equacoes) e os figurais (os graficos), mas uma esperada conexao entre

eles se perde nas praxeologias apresentadas.

17 Os objetos ostensivos utilizados denotam a imagem conceitual do grupo que nos permite fazer tal inferéncia.
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Na busca por uma razéo de ser alternativa na instituicdo formagé&o inicial docente, do
objeto matematico funcdo quadrética, sua conexdo com os diferentes objetos ostensivos, deve

atuar na reconstrucdo da ideia de relagdo estatica que é normalmente atribuida as funcdes.

Retomando os aspectos matematicos, de certo modo, 0s grupos que se aproximaram da
no¢cdo de lugar geométrico, nas solucBes das tarefas extraidas de Qz, aproximam-se
intuitivamente da nocdo de funcdo, isso porque, em geral, uma curva no plano XY é o lugar
geométrico a priori, e um grafico a posteriori de uma equacao que envolve duas variaveis X e
y. Essa relagdo € explicitada por tarefas do tipo: dada certa equagdo, determine o lugar
geométrico correspondente; ou: dado o lugar geométrico, definido sob certas propriedades,
determine a equacéo correspondente.

Do ponto de vista da definicdo do lugar geométrico, tendo em vista 0s aspectos
epistemoldgicos que afetam o logos da Praxeologia Matematica de um sujeito, tomamos uma
formulacéo no contexto das transformacdes. Nesse caso, consideramos um conjunto de pontos
que sdo imagens de um conjunto de pontos. Isso altera o status do objeto em questéo, pois
amplia o rol dos aspectos conceituais do lugar geométrico, que passa de uma visdo classica, em
gue € o conjunto de pontos que satisfazem uma determinada propriedade representada por uma
construcdo geométrica realizada, por exemplo, num ambiente lapis e papel, normalmente
enunciada em termos de distancias a pontos, retas ou circunferéncias fixas no plano cartesiano
(GOMEZ-CHACON et al., 2016), para aquela supracitada.

Nessa segunda concepcdo, segundo Gomez-Chacon et al. (2016), se chamamos f de
funcdo: M — N = f (M), determinar o lugar geométrico de N é buscar o conjunto de todos os
pontos f (M), o que pode ser expressado ainda por ‘um lugar geométrico é o conjunto de todos
os pontos do plano que verificam uma propriedade definida’. Assim, se L é o lugar geométrico

com propriedade P, se verifica que:

)] Todo ponto de L possui essa propriedade P;
i) Todo ponto que possui a propriedade P pertence a L, condicdo que pode ser
reescrita da seguinte maneira:

iii) Todo ponto néo pertencente a L ndo possui a propriedade P.

Essas consideragdes integradas ao logos da Praxeologia Matemaética de um determinado
grupo, na nossa experimentacdo, poderia conduzir a uma equacao entre as variaveis X e y

(equacdo do lugar geométrico L) e, nesse caso, para Gomez-Chacon et al. (2016), o lugar
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geométrico se definiria de modo funcional, intencdo didatica de nossa proposta, no que tange a
abordagem do objeto em questéo.

3.3.4 Secdo 4 - Esboco de finalizacéo praxeoldgica

Dessa secdo, também extraimos uma questdo da familia Q, derivada de Qo, como
expansdo de uma possivel alteracdo na relacdo dos participantes da pesquisa com 0s objetos
matematicos funcdo quadratica e parabola. Dizemos que é um esboco de finalizacéo
praxeoldgica'®, porque tomamos como ponto de chegada, além da ideia da pardbola de

seguranca, as equacdes que conduziriam a lei funcional que representa tal ideia.

Além disso, em outras investigacdes que utilizam o PEP, e nas proprias teorizacGes de
Chevallard (2009), aponta-se uma certa dificuldade em realizar a finalizacdo praxeoldgica nesse
modelo de aprendizagem baseado em investigacédo, por isso, utilizamos o termo esboco. N&o se
tem garantias de onde o estudante chegara no desenvolvimento do PEP. E essa é uma diferenca
bastante acentuada para a Engenharia Didatica Classica, em que se apresentam analises a priori,
a posteriori e a validacdo, que € a confrontacao das duas analises e, desse modo, pode-se prever
e controlar variaveis da pesquisa de modo que se tente controlar o processo e garanta a

finalizacdo praxeoldgica.

Seguiremos a estrutura da descricdo das secOes anteriores. No entanto, cabe ressaltar
que alguns grupos ndo propuseram essa terceira questdo Qs, 0 que nos permitiu inferir que,
intuitivamente, para estes ja teria ocorrido uma suposta finalizacdo praxeological®. Insistiram
na praxeologia apresentada na secdo anterior. Em seguida, a analise segue inspirada na analise
praxeolégica, apontando-se as técnicas de fato utilizadas e o logos que as justificam e, por fim,
nas consequéncias didaticas, a discussdo € no sentido de apontar procedimentos padrbes e/ou
ndo padrdes para tais tarefas. Finalizamos essa se¢cdo, com a descricdo das praxeologias e

passamos as andlises complementares, espaco onde esbogamos uma sintese das segoes, e

18 Entendemos por finalizagdo praxeoldgica, um processo em que a intengdo didatica quanto ao objeto de ensino é
revelada ao estudante e este apresenta Praxeologia Matematica compativel com tal intencdo. No caso dessa
investigacdo, o estudante apresentara uma equagao que represente a parabola de seguranca.
19 Aos grupos participantes, nédo foi apresentado este ou outros conceitos especificos da Didatica da Matematica
(epistemologia experimental). Adiante, discutimos alguns aspectos da investigagdo, a partir de reflexdes, tais
comoo modo para implementar a integracdo de nogdes didaticas no logos das praxeologias matematicas no
desenvolvimento do PEP com futuros professores, sem que sejam apresentadas tais no¢fes didaticas. Salientamos
que utilizamos como nogBes a serem integradas os gestos de estudo de perguntas e respostas e das midias e meio.
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discutimos outras nogdes do &mbito da Teoria Antropoldgica do Didatico (CHEVALLARD,

1999), de modo a destacar indicios da integracdo das noc¢des didaticas mencionadas

anteriormente.

Quadro 5 — Enunciados da Questdo Qz organizados por categorias

Categoria

Grupo

Enunciado da questao (Q2)

C

Determine o tempo que o projétil leva para atingir a altura maxima.
E possivel, diante disso, determinar o valor de x na fungéo horaria da

questao anterior?

C

Cs

Sabendo que o alcance de um projétil é de y metros de altura e x
metros de comprimento, e considerando que o langamento é obliquo,
com velocidade constante, com angulos num intervalo [0, 180] graus,
em qual lugar qualquer objeto estaria protegido dos projéteis

lancados?

Suponha uma velocidade constante x, nas condi¢des das questdes
anteriores. Qual a distancia entre o lancador P e um objeto n&o

localizado no solo?

Considerando as questBes anteriores e suas respostas, é possivel

apontar um lugar seguro para o objeto?

Fonte: Autor (2019).

Tsc2: Determinar o tempo que o projetil leva para atingir a altura maxima e, se possivel,

determinar o valor de x na fungéo horéria de Q.

Técnica 3 do grupo 2(t3c2):

Conforme apresentada nas figuras 25 e 26, a sequir.

121



Figura 25 — Primeira parte da técnica para tarefa T3 — grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa (2019)

Figura 26 - Segunda parte da técnica para tarefa T3 — grupo 2
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Fonte: Dados da pesquisa (2019).

Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O]:

Observe-se que a altura maxima do projétil é atingida quando ele tem velocidade nula
no eixo y (quando o projétil para de subir). Isso ocorre decorrido um tempo t, conforme equagéo

mostrada pelo grupo.
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A segunda equacdo apresentada na técnica desse grupo, t = v;%, substituida em t da
equacdo inicial, permite o célculo da altura méxima do projétil que, segundo técnica do grupo,
delimitaria apds essa altura, uma zona de protecdo para um dado objeto. A referida substituicdo
implica na equacéo:

Voy®
29

Ymax = Yo +

Implicitamente, o0 seu uso indicaria a opcdo por uma das hipoteses discutidas
anteriormente sobre o tipo de lancamento (obliquo) e explicitamente tem-se um modelo

funcional quadratico.

O tempo total do percurso é calculado para que se determine o deslocamento do projétil,
delimitando na horizontal o ponto méximo em que o objeto seria atingido conforme condicdes

de langamento descritas de Qo a Qs.

Tsgs: Sabendo que o alcance de um projétil é de y metros de altura e x metros de
comprimento, e considerando que o lancamento é obliquo, com velocidade constante, com
angulos num intervalo [0, 180], determinar o lugar em gque qualquer objeto estaria protegido

dos projéteis lancados.

Técnica 3 do grupo 3 (t363):

Segue figura com técnica utilizada por esse grupo (registro feito por outro membro do
grupo), que adota uma das hipdteses de lancamento pensada em Qo, € se aproxima da noc¢do de

uma equacao quadratica para representar a relagdo funcional.
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Figura 27 — Técnica 3 para tarefa T3 — grupo 3
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Fonte: Dados da pesquisa (2019)

Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O]:
A propriedade que justifica tal técnica esta alicercada nas seguintes no¢oes:
— Escrita de uma lei que descreve uma familia de trajetérias parabdlicas;

— Isola-se em seguida a férmula da trajetoria do projétil e a partir disso, determinando o
angulo que o projétil, a uma velocidade v, sujeito a acdo da gravidade g, devendo ser disparado

para atingir um ponto (X, y), analisam-se trés casos:
A>0, A0 eA=0,

Isso porque se identifica que esta equacdo é quadratica. Como os langcamentos sob
diferentes angulos vao descrever distintas pardbolas, é possivel perceber que suas alturas
méaximas formam um conjunto de pontos (lugar geométrico dos pontos que sdo pontos mMaximos

de parébolas). Entdo, considerando onde um objeto seria atingido, chega-se a escolha do caso
A= 0.
— O ultimo passo € calcular A igualando-o a zero, o que permite escrever y em funcéo

X, uma equacao quadratica, logo um representante de uma funcdo quadratica.

Taes: Suponha uma velocidade constante x, nas condi¢Bes das questdes anteriores,

determinar a distancia entre P (langador) e O (objeto que nédo se encontra no solo).
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Técnica 3 do grupo 4 (t3ca):

A técnica utilizada consiste em calcular a distancia entre o objeto e o langador, uma
tentativa de definir uma distancia segura para o objeto, identificando até onde este seria

atingido.

Figura 28 — Técnica 3 para tarefa T3 — grupo 4
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Fonte: Dados da pesquisa (2019)

A partir da figura, pode-se notar que o langcador e o objeto sdo localizados no espaco.
De certo modo, pode-se inferir que é considerado o lugar geométrico (termo utilizado pelo
grupo em outras questdes) dos pontos que sdo altura méxima de parabolas que descrevem a

trajetdria de projéteis lancados no modelo de lancamento obliquo.
Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O]:

Tomaram o célculo da distancia para determinar uma possivel margem de seguranca
para um objeto. De forma genérica, a distancia entre o ponto P e o ponto O foi nomeada pela
letra t. O célculo da distancia entre dois pontos ndo parece ser o caminho mais adequado para
determinar o que outros grupos investiram ao longo do PEP, o alcance. A distancia entre dois
pontos foi considerada no R®, 0 que mostra que a estratégia utilizada n&o se prendeu a padrdes

convencionais.
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A ideia principal é a mesma que no R?: encontrar o comprimento do menor segmento
de reta que liga dois pontos; e tem como principio, para isso, a utilizacdo de uma relagdo métrica
no triangulo retangulo, o Teorema de Pitagoras. Apesar de ndo utilizar no ostensivo grafico que
compde a técnica apresentada, o grupo, deve ter considerado implicitamente trés eixos
coordenados, 0 que justifica o uso de pontos com trés coordenadas. Inferimos, desse modo, que
foi utilizada uma projecgéo ortogonal do segmento sobre o plano XY.

Para o que foi solicitado, a técnica justifica-se no que fora descrito acima. No entanto,

h& uma insuficiéncia de elementos para vincular tal tarefa a questéo diretriz do PEP.

Taes: Considerando as questdes anteriores e suas respostas, apontar, se possivel, um

lugar seguro para o objeto.
Técnica 3 do grupo 5 (t3cs):

Consiste em apresentar argumentos, valendo-se de ostensivo escritural (linguagem

natural).

Diferentemente das tarefas dos outros grupos, anteriormente descritas acima, em que
inserimos as figuras com as técnicas de resolucdo, agora vamos transcrever a sintese desse
grupo para possivel finalizacdo do percurso, garantindo que todos os elementos sejam
preservados. Optou-se por isso devido a digitalizacdo ndo ter uma qualidade que permitisse uma

boa visualizagéo da solucao da tarefa.

Levando em consideracdo os resultados obtidos de pontos méximos, criamos uma zona
de perigo, um lugar geométrico onde o objeto poderia ser atingido a qualquer momento, por
isso 0 Unico lugar seguro sera acima desta zona, mais especificamente acima do ponto maximo
do angulo de 90°, haja vista que serd a maior altura atingida por qualquer projétil lancado.
(Resposta a tarefa 3 do grupo 5).

Discurso tecnoldgico-tedrico [©, O]:
Sdo consideradas as seguintes propriedades no argumento que integra a técnica do
grupo:

— Familia de trajetorias parabolicas. Quando falam de pontos maximos, implicitamente,
mas de acordo com as questdes anteriores, falam das alturas maximas atingidas por um projétil
que descreve trajetdria parabolica. Esse conjunto de pontos maximos caracteriza a nogao

abaixo;
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— Nocéo de lugar geométrico. Esse € o conjunto dos pontos do plano XY que jamais
serdo atingidos pelo lancador ao efetuar disparos com velocidade V, caracteristica de uma

parabola de seguranca.

— Tipos de langcamento. Considerando-se o lancamento obliquo, ndo esta descartado o

langamento vertical, se o intervalo dos angulos de langamento é [0°, 180°].

Consequéncias didaticas das tarefas embasadas na questdo Q3

As questdes elaboradas por esses quatro grupos, descritas acima como tarefas,
aproximam os participantes desses grupos da intencdo didatica desse PEP. Os enunciados das
questBes e, consequentemente, as tarefas, ja apresentam uma caracteristica, ou melhor, o
processo que apresenta tal caracteristica, que é a de enunciar perguntas e propor solucdo. Parece
natural a integracao desse gesto de estudo tomado por nds como uma das nocdes didaticas a
serem integradas a Praxeologia Matematica. No entanto, ndo é tdo natural assim, essa integracao
no bloco do logos que vimos descrevendo como discurso tecnoldgico-tedrico desde a segunda

secéo.

Vamos primeiro pensar nas categorias abertas que advém dessa etapa de
desenvolvimento do PEP e, em seguida, nos concentraremos nos efeitos didaticos das tarefas e
das solugdes que sdo ou nao padrdes para o nivel de escolaridade onde ocorre a experimentacao.

As categorias abertas alteram-se parcialmente. Observe-se, conforme descrito abaixo,
qgue a noc¢do de funcdo quadratica ndo surge nas praxeologias apenas quando do uso das
notacdes comumente utilizadas no estudo das fungdes em Matematica: y = f(x)ou, no entanto,
ao deparar-se com uma equacao como no caso do grupo 3, produziu-se uma imagem conceito
de fungéo a ponto de ocorrer o registro da palavra funcéo na solucdo dada para a tarefa. S&o
estas as categorias e 0s grupos que nelas se enquadram apresentadas no quadro a seguir:

Quadro 6 — Categorias abertas - Enunciados da Questdo Qs e grupos

Categoria Grupo Enunciado da questao (Q2)
Ca1: A solucéo para Qo, que implica Determine o tempo que o projétil leva para atingir a altura
na proposicdo e solucdo de outras 9 méxima. E possivel, diante disso, determinar o valor de x na
Qs, quando utilizadas equacdes funcdo hordaria da questéo anterior?
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ro Fisi t . -

padrGes  da sica (estudo  do Suponha uma velocidade constante x. Nas condi¢des das
movimento) ndo se associam ~ . oA

4 questbes anteriores, qual a distancia entre o lancador P e um
diretamente a nocao de funcdes . ~ .

objeto ndo localizado no solo?

Ca2: A solucéo para Qo, que implica Sabendo que o alcance de um projétil é de y metros de altura
na proposicdo e solucdo de outras e X metros de comprimento, e considerando que o langamento
Qs, quando utilizadas equacdes que é obliquo, com velocidade constante, com angulos num
fazem referéncia a ideia de lugar 3 intervalo [0, 180] graus, em qual lugar qualquer objeto
geométrico mesmo sem utilizagdo estaria protegido dos projéteis langados?
das notacbes y = f(x) ou da forma
you f(x) = ax? + bx + c, Considerando as questdes anteriores e suas respostas, é
admitindo-se as variacdes das letras 5 possivel apontar um lugar seguro para o objeto?
utilizadas, associam-se diretamente
a nocdo de funcoes.

Fonte: Autor (2019).

Por meio do enunciado, inferimos a intencéo e as hipoteses da situa¢do dos grupos, mas
sdo as solucBes (técnicas) que de fato dao indicios mais fortes para vincular as questfes as
categorias abertas contidas no quadro acima. Mesmo o grupo 5 apresentando uma solucao que
ndo faz uso do ostensivo escritural na forma algébrica ou ostensivo figural na forma grafica,
através dos argumentos apresentados, inferimos que séo justificados pelas nocBes que
apresentamos no discurso tecnolédgico-tedrico. A palavra funcdo ndo é dita como no caso do
grupo 3, mas se referem a elementos que sdo especificos da parabola quando seu status € de
grafico da fungdo quadrética e ndo fazem uso de expressdes que ligam essa no¢do ao status de
conica. O grupo 3 é mais incisivo nesse ponto, utiliza outras nogdes como o célculo do A e,
apos andlise que acreditamos ter ocorrido, pois ndo foi explicitada, consideraram a necessidade
de A= 0 para escrever y em funcdo de x, 0 que fizeram apresentando um modelo funcional

quadratico.

A0 menos nesse contexto de experimentacdo, a aproximagdo com a nocao de lugar
geométrico é um elemento que, como vimos no capitulo 1, estd na base de constitui¢do do saber
funcdo quadratica e sua nocdo/conceito e, a depender do tipo de tarefa proposta numa
determinada instituicdo, pode ser evocado e conduzir os sujeitos da instituicdo a nocdo da

funcdo quadrética.
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As formas como as tarefas sdo elaboradas dardo o norte para o tipo de técnica e de
ostensivos que serdo utilizados, além de aproximar ou ndo um sujeito do objeto foi intencionado
pela didatica do PEP experimentado. Desse modo, foi imprescindivel que os grupos chegassem
e mantivessem o foco na nocéo de lugar geometrico, para fazerem a transicdo da situacdo da

fisica para um modelo matemético determinado.

A propria definicdo de pardbola de segurancga (PS) parte da ideia de lugar geométrico.
Enxergar as trajetdrias parabolicas na situacdo e considerar a variacdo correta dos angulos de
lancamento pode elucidar os procedimentos e propriedades que permitam chegar a nocdo da
PS.

3.4 Analises complementares

Incluimos nessas andlises quatro topicos 0s quais consideramos essenciais para a
compreensdo do que foi descrito anteriormente, além de trazer algumas inquietacdes nao

apresentadas anteriormente.

Inicialmente, preocupamo-nos com a busca de significados para os dados (enunciados
das questdes e resolucdo para as mesmas), ou seja, para a Praxeologia Matematica em termos

de tarefas, técnicas e discursos que justifiquem tais técnicas, com foco nas tarefas.

Em seguida, apresentamos algumas reflexdes sobre possiveis conexdes internas a teoria
e ao que foi feito na investigacdo, especialmente quanto ao uso de Percursos de Estudo e
Pesquisa. Na sequéncia, discutimos aspectos matematicos da experimentacdo e sua relacdo
também com as nogdes teoricas utilizadas e, por fim, as contribui¢bes para a discussdo no
ambito da Teoria Antropologica do Didatico, no que concerne a integracdo de nogoes didaticas

no logos da Praxeologia Matematica no estudo da fungdo quadratica e status da parabola.

3.4.1 Significados: da funcdo quadratica a parabola nas Praxeologias Matematicas

construidas no desenvolvimento do PEP
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Indicamos, no quadro 8 a seguir, algumas assertivas tomadas como Unidades Tematicas
de Referéncia (UR), a serem confrontadas com os dados da experimentagéo, produzidos por

seis grupos de licenciandos em Matematica.

Essas UR tém como valores atribuidos (V para verdadeira e F para falsa), de acordo
com trés significados relativos aos status da parabola, e objetivam trazer luz para o0 dominio no
qual esta alicercada a questdo proposta, convertida para tarefa (na linguagem da TAD), bem
como se ha pistas de uma determinada amalgamacéo de técnicas de diferentes dominios nas

respostas apresentadas.

Sdo cinco UR descritas no quadro 8, e elas sdo tomadas para dar significado, no préximo
quadro, aos enunciados das tarefas elaboradas pelos grupos participantes da investigagdo. Em
ambos os quadros, as UR estdo codificadas por Uri, onde Ur indica unidade temética de
referéncia e i indica a ordem (aleatoria) dessas unidades. As UR fazem referéncia aos conceitos
relativos a parabola e relacionam-se as possibilidades de respostas compativeis com a intengdo
didatica do PEP experimentado.

Quadro 7 — Unidades tematicas de referéncia com relacédo ao status da parabola para

atribuicdo as praxeologias matematicas construidas no PEP

Cdédigo | Unidades tematicas de referéncia Valor
Uri do objeto matemaético (verdadeiro/falso)

Ur1 O foco e a reta diretriz designam V (S1), F (S2, S3)
uma pardbola que ndo é uma
funclo, pois ndo relaciona
grandezas.

Ur2 A pardbola, quando associada a V (S2, S3), F (S1)
uma equacdo do segundo grau,
indica uma funcéo quadratica.

Urs A pardbola € um grafico de uma V (S3), F (S1; S2)
equacdo quadratica.

Ura A pardbola é um corte de cone | V (-), F(S1; S2; S3)
circular reto por um plano
perpendicular a uma diretriz do
cone; desse modo, ndo é a
representacdo gréfica de uma
funcéo quadratica.

Urs O gréfico de uma funcdo V (S3), F (S1; S2)
quadrética, para ser considerado
uma parébola, deve ter como
propriedade que para todo ponto
sobre a curva, 0 quadrado
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construido sobre sua ordenada y €
exatamente igual ao retdngulo
construido sobre sua abscissa x € 0
latus rectum.

Fonte: Autor (2019).

N&o sdo todas as assertivas descritas no quadro acima que remetem a ideia de funcéo
quadrética. No capitulo anterior, apresentamos os trés significados que constam no quadro,
onde eles foram apresentados para fazer mencao aos status da parabola no contexto das inter-
relacBes no espaco GAG. Agora, no presente capitulo, tentamos dialogar com as categorias
utilizadas para organizar os enunciados das questdes derivadas de Qo. O que pode ser

sintetizado no quadro a seguir.

Quadro 8 — Equivaléncias: unidades de registro, status da parabola, categorias de analise

das PM e grupos/tarefas

Unidades Valor atribuido aos | Categorias/dominio Grupos/tarefas
tematicas significados sistema GAG
de (verdadeiro/falso)
referéncia
CoeCs G2 — T3G2
Urt V (S1), F (S2, Sq) Dominios
Geométrico e G4 — 1364
Algébrico
Cz G3 — T3G3
Ur2 V (Sz, S3), F (S1) Dominios Algébrico
e Grafico G5 — T3Gs
Urs Vv (33), F (Sl; Sz) CieC; G3 — T3G3
Dominio Gréfico
Urs V (-), F (S1; S2; S3)
Urs V (S3), F (S1; S2)

Fonte: Autor (2019).

Essas Ur do quadro 8, acompanhadas dos valores verdadeiro ou falso, dados aos trés

significados relativos aos status da parabola, complementam os significados dos enunciados
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elaborados pelos participantes da pesquisa, bem como de parte das respostas (0 que justifica as
técnicas/logos). No entanto, como podemos verificar nesse quadro, a unidade Urs ndo se refere
a nenhum dos trés significados que utilizamos. O significado implicitamente ligado a tal

assertiva ndo foi mobilizado nas praxeologias matematicas descritas nesse estudo.

Podemos dizer também que a Urs ndo foi mobilizada nas seis praxeologias descritas em
nenhumas das quatro se¢des. Um significado especifico para ela também ndo foi proposto ou
identificado na literatura consultada. No entanto, independentemente da experimentacéo,

produz um valor verdadeiro para o significado Ss.

A relacgéo entre a unidade Ury, com as categorias C1, Cz e Cs, respectivamente, descrita
abaixo, se deve ao carater geométrico do suposto dominio que alicerca as praxeologias,
possivelmente, construidas e categorizadas nas discussdes anteriores nas secbes de

desenvolvimento do PEP.

— Ur1 com as categorias C1, C2 e Cs: O problema posto em Qo, se resolve no campo dos
conhecimentos da fisica. Considera-se, nesse caso, hipoteses do tipo de langamento e 0 seu
angulo e velocidade. O problema posto em Qo, se resolve no campo dos conhecimentos
matematicos. Considera-se a ideia de lugar geométrico, a partir dai, pode-se pensar em
contribui¢des da Mecanica Classica. O problema posto em Qo, se resolve com a amalgamacao
de técnicas e noc¢des da Fisica e Matematica. Parte-se da ideia do tipo de lancamento, sem

deixar de considerar simultaneamente a ideia de lugar geométrico.

Isso pode ser visto conforme a ideia de uma construcdo a partir da nocdo de lugar
geométrico, 0 que vincula as Ur a trés categorias. A primeira esta contemplada se
considerarmos que, historicamente, os problemas associados a nocao base eram inerentes aos
problemas de estudo dos movimentos dos corpos. Na categoria 2, estamos falando de um objeto
matematico. O significado verdadeiro atribuido a essa Ur indica muito bem isso, além de ela
prépria trazer elementos que denotam um processo de algebrizacdo da Geometria, pela sua

relagdo com um objeto bem definido na Geometria Analitica.

A Ur> caracteriza-se por ser uma praxeologia em que ha uma tentativa explicita de
esbocar a pardbola e aproximar as equagdes relativas a situacdo do contexto do estudo dos
movimentos de um projétil a uma equacdo quadratica. Aproximagdo essa com a nogdo de
modelo funcional polinomial do segundo grau e, por isso, associado, no quadro, aos dominios

algébrico e gréfico.
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J& a Urs, foi associada as categorias 1 e 2, porque, a0 mesmo tempo que uma equagdo
quadrética com significado entendivel nos problemas da Fisica foi representada graficamente
por uma parabola, também pressupde-se que ha uma compreensdo do objeto no contexto
intramatematico (a parabola é um objeto, na Matematica, que tem pelo menos dois status bem
definidos: conica, objeto da Geometria Analitica; e grafico de uma funcdo polinomial do
segundo grau, objeto da Analise Real). Dizemos isso pelo fato de as Praxeologias Matematicas
analisadas apresentarem o esboc¢o de parabola construida no plano cartesiano. Nesse caso, 0s
dominios predominantes séo algébricos e graficos, por ndo haver alicerce nas propriedades

geomeétricas da parabola.

Na secdo 3 da experimentacdo do PEP, j& visualizamos, pelo tipo de langcamento
(obliquo) considerado por alguns grupos na proposicao de Q2, uma certa aproximagdo com a
ideia de parabola. Pelos enunciados descritos naguela secdo, é possivel falarmos em
convergéncias das unidades de significados, entendidas aqui como aquelas advindas dos
préprios dados. Tais convergéncias aparecem no sentido de pensar a resolucdo das questdes
propostas pela nocédo de lugar geométrico, da apresentacdo de um modelo grafico com descricao
de trajetoria parabdlica que, por sua vez, é fruto do pensar sobre a pertinéncia do uso de um
modelo pautado no langcamento obliquo, e no reconhecimento das equacdes utilizadas nas
técnicas apresentadas como modelos de equacgdes quadréaticas. Situacdes que nos conduzem ao
encontro da funcdo quadratica como parabola.

Como vimos na descricdo da secdo 4, existem, nos enunciados e nos ostensivos
presentes nas técnicas, pistas (conteldos) que apontam para uma suposta compreensdo do
objeto que compds nossa intencdo didatica. Essa inferéncia se deve a identificacdo da
praxeologia apresentada por um grupo que chegou a no¢do de parabola de seguranca (sem
utilizar essa expressdo) e parece ter compreendido-a como uma relacdo funcional. No entanto,
matematicamente, ha de se ressaltar que se trata ndo de uma funcdo quadratica, mas de uma

composicao de fungéo.

Quanto aos gestos de estudo mobilizados, somente a estrutura completa que envolve as
perguntas, respostas e justificativas das respostas mostram parcialmente que estavam
embasando as praticas desenvolvidas no PEP nas perguntas e respostas e/ou midias e meios. A
estrutura do desenvolvimento do PEP, aponta para a no¢do de gerador de tarefas e variaveis
didaticas (CHAACHOUA & BESSOT, 2019).
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A questdo central aqui, quanto a Gltima nocdo do parégrafo anterior, é que algumas
tarefas sdo ingredientes técnicos de outras tarefas. Isso ocorre na experimentacdo. As tarefas
que surgem ao longo das quatro secBes se alicercam nas tarefas anteriores, sdo, pois,
ingredientes das técnicas tanto da tarefa deduzida de Qo quanto das tarefas elaboradas a partir

dela.

As técnicas também tém ingredientes tecnoldgicos que as agrupam do ponto de vista do
espaco GAG. Isso compde parte importante da estrutura do MPA, que, dentre outros objetivos,
enseja que as tarefas construidas com base nas questdes propostas pelos grupos constituam

exemplos de implementacgdo desse MPA.

Assim, uma caracterizacdo pos experimentacdo do PEP e por consequéncia do MPA é
dada da seguinte forma: o MPA é um modelo de Praxeologias Matematicas pautados nos quatro
“Ts” do conjunto praxeologico, 0 qual, por sua vez, modela a atividade matematica de uma
pessoa huma instituicdo. O que esta em jogo, com esse modelo denominado alternativo, é a
modelagem de praéticas institucionais cujas noc¢des didaticas integrem o logos da PM, ou seja,
os ingredientes que justificam as técnicas realizadas para desenvolver agdes humanas

matematicas sofrem, de algum modo, a influéncia de no¢Ges ndo estritamente matematicas.

No caso especifico dessa investigacdo, 0 MPA, considera um tipo de tarefa, técnicas
especificas para resolver essa tarefa, subtarefas como ingredientes de técnicas, e o discurso que
justifique tais técnicas (logos). O logos esperado pelo tipo de tarefa proposta inicialmente (Qo)
tem como ingredientes as inter-relacdes do espaco GAG (dominios matematicos geométrico,
algébrico e grafico). Destarte, tais ingredientes aparecem nas questdes propostas (tipos de
tarefas) e nas técnicas, de modo que sejam minimizados os efeitos da incompletude da atividade

matematica institucional.

3.4.2 Aspectos matematicos da experimentacao

Ao analisar possiveis praxeologias em que uma tarefa seja a Qo, apresentada no inicio
da descricdo da experimentacdo do PEP, nos deparamos com outras questdes que norteiam
nossas reflexdes: As funcdes quadraticas tém um status geométrico? Ou somente algébrico e

grafico?
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Vamos retomar a ideia das inter-relacdes entre os dominios matematicos no espago
GAG. Falamos em dominio gréafico, mas nos questiondvamos se ndo seria apenas um status da
funcdo. Mantivemos e sustentamos os trés dominios, mesmo considerando o que Chauvat
(1999) nos chama atencdo. Para esse pesquisador, a nocdo de funcédo € construida de maneira
contréria a ideia de curva. Se o estudo das funcGes é previsto de acordo com uma abordagem
intuitiva, com a ajuda quase exclusiva da linguagem grafica, é provavel que o estudo das

funcOes seja baseado em propriedades que se arriscam a ser especificas ao quadro geométrico.

Tais ideias tém elementos que nos parecem caros quanto ao caminho adotado no MPA
implementado nessa investigacdo. Ha um destaque para o que fizemos: se a no¢do de fungédo
normalmente tem sido construida contraria a ideia de curva, nossa proposta foi justamente o
oposto: a nocdo de funcdo quadratica a partir da exploracdo da curva que a representa. E, de
fato, as propriedades do dominio geométrico foram cruciais tanto quanto as do dominio
algébrico. O que nos leva a sustentar o dominio gréfico é que existem propriedades da pardbola
que bebem de propriedades teorizadas no campo da Andlise, que parecem nao se sustentarem
exclusivamente nas propriedades geométricas, sdo analiticas mesmo no que se refere ao

ostensivo figural (grafico).

Na construcdo do ostensivo gréafico que representa uma funcao quadratica, por exemplo,
ndo h& uma exigéncia de enxergarmos o foco e a reta diretriz, ou mesmo constatar que sdo
equidistantes os segmentos que partem do foco a qualquer ponto da curva e do foco a reta

diretriz.

Nas Praxeologias Matematicas desenvolvidas, ndo se pode dizer que a funcao quadratica
tenha propriamente um status geométrico, mas a sua forma grafica tem raiz num ente
geométrico, uma conica, cujas propriedades se perdem no saber-fazer institucionalizados para
0 estudo desse tipo de funcdo, até mesmo no ensino superior, e a propria nocdo de lugar

geométrico recorrida por alguns grupos na experimentacao.

Mas serd que isso se deve ao fato de a algebra simbolica bloguear o conhecimento
geométrico? N&o tentamos responder diretamente a essa questdo, mas, ao inverter a ordem
natural didatica do ensino do saber funcdo quadratica, temos indicios do quanto um trabalho

puramente algébrico pode interferir na construcdo praxeoldgica desse saber nas instituicdes.

Apesar de nossos esfor¢os serem para analisar descritiva e analiticamente as relacdes
GAG, indubitavelmente, podemos fazer um paralelo com uma importante nogéo da TAD, a de
atividade matematica, a partir do que sintetizamos acima. O MPA experimentado nada mais é
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do que o intento de criar uma nova matematica. Nao no sentido restrito da producdo de
pesquisas matematicas, mas no contexto do estudo de matematica num sistema didatico, utilizar
ferramentas matematicas que eram desconhecidas pelos estudantes diante de uma Q; integrante

de uma familia de questdes Q.

Deste modo, para responder uma questdo Qi, partindo de uma solugdo ancorada nas
relacbes entre os dominios geométrico, algébrico e gréafico, em que se configurem os trés
significados da parabola considerados nesse estudo, uma possivel escolha didatica é amalgamar
técnicas que tém vinculacdo com os trés principais significados vinculados ao espaco GAG,

como pode ser visto na figura a seguir.

Figura 29 — Relacdo significados da parabola e o espaco GAG

AL(V) A2(F) A3(F) A4(V) AS|F) A1(F) A2(V) A3(F) A4(F) A5(V) AL(F) A2F) A3(V) AP AS(V)
MR
DOMINIO [P :
| GEOMETRICO | = M =) | DOMINIOGRAFICO

Fonte: Autor (2018)

Os principais ingredientes que comp8em as técnicas das tarefas criadas pelos grupos
participantes da investigacao sdo integrantes dos dominios mostrados na figura 29. No quadro
abaixo, associamos os referidos ingredientes aos ostensivos utilizados nas estratégias
apresentadas pelos grupos (nas se¢des do PEP). De modo geral, foram recorrentes os ostensivos
escriturais na forma de equagdes. Assim, as tarefas/subtarefas que abordam a nocéo de equacdes
sdo ingredientes de destaque nas referidas técnicas e também discursos tecnoldgico-tedricos

que as justificam, como as propriedades implicitamente mobilizadas nas equagoes.

No quadro a seguir, mostramos a articulacdo entre os dominios do espaco GAG, 0s
ostensivos e os ingredientes das técnicas que surgiram especialmente na quarta secdo da

experimentacao.
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Quadro 9 — Sintese da articulacdo entre elementos da PM na experimentacao do PEP

Bloco do Saber-Fazer Articulacdo entre objetos Ingredientes das técnicas
ostensivos, ndo ostensivos e
saber-fazer da PM
Tipo de VTN Objeto <7~ Objeto nado Tecnologia (0)
4— : o
Tarefa (T) Tecnica (T) ostensivo —f> Ostensivo ~ Teoria (©)
Subtarefas que expressem
técnicas com as seguintes
caracteristicas:
Modelar  situacBes  de
Curva B dependéncia entre duas
conjunto  dos | Nogéo de grandezas por formulas
1362 pontos que Iugar, -
gozam de uma | geométrico; -
mesma Esbocar grafico de
1363 ropriedade: dependéncia entre duas
prop ' x grandezas
Tac2 Nocéo de
Tscs T3G4 El?:agoes/ leis flijr;%arc;tica' Modelar geometricamente a
T 4 q ’ dependéncia  entre  duas
3G4 representam o
Tacs T3G5 algebricamente grandezas — lugar geométrico
uma funcéo; Nogao de .
parabola como Determinar _uma
Grafico da | conica guantidade a partir de
funcéo. outra
Comparar duas quantidades
Estudar as variagdes de
uma quantidade
Otimizar uma quantidade

Fonte: Adaptado de (2019)

Destacamos, no quadro acima (em negrito) as relacdes a partir da tarefa e técnicas do
grupo 3, que apresentaram um modelo algébrico que expressa nossa intencao didatica. Como
pode ser visto na descricdo da técnica e discurso tecnoldgico-tedrico, secdo 4 da
experimentacao, os ingredientes destacados aparecem, de alguma forma, na técnica ou na sua

justificativa de forma um tanto quanto implicita.

As técnicas dependem dos ostensivos utilizados, os quais, por sua vez, mantém uma
relacdo com 0s ndo ostensivos (as nogdes, conceitos, etc). S&o esses objetos ndo ostensivos que
auxiliam na justificativa para validade da técnica. Veja que na Gltima coluna, a que apresenta
ingredientes das técnicas, sdo colocadas acGes que expressam ideias diferentes relativas a

fungéo quadrética.
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O grupo 3 tem como modelo o conjunto de trés tarefas propostas no PEP, para as quais
tentam implicitamente unir tarefas e técnicas por propriedades comuns a elas. No quadro a
sequir, sintetizamos tarefas e técnicas que nos possibilitam enxergar um esboco de Organizacgéo
Matematica Local. Na dialética de midias e meios mobilizada, verificam-se afirmac6es contidas
nas técnicas e controlam-se os resultados que permitem chegar o mais proximo possivel da
resposta esperada institucionalmente. Verificar e controlar, nesse contexto, exprimem tarefas
que ndo sdo matematicas, mas didaticas essenciais ao logos da Praxeologia Matematica em

discussao.

Quadro 10 — Sintese das tarefas e técnicas apresentadas pelo grupo 3

Tarefa Técnica

Tics: Determine o alcance do langador e o espaco
do acontecimento.

(t1e3): ostensivo escritural - O alcance é de y
metros de altura e x de comprimento. O local do
acontecimento pode ser na reta, no plano e no
espaco. Ingrediente da técnica (esboco de 3
situacbes - subtarefas do tipo esbogar
langamentos)

Tacs: Sabendo que o alcance de um projétil é de y
metros de altura e x metros de comprimento, e
considerando que o lancador estd em uma reta,
plano ou espaco, determine um lugar em que
qualquer objeto estaria protegido.

(t2c3): Ostensivo escritural - No caso da reta,
existem infinitos locais para o objeto estar seguro.
Basta ele se localizar em (x, + o) ou(— o, —x)
tendo como referéncia o lancador localizado na
origem da reta. No caso do plano, o objeto deve se
localizar no foco da circunferéncia de centro no
lancador e raio x. No caso do espaco, seria uma
elipsoide; fora dele, o objeto estaria seguro. O
lancador estaria no ponto médio dos focos da
elipse rotacionada.

Taes: Sabendo que o alcance de um projétil € de y
metros de altura e x metros de comprimento, e
considerando que o langamento é obliquo, com
velocidade constante, com angulos num intervalo
[0, 180], determinar o lugar em que qualquer
objeto estaria protegido dos projéteis lancados.

(t3e3): Ostensivo escritural.

V& figura 27, pagina 123

Fonte: Dados da pesquisa (2019).

Identificada uma agéo, o grupo parece ter utilizado informagdes disponiveis nas midias
(verificacédo de assergdes) e foram cuidando do controle dos resultados. Observe-se que da T2c3
para Tacs, as midias consultadas, parece ter permitido restringir o intervalo de &ngulo de

langamento do projetil, e isso deve ter sido possivel mediante tentativa de controle dos
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resultados das questbes anteriores. Mas, existe um salto no que tange as solucGes das duas
tarefas supracitadas. Por ndo serem mostradas outras tarefas intermediarias, e por ndo ter
ocorrido observacao do passo a passo do trabalho desse grupo, ndo podemos falar sobre as
condicdes que de fato permitiu a chegada a solucdo da ultima tarefa, onde o grupo apresentou

solucdo compativel com a nogao de pardbola de seguranca.

Pela apresentacédo das tarefas e técnicas do grupo 3, mostrados no quadro 9, podemos

identificar subtarefas, como ingredientes das técnicas usadas pelo mesmo:
- Determinar o alcance de um projétil dadas diferentes condi¢6es de lancamento;

- Determinar o alcance de um projétil sabendo que o lancamento é obliquo e que o
intervalo do angulo de langamento é [0°, 180°];

- Determinar equacéo (ostensivo que representa funcdo) que delimita zonas de risco e

seguranca (que € um modelo quadratico).

Quanto a integragdo para esse grupo em especifico, parece ter sido viabilizada muito
mais pelo tipo de tarefa proposta, em que s6 ha abandono de hipdtese na passagem de Qo
(tentativa de resposta) a Q1. No que tange as técnicas, 0 que representaria uma integracdo mais
eficiente da dialética de midias e meios, podemos inferir que pode institucionalizar um conjunto
de técnicas que tem como ingrediente tecnoldgico uma mesma propriedade que é nossa intengéo
para esse PEP, ou seja, as condi¢fes para que tenhamos uma parabola de seguranca. Tal nocao,
ja desponta de forma implicita desde a primeira tarefa, cuja solugdo do grupo dava conta do
tipo de langamento. Mas porque 0s outros grupos ndo chegaram a mesma compreensdo mesmo
que propondo tarefas semelhantes a do grupo 3, se a maior parte deles, propuseram tarefas que

tocavam na questdo da nocdo de alcance?

Na integracdo pelo tipo de tarefa, o fio condutor foi: determinar a partir do tipo de
lancamento, um modelo funcional que descreva a trajetdria de um projétil, de modo a informar
sobre locais onde um objeto ndo seria atingido por tal projetil. A sucessdo de lancamentos
obliquos, apds verificacdo de afirmacdes sobre o tipo de lancamento do projétil, e controle de
resultados por propriedades matematicas resulta num conjunto de pontos que descreve uma
pardbola, a ser representada nessa situacdo especifica por um ostensivo escritural algébrico

como mostrado na soluc¢do do grupo 3, possivelmente pautado em midias que tratem do tema.

Na passagem da praxeologia pontual (tipos de tarefas) a local (discurso tecnoldgico), a

integracdo de nocOes didaticas, especialmente da dialética midias e meios, parece ser uma
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importante ferramenta, justamente pelas tarefas didaticas que s&o requeridas, de verificar
assertivas e controlar resultados que estejam de acordo com certa propriedade matematica, e

que une as tarefas propostas.

3.4.2 Contribuicdes da investigagdo para discussdo no ambito da TAD

E cada dia mais crescente a quantidade de investigacdes no ambito da TAD, a exemplo
dos trabalhos realizados no Nucleo Interdisciplinar de Pesquisa em Ensino e Didatica das
Ciéncias, Matematica e Tecnologias — NIPEDICMT/Universidade Federal da Bahia
(AZEVEDO, 2019; TEIXEIRA, 2019; SILVA, 2016; LESSA, 2016; RITA, 2016; SOUZA,
2015; CARVALHO, 2015). Nas discussdes mais recentes, o foco tem sido a experimentacao
de Percursos de Estudo e Pesquisa — PEP. Esse tem um carater de dispositivo didatico, de
formacdo docente (RUIZ OLARRIA, 2015) e de praxeologia de pesquisa (CHEVALLARD,
2015).

Quanto a utilizacdo, bem como as condigdes e restricdes para planejamento, gestao e
implementacdo de percursos de estudo e pesquisa, surgem algumas inquietacdes
complementares. Possiveis respostas para tais inquietagdes contribuem em alguma medida para
0 avango do campo de pesquisa da TAD, mas também ampliam o sentido de algumas nocGes

tedricas que pareciam consolidadas e axiomatizadas nessa teoria.

Diante do exposto, nos propomos, a medida que apresentamos releitura de algumas
no¢Oes de base desse quadro teorico, apresentar também nossas inquietacfes e esbogos de

respostas.

Primeiro vamos retomar, com base numa conferéncia de Chevallard (2019), a nogéo de
posicao institucional. Esta é basica e parecia ndo ter mais o que se discutir. No entanto, quando

comparada a experimentacao que realizamos, ressignificamos a compreensdo dessa nogéo.

Quando falamos do topos® (papel) de um professor num sistema didatico, podemos
remeter essa nocao a de posicao deste ator do espaco didatico. Nesse caso, uma posicao (I, p),
onde | é instituicdo e p a posi¢do nessa instituicdo que algum ator pode ocupar, pode estar

20 Relaciona-se a uma das trés fungdes didaticas teorizadas por Yves Chevallard, a Topogénese, que é a fungdo
que diz respeito a divisdo dos espacos e aos papéis que o professor e os alunos desempenham e a distribuicéo de
suas respectivas responsabilidades nas aulas (o contrato didatico).
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ocupada ou desocupada, e isso muda substancialmente a ideia do papel docente nas atividades

matematicas em desenvolvimento numa institui¢éo de ensino.

Pensemos no sistema herbatiano S (X, Y, O). Nessa terna, 0 Y, figura de quem ou o que
mobiliza o ensino, pode ser substituida pelo par (I, P), onde | é instituicdo e P a figura do
professor. Se essa posicao esta desocupada por uma pessoa, por exemplo, ndo esta desnuda de
uma intencéo didatica, ou seja, de uma intengdo de que X, representando um estudante ou grupo

desses, aprenda um determinado objeto da cultura matematica.

Cabe ressaltar que, conforme Chevallard (2019), as instituicbes sdo construidas por
pessoas, e pensamos que as relacdes e posicdes também, e é nesse sentido que esse autor afirma

que as instituicbes modelam as pessoas ou suas acgoes.

Se incluirmos nessa discussdo de posic¢des institucionais um terceiro elemento, o objeto
(matematico ou de estudo, que pode ndo ser matematico) e considerarmos as possiveis relacoes
numa instituicdo que envolvem o objeto, chegamos a um modelo que € compativel com RI ((1,
p), 0), lembrando que o par (I, p) d& conta de uma posi¢do numa instituicdo e que denota o
objeto nessa relacdo. Bem, o par RI trata da relacdo de uma determinada posi¢cdo numa
instituicdo com um objeto. Vamos nos ater aos objetos matematicos, e nos referir ao PEP

experimentado antes de avangarmos nas reflexdes tedricas.

Um PEP, enquanto dispositivo didatico, como na situacdo por nds experimentada,
implica diretamente na posicdo e relagdo com um objeto numa instituicdo. Primeiro, porque
muda o topos ndo sé do professor, mas especialmente do estudante. Observe-se que, sem que
sejam feitas descricdes da intervencdo do pesquisador, €& possivel acompanhar o
desenvolvimento do trabalho dos grupos. Quanto ao professor, pode-se inferir que a posicéo (I,
p) esteve desocupada, enquanto esse p foi ocupado por X (um grupo de estudantes), que de

acordo com os pressupostos do PEP, trabalharam de forma auténoma.

Desse modo, € crucial pensar num processo de planejamento de um modelo
praxeoldgico alternativo, que trard os fundamentos de um PEP, nas posi¢cdes a serem ocupadas
e/ou desocupadas na sua implementacao, bem como as relagdes decorrentes dessa, com o objeto
matematico a ser estudado. Vale ressaltar que, apesar de considerarmos objetos matematicos
nessa discuss@o, Chevallard (2019) define objeto (em um grupo humano ou sociedade) como
qualquer coisa que existe para, pelo menos, uma pessoa ou uma instituicdo (naquele grupo ou

sociedade).
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Pensar nessas questfes implica na ressignificacdo também de outra funcéao didatica, alvo
de algumas pesquisas no &mbito internacional no seio da TAD, a cronogénese?!. A condicio da
posicao institucional e as relacfes existentes numa instituicéo, interferem de forma crucial na
questdo do tempo didatico. Se ampliarmos o sentido de instituicdo para o ambiente material ou
imaterial destinado ao ensino e/ou estudo de objetos do saber, o que vai depender do
reconhecimento de um objeto nesse processo, podemos pensar em alguns momentos fora das
instituicOes ditas oficiais, em que a posicao institucional é desocupada pelo professor, mas que

pode contribuir com os momentos em que o docente se faca presente.

O PEP cria esse ambiente em que se faz, apds planejamento e primeiros passos da sua
implementacdo, desnecessario o professor assumir uma posicao p de destaque numa institui¢do
I (I, p). Assim, expandir o tempo didatico para além dos 50 minutos de aula, tem imbricado
dois aspectos: o primeiro refere-se a questdo de que o tempo didatico normalmente néo coincide
com o tempo cronoldgico das realizagfes didaticas; o segundo presenta uma tentativa da qual
ndo se tem clareza de todos os elementos que compdem esse processo. Este Ultimo nédo é algo
trivial de se realizar e, ainda que tivéssemos como método para essa investigacdo a engenharia
didatica como processo controlado, o tempo didatico estd ligado mais ao aprender do que ao
ensinar, e o imediatismo das investidas de ensino, tem se mostrado incompativel com o tempo

e maneiras de aprender.

Ademais, o0 tempo (seja de ensino ou de aprendizagem) é uma importante restricdo
institucional, que parece ser negligenciada por parte dos envolvidos no processo educativo.
Quando dizemos que o PEP pode mitigar os efeitos da incompletude da atividade matematica
institucional, é de posse da nog&o da cronogénese. E uma forma de dizer que esse dispositivo
atua na dialética tempo de ensino e de aprendizagem, que é interna a dissociacdo entre o sabe-
fazer e o logos que o justifica. Nesse sentido, a incompletude da atividade matematica
institucional é resultado também da restri¢cdo institucional em torno da gestdo do tempo
didatico.

Uma vez feita experimentacdes com licenciandos, ndo nos escapam inquietacdes tais

como:

— Quais condicBes reais 0 Modelo Praxeologico Alternativo (MPA), proposto nessa

investigagdo, implementado por um Percurso de Estudo e Pesquisa — Dispositivo Didatico

21 Fungéo que rege os tempos didaticos (ndo cronoldgicos) e descreve a evolugdo do conhecimento proposto pelo
professor e estudado pelos alunos, ou seja, trata-se do sequenciamento de uma situacao didatica (CHEVALLARD,
2002).
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(PEP-DD), cria para mitigar os efeitos do fenébmeno que contextualizou a problemaética

apresentada por nos e que restringe a atividade matematica institucional?

— Quais as condicdes e restri¢des institucionais para que o MPA transformado em PEP-

DD possa viver numa instituicdo de formacao docente?

As reflexdes sobre o planejado e o realizado na experimentacdo do PEP se
complementam com tais inquietagdes. Primeiro precisamos destacar que o PEP foi utilizado
como dispositivo didatico, por isso 0 uso da sigla PEP-DD. E esse modelo parece ser Util ao
propdsito de analisar integracdo de nocdes didaticas nas Praxeologias Matematicas,
especificamente no logos dessa praxeologia. Uma das razdes refere-se aos pressupostos desse
modelo que, como representante de modelos de aprendizagem embasados em investigacéo
ampara-se na proposicao de perguntas, elas movem o desenvolvimento do PEP. No que tange
as praxeologias profissionais, altera a relacdo do docente com o objeto a ensinar, a medida em
que, o topos do professor tabém se altera. Esse assume um papel de mediador de situacGes que
estimulam a elaboracdo de perguntas.

Como a dialética de perguntas e respostas que esta no coracao do PEP é compreendida
como gesto de estudo, podemos inferir que ela estd naturalmente imbricada no seu
desenvolvimento, na producio ou reconstrucio de Praxeologias Matematicas. E visivel sua
presenca no bloco do saber-fazer, onde sdo apresentadas as tarefas e técnicas. Isso é facilmente
perceptivel ao se acompanhar a descricdo dos dados da pesquisa. O que ndo esta explicita, e

depende de um esforco interpretativo maior, € sua presenca no bloco tecnolégico-tedrico
(logos).
Se no logos da PM apresentam-se as propriedades matematicas que justificam técnicas

usadas na resolucdo de tarefas, como 0 gesto de estudo de perguntas e respostas estaria

integrado a um aspecto da PM que parece estritamente matematico?

Ora, pensamos que um elemento que ndo pode ser esquecido no decorrer dessa
inquietacéo é o fato de termos apresentado um fendémeno didatico que trata da dissociacéo entre
esses blocos que compBem a Praxeologia Matematica. E, se ndo devemos pensa-los na PM
separadamente, a nogdo de dialética de perguntas e respostas esta em primeiro plano ligada ao
bloco do saber-fazer, mas, por este ser vinculado ao logos, tal dialética interfere na proposicéo
de discursos que justificam o saber-fazer desde a elaboracéo de tarefas até respostas para estas.

Essa reflexdo ja inclui esboco de resposta para a primeira inquietacdo que apresentamos acima.
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No que tange a segunda inquietacdo, precisamos retomar a nogdo de cronogénese, pois
talvez esse seja 0 grande entrave para vivéncias de modelos de aprendizagem embasados em
investigacdo, frente ao extenso volume de nocbes didatico-matematicas que integram 0s

curriculos de cursos de formacdo docente.

O PEP permite a gestdo do tempo didatico, via dialéticas que sdo incorporadas ao seu
planejamento, gestdo e experimentacdo. Falamos da dialética de perguntas e respostas, mas
outra nocao didatica cuja integracéo pretendiamos analisar foi a das midias e meios. Esse gesto
de estudo parece ser crucial também para gestdo do tempo, pois requer uma postura de busca
de informacdes que ndo deve ocorrer no tempo de ensino, mas no de aprendizagem, e que
permite confrontar diferentes informacdes o que ndo parece ser viavel no tempo didatico na sua

dimensdo tempo de ensino que coincida com o cronoldgico.

Desse modo, uma condicéo institucional, estaria ligada a mudanca de paradigma da
instituicdo do monumentalismo dos saberes para investigacéo e questionamento do mundo, com
dois gestos de estudo bem definidos: propor perguntas e respostas, confrontar informacdes que

advém de e para diferentes meios.

Outrossim, a implementacdo do PEP, além de reconstruir modelos praxeologicos (por
isso chamados alternativos), se opde aos modelos engessados pelas obras didaticas (livros) e
praticas dominantes nas institui¢des, reconstruindo, desse modo, o topos também da Institui¢do
| e alterando o significado do tempo didatico nas posicGes assumidas nessa instituicdo. Em
outras palavras o0 modelo dominante se configura por uma visao algébrica, enquanto o MPA ¢é

um resgate da visao geométrica como provedora do ensino de funcgdes.

No tocante as caracteristicas da atividade matematica descrita por Chevallard, Bosch &
Gascon, (2001), o dispositivo didatico que viabiliza a implementacdo do MPA proposto nessa
investigacdo passa necessariamente a acdo de ensinar e aprender matematica, que tem uma
vinculacdo com a primeira caracteristica (usar uma matematica conhecida), para ir ao estagio
esperado ideologicamente por um professor-pesquisador da Didatica da Matematica: o dos
atores do sistema de ensino assumirem papéis similares ao do matematico, de construirem uma

nova matematica para o contexto educativo.

Ademais, se retomarmos os niveis de co-determinagdo didatica, situamos o0 MPA, no
mesmo nivel do MER, no nivel das questdes, no entanto, com possiveis implicacdes nos niveis
dos temas e dos dominios, especialmente pelo seu ensejo de motivar a inter-relacdo entre os
espacos geomeétrico, algébrico e gréfico.
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Considerac6es Finais

Nesta se¢do, nosso designio consiste em retomar e tentar arrematar algumas questes
referentes aos dados produzidos na experimentacao, confrontando-o com a tese e objetivo geral,
e promover algumas breves reflexdes tedricas complementares a partir das no¢des da TAD

utilizadas e as implicac6es para o Ensino de Matematica.

Primeiramente, destacamos as possiveis implicacGes dos resultados dessa investigacdo
para a area de Ensino de Matematica. Reconsrtucfes de Organizacbes Didaticas de professores
de Matematica podem ressignificar substancialmente as relaces entre os sujeitos e 0s objetos

do saber nas instituicdes escolares na Educacao Béasica e também no Ensino Superior.

Para contextualizar tais reconstrucfes, retomamos o papel da integracdo de nogdes
didaticas no logos das Praxeologias Matematicas numa determinada instituicdo. S8o0 comuns
discussbes sobre o alcance de acbes didaticas para resolucdo de problemas relativos aos
processos de ensino e aprendizagem da Matematica, o que tem nos conduzido a pensar que 0
problema ndo esta somente nas escolhas para difusdo dos saberes matematicos, nem mesmo
nos objetos do saber, mas em algo que ndo é intrinseco desses objetos. Essa reflexao nos levou
ainda, a pensar no papel de gestos ou de acdes que uma vez mobilizadas poderiam fornecer um

certo grau de autonomia necessaria ao estudo de qualquer saber.

Parece cada dia mais clara a ideia de que estudar Matematica, ndo se refere apenas a ter
um contato passivo com os objetos do saber e com tarefas de graus de complexidade distintos.
Estas tém papel fundamental na difusdo do corpo de conhecimentos matematicos, mas € preciso
dar outro sentido aos nossos gestos diante de situa¢des construidas para que aprendamos objetos

da matematica.

Nesse contexto, a integracdo a que nos referimos, ndo se trata de uma tentativa de forcar
gue algo que ndo é matematico seja incluido nas teorias matematicas, mas um processo que
ocorra naturalmente a partir das situacdes que propomos. Desse modo, além da ideia defendida
por Artaud (2019) de integracdo das referidas noc¢des didaticas no logos da PM, o que fica
dessa investigacdo para o Ensino de Matematica, sdo as reflexdes, em lugar de receitas, sobre

as situacOes para ensinar Matematica que podem evocar gestos de estudo, talvez escondidos

145



nos sujeitos, e as possibilidades de reconstrugdo das Praxeologias Matematicas viabilizadas por

por tais gestos.

Atua ainda, na questdo apontada por Vandebrouck (2011) sobre as situacdes que nao
evocam ostensivos graficos para chegar as ideias das funcfes, mas de forma que isso seja feito
por situacdes num contexto de aprendizagem por investigacdo. Desse maneira, altera a l0gica
do tipo de situagdo, bem como das tarefas comumente utilizadas nas aulas de Funcdes,
resgatando a interrelacdo entre objetos ostensivos ligados a dominios matematicos diferentes,
mas especialmente no caso dessa investigacdo, também a dois diferentes status da parabola. A
partir dessas primeiras consideracOes sobre efeitos no campo do ensino, pode-se chegar, assim,
a outras reflexdes que sdo mais especificas no que se refere aos dados construidos no capitulo
3.

Assim, € importante comecar com uma reflexdo sobre o conceito de fungédo ao qual nos
referimos algumas vezes como noc¢do. Embora seja pertinente conduzir o estudante ao longo da
trajetéria percorrida pela comunidade de matematicos por meio de situagdes didaticas
planejadas para esse fim, podem ocorrer situacdes nas quais 0 sequenciamento didatico nao
tenha as mesmas condicOes de seguir o histérico. Assim, consideramos pertinente recuperar
aspectos do sequenciamento histérico no didatico, longe de querer mostrar que este € o Gnico

caminho, mas como uma alternativa didatica que ainda pode ser mais bem explorada.

Com o intento de analisar o alcance de um modelo praxeolégico alternativo,
implementado por um PEP, na reconstrucdo de praxeologias de futuros professores de
matematica, quando integramos no logos das suas praxeologias matematicas noc¢des didaticas,
discutimos as condi¢des e restriches dessa proposta didatica a partir da abordagem da funcéo

quadrética e do duplo status da parabola.

Isso implica dizer, que no campo tedrico, tem-se mais um trabalho para fortalecer uma
comunidade de estudo de futuros professores de Matematica. Esse fortalecimento, foi pensado
no sentido da superacdo dos efeitos da incompletude da atividade matematica institucional. Em
outras palavras, compreender maneiras de substituir gradativamente, nas préaticas institucionais,

as respostas pelas questdes/perguntas.

Para uma melhor explicitacdo de fatores que julgamos relevantes destacar, o restante do
texto dessas consideragcfes do trabalho segue distribuido em dois topicos que podem ampliar

nossas possibildades de estudos futuros.
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Contribuicdes ao estudo de nogbes da TAD

Iniciamos retomando uma questdo proposta por Chevallard em suas recentes reflexdes
sobre as andlises dos gestos de estudo: Quais sdo as condicOes e restri¢cbes que controlam o
estado de desenvolvimento dos meios / ambientes dialéticos em nossas sociedades e

especialmente na escola?

N&o apresentamos respostas, mas reflexfes pautadas naquelas feitas pelo proprio
Chevallard, e que conduziram a presente pesquisa. Essa dialética (midias e meios) surge como
auxilio a prova, isso, no contexto dessa investigacdo. A argumentacdo no ensino de matematica,
num modelo que pode ser descrito de forma simples: enuncio perguntas e apresento argumentos
que mostrem a validade da pergunta ao mesmo tempo que mostrem a validade das préprias
respostas. E, nesse ponto, as duas dialéticas abordadas ao longo desse relatorio de investigacao

estdo intimamente ligadas.

Sabemos que muitos fatores afetam a &rea educacional, mas, significativamente, existem
alguns que podem ou ndo fomentar gestos de estudo, que parecem aproximar ou afastar os
sujeitos de elementos esperados na atividade matematica (o sujeito fazendo matematica).
Mesmo esta pesquisa estd sob a influéncia vigorosa desses dois gestos de estudo e da
necessidade de provarmos nossas hipéteses de trabalho, especialmente na entrada experimental
descrita e analisada no terceiro capitulo.

Apoiados no sistema herbatiano, nosso papel, ndo é mais de professores, como
concebiamos até pouco tempo atrds. O estudante tem um projeto de pesquisa pessoal (suas
inquietacBes). Cabe a nds orientd-lo nessa busca, numa configuracdo didatica que pode ser
representada da seguinte forma:

(S(X.Y:0) ™ RL.RS. ... Ry, Opet. ... Op) > R”.

Onde uma equipe de estudantes X (ou uma pessoa), com ajuda ou sob orientacdo de
varios "assistentes de estudo" ou "diretores de estudo” que comp8em a equipe Y, frente alguma
pergunta Q. O sistema didatico é assim constituido: S (X, Y; Q). Produzem uma série de
respostas com selos institucionais no estudo de diferentes obras, até que se chegue a uma

resposta aceita de acordo com a epistemologia geral da Matematica, mas com um selo pessoal.
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Com efeito, o gesto de estudo das midias e meios se manifesta no desenvolvimento do
PEP como oposicéo a simples copia de praticas matematicas de uma cultura dominante. Antes,
copia-se a postura dos espiritos inquietos, os quais, frente a um meio adidatico, questionam os
elementos desse meio e se questionam. Isso € um indicador de que tal nocédo didatica se integra
ao discurso tecnoldgico-tedrico das praxeologias matematicas de um sujeito. Em outras
palavras, se uma pessoa questiona o objeto, propondo questdes derivadas de uma Qo, estara ela
integrando algo ao logos dessa praxeologia, algo que ndo € matematico, mas didatico, pois ndo
¢ intrinseco ao saber, mas necessario para compreendé-lo. Desse modo, representa o sistema

mostrado acima.

Vemos, nessa postura didatica, que ndo se trata apenas de um caso de criacdo dos
elementos do saber que lhe séo foco de estudo por uma devolucdo em um meio adidatico, mas
um processo em que se toma emprestado da cultura (por meio das midias e contato com um
determinado meio) elementos que permitem re (construir) formas de ver o mundo tendo a

matematica como ferramenta.

Nesse interim a questdo Qo, diretriz do PEP experimentado, €, a0 mesmo tempo, midia
e meio, pois ha a intencdo de informar. Informacéao essa sobre um tema que os estudantes ainda
ndo haviam pensado. E meio e adidatico porque a inten¢do do objeto de ensino, ndo ficou
evidente. Ela produz mais midias e mais meios distintos, que ganham vida prépria a medida

(ue 0S grupos avangam no Percurso.

Diante do exposto, surge uma inquietacdo, em torno da dialética das midias e meios.
Ela pode ser integrada a praticas institucionais num modelo distinto do que planejamos para
essa experimentacdo ou fora do dominio das discussfes sobre praxeologias matematicas? De

que forma? Essas questdes apontam préximos passos a serem investigados.

Ademais, quanto a implementacdo do PEP, além de um novo modelo praxeoldgico
(chamado alternativo por se opor aos modelos engessados pelas obras didaticas e préaticas
dominantes nas instituicdes), reconstroi também o topos da Instituicdo 1. Por esse motivo,
inferimos que o MPA, que propomos da indicios de que a atividade matematica evolui
sensivelmente da condicdo de uso de uma matematica conhecida, quando seu uso configura a
tentativa de resolucdo de problemas, a atividade matematica expressa pela cria¢cdo de uma nova

matematica (nova forma de ver sua raz&o de ser e utiliza-1a).

Né&o foi nossa pretensdo tomar a (re)construcdo de curriculos nessa investigacdo, mas
surge outra inquietagdo sobre o tema. Desse modo, inquieta-nos saber como cobrir o curriculo
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com percursos de estudo e pesquisa. Mas, com base no que foi realizado, interessa mais saber
se a integracdo de nocgOes didaticas teria esse potencial, de ao nivel da pratica dos sujeitos,
especificamente no logos de suas praxeologias matematicas, contribuir de alguma forma com
essa cobertura do curriculo, tornando mais econémico o trabalho e fazendo uma melhor gestéo

do tempo didatico.

Compartilhamos com Jessen (2018)outra preocupacao, a saber: como introduzir um PEP
no sistema de ensino e integrar no¢oes didaticas numa Praxeologia Matematica sem apresentar
noc¢oes especificas da TAD e da didatica de modo geral? Tomando-se as dialéticas como nogdes
didaticas, estas podem, de fato, ser integradas sem o esquema herbatiano ou dominio da propria
nocdo de praxeologia, sem a nogéo de relagOes e posicdes numa instituicao?

No tocante aos significados das tarefas e respostas, na fase da experimentacdo do PEP,
ao interpreta-los, estamos pensando em porque um grupo de estudante age de tal maneira? Por
consequéncia, queremos identificar o discurso que justifica esses saber-fazer séo a tecnologia e
a teoria (logos) da Praxeologia Matemética em jogo, justamente o bloco no qual se pretendeu
ver a integracdo de nocdes didaticas sem que houvesse o aprofundamento dos conhecimentos
sobre a TAD, visto que essas no¢oes nem foram minimamente discutidas/apresentadas aos
participantes da investigacdo. Foi uma ac¢&o mais intuitiva, a medida que o meio didatico era
implementado, construido, alterado etc.

Ainda que o logos seja variavel de acordo com a instituicdo, o que limitaria as
generalizacGes frente aos resultados aqui apresentados, ha que se considerar a invariancia da
necessidade dos dois blocos que constituem uma praxeologia completa de se acoplarem e, nesse
sentido, falamos do fendmeno IAMI, ou melhor, da necessidade de o estudarmos, compreendé-

lo e agirmos de modo a mitiga-lo em tais préticas institucionais.

Como vimos na descricdo da experimentacdo, as tarefas sdo complementares, uma
revela a razdo de ser da outra, isso é o que motiva o percurso de estudo. Elas devem ser a
condicdo que faz com que existam relagcbes com 0s objetos, tanto em pessoas como em
instituicoes.

Podemos dizer que o PEP da um novo significado a essa relacéo entre pessoas, objetos
matematicos e as instituicdes. E o que temos mencionado em alguns momentos como razao de
ser do objeto. Essa € uma condicdo que pode ser criada em torno tanto do objeto como da
instituicdo na qual o objeto é reconhecido.
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Trabalhamos com um conjunto de condicGes que é subconjunto de um universo. Isso
nos possibilita aprofundar as anélises para nosso objeto. Segundo Chevallard, as condigdes que
ndo posso alterar sdo restricBes (institucionais). Por exemplo, se o curriculo ndo prevé uma
forma de construir um modelo praxeoldgico alternativo ao dominante, temos ai uma restri¢éo
institucional, mesmo que, de acordo com a epistemologia, exista uma condi¢do. Mas 0s
modelos epistemoldgicos de referéncia e também os praxeoldgicos de referéncia, como o
proposto nesse estudo, expressam a crenca dos pesquisadores, pautados em elementos diversos
como nocdes teoricas, aspectos histdricos e epistemoldgicos, representando, de certo modo,
uma autonomia didatica no ambito da epistemologia experimental. Em outras palavras, ainda
que ndo exista a condicdo institucional, € possivel a proposi¢do de um Modelo Praxeol6gico

Alternativo que revele outras razdes de ser para o estudo de um objeto numa instituicao.

No prolongamento desse estudo, é possivel que haja condi¢bes para se pensar a
caracterizacdo do design de cenérios de aprendizagem e producdo de diagndsticos para
estudantes e professores, contribuindo, de forma direta, com a formagdo de docentes na

perspectiva de trabalho com modelos de aprendizagem por investigacéo.

RestricOes da pesquisa

Como as descri¢des das praxeologias e suas inferéncias foram feitas do ponto de vista
de um trabalho coletivo (praxeologias de pequenos grupos de estudo, a priori registros do que
foi consenso), ndo é uma tarefa acessivel lidar com a forma como 0s membros do grupo chegam
a compreensdo do conceito de parabola relacionado as fungdes quadraticas com amalgamacao
de propriedades de diferentes dominios matematicos, mediante participagdo em um Percurso

de Estudo e Pesquisa.

Além do exposto acima, nas andlises prévias dessa pesquisa, ndo demos conta das
condigdes para engajamento dos futuros professores nesse tipo de atividade embasada em
investigacdo, pois este ndo foi nosso foco. VVoltamos a afirmar que nosso olhar esteve voltado,
em todo o tempo, para as praxeologias produzidas, pois dela poderiamos extrair elementos que
dessem indicios da integracéo de nocGes didaticas no discurso tecnoldgico-tedrico das PM. Mas
arazdo de ser da atividade proposta, ou seja, da questdo diretriz do percurso, bem como do PEP
como um todo, deve ser alvo de reflexdes para 0 caso de novos estudos sobre o alcance desse

dispositivo didatico.
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Outro fator a ser considerado é como, de fato, concebemos os dados descritos. Em que
medida o que chamamos de praxeologias se distanciou da ideia de mapas de conhecimentos do
sujeito/grupo (JESSEN, 2019). Bem verdade que a estrutura apresentada em tarefas, técnicas e
discurso tecnoldgico-tedrico € intrinseca a nogdo de praxeologia, e esta modela a Atividade
Matematica numa instituicdo. Mas discutir o territério de uma acepcao e de outra foi uma tarefa
que ndo demos conta nessa investigacdo. Acreditamos que pode fomentar reflexdes férteis para

0 campo das pesquisas na TAD.
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Filtro —

1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

Apéndice
1 — Filtro instrumental de analise das dialéticas do PEP

Dialéticas Perguntas e respostas e midias e meios

A questdo geratriz Qo € proposta no contexto matematico ou extramatematico?
Extra matematico. PEP ndo finalizado

Matemaético. PEP finalizado

A questdo geratriz potencializa o surgimento de outras questoes?

Sim( )Néo( )

Se a resposta for sim responda a 2.

N&o. Explique o gue pode ter de errado com a tarefa.

O estudante pode apresentar resposta inconclusa a questdo geratriz?

Sim( ) Nao( )

Sim. Precisa inserir outra obra Q no Percurso. Passe a pergunta 3.

N&o. Rever se a resposta da pergunta 1, deve ser nao.

O estudante altera o foco da questdo propondo uma nova?

Sim( ) Nao( )

Sim. Segue o Percurso. Passe a pergunta 4.

Em Qo fica evidente o objeto matematico (intencdo do ensino)?

Sim( ) Ndo( )

Sim. E preciso reformular a Qo e tentar realizar uma analise a priori.

Né&o. Prossiga.

A Questdo Q1 proposta pelo aluno refina a abordagem do objeto matematico?
Sim( ) Nao( )

Sim. Prossiga.

Né&o. Planejar intervencdo (ex. solicitar ao estudante que reapresente uma Qn.
Qual o nimero de questdes propostas pelos alunos?

Responder e prosseguir.

As perguntas Qo, Q1, ..., Qn, podem ser respondidas por consulta a alguma midia?

Sim () Quais? Prossiga.

N&o ( ) O que utilizou?

As questdes a partir de Q1, elaboradas pelos alunos, permiteu que estes
confrontassem as perguntas e as respostas em diferentes meios?

10) O professor é considerado uma midia? Ou seria meio?
11) As dialéticas podem ser integradas ao logos matematico na abordagem da
representacdo grafica da funcdo quadratica a medida em que avanga propondo outras

Q, bem como suas respostas?
Sim () Quais?
N&o ( ) O que utilizou?
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2 — Instrumento de Validagdo do PEP

Instrumento de Validagdo do PEP

Experimentacdo com classe distinta da que participa da investigacao

Itens

A questdo tem elementos que permitem a resolugdo imediata sem consulta
a informacdes externas ao enunciado?

O enunciado é amplo?
o Sim (é necessaria proposicao de outras questdes para resolucdo)
o Nao (o enunciado conduz a metodologia da resolucéo de problemas,
a lacuna ndo esta nos dados do enunciado, mas em ndo conhecer
uma praxeologia para resolucédo)

i)

O enunciado dé pistas de qual saber matemaético € objeto de estudo?
o Sim (processo conduzido sera de resolugéo de problemas)
o Nao (& necessaria mobilizacdo de gestos de estudo para
identificacdo da intencdo didatica).

E possivel desencadear uma familia de questdes que derivem de Qo?
o Sim (permite outras questdes que afunilam a intencéo didética, saber
a ensinar)
o N&o (é uma atividade de estudo e pesquisa).

Possibilita alteracfes na praxeologia matematica de quem participa do
Percurso? As dialéticas mobilizadas (perguntas e respostas e midias e
meios) podem alterar o logos da praxeologia matematica (no estudo da
funcédo quadratica e duplo status da parabola)?

o Sim (tentativa de propor perguntas e confrontar as midias e meios
para construir uma boa resposta representam uma alteracdo na
praxeologia matematica — questionamentos na natureza dos
conhecimentos).

o N&o (induz a resolugdo imediata, busca de elementos do enunciado
que indica resolucdo sem necessidade de outras questdes).
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3 — Termo de consentimento livre e esclarecido

TERMO DE CONSENTIMENTO LIVRE E ESCLARECIDO

Eu, (nome do sujeito da pesquisa, nacionalidade, idade, estado civil, profissdo, endereco,

RG), estou sendo convidado a participar de um estudo denominado Integracdo de nogoes
didaticas nas Praxeologias Matematicas no estudo da funcéo quadratica, cujos objetivos e

justificativas séo:

A minha participacdo no referido estudo serd no sentido de participar das aulas do
componente curricular CETO0064, resolvendo e propondo questdes num modelo de
aprendizagem embasada em investigacdo, visto que os resultados dessa investigacdo podem
trazer respostas a relacdo dos professores com o objeto matematico Fun¢do Quadratica. Sdo
requeridas as praxeologias matematicas construidas a partir do trabalho do participante com a
situacdo inicial proposta, bem como com aquelas propostas pelos préprios sujeitos da pesquisa.

Fui alertado de que, a pesquisa a se realizar, ndo existe a possibilidade de nenhum beneficio
além da contribuicdo a nivel tedrico para a area da Educacdo Matematica, e talvez reconstrucao
de minhas praxeologia matematica.

Recebi, por outro lado, os esclarecimentos necessarios sobre 0s possiveis desconfortos e
riscos decorrentes do estudo, levando-se em conta que é uma pesquisa, e os resultados positivos
ou negativos somente serdo obtidos ap6s a sua realizacdo. Assim, posso identificar algumas
inconsisténcias praxeoldgicas, a partir da experimentacdo de um dispositivo didatico
denominado Percurso de Estudo e Pesquisa — PEP.

Estou ciente de que minha privacidade sera respeitada, ou seja, meu nome ou qualquer
outro dado ou elemento que possa, de qualquer forma, me identificar, serd mantido em sigilo.
Todas as respostas as questdes realizadas pelo grupo que eu participar nem mesmo utilizara
pseuddnimos, o que ndo deixa menor margem para identificacdo de qualquer participante da
pesquisa.

Também fui informado de que posso me recusar a participar do estudo, ou retirar meu
consentimento a qualquer momento, sem precisar justificar, e de, por desejar sair da pesquisa,
ndo sofrerei qualquer prejuizo a assisténcia que por acas esteja recebendo. Foi-me esclarecido,
igualmente, que eu posso optar por métodos alternativos, que sao: enviar as respostas por meio

de midias digitais, gravando &udio de minhas solugdes, etc.
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Os pesquisadores envolvidos com o referido projeto sdo Edmo Fernandes Carvalho,
professor da Universidade Federal do Oeste da Bahia e doutorando no Programa de Pos-
Graduacao em Ensino, Filosofia e Histdria das Ciéncias, da Universidade Federal da Bahia; e
Luiz Marcio Santos Farias orientador dessa investigacdo. Com eles poderei manter contato
pelos telefones (77) 92000-8113 e por e-mail: edmofc@gmail.com.

E assegurada a assisténcia durante toda pesquisa, bem como me é garantido o livre acesso
atodas as informacdes e esclarecimentos adicionais sobre o estudo e suas consequéncias, enfim,
tudo o que eu queira saber antes, durante e depois da minha participacéo.

Enfim, tendo sido orientado quanto ao teor de todo o aqui mencionado e compreendido
a natureza e o objetivo do j& referido estudo, manifesto meu livre consentimento em participar,
estando totalmente ciente de que ndo ha nenhum valor econdémico, a receber ou a pagar, por
minha participacao.

No entanto, caso ocorra algum dano decorrente da minha participacéo no estudo, serei
devidamente indenizado, conforme determina a lei.

Em caso de reclamacéo ou qualquer tipo de denlncia sobre este estudo enviar um email

para ppefhc@gmail.com.

Barreiras, de de 2018.

Nome e assinatura do sujeito da pesquisa

Nome(s) e assinatura(s) do(s) pesquisador(es) responsavel(responsaveis)
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