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RESUMO

Esta pesquisa estuda o Método dos Elementos Finitos aplicado a andlise ndo-linear de vigas
Timoshenko-Vlasov. A principio, objetiva-se investigar a formula¢do ndo linear tridimensional
de vigas para simular estruturas reticuladas, considerando efeitos de empenamento da secao
transversal como uma das variaveis do problema. Sera desenvolvido um programa em
linguagem C para a andlise de estruturas de vigas considerando as equacdes constitutivas
elasticas ndo-lineares através da lei de material de Simo-Ciarlet. A partir do programa
desenvolvido, sdo apresentados exemplos numéricos para ilustrar a consisténcia da formulacao
e em seguida, ¢ realizada a validacdo dos resultados obtidos com uma modelagem

computacional utilizando o software comercial ANSYS.

Palavras chave: Analise Nao Linear, Método dos Elementos Finitos, Vigas Timoshenko-

Vlasov.
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ABSTRACT

This research studies the Finite Element Method applied to the non linear analysis of the
Timoshenko-Vlasov beam. Initially, the objective is to investigate the non linear formulation
for tridimensional beams to simulate reticulated structures, taking into account the cross section
warping effects as problem variables. A software will be developed using the C programming
language for the structural analysis of the beams mentioned. The non linear constitutive
equations utilized are based on Simo-Ciarlet material law. Several numerical examples are
generated from the developed software to ilustrate the theory's validity, and following that, the
obtained results are compared to similar problems modeled on the ANSY'S comercial software,
to evaluate the result's proximity. The obtained results suggest that the used formulations

present satisfatory performance for the analysed examples.

Keywords: Nonlinear Analysis, Finite Element Method, Beam Theory, Timoshenko-Vlasv

Beams.
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1 INTRODUCAO

Na engenharia civil, a evolu¢do computacional tem proporcionado muitos beneficios aos
profissionais da area. Softwares tém sido desenvolvidos de forma a auxiliar desde o
planejamento e gestdo de projetos até o calculo estrutural. Com relacdo a este ultimo, a
automatizagao tem permitido que a elaborag@o de projetos seja mais rapida e confiavel, criando
um dinamismo e praticidade ao engenheiro, possibilitando ao profissional enfatizar a busca pela
concepgdo estrutural ideal, integrando a estrutura ao projeto arquitetonico de maneira
econdmica, segura e funcional.

Diante disso, a analise ndo-linear de sistemas estruturais tem atraido a atengdo de muitos
pesquisadores. Além de vir conquistando importancia pratica e aplicagdes cada vez maiores no
ramo da Engenharia, a rapida e constante modernizagdo dos equipamentos computacionais
também vem impulsionando o seu desenvolvimento. Modelos fundamentados em formulagdes
ndo-lineares, apesar da sua complexidade, podem produzir respostas extremamente
satisfatorias.

O desenvolvimento de algoritmos computacionais para calculo estrutural tem como
principio fundamental a utilizagdo dos métodos numéricos aplicados aos problemas de
interesse. Dentre os métodos numéricos existentes, o Método dos Elementos Finitos (MEF) se
destaca como um dos mais populares para a solucdo de problemas estruturais, além de
apresentar uma solucdo que resulta, para modelo de barras sujeitas a grandes rotagdes, em

aproximagdes muito proximas da realidade.

1.1 JUSTIFICATIVA E RELEVANCIA

Inicialmente a analise estrutural nos projetos de engenharia civil foi baseada em hipoteses
de comportamento elastico dos materiais, através do uso de formulagdes aproximadas. Esse tipo
de analise, conhecido como analise linear de estruturas, considera os materiais elastico-lineares;
em que a elasticidade do material esta associada a tendéncia de voltar a configuracdo inicial
sem apresentar deformacdes residuais, apos ter sofrido deformacdes decorrentes de agdes
externas com posterior alivio de carregamento. Atualmente, diversos modelos fisicos sdo
utilizados na formulac¢do de vigas, considerando a plasticidade e a viscosidade.

Em virtude do desenvolvimento de projetos cada vez mais complexos e estruturas mais

esbeltas, o empenamento das se¢des transversais se tornou um fator importante de projeto, pois
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a pequena rigidez a tor¢do dos perfis de secdo aberta e parede delgada, comumente utilizados
nessas situacdes, pode tornar esses elementos reticulados instaveis por uma combinagdo de
tor¢ao e flexdo, mesmo quando submetidos a tensdes normais.

As metodologias analiticas usuais de calculo e dimensionamento contemplam este
panorama de forma aproximada e, muitas vezes, resultam em estruturas pouco econdmicas ou
que trabalham préximo ao seu limite de seguranca. Nesse contexto, essa pesquisa visa oferecer
auxilio na analise ndo linear estrutural de elementos reticulados, através do desenvolvimento
de um software que atenda ao panorama que mais se aproxima da situagdo real de

comportamento da estrutura.

1.2 OBJETIVOS

O objetivo desta pesquisa € analisar a formulagdo nao linear tridimensional de elementos

de barras no espago, considerando a teoria de Timoshenko-Vlasov.

1.2.1 Objetivos especificos

Pode-se citar como objetivos especificos:

e Realizar a revisdo e demonstracdo da formulagdo de analise ndo linear para vigas
incluindo a consideracao dos efeitos de empenamento da segdo transversal, grandes

deslocamentos e grandes rotacdes em estruturas reticuladas;
e Elaborar um algoritmo computacional em linguagem C para a implementacdo da
teoria de Timoshenko-Vlasov, seguindo a formulagdo matematica desenvolvida

utilizando o Método dos Elementos Finitos;

e Simular exemplos numéricos de problemas classicos da literatura para vigas de

secdo de paredes delgadas;

e Comparar os resultados obtidos no programa desenvolvido com os resultados

obtidos pelo software comercial Ansys e com os resultados disponiveis na literatura.
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1.3  METODOLOGIA

Para atingir os objetivos definidos, a pesquisa sera desenvolvida em trés etapas: (i) revisdo
de literatura; (ii) adaptacdo e implementacdo da formulagdo desenvolvida; (iii) valida¢do dos
modelos propostos.

A primeira etapa consistira em leituras sistematizadas referentes a algebra tensorial,
elementos finitos, leis dos materiais, analise ndo-linear, vigas Timoshenko-Vlasov e outros
temas que apontem para a constru¢do de categorias chaves para o conhecimento do objeto em
estudo e posterior levantamento bibliografico.

Com base nos conceitos tedricos da etapa anterior, para a segunda etapa, sera realizada a
demonstragdo da formulacdo de analise ndo-linear para vigas, considerada geometricamente
exata, valida em situacdes de grandes deslocamentos, grandes rotagdes e deformagdes finitas.

Em seguida, sera elaborado um algoritmo computacional em linguagem C, capaz de
realizar analise ndo-linear de vigas de Timoshenko-Vlasov, seguindo a formulagdo matematica
desenvolvida a partir do Método dos Elementos Finitos.

Dentre os métodos numéricos aplicaveis em problemas de engenharia, optou-se nessa
proposta por utilizar do Método dos Elementos Finitos por se tratar de um método consagrado,
por fornecer solu¢des precisas e por se tratar de um método de facil implementagdo
computacional. Sua metodologia consiste em dividir um corpo continuo em elementos de
menores dimensdes e com um numero finito de graus de liberdade, de forma que a solugdo
obtida com essa nova configuragdo resulta em aproximagdes muito préximas da realidade.

Por fim, para a ultima etapa, a validagdo dos resultados sera realizada por meio da
comparagdo dos resultados obtidos no programa desenvolvido com os resultados obtidos
através da literatura e do software comercial.

A andlise estrutural serd validada através dos resultados obtidos pelo software comercial
Ansys, escolhido por ser tratar de uma ferramenta amplamente difundida, utilizada para a
realizagdo de simulagdes multifisicas através do Método dos Elementos Finitos em analises
estruturais e que opera de forma analoga ao software a ser desenvolvido nesta pesquisa.

Os modelos utilizados para a comparagdo tratam de problemas classicos da literatura. Em
particular, as estruturas analisadas serdo barras de sec@o de paredes delgadas, em que o efeito
do empenamento podera ser observado com maior intensidade. A apresentacdo dos exemplos
sera dividida em duas partes: a primeira parte apresenta problemas de tensao e deformagdo em
regime linear fisico e geométrico; ¢ a segunda parte apresenta exemplos com grandes rota¢des

e grandes deslocamentos e pequenas deformacoes, isto €, geometricamente ndo-lineares.
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1.4 ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Esta dissertacdo foi estruturada em oito capitulos, de forma que o presente capitulo,
Capitulo 1, ¢ destinado a exposi¢do geral do problema a ser tratado, seguida da justificativa
para escolha do tema, objetivos e metodologia empregados para a elaboragdo da pesquisa.

O Capitulo 2 destina-se ao estudo das rotagdes no espago tridimensional, através da
demonstragdo dedutiva da formulagdo utilizada. Neste capitulo, foi utilizado como referéncia
principal o trabalho desenvolvido por Moreira (2009), em razdo da sua pesquisa ser utilizada
nas principais referéncias de estudo da formulagdo apresentada neste estudo.

No Capitulo 3, apresenta o estudo da formulacdo para barras retas sob nédo linearidade
geométrica. Este capitulo foi elaborado baseado principalmente nos estudos desenvolvidos por
Pimenta (1999) e Campello (2000), dando énfase a deducdo das formulagGes.

No Capitulo 4, foi desenvolvido o estudo das equacdes elasticas constitutivas para as
barras.

No Capitulo 5, é apresentado o estudo do método dos elementos finitos aplicado a teoria
de barras.

No Capitulo 6, sdo apresentadas as comparagdes dos resultados obtidos no programa
desenvolvido com os resultados dos mesmos exemplos numéricos simulados em um programa
computacional de elemento finitos (ANSYS) e os resultados da literatura classica.

No Capitulo 7, é apresentada uma visdo geral dos resultados obtidos e as principais
conclusdes alcancadas nas analises dos modelos numéricos analisados. Por fim, no capitulo de

Referéncias sdo apresentadas as principais referéncias que embasaram o presente estudo.

1.5 REVISAO DA LITERATURA

A implantag@o da teoria ndo linear para barras, como uma formulacao consistente com os
principios da Mecanica dos Solidos Deformaveis, envolvendo grandes rotagdes, sem a
utilizacdo de aproximagdes cinematicas foi feita por Simo (1985), Simo e Vu-Quoc (1986),
Simo e Vu-Quoc (1991), Simo, Fox e Hughes (1992) e por Pimenta e Yojo (1993).

Simo e Vu-Quoc (1991) apresentaram as dedugdes das equacdes ndo lineares de
equilibrio estatico para elementos de barras situados no espago, incorporando as deformagdes
devidas ao cisalhamento e empenamento da sec¢do transversal e utilizando os parametros da
teoria de Vlasov para bimomento e bicortante.

Fruchtengarten (1995) fez uma analise comparativa entre a teoria de Vlasov e a teoria ndo

linear formulada por Pimenta e Yojo (1993), encontrando erros na rigidez constitutiva do
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material dessa ultima teoria que os motivaram a alterar a hipdtese constitutiva para obter uma
nova equacgao para a energia potencial a partir da teoria de Vlasov. No entanto, a sua pesquisa
ndo incluia o grau de liberdade de empenamento para as seg¢des transversais.

Seguindo as mesmas motivagoes para o estudo do efeito do empenamento da segdo
transversal, Campello (2000) apresentou uma teoria estrutural para barras retas no espaco
considerando o empenamento nio-uniforme como uma das variaveis do problema. Foram
consideradas equagdes constitutivas eldsticas lineares e quadraticas, em que os termos
quadraticos referentes as deformagdes de empenamento foram desprezados. Nessa pesquisa, foi
verificado que desprezando os termos de segunda ordem nas deformacdes, a matriz de rigidez
constitutiva se torna incapaz de modelar a instabilidade por tor¢do em barras comprimidas e
gera resultados discrepantes para a flambagem lateral.

Mais tarde, Campello e Pimenta (2001) utilizaram a mesma teoria de barras apresentada
por Campello (2000), considerando desta vez todos os termos de segunda ordem
desconsiderados anteriormente nas equacdes constitutivas. As cargas de flambagem se
mostraram fortemente afetadas pelos termos de segunda ordem a partir da lei do material. As
equagdes constitutivas completas até a segunda ordem derivadas do material de Saint-Venant e
Simo-Ciarlet permitiram a flambagem por tor¢cdo. No entanto, o material de Simo-Ciarlet
continuou incapaz de modelar problemas de flambagem lateral.

Lago (2012) fez uma generaliza¢do da equagdo constitutiva apresentada por Campello e
Pimenta (2001) para incorporar todos os termos de ordem superior na equacdo constitutiva,
utilizando o material de Saint-Venant com o intuito de investigar o efeito da instabilidade nas
barras.

Diante do exposto, esta pesquisa dara continuidade ao estudo da teoria ndo linear de
elementos de barras no espago, sem incluir os termos de ordem superior nas equagoes
constitutivas derivadas da lei de material de Simo-Ciarlet, considerando o efeito do

empenamento com a proposi¢ao de uma equagao explicita para a representacao deste fenomeno.
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2 ROTACOES NO ESPACO TRIDIMENSIONAL

Por defini¢do, uma rotacdo € uma transformagdo que, dado um conjunto de trés vetores,
preserva o comprimento destes, o dngulo entre os pares de vetores e o volume (com sinal)
gerado por eles. (MOREIRA, 2009)

Ainda de acordo com Moreira (2009), o estudo das rotagdes no espaco, elemento
componente desta pesquisa, tem o comportamento regido pelo teorema fundamental de Euler
que diz:

“O deslocamento de um corpo rigido com um ponto fixo € uma rotagdo em torno de um
eixo que passa através daquele ponto.”

Portanto, para determinar as rotacdes no espago é necessario conhecer a magnitude da

rotagdo (angulo de rotagdo) e o eixo em torno da qual a rotagdo ocorre.

2.1 TENSOR DAS ROTACOES

Existem varios tipos de parametrizagdo para o tensor das rotacdes. Dentre elas estdo:
parametrizacdo vetorial de Euler; parametrizagdo vetorial de Rodrigues; algebra dos
quatérnions; parametrizagdo dos cossenos diretores; parametrizagdo mista, na qual se trabalha
com o tensor das rotagdes definido por um tipo de parametrizagdo e utiliza um segundo tipo de
parametrizacao para obter a composicao das rotagdes, evitando singularidades; entre outros.

Para Ritto-Corréa (2003), as parametrizagdes vetoriais sdo muito convenientes do ponto
de vista computacional, pois permitem tratar as rotagdoes de forma semelhante as translagdes, ¢
podem ser amplamente usadas nos problemas de Engenharia Civil onde as rotagdes costumam
ser moderadas.

Nesta pesquisa, serd utilizada a forma generalizada de Euler-Rodrigues, utilizada por
Campello (2000) e por Dasambiagio, Pimenta e Campello (2009), por Lago (2012) e por Leal
(2014). Estas pesquisas foram utilizadas como principais referéncias nesse estudo da
formulagdo de barras, devido a principal vantagem da utiliza¢ao da formulagédo simplificada de
Rodrigues, generalizada para a ampliag@o do seu intervalo de validade, igualando-o ao intervalo
da parametrizacdo de Euler.

Matematicamente, uma rotacdo pode ser caracterizada por um tensor ortogonal
pertencente ao grupo multiplicativo designado por SO(3) (Special Orthogonal Group).
(MOREIRA, 2009)

Ainda de acordo com Moreira (2009), este espaco SO(3) ¢ definido como:
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S03) = {Q: R® > R*|QQT = I A det(Q) = 1} 2.1)

A condi¢do QQT = I resulta em seis condi¢des de ortogonalidade que permitem que se
possa representar o tensor Q através de trés valores independentes (parametros de rotacao).
Existem varias formas de representar o tensor ortogonal Q, ou seja, de parametrizar o tensor
das rotagdes; seja utilizando o vetor das rotagdes, os quartérnions, os angulos classicos de Euler,
etc.

A seguir, sera realizada a representacdo do tensor ortogonal Q através do vetor das

rotagdes, por ser de facil percepcao visual.

Figura 2.1 — Rotacéo de um vetor

Fonte: Adaptado de Moreira (2009).

O deslocamento de um corpo rigido qualquer no espago em torno de um ponto fixo O
pode ser representado por um ponto P. Este ponto pode sofrer uma rotagdo qualquer em relagdo
ao ponto fixo, descrito pelo vetor posi¢do a, conforme a Figura 2.1.

Através do teorema de Euler, a rotagdo do vetor a pode ser representada em fungdo do
angulo de rotagdo 6 e o vetor unitario e na dire¢do do eixo de rotagao.

Antes da obtencdo da nova posicdo do vetor a apos a rotacdo, ou seja, o vetor b, ¢
necessario definir um sistema de eixos tri ortogonal com os vetores unitarios i, j, k, para a
realizacdo da analise geometrica a partir de a, e ¢ . Em que k esta na diregdo de e, o vetor j é

ortogonal ao plano definido pelos vetores a e e, podendo ser obtido por:

exa exa exa

= = , 2.2
lex all _ llelllallsena _ lall sena 22)

J =
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sendo a o angulo entre e e a. E o vetor i pode ser obtido através do produto vetorial entre j e
k, conforme a equacdo a seguir:
i=jxk=jXxe, (2.3)

Desta forma, o vetor que representa a localizagdo do ponto P apds a rotacdo pode ser

representado por:
b=a+r+s+t, 24)

emque s//j, r//i e t//r.Como anovaposi¢cao do ponto P sera analisada em funcao
de a, e ¢ 6, a seguir, os componentes do vetor que representa este deslocamento serdo escritos

em funcdo dos mesmos parametros, através das relacdes geométricas observadas a partir da

Figura 2.1.
r=ex(exa)= exjlla| sena = —|al| senai, (2.5)
s=(exa)=|a|senaj, (2.6)
t=—-exX(exa)= |la||senai, 2.7

E possivel ainda reescrever a equagdo (2.4) em fungio das projegdes radiais na

configuragdo rotacionada dos vetores s e £ como:

b=a+r+s" +t, (2.8)
em que
s* = senf s = senf(e X a), (2.9)
e
t* = cosf t = — cosf(e x (e X a)). (2.10)

Substituindo as equagdes (2.5), (2.9) e (2.10) em (2.8), obtém-se:
b= a+ex(exa)+send(exa)— cosb(ex (exa)) (2.11)

Reorganizando os termos, chega-se a:
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b= a+senf(exa)+ (1— cosd)(ex (exa)).

O produto vetorial e X a pode ser representado como:

i k e,a, —e,a,
exa=|e e, €;|=|€0x —€xa;
a, a,

ay exly — €0y

ou ainda pode ser reescrito como:

exa=| e 0 —e, =0a

0 -—e, e [ax
—e, ey 0

aZ
em que:

0 —e, e
0=|e¢e, 0 —exl
—ey, e 0

E pode-se escrever também que:

e x (e x a) = 0%a.

Em (2.15), O ¢ o tensor antissimétrico com vetor axial e, ou seja,

0 = skew(e).

Substituindo as equagoes (2.14) e (2.16) em (2.12), obtém-se:

b= a+senf 0a+ (1— cosh)0?a.

Reorganizando os termos, a equacao acima pode ainda ser escrita como:

b=[1+senf 0+ (1— cosh)0?]a.

A equacio (2.19) pode ser reescrita na forma:

b =Qa,

sendo:

2.12)

(2.13)

(2.14)

(2.15)

(2.16)

(2.17)

(2.18)

(2.19)

(2.20)



Q= I+senf 0+ (1— cosh)0>. (2.21)

A equacdo (2.21) é conhecida como formula de Euler.
Utilizando a parametrizacdo de Euler, o tensor O , relativo ao vetor axial de giro da
rotacao sera:
0 —e, e

(2]
0=| e, 0 —el=—= (2.22)
6
—ey ey 0

Assim, verifica-se que o tensor pode ser definido por:

0 -—e, e
0=0] e, 0 —eyl (2.23)
—ey ey 0

Além disso, sabendo que ¢ valida a relagdo trigonométrica:

1 — cos (2a)

sen?(a) = > ) (2.24)
e considerando a = 9/ 2 » aequagdo (2.21) pode ser reescrita como:
senf 2 sen*(0/2)
Q= 67 (2.25)
0 (2 6/2)
ou ainda:
2
Q= senf sen<(6/2) 2 (2.26)
0 2(0/2)?
em que @ ¢ um tensor antissimétrico cujo vetor axial ¢ 8, com ||@|| = 6. A equacdo (2.25) ¢é

conhecida na Mecanica dos So6lidos como férmula de Euler-Rodrigues e Q descreve uma
rotacdo de intensidade 6, em torno do eixo determinado pelo versor e = (1/6)0, com 6

positivo segundo a regra da mao direita aplicada a e.
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2.2 PARAMETRIZACAO DE EULER

A parametrizacao vetorial escolhida para esta pesquisa ¢ a parametrizacdo de Euler. De

acordo com Moreira (2009), esta parametrizacdo tem como vantagem um significado

geométrico simples no ambito da propria rotagdo que visa representar, possuindo como

parametros:
b = senf (2.27)
a = cosé, (2.28)
x=0=0e (2.29)
x=6=19], (2.30)

em que x ¢ um vetor de direcdo que coincide com o eixo de rotagdo e, com norma 6.

Devido a escolha da parametrizagdo de Euler, os coeficientes presentes no tensor das

rotagdes, @, e no tensor que relaciona as velocidades angulares com a derivada temporal das

rotacoes, I', assumem os valores:

h=1 2.31)
h.(0) = Seen 9, (2.32)
o) - ! —902059 _ % se(r;z/(ze)/ZZ)' 033)
1= 1o (2.34)

ha(8) = — 0 =——210)
ha(0) = 1) —922h2 ©) (2.35)
hs(0) = 120 ;23h3 ®) (2.36)
Ok hzg) ~ 4h,(0) 037
ha(6) = 12 ;25h5(9), (2.38)
hg(6) = ho(8) = 0. (2.39)

27



Para evitar indeterminagdes matematicas na formulagdo, as equagdes (2.32) a (2.38)

foram truncadas em série quando 8 < 1073 | sendo reescritas como:

hi(0) =1 192+ 194 ! 66
e 6 120 5040
1 1 1 1
h,(0) == — 0%+ ———=0* — ————0°,
2(0) 2 24 720 40320
1 1 1 1
h 9 :—__92 94_ 961
3(6) 6 1207 15020 362880
h,(0) = 1 + 1 62 1 6* + L 6°
4(0) = 12 ' 180 6720 453600
hs(0) = ! + ! 62 ! 0* + ! 0°
ST 60 T 1260 60480 4989600 '
1 1 1 1
h 9 = —__92 94 - 961
6(0) 90 1680° T 75600 5987520
1 1 1 1
h,(0) = — — ———62 + 64 66

630 15120 831600 77837760

(2.40)

(2.41)

(2.42)

(2.43)

(2.44)

(2.45)

(2.46)

onde foram desprezados os termos superiores a sexta ordem. Assim, observando as equagdes

(2.31) a(2.39), o tensor das rotagdes definido em (2.26) pode também ser escrito como:

Q=1+h,(0)0 + h,(6)6%.

Ou ainda na sua forma matricial como:

Q21 QZZ Q23

Qll Q12 Q13
-l & )
Q31 Q32 Q33

em que:

Q1 =1- hz(e)- (932 + 922)'
Q12 = —h1(0).65 + h,(0).(6,6,),

Q13 = h1(0).6; + hy(6).(050,),

(2.47)

(2.48)

(2.49)

(2.50)

2.51)
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Qu1 = hy(0).65 + hy, (). (6,6,), (2.52)

Qa2 = 1 — hy(6). (62 + 62), (2.53)
Qa3 = —hy(6).6; + hy(0).(6565), (2.54)
Qs1 = —hy(6).6, + hy(6).(6,65), (2.55)

Qsz = hy(6).6; + hy(0). (6,65), (2.56)

Qs3 = 1 — hy(6). (62 + 62). (2.57)

2.3  VELOCIDADES ANGULARES

Segundo Campello (2000), a velocidade angular associada a uma rota¢do Q(t) pode ser

escrita por um tensor de segunda ordem a partir da relacdo descrita na equagao (2.58):

Q= QQT, (2.58)

em que a notacdo de “ponto” sobre uma variavel refere-se a derivada em relacdo ao tempo e Q

¢ um tensor antissimétrico das velocidades angulares que possui como vetor axial o vetor w,

denominado vetor das velocidades angulares, definido posteriormente na expressao (2.69).
Considerando um vetor de eixo de rotagdo 6, de norma 6, ou seja, 6 = ||0)||, € possivel

€SCrever.
02=9-0. (2.59)

Derivando a norma em relacdo a dois eixos coordenados que compdem um plano pode

ser escrita como:
200=6-0+60 -0 (2.60)

A equacio (2.60) pode ser reescrita como:
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200=2(0-0) (2.61)

Isolando a derivada da norma na equacao (2.61) obtém-se:
b=2(0-6) (2.62)
- 9 . .
Derivando a equagdo (2.47) em relagao ao tempo, considerando a regra da cadeia, resulta

Q= hy(0)6 + h,(6)(60 + 06) + h,(8)00 + h,(0)062. (2.63)

Substituindo a equagdo (2.62) na equacdo (2.63) ¢é possivel obter:

Q= h(0)0 + h,(6)(006 + 06) +%(0 .0)0 + %(0 .0)62, (2.64)

Substituindo a equagdo (2.64) na equacdo (2.58) e utilizando as seguintes propriedades
de tensores antissimétricos,

0 —€y ey
T_ _@—=— -
0"T=-0=-0|e O €x (2.65)
_ey ex O
0 —€y ey
3 - _p2@ = —p2 -
03 = —6%0 6*le. O €x (2.66)
_ey ex 0
_eJZ/ —_ eZZ exey eer
0* = —0%0% = —0%| eye, —ei —e} €yéz | (2.67)
€€, eye; —e,% - eJZ/

o tensor das velocidades angulares sera calculado através da expressao:
. . 1 .
Q= hy(6)0 + h,(0)(00 — 60) + (h — hl(G))ﬁ (6.6)o. (2.68)

Vale ressaltar que devido a demonstracdo extensiva para a obtengdo do tensor Q,
representado pela expressao (2.68), esta serd omitida desta pesquisa.

O vetor axial das velocidades angulares serd calculado por:
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o = axial(Q) = hy(6)0 + h,(6)00 + (h — hl(e))%(e .0)0 (2.69)
A equagdo (2.69) pode ainda ser reescrita como:

o = axial(®) = hy(6)6 + h,(0)00 + (h — hl(e))e—lzo(eTe). (2.70)
O produto entre os vetores 807 sera calculado por:

6, ef 0,60, 06,05
eeT:[ez][el 0, 631=0,6, 63 6,65] @2.71)
03 0,05 06,05 9%

Com as matrizes apresentadas em (2.65) a (2.67), pode-se perceber que:

—02-02 9,0, 6,0,
@2 = 0102 _9%_93? 9293 . (272)
6163 0,0  —67-65

Além disso, sabendo que € valida a expressdo:

1 0 0
021 = (6% + 62+62)[0 1 0], (2.73)
0 0 1
pode-se afirmar que a equagdo (2.71) € equivalente a expressao:
00" = 0% + 6°I. (2.74)

A partir das equacdes (2.72) e (2.73), a equagdo (2.70) pode ser reescrita como:
. . 1 .
o = axial(Q) = hy(6)0 + h, ()00 + (h— hy (9))ﬁ (0% + 6%1)6. (2.75)

Desenvolvendo os termos da expressado (2.75), tem-se:

o = axial(Q) = hy(6)0 + h,(0)00 + (h — hl(e))%ezé
(2.76)

1, 1,
+ho7 6218 — hy(8) 55 6°16.

A equacao (2.76) pode ainda ser reescrita como:



. . 1 .
® = axial(Q) = hI0 + h,(0)00 + (1 — hy(9)) 5920. (2.77)
Colocando @ em evidéncia na equacao(2.77), tem-se:
I
w = (hI + h;(6)0 + (1 - hl(H))ﬁ@ ). (2.78)

A expressdo acima pode ser representada por:

o = axial(Q) =T0, (2.79)

em que I' é o tensor de segunda ordem que relaciona as velocidades angulares com a derivada

temporal das rotagdes, e ¢ definido por:
I' = hl + h,(8)0 + h;(0)6%. (2.80)
Utilizando a parametriza¢ao de Euler obtém-se:

I'=1+h,(0)0 + hs(0)0? 2.81)

Assim, de maneira analoga a obten¢do da equacdo (2.48), o tensor I' pode ser escrito em

sua forma matricial como:

In Ly Iis
r=\L Iy I, (2.82)

I3y I3 33

cm que:

Iy = 1-h3(6).(6 + 63), (2.83)
I, = —h,(0).63 + h3(6).(6,61) (2.834)
13 = hy(0).6; + h3(6). (6:6,) (2.85)
Fz]_ = h2(9) 93 + h3(9) (9192) (286)
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Iy = 1~ hy(6). (63 + 62) (2.87)

Iys = —h,(0).6; + hs(6). (656,) (2.88)
I31 = —hy(0).6, + h3(0).(6,65) (2.89)
I35 = hy(0). 6, + h3(6). (6,65) (2.90)

I35 = 1 — hs(0). (62 + 62) (2.91)

2.4 ACELERACOES ANGULARES

A aceleragdo angular associada a uma rotacdo Q(t) pode ser descrita por um tensor
antissimétrico de segunda ordem, através da derivacdo em relagdo ao tempo da equagdo das

velocidades angulares, representada em (2.58), obtendo a seguinte expressao:

0= QQT+QQ" . (2.92)
Isolando o termo Q da equagdo (2.58), obtém-se a expressio:
Q= QQ (2.93)
A partir da equacdo (2.93), verifica-se que ¢é valida a seguinte expressao:
QT = QTQT. (2.94)
Substituindo a equagdo (2.94) na equagéo (2.92), tem-se:
0= QQ"+QQTaT. (2.95)
Utilizando a equagdo (2.58), a equagdo (2.95) pode ser reescrita como:
Q= QQT +QaT. (2.96)

Sabendo que ¢ vélida a expressdo para tensores antissimétricos: QT = —Q, a equacio

(2.92) pode ser representada por:
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Q= QQ" - Q2 (2.97)

O vetor das aceleragdes angulares é o vetor axial a £, sendo representado por @ ¢ pode

ser obtido através da derivagdo da equacdo (2.79) em relagdo ao tempo, obtendo:
w=ro+re, (2.98)
em que I" ¢ obtido pela derivagio da equacio(2.81), sendo representado por:

I'=hy(8)0 + hy(0)0 + h3(0)0% + h3(0)(06 + 60), (2.99)

onde as derivadas em relagdo ao tempo dos termos h,(0) e hs3(6) estdo demonstradas no
Apéndice A. Substituindo as referidas equagdes na equagdo (2.99), o vetor I pode ser reescrito

comao:

I'= h,(0)0 + h3(6)(00 + 00) + h,(6)(0.0)0 + hs(6)(0 .0)02. (2.100)

2.5 DERIVADA DO TENSOR I

No capitulo 3 serdo utilizadas equagdes envolvendo o tensor I' e a sua derivada. Neste
contexto, esta se¢do apresenta uma propriedade utilizada na demonstragdo da parcela de ndo
linearidade geométrica para a obtencdo da matriz de rigidez do elemento.

Partindo da consideragdo da equagdo (2.101):

(2.101)

or’” _ a(1—h,(6)0 + h3(9)0?)
00 20 ’

e utilizando a regra da cadeia e do produto de derivagdo na equagdo acima, obtemos:

or™ _ 9hy(6) 96 00 dhy(6) 06

30~ o0 382 D5t 55 70

2

(2.102)

20 20
+ hs(0) (ﬁe + @%).

O primeiro termo da derivagdo na equagdo (2.102) é dado por:
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oh(0) 0(*52)

_ (2.103)
a0 a0
Realizando a derivacdo, considerando a regra do quociente, obtemos:
0h,(0) sin6 B 2(1 —cos 0). (2.104)

0 062 03

Com o auxilio das equagdes (2.32) e (2.33), pode-se reescrever a equagdo (2.104) como:

0h2 () _ h(9) — 2h,(6)

= 2.105
a0 0 ( )
O termo Ohs (9)/ 90 da derivacdo na equagdo (2.102) é dado por:
0 —sinb
ons(8) (5 ) (2.106)
a6 a6
Realizando as derivagdes chega-se a:
0h3(8) (1 —cos6)6® — (0 — sin6)36? (2.107)
00 g6 ’ '
ou ainda, com o auxilio das equagdes (2.33) e (2.34) tem-se:
0hs(8) _ ha(6) —3h3(8) 2108
a6 0
Considerando que:
00
9 _ (¢-58) (2.109)
00 o

manipulando os termos da equagdo (2.102) tem-se:
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orT 90 90 90
~hy(0) 5o +h3(0)( 0+0° )

90 20
00 00 (2.110)
h(8) 2k, (0)\ (0 35) (h2(0) —3hy(0)\ (0 Fg) _,
— 0+ 0-.
0 0 0 0
ou ainda com o auxilio das equagdes (2.35) e (2.36), chega-se a:
o (ev)a + hy(6) (60@+960)
S - N2 3
26 29 26 (2.111)

_h,(0) ( gz> 0 + hs(6) (e %) 2.

Seja t = £(0) um vetor genérico qualquer dependente de 8. Multiplicando a equagio

(2.111) por este vetor obtém-se:

ath—[h Ha +h 9<@@+960 h,(6 609
a0~ | (O 5g T hs(6) ae) ( )( ae)
(2.112)
1@ (0-22) 7]
5(6)(6° 75
Desenvolvendo a multiplicagdo na equagéo (2.112) chega-se a:
th [ h (9) t+h (9)( @0+@a@> —h (9)( ae)@t
2 3 4
28 96 (2.113)

+ he(6) (0 S—Z) 0%t ]

Com o objetivo de colocar o termo 00/ g €M evidéncia, busca-se reorganizar a equagao

(2.113). O primeiro termo a ser reorganizado na referida expressao é:
00
—h,(6)—t, 2.114
2(6) 55 2.114)

que pode ser obtido ao se reorganizar o produto do tensor antissimétrico como um produto

vetorial, obtendo-se:
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90 20 96
~hy(0) St = —hy(0) 55 X t = hy(0) (tx%), 2.115)

em que T € o tensor cujo t € o vetor axial, ou seja: T = skew(t).

O segundo termo a ser reorganizado na equacao (2.113) é:

h3(9)< 9@+@gg) hg(e)( @0t+@g—gt) 2.116)

e novamente abrindo o produto do tensor antissimétrico como um produto vetorial tem-se:

h3(0)( %6+ @Z(Z) — hy(6) [g—zx @x1)+0x (%x t)] @2.117)

Os produtos vetoriais da equacdo (2.117) podem ser abertos em produtos escalares

resultando em:

20 20
hg(e)( @+@ae>t=

o]0 2)e e 2)o- (5-6)es 0]

Transformando os produtos escalares em produtos diadicos na equag@o acima chega-se a:

(2.118)

hs(6) <a@ 0+0 a@>

96 28 (2.119)

hs(D[-2RD+0RQt+t"T ® eT]%

ou ainda a:
00 00 00

— — — 2.120
h3(0)< @+@ae)t hs(6)[T6 — 26T = (2.120)

O terceiro termo a ser reorganizado na equacao (2.113) é:

00 00

— =— 2.121
ha(6)(0-55) 0t = —h(0)6t (6 =2). (2.121)
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Transformando o produto escalar em produto diadico tem-se:

90 20
—h,(6) (e -%) Ot = ~h,(6)(01) ® 05 (2.122)

Por fim, o quarto e ultimo termo a ser reorganizado na equagdo (2.113) ¢é apresentado a

seguir e possui demonstragao andloga ao termo anterior, resultando em:

96 96
hs(6) (0 -%) 0%t = hs(0)(6°1) ® 05, (2.123)

Assim, apds a reorganizacdo de todos os termos, a equagdo (2.113) pode ser reescrita como:

or't
96 (2.124)
+hs(0)(0%t) ® 0 00’
ou ainda:
MLy, (2.125)
a0~ V055 '
em que:
V(0,t) = h,(0)T + h3(6)(TO — 20T) — h,(0)(Ot) Q 6 2.126)
+ hs(6)(0%) ® 6. '
De acordo com Campello (2005), também ¢ valida a expressao:
V(O,t)=V(O,)" +I"TT. (2.127)
€ a expressao:
1
u(e,t) = > v(e,t)+v(,oh), (2.128)

resultando em:
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h;(0) h,(6)
-—(TO +06T) - —

+hST@(@2t®6+0®02t).

U, t) = —

Diferenciando a equagdo (2.126) em relagdo a { tem-se que:

V'(0',0,t) = hy(6)(0-0')T + hs(6)(0-6)(TO — 20T)
—hs(6)(0-6) (0t ® 6) + h,(6)(6-0)(6*t R 6)
+ h3(0)(TO' —20'T) — hy(6)(O't RO+ 0Ot RQ ")
+ hs(6)[(0'0 + 00Nt R 6 + 6%t R 6]

(2.130)

ou ainda:

1,
V'(6',0,t) =U'(6',0,t) + > (rrr+rrrr’). (2.131)
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3 ESTUDO DA FORMULACAO PARA BARRAS RETAS SOB NAO
LINEARIDADE GEOMETRICA

Neste capitulo serdo apresentados os principios fundamentais que governam a teoria geral
para barras retas de secdo transversal rigida, com as quais € possivel analisar estruturas através
de uma formulagdo consistente tensorial, sem aproximagdes por meio de simplificagdes
algébricas, acomodando grandes deslocamentos e grandes rotagdes, consistindo em uma
formulagdo geometricamente nao linear e puramente Lagrangiana Total.

De acordo com Santhyamoorthy (1997), a avaliagdo do comportamento real das estruturas
quase sempre perpassa pela consideracdo de formulacdes matematicas ndo lineares. A nao
linearidade dos elementos estruturais pode se manifestar de duas maneiras distintas: ndo

linearidade fisica ou ndo linearidade geométrica.

A ndo linearidade fisica decorre do fato do material apresentar relagdes ndo
lineares entre tensdo e deformagéo e tem a analise estrutural dependente do histérico
de deformagdo sofrido pelo material, ou seja, o comportamento do material ndo ¢
elastico linear. A ndo linearidade geométrica ocorre quando ha perda da linearidade
entre as relagdes de deslocamento e deformacdo, levando a estrutura a grandes
mudangas na geometria e necessitando reformular as equagdes de equilibrio iniciais.
Esta ultima pode ser classificada em dois tipos: o primeiro, ocorre quando hé pequenas
deformagdes, porém, ha grandes deslocamentos ou rotagdes; o segundo, ocorre com
grandes deformagdes, que acompanha geralmente a nao linearidade fisica.
(LACERDA, 2014)

Segundo Campello (2000), a teoria para barras retas sob néo linearidade geométrica pode
ser considerada como uma generaliza¢do da teoria para barras retas no espago sob linearidade
geométrica. A Unica restricdo adotada continua sendo a de que a secdo transversal € rigida em

seu proprio plano, ou seja, indeformavel.

3.1 PROPRIEDADES GEOMETRICAS DA SECAO TRANSVERSAL

Neste capitulo, as grandezas vetoriais serdo representadas por letras minusculas em
negrito ¢ os tensores por letras maiusculas em negrito; o produto escalar entre vetores sera

«w »

representado pelo simbolo “.”, o produto vetorial por “ X ”, o produto escalar entre tensores por
“:” e o produto tensorial ou diadico por “ ® “.
O sistema de coordenadas utilizado estd representado na Figura 3.1 que também

representa os pontos da secdo transversal de uma barra de comprimento [ no espago.
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Figura 3.1- Representacdo de uma barra no espaco

Fonte: Adaptado de Campello (2000)

A partir da Figura 3.1, € possivel verificar que as coordenadas de um ponto qualquer de

uma secao transversal podem ser descritas por:
X =x,e,+ ez, Ceo0,1], (3.1)

em que e;, e, ¢ ez formam uma base ortonormal; sendo o vetor e; coincidente com o eixo
longitudinal da barra e e; e e5 sdo os vetores que definem o plano da secdo transversal.

A area da secdo transversal é obtida pela expressdo:

A= fdA = fdxldxz. (3.2)
A A

Sabendo que, na Resisténcia dos Materiais, conforme apresentado por Timoshenko
(1983), os momentos estaticos de uma se¢ao transversal em relagdo aos eixos 1 e 2 sdo definidos

por:
Sl = fosz c 52 = _foldA (33)

As equacdes em (3.3) podem ser interpretadas como um sistema de equacdes lineares e

podem ser representadas em forma matricial da seguinte maneira:

5l fA [25,] @ = fA [ oll]ea: (3.4)

Definindo a matriz e por:

41



=143

pode-se definir o fator e,g como um simbolo de permutacdo, ou seja, 0 pardmetro eqg

representa as componentes da matriz e, em que a corresponde a linha e § a coluna. Logo, o

sistema representado na equacao (3.4) pode ser reescrito como:

A

A expressao (3.4) pode ainda ser escrita da seguinte forma:

-1
X1 _ 0 1 S1 _ 0 1 51
JGelea= (5 o) [l =-15 olfsl] 67
A expressdo acima pode ser reescrita como:
fxadA = —eaﬁSﬁ. (38)
A

As coordenadas g, do centro de gravidade da se¢do sdo obtidas através da consideragdo

representada na expressao:
f (Xq — ga)dA = 0. (3.9)
A
Assim, podem ser obtidas por:
1
9o = —fxadA- (3.10)
al,
A equacdo (3.10) pode ser escrita em forma matricial da seguinte forma:
) - lf 7] aa. 3.11)
921 A J, X2 |
Substituindo a equagdo (3.7) na equagdo (3.11), obtém-se:

0.l = ‘%[_01 ol §;] (3.12)
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Generalizando os termos, a equagdo (3.12) pode ainda ser reescrita como:

1
Ja =~ CapSp. (3.13)

Para isolar 0 momento estético na equagdo acima, a expressao (3.12) pode ser reescrita

como:

P (I I 4 B R 7 (3.14)

Conhecidas as coordenadas do centro de gravidade (g,), 0 momento estatico da se¢do

pode ser determinado por:
Sq = Aegpgp- (3.15)

Sabendo que sdo validas as expressdes para os momentos de inércia de uma se¢do

transversal:
Juu= fozsz, J22 = fo12dA e Jiz=Jn = —fo1x2dA, (3.16)

e utilizando o termo de permutacdo definido em (3.5), as equagdes representadas em (3.16)

podem ser reescritas na forma de um sistema de equacdes da forma:
J11 ]12] f 0 1110 1 [ x3 —xlxz]
= — dA. 3.17
21 ]22 A [—1 0] [—1 0] —X1Xy X12 ( )
A equacao (3.17) pode ser reescrita por:
[,11 ]12] _
21 J22

. . . . 2 —
f _ [6’11 €11t ez € €117+ e 6’22] [ ¥ X1X7
4 leairerntexcex exteptepntenll-xx, xf

(3.18)
Jaa

O termo J;; da equacdo (3.18) pode ser escrito por:
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Jin =—(eq1 e +eppex): fxz "Xy + (e11 €12 + 12 €z2)
A
'fx1'x2:—e12'ez1'fx2'x2: (3.19)
A A
2321'321'fx2'x2
A

O termo J,, da equagdo (3.18) pode ser escrito por:

J22 = (€217 €11+ €27 €31) " fx1 Xy — (€21 €12+ €32 " €33)
A
'fxl "Xp = —€217 €12 fxl "X (3.20)
A

A

=e1z'e1z'fxl'xl
A
O termo J;, da equacdo (3.18) pode ser escrito por:

Jiz=(e11 €11 +ep ) fx1 Xy — (e11 €12+ €12 €z)
4 (3.21)

'fxl'x1=921'912'fx2'x1
A A

Podemos adotar uma expressdo geral para os momentos de inércia e produto de inércia
da se¢@o, ou momentos de segunda ordem da seguinte maneira:

]aﬁ = €yafsp f X},X(gdA. (322)
A

A seguir, a Figura 3.2 representa os eixos paralelos de uma secao transversal.
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Figura 3.2- Teorema dos eixos paralelos

4 X1
R
gz
F 3 F 3 >
G 41 G
X —"—E 4=
2 4
X G
1
da"NX1
\'-——
Y L 4 -
0
X2
X

Fonte: Autor, 2019.

As coordenadas dos pontos para um par de eixos xS com origem no centro de gravidade

¢ paralelos aos eixos x, serdo dadas por:
x5 =x4— ga (3.23)

Conforme Breitschaf e Barbosa (2014), os momentos de inércia para eixos quaisquer

podem ser obtidos pelo Teorema da Translacao de Eixos ou Teorema de Steiner:
Jap = Jap + Ad. (3.24)

Escrevendo a equacdo (3.24) como um sistema de equacdes e utilizando o termo de

permutacdo definido em (3.5), tem-se:

G , ~
F T R R [ [ P
L L i e

A equacdo (3.25) pode ser reescrita como:

(3.25)
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]161 ]162] _ ]11 ]12]

]261 ]262 21 J22 (3.26)
[211 211 i 212 ‘;21 211 212 i §12 :222] gzgz .ZLZZ]'
217 €11 T €227 €21 €21 €12 T €237 €22110192 9191
resultando em:
Jog =Jap = €ayessAdyJs. (3.27)
O momento polar de inércia ¢ obtido por:
Jo = anxadA = Ji1 + )22 = Jaa- (3.28)
Em relagiio aos eixos x5, o momento polar é definido por:
J6 = | ixgan= | G g0~ g0)da (3.29)

Desenvolvendo os termos da integral representada em (3.29) e sabendo que os momentos

de inércia em relacdo ao centro de gravidade sdo nulos, tem-se:

J§ = f (& — 2x494 + 92)dA = Jo — AGaYa.- (3.30)
A

3.2 TEORIA PARA BARRAS RETAS NO ESPACO

Na analise do comportamento das estruturas, em termos de deslocamentos, rotagdes e
esforgos internos, surgiram, nas ultimas trés décadas, diversos autores que propuseram teorias
e equagdes matematicas visando a reproducdo da maneira mais realista possivel do
comportamento dos elementos estruturais. Essas teorias tinham a funcdo de caracterizar os
componentes estruturais sujeitos a carregamentos externos, ¢ com o passar dos anos foram
sendo constantemente modificadas. Nesse contexto, a teoria classica de barras é representada
por trés principais autores, cujas teorias sdo amplamente difundidas no meio académico, sendo:
Bernoulli-Euler, Timoshenko ¢ Vlasov.

A Teoria de Bernoulli-Euler admite que as se¢des planas ortogonais ao eixo permanecem

planas e perpendiculares ao eixo da barra apds a deformacao. Entretanto, € sabido que a validade
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de tal hipotese ¢ verificada apenas em casos em que a sec¢do transversal apresenta elevada
rigidez a tor¢do, ou seja, em que o empenamento e o cisalhamento transversal podem ser
desprezados.

A Teoria de Timoshenko admite que as se¢Oes transversais do elemento permanecam
planas na configuragdo deformada, porém ndo necessariamente perpendiculares ao eixo da
barra, incorporando a influéncia da distor¢ao da se¢do em relacio ao eixo, causada pelo esforco
cortante, ainda que de maneira aproximada.

A Teoria de Vlasov admite que durante a deformagdo do elemento de barra, a secdo
transversal ¢ infinitamente rigida no seu proprio plano, porém deformavel na dire¢cdo normal,
podendo assim sofrer empenamento. Esta teoria permite analisar o problema da tor¢do ndo
uniforme em estruturas de barras.

De acordo com Mori ¢ Neto (2017), a importante contribui¢do da teoria de barras de
Vlasov foi justamente a consideragdo do empenamento ndo uniforme, o que ¢ de grande
importancia para elementos estruturais de paredes delgadas. O efeito do empenamento ¢
fundamental para analise de diversos tipos de estruturas constituidas de barras esbeltas como,
por exemplo, estruturas metélicas de pontes e edificacdes.

Nesta pesquisa, sera utilizada a Teoria Geral de Vigas, considerada na literatura como
uma generalizacdo dos modelos de Timoshenko e Vlasov, aplicada a secdes prismaticas de
paredes finas ou segdes delgadas, com a qual é possivel analisar a deformagdo da segdo

transversal no seu plano e para fora dele (empenamento).

3.2.1 Propriedades setoriais de se¢oes delgadas

Segundo Vlasov (1961), uma viga de parede fina é considerada como um sistema espacial
composto de placas capazes de suportar, em cada ponto da superficie média, ndo s tensdes
normais e cisalhantes como também bimomentos. A deformagéo da viga ndo ¢ analisada sob a
hipotese usual das secdes planas. Ao invés desta, Vlasov usa a hipotese mais geral e natural de
inextensibilidade do contorno e auséncia da tensdo cisalhante, devido a tor¢do na superficie
média.

Ainda de acordo com o autor, esta hipotese constitui a base de uma nova equagédo de
deslocamentos longitudinais na se¢do transversal. Esta equag@o ¢ denominada por Vlasov de
Lei das Areas Setoriais e inclui a Lei das Se¢des Planas como caso particular, permitindo o

calculo das tensdes nos casos mais gerais de flexo-tor¢do de vigas.
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Para Vlasov, sdo consideradas vigas de paredes finas as que satisfazem as seguintes

relagdes:

<01 e (3.31)

<01, (3.32)

em que

t = espessura da parede;
[ = comprimento da viga (vao);

d = dimensao caracteristica da secdo transversal.

A seguir, na Figura 3.3, estdo representadas as dimensdes de uma sec¢do de paredes finas,

segundo a teoria de Vlasov.

Figura 3.3 — Dimensdes de uma sec@o delgada aberta

Fonte: Adaptado de Mori e Neto (2017).

Para o estudo das particularidades das vigas de paredes finas torna-se necessario definir

determinadas grandezas da geometria dos elementos, até entdo ndo utilizadas nas Teorias de
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Euler e Timoshenko, obtidas a partir da secdo transversal: area setorial e momento estatico

setorial.

a) Area setorial

Escolhe-se em relagdo linha média da secdo de comprimento de arco s, um ponto exterior
C, denominado polo, coincidente com o centro de cisalhamento. Sobre o contorno da linha
média da secdo s@o considerados os pontos S; e S5, distantes um do outro de ds. Ao ligar o
ponto C aos pontos S; e S,, forma-se uma area infinitesimal dwg, que ¢ a diferencial da area
chamada area setorial; conforme ilustrado na Figura 3.4.

A drea setorial, w, ¢ definida pela integral:

S
w = frds, (3.33)
0

em que:

r = menor distancia entre a reta tangente a S; e o polo C;

ds = segmento elementar da linha média.

Figura 3.4 — Representagdo da area setorial

Fonte: Adaptado de Mori e Neto (2017).
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b) Momento estatico setorial

E analogo aos momentos de primeira ordem da Resisténcia dos Materiais, apresentados

na secdo 3.1, e é determinado através da expressdo:
s, = f wdA, (3.34)
A

em que w corresponde a area setorial da se¢do transversal.

3.2.2 Fun¢io Empenamento

A distor¢do da se¢do plana causada por deslocamentos longitudinais de seus pontos ¢
chamada de empenamento da secdo (VLASOV, 1961). O empenamento ocorre porque esses
pontos da secdo transversal experimentam deslocamentos diferentes da direcdo do eixo
longitudinal.

Se o empenamento for livre nas extremidades e 0 momento torsor aplicado for constante,
diz-se que o perfil estd submetido a uma torcao uniforme ou pura ou tor¢ao de Saint-Venant.
Se, por outro lado, o momento torsor for variavel ou o empenamento estiver impedido em
alguma sec¢do, diz-se que o perfil esta submetido a uma tor¢do nao uniforme.

De acordo com Oden e Ripperger (1981), quando um elemento de parede fina tem uma
ou mais segdes transversais restringidas ao empenamento, como o exposto na Figura 3.5, e esta
sob a acdo de um sistema de cargas externas, este fica sujeito a uma complexa distribuicdo de
tensOes normais e transversais que ndo pode ser determinada por teorias elementares da

resisténcia dos materiais.

Figura 3.5 - Empenamento de uma viga com secéo I devido a tor¢do de Vlasov

.

~ o SR N

ENGASTE

Y

Fonte: Autor, 2019.
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E sabido que, uma se¢fo restringida ao empenamento néo pode ter deslocamentos fora de
seu proprio plano, entdo um sistema de tensdes normais deve ser desenvolvido para eliminar
este empenamento. No geral, estas tensdes normais variam de ponto a ponto ao longo do
elemento. Portanto, elas sdo acompanhadas por uma distribuicdo de tensdes cortante nao
uniforme que, por sua vez, alteram a tor¢ao da se¢ao.

Para Oden e Ripperger (1981), em vista da hipotese de que a geometria da segdo
transversal ndo se altera durante a deformacao, se pode concluir que a se¢do transversal do
elemento se desloca como um corpo rigido, que tem sua posi¢do determinada pelas translagoes
dos pontos sobre a secdo, mais os deslocamentos desses pontos devido a rotagdo da se¢do sobre
algum ponto neste plano.

O ponto no plano da se¢do transversal sobre o qual a se¢do rotaciona ¢ chamado de centro
de tor¢do, ou centro de cisalhamento, isto ¢, o tinico ponto da se¢o transversal que permanece

fixo durante a deformagdo. A Figura 3.6 apresenta o referido ponto para alguns tipos de perfis.

Figura 3.6 — Centro de cisalhamento para alguns perfis

(a) Perfil L (ou cantoneira) com abas iguais. (b) PerfisLe T

(a)

Fonte: Autor, 2019.

Na torcao de Saint-Venant, o empenamento varia livremente nas extremidades e ndo varia
entre as se¢des transversais distintas. No entanto, isso ndo ocorre na pratica, pois os elementos
estruturais possuem vinculagdes que restringem os deslocamentos. (ISHITANI e
BITTENCOURT, 2000) A tendéncia de provocar empenamentos diferentes em seg¢des vizinhas
gera uma série de interferéncias reciprocas. (LANGENDONCK, 1960-b)

Se a barra for engastada em uma das extremidades, os deslocamentos longitudinais serdo
ali bloqueados, e aparecerdo tensdes normais o, a se¢do transversal, provocando alteragdes

locais no campo de deformacdes e de tensdes.
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Pelo principio de Saint-Venant, valido para se¢des macicas, esta mudanca de distribuigdo
de tensdes ocorreria apenas nas regides mais proximas as interferéncias.

Por exemplo, se a barra da Figura 3.7 estiver engastada em S,, ocorrera tor¢cdo nao-
uniforme em suas redondezas. Em regides mais distantes, como a se¢do S; ou outra se¢do
intermediaria, pode-se assumir que a tor¢do seja uniforme. Segundo Timoshenko e Goodier
(1970), a teoria da tor¢do uniforme fornece resultados suficientemente precisos para que possa

ser utilizada nestas regides.

Figura 3.7 — Tor¢ao de barra prismatica com base retangular

Fonte: Silva (2005)

Entretanto, para as secdes delgadas com empenamento restringido, as tensdes causadas
pelo empenamento decaem muito lentamente a partir de seus pontos de aplicacdo e podem
constituir o principal sistema de tensoes da estrutura. Nesse caso, a influéncia do empenamento
pode ser consideravel e devem ser utilizadas as hipoteses da flexo-tor¢do de Vlasov. Assim,
pode-se considerar o valor da fun¢do empenamento, 1), constante ao longo da espessura, de
modo que a fungdo correspondera exatamente a area setorial w da se¢do transversal.

Conforme apresentado por Cristino (2015), o empenamento na se¢do transversal pode
surgir de forma primaria ou secundaria. O empenamento primdrio corresponde ao
empenamento da linha média da se¢do transversal e 0 empenamento secundario corresponde ao
empenamento na espessura da parede em relagdo a linha média da segéo transversal.

O efeito do empenamento secundério assume uma particular relevancia no caso de se¢des
que ndo exibem o empenamento primario, como por exemplo secdes retangulares esbeltas,
secOes em T e cantoneiras. A seguir, a Figura 3.8 apresenta os empenamentos primarios e

secundarios na secdo transversal.
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Figura 3.8 — Empenamento primario e secundario de uma segao aberta de paredes finas

Fonte: Attard (1986)

Diante deste contexto, a fungdo utilizada nesta pesquisa em cada segmento retangular da

secdo transversal para determinar o empenamento, também utilizada por Lago (2012) foi:

Y(x,y) = Oyigsor + Yrariar (3.35)

em que, para determinar a area setorial principal de Vlasov, foi proposta a divisdo da se¢do em

elementos que compdem a sua linha média com a aplicagdo da equacdo:

Wyiasov = (Vi — yD)(xj - XD) - (x; — xD)(J’j - }’D) + wo, (3.36)

onde:

w corresponde a area setorial principal da teoria de Vlasov;

X;, ¥; sdo as coordenadas do nd inicial da barra analisada;

Xj, yj 80 as coordenadas do no final da barra analisada;

Xp,Yp sdo as coordenadas do centro de tor¢do da barra analisada;

w, corresponde ao valor da fungdo empenamento.

E o termo g4 se refere a equacdo proposta por Silva (2005) para a analise do empenamento

em barras de se¢do transversal retangular maciga, dada por:

Yriria(%,¥) = o (3.37)
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(a® + 19a*b? — 19a?b* — b®)xy + %azbz(—4x3y + 4xy?)
a® + 14a*b? + 14a?b* + b° ’

onde a ¢ a semi base da secdo transversal e b a semi altura, conforme ilustrado na Figura 3.9

que contém a se¢do em forma de retangulo.

Figura 3.9 — Secdo em forma de retangulo

l)’
Sy
—
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—— f——
X
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|
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i

Fonte: Silva (2005)

E importante ressaltar que, a 4rea setorial de Vlasov leva em consideragio somente o
empenamento primario das se¢des transversais. Neste caso, para que o empenamento
secundario seja considerado, € necessario adicionar a fun¢do cubica para dominios retangulares,
apresentada na equagdo (3.37).

Por fim, define-se, a seguir, outras propriedades setoriais necessarias no desenvolvimento
da formulagd@o: 0 momento de inércia a tor¢do e o0 momento de inércia a0 empenamento.

Conforme demonstrado por Pimenta (1999), tem-se:
Jr =Jo + eap f XaWop dA, (3.38)
A
como o momento de inércia a tor¢cdo de Saint-Venant, em relacdo ao eixo da barra, e:
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J? =J5 +eap j (Xq = S )P g dA (3.39)
A

como o momento de inércia a tor¢do de Saint-Venant, em relagdo aos eixos paralelos x,, que
passa pelo centro de cisalhamento; em que /5 é 0 momento de inércia polar também em relagdo
a0 mesmo €eixo.

Ainda de acordo com o demonstrado por Pimenta (1999), sdo validas as seguintes

relagoes:
ft/),adA = eqp f (xg —sp)dA =S;, (3.40)
A A

em que S; ¢ 0 momento estatico em relagdo aos eixos paralelos aos eixos x,, passando pelo

centro de cisalhamento, e:

eaﬁfxalpﬁdA =Jr—Jot+ AgaSas (3.41)
A

f YatbadA = J§ — 3. (3.42)
A

Por fim, define-se 0 momento de inércia a0 empenamento, também conhecido por C,,, sera

definido como:

Co=Jy= fAzpsz. (3.43)

3.3 CINEMATICA DAS BARRAS

Como hipoétese cinematica, supde-se que as se¢des transversais inicialmente ortogonais
ao eixo da barra permanecam indeformaveis na proje¢do em seu plano, porém deixam de ser
planas, devido a consideragdo do empenamento por tor¢ao.

Adota-se uma barra reta, de comprimento [, que na configuracdo indeformada (ou de
referéncia) ¢ definida uma base local ortonormal de vetores {e], e; e } com e3 ao longo do

eixo da barra, conforme a Figura 3.10.
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Figura 3.10 — Representagdo do movimento de uma barra no espago

Fonte: Adaptado de Campello (2000).

Nesta configuragdo, observando a Figura 3.10, os pontos da barra podem ser descritos por

uma fungdo vetorial dada por:
E=C+r", (3.44)
onde:
{=2Ce; ,Ce [0,]] (3.45)
descreve a posi¢ao dos pontos do eixo da barra e:
r’ = xqel (3.46)

descreve a posi¢do relativa dos demais pontos da secdo transversal.

O indice “r” sobre uma grandeza implica que ela se encontra na configuracdo de
referéncia.

Apo6s a deformagdo (na configuragdo deformada ou configuragdo corrente), ¢ definida

uma outra base {eq, e,, e} ortonormal de vetores, chamada de base local mével, onde as
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secdes transversais estdo contidas nos planos (eq, e,). Os pontos da barra passam a ser descritos

por uma fungdo vetorial x = X (&, t), dada por:
X=Z+r+Ype; (3.47)
em que
z=2(t) (3.48)
descreve o movimento do eixo da barra e
r=r(t) (3.49)

descreve o movimento relativo dos demais pontos da secdo em relagdo ao eixo deformado.
Além disso, ¥ = P (§t) é a fungiio empenamento relativa ao centro de cisalhamento ¢ p =
p (G, t) é o parametro associado a 1 que da a sua intensidade.

Conforme observado por Campello (2000), o pardmetro p ndo tem nenhuma relagdo com
as rotagoOes especificas da sec¢do; passando a ser um grau de liberdade adicional para os pontos
da barra, e completamente independente dos demais.

O vetor r ¢ dado por:
r=Qr" =x,e, (3.50)

Em (3.50), sendo Q = Q (¢, t) o tensor ortogonal das rotagdes das se¢des transversais e
e; = Qe] formam uma base vetorial ortonormal, chamada de base local mével (que ¢ a base e]
rotacionada). Note-se que e3 permanece normal as segdes transversais, mas nao ¢
necessariamente coincidente com o eixo deformado da barra; enquanto r permanece contido
nos seus planos.

O tensor das rotagdes das secdes transversais Q pode ser obtido através da formula de
Euler-Rodrigues, detalhada na secdo 2. Através destas expressdes, as rotagdes no espaco
tridimensional sdo tratadas sem nenhuma aproximacdo geométrica.

A seguir, sera feita a analise dos deslocamentos da barra a partir da Figura 3.11, que

representa a deformacdo de uma barra no espago.
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Figura 3.11 — Deformagdo de uma barra no espaco

Fonte: Adaptado de Campello (2000).

Através da Figura 3.11, é possivel verificar que o vetor 8 dos deslocamentos dos pontos

da barra pode ser expresso por:
§=x-§ (3.51)

E, com o auxilio da Figura 3.10 e da Figura 3.11, é possivel observar que o vetor u dos

deslocamentos dos pontos do eixo pode ser dado por:

u=z-, (3.52)

de maneira que as suas componentes caracterizam os graus de liberdade de translacdo das

secoes transversais.

3.3.1 Deformacoes
Das equagodes (3.47) e (3.50) tem-se:
X =Z+ x,e, +Ypes. (3.53)

Sabendo que

58



0. 0.

Oa=3=¢ () =7

o 3 (3.54)

o tensor das transformacdes F, obtido através da diferenciagdo da posi¢do na configuracdo

corrente em relacdo a posi¢do na configuracao de referéncia, conforme apresentado por Reddy

(2013), pode ser representado por:
ox 0x

—_— — r
F= i o, OC%"

ox

0x
a7 R el = P Rel + x' R el. (3.55)
a

Por diferenciacdo tem-se:

0x 0d(z +r + Ype;) J(Qr" + Ppe;)

3.56
0%, 0%, 0%y (3-56)
Substituindo a equagdo (3.46) na expressao (3.56), pode-se dizer que:
0x 0(x,Qey + Ype
— ( aQ a l/)p 3)' (357)
0xg 0%,
Resolvendo a diferenciacdo, a equagao (3.57) pode ser reescrita como:
dax .
a_ = Qey + l/),ocpe3 =eq,+ l/},ape3 (3-58)
Xa
e
x' =z +r1r' + (Ypes)' (3.59)
Desenvolvendo a derivagdo, em relagdo a {, da equagdo (3.59), tem-se:
x' =2z +Qr" +ype; +PpQ’es. (3.60)

em que, substituindo os termos na configuracao de referéncia pelos seus respectivos valores em

termos de configuracdo corrente, a equagdo (3.60) pode ser escrita da forma:

X' =z2'+QQ'r +ype; + YpQ'QTles. (3.61)

A expressao (3.61) pode ainda ser simplificada e representada por:
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x' =z' + Kr + yYp’e; + YpKes. (3.62)
em que
K=Q'Q" (3.63)

é um tensor antissimétrico cujo vetor axial ¢ designado por k e (.)T denota a operacio de
transposi¢do de matriz ou tensor.

Derivando a equagdo (3.52) em relag@o a { e reorganizando-a convenientemente, tem-se:
Z=u+ T =u+e}. (3.64)

Sabendo que a deformacdo de uma fibra é definida pela equagéo:

_al-ar

- 3.65
n ETR (3.65)

e com o auxilio da Figura 3.10 e a partir da equacdo (3.65), o vetor das deformagdes no espago

corrente pode ser escrito como:

iz — 0
=—. 3.66
n P (3.66)
Através da equacdo (3.45) é possivel perceber que a equagdo (3.66) pode ser reescrita
como:
d(z — Ce3)
=—, 3.67
n P (3.67)

Desenvolvendo a diferenciagdo representada na equagdo (3.67) e utilizando a igualdade

representada na equacgao (3.64), o vetor das deformagdes pode finalmente ser representado por:
n=z—e;=u +e}—es. (3.68)
Desta forma, utilizando a equacgdo (3.64), a equacgao (3.62) pode ser reescrita como:
x' =u +el+xXxXr+ypes;+yYpkXes. (3.69)
Substituindo (3.68) em (3.69), obtém-se:

X' =e;+n+xKXr+ypes;+ Ppk X es. (3.70)
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Apos a substituicao das equagdes (3.58) e (3.70) na equagdo (3.55), tem-se:

F=(e,+y.pes) el +

(es+n+xXxXr+ypes+ Ypk xXe;) X el. 7D
Reorganizando os termos da equagdo (3.71), tem-se:
F=e, Qe te;RQes+pes Qe+ (M+rXr+ 5
Yp'e; + Ypk X e3) @ es. e
Além disso, sabendo que o tensor das rotagdes pode ser escrito como:
Q=e, Qe +e;Qe;, (3.73)

o tensor gradiente da transformagdo pode ser determinado através da expressao:

F=Q+y,pe; ®e;+[n+xx(r+iype;)+ype;] ®

o (3.74)
Utilizando a transformacéo dos vetores:
n =Q'n, (3.75)
e
k" = QTk, (3.76)
a equacao (3.74) pode ser reescrita como:
F=Q+19,pQe; ®ey+[Qn" + QK" x (Qr" + 3
YpQe}) +Yp'Qel] ® e, o
ou ainda:
F=Q{l+yqpe; @ ey +[n +x" x(r" +ype3) (3.78)

typ'e;] ® ezl

Definindo o vetor das deformagdes em um ponto qualquer da segdo por:
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Y = 0"+ X" +ype) +yYpel. (3.79)

Reescrevendo a equacgdo (3.79) na forma matricial e utilizando a expressao (3.50), tem-se:

vi| [ni] [xa| [ 0
Y =lvil=In5+ x5 x| x2|+] 0 | (3.80)
V3 ng K5 Yp Yp'

Na expressdo (3.80), y; e y; sdo as deformagdes transversais e y; as deformagdes

longitudinais. A deformagdes longitudinais também podem ser representadas por:

T

V3 =& (3.81)
Desenvolvendo os termos da equagéo (3.81), chega-se a:
vI N1 — X2K3 + PpK;
[Vzr ] = l n + x5 —Ypxy |, (3.82)
el In3 —xig +x6 + Yp’
A equagdo (3.78) pode ser simplificada da forma:
F=Q{l+yupe} @el+vy ® el (3.83)
Considerando
Fr=1+19,pe; Qe +y Qe (3.84)
A equacao (3.84) pode ser escrita na forma matricial, como:

1 0y
FF=| 0 1 vy | (3.85)
pYr pY, l+e

A expressao (3.83) pode ser rescrita como:
F = QF". (3.86)

Sabendo que a velocidade de um ponto genérico da barra ¢ dada pela diferenciacdo do

seu deslocamento em relagdo ao tempo, tem-se:
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§=(x—9H=x-§=x (3.87)

Com o auxilio da equagdo (3.59), € possivel perceber que a equagdo (3.87) pode ser

reescrita como:
5= z+7+ (Ypes). (3.88)
A partir de (3.64) tem-se ainda que:
5=+ +1+ (Ypes). (3.89)
Desenvolvendo a derivada temporal obtém-se:
§=u+{+ 1+ yYpe; + Ype;. (3.90)
Considerando que:
e; = Qe} (3.91)
e sua derivada:
€; = Qe} (3.92)
a equacao representada em (3.90) pode ser rescrita como:
8§ =u+Qr" +ype; + YpQes. (3.93)
Reescrevendo (3.93) em termos de configuragdo corrente, tem-se:
8 =u+QQTr + Ypes + YpQQTes, (3.94)

em que @ = QQT ¢ o tensor antissimétrico das velocidades angulares, definido no capitulo 2.

Reorganizando e simplificando a equacdo (3.94) obtém-se:

S =u+ Q(r +yYpes) + Ypez, (3.95)

Sendo w o vetor axial do tensor Q, a equacao (3.95) pode ser reescrita como:

8 =i+ o X (r +pes) + Ppes. (3.96)

Substituindo (2.79) em (3.96) tem-se:
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8 =u+(ré) x (r+ypes) + ypes. (3.97)
Sabendo que o tensor antissimétrico K das curvaturas da viga ¢ dado por:
K =Q'Q", (3.98)

analogamente ao processo de obtencdo de w, ¢ possivel concluir que o vetor axial de K pode

ser representado pela equacio:
k=T6', (3.99)
de forma que o vetor axial na configuragao de referéncia seja dado por:
K =Q'x=Q're'=r"e'. (3.100)
Derivando a expressdo (3.99) em relacdo ao tempo tem-se:
K=QQ"+QqQ". (3.101)
Reorganizando os termos da equagdo (3.101), tem-se:
QQT=K-QQ". (3.102)
A partir da manipulagdo conveniente da equagao (3.102), pode-se reescrever:
QQ'Q=KQ-QQ"Q. (3.103)
Sabendo, a partir da equagédo (2.58), ¢ valida a expressao:
o = Q7q, (3.104)
a equacao (3.103) pode ser reescrita como:
Q' = KQ — Q'QTa’q. (3.105)

Sabendo que Q ¢ um tensor antissimétrico e, por isso, é valida a expressio: QT = —Q, e

utilizando a equacao (3.98), tem-se que:
Q = (K+Ka)Q (3.106)

Derivando o tensor das velocidades angulares, definido em (2.58), em relagdo a {, obtém-se:
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Q' =QQT+QQ". (3.107)
Substituindo a equagdo (3.106) na equagdo (3.107), chega-se a:
Q' = (K+KQ)QQ" +QQ'". (3.108)
Sabendo que, a partir da equagao (3.98), ¢ valida a expressao:
KT =Q'7q, (3.109)
e simplificando os termos, a equagdo (3.108) pode ser reescrita como:
Q' =K+ K + QQTKT. (3.110)

Substituindo a equacdo (2.58) na equagdo (3.110) e sabendo que ¢ K é um tensor

antissimétrico, ou seja, ¢ vélida a expressio: KT = —K, tem-se:
Q' = K+ KQ - QK. (3.111)

A partir da equacdo (3.111),pode-se perceber que a derivada do vetor axial das rotacdes

em relacdo a { pode ser definida por:
0 =K—wXK (3.112)

O gradiente das velocidades serd obtido através da diferenciacdo do tensor das

transformagdes em relagdo ao tempo, dada por:
F = QF" + QF". (3.113)
Reescrevendo (3.113) em termos de configuracdo corrente obtém-se:
F = QQTF + QF". (3.114)
Com o auxilio da equacdo (2.58) na equacao (3.114), tem-se:
F = QF + QF". (3.115)

Derivando a equagdo (3.78) em relacdo ao tempo, chega-se a:
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F'=y.pef @ e + [0+ & x (1" +ypel)

_ ) (3.116)
+UypK” X el +yYp'el] el .

Substituindo a equagdo (3.116) na equacdo (3.115) pode ser reescrita como:

F=QF+Q{ype; el + [0 +k" x (r" +

(3.117)
Ypes) + Ypx’ X e +yYp'es] ® es}.

Desta forma, a diferenciagdo no tempo das equacdes (3.75) e (3.76) sera:

7"=Q"n+Qy (3.118)
e
K =QTk + QTk. (3.119)
Sabendo que a derivada em relacdo ao tempo do vetor n equivale a:
n=u —ée;, (3.120)
substituindo a equagdo (3.92) na equagao (3.118), chega-se a:

il =u' —Qes. (3.121)

Com o auxilio da expressdo desenvolvida em (3.104) e substituindo as equagdes (3.68) e

(3.121) na equagdo (3.118), obtém-se:
7" =QTQT(u' + e} —e3) + QT(u — Qe}). (3.122)
Com o auxilio da equagdo (2.58), a equacdo (3.122) pode ser reescrita como:
7" =QTQT(u' + e} —e3) + QT(u' — QQe}). (3.123)

Sabendo que é vélida a expressio QT = —Q e utilizando a equacio (3.91) pode-se

escrever a equacao (3.123) como:
" =QT[-Q(z' — e3) + u' — Qes]. (3.124)
Reescrevendo a equagdo (3.124) na forma vetorial, tem-se;
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7" =QT(~wX z' +wxe;+u —wX es). (3.125)
Reorganizando os termos da equagao (3.125), chega-se a:
7" =QT(w' —w x z'). (3.126)
Substituindo a equagdo (2.79) na equacao (3.126), tem-se:
" =QT(w +z' x (I'9)). (3.127)
Com o auxilio das expressdes desenvolvidas em (3.104) e (3.112), obtém-se:
K =QT0 Tk + QT(w' + w X k). (3.128)

Reorganizando os termos da expressdo (3.128) e sabendo que é valida a expressido QT

—Q, pode-se reescrever a equagao como:
K" =QT(—Qk + »' + w X k). (3.129)
Reescrevendo a equagdo (3.129) na forma vetorial, tem-se:
K =Q(—w Xk+w +mXK), (3.130)
ou ainda:
K =Q'w'. (3.131)
Por fim, com o auxilio da equacdo (2.79), a equacdo (3.131) pode ser escrita como:
K =QT(I'e +reé". (3.132)

De forma analoga a obtencdo do tensor I', na equagdo (2.101), obtém-se o tensor I’

conforme a expressao a seguir:

I' = hy(6)0' + h;(0)(00 + 0'0) + h,(0)(0.0)0 +

(3.133)
hs(6)(6.6")02

O vetor das deformagdes generalizadas € sera definido por:

4
b
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nr
K"

€= .
pl

Derivando em fun¢do do tempo a equagéo (3.134), tem-se:

ilr
lkr

e=| .|
p

p

Substituindo as equagdes (3.127) e (3.132) na expressdo acima, tem-se:

QT(u' +z' x ('6))
QT(Ir'e +re")
p

-/

p

€=

A expressdo acima pode ser ainda ser reescrita por:

Q"w' +Q'z'ré
£ = Q'r'e + Q're’
5 :

-/

p

Na equagdo (3.137), o termo Z' corresponde ao tensor antissimétrico definido como:

! !
0 _Z3 ZZ

Z' =z 0 -z,
—75 7y 0

cujo vetor axial € z' e esta representado em (3.64).

Definindo:

0=

0 0 0 1 0 0
0 0 o}, I=(0 1 of, o"=[0 0 0]
0 0 0 0 0 1

a expressao (3.137) pode ainda ser reescrita como:

(3.134)

(3.135)

(3.136)

(3.137)

(3.138)

(3.139)
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Q" Q"Zr O o o ‘;

T pr T ;
é= (0] Q'r Q'r o o o'\
o’ o’ of 1 0 p

o’ o’ of 0 1 P’

Definindo a matriz expressa na equagao (3.140) como Bg, tem-se:

QT Q™2Zr o o o
B, = 0 Q' Q'r o o
ol of ol 1 0
ol of ol 0 1

A matriz Bg pode ainda ser decomposta da seguinte forma:

o o|[I ZT O o o

B.—|0 Q" o o‘ l O I' I' o o
7 1oT o 1 olle™ of oT 1 o0
of of 0 1llo™ o of 0 1

12 0
o | °
. (0) I ol .
6 ) u
. of of 1
b d

T T _
1 % 3

r 0
Ia—Z 0O o
0 I 0
d
A=| O la—Z o
ol of (1)
_oT o’ %

¢ a derivada no tempo do vetor dos deslocamentos generalizados dg, por:

(3.140)

(3.141)

(3.142)

(3.143)

(3.144)
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u
dg = [9] (3.145)
p
O vetor dos deslocamentos generalizados dg é, portanto, definido como:

d9=

u
9]. (3.146)
p

Portanto, a equacao (3.140) pode ser escrita por:

£ = ByAd,. (3.147)

3.3.2 Tensoes

Conforme Reddy (2013), para usar a descri¢do Lagrangiana, na mecanica dos sélidos, as
equacdes de movimento ou o equilibrio de um corpo material que sdo encontradas na
configuragdo deformada devem ser expressas em termos da configuracdo de referéncia
conhecida.

Neste caso, pode-se utilizar o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, P, que ¢
energeticamente conjugado com o gradiente das velocidades, F , para representar as tensdes
atuantes na barra. Assim, o tensor P pode ser expresso por:

Pl P P
P=|P;, P, Pj]| (3.148)
Py P P
O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff, P, pode ser escrito em funcdo dos seus vetores

coluna como:
P=t, Qe +7Q el (3.149)

Na equagao (3.149), t, sdo as tensdes atuantes nos planos normais aos vetores e, na
configuragdo de referéncia e T ¢ a tensdo atuante no plano da se¢do transversal, ou seja, normal
ao vetor e}; ambos por unidade de area da configuragdo de referéncia. Esses vetores também

podem ser representados como:
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t, = Pe/, (3.150)

T = Pel. (3.151)

Assim, tomando como exemplo o eixo 1, tem-se:

ty =Pel =|P;; P, P = |PZ;| = [t21], (3.152)

P P P31 Py ti1
0
P;; P3, Pi3)l0 P3; t31

para o eixo 2, tem-se:

T r

Pl P Pilr0 P, ti2
t,=Pe, =|P;; P;; P = P2 | = |tz (3.153)

P;; P35, Pi5)L0 P3, t3;

e para o eixo 3, tem-se:
Pl P Pj]p0 Pf3 13
T= Peg = Pzrl PZTZ P2r3 O = P2T3 = T£3 . (3154)
P;; P35, Pi|ll P33 T33

Observado as expressoes (3.152) a (3.154), os vetores t, ¢ T podem ainda ser reescritos

na sua forma indicial generalizada como:

ty = tﬁaeﬁ + t3q€3 (3.155)

T= T,€, +0e;, (3.156)

em que 7, ¢ g sdo as tensdes de cisalhamento ¢ a tensdo normal, respectivamente, atuantes na

sec¢do transversal deformada.

3.4 ESTATICA DAS BARRAS

A estatica das barras compreende o estudo da poténcia dos esforcos internos e externos.
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3.4.1 Poténcia dos Esforcos Internos

De acordo com Pimenta (2006), a poténcia dos esforgos internos de uma barra, de

comprimento inicial [, é definida por:

l
Pint =f fP:FdAd(. (3.157)
0 /A

Com o auxilio da equacdo (3.117), o termo integrando da equagdo (3.157) pode ser

reescrito como:

P:F=P:QF +
P:Q{Yqpe; e, + [0+ X (r" +pe3) (3.158)
+px” X e3 +yPp'es] ® et}

Como ¢ valida a seguinte expressao:
P: QF = PFT: QFFT = PFT: Q, (3.159)
e sabendo que PFT & simétrico, ou seja, ¢ vélida a relagdo:
PFT = FPT, (3.160)

entdo PFT: Q = 0, pois o produto escalar de um tensor simétrico por um tensor antissimétrico

¢ nulo. Desta forma, a equagdo (3.158) pode ser reescrita como:

P:F=P:Q{y,pe; Qe+ [0 +k x (r" +ype})

(3.161)
+Ypr” X e5 +yp'es] ® et}
Sabendo que QTQ = I, pode-se ainda escrever a equagio (3.161) como:
P:F = QTP: {y,pes @ e, + [ + k" x (r" +1pe})
arTs e 3 (3.162)

+YpK” X €5 +yp'es] ® et}
Substituindo as equagoes (3.150) e (3.151), pode-se reescrever (3.162) como:

P:F = (Q"ty) " Yqpes + QD) [ + K x (r" +1pel)

L , o (3.163)
+ Ypx” X e; +yYp'es].
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A partir da equagdo (3.163), € possivel concluir a validade da relagdo entre os vetores:

t, = Q'ty = tp,ep + tqe} (3.164)
e
T =QTt = 1€, + oe}, (3.165)
em que:
11 Ti2 Ti3
t] = (15|, th=|15| e T =|133] (3.166)
T31 T3, T33

Assim, a expressao representada em (3.163) pode, mais uma vez, ser reescrita como:

P:F =t -.pel+1 - [7" + K X (r" +Ppeh)

(3.167)
+ Ypx" x e} + yYp'el].
Substituindo a equagdo (3.167)na equagdo (3.163), obtém-se:
P:F =Y, pts, + T [)]7 + K" x (r" +Ype})
arie [ ? (3.168)
+yYpx” x el + ypp'el].
Substituindo (3.168) em (3.157), tem-se:
l
P = | [ (habtaa+7 -1+ x 67+ ppeD)
04 (3.169)
+YpK” X e} + yp'es]} dAd].
Definindo os termos:
n" = f‘rr dA =V,el, + Nej, (3.170)
A
m’ = f (r" + ypel) X T'dA = Myel, + Tey, (3.171)
A
0= f [tsaa + T - (K" X €3)P]d4A, (3.172)
A
B = f (7 - ep)YdA = fat/)dA, (3.173)
A A
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em que n”, m", Q ¢ B representam os esfor¢os internos relativos as for¢as, momentos,
bicortante e bimomentos, respectivamente, atuantes na secao transversal. Substituindo-os na
equacdo (3.169), ¢ possivel concluir que a equacdo da poténcia dos esforgos internos pode ser

representada por:
l
Pine = f (" 7" +m" - K"+ Qp + Bp")d{. (3.174)
0

Vale ressaltar que as forcas e momentos atuantes na sec¢do transversal da barra sdo

definidas em relagdo a configuragdo deformada. Assim, sdo expressos por:

n= deA =Qn" =V,e, + Ne, (3.175)
A

m = f (r +yYpe;) XTtdA=Qm" = Mye, + Tes, (3.176)
A

em que os termos V,, N, M, e T correspondem as forcas cortantes, forga normal, momentos

fletores e momento torsor, respectivamente.

A vantagem de se construir uma formulagdo com n”, m", Q ¢ B ¢ que estes ndo
sdo afetados por movimentos superpostos de corpo rigido, o que ndo acontece com n
e m. Portanto, sdo grandezas objetivas, da mesma forma que y", "¢ k", sendo logo
convenientes para a defini¢do de relagdes constitutivas. (CAMPELLO, 2000)

Portanto, define-se os vetores dos esforgos internos ou tensdes generalizadas como:

nT
6= I‘gr] 3.177)
B

Com o auxilio das equagdes (3.135) e (3.177), a expressdao da poténcia dos esforgos

internos pode finalmente ser escrita como:
l
Pt = f o-€ddq. (3.178)
0
Substituindo a equagdo (3.147) na equacdo (3.178), tem-se:

l
J f 6 - ByAdydl. (3.179)
0
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3.4.2 Poténcia dos Esforcos Externos

Conforme Pimenta (2006), a poténcia externa de um corpo ¢ composta pela parcela
relativa as forgas de superficie e for¢as de volume. Desta forma, a poténcia externa de uma

barra, de comprimento inicial [, ¢ dada por:

l
Pext=PS+PV=jUf-8d$+fB-SdA]d{, (3.180)
0 S A

em que t e b sdo o vetor das forgas superficiais externas e o vetor das for¢as volimicas externas,
respectivamente, ambas na configuracdo atual por unidade de area da configuragdo de
referéncia.

Substituindo a equacdo (3.97) na equacao (3.180), obtém-se:

Pextzf
0

Desenvolvendo os termos da integral, a equagdo (3.181) pode ser escrita como:

. jf (0 + (o) x (r + Ypes) + yYpe;)ds

5 dc. (3.181)

+fB-(u+ () x (r+ypes) + Ppes) dA
A

l ff (i + (4 Ypes) X T+ (1) + Ypt- eydS
S

0 +fB-u+(r+zppe3)xB-(ré)
A +ypb - e3) dA

d. (3.182)

Poxt =

Definindo as expressoes das forgas, momentos e bi momento externos atuantes ao longo

da barra, por unidade de comprimento de referéncia, conforme as expressdes a seguir:

r_1=f de+deA, (3.183)
S A

n_lzf(r+l/)peg) de5+f(r+1/)pe3) x b dA, (3.184)
S A

B :fxpf-e3 dS+fz,bB-e3 dA, (3.185)
S A

a poténcia dos esforcos externos atuantes na barra pode ser reescrita como:
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l
Pm=f [A-u+m- () + Bpldl. (3.186)
0

A partir da equacdo (3.186), pode-se definir o vetor dos esfor¢os externos generalizados,

q, aplicados ao longo da barra, como:

n
r''m|.

B

q= (3.187)

Substituindo as equagdes (3.183) a (3.185) na equagdo (3.187), obtém-se:

fde+deA
S A

rr U (r+1/)pe3)><fd5+f(r+1,bpe3) x bdall (3.188)
S A

K-1
Il

f¢f-e3ds+f¢|3-e3dA
S A

Desta forma, com o auxilio da equacdo (3.145), € possivel concluir que a expressao da

poténcia dos esforgos externos pode ser representada por:

l
Poy = f q-d,de. (3.189)
0

De acordo com Campello, Pimenta e Wriggers (2003), o termo I'" m, é energeticamente
conjugado com o vetor das rotagdes, 8 e o termo m isoladamente ndo é. Esta combinacdo
energética, ndo trivial, traz grandes consequéncias na analise ndo linear de estruturas de graus
de liberdade rotacionais, uma vez que uma contribui¢do geométrica do momento aplicado é

introduzida na forma bi linear tangente (matriz de rigidez).

3.4.3 Equacoes de Equilibrio e Condi¢cdes de Contorno

As equagdes de equilibrio podem ser formuladas através do Principio dos Trabalhos
Virtuais, que ¢ um principio amplamente utilizado na Mecanica dos Solidos para a solugdo de
problemas de equilibrio, cuja premissa é:

Uma condig@o necessaria para que um corpo deformavel esteja em equilibrio
¢ que, para qualquer campo de deformagdo cinematicamente compativel, o trabalho

virtual externo, com for¢as de volume e de superficies estaticamente deve ser igual ao
trabalho virtual interno. (DYM e SHAMES, 2013)
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Nesta pesquisa, sera realizada uma linearizacdo consistente das deformagdes, chamadas
também de deformacdes virtuais, com o proposito de definir as variagdes das mesmas.

Assim, a partir desta linearizagao, as equagdes (3.127) e (3.132) podem ser escritas como:

on” = QT[Su’ +z' X (I'§6)] (3.190)

Sk = QT(I"56 + I's6"), (3.191)

em que o simbolo § acoplado a uma variavel indica que a grandeza ¢é virtual, ou seja, uma

variagdo. Essas varia¢des das deformagdes podem ser escritas como:
on"
e = l‘;ﬂ. (3.192)
op’
Da mesma forma, com o auxilio da equagdo (3.145), a variagdo dos deslocamentos pode

ser representada por:

ou
bdg = 69]. (3.193)

ép

De forma que, a partir da equacdo (3.147), possa ser reescrita como:
6 = ByAddy. (3.194)

Através das expressdes da poténcia dos esfor¢os internos (3.179) e externos (3.189) é
possivel perceber que as expressodes do trabalho virtual dos esforgos internos e externos da barra
podem ser obtidas de forma analoga.

Desta forma, com o auxilio das equagdes (3.177) e (3.193), o trabalho virtual dos esforgos

internos pode ser representado por:

n"1 [on"

: “lmr| 6%
SW, =f0-6sd =f m. de, 3.195
int 0 ( 0 Q Sp ( ( )

B op’

ou ainda por:
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l
Wine = f n"-6n" + m’" - 5k + QSp + Bép")d( . (3.196)
0

Substituindo as equagoes (3.190) e (3.191) na equagao (3.196), tem-se:

l n” - (QT[su’' +z' X (I'§0)])
OWine = fo <+mr - (QT(F'60 + I"SB’)) + 06p + B5p'> . (3.197)

Escrevendo em termos de configuragdo corrente, tem-se:

l
n-[du+z' x (ré@)|+m-[Ir's6+rso’)
SW; =f ( , )d(. (3.198)
me ), +0Q6p + Bép
Desenvolvendo os termos da integragdo acima, obtém-se:
l ’ (! . ’
W, = f (n-6u'+n-(z' x (1"50)2 +m - (I'50) a@. (3.199)
0 +0Qd6p + Bép
Considerando a propriedade vetorial w(v X u) = —u(v X w), a equagio (3.199) pode
ser reescrita da forma:
l '
n-éu —(z'xn)-(rsd))+m -(1‘60))
int = . 3.200
W= | ( oot B d. (3.200)

De maneira analoga, com o auxilio das equagdes (3.187) e (3.193), o trabalho virtual dos

esforcos externos ao longo da barra sera dado por:

l 1I[ n ou
Were = [ G-6dgd¢ = | |r7m|- ae] &, (3.201)
0 0 E 6p
ou ainda por:
l —_
Wyt = f (m-8u+TI"m- 80 + Bép)dd. (3.202)
0

Reorganizando os vetores, a equagdo (3.202) pode ainda ser reescrita como:
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l
Wt = f (n-Su+m- (rs@) + Bép)dd. (3.203)
0

A partir das equagdes que expressam os trabalhos virtuais dos esforcos internos e
externos, pode-se aplicar o Teorema dos Trabalhos Virtuais, com as condi¢des de contorno

essenciais nas extremidades:

SWing — 6Wopp = 0, (3.204)

Vv 8dy = 8dy(Q) | 8dg(0) = 8dy(l) = 0. (3.205)
Substituindo as equagoes (3.200) e (3.203) na equagdo (3.204), tem-se:

fl( n-éu —(z' xn)- (I'66))+m - (I'se)
0

= d¢ =0. 3.206
+Q5p+B§p’—1_1-5u—n_1-(1"69)—B5p) ¢ ( )

Efetuando-se integragdes por partes (fu.dv =u.v — [v.du) nos termos em &u’,

(ré6)' e 8p', verifica-se que:

fl (—n’ -u—(z' xn)-(I'é0)) —m’ - (Is6) + 0p — B'6p> i
o —f-6u—m- (I's0) — Bsp (3207)

+(n- 8w} + (m - (F9))|. + (Bsp)lb = 0.

Utilizando as condi¢des de contorno essenciais, representadas pela equagdo (3.205), a

equacao (3.206) podera ser representada da forma:

L' -u —(z' xn) - (I's0)) —m' - (I's0) ~
fo (+08p —B'Sp— n-Su—m- (I'80) — Bép ) d¢ =0. (3.208)

Reorganizando os vetores, a equagdo (3.208) pode ser reescrita como:

fl (—(n’ +n) -Su — (zXxn +m’ +m) - (I's0))
0

B 01 By )d( — 0. (3.209)
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Considerando o Lema Fundamental do Calculo Variacional, que transforma um problema
em sua formulacdo fraca — forma variacional — em sua formulagdo forte — equacéo diferencial,
e sabendo que os deslocamentos virtuais generalizados du, §0 e dp sdo arbitrarios, ¢ possivel

verificar na equacdo (3.209) que:

n +n=0, (3.210)
m+z' Xn+m=0, (3.211)
B —0+B=0. (3.212)

Para poder incluir o trabalho dos esforcos atuantes nas extremidades da barra, € necessario

ainda que:
Wine — 6Wexe — 6Wext nos daa varra = 0- (3.213)

Sabendo que o vetor dos esfor¢os concentrados (for¢as, momentos modificados e bi

momento) atuantes nas extremidades da barra ¢ definido por:

n*
q" = [ m"|, (3.214)
B*
a equacao (3.213) pode ser reescrita como:
SWine = 6Wexe —q" - 8dg = 0. (3.215)

Substituindo as equagdes (3.207) e (3.214) em (3.215) e reorganizando os termos da

expressao resultante, tem-se:

l
f[—(n’+ﬁ) u—(m'+z'xn +m)-(Idg))—(B'—0
0

_ - l l (3.216)

—n*-8uly, —I'"'m"*- 66|, — B*6pl}, = 0.

A equacdo de equilibrio (3.216) pode ser reescrita como:
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l
6W:f[—(n’+ﬁ) fu —(m'+z'Xxn +m)- (ré0))— (B’
0

-0+ B)opld{+ (n—n")-6ul, + "'m—T"m")

- 5014 + (B —B")dplY, =0.

E necessario salientar que a igualdade da equagio (3.217) s6 é valida se:

(n—n")-buly =0,
(r'm - r’'m») - 66|}, = 0,

(B—B")épl4 = 0.

(3.217)

(3.218)

(3.219)

(3.220)

As expressdes de (3.218) a (3.220) caracterizam todas as condi¢des de contorno do

problema. A partir da equagdo (3.215), € possivel observar que as referidas expressdes sao

atendidas se atenderem as seguintes condi¢des de contorno naturais:

n(0) = n*(0) n(l) = n*()
r'"'m(0) = r'm*(0) e r'"m(l) =r"m*()
B(0) = B*(0) B() = B*(])

e as seguintes condi¢cdes de contorno essenciais:

u(0) = u*(0) u() = u' ()
6(0) = 6*(0) e o) = 6*()
p(0) = p*(0) p(D=p"()

Em sintese, o vetor dos esforcos f de uma barra é definido por:

!
f—(n’+ﬁ)-6ud(+(n—n*)-6u|é
0

l
f= f —(m'+z' xn +m)-(ré6)d{ + (''m—rrfm*)-s6|;|.
0

l
f ~(B' =0+ B)spld{ + (B — B*)dpl
0

(3.221)

(3.222)

(3.223)
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3.44 Linearizacdo dos Trabalhos Virtuais

O Método dos Elementos Finitos (MEF) ¢ um método de discretizagdo muito utilizado
para a solugdo de problemas de analise estrutural. De acordo com Lago (2012), a aplicagéo do
MEF em estruturas ndo lineares recai na utilizagdo do método de Newton para solugdo do
sistema, de forma que incide na linearizacdo das expressdes que definem o equilibrio do

sistema. Esta linearizag¢@o pode ser realizada através da derivada de Fréchet da expressao:
W = Wiy — Wy, (3.224)
atendendo as condi¢des de contorno:
véd = 8d ()| 6d (0) = &d (1) = 0. (3.225)

Substituindo as equagdes (3.178) e (3.189) em (3.224) e derivando em relagdo ao tempo,

obtém-se:

0

~ow = 0 (Wine — W) = f ((0-68) — (G- 8d)]d{.  (3.226)

Substituindo a equagdo (3.194) na equagdo (3.226), tem-se:

0
8t5W f [(o-ByASdy) — (G- 8dg)] dg. (3.227)

Desenvolvendo a derivagdo no tempo, a variacdo de 6W resulta no operador tangente

dado por:

0
ath f [O' B9A5d9 + o B9A5d9 - 5d9]d( (3228)

Na expressao (3.228), por ndo considerar derivadas de ordem superior, foi considerado
] . . . ~ o . .
que o termo —— (6dy) € nulo. Considerando as manipulacdes algébricas nos termos das integrais,

representadas a seguir:

f [0068 ByAddy + 6 2f asd, — 23 9% su laz. (3.229)
N T T ofds. G

Definindo a matriz de rigidez constitutiva D por:
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D=— (3.230)

Lo =——=|Loy Lgo Lgp (3.231)

e utilizando o auxilio da equagdo (3.147)

o€

== : 3.232
o ByAdy, ( )

a expressao em (3.229) pode ser reescrita como:

)
o OW = f [(DByAdy) - (ByASdy) + o - ByAsdy — Lydy - 8dg]dl.  (3.233)

A expressao (3.233) pode ser rescrita por:

9 oW =
at

OB, 0d, (3.234)

f [(DBgAdg) (BgAddy) + o - ad 5t A6d9 Lodg - 8dg]d].
ou ainda como:
g oW =
ot
(3.235)

l
f [(DByAdy) - (BgASdy) + o - o8
0

T, —C dyAsd, — Lod,y - 5dgd.

A parcela referente a ndo linearidade geométrica serd inicialmente obtida através do

seguinte formato:

Gy=o0- Ed(, (3.236)

Devido a extensdo na demonstracdo da matriz de rigidez geométrica dos esforgos

internos, referencia-se as pesquisas desenvolvidas por Campello (2000) e Pimenta (1993) para

maior aprofundamento.
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Logo, a expressdo (3.233) pode ser redefinida como:

9 oW =
ot B
(3.237)

l
f [(DByAdy) - (BgASdy) + GgAdy - (ASdy) — Lydy - 5dgldl,
0

em que 0s Novos tensores que surgem sao respectivamente:

ron” on” dn” on"
o™ 0x” dp adp’
dm" Odm” Jm" oOm"
Jo on” oJx" 0 op’
P=%=|a0 a0 a0 a0l (3:238)
on” 0xk” dp adp’
0B 0B 0B 0B
o™ o0x” Odp Op' |

ou ainda:

rdn] 0dn] 0dn] 0dn] 0dn] 0n] 0n] 0nj)
on] 0dny, odn; 0k 0k, OJx; Jdp Op
on, 0dn}, dn, dn), Jn, dn}) Jdn}, Jn}
on] O0n, 0ny O0x] O0x, OJx; Jdp Op
on; 0dny Jdn} dny O0On} dny OJn} Jnj
on] 0ny, 0dny 0k 0k, OJx; dp Op
dm] 0mj] 0mj] 0mj] O0mj] 0m] Jdm] OJm]
D= on] 0dn, odn; 0k 0k, OJx; Jdp Op (3.239)
omj, 0mj 0mj, 0dm), Jdm) Jdm); Om) IJmjf
ony 0dny 0n; O0x; 0k, Ox; dp Op’
dm; 0mj Jmj 0m}i Jmj 0m}i Jmj Jmj
on; 0ny, 0dn; O0x; 0k, Odx; Jdp Op
0 90 09Q 9Q 90 0Q 9Q A9Q
on] on, Odnt Ox] 0x, OJx; Jdp Op
0B 0B 0B 0B 0B 0B 0B 0B
[on]  ony oni Ok 0x, Odky, Odp Op'l

correspondente a matriz de rigidez tangente da se¢@o transversal, que simboliza a parcela

puramente constitutiva do operador,
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0 Gy O
Gug'  Goo  Goyr

oo e © ©
oo © © ©

o’ o’ o’
ol o’ o’

¢ a matriz que caracteriza os efeitos geométricos dos esforgos internos.

As submatrizes de D podem ser obtidas desde que se conhegam os elementos n”, m", Q e
B, representados pelas equacdes (3.170) a (3.173) , ou seja, desde que se conheca a equagdo
constitutiva. Ja as submatrizes de Gg e Lg, a partir da ajuda dos tensores antissimétricos N, M

e Z', cujos vetores axiais s3o n,m ¢ z', respectivamente, sdo dadas por:

G,p = —NTI (3.241)
Gue =TITN (3.242)

1
Ggg ==TT(Z'N+NZ\I —U(0,Z'n) + U'(0’,0,m)

2 (3.243)
2 (r’’'mr - rrmr’)
2
1 T
Gog' = U(B,m) + 5 I"MI" = V(6, m) (3.244)
T 1 T T 24
€
on a(r’'m) 0B

on a(Ir''m) dB
Lu@ = % ng = 30 Lp9 = % (3247)

on a(Ir'"m) oB
w = 5 Ly, ap Ly, o (3.248)

O tensor L depende diretamente do tipo de carregamento atuante sobre a barra, ou seja,

esforgos externos. Quando este for conservativo, com t e b ndo dependendo dos deslocamentos,
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as derivagdes de (3.246) a (3.248) tornam-se nulas, a excec¢do de Lgg ¢ Lgp. Neste caso, a
presenca do fator I'T impede que estes termos se anulem. Para carregamentos nio conservativos
L ndo sera simétrico.

Sendo a matriz constitutiva D simétrica e os carregamentos ao longo da barra
conservativos, o operador tangente serd sempre simétrico, uma vez que Gy e Lg serdo

simétricos.
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4 EQUACOES ELASTICAS CONSTITUTIVAS PARA BARRAS

Equacgdes constitutivas s@o igualdades que relacionam grandezas fisicas com as quais
procura introduzir um modelo mecanico as propriedades dos materiais. (PIMENTA, 2006).

Sabendo que materiais diferentes submetidos as mesmas condi¢des apresentam
comportamentos distintos entre si, este capitulo fard uma abordagem da formulagdo adequada
de relagdes constitutivas elasticas, para aplicacdo nas teorias de barras. Sera apresentada a
equacdo constitutiva elastica excluindo todos os termos de ordem superior nas deformacdes
para analise de barras com graus de liberdade de empenamento, a partir do modelo constitutivo

hiperelastico do material de Simo-Ciarlet.

4.1 EQUACAO CONSTITUTIVA PARA A TEORIA DE BARRAS

De acordo com Pimenta (2006), o Principio da Objetividade é de fundamental
importancia para o desenvolvimento correto de equagdes constitutivas. Segundo este principio,
uma equacdo constitutiva ndo deve ser afetada por movimentos de corpo rigido superpostos ao
movimento do s6lido. Assim, como os movimentos de corpo rigido ndo provocam deformagdes,
ndo devem alterar o estado interno de tensdes.

Para a teoria geometricamente exata de barras no espago, as componentes de alongamento
e de distorcdo da deformacdo também podem ser relacionadas com as suas tensdes
correspondentes (tensdes energicamente conjugadas), através dos modulos de elasticidade

longitudinal e transversal do material. (CAMPELLO, 2000)

4.1.1 Material hiperelastico de Simo-Ciarlet sem considerar os termos de ordem

superior

Conforme Reddy (2013), grande parte dos materiais apresentam curvas de tensdo-
deformacdo com comportamento ndo linear na fase elastica, ou seja, embora os materiais
recuperem as deformacgdes apods a retirada de carregamento aplicado na fase elastica, estes
possuem curvas nao lineares, sendo denominados materiais hiperelasticos.

Pimenta (2006) afirma que as relagdes constitutivas hipereldsticas sdo expressas com base
em uma funcdo de energia de deformagao especifica (r), sendo tomada como potencial para

as tensoes.
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Bandeira (2001) aponta que a correlacdo entre a energia de deformagdo especifica e
funcdo do segundo tensor tens@o de Piola-Kirchhoff pode ser expressa em fungdo do tensor de

deformagdes de Cauchy-Green (C) como:

oy

S=2—,
acC

4.1)

em que a funcdo da energia de deformacdo pode ser escrita em fun¢éo dos invariantes I;, I, e J:

lIJ = {I}( 11'12'])' (42)
onde:
L=1:C, (4.3)
h=glic? (4.4)
J = detF. (4.5)

Logo, a equagdo (4.1) pode ser reescrita como:

S:2<aq}% oy 3, awﬂ).

ar,oc Ta,ac Ty ac (4.6)

Sabendo que um material Neo-Hookeano poli convexo simples pode ser representado

pela fungdo energia especifica de deformagao através da equacgdo (SIMO & HUGHES, 1992):

1 711 1
WD) = 32|50 = D =InJ| + S0 =3 - 21, @.7)

substituindo a equagao (4.6) na equagao (4.7) chega-se a:

S= %(/2 -1DC '+ p(I—-Cc™Y), (4.8)

em que A ¢ U sdo constantes conhecidas como as constantes de Lamé e sdo determinadas
experimentalmente ou obtidas a partir do modulo de elasticidade (E) e do coeficiente de Poisson

(v) por:
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Ev

AT wa-) “9
= £ 4.10
e} o

Desenvolvendo as multiplicagdes na equacdo (4.8) e desprezando os termos de ordem

superior, o tensor S pode ser reescrito como:
S11 S12 Si3
S = 521 SZZ 823 . (411)
S31 S32 Sa3
Adotando a relagdo: A = det(C) e desprezando os termos de ordem superior, resulta:

A = det(C) = det(F""F") = 1 + 2. (4.12)

. _ T
Além disso, calculando a matriz inversa de F" F", tem-se:

a1 1 a11 Q12 Qg3
(Fr FT) = 1 a1 Az Apz|, (4.13)

az; dzp da4szz

em que:
ay =1+ 2e+ &2 + 7% + p2Y2yl? + p2lys’
(4.14)
—2pY oy, — 2pYEY;
A2 =V1Vz tViPYo + V2P +ViEpY 2 + V2 EpY 4 “.15)
- lep,ﬂ/),zhrz - p2¢,1¢,2y52 ’

a3 = —y] —pY1 —ep 1 —vip*E + P2 YLy, (4.16)
Az1 = V1V TVip¥2 +VopYq +viepy, +viepy “.17)

2 2
—lep,ll/’,zylr —lep,ll/’,zyzr ’
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2 2
Az, = 1+2e+vy;" +&® = 2y{p — 2y{epys + v p°Y]

, (4.18)
+yi p*Yi,
A3 = —V; — PP — DY + PP 2y] —Vip*Yi, (4.19)
Az = =y =P —epPr — PPV + PP Yaays (4.20)
asz = =v3 —pPo —epPo + PPyl —p*AYE, (4.21)
azz = 1+ p*Y3 +p*Y35. (4.22)
Sabendo que o jacobiano J é dado por:
J = det|F"|, (4.23)
calculando o seu valor correspondente, chega-se a:
J=1+¢e=ppiyi —pyYav;. (4.24)

Portanto, o termo (J2 — 1) resulta em, desprezando os termos de ordem superior:
(J?=1) = 2e + £ (4.25)

Logo, os indices da matriz apresentada na expressdo (4.11) podem ser escritos conforme

apresentados nas equagoes (4.26) a (4.34):

A 1
Si1 = 5(/2 - 1)X(a11) +%(A_ a1)

A, 1 i
S11= 2 g -1 A (a;1) + A (A—ay) (4.26)
A& +¢€?)
= > :
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A 1 vl
Si2 = EU - 1)K(a12) _K(au)

(A& +€?) Yiv:
- 2 HI\T+2¢)

4.27)

A, 1 u
S13 = E(] - 1)K(a13) —K(a13)

_[(AM2e+eY) Vit oY
T <T - “) (W)

(4.28)

A, 1 v
Sy = EU - 1)K(a21) _K(an)

_ (A2e +£?) Yiva
- 2 HI\T+2¢)

(4.29)

A, 1 vl
Sp2 = EU - 1)K(a22) +K(A_ azz)
(4.30)

_A2e+¢€?)
= —

A 1 v
Sy3 = EU - 1)K(a23) _K(a23)

. <A<28 re?) u) (y; + m)

4.31)

2 1+ 2¢

A, 1 vl
S31 = EU - 1)K(a31) —K(a31)

_ (A2e+¢€?) Yi+ 0¥
__< 2 _“)(1+25)’

(4.32)

A, 1 v
S3z = EU - 1)K(a32) —K(a3z)

_ [(A2e+¢€?) Y: + 02
__< 2 _“)(1+25>’

(4.33)



A, 1 vl
S33 = EU - 1)K(a33) +K(A_ asz)
(4.34)
_A(2e+¢€?)  2pe

2 +1+28'

Utilizando a relagdo P” = F'S, em que F" foi definido em (3.85) e observando as
equacdes (4.26) a (4.34), o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff pode ser escrito como:
Pl P Pi3
P" =|P}; P}, PL|. (4.35)

r r r
l:)31 l:)32 P33

onde:

(4.36)

. AQe+€y)  [(2(2e+€?) Yi+p¥a
P =T ) ()

A(2e + €%) Y A(2e + %) Vs + P2
pr _ - - : 437
12 < 2 “) <1 +2¢) T\ 2 N\ Tz ) @D

A(2e + €%) Y +pyY, A(2e+¢€?) 2pe
Fe [ —/——— 2 — —_ r 4,
iz < 2 “)(1+2€ tr{2are T1r2e) @Y

AM2e + %) A A(2e + %) Vi +pda
PT —_ — —yr —_— - 4
21 ( 2 “><1+Zs v2\7 2 N\ Tr2e ) @Y

A2 + €2) A(2e + €2) Y2 + oY
pr = MO () () (440

A(2e + €2) Y5+ oy, A(2e+€?)  2pe
pr o _ (R 4.41
23 < 2 “)( 1v2e )T\ 2ave T1rze) @Y
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N A(2e + £2) A(2e + £2) YiYa
P31 =pY, (T) +pY, (T— mI\ _1_ ;s

(A2e + %) = 20)(¥] + Y1) 4
e+e) —20W)(y1 +p¥a
_(1“)( 2(1+ 2¢) )
A2 2 A A(2e + €2
PL, =¥, (% - u) <1ery; E) +pY, (%)
(A& + &%) — 20) (v} + py2) @4
e+¢e?) —2W)(rz +p
_(1“)( 2(1 + 2¢) )
A(Q2e + €2 [+
P33 = Y4 <—( 82 £) - U) (—V11 +pzl/:1)
A(2e + £2) Yy + oy (A(2e + €%) + 4pg) (4.44)
2 ,2
_p¢'2< 2 _“)( 1+ 2¢ )+(1+S)( 2(1+ 2¢) )

A partir da definicdo da matriz dos coeficientes de rigidez constitutiva, expressa em

(3.238), tem-se:

on] 0n] 0njj
ony  dn; Om3
on” |dn}, 0dn} an}

= , (4.45)
on” |ony Ony Om3
dn} 0n} 0nj
Lony  Ony O]

onde, de maneira analoga a obteng@o dos termos a partir da lei material de Saint-Venant, com
o auxilio das equagdes (3.170), (3.82), (4.38), (4.41), (4.44) ¢ considerando que u =G ¢ 1 +

2 = E, os termos da matriz acima podem ser definidos como:

om _ (9%s 14 _ga (4.46)
ony A 0Ny ' '
danj 0713
- dA =0, (4.47)
an, 4 013
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T T
ony [ 013

dA =0,
on; A ans
on}, Tl
2= | =2da=0o,
ang A 0Ny
on’ oth
2= | =2dA =G4,
an; 4 013
on}, Tl
2= | =2dA=0,
a3 4 03
onk Tl
= | =2da=o,
ong 4 ON7
onk Tl
p = | Zda=o,
n; 4 0M;
on% atl
> = | —2dA
on3 4 013

= EA — E(An} + S;x1 + S,x5).

A submatriz dn" /9" , de ordem 3x3, é definida por:

dn] dnj] 0dn}]
ox] 0x}, 0x}
dn” |dn; 0n; 0n;
ok™ |0k, ok, 0K}
on} 0dn} 0Jnj
[0x] 0x}, O0x}]

em que os termos da submatriz sdo representados por:

T T
ony [ 013

r
0K

T
4 0K

dA =0,

(4.48)

(4.49)

(4.50)

4.51)

(4.52)

(4.53)

(4.54)

(4.55)

(4.56)
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T T
ony [ 013

= dA =0,
ox, J, 0k}
dan} 013
= dA = -GS,
oxy  J, 0} !
on}, ot}
2= | Zda=o,
oxy J, 0x}
onj ot}
2= =2da=0
oK, J, 0x;
on}, ot}
2 = 2 A = —GS,,

T r
oxy  J, 0%}

T T
Ony [ 0733
T T
oKy J, 0}

dA = ES; — E(S1n5 + J11K1 + J12%3),

r r
0n3 _ 3T33

= dA
oKy J, 0k}

= ES, — E(Syn3 + J12K] + J22K5),
on; [ 0733

= dA = 0.
ox; ), 0x}

A submatriz dn" /dp , de ordem 3x1, ¢ definida por:

— T4
onj

dp
on” |0n}

op ap
on}

| dp |

em que os termos presentes na submatriz sdo definidos como:

4.57)

(4.58)

(4.59)

(4.60)

4.61)

(4.62)

(4.63)

(4.64)

(4.65)
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T T
ony [ 013

= dA = GS?,
dp a dp 1
on? ot?
2 = 2 44 = GSS,
dp J, Op
on% otk
3 = 33 dA = 0.
op A op

A submatriz dn" /dp', de ordem 3x1, é definida por:

em que:

_an;_
dap’
on”  |0n}
ap’ |ap'|
onj
| dp’ |
on’ otl
Y s Py
ap 4 0p
on?, oth
2o [ gy,
ap 4 Op
on% otk
o[ Tag,a,
ap 4 0P

A submatriz dm" /dn", de ordem 3x3, ¢é definida através de:

(4.66)

(4.67)

(4.68)

(4.69)

(4.70)

4.71)

(4.72)
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rdm] dmj dmj7
oni dny Ong
dm" |0m; OJm) Jm;
on” |dny  Ony  Ong|
om; 0dm} Jmj
Lon]  Ony  Ong

onde:

any

om_ [ ot~ e
A any

dA =0,

onj

%ﬂ:fﬂw%—wm@
y anj

dA =0,

ang

om?’ 0(x,75: — Ypth
1=f (x2T33 r¢p23)dA
A on

=ES; — E(Sin3 + J11¥1 + J12K3),

oy

om; f O(YpTiz — X1T33)
A ar];

dA =0,

any

omj} f d(Yptis — x1T33)
A 3775

dA =0,

dA

ong

dmj _ f 0(Yptis — x1T33)
A 377§

= ES; — E(S2n3 + J12K] + J22K3),

ong

T r T
omz f 0(x1733 — X2713)
a

any

dA = —GS,,

ony

¢ o termo dm%/dn} é definido por:

r r r
omz f 0(x1733 — X2713)
A

any

dA = —GS,,

(4.73)

(4.74)

(4.75)

(4.76)

4.77)

(4.78)

(4.79)

(4.80)

4.81)
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omp4 0(x1752 — x,77
3 :f ( 1723 2T13) dA = 0.
A

onj ons

A submatriz 0m" /9k", de ordem 3x3, ¢ definida através de:

rom; odmj dmj]
ox] 0x, 0x}
om” [0m)}, dm} 0m)}
oxk™ | 0x] 0k, oxi[
om; Om} 0mj

T T T
[ k] Ok}, Oxj

em que:

omj f 0(x2733 — ¥Yp133)
= dA
oKy J, ox]

= EJ11 — E(Juns + Hi1x] + Hp1K3),

omy _ [ 0(xzT33 — PpTzs)
-| d
oy, J, 0x}

= EJ1; — E(J12n3 + Hp1 K] + HypK3),

om? 0(x,75: — Ypth
1=f (%2733 ¢P23)dA=0'
A

T T
x5 727N

om” P ro_ r
m; =f (YpTi3 — x1733) dA
A

T T
oKy 0Ky

= EJ1; — E(J12n3 + Hy1x] + HypK3),

a T a ro__ s
m; :f (Yp1i3 — x1733) dA
A

T T
[7)A 0x,

= EJy; — E(J22m3 + HipK] + Hyoxy),

(4.82)

(4.83)

(4.84)

(4.85)

(4.86)

4.87)

(4.88)
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om), 0 T, — x,Th

rzzf (1/’P13r133)dA=0'
0K} 4 [5)TA
om% 0(x1152 — x,77

T3=f (123T213)dA=0,
0K " 0K
omy, 0(x,Ths — x,17

r3=f (123r213)dA=0,
0K} " 0¥,
dmj 0(x1Ty3 — X2T713)
o L i A a4 = Go.

A submatriz dm” /dp , de ordem 3x1, ¢ definida por:

_am71'_
dp
om” |0m)}
op dp
omj
| Jdp |

onde:

om?’ 0(x,15. — Ypth
1:f (%2733 ¢P23)dA:O'
A

ap op

om?, 0 T — x,Th
zzf (Yp1i3 133)dA=0,
A

op ap

A

om} _f a(xlfgs_xzfﬁ)d
ap  J, dp

= G(H‘ _](_)g _Agasa)-

(4.89)

(4.90)

4.91)

(4.92)

(4.93)

(4.94)

(4.95)

(4.96)
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A submatriz dm” /dp’, de ordem 3x1, ¢ definida como:

_ami‘_
ap’
dm”  |0m; 197
| | (4.97)
omy
| dp’ |
em que os termos que compdem a submatriz sdo obtidos por:
om? 0 T — X, Th
,1:-]‘ (Yptis : 133)dA=0, (4.98)
dp A op
om), 0(x,t%. — YpTh
,zzf (x2T33 :PP 23)dA=O, (4.99)
ap A ap
om?% 0(x17152 — x,77
,3=f Cares — xTa) 1y o, (4.100)
op A ap

Na matriz de rigidez constitutiva tem ainda a submatriz dQ/dn" , que pode ser definida

como:

_ao_
ony
a0 20
o = | (4.101)
20

s

em que:

6_0 _ a(Pérﬂ/J,l + P3Tzl/1,2 + P3¢ — Pzrs'ql/))
any A any

dA = GS?, (4.102)
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90 . a(P3r1¢,1 + PL,Y, + Pl3xyyp — P2r3K§¢)

- dA = GS3,
anz J, any z

a0 _ a(Pérﬂ/’,l + P35 + Plsxiyp — P2r3K§¢) dA

=0.
an; A an3
A submatriz 0Q /0", de ordem 3x1, é dada por:
- aQ -
ox]
90 100
ok |oxh |’
90
[0k |
onde:
00 0(P51Y 1 + P, + Plihy — Pk Y)
i dA =0,
oy J, oK
6_() _ a(P3T11/),1 + Py, + Pl3koy) — P2T3K;1/J) dAd = 0

T T
0K A 0K

00 _ a(Pérﬂp,l + P, + Pl3kay — P2r3K§¢) dA
oy J, ox%

=G(r _]g - Agasa)-

a_Q _ f a(Pérﬂ/J,l + P, + Pl3koy — P2T3K;1/J) dA
op J, ap

- GU3 - D)

a_Q _ f a(Ps’rﬂ/J,l + P + Pl3kayY — P2r3K§1/)) dA
ap’ ), op’

=0.

(4.103)

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

(4.109)

(4.110)
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A submatriz dB/dn" , de ordem 3x1, pode ser definida através de:

_aB -
ony
0B = 0B 4111
anr - ang U ( . )
0B
[dn% ]
em que:
0B 9 (P331)
= dA =0, 4112
o f o (4.112)
0B d(P331)
= dA =0, 4.113
o f ong (4-113)
0B o0(P33¢)
—_—= dA =0 4.114
on} fA ony ( )

A submatriz dB /0" , de ordem 3x1, é definida por:

_aB_
ox]
0B 0B 4.115
oK™ |0k, [ (@.115)
0B
[0K3 |

em que:

0B fa(PsgllJ) dA =0, (4.116)
A

T = T
x| oK}
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0B d(PY.
f (P539) dA = 0,
A

T = T
0K}, 0x}

0B d (Pj-
:f (33lp)dA=0,
A

T T
(527N ox%

oB d
9B _ f (o) QA =0
dop J, Op
dB da(ay)
= | —= dA =EJ,.
op’ fA ap Sy

4.117)

4.118)

(4.119)

(4.120)

Os novos coeficientes de inércia de terceira ordem Hyg que aparecem em alguns

elementos sdo dados por:

Hy = | ()* s
A
Hi; = fxz(xl)sz
A
Hyp = fxz[(xl)z + (x2)?]dA = Hy; + Hy,
A
Hjp = —f (x1)* dA
A

Hy, = —fx1(x2)2 dA
A

Hyo = — fo1[(x1)2 + (x2)?]dA = Hyy + Ha,.

Conforme Campello (2000), sabendo que:

D =D! + D

e que:

4.121)

(4.122)

(4.123)

(4.124)

(4.125)

(4.126)

(4.127)
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D! =

[ GA 0 0 0 0 -GS, GSS 0 7
0 GA 0 0 0 -GS, GS;5 0
0 0 EA ES, ES, 0 0 0
0 0 ES, EJii EJp 0 0 0
0 0 ES, EJi; EJ» 0 0 0}
-GS, -GS, 0 0 0 GJo GUr =15 —AgaSa) 0
GSf GS; O 0 0  GU7—J5 —Adasa) GUs —J) 0
0 0 0 0 0 0 0 EJy]
(4.128)
D2 =D — DL, (4.129)

¢ a partir das definicdes de n”, m”, Q e B apresentadas nas equagdes (3.170) a (3.173), ¢
possivel estabelecer uma relagdo entre as tensdes ¢ deformagdes generalizadas ¢ ¢ &,

respectivamente, resultando em:

1
o= (DL + EDQ) £ (4.130)

104



5 METODO DOS ELEMENTOS FINITOS APLICADO A ELEMENTOS DE
BARRAS ESPACIAIS

Neste capitulo serd apresentado o método dos elementos finitos para grandes
deformacdes; que consiste em particionar geometricamente um dominio, considerando as
condi¢cdes de contorno existentes. Desta forma, no campo associado, as tensdes e deformagdes
sd0 aproximadas.

Vale ressaltar que as integrais serdo resolvidas de forma aproximada, pois sera utilizado
processo de integracdo numérica de Gauss para calcular a equagdo do principio dos trabalhos

virtuais.

5.1 ELEMENTOS DE BARRA ISOPARAMETRICOS

De acordo com Pimenta e Campello (2003), a descricao da deformagao de um elemento
de barra gera um problema de valor de contorno cuja forma fraca, representada na equacéo
(3.224), pode ser resolvida por varias técnicas de aproximag@o. Uma das técnicas de solugdo do
referido problema ¢ a aproximacdo de Galerkin, cujas fungdes devem ser fornecidas pelo
método dos elementos finitos, escrevendo a interpolagdo de elementos finitos em um elemento
particular.

Adotando o referido método e sabendo que cada né de um elemento possui sete graus de
liberdade (trés translacdes, trés rotagdes e um parametro de empenamento), os deslocamentos
d de um elemento de barra serdo obtidos através da interpolagdo dos deslocamentos nodais,

através da relagao:

d=Np (5.1)

em que N=N()é a matriz que contém as fungdes de interpolagio (normalizada para
coordenadas naturais, isto ¢, —1 < §<1ao longo do elemento) e p é o vetor dos

deslocamentos nodais generalizados do elemento, obtido por:

P1
P2

p =|P3|, (5.2)
Prn

sendo que p; representa os graus de liberdade do n6 i e n é o numero de noés do elemento.
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Como o vetor p ¢ definido como vetor dos graus de liberdade do no6 e observando que na
formulagdo da barra este vetor foi definido através da expressdo (3.146), verifica-se que a

expressdo (5.2) pode ser representada por:

p= [g;] =Yy ' (5.3)

LD dyaxe

Dentro do contexto dos elementos finitos, existem uma grande variedade de func¢des de
interpolagdo. Estas fungdes dependem do tipo de elemento e do ntimero de nés que ele possui,
podendo ser lineares ou ndo lineares. (BANDEIRA, 2001) Nessa pesquisa sao utilizados os
elementos de barra de dois nos.

De acordo com Zienkiewicz, Taylor e Zhu (2005), os componentes da matriz de
interpolacdo N sdo fungdes de forma dos elementos isoparamétricos, construidos a partir de

fungdes de interpolacdo Lagrangianas. Essas fungdes sdo dadas por:

Ng =127'(§)
(€ —8)E —&1) . (§ —§a-1)( —Sas1) . (§ — &n) (5.4)
(Ea - EO)(Sa - El) (Ea - Ea—l)(fa - €a+1) (Ea - En)

em que n ¢ o numero de nos do elemento. As fungdes de forma podem ser expressas pela

equagao:
N.(§) = lg_llp = Nl (5.5)

em que I, € a matriz identidade com dimenséo igual ao numero de graus de liberdade por no.
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A matriz de interpolagéo ¢ dada por:
N= [N1 Nz e N3] (56)

Para elementos de barra de dois nds, os componentes da matriz N assumem os valores:

E-& -1 1
-6 (1i-p 2379 (5.7)

Ni(§) =13(§) =

N e N G VI
MO =8O == gy =2t (58)

Sabendo que as coordenadas { da barra s3o validas no intervalo de 0 a [, enquanto as
coordenadas ¢ do elemento sdo normalizadas para o intervalo -1 a 1, é proposta a seguinte

expressao a fim de criar uma relagdo entre as coordenadas:
¢ =4N, + &N, (5.9)
substituindo os valores correspondentes aos termos, tem-se:

l
{=1IN, = E(l +$) (5.10)

(pois as posigdes dosnoés 1 €2 sdo {; = 0e {, = ). Dessa forma, o Jacobiano da transformagao

de coordenadas sera:

S0 AN L
=55 =l =5 (5.11)

As derivadas das fungdes de forma em relagdo a , pela regra da cadeia, serdo dadas por:

N, 9N, 0¢ N,

7 ~atar U9 g

(5.12)

5.2 FORMULACAO DAS MATRIZES DO ELEMENTO

Utilizando a equacdo desenvolvida anteriormente para o equilibrio das barras no espago
e substituindo os deslocamentos generalizados d pela expressdo (5.1) nas expressdes dos
trabalhos virtuais, pode-se afirmar que o trabalho W das forcas residuais de um elemento ¢

obtido por:
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l
W = f [o- BANSD) — G- (NSp)1dZ — q° - (N6p)IL. (5.13)
0

Reorganizando os termos da integracao, tem-se:

l
oW = <f [(AN)TBT o—NT- ﬁ]df) - 8p — (NTq*)If) . 5p. (5.14)
0

A equacao (5.14) pode ainda ser escrita da forma:

SW =f-86p— (N"q")l5 - 6p, (5.15)

em que q* ¢ o vetor dos esfor¢os concentrados atuantes nos nds do elemento, f ¢ o vetor dos
esforgos nodais residuais, e p é o deslocamento virtual.

No equilibrio tem-se que:
f-6p=(N"q")|5 - bp. (5.16)

Assim, pode-se dizer que:
f=(N"q")l; (5.17)

ou ainda:
l
f=NJq'() ~ NTq"(0) = [ [@N)BT o~ - N"]ds, (5.18)
0

sendo necessario efetuar a mudanca de coordenadas nas integragdes, mediante o uso do
Jacobiano Ji.

Definindo a matriz de rigidez tangente do elemento como:

of

ke =50, (5.19)

a partir da defini¢do do vetor dos esforgos nodais residuais, f, em (5.18), a matriz de rigidez

tangente do elemento pode ser escrita como:
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L oBT do 0q
k =f AN)T —o6 + (AN)TBT — — — - NT]d¢. (5.20)
T O[( ) ap (AN) ap  9p 1d¢

Desenvolvendo os termos nas integragdes e realizando algumas operagdes matematicas,

tem-se:

oBT 0¢ do de 0q

l
_ T rgrd90e _0q T1dg. 521
Ky fo[(AN) o+ (AN)"BT S 25— S NTag (5.21)

A partir das definigdes em (3.238), (3.240) e (3.231) chega-se a:
l
k= f [(AN)TG(AN) + (AN)TBTDB(AN) — NTLN]d{. (5.22)
0

Podendo ser reescrita como:

kr = k¢ + kg — ki, (5.23)
em que
ki = (AN)TG(AN), (5.24)
kc = (AN)TBTDB(AN) (5.25)
(S
k; = NTLN. (5.26)

Vale ressaltar que os tensores G e L que aparecem nas integrais foram definidos na secdo
3.4.4 e caracterizam os efeitos geométricos dos esforgos internos e externos atuantes no
elemento. Além disso, as parcelas K¢, K¢ e K, sdo chamadas de contribui¢des constitutiva,

geométrica e de carregamento, respectivamente, da matriz de rigidez tangente.
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5.3 EQUILIBRIO INCREMENTAL E DA ESTRUTURA

Seja A a matriz de conectividade da estrutura, ou seja, a matriz que localiza os nés de um
determinado elemento na estrutura global. A partir dessa matriz o vetor p; dos deslocamentos
nodais de um elemento j pode ser extraido do vetor r dos graus de liberdade (deslocamentos)

nodais de toda a estrutura:
pj = Ajr. (5.27)

De maneira analoga, o vetor R dos esfor¢os nodais residuais de toda a estrutura pode ser

relacionado com o vetor fj dos esforgos nodais residuais do elemento j:

n
R = Z ATE, (5.28)
i=1

Vale dizer que R € fungdo de p;j, visto que € fungdo de fj. Portanto, ¢ uma fungdo dos
graus de liberdade nodais generalizados r da estrutura, uma vez que
p; = Ajr.

A estrutura estara em equilibrio quando a resultante dos esfor¢os residuais globais for

nula, ou seja, se existir um campo de deslocamentos e empenamentos que satisfaga a condicao:
R=o. (5.29)

A equacdo (5.29) resulta num sistema de equagdes ndo lineares, cuja solugdo pode ser
obtida interativamente através do Método de Newton, arbitrando uma estimativa inicial para o

vetor r, obtendo:

pitl — i_(i_f(ﬁ)) R(r?), (5.30)

sendo rle r'*los graus de liberdade nodais da estrutura nas interagdes i e i+ 1,
respectivamente.
Utilizando algumas expressdes anteriores, a derivada parcial que surge na expressao

(5.30) pode ser reescrita da forma:

n

R 0 i
=== ZAjf,- . (5.31)
=1
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Reorganizando a expressdo acima, tem-se ainda que:

n
R 9
== = (aTf), (5.32)
=1
ou ainda,
R, 0f
g 2 AT (5.33)

j=1

Utilizando a regra da cadeia, a equagdo (5.33) pode ser reescrita como:

R _ Z“:AT of; ap,

ar . j a—plﬁ. (5.34)
=1
resultando em:
n
oR T
=== ATksa, (5.35)
=1
ou s¢ja,
OR
— =K, 5.36
or T ( )

em que Kr; € a matriz de rigidez tangente do elemento j, expressa em (5.19) € (5.23), e Kr, € a

matriz de rigidez tangente da estrutura, ambas no sistema global. Portanto, a equacdo (5.30)

pode ser reescrita como:

ri+l = ri — (K5) T R(r). (5.37)
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5.4 FLUXOGRAMA DA PROGRAMACAO

A Figura 5.1 apresenta uma sintese do funcionamento do programa desenvolvido nesta
pesquisa.

Figura 5.1- Fluxograma da Programagio

INicIO

ENTRADA DE DADOS
(PRE-PROCESSAMENTO)

DETERMINAGAO DOS
VETORES DA CINEMATICA

EMPENAMENTO

SIM | NAO

DEFORMACOES COM DEFORMACOES SEM

EMPENAMENTO

EMPENAMENTO

LEI CONSTITUTIVA
DE MATERIAL

CALCULO DAS TENSOES

DETERMINACAO DOS
ESFORCOS INTERNOS

CALCULO DA MATRIZ DE
RIGIDEZ

ATUALIZACAO DAS
COORDENADAS

REPASSE DA FORMULAGCAO
DO ELEMENTO PARA A
ESTRUTURA

NAO

CONVERGENCIA

SOLUCAO DO PROBLEMA
(EQUILIBRIO)

POS-PROCESSAMENTO

Fonte: Aut-o
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6 EXEMPLOS NUMERICOS

Este capitulo apresenta problemas classicos da literatura, cujas solugdes serdo
comparadas com os resultados obtidos através do programa desenvolvido para a implementagao
da teoria demonstrada nesta pesquisa. Além disso, estes mesmos problemas serdo modelados
em programa comercial (ANSYS), com o intuito de demonstrar a valida¢do dos resultados

obtidos.

6.1 ANALISE DA CONFIGURACAO DO EMPENAMENTO PRIMARIO NA VIGA
METALICA DE SECAO 1

Este exemplo consiste na analise da configuragdo da fungdo empenamento da secdo
transversal comparando os valores encontrados no programa desenvolvido, através da
formulagdo proposta, com os valores obtidos analiticamente através da teoria de Vlasov. O
objetivo deste exemplo € verificar se a equacdo proposta para a determina¢do do empenamento

primario esta em concordancia com a Teoria de Vlasov.
Figura 6.1 — Resultados da fung¢do empenamento de uma segéo I

Perfil CS 250x52

5 EMPENAMENTO DA SECAO
’ TRANSVERSAL
£ PONTO | VLASOV | PROGRAMA
Lg A -156,25 -156,25
o) C B 156,25 156,25
e 0,8 cm C 0,00 0,00
D 156,25 156,25
E 156,20 156,25
- 25¢cm * Valores em cm?

Fonte: Autor, 2019.

A partir da Figura 6.1 é possivel verificar que os valores obtidos para a fungdo do
empenamento primario, utilizando a formulacdo proposta na secdo 3.2.2, sdo idénticos aos

valores obtidos através da teoria de Vlasov.

62 VIGA METALICA DE SECAO I EM BALANCO, SUBMETIDA A CARGA
TRANSVERSAL CONCENTRADA NA EXTREMIDADE LIVRE

Este exemplo foi abordado por Campello (2000) e consiste num perfil metalico de secdo

I em balanco, cujas dimensdes e propriedades geométricas estdo ilustradas na Figura 6.2. Uma
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carga vertical concentrada ¢ aplicada sem excentricidade no centro de gravidade da se¢do livre,

e sua magnitude provoca grandes deslocamentos e grandes rotagdes no perfil. Para o material

adotado foram considerados £ = 20500 kN/cm? e G = 8000 kN/cm?.

Figura 6.2 — Viga engastada em balango sob flexdo

y
P =200 kN Perfil CS 250x52
X

/ E

o

[Te]

o

o 0,8 cm
I z

- 25cm

500 cm

(A carga P atuano CG)

Fonte: Campello, 2000.

Novamente a viga foi discretizada em 10 elementos em seu eixo, totalizando 11 nos

igualmente espacados, com interpolagdo linear que comportam grandes deslocamentos e

grandes rotagdes. Os resultados obtidos para rotacdes e deslocamentos foram comparados com

os resultados do Ansys através das curvas representadas na Figura 6.3 a Figura 6.5.

Deslocamentos (cm)

0 O——y

-10

-20

4]

Figura 6.3 — Deslocamentos no Eixo y

Comprimento da Viga (cm)
50 * 100 150 200 250 300
.
—

~3

—8— UX_ANSYS —@—UX_PROGRAMA

Fonte: Autor, 2019.
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Forga P (kN)

Rotacao em torno do Eixo (radianos)

250

200

150

100

50

-0,02
-0,04
-0,06
-0,08

-0,1
-0,12
-0,14
-0,16
-0,18

Figura 6.4 — Rotacdes em torno do Eixo y

Abcissa do Eixo (cm)
50 100 150 200 250

—e—RY_ANSYS —e— RY_PROGRAMA

Fonte: Autor, 2019.

Figura 6.5 — Curva de carga X deslocamento lateral

=8 Programa

0,00

2,00 4,00 6,00 8,00 10,00
Deslocamento lateral da extremidade livre {cm)

Fonte: Autor, 2019.

12,00
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Quadro 1 — Deslocamentos do CG na Secdo do Balango

Grau de Liberdade Campello (2000) Autor (2019) Izlri‘gﬁltlg:l
u, (cm) -52.301 -51.560 1,42
u, (cm) 0.000 0.000 0,00
u, (cm) 3275 -3.185 2,74
6, (rad) 0.000 0.000 0,00
6, (rad) -0.1571 -0.1550 1,34
6, (rad) 0.000 0.000 0,00
p (cm™1) 0.000 0.000 0,00

Fonte: Autor, 2019.

Neste exemplo também foram observadas diferencas percentuais inferiores a 2,75%,

confirmando que o programa desenvolvido atende aos resultados esperados.

6.3 VIGA METALICA DE SECAO I EM BALANCO, SUBMETIDA A FLEXO-
COMPRESSAO NA EXTREMIDADE LIVRE
Este exemplo consiste em uma viga de se¢do I em balango, cujas dimensodes e
propriedades geométricas estdo ilustradas na Figura 6.6. Uma carga vertical ¢ uma carga
horizontal, ambas concentradas, sdo aplicadas na extremidade livre. Para o material adotado

foram considerados £ = 20500 kN/cm? e G = 8000 kN/cm?.

Figura 6.6 — Viga engastada em balango sob flexo-compresséo

P =200 kN
X Perfil CS 250x52

5 :

B SS) e 8 o

z & © 0,8cm

P =200 kN
5
00 cm 25cm

Fonte: Autor, 2019.
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A viga apresentada neste exemplo foi discretizada em seu eixo por 11 nds igualmente
espacados, resultando em 10 elementos, com interpolacdo linear que comportam grandes
deslocamentos e grandes rotagdes. Os resultados obtidos para rotagdes e deslocamentos foram
comparados com os resultados do Ansys através das curvas representadas nas Figura 6.7 a

Figura 6.10.

Figura 6.7 — Deslocamentos no Eixo y

Comprimento da Viga (cm)

0 100 200 300 400 500
£
S -
7]
Q
=
]
E .
]
o
S
(7]
1)
a
-70
—8— ANSYS —8— PROGRAMA
Fonte: Autor, 2019.
Figura 6.8 — Deslocamentos no Eixo z
Comprimemto da Viga (cm)
0 100 200 300 400 500
08
-0,5
— -1
E
S -15
i
g =2
5 2,5
E Ty
g 3
[=]
% -3,5
1]
Q 4
4,5

—8— ANSYS —&— PROGRAMA

Fonte: Autor, 2019.
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Figura 6.9 — Rotacdes em torno do Eixoy

Comprimento da Viga (cm)

o
8

200 300 400 500

-0,02
-0,04
-0,06
-0,08

-0,1
-0,12
-0,14
-0,16
-0,18

-0,2

Deslocamentos (radianos)

—&— ANSYS —8— PROGRAMA

Fonte: Autor, 2019.

Figura 6.10 — Curva de carga X deslocamento lateral

200

160

120

80

Forga P (kN)

40
+Programa

000 050 1,00 150 200 250 3,00 350 400 450

Deslocamento lateral da extremidade livre

Fonte: Autor, 2019.

Mais uma vez foram observadas as diferencas de aproximadamente 1,55% entre os

resultados comparados.
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6.4 FLAMBAGEM LATERAL DE CHAPA RETANGULAR EM L

Este exemplo analisa uma chapa retangular em L, engastada em uma extremidade e livre
na outra, submetido a uma carga horizontal aplicada na sua extremidade livre. As propriedades

geométricas e dimensdes do problema sdo apresentadas na Figura 6.11.

Figura 6.11 — Chapa retangular em L engastada em balango

Parametros
de material:

E = 71240 N/mm?

v =0.31
b =30 mm b lk:: 2%
h = 0.6 mm
b L =240
P

| T~

7t L _

h X

Fonte: Adaptado de Simo, Fox, & Rifai, 1990.

Por fim, a viga apresentada neste exemplo foi discretizada em seu eixo por 21 nds
igualmente espagados, resultando em 20 elementos. Os resultados obtidos para os
deslocamentos laterais foram comparados com os resultados obtidos por Wriggers e Gruttman

(1993), através das curvas representadas na Figura 6.10.

Figura 6.12 — Curva de carga X deslocamento lateral

Prrir = 1.123
Crit Perir = 1.40
(WRIGGERS & GRUTTMANN, 1993) Estabilidade da chapa L
25 7 :
A% N S O O
t —r— Present | H # !
i ©ogoa Siino etial. ;
frem T T S S S S St arar- ¢ — =)
Al . . 2 /
_a_.a.—a——q—-ﬂ—i H H E
el T e T (T M S Qg‘; /
A s 5 -
AR SO S ORI S S 16 ol
L e fommedeeeen e
H H ' J
00 | i ] | 1
0O 10 20 30 40 50 60 70 ! i N _ .
u3 [mm] -5 5 15 25 35 45

Deslocamento lateral na extremidade livre (mm)

Fonte: Autor, 2019.
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Figura 6.13 — Configuragdo deformada da chapa em L

CARGA APLICADA

P = 0.00N

P=140N

P=158N

Defrmation | x4]: Displacemant of Resulis Nodes, sip 1

Deformation ( x4): Displacement of Results Nodes, step 72.

——

Defarmation { x4): Displacernant of Resuls Nodes, sip 77

Fonte: Autor, 2019.

A Figura 6.13 apresenta as configuracdes deformadas do poértico ilustrado na Figura 6.11.

E possivel observar que quando a carga P esta na iminéncia de 1.4 N a estrutura comega a

apresentar o efeito da flambagem lateral. E importante mencionar que os valores dos

deslocamentos apresentados na Figura 6.13 estdo numa escala correspondente a quatro vezes o

valor obtido para facilitar a interpretacdo grafica do comportamento da estrutura.

Percebe-se que a formulagdo com empenamento conferiu a estrutura analisada uma carga

critica um pouco maior do que a formulacao utilizada pela literatura sem considerar o efeito do

empenamento. No entanto, o caminho da solugdo apresenta uma instabilidade inicial, com

pequenos deslocamentos contrarios ao esperado. Logo, estes resultados indicam a necessidade

de realizar ajustes no programa desenvolvido.
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7 CONSIDERACOES FINAIS

7.1 CONCLUSOES

As formulagdes apresentadas nesta pesquisa foram originalmente mostradas por
Campello (2000). Em relagdo a demonstracao da formulacdo, foram encontradas as mesmas
equacdes da pesquisa utilizada como principal referéncia. No entanto, esta pesquisa deixa duas
principais contribui¢des: (i) propde um procedimento diferente para a determinagdo das
propriedades geométricas e setoriais, através de um algoritmo numérico que particiona a se¢ao
transversal em elementos retangulares e (i) demonstra detalhadamente a formulacdo de vigas,
com o objetivo de facilitar a compreensdo do leitor, e sua implementagdo computacional.

No que se refere ao estudo do equilibrio da estrutura em analise, a formulagdo
implementada apresentou resultados consistentes nas deformagdes e deslocamentos, tomando
como parametros de convergéncia a energia do sistema e o mdédulo do vetor de forca residual.

Para todos os exemplos propostos, foi verificada uma diferenga inferior a 2,75% nos
resultados numéricos obtidos pelo programa implementado, quando comparados com os
resultados apresentados pelo Ansys e com as teorias classicas da Resisténcia dos Materiais.
Desta forma, pode-se afirmar que a pesquisa desenvolvida atingiu os objetivos ¢ o programa
desenvolvido opera em conformidade com as teorias classicas da literatura.

Durante a analise da pesquisa, também foram observados valores com sinais negativos na
diagonal principal da matriz de rigidez geométrica. Na matriz constitutiva, estas mesmas
posigdes na diagonal principal apresentaram valores positivos ¢ na obtencdo da matriz de
rigidez total da estrutura, nestas mesmas posicdes, a resultante da soma das matrizes de rigidez
geométrica, constitutiva e da carga externa, resultaram em valores positivos.

Em relagdo ao estudo do empenamento primario da secdo transversal para a teoria
demonstrada nesta pesquisa, a formulacdo proposta, que utiliza um método genérico de
integracdo por areas através do particionamento da se¢do transversal em retangulos, apresentou
resultados consistentes e satisfatorios quando comparados com os resultados obtidos no pela
teoria de Vlasov, tanto no calculo das propriedades setoriais, quanto para a geometria da secdo
empenada. Porém, ao inserir a equagdo do estudo do empenamento secundario, apesar da
configuragdo deformada na segdo transversal se apresentar geometricamente consistente, os

valores obtidos ndo apresentaram convergéncia quadratica ou ndo convergiram.
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7.2 SUGESTOES PARA TRABALHOS FUTUROS

Pretende-se em pesquisa futura, realizar uma demonstragdo detalhada da formulagdo da
matriz de rigidez constitutiva, considerando os termos de ordem superior que foram
desprezados na presente pesquisa, bem como a dedugdo do tensor G, que constitui a matriz de
rigidez geométrica, a fim de verificar a existéncia de termos negativos e o estudo aprofundado
da equacdo para analise do empenamento secundario. Ainda pesquisas futuras, pretende-se
utilizar a formulacdo de elementos de barras implementada nesta pesquisa em conjunto com as

formulag¢des de contato mecanico.
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APENDICE A

Neste anexo serdo apresentados os resultados para a derivacdo em relagdo ao tempo das

fungoes auxiliares h(6) definidas pelas equagdes (2.31) a (2.39).

cos6(0.0) —senff (1 — 2sen?(6/2))(6.0) send(0.0)
92 = 02 - 03

1 h(0) .

= (h3(8) — h2(6))(6.6)

h:l ) =

(0.1)

2sen(0/2) cos(0/2) 6 (6%/4) — sen®(6/2)(0.6)
0% /4

sen6(0.69) 2 sen’ (%) (6.6)
63  2(60/2)%6? 0.2)

h(6) 2hy(0)\, |
:(192 - ;2 >(0'B)

}iz(e) =

= h(6)(6.0)

(1-1(6))2(6.6)
o 03)
= (hs(8) — h2(6))(6.8) — 2 hy(6)(6.6)

= (h,(0) —3 h3(6))(0.6)
= hs(6)(6.0),

}i3(9) = h'1(9) -
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