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Resumo

Este trabalho consiste em estudar as formulacdes das cascas sem e com curvaturas iniciais
desenvolvidas por Eduardo M. B. Campello em seu doutorado, sob orientacdo de Paulo de
Mattos Pimenta e, implementar um programa computacional na plataforma C para simulacdo
de diversos exemplos encontrados na literatura. Sdo consideradas equacdes constitutivas
hiperelasticas para ambos os modelos. As formulaces sdo implementadas em linguagem C
utilizando o Método dos Elementos Finitos. A partir do programa desenvolvido, sao
apresentados resultados para os exemplos classicos presentes na literatura, para ilustrar a
validade das teorias. Os resultados obtidos sugerem que as formulagOes apresentam
desempenho satisfatério para os exemplos analisados. Pode-se mencionar como contribuicédo
deste trabalho, a apresentacdo de novos resultados de exemplos simulados com as duas
formulagbes e uma discussdo comparativa.

Palavras chave: Analise Nao Linear, Método dos Elementos Finitos, Teoria de Casca,

Materiais hiperelasticos.



GOMES, Gustavo Canario, Nonlinear Finite Element Formulation Analysis for shells with and
without initial curvatures with hyperelastic materials. 129f. 2019. Dissertation (Master in
Structural Engineering) - Polytechnic School, Federal University of Bahia, Salvador, 2019.

Abstract

This work consists of studying the formulations of shells without and with initial curvature
developed by Eduardo M. B. Campello in his doctorate, under the orientation of Paulo de
Mattos Pimenta, and to implement a computational program on C platform to simulate several
examples found in the literature. Hyperelastic constitutive equations are considered for both
models. The formulations are implemented in C language using the Finite Element Method.
From the developed program, results are presented for the classic examples present in the
literature, to illustrate the validity of the theories. The obtained results suggest that the
formulations present satisfactory performance for the analyzed examples. It may be mentioned
as contribution of this work, the presentation of new results of simulated examples with both
formulations and a comparative discussion.

Keywords: Nonlinear Analysis, Finite Element Method, Shell Theory, Hyperelastic

Materials.
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1 Introducéo

A mecanica computacional tem por objetivo principal representar e analisar de forma
precisa estruturas reais em modelos fisicos virtuais. Para conseguir realizar esta representacao
e analise, existem alguns tipos bésicos de elementos, sendo alguns destes: cascas, placas,
solidos, trelicas, vigas, etc. Dentre os diversos tipos, o presente trabalho tem como objetivo
verificar e demonstrar duas formulacdes tensoriais para um elemento de casca ndo linear de seis
parametros (trés deslocamentos e trés rotacdes) e, posteriormente, analisar qual formulacao
apresenta melhores resultados com relagdo aos deslocamentos, quando comparados com
exemplos classicos da literatura. Vale ressaltar que a primeira formulagdo apresentada possui
uma configuracdo inicial planificada e, a segunda formulacdo apresenta uma configuracao
inicial com curvatura.

O estudo de cascas remontam os trabalhos de Mlle. Sophie Germain, de G. R. Kirchhoff
e de Lord Kelvin, conforme apresentado por Reismann (1998). Em relacdo ao modelo de casca
com seis parametros, conforme apresentado por Birsan e Neff (2014) pode-se citar como autor
original Eric Reissner em “Linear and nonlinear theory of shell” (FUNG, SCHLER, 1974). A
teoria de seis parametros foi subsequentemnte desenvolvida, podendo-se citar como trabalhos
importantes os livros de Libai e Simmonds (1998) e Chroscielewski, Makowski,
Pietraszkiewicz (2004), além de outros trabalhos de um periodo relativamente préximo em
relacdo ao desenvolvimento da teoria como os de Libai e Simmonds (1983), Makowski,
Chroscielewski e Stumpf (1992).

Ao longo dos anos a teoria de cascas nao lineares de seis pardmetros apresenta um
namero consideravel de avangos, podendo-se citar os trabalhos de Chréscielewski, Kreja, Sabik
e Witkowski (2010) para cascas formadas por compdsitos em multicamadas, Campello,
Pimenta e Wriggers (2007) e Burzynski, Chroscielewski e Witkowski (2014) para cascas com
materiais elastoplasticos, Campello, Pimenta e Wriggers (2008) para cascas submetidas a
regimes dindmicos, Birsan e Neff (2014) na verificagdo de minimizadores de energia em cascas
geometricamente ndo lineares com drilling, entre diversos outros trabalhos em publicagdes
sobre mecénica computacional ou sobre estudo de formulagfes de cascas, como nos anais da
conferéncia Shell Structures: Theory and Applications, com edicdo de Pietraszkiewicz e Gorski.

Dentro da vasta gama de autores e teorias abrangidas pelo modelo de seis parametros, o
presente trabalho dedicou-se inicialmente a analisar a apresentada no artigo “A triangular finite
shell element based on a fully nonlinear shell formulation”, escrito por Campello, Pimenta e

Wriggers (2003), e, posteriormente, analisar a teoria com a adigdo da possibilidade de



elementos inicialmente curvos, um dos frutos do trabalho mais abrangente apresentado na tese
de doutorado intitulada “Modelos ndo-lineares de casca em elasticidade e elastoplasticidade
com grandes deformacdes: teoria e implementacdo em elementos finitos” de Campello (2005).
Estas teorias foram escolhidas pois, conforme observado na literatura consultada, mostram-se
as mais simples, efetivas e abrangentes para casca com materiais hiperelésticos. O trabalho
também foi escolhido como referéncia pois este apresenta ainda modelos com variacdo de
espessura e elastoplasticidade, além de posterior desenvolvimento em relacao a parametrizacédo
das rotacGes por Moreira (2009) e de algoritmo dindmico por Campello, Pimenta e Wriggers
(2008), contendo assim uma vasta possibilidade de desenvolvimento de métodos associados ao
contato mecanico em trabalhos posteriores.

Em relacdo as teorias, estas foram formuladas completamente em um modelo
Lagrangiano, utilizando seis parametros (trés deslocamentos e trés rotacbes), com consideracdo
cinemética da teoria de Reissner-Mindlin. Esta consideracdo leva em conta o efeito de
deformac0es por esforgos cisalhantes ao longo da casca.

As teorias associam tensfes e deformacBes das secOes transversais, simplificando a
obtencdo das equacbes de equilibrio e, através da linearizacdo do equilibrio da casca, se
encontram formas bilineares simétricas para materiais hiperelasticos (modelos materiais
elasticos com curva tensdo-deformacdo ndo linear) e cargas conservativas (CAMPELLO,
PIMENTA, WRIGGERS, 2003).

A ndo linearidade abrangida pelas teorias leva em conta tanto a parcela geométrica
guanto a parcela fisica. A parcela geométrica se refere a influéncia do deslocamento da estrutura
no seu equilibrio. Esta contribuicéo é conhecida na area de calculo estrutural como efeitos de
segunda ordem, onde o deslocamento da estrutura afeta a condigdo de carga, gerando assim
uma ndo linearidade. Por sua vez, a parcela fisica se refere a uma relacéo tensao-deformacao
ndo linear na fase elastica para um material, ou seja, 0 mesmo ndo mais é elastico perfeito. Os
materiais que possuem essa caracteristica de ndo linearidade na fase elastica sdo conhecidos
como hiperelasticos. Foram utilizados no presente trabalho os seguintes modelos de materiais
hiperelasticos:

e Material Neo-Hookeano: Modelo material hiperelastico ideal para grandes
deformacdes.
e Material de Saint-Vennant-Kirchhoff: Modelo material hiperelastico ideal

para pequenas deformacoes.



Em relagdo a estrutura do trabalho, em primeiro momento se realiza uma apresentacéo
de alguns conceitos da parametrizacdo de rotagdes. Em segundo, é detalhado o modelo de casca
sem curvatura inicial, apresentando-se a estatica e a dinamica da casca, determinando as formas
do tensor das transformacdes, vetores de esforgos internos e externos, equacdes de equilibrio e
forma tangente bilinear. Ainda dentro deste modelo, se apresentam os materiais hiperelasticos,
suas respectivas energias especificas de deformacéo e a aplicagdo destes modelos na teoria da
casca. Em outro momento, é detalhado o modelo com curvatura inicial, utilizando-se a légica
de subdivisdo de capitulos similar ao modelo sem curvatura inicial. Apos a apresentacdo dos
modelos, comenta-se sobre a adicdo da rigidez ficticia (drilling), sobre o elemento finito
utilizado e, por Gltimo, sdo trazidos exemplos para analisar os objetivos popostos pelo trabalho.
Ainda em relacdo a estrutura, ndo existe um capitulo relativo a algebra vetorial e célculo,
esperando que o leitor esteja familiarizado com os conceitos basicos destes assuntos.

Vale ressaltar que a formulacgdo aqui apresentada foi escolhida uma vez que os autores
do artigo afirmam que ela ndo apresenta o problema de travamento (também conhecido como
“shear-locking” (COOK, MALKUS, & PLESHA, 1989)), muito comum em formulacdes de

casca aplicadas a elementos finitos.



2 Parametrizacdes finitas

O presente capitulo possui como enfoque o estudo da rotagdo de um ponto no espaco,
utilizando o tensor das rotacdes de Euler-Rodrigues.

O estudo da rotagdo no espaco, que se encaixa no escopo do presente trabalho, é regido
pelo teorema fundamental de Euler que afirma:

“O deslocamento de um corpo rigido com um ponto fixo é uma rotacdo em torno de um
eixo que passa através daquele ponto. ”

O teorema de Euler assume assim a necessidade de um eixo de rotagdo e uma magnitude
de rotacdo (o angulo de rotacdo), sendo a caracterizacdo destes elementos o enfoque da

demonstracdo do tensor utilizado para a parametrizacao das rotacGes adotado.

2.1 Tensor das rotacoes

O tensor das rotagdes possui diversas formas de representacdo. Dentre as possibilidades
sera dado enfoque a forma generalizada de Euler-Rodrigues, por esta ser utilizada por
Campello, Pimenta e Wriggers (2003) no artigo base, de forma a definir a formulacdo do
elemento de casca apresentado. Para o aprofundamento nas outras diversas formas de
parametrizacdo é recomendado o trabalho de Moreira (2009).

O inicio do estudo do tensor das rotacGes se encontra na definicdo matematica da rotacao
em si. Uma rotacdo pode ser caracterizada por um tensor ortogonal pertencente ao grupo
designado por SO(3) (Special Orthogonal Group) (MOREIRA, 2009), conforme definido em
(2.1).

S0(3)= {Q: R - R3|QQT =1 Adet(Q) = 1}. (2.1)

A condicdo QQT =1 gera seis condigbes de ortogonalidade que permitem a
representacdo de Q por apenas trés valores independentes. As formas de representacao do tensor
Q sdo das mais variadas, podendo ser realizada utilizando o vetor das rotagdes, quatérnions, 0s
angulos classicos de Euler, etc.

A nocéo do tensor das rotacGes seré realizada a seguir de forma vetorial, ja que esta se
mostra como a maneira de melhor percepcdo visual. Posteriormente, sera generalizada a

formulacéo e apresentada a parametrizacdo tomada como padrao.

Figura 1 — Rotag&o de um vetor



Fonte: Adaptada de Moreira, 2009
O deslocamento de um corpo rigido qualquer no espaco se inicia pela defini¢do de um

ponto fixo O, que serd tomado como o ponto foco da rotacdo. A rotacdo em questdo sera
analisada considerando-se um ponto P que sofre uma rotacdo qualquer em relagéo ao ponto
fixo. O ponto P é definido pelo vetor posi¢do a, como apresentado na Figura 1. Levando em
conta o teorema de Euler, se pode afirmar que a rotacao do vetor a pode ser definida em funcéo
do vetor unitario e na direcdo do eixo de rotacdo e do angulo de rotacdo 6, sendo estes 0s
parametros de rotacao.

Anteriormente a caracterizacdo do vetor que define a posicdo final do ponto P apos a
rotacdo, é necessaria a definicdo de um sistema de coordenadas que comporte as analises
geomeétricas que serdo utilizadas para a obtencao dos vetores definidores do vetor posicao final
pos-rotacdo, denominado de b. O sistema adotado possui 0s vetores unitarios i, j e k, como
eixos, estando k na direcdo de e. O vetor j por sua vez é tido como ortogonal ao plano criado

por a e e, podendo ser obtido por

exa exa exa

lle x all llellllallsena |la|| sena

sendo o o angulo entre e e a. O vetor i, por sua vez, é obtido pelo produto vetorial entre k e j
i=jxk=jXxe, (2.3)
Definido o sistema de eixos, 0 vetor que caracteriza a localizacdo do ponto P apés a
rotacdo pode ser descrito como

b=a+r+s+t. (2.4)

Para a definicdo do vetor b se mostra necessaria a definicdo dos vetores componentes

do mesmo, sendo esta realizada a seguir em funcédo de a, 8 e e. Os vetores apresentados a seguir



foram obtidos pela observagdo das relagdes geométricas presentes na Figura 1 e considerando
que r e t sdo paralelos a i e que s é paralelo a j.

r=ex(exa)=—|alsenai, (2.5)
s = (exa) =|a|lsenaj, (2.6)
t=—(ex(exa))=lalsenai, (2.7)

A equacdo (2.4) pode ainda ser reescrita em funcdo das projecGes radiais na

configuracdo rotacionada dos vetores s e t como:

b=a+r+s +t", (2.8)

onde
s* =senf s = senf (e X a), (2.9)
t"=cosft= —cosf (ex(exa)). (2.10)

Substituindo-se as equacdes (2.5),(2.9) e (2.10) na férmula (2.8) para b, se obtém

b=a+ex(exa)+send (exa)—cosh (ex(exa))=

(2.11)
=a+senf(exa) + (1 — cos@)(e x (e x a)).
O produto vetorial e x a pode ser representado como
e,a; — eza,y 0 —e3 (=) a;
exa= [e3a1 - e1a3] = [ e3 0 —81] [az = 0a (2.12)
e1a, —eaq —ey eq 0 as
e
ex(exa)=ex(0a)=0%a, (2.13)
onde
0 —e3 e,
0=| e; 0 —31]. (214)
—ey eq 0
Em (2.14), 0 é o tensor antissimétrico com vetor axial e ou seja,
0 = skew(e). (2.15)
Substituindo (2.12) e (2.13) na expresséo (2.11), tem-se
b =a+ senf Oa + (1 — cos6)0?a. (2.16)
Simplificando, tem-se
b=[I+send 0+ (1— cosf)0?] a=_Qa, (2.17)

onde



Q=1+senf 0+ (1— cosH)0>. (2.18)

Desta forma, de (2.17) e (2.18) pode-se escrever a seguinte expressdo conhecida de Euler-

Rodrigues
b = Qa. (2.19)

Outra forma geral de se escrever o tensor de Euler-Rodrigues é

Q=1+b0+(1-a)0? (2.20)
sendo
b = senf (2.21)
e
a = cosé. (2.22)

2.2 Parametrizacédo de Euler
No presente trabalho, seré utilizada a parametrizacdo de Euler. Segundo (MOREIRA,
pag. 50-51, 2009), esta € mais evidente e possui como parametros:

b = sen®, (2.23)
a = cosé, (2.24)
x =0 = Oe, (2.25)
x=6=18], (2.26)

sendo x € um vetor de direcdo coincidente com o eixo de rotacdo e, com norma 6. Desta forma,
de (2.25) e (2.26), pode-se parametrizar o vetor diretor de giro e como

_ 6 (2.27)
el

Devido a escolha da parametrizacdo de Euler, serdo definidos alguns coeficientes

e

presentesem Q, I', T , (sendo so dois Gltimostensores adicionais de rotacéo que aparecerdo em
outras parcelas) conforme equacg0es a seguir.
h=1; (2.28)
senf (2.29)
6 )
1—cosf 1(sen6/2 2_ (2.30)
62 2\ 6/2 ]’

h.(0) =

h,(8) =
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ha(6) = - ‘:51 : _1- ;zzl(e); 2.31)
hy(o) = M ;22’12(0) | 232
hs(0) = 120 ;23h3(9) ; (2.33)

ho(0) = 12O~ he é? ~ 4ha(0) .
ho(6) = 22 ;25h5(9) ; (2.35)
hg(6) = ho(6) = 0. (2.36)

2.3 Tensor das rotacOes utilizando a parametrizagéo de Euler
Definida a paramerizacdo a ser utilizada, o tensor das rotacfes pode ser reescrito em
funcdo da mesma. Desta forma, o tensor antissimétrico o tensor 0, relativo ao vetor axial de

giro da rotagdo, assumira a forma:

O _e3 ez @
0=|e3 0 —e =7 (2.37)
—82 81 O
O tensor de rotacdo assumira entdo o formato:
senf (1 - cos8)
=1 2 2.38
Q=I+——0+—"F7>p—6% (2.38)
sendo
0 -6, 6,
0 = skew(0) = [ 03 0 —01]. (2.39)
_92 91 O

2.4 Vetor axial da velocidade angular
Considere inicialmente um vetor de eixo de rotacdo 6. Sendo € a norma do vetor 8 ou

seja, 8 = ||@]|,se pode escrever que:
62 =0-0. (2.40)

A derivada da norma em relacédo a dois eixos coordenados que compdem um plano a

sera obtida como:
200=0-0+6-6. (2.41)
Sendo a equacdo (2.41) composta por produtos escalares:

200 =2(0-0). (2.42)
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Isolando 6:
.1 .
6=-(0-9). (2.43)
Considere agora o tensor das rotagoes:
Q =1+ h(6)0 + h,(6)6?, (2.44)

Derivando o tensor das rotagdes em relacdo ao tempo e levando em consideragéo a regra da

cadeia, temos:

Q = h,(0)00 + h,(0)6 + h,(0)66? + h,(0)(006 + 60). (2.45)
Reorganizando os termos:

Q = h.(0)0 + h,(0)(60 + 00) + h,(8)00 + h,(8)602. (2.46)

Substituindo a derivada 6 apresentada na equaco (2.43) na equacio (2.46) se obtém que

: . . .\ h . h :
Q= h1@+h2(@0+@@)+Fl(0-0)@+?2(0-0)02. (2.47)

De forma similar a (MOREIRA, pag. 46, 2009), se define o tensor das velocidades

angulares como.
0 =04Q", (2.48)

Devido a demonstracdo extensiva deste novo tensor, esta sera suprimida do presente trabalho.
Vale ressaltar que a demonstracao utiliza as seguintes propriedades de tensores anti-simétricos
(MOREIRA, 2009):

oT = —o, (2.49)
03 = —920, (2.50)
0* = —0202. (2.51)

O tensor das velocidades angulares é calculado como:
. . . 1 .
2 ="h0+h,(00—-60)+ (h— h) o3 (6-0)0. (2.52)

De forma analoga ao apresentado por Moreira (2009), o vetor axial das velocidades angulares

sera dado por:
. . 1 .
w = axial(®) = h16 + ;00 + (h—hy) o3 (6-0)e. (2.53)
Representando o produto escalar como um produto entre vetores:

. . 1 .
w = axial(2) = h,0 + h,00 + (h — h;) ﬁe(eTe). (2.54)
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O produto entre vetores 80Tsera computado como:

0 67 6.0, 6,65
BBT = [02] [91 92 93] = 9192 922 9293 . (255)
05 0.0; 0,0; 62

Utilizando a equacéo (2.37) e considerando que

_922_93% 9192 0193
@2 = 6162 _912_633 9293 (256)
9193 9293 _912_022
e
1 0 0
021 = (0 +02+62)(0 1 0| (2.57)
0 0 1
0 produto apresentado em (2.55) é equivalente a:
00" = 02 + 6°I. (2.58)

Voltando a demonstracdo do eixo do giro especifico do diretor, e levando em

consideracdo a equivaléncia do produto, tem-se:
w = axial(2) = h,0 + h,00 + (h — h1)0—12 (6% + 6216 (2.59)
ou:
. . 1 .
w = axial(2) = h® + h,00 + (1 — h;) 5020. (2.60)
Colocando @ em evidéncia, temos:
w = axial(R2) = T8, (2.61)
onde:
I'=h+h,0 + h;62 (2.62)
Utilizando a parametrizacdo de Euler (equacéo (2.26)), tém-se:
r=1I+h,0 + h;0? (2.63)
2.5 Vetor axial das deformac6es especificas

Considere inicialmente um vetor de eixo de rotagdo 8. O quadrado da rotagéo ao longo

deste eixo é dado por:
62=06-8. (2.64)

A derivada do quadrado em relacdo a dois eixos coordenados ¢, que compdem um plano, sera

obtida como:
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2(62
©) =200,=60,-60+6-0,. (2.65)
0
A equacdo (2.65) é composta por produtos escalares e, consequentemente pode ser reescrita
como:
200, =2(0-0,). (2.66)
Isolando 8 ,, tém-se
1
O =75 (6-6,). (2.67)

Considere agora o tensor das rotacdes, definido em (2.44) e aqui retomado
Q=1+h,(0)0 + h,(6)6>. (2.68)

Derivando o tensor das rotacdes em relacdo aos dois eixos coordenados &, que compdem 0

plano e levando em consideracdo a regra da cadeia, temos:

Qo =h14(0)0,0 +hi(0)0 4+ h,,(0)0,0%+ hy,(0)(0,0 + 00 ,). (2.69)
Reorganizando os termos:

Q. =h(0)0,+h,(0)(0,0+00,)+h, ,(0)0,0 + hy,(6)0,0° (2.70)

Substituindo a derivada 6, , apresentada na equagéo (2.67), na equagéo (2.70):

h h
Qu=h0u+hy(0.0+00,)+—%(0-0,)0 +—5(6-0,)0" (2.71)
De forma similar a Moreira (2009), onde se define o tensor das velocidades angulares,
se define o tensor de giro especifico do diretor de um plano como:
K,=Q,Q". (2.72)
Devido a demonstracdo extensiva deste novo tensor, esta sera suprimida do presente trabalho,
sendo recomendado a leitura em Moreira (2009). Vale ressaltar que a demonstracéo utiliza as
seguintes propriedades de tensores anti-simétricos descritas em (2.49), (2.50) e (2.51)
A partir da equacdo (2.72) e substituindo nesta as equacodes (2.71) e
QT =1-h,(0)0 + h,(6)6?, (2.73)

o tensor de giro especifico do diretor sera calculado como
1
K,=h0,+h,(00,—0,0)+ (h- hl)ﬁ (6-0,)0. (2.74)

De forma analoga ao vetor axial de giro do tensor das velocidades angulares em
(MOREIRA, pag. 47, 2009), o vetor axial de giro do tensor de giro especifico do diretor sera
dado por:
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Kk, = axial(K,) = h,0 4 + h,00 , + (h — ) 53 (e 6.,)o. (2.75)
Representando o produto escalar como um produto entre vetores:
Ky = axial(Ko) = hiBo +h;00,, + (h—hy) 55 e(eTe <) (2.76)
Os tensores e vetores componentes deste vetor encontram-se em (2.39), (2.55), (2.56) e (2.57).
Apos diversas manipulagdes, encontra-se o vetor axial de giro do tensor de giro especifico do
diretor como
Kk, = axial(K,) = h@ , + h,00 , + (1 — hy) —@2 (2.77)
Colocando 8 , em evidéncia, temos:
K, = axial(K,) =TI0 ,, (2.78)
onde
r'=h+h,0+ h;07, (2.79)
Utilizando a parametrizagéo de Euler resulta em:
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3 Equacbes constitutivas

O presente capitulo apresentara uma breve revisdo das equacdes contitutivas dos
materiais hiperelasticos. Em primeiro momento sera dada uma definicdo geral de materiais
hiperelasticos, sendo demonstrado em seguida a relagdo estabelecida entre tensores de tenséo e
a funcdo energia de deformacdo. Esta demonstracéo perpassara conceitos referentes a energia
do fenomeno de deformacgdes. Em Gltimo momento, serdo apresentadas as fungdes energia de

deformacéo para materiais Neo-Hookianos e de Saint Vennant.

3.1 Materiais hiperelasticos

O estudo das relagbes tensdo-deformacdo de materiais durante a graduacédo
usualmente se limita ao estudo de materiais com comportamento linear na fase elastica, nao
sendo vista a notacdo tensorial para descrever o fenémeno. Na pratica, no entanto, grande parte
dos materiais apresentam curvas de tensao-deformacgdo com comportamento néo linear na fase
elastica, ou seja, embora os materiais recuperem as deformacdes apds a retirada de
carregamento aplicado na fase elastica, estes possuem curvas ndo lineares, sendo estes

denominados materiais hiperelasticos. Este comportamento é ilustrado pela figura a seguir.

Figura 2 - Curva tensdo-deformacao para modelo eléstico de ensaio de tragdo uniaxial: a)ndo-linear;
b) linear

o g
4

Fonte: Adaptada de Pimenta, 2006.

3.2 Relagbes constitutivas elésticas ndo lineares

As relacgBes constitutivas hiperelasticas sdo expressas com base em uma funcédo de
energia de deformacgdo especifica (), sendo tomada como potencial para as tensfes
(PIMENTA, 2006).

A correlagdo entre a energia de deformacéo especifica e fungdo do segundo tensor
de Piola-Kirchhoff pode ser expressa em funcdo do tensor de deformagdes de Cauchy-Green

(C) como
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oy
=2
oC’
conforme apresentado por Ogden (apud BANDEIRA, 2001.

A determinacdo do segundo tensor de Piola-Kirchhoff pode também ser realizada em

S (3.1)

funcéo do tensor de deformacdes de Green-Lagrange, assumindo a seguinte forma:
Ly

=5

A funcéo de energia de deformacdo especifica, por sua vez, pode possuir diferentes

S (3.2)

formas de dependéncia em relagdo as deformacfes. No caso do material de Saint-Venant-
Kirchhoff, apresentado por Campello, Pimenta e Wriggers (2003) e discutido em uma se¢éo
futura, a funcdo de energia é parametrizada diretamente em funcéo do tensor das deformacdes
de Green-Lagrange. No caso do material Neo-Hookiano, funcdo de energia é parametrizada em

funcdo dos invariantes I;, I, e J:

= lTJ( I, I,]), (3.3)
onde
I, =1:C,
1
= —]1: 2 34
I =51:C? (3.4)
J = detF.

A relacdo apresentada na equacdo (3.1) assumira a forma

oy <a¢% oy 3, awa]>’

S a1, aC T a1, 3¢ T 3y ac

= (3.5)

3.3 Material Neo-Hookiano de Ciarlet-Simo

Os materiais hiperelasticos podem possuir os mais diversos modelos, sendo possivel
citar os de Mooney, Mooney-Rivlin, Ogden, Yeoh, Gent, Yeoh-Fleming, Saint-Venant-
Kirchhoff e Neo-Hooke. Um dos materiais adotados possui como modelo o material Neo-
Hookeano, devido a capacidade de representacdo de grandes deformacdes.

Um material Neo-Hookeano poli-convexo simples, segundo Simo e Hughes (1991),

pode ser representado pela funcao energia especifica de deformacéo

1.1 1
W) =72 5(/2 —D-Injl+oullh —3-2In)), (3.6)

onde Aeusdo constantes conhecidas como as constantes de Lamé e sdo determinadas
experimentalmente ou sdo obtidas a partir do modulo de elasticidade (E) e do coeficiente de

Poisson (v) por:
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A= i : 37

S A+v)A-2v)’ 3.7)

_E (3.8)
K=o +vy

3.4 Material de Saint-Vennant-Kirchhoff

O material de Saint-Vennant-Kirchhoff se trata do modelo de material hiperelastico
desenvolvido para analisar corpos submetidos a pequenas deformacBes. A formulacdo do
material assume que as configuracOes de referéncia e corrente séo aproximadamente
coincidentes, ja que existem apenas pequenas deformacoes.

O material de Saint-Vennant-Kirchhoff, sequndo Ciarlet (1988), possui a sua energia

especifica de deformagao expressa por
1
W(E) = -4 E)? + u(E: E), (3.9)

sendo E o tensor das deformac6es de Green-Lagrange.
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4 Formulacéo tensorial de casca espessa ndo linear sem variacao de espessura
4.1 Introducéo

O presente capitulo apresentaréd a formulacdo do elemento de casca espessa nao linear
sem variagdo de espessura. Esta formulagdo foi inicialmente apresentada por Campello,
Pimenta e Wriggers. (2003)

O autor assume que o leitor possui conhecimento prévio sobre 0s campos da mecanica
dos solidos e algebra tensorial, sendo apresentados conceitos adicionais ou relembrados alguns
conceitos basicos (ao longo do corpo principal do trabalho, ou anexos), conforme seja
necessario para melhor compreensao por parte do leitor.

A estruturacdo do capitulo segue a seguinte sequéncia: descricdo das consideracdes
feitas ao se considerar uma casca espessa (teoria de Reissner-Mindlin); descrigdo da cinematica
da casca ao se movimentar entre configuracdes; estética da casca; equilibrio da casca; descricdo
de comportamento de tensdes, utilizando as equacdes constitutivas hiperelasticas Neo-hooke e

Saint-Vennant.

4.2 Teoria de cascas espessas de Reissner-Mindlin
Dentro das formulacBes de casca existentes, duas possiveis teorias representam uma
subdivisdo em relacdo as consideracdes de espessura (AJEJE, 2009). A primeira trata-se da
teoria de cascas finas, denominada teoria de Kirchhoff-Love, ndo sendo esta o enfoque do
presente trabalho, sendo apenas citada a diferenca desta em relacdo a teoria objetivada no
presente capitulo. A segunda teoria, enfoque principal deste capitulo, trata-se da teoria de cascas
espessas de Reissner-Mindlin.
A teoria de cascas espessas de Reissner-Mindlin, conforme apresentado por Ajeje
(2009), se baseia em trés hipoteses, sendo estas:
1. Todos os pontos contidos em uma reta normal ao plano médio ttm o mesmo
deslocamento transversal,
2. Atensdo normal na direcdo transversal € desprezavel;
3. Retas normais ao plano médio da casca indeformada permanecem retas, mas nao
necessariamente normais ao plano médio, apos a deformagéo.
A terceira hipGtese apresentada acima € a hipétese que diferencia as teorias de cascas
espessas das cascas finas, tendo a segunda teoria a consideragdo que as retas normais ao plano
médio na configuracdo indeformada permanecem normais apés deformacéo. Esta consideracéo

corresponde a serem desprezadas as tensdes cisalhantes transversais.
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Vale ressaltar a semelhanga que a teoria de placas espessas apresenta com a teoria de
vigas de Timoshenko, sendo a teoria de Reissner-Mindlin uma extrapolacdo para duas
dimensoes da teoria de Timoshenko.

A Figura 3 ilustra a terceira hipdtese para uma das direcdes da casca. Além do efeito
causado pelo momento fletor, expresso por ‘%‘j’, a teoria leva em conta a distor¢do causada
pelo cisalhamento, expressa na figura por @,. Esta distor¢do ocasionaré que as retas ndo mais

permanecam ortogonais ao plano médio ap6s a deformacéo.

Figura 3 — Deformacdo de casca espessa

Elemento
deformado

Deformada do

' lano médio
A aWu‘ p

\ ox'

Elemento T A
. < Z
indeformado

%' —;{_1 '
Plano médio

Fonte: Ajeje, 2009

4.3 Cinemaética da Casca
As demonstracOes apresentadas nesta e nas subsequentes se¢ées seguem a demonstragao
apresentada no material de referéncia desenvolvido por Campello, Pimenta e Wriggers (2003).
A formulacdo da cinematica da casca parte da consideracdo que existem duas
configuragdes principais: uma de referéncia plana e uma corrente (ou deformada). Devido a
composicdo de movimentos, existe entre as configuracdes principais uma subconfiguragéo,
resultante da retrorotacdo da configuracdo deformada. Todas as configuracdes consideradas

neste modelo sdo apresentadas na figura a seguir.

Figura 4 - ConfiguracGes da casca
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Q \
Conf. Deformada €
e

retro-rotacionada

Conf. de Referéncia

Fonte: Autor, 2019.

Nesta teoria, assume-se que a configuracdo de referéncia € plana, sendo qualquer
superficie curvada considerada como mdltiplas superficies planas contiguas (CAMPELLO,
PIMENTA, WRIGGERS, 2003). Como esta consideracdo nédo € exata, em um préximo capitulo
sera apresentada uma adaptacdo que considera as superficies curvas ndo mais como multiplas
superficies planas contiguas, mas com sua geometria inicial original.

Conforme visto na Figura 4, é assumido que a casca possui 0 plano médio na
configuragdo de referéncia, com um sistema de coordenadas ortogonais {ef, e}, e%}, onde
el e e’ estdo contidos no plano médio da casca e e} estd normal ao plano. A posicdo de

qualquer ponto na configuracdo de referéncia sera entdo dada por
E={+a", 4.2)
onde
{=2%q.€5 (4.2)
sdo as coordenadas de um ponto material no plano médio da casca e
a” = (e} (4.3)
se trata da direcdo da fibra deste ponto. A espessura h da casca na configuracdo de referéncia é
considerada através do parametro { € H = [—h?, ht], sendo h = h? + ht.
Definido o sistema de coordenadas na configuracdo de referéncia, se define o sistema
de coordenadas na configuracdo corrente. A mesma possuird o sistema de coordenadas

ortogonais {e,, e,, e;}, valendo a relacdo e; = Qe}, onde Q se trata do tensor das rotacbes de

Euler-Rodrigues apresentado em (2.38). Vale ressaltar que a relagéo
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v=Qv ov =QTv (4.4)

é valida para quaisquer vetores v e v". O vetor v" ¢ chamado de vetor “back-rotated” de v por
Campello, Pimenta e Wriggers (2003), sendo tal denominacéo traduzida no presente trabalho
como retro-rotacionado. O vetor genérico v" ndo é afetado por movimentos de corpo rigido
superimpostos (CAMPELLO, PIMENTA, WRIGGERS, 2003).

Analogamente a posicdo na configuracdo de referéncia, a posi¢cdo na configuragdo
corrente de qualquer ponto material sera dada por

x=z+a, (4.5)

onde z representa a posicdo corrente de um ponto no plano médio e a representa a direcdo da
fibra ao longo da espessura da casca na configuracao atual.

Vale ressaltar que a ndo € necessariamente normal ao plano médio da casca na
configuracdo corrente, conseguindo assim representar o cisalhamento transversal, constante ao

longo da casca. A variacdo de espessura ndo € considerada nesta teoria, sendo assim
lla” |l = llall. (4.6)

O deslocamento dos pontos localizados no plano médio das cascas entre as

configurac@es seré calculado por
u=z-14 (4.7

As trés componentes de deslocamento e os trés componentes de rotagdo compdem 0s
seis parametros que definem o modelo de casca.

4.3.1 Tensor das transformagdes

O tensor das transformacdes F pode ser obtido com a diferenciacdo da equacdo da
posicdo na configuracdo corrente (4.5) em relacdo a equacdo na configuracdo de referéncia
(4.2):

ox ox ox

F=a€®e§=a€a®eg+a—{®e§. (4.8)
Substituindo o valor de x expresso na equagdo (4.5), tém-se:
F=(£+a—a>®e};+<%+a—a)®e§. (4.9)
0Sq  08q a¢  0o¢

Considerando que z é um vetor que se refere a posi¢cdo de um ponto sempre no plano
médio da casca na configuracdo deformada, este ndo apresenta variagdo em funcéo ao longo da

espessura, isto €,
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%% o 4.10
logo:
F—(az+aa)® 1+ 2 Qe (4.11)
~\og, Tag,) T T T |
Adotando a notagéo d(-)/9(¢,) = (*) o, a expressdo acima pode ser reescrita por:
Jda
F=(z,+a,) ®e,+—=Q el (4.12)

a¢
Considerando que a é o vetor da fibra composto pelo diretor da casca na configuragdo

deformada e; multiplicado pela magnitude ¢ que expressa a posic¢ao da fibra ao longo da casca,

ou seja:
a={e;. (4.13)
Substituindo em (4.12) e considerando
Jda
ek (4.14)
tém-se :
F=(z,+a,) e, +e; el (4.15)

Considerando agora que a = Qa” e que a direcdo da fibra ao longo da espessura na

configuragdo indeformada é afetada apenas pela variacéo ao longo da dire¢do e, tém-se:

F=[z,+(Qa"),]|®e; +e;@ el (4.16)
Realizando a derivacéo e considerando a regra da cadeia temos que
F=(z,+Q.a" +Qa,)®e,+e;Q el (4.17)

Considerando que a 0 vetor a” possui componentes apenas na dire¢do e%, sua derivada

em relacdo a &, serd nula, ou seja
a’, = 0. (4.18)
Substituindo esta consideragdo na equacéo (4.17) temos que
F=(z,+0Q.,a") Qe +e;R e (4.19)
Utilizando a correlagdo a” = QTa na equacéo anterior, se pode escrever que
F=(z,+0Q.,0"a) Qe +e; R el (4.20)
Considere agora a correlacdo

z, Qe +tesQ@es=1m,Qe; +e, Qe +e;Q e, (4.21)
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onde n, € inicialmente um ente matematico adicionado sem significado fisico inicialmente

claro. Agrupando os termos do produto diadico em relacéo e, resulta em
z, Qe +e; Qe =My +ey,) Qe +e3Q er. (4.22)
Dessa forma, se pode perceber que
Z, =Myt e, (4.23)
No entanto, a partir da derivada da equagéo (4.7) em relagéo a &, e utilizando (4.4), tem-se que
Uy =Zg — €g, (4.24)
ou,
Z,=Uy+ €. (4.25)
Igualando as equacgdes (4.23) e (4.25) se encontra 1,como
Ng =U, t+e,—e, (4.26)
ou, utilizando a relacéo e, = QeZ,, temos
Mg =Ug+ (- Qeg, (4.27)
ou,
Mo =uq— (Q - Dep. (4.28)
Desta forma, n, representa uma parcela do vetor de deformacéo do plano médio da casca.
Conforme apresentado em (4.28) mn,sera obtido pela derivada do vetor de
deslocamentos em funcdo de &, subtraida do movimento de corpo rigido, expresso pela
movimentacao do sistema de coordenadas entre as configuracdes de referéncia e deformada.
Substituindo a equacao (4.23) na equacdo (4.20) se obtém que
F=(M,+e,+Q.,0"a) el +e;® e} (4.29)
ou,
F=(1,+0Q.,Q"a)®el,+e, Qe +e; R el (4.30)
Conforme apresentado na se¢do 2.5, o tensor Q , Q™ é denominado como tensor do giro

especifico do diretor e, conforme apresentado na equacgéo (2.72), pode ser representado como

K, = Q,Q". Substituindo a equagéo (2.72) na equagdo (4.30), se pode obter que

F=M,+K,a) Qe +e, e, +e; el. (4.31)
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Ainda na parcela de K, o produto K ,a = k, X a, onde k, se trata do vetor de giro do tensor
K, sendo este vetor apresentado na equacdo (2.78). Substituindo esta relagdo na equacéo
(4.31), ttm-se

F=Mg+K,xa)Qe, +e, el +e;Q er. (4.32)
A partir da definicéo do tensor Q se observa que
e, Rel+e;Qel =0Q. (4.33)
Substituindo esta relacdo na formula para F, se obtém que
F=M,+ K, Xa)Q e, + Q. (4.34)
Manipulando um pouco a equacéo e considerando que
F = QF", (4.35)
encontra-se
Fr=Mp+K,xa)QRQe, +1 (4.36)
A equacéo para F" pode ainda ser escrita como
Fr=y,Qey+I, (4.37)
onde
Yo =M + K, xa (4.38)
se tratam dos vetores de deformacao.

Vale ressaltar que as projecGes de ng em relagdo a ej representam as deformacGes de

membrana e em relacdo a e’ representam as deformacdes pelo cisalhamento transversal.

4.3.2 Derivadas das deformagdes em fungéo do tempo
As derivadas N}, e k7, serdo determinadas a seguir, respectivamente. Reescrevendo a

equacéo (4.23) se pode obter que
Nag =Zq —€q: (4.39)

O equivalente retro-rotacionado da equacgéo anterior corresponde a:

e =Q"z, — e (4.40)
Derivando esta equagdo em relagcéo ao tempo, se obtém:
Mg = QTZ,a + QTZ,a- (4.41)

Vale ressaltar que é, terd valor nulo pois a configuracao de referéncia nao sofrerd modificacdes

ao longo do tempo.
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Da equacéo (2.48), tém-se
Q = 2q. (4.42)
Transpondo a equacdo acima e, substituindo a transposta na equagéo (4.41), obtém-se
N, =Q™2"z, +Q"z,. (4.43)

Evidenciando o tensor QT e, ressaltando gue o tensor £2 € antissimeétrico, € possivel utilizar a
propriedade algébrica demonstrada no APENDICE A e a equacéo (2.61) para obter:

0, =Q"(Z w+1z,), (4.44)
sendo
0 —Z3q Z2a
Z,a = Z3,a O _lea . (445)
—Z2a Zia 0

Utilizando novamente a equagao (2.61), obtém-se
N =Q"(Z,.Iré+z,). (4.46)
A parcela z, pode ser obtida a partir da diferenciagcdo do vetor de deslocamento
expresso na equacdo (4.7) em funcéo de &, e do tempo. A derivacdo em relacdo a €, é expressa
em (4.25). Derivando esta equacdo em relacdo ao tempo, obtém-se:
Uy =2, (4.47)

Vale ressaltar que ¢, tera valor nulo pois a configuragdo de referéncia ndo sofrera
modificagcdes ao longo do tempo.

Substituindo a equacdo (4.47) na equacdo (4.46), é possivel obter:
W, =QT(Z,ré+1u,) (4.48)
Determinada a primeira parcela de y7, agora sera determinada a segunda parcela, relativa a k.
A determinagdo de Kk, inicia com a derivagdo do tensor das velocidades angulares
expresso na equacgéo (2.48) em relagdo a &,:
N, = Q,aQT + QQE (4.49)
Considere agora a derivada em funcdo do tempo do tensor das rotacoes especificas do diretor
da espessura da casca, apresentado na equacéo (2.72), dada por:

Ka = Q,aQT + Q,aQT- (4-50)

isolando Q,aQT e considerando a equacéo (4.49) temos:
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'Q,a = Ka - Q,aQT + QQ',I;X (451)
Apds alguma manipulacdo e considerando (2.48) e (2.72), a equacdo (4.51) pode ainda ser

reescrita como
Q,=K,— K0T+ 0K (4.52)

Sendo 2 e K tensores antissimétricos, as expressdes —2 = 2T e —K, = KT sdo vélidas e,

substituindo estas na equacéo (4.52), tém-se
2,=K,+K.2—-0K,. (4.53)

Para prosseguir com a demonstracdo, considere agora que multipliquemos os dois lados

da igualdade por um vetor genérico v, ou seja,
2 Vgen = (Ko + K2 — 2K )Vgen (4.54)
ou,
2 Vgen = KoVgen + (K2 — QK )V gen. (4.55)

Assim como 2 e K, sdo tensores antisimétricos, as suas derivadas em relacdo a &, e ao tempo,
respectivamente, também se mostrardo como tensores antisimétricos. Desta forma, a equacao

(4.54) pode ser escrita em funcdo dos vetores axiais destes tensores antisimétricos como
W X Vgen = ko X Vgen + Ko(W X Vgen) — 2(ky X Vgen).- (4.56)
Apdbs alguma manipulacdo, a equacdo acima pode ser reescrita
W X Vgen = kg X Vgen + (ko X W) X Vygen (4.57)
e, comparando os dois lados da igualdade, podemos afirmar que
W = kg + (ko X W) (4.58)
ou, considerando a inversdo do produto vetorial,
wo =k, — (WX k). (4.59)
Para continuar a demonstracdo, considere a relacao
k, = QK (4.60)
e sua derivada em relagdo ao tempo
k, = Qk%, + QkT,. (4.61)
Substituindo a equagdo (4.61) em (4.59), tém-se

w = Qkl, + Qkl, — (w x k). (4.62)
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Ap06s alguma manipulacdo, a equacdo acima pode ser reescrita como
k7, = Q"w,,. (4.63)
Substituindo (2.61), sendo I' apresentado na equacao (2.63), se obtém que
ke =QT(re) (4.64)
e, aplicando a derivacdo obtém-se que
ki, =QT(r,6+réb,), (4.65)
onde, analogamente ao encontrado na equacio (B.12) no APENDICE B e, considerando que

para tensores antisimétricos @T = —0,

r,=h0,+h;(0,0+600,)+h,(60:0,)0+hs(6-0,)0>% (4.66)

4.3.3 Gradiente de velocidade

As demonstracdes apresentadas a seguir serdo baseadas na consideracdo da Figura 5,
sendo esta aqui presentada para facilitar visualizacéo fisica da transformacdo. Conforme visto
na figura abaixo e apresentado por (REDDY, Pag. 132, 2013), o tensor das transformacdes pode
ser definido como uma composic¢éo de movimentos, a partir da decomposicéo polar. A primeira
parte é relativa ao estiramento enquanto a segunda parte é relativa a rotacdo. No presente
trabalho, a parte relativa as rotacfes sera parametrizada segundo tensor das rotacdes de Euler-
Rodrigues Q e a parcela do estiramento sera representada por F”, que se trata do tensor direito
dos estiramentos na configuragdo de referéncia (REDDY, 2013)(CAMPELLO, PIMENTA,
WRIGGERS, 2003). O tensor F sera entdo calculado conforme apresentado em (4.35).

Figura 5 — Composicéao do tensor das transformagdes

Fonte: Autor, 2018.
O gradiente de velocidade serd obtido a partir da diferenciacdo do tensor da

transformacéo, em relagdo ao tempo. A diferenciacéo é expressa como
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F = QF + QF". (4.67)
Tendo em mente (2.48) e (4.35), a equacdo acima pode ser reescrita por
F = OF + QF". (4.68)

Determinada a primeira parcela de F, se determina agora a segunda parcela. O tensor

F”, conforme apresentado em (4.37) é calculado como
FFr=1+y,Q ep. (4.69)

Considerando que o vetor e, ndo sofre variacdo ao longo do tempo, a derivada em funcéo do

tempo do tensor F" assumira o formato

Derivando (4.38) em relacdo ao tempo, tém-se:
Ve =My + K Xa. (4.71)

Substituindo as equacdes encontradas em (4.48) e (4.65) se pode reescrever a equagdo anterior

como

Ve=QT(Z,r6+1u,)+[Q"(r0+ro,)| xa" (4.72)

4.4 Estatica da casca
4.4.1 Poténcia interna da casca

Assim como apresentado por Pimenta (2006), anteriormente a definicdo da poténcia
interna da casca, se da uma breve revisao do conceito de poténcia e trabalho de uma forca f

atuando em um ponto com velocidade 1, na Fisica. A poténcia (P) de f sera definida por
P=f-u (4.73)

O trabalho de f durante um intervalo de tempo (ti, tf) é dado por

tr tr
W= | Pdt= (f -uw)dt. (4.74)

ti ti
Aplicando estes conceitos na mecanica dos solidos, a poténcia dos esforgos internos, segundo

Pimenta (2006) sera dada por
Py = f P:FdV’, (4.75)
VT

onde P é definido como o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff e F a derivada em funcdo do
tempo do tensor das transformacoes.

O primeiro tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff pode ser escrito como
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P=QP" =Q(7; Q €)), (4.76)
onde o tensor P” se trata do primeiro tensor das tensdes de Piola-Kirchhoff retro-rotacionado e
0s vetores T; se tratam dos vetores de tensdo retro-rotacionados que atuam nas secdes
transversais na configuracao de referéncia da casca. Caso se introduza a condicao do estado
plano de tensdes em P, 0s vetores t; e T] tornam-se Z; e T}, respectivamente. Desta forma, o

primeiro tensor de Piola-Kirchoff sob a condigdo de estado plano de tensées sera dado por
P=QP" =Q(#] ®e]). 4.77)

Substituindo a equacdo (4.76), referente ao primeiro tensor de piola Kirchhoff, e a

equacéo (4.68) na equacao da poténcia interna em (4.75), se obtém que
Pt = fv i [Q(r] ® e))]: (2F + QF")dv™, (4.78)
Realizando o produto escalar para tensores de segunda ordem, pode ter ainda que
Pine = f PFT: 02 + [Q(3] ® e)]: (QF")av™. (4.79)
vr

Representando o produto escalar tensorial pela sua definicdo de traco e o produto diatico

como produto matricial, a equacao de poténcia interna pode ser escrita como

Py = j PFT: 02 + tr(elT] QTQF")dV". (4.80)
VT
Considerando que QTQ = I, se tem que
Pou = [ PET0+ (el )av (s
Vr

Substituindo a equac&o (4.70) para F", se pode escrever que
Py = f PFT: 0 + tr[el] (¥ @ el)]dv, (4.82)
yr
ou
Pt = f PFT: 02 + tr[el T yhel |dv". (4.83)
yr

Considerando os indices dos termos envolvidos em tr[efiirT)‘/QegT], observa-se que 0
vetor tensdo 7% ndo apresenta poténcia associada a ele. Esta observagdo se mostra coerente com
a consideracdo de ndo existir alongamento da espessura da casca, ja que o diretor da casca é
rigido.

Voltando a uma notacgéo diadica, se pode obter que
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Pipe = f PFT: 2 + tr[(el, ® ) (¥, Q e})]dV". (4.84)
VT
Utilizando a propriedade do traco de um tensor de segunda ordem apresentada por Pimenta (
2006) que afirma que
tr(ef ® ) (7y ® eR)] = tr((¥h ® eh) (el ® T)] = trinel ety | (4.85)

e considerando que eZTe@; = ey -el, =1, pode-se substituir estas duas considera¢fes na

equacéo (4.84), como
P = [ PFT:0 4 o, @ T1av (4.86)
vr
Utilizando agora a propriedade do trago de um tensor de segunda ordem apresentada
por (PIMENTA, pag. 53) que afirma que
trlye @ Tol = vo " Ta = 7o " Va (4.87)
e substituindo esta na equacao (4.86), se pode escrever que
P = f PFT:Q + %, - yLdV". (4.88)
v
Conforme apresentado no artigo base, a partir do balanco local de momentos, podemos
chegar em:
PFT:2 = 0. (4.89)

Substituindo a equacao (4.89) na equacdo (4.88), se tém que

Py = f - yrdvT. (4.90)
v
Considerando a equacdo (4.75), se pode afirmar que
P:F =%, -y, (4.91)
Substituindo a equacéo (4.71) na equacdo (4.91) se tém que
P:F =%, - (], + ki, x a”). (4.92)

Realizando o produto e utilizando a propriedade de produto misto que afirma que as operagoes

podem ser trocadas, desde que se mantenham as ordens dos vetores, ou seja,
T - (K, xa") =k, - (a" X T7), (4.93)
temos que

P:F =%, -0, + (a” X ) - kL. (4.94)
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A integracdo de 7, - y7, ao longo da espessura da casca, € dada por
grag

f To  Vadl =f f;dz-ng+f (a” x T)d{ - K7, (4.95)
H H H
Considera-se agora que
n, =f T,di; (4.96)
H
(4.97)

mf, = f (@ x T)dg,
H

onde os vetores mj, e m} representam respectivamente as forcas internas e 0s momentos
internos generalizados retro-rotacionados que atuam nas se¢des transversais de normais er,, por
unidade de comprimento da configuracdo de referéncia (MOREIRA, 2009). Vale ressaltar que

as propriedades

n, = Qnl (4.98)

m, = Qm), (4.99)

sdo validas.
Levando em consideracdo as equagdes (4.96) e (4.97), a equacdo (4.95) pode ser

reescrita como
| vds = ni i (4.100
H

Pode-se definir o vetor dos esforgos retro-rotacionados ao longo da secéo transversal
por o, das deformacdes retro-rotacionados ao longo das secOes transversais por g, e dos

deslocamentos por d, como:

-
n’ m’
0o = m";] = ngl' (4.101)
o
[m},
11
Na 1
Eq = kr]= | (4.102)
o
T
2
el
_[u 4.103)
d =gl (
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Considerando (4.65) e (4.48), a derivada em relacdo ao tempo da equagéo (4.101) pode

ser escrita como

i [QT(Z,JG + u,l)]
_ kr| 1QT(r,6+re,)
= 1=1"; !
2| |Q"(Z.ro+1,)|
K 1QT(r,6+r6),))
Evidenciando QT, a equagéo acima pode ser reescrita como

o izl 1o o™ o o ll(r.6+ré,)
g, =11 = R | N
1?2J [0 0 Q OJ|(Z_2F0+u_2)|
k] Lo o o Qr,o+re,)]

Evidenciando os termos que multiplicam por 8, é_a e i, obtém-se

. (U 4
] @ 0 o o] o 0 0O Z.M|,
: _|k§|_|0 Q" 0 o0 flor oo ra|l,
“‘[frz‘J‘[o 0o Q" 0”0 o 10 Z,er 9'2'
b 00 o @QTllo o or r,l|%
[ @ |
ou, considerando que
R o0 o o1fr o 0 0 Z,r
lIJ_|0 QT 00|[or00 r,
_lo 0o QT 0“0 o 1 0 Z,zFJ'
0 0 o0 QTilo o 0 T I,
pode-se escrever que
; (U 1]
1 b
. I} o
Eax = |1 :lIJ Uus |
2 0
Kk 9’2

(4.104)

(4.105)

(4.106)

(4.107)

(4.108)

Criando uma matriz que agrupe as derivacGes em relacdo as direcdes &,, a equacao

(4.108) pode ser reescrita como
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12 o]
dg;
. 0
[111] 0 I—
A o H (4.109)
g, =1 71= 0 -, .
| "L o |le
Lic; | 9¢;
2 ]
0 I—
de,
L0 I
ou, considerando que
a -
r 0
a
0 T5
Y=y [i ol|™ YA, (4.110)
682
a
0 Ia—82
L0 I
tém-se que
W
. k1 _ u
ta=|ar|= e[ (4.111)
lk;J
A equagéo (4.100) pode entdo ser reescrita como
j (To " V)dl =0y &g (4.112)
H

sendo &, descrito na equacao (4.108) e o, em (4.101), com suas componentes detalhadas em
(4.96) e (4.97).

Finalmente, a poténcia interna da casca em um dominio Q c R? sera dada por
Pt = J Oy £, (4.113)
Q

4.4.2 Poténcia externa da casca
Segundo Pimenta (2006), a poténcia externa de um corpo € composta pela parcela
relativa a forgas de superficie e forgas de volume, ou seja:
Pext = Pyol + Psup = f b - xdV" + J t" - xdS’. (4.114)
\'4 ST
No caso especifico da casca estudada, a poténcia relacionada a superficie sera

subdividida em duas parcelas. A primeira parcela sera relativa a superficie superior da casca e
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a segunda serd relacionada a superficie inferior da casca. Em relacdo as forcas volumétricas,
estas serdo computadas ao se integrar inicialmente ao longo da espessura da casca e, em
seguida, ao se integrar ao longo de Q, que corresponde a area abrangida pela secdo média da
casca.

A expressédo (4.114), no caso da casca estudada, serd expressa por

Peyt = f <ft x4+ 80X+ f b- xd() dQ, (4.115)
Q H

onde £ e £ se tratam, respectivamente, das forcas externas da superficie superior e inferior e
b se trata das forcas volumétricas por unidade de comprimento. Os vetores x¢, x” e x por sua
vez, tratam respectivamente das derivadas ao longo do tempo da equacéo (4.5) na superficie
superior, inferior e ao longo da espessura da casca. A seguir serd demonstrada a derivada x e
as derivadas x* e x? serdo obtidas de maneira analoga.

O inicio da demonstracdo de x parte da reescrita da equacao (4.5) como
x=z+Qa’. (4.116)

Derivando a equacdo (4.116) em relacdo ao tempo e considerando a regra da cadeia na

diferenciacdo, se obtém
X=z+Qa +Qa . (4.117)
Considerando que o vetor a” ndo apresenta variacdo ao longo do tempo, ou seja
a’ =0, (4.118)

pois este € o vetor director da espessura da placa na configuracgéo de referéncia, que a” = QTa

e utilizando a equacdo (2.48), reescreve-se (4.117) como
k=z+0a (4.119)
Derivando em relacdo ao tempo a equacéo (4.7), e lembrando a propriedade das rotacdes
Qa=wxXa, (4.120)

onde w se trata do vetor axial do tensor das velocidades angulares, se pode escrever a equagao
(4.119) como

X=u+wxa (4.121)
ou, levando em conta a equacdo (2.61),
x=u+(ré)xa. (4.122)

As equacdes para x‘e x” sdo analogas a equacéo (4.122), logo
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xt =u+(ré) xa. (4.123)
x =0+ (re)xa. (4.124)
Substituindo as equagdes (4.123),(4.124) e (4.122) na equacado (4.115) se obtém que
Pext = f {ff i+ (ré) xaf] + & - [+ (ré) x a’]
* (4.125)
+ f b-[i+(ré) x a]d(} dQ.
H

Reorganizando a equacio (4.125) em funcdo de agrupamentos de i e @ e utilizando a

propriedade de produto misto de reagrupamento de produtos, se pode escrever que

Poye = fﬂ {(Et + P +j bd{)-u
H

(4.126)
+TIT|(at x ) + (a? x t?) + (a X f bd()l - G}dﬂ.
H
Considerando
n=t+t’+ fH bdi, (4.127)
m=(a’*xt)+ (a®? x ") + (a X J bd(), (4.128)
H
a equacao (4.126) pode ser escrita como:
Poyt = f [A-u+ (''m) - 6]dQ. (4.129)
Q

Os vetores m e m se tratam, respectivamente, das forcas e momentos externos por
unidade de area na superficie média na configuracdo de referéncia. Observando a poténcia
externa, explicitada pela equacdo (4.129), se percebe que a grandeza conjugada
energeticamente com @ nio se trata do momento, mas do pseudo-momento fi = I''m. Esta
conjugacdo enegética com pseudo-momentos ndo € usual e afeta diretamente a analise nao
linear com graus de liberdade relativos a rotacdo, ja que a forma tangente bilinear (matriz de
rigidez) possuira um termo referente a esta contribuicdo de momento (CAMPELLO,
PIMENTA, WRIGGERS, 2003).

Analogamente & equacdo (4.113) para a poténcia interna, a equacao da poténcia externa

pode ser reescrita como
Py = f q-ddQ, (4.130)
Q

onde
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a=|pr|= ['—II] (4.131)
d = [19‘] (4.132)
4.5 Equilibrio da casca
O equilibrio local da casca pode ser obtido a partir do principio dos trabalhos virtuais.
O principio dos trabalhos virtuais tem como l6gica a associacdo de campos de deslocamento
virtuais com cargas reais (TIMOSHENKO, GOODIER, 1980, pag, 243). O presente trabalho

utiliza o principio dos trabalhos virtuais para determinar as equacdes de equilibrio da casca e a

forma tangente bilinear (matriz de rigidez) da casca.

4.5.1 Trabalho virtual dos esforgos internos
O trabalho virtual dos esforgos internos de um corpo sélido deformavel qualquer,

segundo (PIMENTA, 2006, pag 266), pode ser expresso como
SWi, = j P: SFAV". (4.133)
VT

De forma analoga a obtencdo da equacdo (4.113), o trabalho virtual dos esforcos

internos da casca sera expresso por
Wi, = f f, - 5e,dQ, (4.134)
Q
onde
8y = Py bd. (4.135)
Analogamente a equacao (4.112),se pode escrever que
J (Tl - 6y )dl = o - 8¢, (4.136)
H
e, similarmente a (4.100) se pode escrever que
f Ty " 0yLdl = ng - dng + my - Sk, (4.137)
H
onde, de forma analoga a (4.72),
§vL = Q"(Z,I50 + suy) + [QT(I's0) .| x a”. (4.138)

Levando em conta as equacdes (4.136), (4.137), (4.138), a equacao (4.134) pode ser

reescrita como

SWine = j {nl-Q"(Z,Irs60 + su,) + my - [QT(Is6) .]}aq, (4.139)
Q
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4.5.2 Trabalho virtual dos esforcos externos
Segundo Pimenta (2006) o trabalho virtual dos esforcos externos de um sélido qualquer
sera dado por
SWope = . b" - dudV" + LT t" - dudS’. (4.140)
No presente trabalho, a equacao do trabalho virtual dos esforcos externos da casca sera
obtida de forma anéloga a equacao (4.129) como:

SWexe = f [ 6u+ (rTﬁl) - 50]dQ. (4.141)
Q

4.5.3 Equac0es de equilibrio
No presente trabalho, ndo se considera na formulacdo a presenca de forgas dissipativas
de energia, como o atrito. Desta forma, se pode afirmar que o trabalho virtual da casca néo se
atera e este é expresso por:
SW = Wint — 6Weye = 0. (4.142)

Substituindo as equacdes (4.139) e (4.141) na equagéo (4.142) se tem que
W = f (0, Q7(Z,,I60 + 5u,) + my, - [QT(I66) o] }de
Q

(4.143)
— ] [n-6u+ (I'm)-60]dQ = 0em Q,V éd.
Q

A integracdo da equacdo (4.143) é realizada utilizando integracdo por partes nos termos
com du, e (I'60),. Devido ao espaco ocupado pela integral, a equagdo (4.143) sera

subdividida em

oW = 8WI + 6WII + 6WIII - SWIV - 6WV = 0, (4144)
sendo

SWy = f [n% - (Q"Z ,I56)]dQ; (4.145)

Q
(4.146)

SWy = j [nG - (Q"6u,)]da;
Q
(4.147)
§Wan = j [mi. - [@7(rs6) 4] | do;

Q

(4.148)

5w“,=f (- Su)dQ;
Q
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SWy = L (am) - 66)da. (4.049)

A resolucdo de W seguira a numeracao trazida na equacao (4.144), comecando em
WM.

A equacdo (4.145) pode ser reescrita como
SWy = f [(Q"z ,I56) - n}]aq. (4.150)
Q
Realizando o produto escalar, é possivel escrever que
T
SW; = f [(zlarse) Qng] dQ. (4.151)
Q

Considerando que n, = Qnj, se tem que
Wy = [, [na " (Z,,156)]dQ. (4.152)
O produto Z ,I'56 pode ser escrito em fungéo do eixo de giro do tensor Z, ou seja, 0 vetor de

posicdo de um ponto na superficie média da casca na configuracdo deformada, z. Reescrevendo

a equacdo (4.152) com a consideracdo em relacéo ao eixo de giro z, se pode escrever que
Wy = j [ng - (-2, x I'56)]dQ (4.153)
Q
ou, utilizando a propriedade de produto misto,
Wy = — f [r86-(z, % ny)]dQ. (4.154)
Q

Determinado 6W, agora serd determinado 6Wy;. A equacdo (4.146) pode ser reescrita

como
Wy = j [(QT6u,) - nk]dn (4.155)
Q
ou, realizando o produto escalar,
Wy = f [6u," Qny]do. (4.156)
Q
Considerando que n, = Qng, a equacdo anterior pode ser reescrita como
Wy = f [ - Sug]dO. (4.157)
Q
A integracdo por partes da equacdo anterior possui a forma:

SWy = ng - 6u— f [6u - ngq]dO. (4.158)
Q
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Considere agora a determinacdo de §Wyy. De forma anéloga a §W; e Wy, a equacao

(4.147) pode ser reescrita como:
SWyy = f [m, - (I'86) ,]dQ. (4.159)
Q
Utilizando a integracdo por partes na equacao anterior, se pode obter que
Wiy = my - (I'66) — f [(r§6) - m, . ]aq. (4.160)
Q

A parcela § Wy ndo necessita de manipulacao para analise, sendo agora passado para a
ultima parcela a ser manipulada de modo a se obter as equacdes de equilibrio.
Considere a parcela § Wy, apresentada na equacéo (4.149). Realizando o produto escalar,

a equacao pode ser reescrita como:
SWy = f [mT(rs50)]do. (4.161)
Q
Retornando ao formato anterior do produto escalar, a equacdo acima pode ser escrita como:
SWy = f [m- (ré@)ldQ. (4.162)
Q

Utilizando as equacbes (4.154), (4.158), (4.160), (4.148) e (4.162), relativas
respectivamente a Wy, SWyy, Wiy, Wiy e Wy, a equacdo (4.143) pode finalmente ser escrita
como:

SW =ny-éu+mg,-(Irso)

+ [ {00 = (u mel) - [60- (7 x )] (4.163)
Q

— [m- (I50)] — [(I'§6) - my|}da = 0.
Utilizando o teorema fundamental do calculo variacional, conforme apresentado por
(FLORES, 2011), € possivel entdo obter as equacdes de equilibrio, a partir da equacgéo (4.163),

como:
Neg+n=0 = f(x) =0, (4.164)
(2o Xng) + My +m=0 = f(x)=0. (4.165)

A utilizacdo do lema fundamental do calculo variacional é possivel ao se considerar SW
um funcional dos campos d e 6d, sendo linear para 6d (MOREIRA, 2009).

4.5.4 Forma tangente bilinear (matriz de rigidez)
A forma tangente bilinear, € obtida a partir da derivacgao do trabalho realizado pelo corpo

ao longo da deformacdo em funcdo do deslocamento ou, da derivagdo do trabalho virtual
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realizado pelo corpo ao longo da deformacé&o em funcéo do deslocamento. No presente trabalho
sera utilizada a derivada direcional de Gateaux com respeito a d da equacéo (4.142), ou seja:
dp oW = §* (W) = §*(Wipe — SWeyr). (4.166)

Substituindo as equacdes (4.134) e (4.141), na equacao anterior se pode escrever que

5 (W) = &* ( f (0o 88, — - 6d)dﬂ>. (4.167)
Q

Tendo em mente as equacdes (4.135) e (4.110), a equacdo acima pode ser reescrita como

5 (W) = &* f [0, - (WASd)]d0 Y — f q-5dda | | (4.168)
(] ]

Abrindo o produto escalar e reorganizando as parcelas pode se obter
5" (6w) = 8" {[, [(¥T0,)TAsd]d0} - 6" ([, G- 5ddn) (4.169)

e, reestabelecendo o produto escalar, temos

5 (W) = &* f [(WTo,) - A,bd]dR ; — 5* f q-odan (4.170)
n

Realizando a derivacao dos produtos, se tem que

T
5*(SW) = j Iw 5°d- (Aaéd)l a0
n

9(A,0d g
” ( )6*dld.(2 - ﬁ&*d 5ddn (4.171)

0
qu*d —S*ddﬂ ,

: asd o . .
ou, considerando que i 0 ja que &d é um campo linear (conforme apresentado por

Campello, Pimenta e Wriggers (2003)) e que %" =0, ja que A, é apenas um operador de

derivagdes (conforme observado em (4.110)), temos

o(PT 0q
5°(5W) = j l%d*d-madd)ldﬂ - f ﬁd*dﬁdd!) . (4.172)
0

Aplicando a regra do produto e, considerando a dependéncia entre d e &, vide equagéo (4.111),

aplicamos a regra da cadeia para obter
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T
5 (W) = { f [a(:; )aad*d : (Aadd)l d!)}

0

00, dgp
+{ f [(WT 7%, 7 5 d) (Aadd)l d!)} (4.173)

0
.f o 6*d-éddf
od '

Considerando as expressdes (4.110) e (4.111), ttm-se que

6£a
od
Logo, a equacdo (4.173) pode ser reescrita como

o= [0 o) }
+{ f Kqﬂg ) (Aach)l d[)} (4.175)
£

0

] 9 o 5d4d0
ad :

0

= PA,. (4.174)

Alterando as posicOes das parcelas do segundo produto escalar e abrindo o0 mesmo, obtém-se

5w = { [ a50)]

Teeer 00
+ { f l(&d)TAa PT e

0

l dn (4.176)

j 9 g sddn
ad :

0

Apds alguma manipulagéo, encontra-se que
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T
5 (W) = f la(a‘l‘; )aa6*d . (Aa6d)l df
0

9
Ia ‘PAac?*dl dn 4.177)

+ l(‘PAaé‘d) .
!_[ 683

J. o 6*d-éddo
od '
0

Definida a equacio (4.177), sdo esclarecidos os proximos passos de demonstracdo. A
direita da igualdade, observam-se trés termos baseados em produtos escalares, sendo o primeiro
referente a ndo-linearidade geométrica, o segundo a ndo-linearidade fisica e o terceiro relativo
aos eforgos externos. Cada um destes termos possui sua complexidade e demonstragdo
especifica. Desta forma, o autor decide neste ponto criar adendos de demonstracGes
particulares, de modo a ndo sobrecarregar esta secdo neste ponto. As trés parcelas serdo
demonstradas separadamente em subsecOes a seguir, sendo o resultado final encontrado para a

forma tangente bilinear §*(6W) igual a

6" (W) =f (Aa5d-GaAa5*d+ DaﬂqJBS*d-anSd—LS*d-&d)dQ (4.178)
Q
e, inicialmente definindo
on on
9 |ou a6
L =34 = % ﬂ ; (4.179)
Lou 00

[ ony, anf{]
do, |onp Okp

[on; okj

0 o0 Gv°
G, =| 0 0 G99 (4.181)
Ggu’ Ggo’ Gg@
Definidas as matrizes que compdem a forma tangente, sdo apresentados agora alguns
pontos validos a serem ressaltados. D, representa a parcela puramente constitutiva do
operador tangente, G, representa os efeitos geométricos dos esforgos internos e L se trata da

derivada dos esforgos externos em fungéo dos deslocamentos. Apresentadas as matrizes que

compdem a forma tengente bilinear, esta sera simétrica quando D,z = DEa eL=LT jaquea
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matriz G, sempre sera simétrica, mesmo quando distante da condicdo de equilibrio
(CAMPELLO, PIMENTA e WRIGGERS, 2003). As matrizes aqui citadas serdo obtidas e
apresentadas com detalhes na subsec¢des a seguir. Vale ainda ressaltar que, diferentemente do
normalmente encontrado em formas tangentes bilineares, a parcela da derivacdo relativa as

forcas externas é diferente de zero, j& que o pseudo-momento i € afetado pelo deslocamento.
4.5.4.1 Demonstracéo da parcela de ndo linearidade geométrica

A presente subsecéo tratara da demonstracédo da parcela de ndo linearidade geométrica

da forma tangente bilinear. A parcela relativa a ndo-linearidade geométrica trata-se da equacgéo
o(wT
j [ i) 0,6"d - (A,8d)|dN.

Antes de iniciar a demonstracdo, € relembrado a equacao do operador ¥. Este é dado na

(4.182)

equacdo (4.107) e possui como transposta

Q" 0 0 0
0 Q'r o 0
WpT — 0 0 QT 0 (4.183)
0 0 Q'r 0
Q"z.r Q'r, Q'z,r Q'I,

A derivacdo apresentada em (4.182) representa o operador responsavel pela nédo
linearidade geométrica e sua demonstracao seré o foco principal desta subsecao. Inicia-se com
a divisdo

UCRNNCICDEEICD!
od ou IR

Antes de prosseguir, vale ressaltar que o formato apresentado em (4.184) trata-se de

(4.184)

uma linearizagdo do tensor de terceira ordem que € criado devido a derivacdo. Esta linearizacdo
reduz a ordem do tensor de terceira para segunda ordem.
Substituindo (4.183) em (4.184), temos

QT QT
Su 0 0 0 ¥ 0 0 0
a(Q™r) a(Q™r)
i 0 ou 0 0 0 5 0 0
aql T T
a0 0 aaiu 0 0 0 a@% 0 (4.185)
T T
0 0 0 a(Q D 0 0 0 a(ger)
a(QTz r) o(Q'r,) a(Q'z.r) 6(QTI"Z) a(Q"z,r) o4(Q'r,) 94(Q"z,r) a(Q'r,)
u ou ou u L] 00 L] 00

Como os termos QT, Q™I', Q™I 4 e QT ; ndo possuem dependéncias com os graus de

liberdade de translacdo u, podemos escrever que



0
0

0

a(Q™r)
a6

aQ"
0 0 0 0 S5 0 0
a(Q™r)
0 0 0 0 0 59 0
ovT QT
ad - 0 0 0 0 0 0 ¥
0 0 0 0 0 0 0
a(Q"z,r) 0 a(Q"z,r) 0 a(Q"z,r) oa(Q'r,) a(Q"z,r) a(Q'r,)
L du ou 20 a0 a0

00
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(4.186)

Devido a extensdo da demonstracéo, referencia-se Campello (2005) e Pimenta (1993) para um

maior aprofundamento.

A forma final desta parcela sera dada por

f [(Aebd) - (GuAed* )],

n
sendo
0 0 0 0 Gv'e
0 0 0 0 Go'®
G,=l0o o o o GYe |
0 0 0 0 Go'°
6% 6% 68 G9°' GP° + G9°)
(5]

611;’0 = (G?u,)T = —Nl[',
65 = (62) =N,
620 = (6%°) =v(o,m,),

62 = (699) =v(6,m,),

690 = ((;ff’)T =I"Z ,N.\Ir-V(8,z, xn,)+V (6,0 ,,m,)

—I''MiT,

G9 = (Gge)T =TITZ,N,I —V(0,z, xn,;) +V,(0,0,,m,)

—I'M,r,

(4.187)

(4.188)

(4.189)
(4.190)
(4.191)

(4.192)

(4.193)

(4.194)

sendo N, = skew(n,), N, = skew(n,), M, = skew(m,), M, = skew(m,) e 0s vetores e

tensores componentes dos tensores acima encontrados em,(4.45), (4.98), (2.63), (B.28), (C.29),

(C.30) e (4.66).
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4.5.4.2 Demonstracdo da parcela de ndo linearidade fisica

A presente subsecdo tratara da demonstracdo da parcela de ndo linearidade fisica da
forma tangente bilinear.

A parcela relativa a ndo lineridade geométrica é apresentada na equacgéo a seguir

f Do sWed d - Py 5ddQ. (4.195)
Q

Os termos g € Y, ja foram apresentadas na equagéo (4.110), sendo o B e « relativos

apenas aos indices sendo considerados. Os termos 6*d e &d referem-se a taxa de variacdo
(derivada) dos deslocamentos (sendo visto em capitulos posteriores que se referem as funcoes
de interpolacdo que compdem o elemento finito). Detalhados estes membros, percebe-se que

apenas o termo D ainda ndo foi explicitado de forma aberta, sendo este o principal foco desta

subsecéo.

A parcela constitutiva D trata-se diretamente da ndo-linearidade fisica considerada no

elemento. Apresentada na equacéo (4.180) e reapresentada a seguir, percebe-se que
ron] on}] on] 0ni
o, ok, om0k,
[Ong ] om; om; om; om;

deg  [0myg ama on), Jdn}, 0Jdn, 0n)

ang E)kﬁ on] O0ki o0Jmn, Ok

om, dm}, dm), om)
| dn] Ok} o0m, Ok}

é composta pela derivacdo dos vetores de esforcos retro-rotacionados ao longo da secédo

, (4.196)

transversal (n7, e m7,), em relacdo aos vetores de deformacdes retro-rotacionados ao longo das
secBes transversais (17 e k).

Utilizando a regra da cadeia na derivacao de (4.96) e (4.97) e observando a equagéo
(4.33), cada termo da parcela constitutiva sera obtido por

on, [ 0%, Vg

— = ——— (4.197)
amg [/ a)’ﬁ amg
o, ) o7 a)’E (4.198)
ak}; J ayg akg
(4.199)

om}, B J d(A™TY) ay;,,
6112 ayg 6112,
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(4.200)

om}, _ f a(A™T), 0vp i
okp dyp Okp '
onde A" = skew (a").

Considerando a equagdo (4.38) para os vetores de deformagéo y;, podemos facilmente

obter os tensores

A
611; = 8apl (4.201)
€
ayr
T (4.202)

onde &,p € 0 simbolo de Kronecker.

Obtidos estes tensores, o tensor de segunda ordem ainda a ser determinado trata-se de

aty ~ . . .
a;ﬁ‘. Estes tensores s&o diretamente dependes da lei material adotada para representar os vetores
B

de tensdo t},. No presente trabalho utilizam-se duas leis constitutivas de materiais
hiperelasticos, sendo estas Neo-Hooke e Saint-Vennant. A obtencdo dos vetores de tensdo em
funcdo de cada lei material representa um capitulo por conta propria. Sendo assim, nesta
subsec¢do apresentaremos

T,

= Cap) (4.203)

detalhando este tensor de segunda ordem para cada lei material na subse¢do pertinente as leis

constitutiva.
Ao final da subsecéo, considerando (4.201), (4.202) e (4.203), obtemos

ony, oth 0 }’ﬁ f
.= d d (4.204)
611!; 6yﬁ oy ¢= apds;
4.205)
on’, 0%, 0y} - (
2 f Vg = —f CopATdl;
ol ok
H H
om’, f (AT OV ~ (4.206)
= | == AT opd?;
oy dyp oy p
(4.207)

om., (A", 0Yp ~
W = f o = f AT oA d3.

H
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4.5.4.3 Demonstracao da parcela de esforgos externos

A presente subsecdo tratara da demonstracdo da parcela relativa as forcas externas da
forma tangente bilinear. Esta possui a forma

4]
f (—qS*d : 5d) o = f (L5*d - 5d)dQ. (4.208)
Q od Q
Conforme observado na equacdo anterior, o termo a ser determinado trata-se de
on on
99 _|ou 06
= — = _ 1. 42

L 7d % i (4.209)

du 06

A determinacéo deste termo esta condicionada ao esforgo externo que esta aplicado na
casca no ponto analisado. Como trabalharemos com esforgos conservativos, ndao dependentes
do deslocamento da casca, podemos afirmar que

m_,. (4.210)
ou
o
m _ . 4211
T (4.211)
€
9% _ o, (4.212)
ou

apenas necessitando de determinagdo os termos %, jaque i1 € um termo dependente da rotacéo,

conforme apresentado em (4.131). Desta forma, considerando a regra do produto na derivacao,

devemos determinar

op _o(r'm) o") _ N rTa(m)

_ 4213
20 00 o0 M I (4.213)
Como os esforgos sdo conservativos, temos que
om
-0 4.214
T ( )
e, entdo,
nooorm _
LA 4.215
5= 35 ™ ( )

A forma da derivac&o apresentada acima assemelha-se a apresentada no APENDICE B.
Para determinacdo da equacdo final, é necessario a determinagéo da equacdo de momento a ser
considerado. Assim como apresentado por Campello, Pimenta e Wriggers (2003) e Campello
(2005), trabalharemos com momentos externos semitangenciais, caracterizados pela derivada
temporal
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. 1
n = Ew X mn, (4.216)

e com momentos externos decorrentes da aplicacdo de uma forca externa constante e a sua

excentricidade, caracterizado por

m=sxmn, (4.217)
sendo s o vetor de excentricidade. Considerando o apresentado no APENDICE B, as
respectivas matrizes L para 0s momentos externos semitangenciais e para as cargas externas

excentricas serdo dadas como, as respectivas matrizes L para 0S momentos externos

semitangenciais e para as cargas externas excentricas serdo dadas como

_0dq 0 0
L=%a~ [o Sym(V (8, m))] (4.218)
€
aq [0 0
Tod [0 I'Sym(SN)T + Sym(V(8, m))]' (4.219)

sendo S = skew(s), N = skew () e Sym(:) indica a parcela simétrica do termo analisado,

conforme Pimenta (2006).

4.6 Equacdes constitutivas da casca

Anteriormente a apresentacdo da aplicacdo das leis constitutivas na formulacdo da
casca, se ressalta que alguns tensores foram modificados pelo autor do artigo de referéncia,
buscando uma maior abrangéncia da teoria. O presente trabalho mantém as mudancas adotadas

pelo autor (sinalizando-as quando utilizadas) e apresenta as demonstrac6es partindo delas.

4.6.1 Condicao de tenséo plana
As relacBes constitutivas aplicadas a casca podem ter uma abrangéncia maior ao se
introduzir um termo que permita a deformacao perpendicular ao plano médio da casca. Desta

forma, os autores do artigo modificam a equacéo (4.37) para a forma
FFr=I+y, Qe +v33e; ® es. (4.220)
O valor adicionado pode ser considerado como um grau de liberdade extra e que pode
ser eliminado utilizando a condicgéo de tenséo plana. A condi¢do afirma que a componente do
vetor de tensdo 75 na diregdo de e;, na superficie média, serd nula. Matematicamente, a
condic&o é expressa por
(Pe%) -e; = 0. (4.221)

Esta condic&o ira gerar a condi¢éo
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T3, =15 e; =Pel-ef = 0. (4.222)
Em outras palavras, conforme apontado pelos autores, a projecéo da tenséo real Pe’ na
direcdo do diretor corrente da espessura da casca a = (e € assumido nulo. Essa consideracdo
ird refletir na poténcia da casca, fazendo com que 755 ndo possua poténcia associada, conforme
apresentado na equacéo (4.91).
Os autores do artigo base, neste momento, introduzem as novas quantidades tangentes

que virdo a ser utilizadas brevemente:

at),
Caﬁ =—: (4.223)
ayg
o = oty B 01:§3_ (4.224)
“ 0Y33 B vy’
0135 (4.225)
c= )
0Y33

Observando as equacdes (4.222) e (4.225), é possivel perceber a existéncia de nédo
linearidade em relacdo a ys;3. O método utilizado para solucionar esta ndo linearidade
escolhidos pelos autores foi 0 método de newton. O método de newton, possui como algoritmo
base

N(x)
N'(x)

onde x**1se trata do novo valor da variavel, x* do valor anterior da variavel, N(x) uma funcéo

k+1 — ok

X (4.226)

da variavel e N'(x) a derivada da funcdo em relacdo a variavel. Aplicando este algoritmo no
problema atual considerando que 7%; € uma funcéo de y53 e utilizando a equagéo (4.225), o
método de newton se torna

T
T33

k+l _ ok _ — k=01.2,.. yk =0, 4.227
V33 V33 (9t%,/3733) V33 ( )
ou
k+1 k 1 r k
V33 =V33— —C(}/gg) 733(y33), k=012,.., y535=0 (4.228)

Utilizando a equacdo acima, ys3; é eliminado da cinemética da casca.(CAMPELLO,
PIMENTA, WRIGGERS, 2003)

De forma anéaloga, é possivel computar o tensor apresentado na equacéo (4.203) como

~

1
Ca[)’ = Caﬁ - ECQ X Cp- (4229)
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4.6.2 Material elastico geral

Os materiais elasticos normalmente apresentam a sua energia de deformacao em funcéo
da conjugacao energética do tensor das deformacgdes de Green-Lagrange E, com o segundo
tensor das tenses de Piola-Kirchhoff,S. E necessario ressaltar que o tensor E pode ser
representado em funcdo do tensor das transformacdes F, ou em funcdo da sua contraparte retro-

rotacionada F™ como

1
E=> (FTF" - 1). (4.230)

Definido o tensor E em funcéo de F", é também possivel estabelecer a correlacdo entre
0 segundo tensor de Piola-Kirchhoff com o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff

retrorotacionado. Considere inicialmente o tensor S como
S = FIP, (4.231)
que pode ser reescrita como
P = FS. (4.232)
Considerando que P = QP"e F = QF", temos que
QP" = QF’S. (4.233)
Multiplicando ambos os lados por Q1 se tem que
Q7'QP" = QTIQFS, (4.234)
ou
P’ = F'S. (4.235)
Conforme apresentado na secdao 3.2, um material hiperelastico pode ser representado
por uma funcéo de energia de deformacao especifica de tal forma que
S = ";_‘l'; (4.236)
Por sua vez, conforme apresentado por Pimenta (2006), a segunda derivada da funcéo

de energia de deformacao especifica em funcdo do tensor das deformac6es de Green-Lagrange
ird resultar em

_0S Rl

0E 0E?

onde D é um tensor de quarta ordem denominado tensor dos médulos hiperelasticos de rigidez

(4.237)

tangente.
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Neste momento, os autores do artigo base introduzem os tensores de terceira e segunda

ordem, respectivamente,

B, = oF (4.238)
a — aya ) .
_ OE (4.239)
Y33
Com o auxilio destes tensores, podem ser obtidas as relacdes
T, = BLS; (4.240)
733 =B :S. (4.241)
Substituindo estas relagdes nas equacoes , (4.224) e (4.225) temos
at, J(BLS)
Cug = = ; 4.242
ap ayz ayz ( )
ot, 0(BLS) (4.243)
C = = ;
¢ Oyss 0Y33
_9(B:S) (4.244)
Y3z

A obtencdo das formas finais de C,g, ¢, € c seguem a mesma logica. Desta forma, sera
apresentada a demonstracgdo de C,z e sera apresentado o resultado das outras variaveis.

Partindo da equacdo (4.242) se pode aplicar a regra do produto na diferenciacéo,

obtendo que

0(B;) 7 0(S) 9(E)
Cop = o, S aﬁm (4.245)
ou, considerando a equacéo (4.237),
o(BL
Cop = ( ;") S + BIDB;. (4.246)
6]/3

Levando em conta a equagdo (4.238) e considerando que o tensor de Green-Lagrange €

simétrico, se obtém que
Cop = (e} - Sep)I + BIDB;. (4.247)
De forma analoga, se obtém que
c, = (el - Seb)el + BIDB; (4.248)
(4.249)

c=e5-Se; +B: DB aE.
0Y33
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O objetivo da determinacdo destes tensores tangentes é a obtencdo das parcelas que
compdem os tensores tangentes descritos na equacdo (4.229), que por sua vez compdem as
parcelas relativas a nao linearidade fisica, descritas nas equacdes (4.204) a (4.207). Desta forma,
para se computar a ndo linearidade fisica do corpo se mostra necessario apenas determinar os
vetores de tensdo retro-rotacionados 7, utilizando as leis materiais apresentadas nas proximas

secoes.

4.6.3 Materiais isotropicos

Materiais isotropicos sdo materiais em que um mesmo ponto material apresenta as
mesmas propriedades mecéanicas em todas as direcdes (TIMOSHENKO, GOODIER, pag.1
1980). Quando um material elastico é isotropico, é possivel expressar a funcdo de energia de
deformacéo especifica em funcdo dos invariantes do tensor direito de Cauchy-Green, ou seja,
U = Y(I4,15,]) (CAMPELLO, PIMENTA, WRIGGERS, 2003). Os invariantes adotados no

presente trabalho séo:

L=1I:C (4.250)
1
P (4.251)
2
J = det(F). (4.252)

Vale ressaltar que, considerando F = QF"e QTQ =1,
C=FTF =F""QTQF" = F""F". (4.253)
4.6.3.1 Material Neo-Hookiano
Conforme apresentado na equagéo (3.1) temos que

oy
— 9" 4.254
S=2 ~C ( )

Como agora a funcgdo de energia de deformacdo especifica é expressa em funcdo dos

invariantes, a equacao anterior pode ser reescrita como

oyaol, oyal, oy a]>
(Xt ¥z v\ 4.2
5=2 (611 ac Tar,ac T/ ac (4.255)
Substituindo os invariantes se pode escrever que
1
apad:c) aypd(31:€*) aya
g=o(2¥2U:0 ov 2 )+_¢1 (4.256)

oI, ac ' aI, aC 9] ac |

Considerando a regra do produto se pode escrever que
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0 opiriar aC%\ ayaJ
=2|—=(= P+ —==|. 4.257
5= zazl(ac CHl ac) al, 2 (ac I ac)+a]ac (4.257)
Considerando que a_ = 0, temos que
Y, aC\ op1l/ a4C%\ oy
— il IR il | Sl 4.258
5= 2[%(' 6C>+6122<I ac>+a] ac| (4.258)

Pelas propriedades de derivagéo de tensores de segunda ordem, se pode escrever como resultado

das derivacgdes

oy ay 9]
s_z[alla @D +5- (U 1®0) +550] (4.259)
ou, realizando os produtos escalares e diadicos para tensores de segunda ordem,
an aJ
.y S 4.2
=2 [611 I+ azz T a7 acl (4.260)

Considere agora a parcela a—]a—é. Levando em conta a equacdo (4.253), a demonstracao
da parcela parte da consideracdo que
det(C) = det(FT) - det(F). (4.261)

A derivada da equacdo acima em funcdo do tensor das deformacgdes de Cauchy C,
considerando a regra do produto sera obtida como

ddet(C) _ ddet(F")

ddet(F)
= : Ty . 4.262
~C = det(F) + det(FT) TR ( )
Considerando o produto escalar, se pode escrever que
ddet(C) ddet(F)
= . 4.263
~C 2———+ det(F). (4.263)
Neste momento, de forma anéloga ao encontrado por Reddy (2013):
ddet(F
) _ et(®yF-T, (4.264)
JOF
se define que
ddet(C
O _ ety (4.265)
aC
e, considerando que
det(C) = det(F") - det(F) = [det(F)]?, (4.266)
se pode reescrever a equacgéo (4.263) como
ddet(F
[det(F)]>CT = 2= ( )-det(F). (4.267)

aC

Considerando agora que C = F'F",a equacdo acima pode ser reescrita como



[det(F)]2F" ¥ T =2 bdet(F)

- det(F).
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(4.268)

(4.269)

aC
Isolando o termo com a derivacdo e tendo em mente a equacao (4.252), se pode escrever que
a 1 4T
—=—JF" "F" .
aC 2]

Substituindo a equacédo (4.269) na equacdo (4.260), se pode escrever que o segundo

tensor de Piola-Kirchhoff sera computado por

4\ A— r—T]
2[6111+612C+2011F F

Substituindo a equacado (4.270) na equacao (4.235) se tem que

oy oy 1oy )
r o - r r
P" = 2F" (6111+_612C+2_6]]F F

ou, realizando a distributiva para o terceiro termo dentro do parénteses:

W et r(OV,, 0
P” ]]F + 2F (6111+612C>

Definido o tensor P, é necessario definir os tensores que o compdem.

(4.270)

(4.271)

(4.272)

A definicdo dos tensores F” e FT parte da determinacao dos vetores de deformacéo

Y& Os tensores de deformacao retro-rotacionados serdo dados por
vi=(r1-eper + (vi-ere; + (vi-ez)es;
vz = (vz-ever + (v -ey)e; + (v; - es)es;
Vi = (- eDel + (k- e)el + (v} - eDel,

ou, considerando que y;; = ¥} - e; com j e i variando de 1 a 3:

Y1 =7Y11€1 + Va1€; +V3€5;
Y2 = Y12€1 +V22€; +V32€5;
Y3 = Y13€1 + Va3€; + V3z€s.

Substituindo as equacdes (4.276) e (4.277) no produto diadico y7, & el,, temos

T T Yi1 Y1z O
Yo ® ez =vier +vie; =|Va1 Y22 Of
Y31 V32 O
Considerando a equagéo anterior e que

0O 0 O
V33e3 @ e; = [0 0 0 ],
0 0 vys3

(4.273)
(4.274)

(4.275)

(4.276)
(4.277)

(4.278)

(4.279)

(4.280)
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0 tensor das transformaces retro-rotacionado F”, determinado segundo a equacdo (4.220),

assumira a forma

FFr=I+y,Qey+vye;Q@e;=

1+yis V12 0 (4.281)
V21 14y, 0
V31 V32 1+ ys3

Considere agora 0s vetores

fo=¢€g+ve (4.282)

fi=el +ylel. (4.283)
Considerando (4.282) e (4.283), o tensor apresentado em (4.281) pode entdo ser reescrito como
FF=fi®el+f; Qe+ f3Qe;. (4.284)
O jacobiano do tensor F” seré determinado como
J=F5-(Fixf3) =Q+vys)] = A +ysel (fi X f3) (4.285)
sendo
J=e5 (f1 X D). (4.286)
A determinacdo da inversa do tensor serd entdo obtida, por meio de produtos escalares e
vetoriais, como
1
NAGEYD

sendo a sua transposta obtida como

F7' [(F2xf3) (F5xfD (F1x I, (4.287)

1
T = ey [ X1 G D Ul (4.289)

Reorganizando o formato matricial por meio de produtos tensoriais, obtemos

1
Fr—T — T T T4 (fT T T4 (fT T
GEID [(Fz % f3) @ e1 + (f3 X f1) @ e + (f1 X f3) (4.289)
® es].
Determinada a equacéo (4.289) e tendo em mente a equagéo (4.285), podemos obter
JFT =[x ) @ el + (f5 x f1) @ €5 + (f1 X f3) @ €], (4.290)

Sendo este o primeiro termo da equacdo do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff.
Obtido o primeiro termo, se tem por objetivo a determinagéo do tensor das deformacdes

de Cauchy. Considerando as equagdes (4.253) e (4.284), podemos escrever que
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C=1Q0f1+e;Qf2+e3Qf3)(f1Qei+f,Qe;+f3& e3) (4.291)
e, multiplicando por F",
F'C=FFF"
=(f1Qe1+/: Qe +f3Qex)(e1Qf1+e;Q [ (4.292)
+e3Qf3)(f1®er+f,Qe;+f3Qe3)
Apds uma série de utilizacBes das propriedades de produtos diadicos e das ortogonalidades entr

0s vetores envolvidos, encontra-se a equagao acima de forma compactada em formato indicial

como
Fr'e=(f]-f)fi @e] , i=123;j=123. (4.293)
Obtido este termo, temos todos os termos relativos aos tensores de deformacdo de Cauchy e
transformacéo para determinar a equacao do primeiro tensor de Piola-Kirchhoff.
Levando em conta as equacdes (4.284), (4.290) e (4.293), e substituindo estas em
(4.272), pode-se escrever o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff como

oY
P’ =ﬁ[(f’z”><f§)®e§+(f§><f§)®65+(f§><f5)®e§]

oy
+2 (a_z [fiQel+fQes+ fi R ek] (4.294)
1

+ Z—Z((ﬂ N ® e;)>.

Neste ponto, é apresentada a obtencéo das equagdes dos vetores 7, T, e T respectiva

e, separadamente. Comecemos entdo com a demonstragdo do vetor t7, expresso por
r allu T T
T = W (f2 X f3)
+2 {a_“" fr (4.295)
oL,
oY
T [(f1-fOf1+ (2 fOf2 + (f3 -fi)fg]},
obtida pela decomposicdo da equagéo (4.294). Considerando (4.283) e a possivel inversdo das

parcelas no produto vetorial, temos
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~
=
I

le 1 T T
__6] (1+y33)(e3 X f3)
{ o (4.296)

aI [(f‘l" fT)fT+(f‘l" f‘l")f‘l"_l_(f‘r fT)fT]}
2
ApO6s uma serie de reordenamentos em relacdo aos produtos escalares, podemos escrever a

equacéo (4.296) como

oY
T = _W(l + v33) (e X f3)
{ o (4.297)

+ILUST ® FOF + (5 @ FOFT + U3 @ FF))

e, evidenciando f7,

T aq/ T T
T = —W(l + v33)(e3 X f3)

+2{alpl 4.298

FEC I ® D+ (@ D + (5 ® fI) i
2

Analogamente a demonstracdo de 7, podemos obter T5,como

U4
T; = W(l + v33)(e3 X f1)
+2{6'{’I 4.299

+a—12[(f§ ® f1) + (2@ f2) + (f3 ®f§)]}f§-

Antes da demonstracdo do Gltimo vetor de tensdo, é valido apresentar uma forma

generica para os vetores 7 e T5, denominada t},. Esta possuird a forma

T—al'U1+ +2{51p1+ T r} r 4.300
TCZ - a] ( )/33)90: all 612 (f ®f ) a, ( . )

onde
9o = €ap(fo X €3) (4.301)
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qp = €5 (e, X ep) =—1oul. (4.302)
Demonstremos agora o ultimo vetor de tenséo, 5. Este inicia como
4
=3 (f1 % f2)
T
4,
{ o (4.303)
+ILUST DI+ U5 FF% + (05 D)
e, apds algumas manipulacGes analogas as feitas para 0s outros vetores de tensao, chegamos a
lII T T
=7 (f1 % f3)
r 4.304
{ Ik (4.304)

LU @ D+ (5@ ) + 5 @ FIfS)

Levando em consideracdo a equacéo (4.283), e apos algumas manipulaces relativas a produtos
diadicos e escalares, podemos ainda escrever que

(fr><f)

ow
+2(1 +733) {—a —el (4.305)
1

Y SUUFIG €D + £33 €D + £ - e}
Neste momento, no entanto, lembramos ao leitor que apenas necessitamos do termo 35,
ja que o vetor % ndo possui poténcia associada, ja que a casca possui um vetor diretor rigido

(CAMPELLO, PIMENTA, WRIGGERS, 2003). Desta forma, focamos apenas em
llu r T T
_533'“1 X f3)

p
+ 2(1 + y33) {61
! (4.306)

e A R A
2

+ (5 O e}

Sendo
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(e3-f1) = (f1- e3), (4.307)

temos
le T T T
_533'01 X f3)

oY
+ 2(1 + y33) {

ol
! (4.308)
81 [(93 fo(es - f1) + (es- f3)(es - f3)
2
HCHAICHOI
ou, reorganizando em notacao indicial,
tha = ek (P X F) + 201+ ) (54 S IR (e DI (4.309)
33 = a] 3 33 all 612 3 3 .
Por fim, considerando (4.286), podemos escrever que
lP
T T
= ST+ 20+ ) (54 e D D (4310
Para continuar a demonstragéo, € necessaria a obter os termos a—j’ ZTW e . Observando
1 2
a equacdo (3.6), pode-se imediatamente obter que
vy, 1
—_ = 4.311
ol K (4.311)
e
0¥ (1,])
—_— 4.312
o, (4.312)

< ow . : :
A demonstragédo do termo a no entanto, necessita de um maior detalhamento. Imediatamente

apos a derivacgdo, temos que

v, 1 1 1
— == ——|—u- 4.313
=3l =] w (4.313)
Apo0s alguma manipulagdo, obtemos
v (1, A(1 2j2 —2u—2
(1])=l (1 +vy33)°) [ l (4.314)
aJ 2]
Substituindo (4.311), (4.312) e (4.314) na equacéo (4.310), obtemos
1[A(J%=1) —2u] -
T33 = 7[ > J+ (1 +y33)u=0, (4.319)
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onde a igualdade com o valor nulo é definida devido ao estado de tensdo plana, conforme
apresentado na equacéo (4.222).

ApO6s um série de manipulagdes e isolando y55, finalmente obtemos o termo

’ A+ 2u
= |———1. 4.316
V33 A% + 2 ( )

Com o termo y53, possuimos todos 0s termos necessarios para montagem dos vetores
de tensdo t7,. Comecemos entdo substituindo as equaces (4.311), (4.312) e (4.314) na equagéo
(4.300), de forma a obter

[A(1 +y33)%)” — 20 — 4] 1 r
3 |G+ rge+2{zul (4.317)

Utilizando (4.285), a equacéo (4.317) é escrita como

[A(1 +y33)%]% — 21 — 2] 1 r
Sy | rge b2l (4.318)

Percebe-se na equacado (4.318) a presenca do termo y4. Para obtencdo da condicéo de

Ty =

Ty =

tensdo plana, substituimos este termo pelo valor obtido em (4.316), transformando assim os

vetores T, (v}, v33) em T,,(y,) com a forma

A+2u
N AZ+2 A+2l’£ r T
7= | e (e e ed
/1+2‘u ) /< + u (4.319)
2

A% +2u

+ ufa
ApO6s uma série de manipulagcfes da equacdo acima, obtém-se a forma genérica dos vetores de

tensdo plana

P~ le + /1 T T T
= —u [m e} - (et x e5)(f% X €5) + ufs. (4.320)
ou, de forma condensada e considerando (4.301) e (4.302),

_— [ 2u+ A
« = “HIFE + 20

Determinada a forma geral 7,, podemos obter os vetores especificos 7] e 5. Sera apresentada

]ga + ufo. (4.321)

a demonstracao do vetor 77, sendo o vetor £}, obtido de forma analoga.
Analisemos agora a demonstracédo de 77. A partir da equacdo (4.320), podemos construir

2u+ A

T =—u [m] (f% x e3) + ufy. (4.322)
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O produto vetorial existente na equacgéo (4.322) pode ser calculado como

i j k 1+ Y22
(Faxes)=|yiz 1+va va|=Q+v22)i—viaJ=| V12 (4.323)
0 0 1 0
Substituindo (4.323) e considerando que
1+vy11
fi=| vz | (4.324)
V31
podemos reescrever (4.322) como
o [ 2u+ A q[ltre .\ 1 :/‘ Y11 4.325)
U="Mom 5l 72 K 21 :

A seguir, sdo realizadas algumas manipulacdes matematicas em relacéo a equacgdo do
vetor de tensdo, de modo a obter os mesmos parametros propostos por Campello, Pimenta e

Wriggers (2003) Inicia-se a manipulacdo com a equacéo (4.325), transformando esta em

) 2u+1 q[ttre]  [Ttru
T1=—u [ﬁ Y12 | TH| Va1
(G + 20D [1 * 72|

P apl| ]

(G + 20D [1 1 72|
V12

G +zapl| T}
Manipulando a equacéo anterior e definindo o parametro
9= l/l(/—3 D+ 2#(_1_— 1)]
W3 +2u) '

—u

(4.327)

obtemos

Y11 — V22
—Y12 Y21t V12
0 V31

De forma analoga a construcéo de 77, 7/, € definido como

—Y21 Y12 T V21
frz. = [119 [1 + Vlll + w|V22 — V11
0 Y32

Obtidos os vetores de tensdo, foca-se agora a demonstracdo dos operadores tangentes

1+ vy,

T =ud +u . (4.328)

. (4.329)

’Eaﬁ(yg) , sendo estes equivalentes aos €z (Y, ¥33), COM a substituicdo de 7 (¥g, v33) por

T, (y%). Sendo assim, considerando (4.321) e definindo
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2u+ A

N =—u|l————"7-—| 4.330
o) =~ |55T75 (4.330)
Temos
0Ty, + uf?,
= e alp(Ngs + ufe ] (4.331)
ayﬁ ayﬁ
Pela regra do produto,
0T dlp()] ag 61"
r _ a _ r a
e, pela regra da cadeia
ar ole(D] 8] 69 fr
r a a
= = () + 4.333

A demonstracdo de (4.333) seré realizada por parcelas, ja que esta apresenta parcelas
consideravelmente grandes. Inicialmente foca-se no termo
. ~
[M(/U? +2 ]) M(Zﬂ +A)]

dleM] | of I
g GJ° + 244))? |' (359

| |

Como os parametros de Lamé dependem apenas de parametros materiais, apds a aplicacdo da

derivagdo e apds alguma manipula¢do, obtemos que

e 3% +2
oD _ _ o [GH + 20 4339
a] AP +2uD ]|
finalizando esta parcela.
que e ndo varia com yj, temos
oJ o[(f1 x f3)]
— e .17 J27] 4.336
ou,
o] olek- X
]r _ les - (f1 fz)] (4.337)
ayﬁ ayﬁ
O produto escalar e} - (f3 X f3) é calculado como
Y21¥32 — V31 (1 +¥22)
et [(fixf)l=[0 0 1 —v¥3,(1+ y411)
s [Fixl=1 ] V31Y12 — V32 Y11 (4.338)

(1 +y10) A +v22) = V21Y12
= (1 +y10)A +v22) — V21V12-
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Definido o produto escalar, é necessario tratar agora da derivacdo. Para simplificacéo, a
equacéo

des - [(f1 x f)1} _ oles - [(f1 X f2)1}
v v

e’ (4.339)

sera obtida retirando o indice g e tratando da versdo expandida com y7 e y%. Considerando
(4.338), obtemos

r r r [(1+y10) A +v22) — V21¥12l/0v11
a .
= %ﬁff””epz[u+ny1+nﬁ—VuhﬂﬁW5
1i [(1+v10) (A +¥22) — V21V12]/0v31 (4.340)
(1+7v22)
= Y12
0

Observando a equacdo acima e comparando com a versdo expandida de g7, percebe-se que

»_ oles [(f1 X f2)1}

Y Ay e; (4.341)
e, de forma anéloga
1+ y10)(A +v22) — ¥21712]/071.
ofes - [(FL x 1y, |7 e
g; = & ayl’". 2 e? = [+ y10) (1 +¥22) — Y21¥121/0Y22
1 [(1+y10) (A + ¥22) — V21712]/0732 (4.342)
—Y21
= [ +ri)|
0
Finalizada a parcela a[<p_(_ma_j; passamos agora para %. Assim como na parcela

anterior, retiramos os indices para maior clareza na demonstracao, logo, a expressao

0gs _ eas(fr x eD)] _ el - (el x ef)(ff x €})]

- = = = (4.343)
ayﬁ ayﬁ ayﬁ
sera substituida por
agr o(fh x en
g:: (f2 res); (4.344)
Y1 Y1
agr o(fh x en
gi _ (f3 _ 3); (4.345)
Y, Y,
ag, J(fr x eh
gz _ (f1 33); (4.346)
vt ay1
ag, J(ft x el
9> (f1 93). (4.347)

ay, vy
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Observando as parcelas acima, € inicialmente necessario determinar os produtos vetoriais.
Desta forma, temos

i j k
fixe3)=|1+vy11 Vo V31] =Yl — (1 +v10J;
o 0 1 (4.348)
Y21
= [-(1+y11)
0
i j k 1+ Y22
(fzxed) =|yiz 1+v va|=Q+v2)i—viaJ.=| —vi2 (4.349)
0 0 1 0
Iniciamos as derivagdes com os termos mais simples de serem computados, sendo estes
a(f, x e al(1 + el —vyies (0 0 0]
(f; ) 3) _ [( Vzg) r1 Y12€3] ® e]r —lo o ol (4.350)
¢! Vi 0 0 o
a(fi x ek d el —(1+ ey [0 0 0]
(f1 _ 3): [v21€1 (r Y11) z]® ]r_ 0o o0 ol (4.351)
ay; ayjz 0 0 ol

As derivacbes acima resultam em matrizes nulas pois ndo existe dependencia entre as
componentes dos vetores obtidos pelo produto vetorial, em relacdo as componentes dos vetores
de deformacéo y7 e y%. Agora sdo tratadas das parcelas que possuem matrizes ndo nulas obtidas

pela derivacéo.

A derivacdo das equacdes (4.345) e (4.346) possuem mesma logica, desta forma sera
apresentada a demonstracdo da equacéo

a(fy X e3) _ o[(1 +vz2)el —viz€5]
Y3 v,

Rel. (4.352)

Separando a equacdo acima em funcao das componentes, obtém-se

a(f; x e3) _ (1 + yz2)el — vi2€5] . 0[(1+yz)el —yize3]

X el +
oY} o1, ' vl (4,359
O[(1 + y22)el — y12€5] '
®e,2~+ Zgyrl 12%2 ®eg
32
e, realizando as derivacoes,
A(FT x e [0 1 0]
F2X€) _ _ r@erter@er=|-1 0 ol (4.354)
ay’,
2 0 0 O
De forma analoga, temos
O(FT x e” 0 10
%:—e§®e§+e§®e§= 10 0 (4.355)
" 0 0 0
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Embora (4.350), (4.351), (4.354) e (4.355) apresentem os valores abertos das derivagoes
apresentadas em (4.344) a (4.347), estas podem ser representadas na forma indicial compacta

994 .
P —g,p5kew(e}), (4.356)
Yp
jaque
(el x e]) =0; (4.357)
(e}, x e}) = 0; (4.358)
0 -1 0
skew(el) =1 0 0 (4.359)
0 0 O
e, considerando (4.302).
E apresentada a demonstrago de of E‘ sendo esta a Gltima necessaria para obter o tensor

6]/3
de segunda ordem C”, .. Assim como a maioria das parcelas anteriores, abandonamos a notacdo
ap

indicial de forma a simplificar a obtencdo dos resultados. Esta parcela apresenta uma

demonstragdo consideravelmente direta, sendo esta composta de

f1 _ o[(1 +yi1)el +yai€) + vz e5]
oY1 011

O[(1+y11)el +yz.€5 +y3i€}
+ [(1+711) 1ayry21 2 +Vv31€3] ® el (4.360)
21

al(1 + e’ + el + ya ek
n [( Y11)e; r)/21 5 t+V3i€5] ® el
03,

af1 _ d[(1 +yi1)el +ya1€) + vz e5]

r

ay}, Y1,
A[(1+y1)€e] + yz1€5 + v3.€5
+ [(1+y11) 1aer21 2 +V3i€5] ® e (4.361)
22

o[(1+ el + el + e’
n [( Yi1)e] r)/21 5+ V3€3] ® el
Y3,

af? _ dly1z€1 + (1 +vz;)e; + y3ze3] R e’
oy} o, !
0 e’ +(1+ el +vsel
n [y:z€] + ( ay)/rzz) 5+ V3ze3] ® e} (4.362)
21

0 e’ +(1+ el + e’
n [y:2€] + ( Vrzz) 5+ V3ze3] ® el
0Y31

X e}

X e
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0f2 _ dlyioe1 + (1 +y22)e; +vs2€3]

-
v} 1, Qe
dly2e1 + (1 + e, + y;,el
n [yiz€1 + ( ay]/rzz) 2+ V32€%] Q el (4.363)
22
dlyize1 + (1 +v22)€; + v3z€3] -
" 032 Qe
As quatro equagdes terdo como resultado
af{ r r r r T T 100
ar:el®e1+e2®e2+33®3320 1 O;
Y1 0 0 1 (4.364)
ofT 0 0 0]
ai=0e§®e;+0e5®e§+0e§®eg= 0 0 of; (4.365)
& 0 0 o
oft 0 0 0]
ai=0e§®e;+0e5®e5+0eg®eg= 0 0 0f; (4.366)
"1 0 0 o
oft 100
ar=e§®e{+e5®e5+e§®e§=0 1 0] (4.367)
& 00 1
Voltando agora para a forma indicial, pode-se escrever que
0fa
= 8ypl, (4.368)
(’)y;g

onde J, trata-se de um delta de kronecker, obtendo 6,5 = 0 quando a # 8 € 6,5 = 1 quando
a=p.

Determinadas todas as parcelas que compem (4.333), voltamos a esta substituindo o
obtido em (4.335), (4.356), e (4.368) para obter
0T (B +2u)
« =y~ YD aFE+2m)
+ ubqpl,

l 9u ® gp — eapp(J) skew(el)
(4.369)

conforme apresentado por Campello (2005). Em forma matricial e abandonando a forma

indicial, temos as matrizes

B (1+y3)%0' +1 -1 +y3)y9" 0
Chi=u|-A+yL)yL9 GL)*' +1 o) (4.370)
0 0 1
_ —(1+y32)yz9" 9—-1+ A +y{DA +y3)y;9 0
12 =0|1—9 —ylyi —(1 + )y 0| (4.371)
0 0 0
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=0, (4.372)
_ )" +1 = +yi)yz9" 0
Co=u[-Q+yIyid QA+yID2'+1 o) (4.373)
0 0 1

onde

o209 _[(G+20)GAP + zml (4.374)

aJ J2(AJ? + 2p)?
4.6.3.2 Material de Saint-Vennant-Kirchhoff

O material de Saint-Venant, conforme apresentado na equagédo (3.9) na se¢édo 3.4, a

funcéo energia de deformacéo especifica do material possui a forma
1
W(E) =-A(: E)*> + u(E: E). (4.375)

Utilizando a equacdo (4.236), é possivel escrever que o segundo tensor de Piola-

Kirchhoff assumira a forma

1 . 2 .
U 0 <7’1(’ tE) 4 u(E E)> (4.376)
" 0E 9E '
Considerando a regra da cadeia e do produto na diferenciacao, temos que
ol OE 0E 0E
= : — T — — :—). 4.377
S=ad E)<6E E+1 aE)+“<aE E+E 6E> (4.377)

Utilizando a consideracédo que Z_,I; = 0, se pode obter que

S=AT:EI:IQD+u(IQI:E+E:IQI. (4.378)
Sendo o tensor das deformacdes de Green-Lagrange simétrico, realizando os produtos escalares
e diadicos, temos que
S = A(I : E)I + 2uE, (4.379)
ou, realizando o produto escalar pra tensores de segunda ordem,
S = Mr(E)I + 2uE. (4.380)
A partir da equacdo (4.237) e da equacao (4.379), e possivel obter o tensor dos mddulos

hiperelasticos de rigidez tangente por

2 .
p_ 9% _09S_9[Ad: B) +24E] (4.381)
5] ) OE

Considerando a regra do produto na diferenciagdo, se pode escrever que
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oI 0E ol 0E
-1 (2= L L F) — — 4.382
D A(aE E+1 aE)I+/1(I E)aE+2”aE ( )
ou, sendo o _ 0,
9E
D=AU:IQD+2u(IRI). (4.383)

Realizando os produtos escalares e diadicos, se pode finalmente definir o tensor

constitutivo de quarta ordem para materiais de Saint-Venant como

D = az_q; =MQ I+ 2ul, (4.384)
0E?
onde I é um tensor de quarta ordem equivalente a matriz identidade para um tensor de segunda
ordem. Com o tensor dos mddulos hiperelasticos de rigidez tangente, se pode reescrever a

equacao (4.376) como
S = DE. (4.385)

Definidas as formulas gerais, a partir deste momento se comeca a determinacdo dos
vetores tensdo. O inicio do processo parte da equacdo que descreve o tensor das deformacdes

de Green-Lagrange,

1
E= 3 (FTF - I). (4.386)
Substituindo a equacao (4.35) na equac¢do acima, obtemos
1
E=> (FTQTQF" - 1I). (4.387)
No entanto, considerando a aplicagdo do tensor de rotacio @Q, pode-se afirmar que I = QTQ,
logo,
1 T
E=> (FF'F" —1) (4.388)

e escrevemos assim o tensor das deformacdes de Green-Lagrange em relacdo ao tensor das
transformacoes retro-rotationado.

Construamos agora o tensor E em seu formato matricial. Realizando a substitui¢do das

equacgOes (4.281) e
T 1+vy11 V21 V31

F'i=|[ 712 1+v22 V32 | (4.389)

0 0 1+ Y33

respectivamente F"e F'T, na equacdo (4.389), obtém-se

1 1+vy1 V21 V31 1+ynn V12 0
E= > Y12 1+vy2 Y32 V21 1+vy2 0 —-1), (4.390)
0 0 1+ys3ll s Y32 1+ 7v33




ou,

E:11 E:12 E:13
E= E21 Ezz E23 ’
E3;  Esp Ess

onde
Buy = = [0 + 205 + (3% + (1))
1n=5 Y11 Y11 Y21 Y31)" 1
1
Ez = > [(v11 + Dyl +v21(rz. + 1D + v3v5],
1 s '
Es; = 5 [(¥3s + Dyiil,

Eip =< [(11 + Dyiz +v21(vz2 + 1) + v317v32],

N =

1
Ezp = > [(¥32)? + 2v5; + (r12)* + (¥32)°],

1
Egp, = 5 [(¥3s + Dy3al,
1 T s
Ei3 = E [(¥3s + Dy31l,
1 T T
Ezz = > [(¥3s + Dy3al,

1
Es3 = > [(yis +1)2 —1],
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(4.391)

(4.392)

(4.393)

(4.394)

(4.395)

(4.396)

(4.397)

(4.398)

(4.399)

(4.400)

Determinado o tensor E, obtém-se agora o primeiro tensor das tensdes de Piola-

Kirchhoff. A equagéo (4.380) apresenta o segundo tensor de Piola-Kirchhoff, no entanto,

utilizando a relacao

P = F§,
ou,
QP” = QF’S.
Transferindo o tensor Q obtemos
P" = Q 'QF'S
ou, considerando que Q71Q =1,
P" =F'S

(4.401)

(4.402)

(4.403)

(4.404)

correlacionando assim o primeiro tensor de Piola Kirchhoff retro-rotacionado com o segundo

tensor de Piola-Kirchhoff. Obtida esta relacdo, podemos construir esta matricialmente como
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T T T
T11 T1i2 T3
P" = F'S=|13 T3 T3
T T T
T31 T32 T33

(4.405)
1+ y11 Y12 0 Si11 S12 Si3
=] Y21 1+ vy, 0 Sz1 Szz Sy3
Y31 V32 1+7vy3311S3; Sz Ss3
ou,
1+y1, Y12 0 S11 S12 Si3
PT = Frs = y21 1 + yZZ O SZl Szz 523 (4406)
V31 V32 1+ y3301S3; S35 Ss3

Considerando a relagédo apresentada acima, as equacdes (4.380) e (4.391) a (4.400), constroem-

se as parcelas componentes do tensor P"como

T11 = A(Eq1 + Egp + Ezg) (1 +y1y) + 2u[(1 + y{1)Eq; +vi2Ea], (4.407)
51 = MEqq + Ezp + Ez3) (v21) + 2u[y21E1r + (1 + v22)Ez4], (4.408)

T31 = A(Eqq + Bz + E33) (v31) + 2uly3iEr + v32E21 + (1 +v33)Es ], (4.409)
Tz = AEq1 + Egz + Ez3) (¥12) + 2u[(1 + ¥{1)E12 + ¥i2Ez2], (4.410)

T2 = A(Eqq + Bz + E3z) (1 4+ v22) + 2u[(1 4+ v32)Ezz + v21E12], (4.411)
T3, = A(E1x + Egz + E33) (¥32) + 2uly31E12 + v32E22 + (1 + v33)Es2], (4.412)
T3 = 2u[(1 + ¥11)E13 + ¥12E23], (4.413)

Tps = 2[(1 4+ ¥22)Ezs + ¥21Es3l, (4.414)

T33 = A(Eqq + Bz + E33) (1 +v33)
+ 2uly31E13 + v32E23 + (1 + v33)Ess).
Obtidas as parcelas, é necessario agora a determinagdo do vetor y3; de modo que a

(4.415)

condicgéo de tensdo plana, estabelecida em (4.222), seja atendida. Desta forma temos que
T33 = MEqq + Ezp + Ez3) (1 + v33)
+ 2uly31Eqs + v32E2s + (1 +v33)Es3] = 0,
ou, substituindo as componentes do tensor de deformacao de Green-Lagrange,

(4.416)



1
T3z = 5/1[()/{1)2 +2y]1 + (V52 + (V302 + (v32)* + 2y, + (v12)?
+(3)* + (Y + D2 - 111 + L)

1
+ EZIJ[YBH(V% + Dyd +v3(rzz + Dy,

+ (1 +y33)(3 + 1D*—1] =0.
Ap06s alguma manipulacdo, temos
Ai)? + 2y + (3% + (¥32)% + 23, + (¥12)?]
+ A+ 205+ D2+ A+ 205" +yvE" + 1] =0

ou, dividindo os dois lados da equacédo por (A + 2u), temos

Y [((y1)? + 2y11 + (5)? + (¥32)% + 2y, + (¥12)?] + (v3s + 1)?

+ [y?‘flz + ]/522 + _1] == O

Isolando (y35 + 1)? temos

(3 +1)?* =

“Tr [((r1)? +2v] + (5D + (v5)* + 2y,

+ (y12)?] - ]’3r12 - ]’3r22 + 1.

Aplicando a raiz quadrada em ambos os lados da equacéo, definindo o parametro

12
V_Z,u+l'

e isolando o termo y35, pode-se escrever

r 2V 1 T \2 T 1 T \2 1 T \2 1 T \2 T
¥33= 177,12 {1 +vi + 2 (rz21)% + 2 (ri2)* + 2 (122)? + 722

+V1—- (D2 - (1) - 1.
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(4.417)

(4.418)

(4.419)

(4.420)

(4.421)

(4.422)

Obtido y35 para a condicdo de tensdo plana, podemos substituir o valor encontrado para

este em (4.407) a (4.412) e montar os vetores de tensao
;28
T =Tl
731
;2P
T, = |22
|73, ]

(4.423)

(4.424)
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A partir deste ponto serdo apresentadas a demonstragdes dos vetores de tensdo 7] e 75.
Como estas possuem passos analogos, apresentaremos detalhadamente a demonstracao do vetor
7] e definimos o resultado de 7%.

. 7 y
Considere agora o vetor 7{ Este possuira como componentes

=42 <E11 + E>;

v 1 1 1 1
_ _ r \2 T _ r \2 _ r \2 _ r \2
1w [2 (ri)“+rvin + > (r21)* + > (riz2)* + > (¥22) (4.425)
T 1 7 \2 1 r \2 T
+ Yzz] 3 (r3)* — > (r32) ) A +yi)
+ 2ul[(1 + y{)E +vi2E2];
=4 (En +Ez
e[S O iy 5 (A + 5 ) + 5 0
1—vl2 11 11 2 21 2 12 2 22 (4426)
T 1 r \2 1 r \2 T
+ sz] 5 (31 — > (¥32) ) (rz1)
+ 2uly21E11 + (1 +v22)Ez ]
3 =4 (En +Ez
v Il 1 1 1
= SO+ + S 0D 4 5 04+ 5 0%
T 1 r \2 1 r \2 T
+ )’22] 5 (r30)° — > (¥32) ) (r31)
(4.427)
+2p [V§1E11 + v32E2
v 1 r \2 T 1 r \2 1 r \2
+ {— 1= [E (rid“+rin + > (r21)" + 5 (ri2)
1 r \2 T 1 r \2 1 r \2 1 T
+ > (rz2)* + sz] 5 (30 — > (r32)* + E} )/31]-
Apos algumas manipulacGes e agrupamentos de parcelas e definindo os termos
1- 1_
v__ Y __Z (4.428)
v 1-v 2
v 1—-2v
1-— = : 4.429
1-v 1-v ( )
1oV 2 (4.430)
1-v A’ '

1-2 _
/1( V) —vE (4.431)
1—-v



73

onde
_ 2
F=—t (4.432)
1—v
podemos escrever as componentes do vetor de tensdo como
_ 1 1
Th=E <E11 tv [Ezz 5 (r3)? - 5 (Ysrz)z]) (1 +v1i1) + 2uy12Ezq; (4.433)
_ 1 1
= B (B + v [Exs = 5 0307 =5 05202]) 08 + 200 + ¥5) o (4.430)
N 1 1
T3 = p(y3) +2u (E11 —3 (¥51)? — 2 (ng)z) (¥31) + 2u¥52E,;. (4.435)

Obtido o tensor 77, podemos definir o tensor 7, ja que sua demonstracdo mostra-se

analoga. Desta forma, mostram-se as componentes do vetor 4, em sua forma inicial
T =41 (E11 + E3

14

1 r \2 T 1 T 2 1 T \2 1 r 2
T [E yid“+rvii + > (rz0)° + 5 (riz)“ + 5 (rz2)
r _1 r \2 _1 r \2 r
+ V22 > (r31) > (r32)* ) (r12)

+2u[(1 + y{1)E12 + ¥12E2]

(4.436)

T =4 (E11 + Ez;

1%

1 r \2 T 1 r \2 1 r \2 1 r \2
=2 (ri)“+rin + > (r21)" + 5 (riz)* + 5 (r22)
1 1
+ erz] 3 (v3)? - > (V§2)2> (1+7v322)

+ 2u[(1 + ¥32)Ez2 + v21E12];

(4.437)

T3, = A <E11 + Ey;

v

1 r \2 r 1 r 2 1 r \2 1 r 2
1—v [E (riD°+via + 5 (r21)° + > (ri2)* + > (¥22)
1 1
+ erz] —5 )" —3 (Véfz)z) (v32)
(4.438)
+ 2u [V§1E12 + vi2E22

o [ 0107 +vd + 5 080 4 5 O
1—-vli2 2 2

1 T 2 r 1 T 2 1 T 2 1 T
+ > (32)* + Yzz] 5 20 > (r32)* + E} 7/32]'

e final



_ 1 1
T, =E (Ezz +v [En - E (V§1)2 - E (V§2)2]> (ri2) +2u(1 +yi1)Eo;
~T Il 1 r \2 1 r \2 r T
T3, =E (Ezz +v [E11 3 CZ 5 (¥32) ]) (1 +y3,) +2uy31E12;

1 1
= w0 + 20 (Bo = 5 0% =5 (F5)?) (/) + 2y B,

Definidos os vetores de tensio, podemos obter os tensores C, «p atraves de

6‘?1
Y1

5T
071

Y3

FI
07,

Y1

6‘?2
ay;

0%},

ayfl

07},

ay]Z

01}

6)/11

07|

0)/,3

11
e’

L

i1 r

i2 r

i2 r

r
®ej

®e

®e

®e

017, 071, O0Ti{]
0yi1 0vz1 0V
0131 073 073
0yi1 0vz1 0V
ot}, 0t 0Jt%,
[0y{; 0y, 0¥3ql
011, 0Tyy 07q]
0viz 0vz2 Ovs
0ty 0731 0Ty
dy{, 0v;; 0vi,
dty, O0t%, 013,
[0y{, 0Yy, 0Y3,d
[dt], O0T], 0T,
0y{1 0¥y, O0vay
daty, 015, 0T,
0yi1 0¥y, 0v3,
dti, 013, 07135,
[dy{; 0yy; 0Y3q.
011, 071, 071]
vz 0vzz 0vs
aty, 015, 015,
0Yi, 0Vy; 0V, .
dti, Jti, 0135,
[0y{, 0Y;; 0¥3,]
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(4.439)

(4.440)

(4.441)

(4.442)

(4.443)

(4.444)

(4.445)

Os vetores de tensdo 77 e T, conforme visto nas equagdes (4.433) a (4.435) e (4.439) a

(4.441), estdo em funcdo dos componentes dos vetores de deformacdo e de pardmetros

materiais. Desta forma, As derivaces para obtencéo de C” apapresenta-se como um trabalho

manual, sendo apenas detalhada a derivagio para obtencdo de €%, e o0s outros tensores de

segunda ordem serdo apenas apresentados em sua forma final.
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A demonstracio de C7, inicia-se com a substitui¢do das componentes obtidas para o

vetor T7 apresentadas nas equagdes (4.433) a (4.435) nas componentes da equacao (4.442), ou

seja,
_ i 1 1 ]
o], 0 {E (Byy +v[Ez =3 030? = 5 75)?|) (1 + ¥]0) + 2uy],Ez (4.446)
ovl, 11 ’
_ i 1 1 ]
01i4 _ 0 {E (E11 +v _Ezz ) (v3i)? — 2 (ygz)z_) A+yi)+ Z'MV{ZEZI}. (4.447)
vl Y21 ’
_ i 1 1 ]
oty OB (Evy +v|[Ep =2 (3D =3 052)?]) L+ 710 + 2urDoEn ) (4.448)
Y31 31 |
_ i 1 1 ]
6T51 _ d {E (E11 +v _Ezz -5 (V3r1)2 -7 (ng)z_) ()’51) +2u(1 + ng)Em} (4.449)
oy, vl '
_ i 1 1 ]
ouy, 0 {E (By +v[Boe — 5 0202 = 5 7320?]) (70 + 201 + ¥E,)Enn } (4.450)

)

Y31 - Y31

_ I 1 1 ]
or;, 0 {E (E11 +v|En -5 i)’ -5 0/52)2_) (yz) +2u(1 + Vzrz)Em} (4.451)
aysfl ay31"1

)

o5, 0 {uera) + 20 (Eyy - % (r3)? — % (2)?) (h) + 2#)/521321}_ (4.452)
oy, 0111 ’
ory, 0 {uGrin) + 2 (Eny - 305 —3 (052)?) (730) + 2uriEan ) (4.453)
- vl '
oty {n(ri) +2u(En - F 0 -3 (52)?) (k) + 20y 2B (4.454)
v Y3, .

O préximo passo da demonstracdo é a substituicdo dos valores das componentes do
tensor das deformacdes de Green-Lagrange (E), no entanto, devido a consideravel extensdo das
equacdes encontradas, omitimos este passo e ja apresentamos os valores da derivacdes, sendo

estas das componentes,
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r

ot _
L= E(+y1)?

Y11
= (1 T \2 r T \2 r \2
+E (E [(¥11)? + 2y1; + (V3)* + (v31)°]
X ) (4.455)
v [S10807 + 275 + 07 + 07 - 5 04
L T \2
3 (v32) D + u(yi2)%;
aTIl = r r r r
v =EA+yi)Wz1) + u(1 +y3:)v1 (4.456)
21
aT{l = r r o
oy =E(1—v)(1+vy{)v31 + Uyi2¥3zz; (4.457)
31
argl = r r r r
% =EA+yiD21) + u(1 +y3)v1s; (4.458)
11
aty, -
= (4,
Y51 2
= (1 r \2 r 7 \2 r \2
+E (E [(¥11)? + 2y11 + (V3% + (rz31)°]
) (4.459)
1
v [S10807 + 275 + 07 + 07 - 5 04
LI r \2
3 (v32) D +u(1+vy32)%
aTgl = ror r r
T = E(1 —v)y31v31 + u(1 +v32)v52; (4.460)
31
al—gl r r roor
a7 =2u(1 +y{) Vi) + uys.viz (4.461)
11
aTgl roaT r r
PI% = 2uy31Y31 + 1yz. (1 +v52); (4.462)
21
otk 1 1
5 = i+ 2 (G L0707 + 27k + 0407 + (A% =5 02, (4.463)
31

Conforme citado anteriormente, serdo agora apenas apresentados as componentes dos outros

tensores C7, 5. Comecemos com as componentes de €7, sendo estas

0ty
ayr, =~ BV i) +ulnyiz +vie F vy +va yaral (4.464)
Huviivia T i
011, _

oy Ev(1+y5) (A +vi) + wylayis (4.465)
22



ot! _

F=EW - Dy + v + wviivls;
0Y3;
oth

2 = Evyl,ys + (1 +y3) (1 + yi);
0Y1,

T
T21 —

2% = Ev(1 +v32)(v21) + ulyiaviz + viz + v21Va2 + v21 + ¥31732]
22

+u(l +v3)va

oth
zr1 = E(v — DyLyi + (1 +v5)vis
0Y3
013,
v, = uys, (1 +v11);
61§1
0)/22 = Uy¥s1;
otk
3 3rl = u(yi1¥i2 T viz T ¥21V52 + V1)
V32

Apresenta-se agora as componentes de C%,, sendo estas,

otr _
ay1rz = Ev(y{; + Dyiz + ulviiviz + viz + v21V22 + Va1 + v31¥32]
11

+u(1+y1)vies

ot!
= = Evysyl, +u(1 +yiDA +v3,);
Y31
071,
= u(1+y1v3z;
7, 11)Y32
15,

T = Evy; (1 +v3) + uysiviz;
Y11

aty,
oyl = EVY21(1 +v22) tulyiiviz + viz + v21¥22 + v21 + ¥31¥3al
21

+ uyz1 (1 +v3,);

6122

6}/31 = UY31Y32;

0132

a}/11 = UY31V12;
73,

7, = uy3, (1 +v3,);

dt3,
0Y31

= ulyiiviz + ¥i2 + ¥21V22 + V21l

77

(4.466)

(4.467)

(4.468)

(4.469)

(4.470)

(4.471)

(4.472)

(4.473)

(4.474)

(4.475)

(4.476)

(4.477)

(4.478)

(4.479)

(4.480)

(4.481)



Por fim, apresenta-se as componentes de C%,, sendo estas

otl _r1
2 = £ (G108 + 27k + 02 + )L
oY1, 2

1 r \2 r T \2 T \2 1 r \2
+v [E [(¥11)? + 2y1; + (¥31)° + (v30)°] — E(VSI)

1 _
~3 (ygfz)z]) + E(y)* + e +yiD%

T
T12

aVzrz

EQ 4+ y3)yis + u( 4+ yiDvsa;

=E(1 = v)y3.¥12 + u(1 +¥i1)v31;

6T52 = FyT r r .
— =EyL(1+yz) +uyi (A +yi);
ZP

015,

Y3,

EQ1+y},)?
E 1 T \2 2 T T \2 T \2
+ > [(¥32)? + 2y3, + (¥12)° + (¥32)°]
1 r \2 r T \2 r \2 1 7 \2
+v [E [(Y11)? + 2y1; + (¥31)° + (¥30)°] — > (ri)
1\ T \2
— S 05?]) + ek

aty, -
Fr E(1—v)yz,(1 +v32) + uysivas
V32

at3%,
ahrz
013,

6)/{2

= 2uy12¥32 + 1y31 (1 +v11);

2u(1 +v32)(V32) + uyiiva

615,2 _ 1 r 2 T T \2 r \2 1 r \2
T pt2ul s [(r22)? + 2v5 + (1) + (r32)°] — 5 (¥32)7 )
V32 2 2
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(4.483)

(4.484)

(4.485)

(4.486)

(4.487)

(4.488)

(4.489)

(4.490)
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5 Modelo com curvaturas iniciais sem variacao de espessura

O modelo de casca apresentado anteriormente assume que a configuracéo inicial trata-
se de um conjunto de planos contiguos consecutivos, conforme apresentado por Campello
(2005). Esta consideragéo, no entanto, ndo permite a representacdo com fidelidade de modelos
com geometrias curvas, a ndo ser que a superficie curva seja consideravelmente discretizada
em elementos planos. Sendo assim, este capitulo apresenta uma adaptacdo da formulacdo
apresentada na secdo 4 que possibilita a consideracdo de curvaturas na malha de elementos
finitos. A formulacgdo aqui apresentada foi inicialmente apresentada por Campello (2005).

A l6gica principal da adaptacdo do modelo original para o presente nesta se¢do consiste
na consideracdo da existéncia de um plano indeformado ao qual se referéncia a formulacao,
enquanto existe a curvatura no configuracdo inicial da geometria. Esta logica é representada

visualmente na Figura 6.

Figura 6 — Configuragdes da casca considerando curvaturas iniciais

Configuragdo de Referéncia

Fonte: Autor, 2019.
Observando a Figura 4 percebe-se como diferenca principal a consideragédo de um plano
curvo na configuracdo inicial, sendo esta a representacdo da geometria real inicialmente curva.
A adicdo desta nova configuracdo reverbera na construcdo dos vetores de posicdo e,

consequentemente, na construcao da teoria obtida anteriormente.

5.1 Cinematica
Conforme apresentado na Figura 6, observa-se que € introduzida uma superficie virtual

de modo a ser a configuracdo de referéncia base na formulacdo. A configuracéo inicial sera
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entdo obtida a partir da deformacao da configuracédo de referénci e a configuragéo deformada a
partir da deformacéo da coniguragao inicial.

Assim como a teoria sem consideracad de curvatura inicial, considere que {e7, e}, e%}
formam uma base ortonormal na confiuracdo de referéncia, com {{,{,,a’"} como as
coordenadas nestas dire¢Ges, com e} normal ao plano £2.

Um ponto qualquer no plano 2 sera descrito por
§=(+a", (5.1)
onde { = &, e, sdo as coordenadas de um ponto material no plano médio da casca e a” = (e}
se trata da diregdo da fibra deste ponto. A espessura h da casca na configuracéo de referéncia é

considerada através do pardmetro { € H = [—h?, ht], sendo h = h? + ht.

Um ponto no plano médio da casca na configurac&o inicial 2° sera dado por

z° =2°(§, %), (5.2)

onde a notacéo (-)° indica grandezas que se localizam na configurac3o inicial.
O diretor da casca na configuracao inicial sera dado por
a’=Q°a, (5.3)
onde o tensor Q° trata-se do tensor das rotacfes necessario para transitar da configuracdo de
referéncia para a configuracgéo inicial do problema, conhecida a partir da geometria conhecida
do elemento. Vale ressaltar que neste momento impde-se um mapeamento do tipo Kirchhoff-
Love, de forma que a’ seja ortogonal a £2°.

A seguinte base ortonormal local da configuracdo inicial é definida por

o Zo
1= f; (5.4)
e, =e; X e (5.5)
o z°1>< Zoz
e, = ———+ 5.6
3= Txnal (56)

sendo o plano definido por e; e e, tangente a 2° e e; normal & superficie. Analogamente ao

apresentado na secdo 0, pode-se escrever a relacdo
e: = QO 6{1 (57)
definindo entdo que

Q' =¢Q e]. (5.8)
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Definido o tensor da rotacéo, define-se agora o tensor de transformagio F°. Qualquer ponto na

configuracéo inicial pode ser expresso por
x=z +a. (5.9)
A derivacgéo deste vetor em relacdo ao vetor da posigéo de qualquer ponto na configuracéo de

referéncia & resultara no tensor das transoformacdes
o ox ax’
F=rQe+5,®¢ (5.10)
ou, considerando as equacoes (5.7) e (5.8),
F=(z,+0.0"a)@ey+a" Qe (5.11)

A equacdo acima pode ainda ser reescrita como

FF=m,+K.,a) Qe +0Q, (5.12)
onde
Ne =Zg — € (5.13)
e
o o OT
K, =Q,Q (5.14)

sdo as deformacdes iniciais das secdes transversais. Vale ressaltar que devido ao fato do vetor
a’ ser obrigatoriamente normal a superficie, devido ao mapeamento de Kirchhoff-Love, ndo
existe cisalhamento transversal inicial.

Definida a forma inicial do tensor das transformacdes, determina-se agora sua forma em
funcdo dos vetores base dos planos relativos a configuracéo de referéncia e inicial, comegando-
se pela determinagc&o dos tensores K. Considerando a equacéo (5.8), a equagéo (5.14) pode ser

reestruturada como
K,=¢€,Qe;, (5.15)
descrevendo o giro especifico inicial do diretor. Os vetores e:,a podem ser obtidos a partir da

derivacdo das equacdes apresentadas em (5.4) em relacdo a &, e utilizando propriedades de

produtosvetoriais, obtendo que

o 1 o o o
€10 = TEA (I - Q® el)z,la; (5.16)
e;,a = e°3 X e;,a - e; X e°3,a; (5-17)
o 1 o o o o o o
€3a = 2% 23] (I - 33)(2,1 X Zyq—Zp X Z,la)- (5.18)

Sendo K, tensores anti-simétricos, estes possuem vetores axiais de giro dados por



k. = (33 ' ez,a)e1 + (31 ) e3,a)ez + (82 ) e1,a)e3’
obtidos a partir da descontrucdo do tensor antisimétrico como um produto vetorial.

Introduzindo os equivalente retrorotacionados de (5.19) e (5.13),

0. QTO QTO
naer N, =Q Z,a_ez

ki =Q ky = (€5 e3q)el + (€] €5 0)eh + (€5 - ;)
na equacdo (5.12), podemos obter o tensor
F=QU+yqd ®ep),
onde
Ya =14 + ki xa’.
Introduzindo os vetores

°r _ pr °r
fa —ea+}’a-

fi=ej
podemos reescrever (5.22) como

FF=QF =Q(fi Qe+ f7 Qe}),

82

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

(5.25)

(5.26)

sendo F°" o tensor das transformacdes da configuracao de referéncia para a configuragéo inicial

retrorotacionado, daqui para a frente denominado de gradiente inicial retrorotacionado.

Definida a transformacgéo da configuracdo de referéncia para a configuracao inicial,

agora determina-se a transformacéo da configuracéo inicial para a configuracéo de referéncia.

Inicialmente define-se uma base ortonormal {e,, e,, e;} na configuracdo deformada, sendo e,

ndo necessariamente tangente a superficie média. Observando a Figura 6, pode-se afirmar que

a posi¢do de um ponto qualquer da casca na configuracdo deformada seré dada por

x=z+a,

(5.27)

onde z representa a posic¢do de um ponto na superficie média deformada da casca e a o diretor

da casca neste ponto, com a na mesma dire¢é@o de e, conforme apresentado ao longo da secéo.

A partir da Figura 6 pode-se ainda extrair a relagdo
z=z +u

e, considerando a correlacgdo entre as configuracdes pelo tensor das rotagdes,

(5.28)
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a=Q°%, (5.29)
onde o vetor u é o vetor de deslocamento entre as configuraces iniciais e deformadas e Q¢ o
tensor das rotacdes entre a configuracéo inicial e a configuracdo deformada, daqui para a frente
referido como tensor rotagéo efetivo. Vale ressaltar que o comprimento de a néo se altera, sendo
este apenas girado. O tensor rotacdo efetivo pode ser escrito pela equacéo de Euler-Rodrigues

como
Q° =1+ h,(0)0 + h,(0)02, (5.30)

onde @ = skew(0), 6 = ||8]| e 8 ¢é o vetor de rotacao efetivo.

A base do sistema ortonormal na configuracdo deformada é obtida pela rotagdo do
sistema ortonormal na configurago inicial, ou seja,e; = Q°e;. Esta consideracdo faz com que
o vetor diretor da casca na configuracdo deformada esteja alinhado com o eixo normal a

superficie média da casca, ou seja,

a={e;. (5.31)
Como as rotacdes sdo passiveis de composi¢do, podemos afirmar que

a=Qa, (5.32)
onde

Q=0Q°Q (5.33)
e este € denominado de tensor rotacéo total, ja que descreve a rotacdo do vetor diretor da casca
desde a configuracéo de referéncia, passando pela configuracgéo inicial e, finalmente, atingindo
a configuracdo deformada.

O tensor da transformacdo total F € obtido pela derivacdo de x com relagdo a &.
Considerando (5.27), (5.28), (5.32) e (5.33) o tensor F assumira a forma

F=(z,+u,+Q.Q"a) Qe +e;Q e} (5.34)
ou,
F=(,+K,a)Qe; +0Q, (5.35)
sendo
Na=Za+Ug— e, (5.36)
e,

K,=Q,Q". (5.37)
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Considerando a composicdo de rotagdes apresentada em (5.33), a equacgéo (5.37) pode ser

reescrita como
T o oT T o T
K. = 050" +°(Q.Q") Q" = K& + @°K,Q°". (5.38)
Apo6s a utilizagdo de propriedades dos tensores anti-smétricos, o vetor axial do tensor

antisimétrico K, sera obtido como
k, = k& + Q°k,, (5.39)
onde, analogamente ao obtido na equacdo (2.61), temos que
ki = axial(K3) =T0 ,, (5.40)

sendo que estes vetores acima representam as rotacdes especificas efetivas do vetor diretor da

casca. Os equivalentes retrorotacionados dos vetores k¢ sao
kg = QTke =Q're,, (5.41)

e, para os vetores apresentados nas equacdes (5.36) e (5.39), os equivalentes retrorotacionados

séo, respectivamente,

772 = QTna = QT(Z,Da + u,a) - eZu (5-42)

K, = Q"k, = k& + K. (5.43)

Considerando (5.42) e (5.43) pode-se reescrever (5.35) como

F=QU+v,®ep), (5.44)
sendo
Vo=t xa, GA)
Definindo os vetores
fa=7vateq (5.46)
e
L= el (5.47)

a equacdo (5.44) pode ser reescrita como
F = QF", (5.48)
sendo

Fr=f.Qey+f3Qe€; (5.49)
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o tensor de transformacao total retrorotacionado.
Obtidos os tensores de transformacdo total e inicial, pode-se, através da superposicao

dos movimentos, definir o tensor da transformacao efetiva como
F = F¢F’ (5.50)
e, com o objetivo de obter F¢, pode-se afirmar que
Fe — FF* L (5.51)

Considerando (5.26), e de forma analoga ao realizado em (4.287), a inversa do tensor F° pode

ser obtido em funcéo de produtos escalares e vetoriais como

F ol =1"(eT®g")Q", (5.52)
onde

)" = det(F") = e5(f % f7), (5.53)
g7 = (f7 xe}), (5.54)
g7 = (el x f7), (5.55)
g7 = (f7 xf7). (5.56)

Substituindo (5.52), (5.49) em (5.51) e tendo em mente (5.48), podemos escrever que
Fe=Q(fl" ®e;) (5.57)

ou, considerando a correlagdo entre os vetores das bases das configuragdes de referéncia e

inicial descrita em (5.7),
Fe = Q(ff" ® Q" (5.58)
sendo
0—1 .
a=1 (e @gi)fp e [ =15 (5.59)
Levando em conta os vetores apresentados na equagao acima, pode-se construir as deformagdes
especificas como
0_1 o.
Yo =fs—er=] (er, ® g,;)(eg + yg) —el. (5.60)
Determina-se agora a derivada do tensor das transformagdes em relagdo ao tempo, ou

seja F. O processo para obtencio da equacio desta derivaco e de suas componentes é analogo

ao detalhado nas secdes 4.3.2 e 0. A derivacgéo fornece

F=0F+Q(7, Qe), (5.61)
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onde 2 = QQT = @°Q°" trata da velocidade angular do diretor e
Ve=n0L+kixa (5.62)
pode ser obtido da derivagéo de (5.45), lembrando que o vetor a” ndo varia ao longo do tempo,
ja que este se encontra na configuracao de referéncia. As derivadas apresentadas serdo obtidas
conforme apresentado em (4.48) e (4.65).
Definidos todos os tensores de rotacdes e transformacdes envolvidos na cinemética da

casca, podemos apresentar as configuracdes e subconfiguragdes envolvidas na teoria conforme

apresentado na Figura 7.

Figura 7 - Esquema de configuraces e sub-configuractes

Fonte: Autor, 2019.

5.2 Estética
5.2.1 Poténcia interna

A demonstracdo da poténcia interna da casca inicia-se pela redeterminacéo dos tensores
de tensdo de Piola-Kirchhoff.

O primeiro tensor de Piola-Kirchhoff a ser explicitado trata-se de
P¢ = J°TFe ™, (5.63)
tensor que descrever a tensdo apresentada durante a passagem da configuracdo inicial para a

confguracdo deformada. Vale lembrar que o tensor T é o tensor das tensbes de Cauchy.

Analogamente, podemos descrever o tensdo de Piola-Kirchhoff total por
P=]TF T, (5.64)

onde
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] =det(F) =] . (5.65)
Isolando o tensor de Cauchy na equacéo (5.62) temos que
pere’
T = o (5.66)
Substituindo (5.50), (5.65) e (5.66) em (5.64), temos
P=]PF . (5.67)

Os tensores de Piola-Kirchhoff podem ser reescritos em fungéo dos vetores de tensao

como
PP=1'Qe; =Qf Qe;; (5.68)
P=1,Qe€] =Qt] Qej. (5.69)
Substituindo (5.52) em (5.67), considerando a construgéo estabelecida entre o tensor de

Piola-Kirchhoff e os vetores de tensdo nas equacles (5.68) e (5.69) e apds algumas

manipulagdes, podemos escrever que
w, = (ep-ga)ty e T5=]15. (5.70)
Observando a equacao acima, percebe-se que foi estabelecida uma correlagéo entre as tensdes

totais retro-rotacionadas em a partir das tensdes efetivas. Neste ponto, introduzimos a hipétese

de tensdo plana e obtemos os tensores de Piola-Kirchhoff como

PP=% QRe; = Qi R e;; (5.71)
P=7,Qe] =Q7 Qej (5.72)

e 0s vetores de tensdo
T, = (ep-g4)Ty e T=J7. (5.73)

Considerando a conjugacao energética entre o primeiro tensor de Piola-Kirchhoff e o
tensor das tranformaces derivado em relagdo ao tempo, conforme apresentado na sec¢do 4.4.1,
podemos afirmar que a poténcia dos esforgos internos por unidade de volume V° da configuracai

inicial serd dada por
Pe:Fe =] 'P:F (5.74)

e sua integracdo ao longo do volume V° sera dada por

Pine =f Pe:FedV’ =f "' pe Fedv” =f P:FdV7, (5.75)
v v v
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ja que dV° =] dV'. Procedendo de forma analoga ao apresentado na secdo 4.4.1, podemos
utilizar as equacoes (5.61) e (5.72) para obter
P:F =%y (5.76)
Assim como o apresentado na sec¢do 4.4.1, ressalta-se que ndo existe poténcia associada

a tensdo total 7%, ja que a teoria proposta assume que n&o existe variagdo da espessura da casca.

Integrando a equagéo (5.76) ao longo da espessura da casca, teremos

f P:Fd{ =nl,- 0%, + m}, - k%, (5.77)
H
onde
nl, = f T7.dq, (5.78)
-

e

ml, = f (a” x T)d{, (5.79)

-

sdo, respectivamente, as forcas generalizadas retrorotacionadas que atuam na secdo transversal
com normal e}, e 0s momento generalizados na mesma secdo, sendo ambos por unidade de
comprimento da configuragdo de referéncia. Vale ressaltar que os vetores de tensdo (%),
esforcos generalizados (nj e my,) e deformagdes (n},k},y;) ndo sdo afetados por

movimentos superpostos de corpo rigido.

Definindo
o.r
ro__ 1],
" = [05], (5.80)
ST
r — |€1].
g = sg]’ (5.81)
d= ['9‘ , (5.82)
como vetores que agrupam as grandezas da secdo transversal, e considerando que
nT
ol = a]; 5.83
“= |t (5.83)
112]
&y = , 5.84
«= | (5.84)
podemos reescrever (5.77) como
f P:Fd{ = o7, - &, (5.85)
H

onde
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& = PA.d, (5.86)
com os operadores g e A, identicos ao apresentado nas equacdes (4.107) e (4.110).

A equacdo de poténcia interna apresentada em (5.75) pode ser reescrita como

Puc=| | Pikavi = o -endo (5.87)
0 H 0

ao se considerar a equacao (5.85).

5.2.2 Poténcia externa

Determinada a poténcia interna da casca, foquemos agora na obtencdo da poténcia
externa. Considere a configuracéo inicial da casca. Definem-se os vetores de forga externa
distribuidas atuantes nas superficies de topo e fundo da casca como £¢ e £, respectivamente,
e o vetor de forgas externas distribuidas no volum inicial como b°. Sendo dV' =]'dV™ e
considerando que néo existe deformacao de espessura da casca ao longo das passagens entre
configuragbes, podemos afirmar que dQ’ =7]dQ, sendo | =]°(¢ = 0). Considerando a
correspondéncia estabelecida entre as configuracfes, podemos afirmar que os vetores de forca

externa por unidade de area serdo obtidos por, e

£ =T (5.88)
& =T (5.89)
€,
b=JDb" (5.90)

Conforme apresentado na secao 4.4.2, a poténcia externa na casca sera dependente de
trés termos, sendo estes relacionados as forcas de superficie e volume, desta forma, pode-se

afirmar que a poténcia externa da casca sera dada por

Pext = f <E°t XU+ TP XD+ f b’ - xd(> aq’, (5.91)
Q° H

ou, substituindo as relagdes estabelecidas em (5.88) a (5.90),

Poyt = j <ft-xt+fb i+ J B-xdz) dq. (5.92)
Q H

Observando (5.92), percebe-se que é necesaria a determinacgéo da derivada em fungédo do tempo

do vetor posicao x, apresentado em (5.27). Esta derivacao resultara em

k=u+wxa, (5.93)
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onde w = I'6. Substituindo o encontrado em (5.93) na equacdo (5.92) e evidenciando em

relagio a it e @, obtemos

Peyt = f M-+ (I'm) - w)dQ. (5.94)
Q

sendo

n=t+t’+ f bdc. (5.95)
H
e
ﬁtzatxft+abxfb+f a x bdd. (5.96)
H

Os vetores n e m tratam-se das resultantes de forcas e momentos externos por unidade

de area da configuracdo de referéncia, respectivamente. Com a adicao da definicéo
_ n
7= (5.97)

podemos reescrever (5.94) como
Py = f q - ddQ. (5.98)
Q

5.3 Equilibrio
Considere os campos virtuais du e 50 definidos sobre Q, compondo o vetor de
deslocamentos 6d = [su 60]". Analogamente as equagdes de poténcia interna explicitadas

em (5.75) e (5.87), podemos escrever o trabalho virtual devido aos esforcos internos como
Wit = f o’ -5€"d, (5.99)
K0

sendo

S&" = PAbd. (5.100)
Considerando agora o trabalho externo, este pode ser obtido de maneira analoga ao apresentado
para a poténcia externa em (5.91) e (5.98) como

W,y = J q- 5ddQ. (5.101)
Q

Considerando que os campos u e @ satisfazem as condigdes de contorno essenciais .na
fronteira I" de Q, podemos afirmar que o equilibrio estatico da casca em sua forma fraca pode
ser formulado pelo principio dos trabalhos virtuais como

W =Wy — Wy =0, Véd|Sd =0emT, (5.102)
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ou, substituindo as equagdes (5.99) e (5.101) na equagéo acima,
J. (6" -6&" —q-6d)dn = 0. (5.103)
0}

Realizando a integragéo por partes nos termos em du , e §(I'9) , analogamente ao realizado

na se¢do 4.5.3, obtemos as equacdes locais de equilibrio como

Mo+ 7 =0; (5.104)

(zg Xng) + Mo +m=0, (5.105)
sendon, = Qn, e m, = Qm,,.

Definidas as equaces locais de equilibrio, determinamos agora o operador tangente
usualmente conhecido como matriz de rigidez. A demonstracdo deste operador segue 0S
mesmos passos apresentados na secdo 4.5.4. Realiza-se a derivada de Gateaux de SW em
relacdo a uma variacdo admissivel 6*d, pertencente ao mesmo espaco de 6d, e obtém-se o

operador como

6" (6W) = f (Aa6d *GgAg8"d + DopPpdid - P,8d — L5*d - 5d)dQ, (5.106)
Q
sendo os termos G,, D,p € L idénticos aos apresentados na se¢do 4.5.4. Com os tensores
tangentes
~ 0%,
T (24
B = A (5.107)
a ayz

pode-se computar as submatrizes componentes de Dz

5.4 Equagdes constitutivas

Nesta subsecdo apresentaremos a formulagdo dos tensores tangentes relativos as leis
materiais de materiais hiperelasticos de Ciarlet-Simo e de Saint-Vennant-Kirchhoff,
respectivamente. Assim como na se¢do 4.6.1, é necessario modificar o termo apresentado em

(5.59) e componente de (5.57) para
i =0 +yss)es, (5.108)

sendo y33 posteriormente eliminado localmente. Substituindo a consideragcdo apresentada em

(5.108) em (5.57) e, posteriormente, substituindo o resultado em (5.50), obtemos que

Determinado o vetor relativo a deformagdo y53, podemos aplicar a condigdo de tenséo

plana a analise de tenséo da casca, implicando que
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15-e3=0=(P%;) e;=15 €, =15=0 (5.110)
ou, considerando a correlacdo apresentada em (5.70),
Thre; =133 =0. (5.111)
A expressdo acima estabelece uma correlacdo interessante em relacdo as tensbes nas
configuracOes de referéncia e efetiva. Ao se estabelecer que a tensdo normal efetiva na
configuracdo efetiva é nula, automaticamente implica que a tensdo normal na configuracdo de
referéncia também é nula. Esta correlacdo implica que a componente de tensao normal a casca
(133) ndo realiza trabalho, ndo alterando assim a validade de (5.76), mesmo com a consideracdo
que y33 # 0.
A partir deste ponto criamos duas sub-secdes, sendo uma para cada material
hiperelastico considerado, de forma a apresentar seus respectivos tensores tangentes

componentes da parcela constitutiva da forma tangente bilinear (matriz de rigidez).

5.4.1 Material hiperelastico Neo-hookeano de Ciarlet-Simo
Conforme apresentado na secdo 3.3, a energia de deformacéo especifica do material
neo-hookiano sera dada como
W(I,,]) = %}\E J2—1) —In 1] +%u(11 —3-2n)). (5.112)
Considerando a existéncia de configuracdes adicionais na presente teoria, definimos a
energia de deformacéo especifica entre a configuracdo inicial e efetiva como
P(s,Je) = %AB (J* —1) - 1n]e] +%u(lf —3—2InJ®), (5.113)

onde, analogamente ao apresentado nas equacdes (4.285) e (4.286)

J©=f5" - (f7 xf3) = (1 +y33)]%; (5.114)
= e (F5 % f5)). (5.115)

e 0 primeiro invariante serd dado como
1§ =1:C =1 (FTF°). (5.116)

Analogamente ao apresentado na secdo 4.6.3.1, podemos chegar a equacOes
equivalentes a (4.315) e (4.321), sendo estas

1[2(0%* = 1) = 2u] _
T53 = ]_el (] 2) Ml]e + (1 +v33)1, (5.117)
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2u+ A1
2 = || g&r + ufe, (5.118)
(A% + 2u)°)
sendo
95 = €ap(f& X €3); (5.119)
£qp = €5 (el X e}), (5.120)
e definindo
_ 2u+ A
o(J°) = —p|——"=| (5.121)
(27 + 2uf°)

Vale ressaltar que o resultado apresentado em (5.118) foi obtido ap6s a imposicéo do
estado plano de tensdo em (5.117), ou seja, t5; = 0. As tensdes totais na configuracdo de
referéncia 77, podem ser obtidas pela substitui¢cdo do encontrado em (5.118) na equacéo (5.73),
obtendo

T, = (ef-84)T =
: 20+ 2 (5.122)
= (ep 84 ){—u|—=—=|97 + W7
(2% + 2u?)
Os tensores tangentes de material Eaﬁ podem ser obtidos pela substituicdo de (5.122)

em (5.107), ou seja,

. 2u+ A
d (eg, .gar) —H m ng + uf;r 65.12)
Zzﬁ = ayg

Realizando a derivacdo e ap6s alguma manipulacdo algébrica, obtemos os tensores tangentes
como

Chp=1""(e; - g7)(es - g7)TC, (5.124)
ou, de forma aberta,
¢y = [(er g (e - )T + (e - g7 ) (e} - 87T +
(e5-g7)(el - g7)Cs51 + (€5 - g1)(er 87)C55),
Cro =" [(ef - g7)(er g7)CF1 + (ef - 87) (e} 87)T +
(e5-g7)(el - 87)Cs51 + (€5 - g7)(es 85)C55),

(5.125)

(5.126)
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T =) [(er-g7)(er - g7)Csh + (ef - g7 )(eh - g7)TE +

. s . s (5.127)
(e g7 ) (et - g7 )C51 + (e} - g7 ) (e - 87)C5%],
Cho =7 [(ef - 87)(ef - 87)CH5 + (1 &7)(e5 - 85T + 5,128
(e5-87) (el 87)Cs1 + (e} - 87)(er - 87)C55),
onde
_ ~er
o = ay‘;‘r = '8y Q85 + Sapul — eqp0 skew(ey), (5.129)
B
e, analogamente ao apresentado em (4.334) a (4.335),
0 (3277 + 2u
¢ =22 = —¢() (_3—_) . (5.130)
a] (/Ue + Z,Ll]e)
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6 Acréscimo de rigidez ficticia (Drilling)

O grau de liberdade conhecido como drilling trata-se da rotacdo do diretor da casca em
relacdo ao proprio eixo, conforme apresentado na Figura 8. Comum as teorias de casca € a falta
de rigidez associada a terceira componente de rotacdo, perceptivel na presente teoria quando
ndo existe poténcia associada a este grau de liberdade. Diversas formas de solucionar este
problema sdo apresentadas na literatura, podendo ser citado o trabalho de Zienkiewicz e Taylor
(2000), onde uma adicdo de rigidez em relacéo a este grau de liberdade é feita por meio de um
acréscimo de energia no formato de penalidade no sistema, ou, o trabalho de Hughes e Brezzi

(1989), para uma discussao mais profunda.

Figura 8 - Graus de liberdade drilling no elemento

Fonte: Autor, 2019.
No presente trabalho, o problema de rigidez nula associada ao drilling € tratado com a

adicdo de uma rigidez ficticia de valor

kp = ER?, (6.1)
localmente na equacdo constitutiva da casca, sendo E 0 médulo de elasticidade e h a espessura
da casca. Este formato e valor foi proposto pelos autores Campello, Pimenta, Wriggers (2003),
baseado no valor k; = % Eh? apresentado por Chroscielewski, Makowski e Stumpf (1992) e,

segundo os autores, apresentou bons resultados tanto com o primeiro quanto com o segundo

valor.
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7 Elemento Finito Triangular (T6-3i)

Nesta secdo, detalha-se o elemento finito triangular T6-3i. Este trata-se de um elemento
triangular (genérico, ou seja, ndo necessariamente isosceles ou equilatero) de ordem quadratica,
ndo-conforme conforme apresentado por Campello (2005). Cabe-se salientar que todos 0s nos
(de 1 a 6) possuem graus de liberdade de translacdo. No entanto, para evitar problemas de
travamento, apenas 0s nds intermediarios (de 4 a 6) possuem graus de liberdade de rotagédo

(CAMPELLO, PIMENTA, WRIGGERS, 2003). As coordenadas nodais de area (L;,, Ly, L3;)

dos seis pontos do elemento finito estdo representados na Figura 9.

Figura 9 - Elemento Finito Triangular Genérico de Ordem Quadréatica em coordenadas de area

3 (L13' L23'L33)
) §
L=,
== 1,23

(Lig Lag Lsé)’;”.. (Lig Lyg, L3g)
6 ‘® 5
P2 o4 4 2

2
Az

& “»

1 2
4
(Lay Loy Lsy) (Lig Loy Ls,) (Lip L2y Ls,)

Fonte: Autor, 2019.
O elemento finito é dividido em trés areas (4,, A, e A3) de forma a calcular as fungdes
de interpolacdo em funcéo destas areas. Considerando,
Ll
1
e sendo as areas A; parcelas da area total A, podemos escrever

L= i=123, (7.1)

e consequentemente,
Ay Ay Az
= —4 =4 = 7.3
l=—+—+— (7.3)

~ A & ars ,
As correlacOes j sdo utilizadas para representar as coordenadas dos nos do elemento.

Logicamente, estas coordenadas s&o fornecidas em funcédo das areas parciais 4;.

As funcdes de interpolacéo para os deslocamentos (u) serdo dadas por



NZF = (2 Ll - 1)L1;

Nél == (2 LZ - 1)L2,

N3u = (2 L3 - 1)L3)

N‘{-l = 4(L1L2)1

Né‘ = 4(L2L3),

Ng = 4(L3L1),

e para as rotacoes (9),

NS =1—2L,,
N9 =1-2L,,
Ng =1-2L,.
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(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)

(7.8)

(7.9)

(7.10)

(7.11)

(7.12)

Nesta pesquisa, trabalharemos com um sistema de coordenada cartesiano (x,y) =

(&1, &,), conforme apresentado na Figura 10.

Figura 10 - Elemento T6-3i com coordenadas cartesianas

Sy

[ 2,
%) ¢ =)
®
%
’Zr ®s
A G,
° &)
a, 7
%)
®
e
%,
2)

Fonte: Autor, 2019.

G=x

Desta forma, reescrevemos as relac6es de L; em funcéo das coordenadas cartesianas como

[Ll X2Y3 — X3Y2
Lyl = —|X3Y1 — %13
L 24 X1Y2 — X2)1

ou

Y2—Y3 X3—Xp
Y3 —Y1 X1 — X3
Yi—=Y2 X2—Xq

)

1
[x
y

(7.13)
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1
Ly = ﬂ(ai +bx+cy), i1=123 (7.14)

sendo o termo A referente a area total do elemento.

Vale ressaltar que, durante implementacdo da formulagcdo em programa computacional,
este sistema de coordenada é construido em relagcdo ao plano montado com os trés nds de quina
do elemento tridngular sendo analisado.

Sera considerada I'; a matriz identidade de dimenséo 3 e 05 a matriz nula de dimensao
3. A matriz das funcdes de interpolacdo N é definida entdo como

N
C[N#Is NP, N¥; NPIs 03 NEI; 05 NMI; 0 (7.15)

“los 0 03 0; NI 05 NI, 05 NEI| .
O deslocamento de um ponto qualguer a ser analisado na se¢cdo média sera entdo determinado

por

U= z u; N¥, (7.16)

onde u; sdo as componentes de deslocamento dos nos que compdem o elemento.

A rotacdo de um ponto qualquer a ser analisado, por sua vez, sera calculada por

6
0= Z 0,N’. (7.17)
i=2

Vale ressaltar que em geral, na implementacdo computacional, todos os graus de liberdade de
translacdo e rotacdo sdo armazenados de forma sequencial no mesmo vetor incognita da
estrutura analisada, obedecendo o posicionamento dos respectivos graus de liberdade.

O d; vetor dos graus de liberdade nos nés do elemento finito definido como
diT =[u; u, us u, 6, us 60s ug Ol (7.18)

Entdo, a equacdo (7.16) e (7.17) podem ser condensadas em uma Unica equacdo como
d=Nd,. (7.19)
Considerando o conceito de integracdo numerica e substituindo a equagdo acima em

(5.100) e (5.101), encontra-se o vetor de esfogos nodais desbalanceados como

n
Pe = Aelem_ref Z[(llJAaN)TO'T - NTq]i Wi' (7-20)
i=1

e, substituindo (7.19) em (4.178), obtemos a matriz de rigdez
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n

Ke = A rey ) [(BaN)TG(AaN) + (PAN)TD(PAN) (7.21)

=1
— NTLN]; W,

onde W; trata-se do peso associado a cada ponto de Gauss considerado e n é o numero total de
pontos de Gauss analisados para a superficie média.
Oferecida uma breve explicacdo do elemento e das funcbes de interpolacdo em relacdo as
coordenadas de area, detalha-se a seguir as posicdes dos pontos de Gauss.

A presente formulagdo realiza inicialmente a integracdo em relacdo a espessura da casca,
e, em seguida, realiza a integracdo ao longo da superficie média do elemento. A integracdo ao
longo da espessura, baseia-se em 3 pontos de Gauss para os modelos com e sem curvaturas
iniciais, com posi¢des conforme Kwon, et al. (2013). Em relacdo a integracdo na superficie, a
formulacdo plana possui 3 pontos de Gauss ao longo da superficie média. A formulacdo com
curvatura inicial, por sua vez, possuira sete pontos de Gauss ao longo da superficie média, com
posicBes conforme Cowper (1973). Desta forma, totalizam-se 9 pontos de célculo para o

elemento plano e 21 pontos para a formulagdo com curvatura inicial.
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8 Exemplos numericos

Esta secdo tem como objetivo analisar o desempenho numeérico das formulacdes das cascas
sem e com curvatura. Para tal, sera adotada como metodologia, comparar os resultados obtidos
numericamente pelo programa computacional desenvolvido nesta pesquisa (em linguagem C),
com os exemplos classicos disponiveis na literatura consultada e, também, nos trabalhos
desenvolvidos por Campello (2005) e Campello, Pimenta, Wriggers (2003), que foram a base
principal dessa pesquisa.

Este capitulo apresentard quatro exemplos numéricos para verificar o desempenho das
formulagdes das cascas com e sem curvatura inicial. Ao longo dos exemplos é sinalizado qual
das formulacBes sera utilizada, sendo entdo apresentados os resultados numéricos para as
respectivas formulac6es, as comparac6es entre os valores numéricos com os da literatura e as

discussdes sobre os resultados.

8.1 Placa quadrada sob linearidade geomeétrica

O exemplo da placa quadrada é um exemplo classico para verificacdo do fenébmeno de

travamento. Conforme observado na Figura 8.11, o exemplo consiste em uma placa quadrada

simplesmente apoiada, carregada com uma pressdo vertical uniforme g = 6.25 x 10*h3. O

deslocamento horizontal ao longo dos quatro lados é considerado livre, de modo a ndo

desenvolver tensdes de membrana. Em relacdo as propriedades dos materiais, é considerado um

modulo de elasticidade E = 10° e coeficiente de poisson v = 0.3.

Figura 8.11 - Placa quadrada sob linearidade geométrica

=6.25 x 10*h3
E =10° i

v =0.3

Y

Fonte: Autor, 2019.

Conforme visto, a carga possui dependéncia com o cubo da espessura da casca. Segundo

(CAMPELLO E. , 2005), esta proporcionalidade garante a boa convergéncia do exemplo.

Conforme apresentado por Timoshenko e Wionowsky-Krieger (1959), a deflexdo maxima de uma

placa simplesmente apoiada sera dada por
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4

a
Wi = 0.0454 x ‘g’h3. (8.1)

Utilizando uma correlacéo carga —espessura com variagdo cubica, a expressdo acima possui valor

constante de deflexdo maxima de W, s, = 0.0454.
As malhas utilizadas nos exemplos sdo apresentadas na Figura 8.12. Vale ressaltar que

este exemplo seré resolvido com 0s modelos de cascas sem e com curvatura inicial.

Figura 8.12 - Malhas utilizadas em placa sob linearidade geométrica

DTS

CH SIS
DT SHS

7 "v'Af“ =
=SS

4 divisdes 8 divisdes 16 divisdes

Fonte: Autor, 2019.

A proporcdo utilizada para simular o exemplo foi de ? = 0.1. Esta porporcéo significa
uma espessura h = 0.2 e uma carga de pressao vertical uniforme de g = 500. Vale ressaltar
que as correlacdes sao validas para quaisquer unidades de comprimento e carga, desde que se
mantenha consistente a proporcionalidade.

8.1.1 Resultados para a formulagéo de casca sem curvatura inicial
Na Figura 8.13 séo apresentados os resultados dos deslocamentos na direcdo ortogonal

ao plano da casca utilizando a formulagéo sem curvatura inicial.

Figura 8.13 - Resultados de deslocamento para a formulacdo sem curvatura inicial

Disp Z

Disp Z Disp Z

0 0 2214
' -0.0054374 ' -0.00549 I “0.0051282
-0.010875 -0.01099 -0.010256

| -0.016312 . .0.016486 .0.015385

. 0.02175 . 0.021982 . 0020513
B 0.027187 B 0027477 ¥ .0.025641
L 0.032625  .0.022073 0030769
-0.038062 -0.038468 -0.035897
-0.0435 -0.043964 -0.041026
-0.048937 -0.049459 -0.046154

Fonte: Autor, 2019.
As diferencgas entre os valores obtidos por simulagéo e os valores obtidos analiticamente,

sdo apresentados na Tabela 1. Vale ressaltar que a deflexdo méxima analitica obtida é de

Wipax = 0.0454.
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Tabela 1 - Resultados de deflexdo méxima para

elemento sem curvatura inicial

Divisoes de Deflexéo
o Erro (%)
malha maxima (W)
4 divisdes 0.048937 7.791
8 divisdes 0.049459 8.941
16 divisGes 0. 049191 8.352

Fonte: Autor, 2019.

8.1.2 Resultados para a formulacéo de casca com curvatura inicial

Na Figura 8.14 sdo apresentados os resultados dos deslocamentos na dire¢do ortogonal

ao plano da casca utilizando a formulag¢do com curvatura inicial.

Figura 8.14 - Resultado de deslocamento para formulacdo com curvatura inicial

Disp Z

0
l -0.0054372
-0.010874
.-0.016311
- -0.021749
B -0.027186
- -0.032623
-0.03806
-0.043497
-0.048934

Fonte: Autor, 2019.

Disp Z

Disp Z

0
' -0.0051282
-0.010256

--0.015385

0

I -0.0054954
-0.010991
--0.016486
- -0.021982
& -0.027477
- -0.032973
-0.038468
-0.043964
-0.049459

. 0.020513
& -0.025641
 -0.030769
-0.035897
-0.041026
-0.046154

As diferencas entre os valores obtidos por simulacdo e os valores obtidos analiticamente

séo apresentados na Tabela 2.

Tabela 2 - Resultados de deflexdo méxima para

elemento com curvatura inicial

Divisdes de Deflexdo
_ Erro (%)
malha maxima (Wya,)
4 divisdes 0.048934 7.784
8 divisdes 0.049459 8.941
16 divisoes 0.049191 8.352

Fonte: Autor, 2019.

8.1.3 Discussao dos resultados

Observando a Tabela 1 e Tabela 2, os resultados numéricos obtidos apresentam um erro

percentual aceitavel quando comparados com o resultado analitico. Nas duas formulacGes, as
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malhas com 16 divisOes apresentaram um erro associado que valida a teoria para o exemplo
apresentado, uma vez que este erro é relativamente baixo e coincide com o observado no
trabalho de referéncia.

Diferentemente do esperado, as malhas com 8 e 16 divisdes apresentaram resultados
com erros superiores ao das malhas com 4 divisOes. Acredita-se que estes resultados
inesperados indicam a necessidade de realizar alguns pequenos ajustes no programa
computacional desenvolvido. Vale ressaltar que, mesmo com estes resultados inesperados, o
problema ainda possui uma solucdo coerente com a formulacgéo analitica, possuindo também
uma convergéncia quadratica.

E interessante observar também, que os resultados dos elementos finitos sem e com
curvatura, sdo praticamente idénticos para as diversas configuracdes de malha. Verifica-se uma
pequena diferenca apenas nas malhas com 4 divisdes, ou seja, uma diferenca na sexta casa
decimal nos deslocamentos e na terceira casa decimal nos erros. Este resultado é consistente
com o esperado, uma vez que a configuracdo inicial da placa é plana.

Ainda dentro da proposta do trabalho, sdo apresentados a seguir, 0 tempo necessario
para realizacdo dos calculos de cada formulacdo. Vale ressaltar, que o tempo total apresentado
refere-se exclusivamente a soma dos tempos necessarios para a obtencdo da matriz de rigidez e
dos vetores forca da estrutura ao longo de toda andlise. Desta forma, quaisquer calculos
executados pelo programa fora das rotinas dos elementos, ndo foram considerados na
determinacdo do tempo. Uma metodologia de implementacdo foi utilizada nas duas
formulagbes com o objetivo de tornar mensuravel esta comparacao.

Vale ressaltar que o computador utilizado para analises é composto por uma CPU Intel
Core i7 7700HQ com 2,8GHz, 32 GB de memdéria RAM com 1196MHz, placa de video
NVIDIA GeForce GTX 1050 Ti de 4095MB e armazenamento em SSD PLEXTOR PX-
256S2G.

Observou-se que o nimero de iteragdes de Newton e Lagrange necessarios para
obtencdo do equilibrio em todos os casos foram os mesmos, sendo possivel desprezar estas
variaveis na analise dos tempos de cada elemento no presente exemplo.

Conforme esperado, a partir dos resultados da Tabela 3, observa-se que a casca com
curvatura inicial sempre apresentara um tempo de calculo do elemento superior ao da casca sem
curvatura inicial, mesmo em uma condicdo de elementos planos. Obviamente isto se deve a

adicao de configuragdes no modelo e no maior nimero de pontos de Gauss.
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Tabela 3 - Tempo de calculo de processamento

Tempo de célculo dos elementos
o finitos (segundos)
Divisoes de malha
Casca sem Casca com
curvatura curvatura
4 divistes 0.291000 0.459000
8 divisdes 3.572000 4.149000
16 divisoes 57.894000 58.933000

Fonte: Autor, 2019.

8.2 Placa circular sob linearidade geométrica

A placa circular € um outro exemplo para verificacdo do fenémeno de travamento.
Conforme observado na Figura 15, o exemplo consiste em uma placa circular, carregada com
uma presséo vertical uniforme g = 6.25 x 10*h3. Em relacéo as propriedades de materiais, é

considerado um mddulo de elasticidade E = 10° e coeficiente de poisson v = 0.3.

Figura 15 - Placa circular sob linearidade geométrica

g =625 x 10%h®

E =10°
v =0.3
R=1.0

Fonte: Autor, 2019.

Conforme visto, a carga possui dependéncia com o cubo da espessura da casca. Segundo
Campello (2005), esta proporcionalidade garante a boa convergéncia do exemplo. Conforme
apresentado por Timoshenko e Wionowsky-Krieger (1959), a deflexdo maxima de uma placa
circular simplesmente apoiada sera dada por

qoR*
64{Eh3/[12(1 —v?)]}
Substituindo a correlacdo carga — espessura na equagdo acima, obtém-se um valor

constante de deflexdo maxima de W,,;,, = 0.010664063.

Way = (8.2)
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A proporcao utilizada para simular o exemplo foi de % = 0.1. Esta porporc¢ao resulta em

uma espessura h = 0.1 e uma carga de pressédo vertical uniforme de g = 62.5. Vale ressaltar
que as correlacdes sdo validas para quaisquer unidades de comprimento e carga, desde que se
mantenha consistente a proporcionalidade.

As malhas utilizadas nos exemplos séo apresentadas na Figura 16. Vale ressaltar que

este exemplo seré resolvido com os modelos de cascas sem curvatura inicial.

Figura 16 - Malhas utilizadas em placa circular sob linearidade geométrica

2 divisdes radiais 4 divisdes radiais 8 divisdes radiais
Fonte: Autor, 2019.

8.2.1 Resultados para a formulacéo de casca sem curvatura inicial
Na Figura 17 sdo apresentados os resultados dos deslocamentos na diregéo ortogonal ao

plano da casca utilizando a formulagdo com curvatura inicial.

Figura 17 - Resultados de deslocamento para a formulagdo sem curvatura inicial

Disp Z Disp Z Disp Z
0 T— 0
I -0.00092773 -0.0011643 l -0.001213
B -0.0018554 | 00023286 -0.0024259
- -0.0027832 . -0.0034929 - -0.0036389
: -0.0037109 . 0.0046572 - -0.0048519
& -0.0046386 N 00058215 ¥ -0.0060648
- -0.0055663 | 0.0069858 : -0.0072778
-0.0064941 -0.0081501 -0.0084908
-0.0074218 -0.0093144 -0.0097037
-0.0083495 -0.010479 -0.010917

Fonte: Autor, 2019.

As diferencas entre os valores obtidos por simulacdo e os valores obtidos analiticamente

sdo apresentados na Tabela 4. Vale ressaltar que a deflexdo méxima analitica obtida € de

Wnix = 0.010664063.
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Tabela 4 - Resultados de deflexdfo méxima para

elemento sem curvatura inicial

Divisfes de Deflexdo
o Erro (%)
malha maxima (W)
2 divisdes 0.0083495 21.704
4 divisoes 0.010479 1.735
8 divisdes 0.010917 2.372

Fonte: Autor, 2019.

Como esperado, os resultados obtidos numericamente para malhas com maior refino (4
divisoes e 8 divisdes) apresentam um erro percentual baixo quando comparados com o resultado
analitico. A malha com 8 divisdes apresenta um erro associado que valida a teoria para o
exemplo apresentado, sendo este abaixo de 3%.

Diferentemente do esperado, a malha com 8 divisfes apresenta um resultado com erro
superior ao da malha com 4 divisdes. Acredita-se que este resultado inesperado indica a
necessidade de realizar alguns pequenos ajustes no programa computacional desenvolvido.
Vale ressaltar que, mesmo com estes resultados inesperados, o problema ainda possui uma

solucdo coerente com a formulacdo analitica, possuindo também uma convergéncia quadratica.

8.2.2 Viga em balanco

A viga como chapa foi um exemplo proposto por Simo, Fox e Rifai (1990) e revisitado
por Wriggers e Gruttmann (1993) para analisar o comportamento do elemento quando utilizado
sob condicGes de grande rotagdes no plano. A mesma viga é simulada como placa por Campello
(2005), para verificar o seu comportamento quando a carga ¢ aplicada perpendicularmente ao
plano da casca. No presente trabalho € realizada a simulacdo como placa e chapa, utilizando as
formulagBes sem e com ccurvaturas, descritas no trabalho. Quanto a geometria, apresentada na
Figura 18, utiliza-se uma secdo transversal de b x h, com comprimento L = 1.0. Uma
extremidade da viga é engastada, enquanto a outra é submetida a diversos valores de forga
concentrada P, seja na simulagdo como chapa ou placa, conforme apresentado na Figura 18.
Esta carga P, variavel de 0 até 1000, sempre apresenta-se na dire¢cdo conforme apresentado
inicialmente, ndo se sendo alterada com o deslocamento da viga.
A viga é composta por material com médulo de elasticidade E = 10° e coeficiente de poisson
v =10.3.
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Os valores para verificacdo sdo os resultados de deslocamento do ponto médio da
extremidade livre da viga, sendo estes comparados com o obtido no trabalho de Wriggers e
Gruttmann (1993).

Figura 18 - Viga em balanco
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Fonte: Autor, 2019.
A malha utilizada no exemplo é apresentada na Figura 18. Vale ressaltar que este

exemplo sera resolvido com os modelos de cascas sem e com curvatura inicial.

8.2.3 Resultados para a formulacao de casca sem curvatura inicial
Os resultados de deslocamento do ponto médio do lado em balan¢o da viga, em funcéo
da carga P aplicada séo apresentados na Tabela 5.
Tabela 5 - Resultados de deflexéo
méaxima da viga para elementos

sem curvatura inicial

Deflexdo do n6
Valores de
médio do lado
carga (P) ] )
livre da viga
0 0.0000000
100 0.3486360
200 0.5449280
300 0.648472
400 0.709285
500 0.748919
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600 0.776924
700 0.797964
800 0.814533
900 0.828065
1000 0.839441

Fonte: Autor, 2019.
Na Figura 19 sdo apresentados os resultados dos deslocamentos da viga simulada como

chapa, utilizando a formulag&o sem curvatura inicial.

Figura 19 - Resultados de deslocamento para a viga em balan¢o como chapa com modelo sem
curvatura inicial

P =100 P =200 P =300 P =400 P =500
DispY. ! y A DispY t > DispY t DispY t DispY ! :
9.65e-13 /@ X 7.9e-13 < 8.8e-13 2.88e-13 h= '\ 1.68e-13 3
l -0.039514 € | ' -0.062523 4 I -0.074933 é I -0.082318 % ' -0.087163
-0.079028 -0.12505 -0.14987 A\ 0.16464 Y -0.17433
--0.11854 +-0.18757 .-0.2248 \ - -0.24695 \ > - -0.26149
- -0.15806 . -0.25009 . -0.29973 - -0.32027 . -0.34865
& -0.19757 B 031261 B .0.37466 B 041159 B 043581
: -0.23709 - -0.37514 : -0.4496 £ -0.49391 : -0.52298
-0.2766 -0.43766 -0.52453 -0.57622 -0.61014
-0.31611 I -0.50018 l -0.59946 -0.65854 I 06973

-0.35563 0.5627 -0.6744 -0.74086 -0.78447

P =700 P =800 P =900 P =1000

P =600
DispY___ ! 1 DispY ! DispY ! Disp ! ¥ DispY E

Y

148013 92e14 A\ 7.8e-14 A 5.4e-14 de-14
I -0.090593 @ ' -0.093166 \ l -0.095186 g l -0.096828 g\ l -0.098199 g
-0.18119 = -0.18633 \ -0.12037 \ 019366 -0.1964 A
L-027178 ¢ .-0.2795 1028556 | 020048 102946 :
036237 . 037267 \ . 038074 | . 0.38731 - 0.3%279
B _0.45207 1 .0.46583 B 0.47593 B -0.48414 M -0.49099
! 054356 055 L 057112 ! -0.58096 058919
-0.63415 -0.65217 06663 -0.67779 -0.68739
-0.72474 -0.74533 -0.76149 -0.77462 -0.78559
-0.81534 -0.8385 -0.85667 -0.87145 088379

Fonte: Autor, 2019.
Os resultados de deslocamento do ponto médio do lado em balanco da viga como placa,
em funcédo da carga P aplicada sdo apresentados na Tabela 6.
Tabela 6- Resultados de deflexdo
maxima da viga simulada como
placa para elementos sem

curvatura inicial

Deflexdo do né
Valores de
médio do lado
carga (P) ) )
livre da viga
0 0.000000
100 0.351064
200 0.547976
300 0.651607
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400 0.712442
500 0.752110
600 0.780164
700 0.801262
800 0.817892
900 0.831487
1000 0.842923

Fonte: Autor, 2019.
Na Figura 20 séo apresentados os resultados dos deslocamentos da viga simulada como

placa, utilizando a formulacdo sem curvatura inicial.

Figura 20 - Resultados de deslocamento para a viga em balango como placa com modelo sem
curvatura inicial

P =100 P =200 P =300 P =400 P =500

Disp Z Disp Z DispZ DispZ DispZ

1.010-13 N 146013 N 1.55¢-13 ) 1.5e-13 ) 1.260-13 \
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! -0.078014 : 012177 -0.1448 \ 0.15832 2 -0.16714
- -0.11702 .0.18266 02172 - -0.23748 02507
: -0.15603 . 024354 : -0.2896 . -0.31664 g  -0.33427
B -0.19504 B o30us #0362 \ B 03088 T B 041784
: -0.23404 -0.36532 § -0.4344 \ -0.47496 y -0.50141
-0.27305 -0.4262 -0.50681 -0.55412 -0.58497
I -0.31206 I -0.48709 I -0.57921 I -0.63328 I -0.66854
-0.35106 .0.54798 -0.65161 -0.71244 -0.75211
DispZ - Disp Z g \ Disp Z\ Disp Z \
1.26e-13 | 128013 |4 93.314 A 93e-14 |4 7.8e-14 |
loosssss Tl l-oosson 5 '4)090877 | -0.092387 -0.093658 |
0.17337 -0.17806 -0.18175 0.18477 -0.18732
- -0.26005 --026709 | -0.27263 - -0.27716 - -0.28097
. -0.34674 . -0.35612 : -0.36351 . -0.36955 . .0.37463
B 04342 B -0.44515 M 045138 B 046104 | .0.46829
0.52011 -0.53417 £ -0.54526 : -0.55432 : -0.56195
-0.60679 06232 -0.63614 0.64671 -0.65561
I -0.69348 I -0.71223 I -0.72702 | 0.7391 l -0.74926
-0.78016 -0.80126 -0.81789 -0.83149 -0.84292

Fonte: Autor, 2019.

8.2.4 Resultados para a formulagdo de casca com curvatura inicial
Os resultados de deslocamento do ponto médio do lado em balango da viga, em fungéo
da carga P aplicada sdo apresentados na Tabela 7.



Tabela 7 - Resultados de deflexdo

méaxima da viga para elementos

com curvatura inicial

Valores de

carga (P)

Deflexao do n6
médio do lado

livre da viga

0
100
200
300
400
500
600
700
800
900

0.0000000
0.3491520
0.5463600
0.6504550
0.7115680
0.7513800
0.7795030
0.8006280
0.8172610
0.8308430

1000

Fonte: Autor, 2019.
Na Figura 21 sdo apresentados os resultados dos deslocamentos da viga simulada como

0.8422570

chapa, utilizando a formulagdo sem curvatura inicial.

Figura 21 - Resultados de deslocamento para a viga em balan¢o como chapa com modelo com
curvatura inicial

=100 =200 P =300 P =400 P =500
! DispY t DispY ! DispY l DispY !! 3
1094e 12 6769-13 4.73e-13 ) 3.23e-13 2.35e-13 h
' -0.039573 o 062689 -0.075165 3 l -0.082586 I -0.08745
-0.079147 0 12538 0.15033 -0.16517 §-0.1749
--0.11872 - -0.18807 0.2255 --0.24776 --0.26235
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-0.18179 -0.18695 -0.191 ! 0.1943 -0.19705 3
027268 § . 0.28043 l028651 | -0.20144 L020557 |
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. .0.54536 . -0.56086 : -0.57301 -0.56289 059114
-0.63626 -0.65433 -0.66851 -0.68003 -0.68966
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-0.81804 -0.84129 -0.85952 -0.87433 0.8867
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Fonte: Autor, 2019.
Os resultados de deslocamento do ponto médio do lado em balanco da viga como placa,
em funcdo da carga P aplicada sdo apresentados na Tabela 8.
Tabela 8- Resultados de deflexéo
méxima da viga simulada como
placa para elementos com

curvatura inicial

Deflexdo do n6
Valores de )
médio do lado
carga (P) ] ]
livre da viga
0 0.000000
100 0.351047
200 0.547921
300 0.651526
400 0.712343
500 0.751997
600 0.780037
700 0.801121
800 0.817737
900 0.831317
1000 0.842265

Fonte: Autor, 2019.
Na Figura 22 séo apresentados os resultados dos deslocamentos da viga simulada como

placa, utilizando a formula¢do com curvatura inicial.

Figura 22 - Resultados de deslocamento para a viga em balango como placa com modelo com
curvatura inicial

P =100 P =200 P =300 P =400 P =500

Disp Z A DISN DM)x Disp Z\
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011702 = -0.18264 L0218 WA ozmss W . -0.25067 (\
|y 015602 \% -0.24352 . .0.26057 o) | 03166 o) f03uz2 4

| 0.19503 <\ X |

. -0.3044 # .0.36196 0.39575 0.41778

r -0.23403 = -0.36528 -0.43435 : -0.4749 : -0.50133

-0.27304 0 42616 0 50674 -0.55404 -0.58489

-0.31204 -0.48704 0 57913 -0.63319 -0.66844
-0.35105 -0.54792 «0.65153 -0.71234 -0.752
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DAS;)Z“...‘!k Dﬁp;"“‘.g DmpZ“ll..pﬁ 05921'...'£ Disp Z
1.480-13 1.11e-13 1.1e-13 1.08¢13 | | 2.320-13
l -0.086671 I -0.089013 | ' -0.09086 l -0.092368 | l -0.093637 |
-0.17334 (l‘ -0.17803 H -0.18172 H 0.18474 | -0.18727
026001 (M 026708 M 027258 [N o2 020001 N
 -0.34668 -0.35605 | . -0.36344 & -0.36047 :-0.37455 [
B .0.43335 1 .0.44507 8 .0.4543 I .0.46184 % .0.46819
: -0.52002 £ -0.53408 + -0.54516 :-0.55421 . .0.56182
-0.6067 -0.62309 -0.63602 -0.64658 -0.65546
-0.69337 0.71211 -0.72688 -0.73895 -0.7491
-0.78004 -0.80112 -0.81774 -0.83132 -0.84274

Fonte: Autor, 2019.
A plotagem dos valores obtidos nas Tabela 5 a Tabela 8 e os valores obtidos por

Wriggers e Gruttmann (1993) sdo apresentados na Figura 23.

Figura 23 — Deflexdo do ponto médio do lado em balanco da viga

(WRIGGERS & GRUTTMANN, 1993)
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Fonte: Autor, 2019.

8.2.5 Discussao dos resultados

Conforme observa-se visualmente na Figura 23 os resultados séo basicamente idénticos
para as duas teorias implementadas, seja na representagédo como chapa ou placa. Ao se comparar
com o material de referéncia, observa-se a consisténcia da formulagdo com os dois modelos e

com as duas formas de modelagem do problema.

8.2.6 Flambagem lateral de uma chapaem L

O exemplo de flambagem lateral de uma chapa em L é utilizado para verificar a
estabilidade lateral do elemento de casca. Este foi escolhido por Campello (2005) em
conformidade ao visto para os elementos de casca de Simo, Fox e Rifai (1990) e Wriggers e
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Gruttmann (1993), sendo estes tomados como materiais de comparacdo de resultados para 0s
deslocamentos da extremidade livre da chapa.

Em relacdo ao modelo, a chapa possui formato em L, com dimensGes conforme
observado na Figura 24, sendo a malha apresentada na mesma figura. A chapa esta em balanco
e e solicitada por uma forca concentrada P na sua extremidade livre, com uma carga
infinitesimal aplicada na extremidade livre, perpendicularmente a carga P, apenas para
inicializar o processo de flambagem lateral. Em relacdo ao material da chapa, este possui
modulo de elasticidade E = 71240 N/mm? e coeficiente de poisson v = 0.31.

Figura 24 - Flambagem lateral de uma chapa em L
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Fonte: Autor, 2019.

Vale ressaltar que este exemplo foi solucionado utilizando o elemento sem curvatura
inicial.
8.2.7 Resultados para a formulacéo de casca sem curvatura inicial

Apos andlise, a forca critica quando ndo se aplica imperfeicdo transversal foi encontrada
como P, = 1.120. Este valor mostra-se em concordéancia com os encontrados de Pg,;; =
1.13 por Campello (2005), P.,;; = 1.137 por Simo, Fox e Rifai (1990) e P.,;; = 1.123 por
Wriggers e Gruttmann (1993).

Os resultados obtidos para os deslocamentos do n6 mais externo da malha, na

extremidade livre, séo apresentados na Figura 25, sendo estes comparados com os resultados
obtidos por Wriggers e Gruttmann (1993).

Figura 25 — Deslocamento lateral de uma chapa em L. Deslocamento lateral da extremidade livre
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(WRIGGERS & GRUTTMANN, 1993) Estabilidade de chapa L
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Fonte: Autor, 2019.

Na Figura 21 é apresentada a configuracao deformada final para uma carga de P = 2.0.

Figura 26 — Deslocamento lateral de uma chapa em L. Deslocamento lateral da estrutura
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Fonte: Autor, 2019.

8.2.8 Discusséao dos resultados

Conforme observa-se na Figura 25, embora o valor final de deslocamento da
extremidade livre seja proximo do esperado, o caminho da solucdo apresenta uma instabilidade
inicial, com pequenos deslocamentos contrarios ao esperado. Acredita-se que estes resultados
inesperados indiqguem a necessidade de realizar alguns pequenos ajustes no programa
computacional desenvolvido. Porém, mesmo com a instabilidade inicial, a solugdo retoma o
caminhamento relativamente similar ao observado em Wriggers e Gruttmann (1993) e atinge

valores finais visualmente proximos aos observados no material de referéncia.
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9 Conclusoes

As formulacgdes verificadas no trabalho foram apresentadas originalmente na tese de
doutorado de Campello (2005). No que se refere a demonstracdo da formulacdo, foram
encontradas as mesmas equacdes do trabalho tomado como base para os vetores de forca interna
e externa e para as matrizes de rigidez constitutivas, geométricas e de carga externa tanto para
0 modelo de casca sem curvatura, quanto para o modelo de casca com curvatura. Vale ressaltar
que em determinados momentos o presente trabalho apresentou a formulacdo dada com os
tensores de forma aberta, sem notacgdo indicial, diferentemente do apresentado no trabalho base
de Campello (2005). Esta forma diferenciada de apresentacéo foi utilizada visando uma maior
facilidade de compreensao por parte do leitor na obtencéo das equacdes dos modelos de cascas
com e sem curvatura inicial.

No que se refere ao equilibrio da estrutura em anélise, observou-se que a formulagao é
consistente nas deformagdes, tomando como parametros de convergéncia a energia do sistema
e 0 modulo do vetor de forca residual. No trabalho base, é indicado por Campello, Pimenta e
Wriggers (2003) a utilizacdo apenas do parametro de forca residual como critério de parada.
Vale ressaltar que foi observada convergéncia quadratica nos exemplos analisados, consistente
com o esperado do método de Newton.

Em relacdo aos resultados obtidos nos exemplos, onde a comparacédo foi realizada com
elementos sem e com curvatura, as duas formulac6es foram consistentes e apresentaram valores
praticamente idénticos. No entanto, verificou-se que a quantidade de iteracdes de Lagrange e
Newton para o exemplo com grandes rotagdes foi consideravelmente superior quando utilizado
0 elemento sem curvatura.

Ao longo da pesquisa, foram observados valores negativos em algumas posi¢cdes da
diagonal principal matriz de rigidez geométrica, sendo que, estas mesmas posi¢cdes na matriz
de rigidez constitutiva apresentaram valores positivos. Em todos os casos, observou-se que a
matriz de rigidez constitutiva do elemento possui valores suficientemente altos para garantir
que a matriz de rigidez total apresente valores positivos na diagonal principal. Desta forma, a
estrutura apresenta rigidez suficiente para suportar as cargas aplicadas nos exemplos, mesmo
com estes termos negativos na diagonal principal da matriz geometrica.

Pretende-se em trabalhos futuros, analisar a demonstracdo do tensor G, de forma
aprofundada, verificando a questéo da existéncia de termos negativos na diagonal principal da
matriz de rigidez geométrica. Ainda para trabalhos futuros, pretende-se utilizar algoritmos de
programacédo em paralelo, buscando uma reducéo do tempo global de anélise. Por fim, pretende-

se utilizar as formulacGes das cascas implementadas reescrevendo-as para sistemas dindmicos
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de casca, em conjunto com formula¢Ges de contato mecanico utilizando o NURBS para

suavizagdo de superficies.
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APENDICE A
O presente anexo tem como objetivo apresentar uma propriedade da algebra utilizada
no presente trabalho como um dos passos para demonstragédo de 1,.

Assuma inicialmente dois vetores genéricos ndo-paralelos v e k dados por:

kq 121

k= [kzl TV = [Uz]. (A.01)

ks U3

O produto vetorial destes vetores assumira a forma

kxv=-vXxk. (A.02)

O produto vetorial pode ser representado em forma tensorial como

Kv =—-Vk, (A.03)
onde
0 —k; k, 0 -v; vy
K= ks 0 —ki|;V=|wv; 0 —vll. (A.04)
_k2 kl 0 _UZ Ul O

Conforme observado acima, o tensor V € antissimétrico, valendo assim a propriedade

para tensores antissimétricos —V = VT, logo

Kv =VTk. (A.05)
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APENDICE B
O presente anexo tem por objetivo apresentar uma propriedade utilizada na
demonstracdo da parcela de ndo linearidade geométrica apresentada na secdo 4.5.4.1. Esta
propriedade é também apresentada em (CAMPELLO E. , 2005).
Comecemos pela consideracdo da equacdo apresentada na sec¢do 4.5.4.1,

arT a(l_h20+h392)

* T — B.1
—g =0T =5 (B.1)

Aplicando a regra da cadeia e do produto de derivacéo, obtemos
8*IT = —5*h,6°00 — h,6*0 + §*h;6700% + h; (65700 + 05*0). (B.2)

Observando a equacao acima, observa-se que é necessaria a determinacdo de 6*h, e 5*hs.

Comecemos por

6*th _ [6 (1 — cos 6)]/ (B.3)

Realizando a derivacdo, considerando a regra do quociente, obtemos

6" h, sin @ 2(1 —cosB) 52
= B.4
2-(5 =2)/s B4
ou, considerando (2.29) e (2.30),
§*h
o = hy = (hy — 2h,)/6”. (B.5)
Considere agora
6"hs 6 —sinf
= |6 (————— B.6
7=l ) ©9

ou, realizando as derivagoes,

8*9h3 _ I((l —c0s0)63 ;6(9 — sin 9)392>l/0. B.7)
Reorganizando os termos da equagdo acima, obtém-se
8*9h3 _ ((1 —96205 0) 3(0 —esm 0) >/92 (B.9)
e, utilizando, (2.30) e (2.31),
6*9h3 = hs = (h; — 3h3)/92- (B.9)
Substituindo as equagdes (B.5) e (B.9) em (B.2), considerando que
50 = w, (B.10)

e manipulando um pouco os termos, encontramos
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[(hy — 2h;)/6%]

5TT = —h,5°0 + h3 (6700 + 05*0) — 2

(0-676)0

. N ) (B.11)
-3 0
L L 9 /9% o 50r02
ou,

8 TT = —h,6"0 + h;(6700 + ©5°0) — h,(0-670)0 (612)

+ hs(0 - 576)02. '

Multiplicando a equacdo acima por um vetor genérico t = £(0),

5 TTt = [—h,6"0 + h;(5700 + 05°0) — h,(0-576)0

[ 2 3 4-( (813)

+ hs (0 - 5*0)0%]t.
A equacdo acima pode ser reorganizada com o objetivo de evidenciar §*8. Com este objetivo
em mente, realizamos o produto e obtemos
8Tt = [—h,6*0t + h3(6*00 + O50)t — h,(0 - 5*0)0Ot
+ hs (0 - 5°0)6%t].
A primeira parcela a ser reorganizada trata-se de —h,5*@t, que pode ser obtida ao se

(B.14)

reorganizar o produto do tensor anti-simeétrico como um produto vetorial, obtendo-se,
—h,6"0t = —h,6"0 Xt = h,(t X 670). (B.15)

Reorganizando como um produto de tensor anti-simétrico, podemos escrever que
h,(t X 6*0) = h,T5"0, (B.16)

onde T = skew(t).
A segunda parcela a ser reorganizada trata-se de
h;(6700 + 0570)t = h;(5*00t + 05" O¢). (B.17)

Novamente, abrindo o produtos de tensores anti-simétricos em produtos vetoriais, podemos
obter
h;(6*00 + O6*0)t = h3[6"0 X (0 X t) + 60 X (670 X t)]. (B.18)

Os produtos vetorias de (B.18) podem ser abertos em produtos escalares, conforme formula de
Lagrange, de modo a se obter
h;(5*00 + 05°0)t

(B.19)
= h3[-(0-8"0)t+ (t-6"0)0 — (6"0-0)t+ (t-0)5"0].
Apos alguma manipulacdo com os produtos escalares, podemos chegar a
h3(5*00 + 05"t =h;[-2(tRO)+0Rt+t' ® 6T]50. (B.20)

Esta equacdo ¢ ainda equivalente a
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h;(600 + 05*0)t = h;[TO — 20T]56. (B.21)

A terceira parcela a ser reordenada trata-se de
—h,(8-5"0)0t = —h,0t(0-6570). (B.22)

Abrindo o produto escalar em funcao de produto de vetores obtemos
—hy(0-5670)0t = —h,(O)075*0 (B.23)

ou, considerando o possivel produto diédico,
~h,(0-570)0t = —h,(0t) ® 05*0. (B.24)

A Ultima parcela a ser determinada possui uma demonstragdo analoga a terceira parcela,
sendo assim, apresenta-se apenas seu resultado como
hs(0-5*0)0%*t = hs(0%*t) ® 65*6. (B.25)

Determinadas todas as parcelas, podemos reescrever (B.14) em funcdo de (B.16),
(B.21), (B.24) e (B.25) como

(B.26)
hs(0%t) ® 6]156.
A equacdo (B.26) pode ser reescrita como
5*Ir't=v(0,t)5*0, (B.27)
onde
V(6,t) = h,T + h3(TO — 20T) — h,(0t) ® 0 + hs(0%t) ® 6. (B.29)

(CAMPELLO E., 2005) apresenta outra propriedade de V (8, t), sendo esta que
v,t)=vo,t)" + I'Tr. (B.29)
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APENDICE C

Neste anexo apresentaremos o resultado para a derivagédo 6*(1‘%). Iniciamos pela

derivacdo interna,
rr,=-nh,0,+h;(0,06+00,)—h,(6:0,)0+hs(6-0,)6? (C.1)
obtida de forma anéloga a equacédo (B.12). Apos a obtengdo da equagdo acima, é necessario
realizar a segunda derivacgéo
§TT =8 [-h,0,+h3(0,0+00,)—h,(0-60,)0
+ hs(6-0,)0?].

Considerando as regras de cadeia e produto nas derivacdes, esta equacao terd como resultado

(C.2)

inicial
0-6%0
5*I‘T,a = —6*(h2)¥@_a —hy6%0 ,

0
0-5'0
+ 6*(hs3) (T) (0,6 +00,)

+h3(60,0 + 0,570 + 5700, + 0570 ,)
(6-65*0)

— 6*(h4)T(0 -0,)0 (C.3)
—hy[(670-0,+6-5°0,)0 +(0-6,)5"0)]
57 L0 (06,62

+hs[(670-6,+6-570,)0?
+(60-60,)(67006 + 05°0)],
As divisdes das derivadas §*(h,)/0 e5*(hs)/0 ja foram obtidas no anexo anterior, possuindo

como resultado as equacdes (B.5) e (B.9), respectivamente. A parcela com derivada

5 (sen 0/8 —2(1—cos 9)/92)
6" Cha) _ e (C.4)
0 0
sera obtida neste momento. Inicia-se realizando a derivacéao, obtendo
(c05993—356n002)_2[sen994—49 (1 —cos 6)
6" (ha) _ 65 (C.5)
0
Utilizando como denominador comum 62 e ap6s algumas manipulag@es, obtemos
. cos® 5senf  8(1—cos0)
6*(hy) - TEE + 0% (C.6)

6 62
Adicionando dois termos que nédo alteram a igualdade, temos
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. cos 5senf 8(1-—cos 0) 1 1
8'(ha) _"97 ~ "3t 4% g7 57 (C.7)
0 02
Ou, redirecionando os termos adicionados, podemos escrever

. cosf—1 sen6/6—1 8(1—cosB) 4senb
6°(hy) _ "9z~ 9z T~ g 53 (C:8)
0 62 '
Considerando as equag0es (2.29) a (2.31), temos
+8(1—cos€)/62—1 4 sen6/6

8°(hy) —ha—hs 92 L (C9)
6 62
ou,
2h, — hy
5*(hg) _ ~ha = hs + () (C.10)
6 62 '

Por fim, considerando (2.32) e (2.34),
6°(hy) _ —hy, — h; + 4hy,

o =he = o2 (C.11)
Demonstra-se agora a parcela
8 (hs) _ .. [hzw) - 3h3(e>l s, .12
0 02
Aplicando a derivagéo temos
2B _ {5 (ha(6)) — 36" (1 (8))]6 - 26[12(6) — 3hs(E)]}/6°. (C13)

Considerando que as derivactes §*h,(8) e 6*h5(6) ja foram obtidas em (B.5) e (B.9), podemos

escrever que

> (95) {[14(6)6 — 3hs(6)616° — 20[h;(6) — 3h5()1}/6° (C.14)
Subdividindo em parcelas, podemos escrever

- (ghS) ([h4(6) = 3hs(8)]}/6° — {2[h2(6) — 3h5(8)]}/6"* (C.15)
Ou, reorganizando o segundo termo,

il g"S) (Tha(6) — 3hs(8)]}/02 — 21120 _;h?’(e)]}/ o (C.16)

Considerando a equagéo (2.33), podemos reorganizar (C.16) de modo a obter
6°(hs) _ [h4(6) = 3hs(8)] _ 2hs(6)
0 02 92
Agrupando os termos e considerando a equacgéo (2.35),

(C.17)
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§°(hs) _, _ [h4(8) — 5hs(6)] (C.18)

6 ¢ 62 '
Substituindo as equacdes (B.5), (B.9), (C.11), (C.18) em (C.3), podemos reescrever esta como
8§ TT ;= —hy(0-570)0 , — hy6°0 , + hs(6-570)(0 ,0 + 00 ,,)

+h3(6%0,0 + 0,570 + 5700, + 0570 ,)

—he(6-570)(0-6,)0

—h,[(6760-6,+6-570,)0+(0-6,)5"0] (C.19)

+h,(60-5"0)(0-6,)0?

+hs[(670-6,+6-570,)0>

+(60-6,)(5700 + 05709,
Como 6@, =0 e 60, =0 ja que dd € um campo linear (conforme apresentado em
(CAMPELLO, PIMENTA, & WRIGGERS, A triangular finite shell element based on a fully

nonlinear shell formulation, 2003)), temos
5T, =—hy(0-570)0, + hs(0-570)(0,0 +00,)
+ h3(0,670 + 5700 ,) —he(0-570)(0-60,)0
—h,[(6760-6,)0 +(6-6,)5"0] (C.20)
+h,(0-570)(0-6,)6?
+hs[(670-0,)0* +(0-0,)(5700 + 05°0)],
Multiplicando-se §*I'T , por um vetor genérico t = £(0), temos
§TT ;t ={-h,(0-570)0 , + hs(0-570)(0,0 + 00 ,)
+ h3(0,670 + 5700 ,) —hs(0-570)(0-60,)0
—h,[(670-6,)0 +(6:0,)5"0] (C.21)
+h,(0-570)(0-6,)6?
+hs[(670-0,)0? +(0-6,)(5700 + 05°0)]}t.

Analogamente a logica adotada para determinar as parcelas de §*I'"t, obtém-se as parcelas

~hy(0-570)0 ot = —h, (0 ,t ® 0)56; (C.22)
hs(0-670)(0,0 + 00 ,)t = hs(TO , — 20 ,T)0 , R 05*6; (C.23)
h3(0,6°0 + 5700 )t = h;(TO , — 20 ,T)5*6; (C.24)

~he(0-5°0)(0-0,)0t=—hs(0-0,)0t R 0576; (C.25)



—h,[(676-6,)0 +(6-0,)570]t
=—h,0t® 0,570 — hy(0-6,)T56;
h,(0-56)(0-6,)0? =h,(0-0,)0*t R 65*0;

hs[(670-6,)0% +(0-60,)(5700 + 0570)]t
= hs0*t®6,5°0 + (60 ,)hs(TO — 20T)5"6.
Substituindo (C.22) a (C.28) em (C.21) obtemos
§TT ;t = —h,(0,t ®0)5°0 + hs(TO , — 260 ,T)0, R 050
+ h3(TO , — 260 ,T)5"0 — he(0-0,)0t Q 650
—h,0t®0,50 —h,(0-60,)T5"0 + h,(0-6,)0°t
® 0570 + h;0%t ® 0,570
+(0-6,)hs(TO — 20T)5"0.
Apbs alguma manipulacdo, encontra-se
Ve(0,04,t) =h3(TO, —20,T)—h,(0,tR0+0tR80,)
+hs[(0,0+600,)tR60+06%tR0,]
+ (00 ,)[hT + hs(TO — 20T)]
—(0-0,)hs(OtR6) +h,(0:0,)(0*tR® ),
Ao se evidenciar o termo §*6.
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(C.27)

(C.28)

(C.29)

(C.30)



