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Como construir modelos matematicos
de processos epidémicos

A modelagem matemadtica de processos epidémicos ini-
ciou-se no comeco do século XX, com os trabalhos pio-
neiros de Ronald Ross — prémio Nobel em Medicina em
1902 - modelando a interagdo entre o homem e o vetor
do parasita da maldria, e de Kermack-Mc.Kendrick pro-
pondo o modelo Susceptivel-Infectado-Removido (SIR)
em 1927. Tais modelos se baseiam nos conceitos da dina-
mica populacional que trazem consigo a ideia de fatores
estimuladores e inibidores que influenciam na dina-
mica das populacoes interagentes. (BRAUER; CASTILHO-
CHAVEZ, 2001) A partir do final do século XIX, quando
Louis Pasteur propds a teoria germinal das doencgas
transmissiveis, foram alcancados avancgos extraordind-
rios com o desenvolvimento de vacinas e medicamentos
essenciais ao controle das doencas transmitidas por
diversos agentes etioldgicos. No entanto, a partir da
segunda metade do século XX, com o crescimento popu-
lacional desordenado, diversas epidemias de doencas
causadas por virus passaram a ocorrer. Atualmente, a
facil e rdpida locomogdo humana é uma mola propul-
sora da disseminacdo de doencas, ou até mesmo dos
agentes infecciosos, além de aumentar a chance de que
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uma epidemia assuma o status de pandemia como vivemos no
momento atual com a pandemia da COVID-19. Até o momento,
o enfrentamento da pandemia de COVID-19 tem se dado com a
adogao de medidas de higiene publica, aperfeicoamento de diag-
ndsticos mais precisos, pesquisa cientifica em busca de vacinas
e medicamentos, bem como estudos epidemioldgicos, muitos
deles pautados na importante contribuicdo das andlises resul-
tantes da modelagem da dinamica da propagacdo da epidemia,
capaz de desenhar cendrios futuros, através do uso de métodos da
matemadtica, da fisica, da estatistica e da ciéncia da computacao.

A modelagem matemadtica parte do pressuposto que o desen-
volvimento de uma epidemia pode ser descrita através da iden-
tificacdo de uma sequéncia de processos de causa e efeito. Estes
processos incluem, por exemplo, a transmissao do agente etiolo-
gico entre os membros da populagado estudada, a evolugdo clinica
e os desfechos nos individuos atingidos, a disponibilidade de tra-
tamentos adequados e vacinas, a presenca de imunidade inata em
parte da populagdo ou o desenvolvimento de imunidade apés a
infeccdo. (YANG, 2001) A modelagem também pode incluir infor-
macoes sobre a natureza da transmissdo, se diretamente entre
os individuos da populacdo afetada — por exemplo, através de
secrecOes respiratdrias ou contato fisico — ou através de um vetor
externo a populacdo.

A identificacdo desse conjunto de processos decorre das
observagoes clinicas e epidemioldgicas do fenémeno. O levanta-
mento dos sintomas apresentados pelos pacientes, a sequéncia na
qual eles ocorrem e o tempo de duracdo deles, que sdo fundamen-
tais para diagnésticos clinicos precisos, também sdo cruciais para
a modelagem matemadtica fidedigna. Igualmente importantes sao
o tempo de recuperagdo, e a ocorréncia ou nao de reinfeccoes.
Ou seja, a modelagem matemadtica depende de forma direta da
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observacao acurada do estado de satide da populagdo como um
todo, e ndo apenas das pessoas infectadas.

A construcdo dos modelos matemadticos dos sistemas dina-
micos, a exemplo das epidemias, envolve as seguintes etapas
(BENDER, 1978), qualquer que seja a abordagem adotada:

I. Formulacao do problema, quando sdo selecionadas as carac-
teristicas essenciais do fendmeno que se deseja descrever e/
ou prever;

II. Concepg¢ao do modelo, estabelecendo as varidveis depen-
dentes e as interrelacbes entre elas bem como seus
parametros;

III. Andlise do modelo, quando sdo aplicados os métodos apro-
priados para obter os resultados através da evolucdo tem-
poral das varidveis e dos cendrios a ela associados;

IV. Checagem do modelo, quando se atribui significado aos
resultados obtidos confrontando com os dados reais e pro-
jetando cendrios futuros. Caso se verifique inconsisténcias,
pode-se retornar a etapa (I), reavaliando o modelo de modo a
incluir, modificar ou excluir elementos considerados na sua
concepgao.

Esses passos foram seguidos neste trabalho para a construgao
e validacao do modelo da dindmica da COVID-19 que foi desenvol-
vido pelo Grupo de Modelagem Matemdtica da Rede CoVida.

Diversas abordagens matemadticas foram desenvolvidas para
modelar epidemias, algumas delas sao adequadas a construgao
dos chamados modelos baseados em populagoes, e outras dos
modelos baseados em individuos. (MONTEIRO, 2014) As aborda-
gens mais usadas sdo as seguintes:

I. equacdes diferenciais temporais;

II. equagodes diferenciais espago-temporais;

III. equacoes diferenciais com envelhecimento;

IV. equagoes estocdsticas;
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V. autdématos celulares;
VI. modelos de agentes.

Neste capitulo, nos restringimos apenas a primeira abor-
dagem (BATSCHELET, 1975) que, apesar de ser a mais antiga, tem
permitido a descricdo acurada de diversas situacdes, traduzindo a
dinamica populacional de forma mais direta cuja andlise faz uso
de teorias matemadticas bem estabelecidas e técnicas computacio-
nais j4 utilizadas na comunidade cientifica.

Para construir o modelo na abordagem (i), se identifica os
diferentes m subgrupos populacionais — ou compartimentos — nos
quais a populagao total é dividida (MASSAD et al., 2004), a exemplo
de individuos saudaveis mas suscetiveis de serem infectados, sau-
daveis com imunidade que ndo serdo infectados, expostos, infec-
tados etc. Cada um dos m compartimentos é associado a uma
varidvel que representa o numero de individuos nele contido.
O modelo em si consiste do conjunto de m equagoes diferenciais
para essas varidveis. Cada uma delas explicita como os diferentes
fatores mencionados causam variagao temporal no numero de
individuos em cada compartimento. Para a equacdo de um dado
subgrupo, todos os fatores que favorecem o seu crescimento apa-
recem com sinal positivo, e com sinal negativo aqueles que fazem
este subgrupo decrescer. Apés o modelo estar completo sao utili-
zadas técnicas de integracdo, que permitem achar a solugao do sis-
tema, consistindo em um conjunto de m fungoes que dependem
do tempo. Cada funcdo descreve entdo como o compartimento
correspondente varia no tempo.

Uma vez que a doenga é transmissivel, o registro temporal de
contatos entre um individuo ja infectado e individuos sauddveis
que, presumivelmente se infectardo apos entrar em contato com
ela, é talvez o passo mais critico para a modelagem precisa. Como
o objetivo é a descricdo do comportamento coletivo, é pratica-
mente impossivel se reconstituir a sequéncia de encontros entre
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pessoas que levaram a transmissdo da doenca de um individuo
infectado para outro previamente sadio. Aqui, a abordagem (i)
procura descrever a transmissao através de encontros entre infec-
tados e sauddveis através do produto entre os valores médios
de individuos infectados e saudaveis, estabelecendo termos nao
lineares nas equacgodes diferenciais envolvidas. Essa estratégia vale
também para as abordagens (ii) e (iii). As trés dltimas abordagens
mencionadas acima tratam esses encontros de forma diferenciada,
mas nos omitimos aqui de tratar em detalhes cada uma delas.

Relacao entre parametros do modelo
e dados disponiveis

Na secdo anterior, ressaltou-se a importancia da observagao acu-
rada dos fendmenos clinicos e epidemioldgicos para a determi-
nacao da forma do modelo matemdtico. No entanto, se a identi-
ficacdo da sequéncia de passos estabelece a forma do modelo, as
expressoes matemadticas nele contidas dependem de um conjunto
de k parametros que permitem expressar, explicar e projetar, de
forma quantitativa, os fenémenos epidémicos. Do ponto de vista
matemadtico, uma solugdo do sistema de equagoes diferenciais é
determinada para cada conjunto de valores numéricos que seja
atribuido a este conjunto de parametros e cada conjunto de infor-
macoes relacionadas com o estado da populacdo no comecgo da
epidemia. Sendo assim, os valores numeéricos correspondentes a
cada uma dessas solu¢oes podem ou ndo ter relacdo com os fené-
menos observados. A identificacdo da solugdo que tem melhor
correspondéncia com os dados da epidemia é o objetivo central
da modelagem matemadtica, ficando assim evidente que este sé
pode ser atingido se dados quantitativos de boa qualidade esti-
verem disponiveis.
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Para a busca de valores dos parametros do modelo, sdo esta-
belecidas inicialmente faixas de valores tipicos que sejam con-
sistentes do ponto de vista epidemiolégico, clinico ou biolégico,
a depender do seu significado. Seus valores 6timos sdo determi-
nados a partir da minimizacdo de um erro ¢, que é uma funcao
definida a partir da comparagao entre os dados reais disponiveis e
os valores previstos na solu¢ao matematica a partir do conjunto de
parametros e seus intervalos de valores tipicos. Apesar da fungao
¢ poder ser definida de diversas maneiras, ela normalmente é
obtida levando em conta a soma — ponderada ou ndo — de valores
positivos gerados a partir da diferenca entre cada ponto obser-
vado e o seu correspondente na solugdo matematica, a exemplo
do que é feito no conhecido método dos minimos quadrados.

Independentemente da func¢do ¢ utilizada, a busca dos valores
6timos dos parametros do modelo pode ser uma tarefa matemd-
tica bastante complexa. Ela depende ndo apenas de m e k, que
indicam os nuimeros de equagoes independentes e de parametros
no modelo, mas também da forma pela qual as varidveis estdo
relacionadas entre si nas equagoes do modelo. Diversos métodos
foram desenvolvidos para se efetuar esta busca. Neste trabalho,
serdo discutidos resultados que foram obtidos utilizando-se a
técnica PSO - abreviacdo de Particle Swarm Optimization <
Otimizacdo de Feixe de Particulas — (EBERHART; KENNEDY, 1995)
para a determinacdo dos parametros do modelo. No entanto, ndo
trataremos aqui dos detalhes dessa técnica.

Aspectos relevantes da COVID-19
para a construcao do modelo
Com vistas a construir um modelo matemadtico consistente

para descrever a dindmica da COVID-19, partimos da etapa I,
“Formulagdo do Problema” anunciada anteriormente.
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A COVID-19 é uma doenca causada pelo virus SARS-CoV-2
(Severe Acute Respiratory Syndrome — coronavirus-2), um coro-
navirus cuja circulacio foi identificada em dezembro de 2019,
sendo responsavel por casos de infecgOes respiratérias graves sur-
gidos inicialmente na China. As ocorréncias prévias mais simi-
lares com a atual pandemia foram aquelas causadas pelo virus
SARS-CoV-1, reportado pela primeira vez na China em 2002, e
pelo virus MERS-CoV (Middle East Respiratory Syndrome-Related
Coronavirus), reportado na Ardbia Saudita em 2012. Embora
alguns sintomas clinicos dessas duas irrupgoes anteriores sejam
parecidos com os da COVID-19, bastante contrastante foi a rdpida
disseminacdo do SARS-CoV-2 em escala global, ja que em 2002
e 2012 a transmissdo viral foi contida muito rapidamente, cau-
sando um impacto em nimeros de pacientes e de ébitos diversas
ordens de magnitude menor. Até o final de outubro de 2020, a
COVID-19 causou mais de 40 milhdes de casos e mais de 1 milhdo
de 6bitos, ao passo que os anteriores se limitaram, respectiva-
mente, a 8 mil casos e 800 mortos (SARS-CoV-1) e 2200 casos e
800 mortos (MERS-CoV). A situacdo alarmante da propagacao
exigiu a implantacdo de medidas de cardter comportamental
pela populacdo, que conseguiram reduzir a velocidade de trans-
missdo, com maior ou menor grau de sucesso, dependendo de
diversos fatores que fogem do escopo deste trabalho, mas que
foram estudados tanto por nés (BOLETIM COVIDA, 2020a, 2020b,
2020c; JORGE et al., 2020; OLIVEIRA et al., 2021), bem como por
outros autores. (AQUINO et al,, 2020; HALE, 2020; WEITZ, 2020)

A taxa de letalidade reportada no inicio da pandemia da
COVID-19 atingiu marcas préoximas as dos casos anteriores (~ 7
- 10 %), mas, em seguida, esse valor vem decrescendo, estando,
atualmente, em torno de 2.5% na média global. E provével, porém,
que esse valor ainda seja superestimado, dado que o denominador
real — numero total de casos — é ainda desconhecido. Isso porque
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a maioria dos casos de COVID-19 sdo autolimitados e ndo letais,
contribuindo para uma grande subnotificacio dessa doenca.
(MEYEROWITZ-KATZ; MERONE, 2020) No entanto, a diminuicdo
da taxa de mortalidade ao longo do tempo tem sido atribuida
ao maior conhecimento dos quadros clinicos e a adogdo de tera-
pias e manejo de pacientes mais adequados. Isso apesar do fato
que nenhum novo firmaco foi sintetizado especificamente para
o combate do virus, e nenhum daqueles ja disponiveis quando do
comeco da pandemia se mostrou provadamente eficaz para com-
bater todo o espectro de sintomas.

Até o momento ndo é claro se pacientes recuperados adquirem
imunidade permanente. Embora alguns casos de reinfeccdo jd
tenham sido reportados, eles parecem ser escassos, e para se ter cer-
teza serd necessdria uma observagao muito mais longa. Por outro
lado, identificou-se que muitos infectados sdo assintomaticos e, de
acordo com diversas estimativas (LI et al., 2020; OLIVEIRA et al.,
2021), esse numero pode ser maior que o de sintomadticos. Dessa
forma, a incerteza sobre a quantidade de pessoas que ja foram
infectadas é ainda muito grande. Outro aspecto que deve ser salien-
tado é que o modelo aqui discutido ndo leva em conta as diferencas
entre os diferentes grupos populacionais, nem do ponto de vista de
faixa etdria nem do ponto de vista de condi¢oes econdmica e social,
o que deve ser considerado uma de suas limitagoes.

Essa sucinta enumeragdo de aspectos referentes a COVID-19
inclui aqueles que sdo mais importantes para a modelagem da
pandemia, constituindo assim a etapa (I) da construcao do modelo
apresentada na primeira se¢do como “formulacdo do problema”.
Vamos utilizar uma modelagem matemadtica cldssica em que,
como no caso de intimeras doengas, a complexa dinamica é des-
crita em termos de passos elementares:

a. a transmissao;
b. ainfeccdo;
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c. a recuperacdo como desfecho. Vamos também incluir
aspectos do manejo hospitalar dos infectados, e a possibili-
dade de 6bitos, o que requer a inclusao de novos passos:

a hospitalizacao;

e. a evolugdo para o6bito como desfecho. Modelos estudados
para descrever a dinamica do SARS-CoV-1 e MERS-CoV foram
Uteis para a construcdo de nossos modelos.

Esses passos considerados na modelagem da COVID-19
também determinam os compartimentos do modelo SEITHURD.
O primeiro deles é crucial para se determinar a velocidade com
a qual o virus se dissemina, passando de pessoas infectadas para
outras até entdo sauddveis, que estdo no compartimento dos
suscetiveis (S). Em seguida, o passo “infeccdo” descreve o que
ocorre com o paciente infectado: sem a inclusao da possibilidade
de 6bito, assume-se que a infeccdo serd combatida com sucesso
pelo organismo, com ou sem ajuda de firmacos. Durante esse
periodo, assume-se que os infectados estdo ativos transmitindo
o virus para outras pessoas sauddveis. E possivel que o individuo,
apos ter sido exposto ao virus que comeca a se multiplicar no seu
organismo, passe por uma fase de laténcia ou periodo de incu-
bagao viral, ocupando entdo o compartimento dos Expostos (E),
antes do momento em que sintomas clinicos sejam detectados.
Apenas neste momento ele evolui do compartimento E para o
dos Infectado Sintomdticos (I). Nesse caso, como € igualmente
possivel levar em conta a possibilidade de que sintomas clinicos
nunca se manifestem, o individuo em E poderia passar em algum
momento para o compartimento dos Infectados Assintomadticos
(I). A identificacdo de grande niimero de assintomdticos mencio-
nada acima mostra a importancia da inclusdo dessa possibilidade.
O passo “recuperacdo” indica que o infectado recuperou sua saude,
passando ao compartimento dos Recuperados (R), e que também
deixou de contaminar outras pessoas sauddveis. A ocorréncia de
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reinfecgOes altera essa situacdo, uma vez que o recuperado pode
entrar uma ou mais vezes no ciclo anterior. No entanto, dada a
baixa evidéncia de casos de reinfeccdo até o momento, ndo leva-
remos em conta essa possibilidade neste trabalho.

O modelo mais completo que iremos discutir inclui a neces-
sidade de hospitalizacdo em casos mais graves, o que é observado
em um numero significativo de pacientes da COVID-19. Além
disso, a modelagem matemadtica pode indicar a necessidade de
ampliacdo do nuimero suficiente de instalacdes hospitalares para
atender uma demanda de pacientes maior que a prevista inicial-
mente. Nesse caso, como a gravidade de muitos pacientes requer
a permanéncia em Unidades de Terapia Intensiva (UTI), torna-se
importante subdividir os compartimentos em hospitalizagoes cli-
nicas e de UTI. Essas duas condigoes definem os compartimentos
de hospitalizados em leitos usuais e de UTI (H e U, respectiva-
mente). Finalmente, a dindmica da COVID-19, com uma taxa ndo
desprezivel de letalidade, torna necessdria a inclusdo do desfecho
de 6bitos numa modelagem mais completa, o que define o dltimo
compartimento (D).

SEITHURD: um modelo para a COVID-19

O processo de constru¢do do nosso modelo mais geral permite
identificar modelos mais simples que desconsideram alguns
aspectos mencionados anteriormente, oferecendo menos res-
postas a perguntas que podem ser formuladas pelas simulagoes.
Partimos assim para a etapa (II) do processo de construcdo refe-
rida na primeira secdo do trabalho: “Concep¢do do modelo”.
Para tanto, sintetizamos abaixo os compartimentos — subgrupos
populacionais —, bem como as varidveis que irdo representd-los,
ja introduzidos na secdo anterior. Como usualmente adotado, o
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acréonimo SEITHURD usa a identificacdo (em lingua inglesa) dos 8
compartimentos de individuos:

« S—Suscetiveis — saudaveis que podem se contaminar em contato com
infectados;

« E — Expostos — saudaveis expostos ao virus através do contato com
infectados, transitando para o compartimento dos infectados sinto-
maticos ou assintomaticos apos periodo de laténcia; neste comparti-
mento, o individuo ainda ndo ¢ capaz de transmitir o virus para outros;

« I — Infectados Sintomaticos — apresentam sintomas da doenca, €
transmitem o virus aos suscetiveis através de contato;

+ I —Infectados Assintomaticos — ndo apresentam sintomas da doenga,
mas transmitem o virus aos suscetiveis através de contato;

« H — Hospitalizados — infectados sintomaticos que necessitam atendi-
mento em ambiente hospitalar;

« U—UTI - hospitalizados graves que necessitam atendimento em uni-
dade de terapia intensiva;

« R — Recuperados — infectados que tiveram a doenga e evoluem para
estado saudavel, sem capacidade de transmitir e com imunidade para
uma nova infecgao;

. D — Obitos — infectados cujo desfecho foi a morte provocada pela
infecgdo.

Vale relembrar que todas as varidveis indicadas podem
assumir valores diferentes em cada instante de tempo, consti-
tuindo-se assim um sistema dindmico. Com vistas a um melhor
entendimento do modelo, a sequéncia de passos elementares e
as conexoes entre os diferentes compartimentos sdo ilustradas
na Figura 1.
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Figura 1 - Representacdo diagramdtica do modelo SEIIHURD

Fonte: elaborada pelos autores.

Trés outros modelos, com ntimeros menores de comparti-
mentos, foram considerados por nés. Eles apresentam as seguintes
configuragoes:

- Modelo SEIIR: este modelo ndo leva em conta a existéncia de
compartimentos ligados a hospitalizacdo nem ao 6bito como
desfecho, sendo formado apenas por S, E, I , I eR;

- Modelo SEIR: este modelo corresponde a uma simplificagao
do modelo SEIIR que ndo faz distingdo entre os comparti-
mentos I e I.. O compartimento tnico dos infectados é indi-
cado por I, sendo o modelo SEIR bastante conhecido na lite-
ratura (BRAUER; CASTILHO-CHAVEZ, 2001);

- Modelo SIR: este modelo, que pode ser obtido do SEIR, ndo
considera o compartimento E. Aqui um individuo suscetivel
que entra em contato com um infectado torna-se imediata-
mente infectado, sendo o modelo mais simples da literatura
para descrever doengas transmissiveis com imunidade total.
Cabe salientar dois aspectos importantes: o primeiro deles é

que consideramos, de forma ndo muito usual na literatura, que a
taxa de transmissdo B entre infectados e sauddveis pode variar no
tempo. Isso se deve ao fato que os resultados estdo sendo obtidos
em tempo real, e que a variagdo do comportamento social resulta
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principalmente das medidas governamentais, que podem ser alte-
radas, produzindo assim efeito varidvel na taxa de infec¢do no
decorrer do processo epidémico. O segundo aspecto refere-se ao
fato que, embora os modelos citados tenham sido apresentados
em ordem decrescente de complexidade, o trabalho de cons-
trucdo do modelo ocorreu em sentido inverso, comec¢ando a partir
do caso mais simples. Assim, pode-se verificar sequencialmente se
e como os resultados da modelagem reproduzem os dados repor-
tados, e se as previsOes feitas para cendrios futuros sdo bem suce-
didas, conforme a etapa (IV) da checagem do modelo referida na
primeira secdo. Os modelos mais simples podem ser tratados mais
facilmente por técnicas matemdticas exatas, permitindo compa-
ragdes com aqueles mais complexos, em que muitos resultados
sdo obtidos apenas através de computacdo numérica. As equagoes
do modelo SEITHURD sdo expressas da seguinte forma:

dS _ —B(t)S(I, + 0L,

it (t)S( N )
dE  B(t)S(L, + oI,
P — 2
dt N wE )
dI,
T (1 —p)rE — 7ala (3)
dI,

= E - sls 4
gt~ PRE =l (4)
dH
q¢ = oL+ (1 = pu +wupu)ywU — uH (5)
dU
T h(1 — &)1 + wpyuH — y7wU (6)
dR
i Yala + (1 — h)yIs + (1 — ppr) (1 — wp)yuH (7)
dD
Fra (1 — wy)payaH + (1 — wy)puywU (8)
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Nesse sistema de equacoes diferenciais, identificamos as oito
varidveis associadas aos compartimentos do modelo descritas no
comeco desta secdo, que sdo relacionadas entre si de acordo com
o diagrama na Figura 1. Os termos do lado esquerdo das equa-
¢oOes representam as variacoes instantaneas dessas varidveis com
o tempo t , representadas pela operagdao “derivada em relagdo ao
tempo” indicada por d/dt. O pardmetro N indica o nimero total de
individuos na populacdo considerada. O significado dos diversos
parametros nas Equagdes 1-8 é indicado no Quadro 1, sendo todos
eles constantes, com a Unica excec¢do de f(t), que, neste trabalho,
assume dois valores, B, e ,. O quadro também indica o instante
de tempo onde ocorre a mudanga.

Quadro 1 - Descri¢do dos pardmetros usados no modelo SEIIHURD

Bo Taxa de transmissio pré-intervengao

o Taxa de transmissiao pos-intervengao

tq Tempo de mudanga da taxa de transmissao

) Fator de reducao da infecciosidade assintomatica

p Proporgao de expostos que se tornam infectados sintoméaticos

K Inverso do tempo de permanéncia no compartimento exposto

Ya Inverso do tempo de permanéncia no compartimento infectado assintoméatico
Vs Inverso do tempo de permanéncia no compartimento infectado sintomético
h Proporgao de sintomaticos necessitando hospitalizagao ou UTI

1-¢ Proporgao de sintomaticos que passam da hospitalizagao usual para UTI
H Inverso do tempo de permanéncia no compartimento hospitalizagiao

T Inverso do tempo de permanéncia no compartimento UTI

I Taxa de dbitos de individuos hospitalizados

1y Taxa de 6bitos de individuos na UTI

WH Propor¢ao de hospitalizados que vao para UTI

wy Proporgao de individuos na UTI que vao para hospitalizagao normal

Fonte: adaptado de Oliveira e demais autores (2021, p. 10).

Embora cada termo no sistema de equacOes corresponda
a um dos processos indicados anteriormente, é importante
fazermos algumas observacoes. Notamos que apenas o passo refe-
rente a infeccdo requer a multiplicacdo das varidveis de dois com-
partimentos, mais especificamente SxI_e SxI , que sdo chamados
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de termos ndo lineares. Todos os outros termos sdo lineares, jd
que consistem da multiplica¢cdo de uma tnica varidvel por um ou
mais parametros. Os parametros no Quadro 1 que correspondem
aos tempos médios de permanéncia nos diversos compartimentos
aparecem multiplicando a varidvel com a qual cada um deles é
relacionado. Na equagdo que representa a taxa de variagao dessa
varidvel, esse termo aparece com sinal negativo, visto que apés a
permanéncia nesse compartimento o paciente necessariamente
passa para o compartimento seguinte. £ também natural que, nas
equagoes dos compartimentos que recebem esses individuos, os
termos multiplicados por este mesmo parametro aparegam com
sinal positivo.

Finalmente, o processo de reducao do modelo SEITHURD para
os outros mais simples implica nas seguintes consideragoes sobre
0s parametros e equagdes:

- SEIIHURD — SEIIR: Os compartimentos H, U e D sdo elimi-
nados. As equagdes do novo modelo sdo as cinco remanes-
centes, onde se considera h =y, =y, =0 . Os valores para &,
W My 0 € o, sdo irrelevantes, uma vez que todos eles apa-
recem nas equacoes apenas multiplicados por h, v, ou v, que
jd foram considerados nulos;

- SEIIR — SEIR: Os compartimentos I, e I se tornam indis-
tinguiveis e substituidos por um tnico compartimento I, o
mesmo valendo para as equagdes correspondentes. Assim,
eliminamos a equagdo para I, substituindo Is por I nas equa-
¢oes onde I aparece. Colocamos aindap=1ey,=0, e subs-
tituimos y, por vy ;

. SEIR — SIR: Neste caso, o compartimento E é eliminado,
resultando em um sistema de apenas trés equacgoes, nas quais
colocamos & = 0 e tomamos o limite k—. A equac¢do para |
passa a incluir o termo ndo linear de infeccao (B(t)SI/N), ante-
riormente presente na equacdo (2) para o compartimento E.
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Como fazer previsoes e tracar cenarios
apartir da implementacao computacional
do modelo SEITHURD

Uma vez estabelecido o modelo, partimos nesta se¢do para as
etapas (III) e (IV), “Andlise e checagem do modelo”, com base nos
dados das epidemias, de modo a estabelecer informagdes quanti-
tativas e tracar cendrios futuros. O ponto inicial nesta nova etapa
é a obtencdo de dados referentes a epidemia estudada. Aqui,
foram usados dados disponibilizados pelo Grupo de Visualizagao
de Dados da Rede CoVida, que se utiliza de alguns repositérios de
dados coletados e organizados a partir de informacgoes geradas
diretamente pelas secretarias estaduais de satide do Brasil. Sdo,
assim, os mesmos dados epidémicos usados no Painel da Rede
CoVida (2020). Os dados sdo organizados em nivel municipal,
podendo ser também agrupados tanto em nivel estadual como
nacional.

Esses dados sdo, em seguida, usados para a determinacdo
dos valores dos 16 parametros indicados no Quadro 1, no caso
do modelo SEIIHURD, ou entao de um ntimero menor deles no
caso de usarmos os modelos mais simplificados. Como ja mencio-
nado anteriormente, essa determina¢do envolve processos com-
plexos que foram brevemente descritos anteriormente, mas que
ndo serdo detalhados aqui. E possivel estabelecer para cada para-
metro um intervalo de valores que ele pode assumir, dentro do
qual o valor encontrado pode ser interpretado de forma realista.
A delimitacdo desses intervalos de busca é importante também
para se otimizar o processo de identificacdo dos parametros. No
Quadro 1, indicamos também os intervalos de busca utilizados
neste trabalho.

Devido a complexidade do sistema de equacoes (1)«8), suas
solucdes ndo podem ser escritas em termos de fungdes conhecidas
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do tempo. Por isso, é preciso usar métodos numéricos para obter
os valores assumidos pelas varidveis em cada instante de tempo,
podendo-se escolher o intervalo de tempo entre dois valores con-
secutivos e a precisdo numeérica dos valores. Para a COVID-19,
escolhemos o intervalo de tempo de um dia, jd que casos e 6bitos
tém sido notificados diariamente. Para apresentar e discutir os
resultados, faz-se uso de representagoes graficas no plano car-
tesiano, no qual é possivel mostrar, simultaneamente, os dados
e as solucoes obtidas computacionalmente para uma ou mais
varidveis. Pode-se igualmente fazer grdficos em que os eixos sdo
baseados em escala linear ou logaritmica, o que permite enfatizar
diferentes aspectos das solugoes.

A seguir, vamos discutir alguns resultados obtidos através
de dois modelos mencionados anteriormente, apontando para as
principais informacdes que podem ser obtidas. Como a quanti-
dade de dados para estados e municipios e a duracao da epidemia
é muito grande, selecionamos algumas situagOes tipicas para
a Bahia e Salvador, ilustrando como informacdes importantes
podem ser extraidas da modelagem matematica.

As Figuras 2 e 3 mostram resultados do modelo mais simples,
o modelo SIR, para a evolugdo da epidemia na Bahia obtidos em
dois instantes de tempo. No painel (Figura 2) sdo apresentados
dados de casos notificados (pontos azuis) e as projecoes para as
trés varidveis do modelo a partir dos dados colhidos nos primeiros
12 dias ap6s o inicio da epidemia, que corresponde a 6 de margo
de 2020. A partir dos valores $=0,43 e y=0,2, é previsto que o pro-
cesso teria uma duragdo nao maior que 120 dias, sendo que a fase
mais grave ocorreria em torno do dia 75 — 20 de maio de 2020 -
quando cerca de 20% de todos os habitantes estariam simultanea-
mente infectados.
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Figura 2 - Previsdo do modelo SIR com dados dos 12 primeiros dias
da epidemia

Fonte: elaborada pelos autores.

Figura 3 - Ajuste do modelo SIR ao total de infectados apds 120 dias de
epidemia

Fonte: Painel da Rede CoVida (2020).

Ao final do processo, 80% da populacdo teria sido infectada
em algum momento e apenas 20% continuariam como suscetiveis.
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No entanto, como a quantidade de pessoas infectadas jd é muito
baixa, é pouco provdvel que este grupo viesse ser infectado,
estando os individuos remanescentes neste grupo protegidos pela
chamada “imunidade de rebanho”. No painel (Figura 3), que con-
siste em imagem gerada pelo Painel da Rede CoVida em 14 de
julho de 2020, temos resultados para a Bahia, levando em conta
dados de cerca de 120 dias. Aqui, mostra-se a evolu¢ao do numero
total de infectados (linha cheia), que corresponde a soma cumu-
lativa dos dados didrios de infectados e recuperados mostrados
no painel (Figura 2), e a projecdo para um intervalo de cinco dias
(pontos). A curva pontilhada na Figura 3 foi obtida pelo mesmo
modelo SIR do painel (Figura 2), utilizando, porém, dois valores
de B. A comparagdo mostra que os resultados sdo diferentes nos
dois casos. Aos 120 dias, a projecao na Figura 2 indicava que ja
haveria mais de 11,8 milhdes de recuperados e uma parcela resi-
dual de infectados, ao passo que, na Figura 3, vemos que esse
nuamero mal chega a 150 mil. A questdo que se busca mostrar com
esse exemplo simples é a enorme dependéncia dos dados dispo-
nibilizados sobre as projecdes oriundas da modelagem, em parti-
cular daquelas baseadas em um modelo simples. Os poucos dados
usados na Figura 2 carregam muito menos informacoes do que a
longa série da Figura 3 e, por isso, estdo sujeitos a incertezas nas
previsoes futuras. Por outro lado, sdo as projecoes apresentadas
a partir dos resultados da modelagem logo no inicio da epidemia,
registrando graves cendrios, que levaram a adogdo de medidas de
restricdo de mobilidade que, por sua vez, evitou que as projecdes
iniciais chegassem a ocorrer. Esse resultado ilustra também que a
mudanca de comportamento da populagao altera bastante a dina-
mica da epidemia.

A seguir, para analisar mais detalhes sobre a epidemia,
incluindo o ntimero de hospitaliza¢Ges e 6bitos, vamos considerar
o modelo SEITHURD. Tais resultados foram apresentados com mais
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detalhes em Oliveira e demais autores (2021). A Figura 4 mostra
os dados e a projecao do nimero de casos acumulados com uma
mudanca na taxa de transmissao na Bahia (a), em Salvador (b), e nos
416 municipios restantes (c) obtidos pelo modelo SEIIHURD. Foram
considerados os dados de casos até 2 de maio de 2020. Os parame-
tros x=0,25, p=0,20, y,=0,29, y=0,25 foram mantidos fixos e h foi
tomado zero para a capital e cidades do interior. Os pontos pretos
correspondem ao numero real de casos. As linhas vermelhas tra-
cejadas verticais sdo as datas de transi¢do de B, para B,. As linhas
azuis tracejadas e cheias representam, respectivamente, a evo-
lucdo da epidemia com base nos valores de B, apenas, e usando
ambos os valores. Também é mostrada uma pequena faixa de erro,
obtida através do método bootstrap ndo paramétrico ponderado.
(DAVISON; HINKLEY; YOUNG, 2003)

Figura 4 - Previsdo de casos acumulados para a Bahia, Salvador e demais
416 municipios pelo modelo SEIIHURD

Fonte: Oliveira e demais autores (2021, p. 3).
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Figura 5 - Previsoes para a Bahia pelo modelo SEIIHURD, apds intervencdes
pro-distanciamento social

Fonte: Oliveira e demais autores (2021, p. 5).

Esses resultados sdao complementados na Figura 5, na qual sdo
mostrados os efeitos das intervencoes implementadas na Bahia
sobre o nimero didrio de casos (a), mortes (b), hospitalizacdo cli-
nica (c) e hospitalizacdo em leito na UTI (d). As linhas tracejadas
horizontais representam, respectivamente, as capacidades de
leitos de internacdo clinica (466 leitos) e de UTI (422 leitos), dispo-
niveis naquele momento. As projecoes baseadas apenas no f afas-
tam-se dos dados, mostrando o efeito do distanciamento social na
evolucdo da epidemia.
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Figura 6 - Possivel cendrio de evolugdo pelo modelo SEIIHURD
para a Bahia causado por abandono do distanciamento social

Fonte: Oliveira e demais autores (2021, p. 6).

A Figura 6 demonstra a possibilidade de se projetar cendrios
para a progressdo da epidemia no caso de altera¢coes dos parame-
tros em um dado instante de tempo devido a uma mudanca de
comportamento da populacdo ou das caracteristicas do agente
infectante. Nesse caso, estudamos o efeito de uma possivel ame-
nizacdo do distanciamento social para individuos com infecgGes
assintomadticas ou leves na Bahia no dia 5 de maio de 2020, ou
seja, simulamos uma maior mobilidade de pessoas com infeccoes
assintomadticas ou oligossintomdticas. Em cada um dos graficos,
a linha tracejada mostra o cendrio projetado caso o parametro §
fosse aumentado em 50% (passando a 6 = 0,51) com relacdo ao
valor obtido através do ajuste normal aos dados confirmados.
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Diante desse cendrio, o efeito imediato seria o aumento significa-
tivo no nimero acumulado de casos (a) e 6bitos (b), bem como na
ocupacao didria dos leitos de hospitalizacdo clinica (c) e UTI (d) em
nivel estadual. Embora ndo sejam apresentados aqui, outros cena-
rios podem ser estudados dentro do mesmo procedimento, inclu-
sive o efeito de intervengoes periddicas de aumento e relaxamento
de medidas de restri¢do de aglomeracdes. (OLIVEIRA et al., 2021)

Figura 7 - Ajuste dos dados para a Bahia pelo modelo SEIIHURD
para uma longa série de dados

Fonte: Oliveira e demais autores (2021, p. 9).

Finalmente, a Figura 7 explicita novos resultados do mesmo
modelo SEITHURD com ajustes baseados em uma série bem mais
longa de dados, entre 6 de marco de 2020 e 13 de setembro de
2020. Aqui, foi necessdrio fazer uma nova determinacdo dos para-
metros do modelo, a menos daqueles que sdo mantidos fixos. No
entanto, os resultados mostrados enfatizam a acuidade do modelo
no estudo para registrar as mudancas ocorridas nas projecoes ini-
ciais. Na Figura 7 (a) e (b), sdo mostrados os dados didrios de casos e
Obitos, caracterizados por uma maior flutuacdo dos valores regis-
trados. As curvas sdo projetadas até o final do més de setembro.
As faixas de erro sombreadas representam intervalos de confianca
de 95% da média calculada usando o método de bootstrap nao
paramétrico.
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O papel de R_e R(t) os numeros reprodutivos
basal e efetivo

Os diversos grdficos na se¢do anterior enfatizam comporta-
mentos tipicos de uma curva epidémica. Fixando a atengdo nas
curvas do compartimento I, o padrao temporal tipico da Figura 2
é caracterizado pelo crescimento inicial, a passagem por um valor
mdximo — o “pico” da epidemia —, e o decréscimo final. A depender
do intervalo de tempo usado, as demais figuras mostram apenas a
parte inicial ou, no mdximo, acompanham a evolugao até pouco
tempo apéds o pico. A observacdo qualitativa do comportamento
das curvas pode ser tornada mais precisa através de parametros
quantitativos que permitem comparar e distinguir eventos inde-
pendentes, bem como monitorar a evolucdo de uma dada epi-
demia. R e R(t), os chamados nimeros reprodutivos basal e efe-
tivo, sdo aqueles mais usados para esse fim. Enquanto o nimero
reprodutivo basal tem valor fixo, o nimero reprodutivo efetivo
R(t) varia com o instante de tempo t, de modo a corresponder a R
no instante inicial t=0.

R, e R(t) indicam o nimero médio de individuos suscetiveis
que serdo infectados por cada individuo recém-infectado. O subs-
crito 0 se refere ao instante de tempo em que essas novas infec-
¢Oes passam a ocorrer. Assim, R estd relacionado ao momento
inicial do fenémeno, ao instante em que o agente infeccioso é
introduzido na populacdo através de um ou alguns poucos indi-
viduos. Jd o R(t) desempenha o mesmo papel para qualquer ins-
tante de tempo t>0. A determinac¢do dos valores numéricos de
R, e R(t) dependem dos dados reais da epidemia, mas também do
modelo usado. Esses parametros sdo analisados separadamente, e
o primeiro deles é muito mais ficil de ser determinado do que o
segundo. Isso porque, no comego da epidemia (t=0), o nimero de
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infectados preexistentes (t<0) é nulo, o que ndo é verificado em
qualquer instante t>0 posterior.

Tanto R, como R(t) podem assumir valores no intervalo (0,),
embora sejam raras as ocasioes em que o valor estd acima de 10.
O valor limiar 1 é de crucial importancia para a evolugao da epi-
demia, uma vez que ele corresponde ao limite entre a condicao de
crescimento (>1) ou decrescimento (<1) da mesma.

No caso do modelo SIR, que depende apenas dos parametros f3
e v, temos a expressao bastante simples R = Bfy. Ou seja, depende
apenas da taxa de infeccdo e do tempo em que o infectado leva
para se recuperar, quando ele deixa de transmitir a infeccao.
Usando os valores mencionados na secao anterior ($=0,43 e y=0,2),
temos que para a Bahia este modelo indica R = 2,15. J4 para o
modelo SEITHURD, temos que R, = pp/y, + 3(1-p)/y,. (OLIVEIRA et al.,
2021) Neste caso, R, depende de forma distinta da dindmica dos
infectados sintomadticos e assintomdticos. Levando em conta os
valores p=1,28, v =0,25, v,=0,286, x=0,34 e p=0,2 reportados na refe-
réncia (OLIVEIRA et al., 2021), chega-se aR = 2,24. E natural que os
valores de B determinados pelo SIR e pelo SEITHURD, assim como
R,, difiram entre si.

Lembramos que os dados epidemiolégicos influenciam o cdl-
culo de R, visto que os parametros do modelo assumem valores
determinados pela minimizagdo das diferencas entre a curva pre-
dita pelo modelo e os dados. E também que R, depende apenas
dos valores dos parametros, mas ndo diretamente do método uti-
lizado para sua estimacdo. Se outro método fosse usado no lugar
do PSO adotado aqui, o R seria 0 mesmo caso ambos levassem aos
mesmos valores dos parametros.

Como ja mencionado anteriormente, o R(t) corresponde a
uma série de valores que indicam a tendéncia de surgimento de
novos infectados em cada instante de tempo. Seu cdlculo depende
de muitas hipdteses sobre o processo sequencial de novas
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infecgOes, que sdo expressas matematicamente. Algumas pro-
postas para a determinacao dessas séries foram ja divulgadas na
literatura. Aqui, vamos reportar resultados obtidos pelo método
detalhado em Oliveira e demais autores (2021). No entanto, ndo
vamos abordar neste trabalho os detalhes técnicos desse cdlculo.

Figura 8 - Dependéncia temporal da série R(t) pelo modelo SEIIHURD
para a Bahia, Salvador e demais 416 municipios

Fonte: Oliveira e demais autores (2021, p. 4 ).

Na Figura 8, mostramos resultados para a série R(t) obtidos
para trés conjuntos de dados: a Bahia (a); Salvador (b); e o con-
junto de todas as cidades com excecdo da capital (c). O intervalo
de tempo considerado vai de 6 de marco de 2020 a 4 de maio de
2020, e os resultados sdo baseados no modelo SEITHURD. A linha
preta representa a série R(t) calculada com o numero relatado de
novos casos, enquanto que a linha tracejada azul representa a
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série calculada com o novo numero de casos simulados obtidos
do modelo. Como a série de novos casos reportados apresenta
grande flutuages didrias, a curva em preto estd também sujeita
a grandes mudangas, se comparadas com a série R(t) baseada nos
valores da varidvel I(t), que é representada por uma curva suave
nas figuras da secdo anterior. Até o final do periodo estudado,
valores maiores do que 1 indicam que a epidemia estava ainda
em fase de forte avanco.

Consideracoes finais

Este capitulo apresentou diversos aspectos da modelagem da dina-
mica da COVID-19 a partir de conceitos basicos da epidemiologia
matemadtica, ilustrando os passos da construcdo de modelos que,
em principio, sdo aplicdveis a diferentes fendmenos. Vale notar
que o quanto de detalhes se introduz em um modelo depende
das questoes que se espera ter respondidas. Neste trabalho, duas
questdes eram essenciais: o efeito das estratégias de contencdo
e os impactos dessas estratégias sobre as hospitalizacoes. Nesse
contexto, desenvolvemos e analisamos o modelo SEITHURD para
o estudo da COVID-19. A robustez do modelo é ilustrada em
diversos graficos que abordam séries em diferentes periodos da
pandemia. Discutimos de forma detalhada a relagdo entre os
parametros do modelo e os dados reais disponiveis, exemplifi-
cando pelos valores obtidos para os valores de diferentes modelos
usando a mesma série de dados. Finalmente, apresentamos uma
discussdo sobre os parametros R, e R(f) no monitoramento da
epidemia, bem como apresentamos resultados obtidos por dife-
rentes modelos e série de dados. Como o objetivo do capitulo foi
a discussao do processo de modelagem e sua aplicacdo aos dados
da COVID-19, optou-se por omitir os detalhes sobre os métodos
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matemadticos necessdrios para a obtencdo da reproducdo dos
dados e projecOes. Por fim, deve-se ressaltar que modelos ndo
se dispoem a representar a verdade absoluta sobre o fenémeno
modelado, mas, se construidos com premissas plausiveis e dados
robustos, oferecem um importante instrumento de estudo da
dindmica do objeto modelado, permitindo também avaliar pos-
siveis cendrios de intervencdo, como apresentado neste capitulo.
Novas questOes permitirdo agregar ao modelo aqui estudado
maior complexidade, a exemplo da introducdo de estrutura etdria
e perspectiva de vacinagao, indicando que a modelagem matemd-
tica é uma ferramenta abrangente no estudo da diniamica e con-
trole de doencgas transmissiveis.
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