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Resumo

O método da polarização induzida espectral se destaca por fornecer diversas informações
geofísico-geológicas através dos parâmetros de polarizabilidade, viabilizando a discriminação
mineral no âmbito da exploração mineral. Embora constitua um dos principais ruídos nas
medidas desse método, o acoplamento eletromagnético entre eletrodos de corrente e potencial
também é capaz de auxiliar na compreensão do cenário geológico. Dessa forma, a maneira
mais adequada de lidar com tais dados espectrais é o estudo integrado desses dois fenômenos,
levando em conta suas particularidades. Propomos analisar a influência recíproca entre eles
através de dados de impedância elétrica mútua e de resistividade complexa aparente sob um
arranjo de dipolos elétricos no domínio da frequência. O objetivo é estimar os parâmetros
geoelétricos que possibilitem a discriminação mineral. Nesse sentido, são implementadas
formulações da impedância elétrica mútua para modelar e interpretar as respostas espectrais
de modelos de terra homogênea e de η-camadas. Para a modelagem de meios polarizáveis, é
empregado o modelo de resistividade complexa de Dias ou sua versão expandida que abrange
o acoplamento eletromagnético. Através do método de inversão Gauss-Newton, os dados de
impedância mútua foram invertidos para a determinação da resistividade complexa aparente.
A análise de ρa em diferentes modelos de 3 camadas revela padrões espectrais específicos a
variar pelas configurações geométricas adotadas. Os métodos dos Mínimos Quadrados e
Very Fast Simulated Annealing se complementam na inversão de ρa e na estimativa dos
sete parâmetros da versão expandida do modelo de resistividade, que são apresentados em
pseudo-seções. O estudo foi aplicado em dados reais das áreas de Vermelhos, Baixa Funda
e Sussuarana, localizadas no Distrito Cuprífero do Vale do Curaçá. Os espectros de ρa em
Vermelhos e Baixa Funda exibiram comportamentos mais similares, enquanto Sussuarana
se distinguiu por apresentar sinais de IP mais intensos. Nas pseudo-seções das três áreas, o
parâmetro ρ0 manifestou um aumento da resistividade com a profundidade. Quanto ao efeito
de IP, o parâmetro mais representativo foi a cargabilidade mW , cujas anomalias coincidiram
com regiões de resistividades anômalas, com destaque para uma anomalia detectada em
Sussuarana.

Palavras chaves: polarização induzida espectral, acoplamento eletromagnético, parâ-
metros geoelétricos.
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Abstract

Induced polarization is characterized by providing geophysical and geological information
through polarization parameters, making possible the mineral discrimination in the scope
of mineral exploration. Although represents one of the main noises in measurements of this
method, electromagnetic coupling between current and potential electrodes also contributes
to the understanding of the geological scenario. Thus, the most appropriate way to deal
with such data is an integrated study of these two phenomena, taking into account their
particularities. We propose to analyze the reciprocal influence between them by means of
the mutual impedance and apparent complex resistivity data considering an array of electric
dipoles in the frequency domain. The objective is to estimate the geoelectric parameters
that allow mineral discrimination. For this purpose, mutual impedance formulations are
implemented in order to model and interpret the spectral responses of homogeneous and
η-layered Earth. In the case of polarizable media, we employ the Dias complex resistivity
model or its expanded version covering the electromagnetic coupling. With the Gauss-
Newton inversion method, the mutual impedance data are inverted for the determination of
the apparent complex resistivity. The analysis of ρa in different 3-layer models reveals specific
spectral patterns according to the geometric configuration adopted. The least squares and
VFSA methods perform the inversion of ρa and the estimation of the seven parameters of the
expanded resistivity model, which are presented in pseudo-sections. The study was applied to
real data of Vermelhos, Baixa Funda and Sussuarana areas, located in the Copper District of
Vale do Curaçá. The ρa spectra in Vermelhos and Baixa Funda exhibited similar behaviors,
while Sussuarana distinguished by showing more intense IP signals. In the pseudo-sections
of the three areas, the ρ0 parameter revealed an increase in resistivity with depth. As for
the IP effect, the most representative parameter was the chargeability mW , whose anomalies
coincided with regions of anomalous resistivities detected in Sussuarana.

Keywords: spectral induced polarization, electromagnetic coupling, geoelectric para-
meters.
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Introdução

Nas últimas décadas, o sucesso do método da polarização induzida espectral (SIP) na ex-
ploração de minerais metálicos tem estimulado inúmeros estudos científicos em torno desse
tema. Em seu princípio, correntes elétricas aplicadas induzem o acúmulo de diferentes for-
mas de energia nas rochas que se refletem nos parâmetros de polarizabilidade, precursores
da discriminação mineral.

Entre os diversos ruídos nos dados de SIP, o acoplamento eletromagnético (AEM) entre
os eletrodos de corrente e potencial assume um papel de destaque por gerar um falso efeito
de polarização induzida (IP) muito representativo e de difícil remoção. Entretanto, além
de ser a principal fonte de anomalias espúrias nesses dados, o AEM tem também seu valor
intrínseco, podendo auxiliar no mapeamento das estruturas geológicas do interior da Terra,
principalmente na ausência de fontes de IP.

Na literatura científica é possível encontrar vários procedimentos que propõem a mini-
mização ou remoção do AEM e subsequente análise apenas do efeito do IP (Hallof, 1974;
Wynn e Zonge, 1975; Pelton et al., 1978; Çaglar, 2000). Já outras publicações se restringem
ao estudo do AEM para diferentes modelos geológicos da subsuperfície (Millett, 1967; Dey
e Morrison, 1973).

No presente trabalho, ambos os dados de AEM e SIP constituem objeto de estudo por
meio de seus comportamentos espectrais. Além da habitual abordagem do desacoplamento,
avalia-se o potencial dos parâmetros estimados de IP e AEM na identificação de anomalias
geofísico-geológicas no interior da Terra.

Nesse contexto, são empregados métodos de modelagem direta e inversão com o objetivo
de desenvolver a análise espectral de dados de impedância elétrica mútua e resistividade
complexa aparente ρa abrangendo os fenômenos do AEM e SIP sob um arranjo de dipolos
elétricos no domínio da frequência.

Essa dissertação está dividida em 5 capítulos. O primeiro capítulo discorre o contexto
histórico e aspectos teóricos do AEM e dos métodos de IP e SIP, além de apresentar o modelo
de resistividade complexa de Barreto e Dias (2014) e sua versão expandida. No capítulo 2, é
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desenvolvido o formalismo físico-matemático básico das formulações da impedância elétrica
mútua de Mocitaiba et al. (2017) e Millett (1967) para modelos de terra homogênea e de η-
camadas. O capítulo 3 revisa a teoria do problema inverso com foco nos métodos de inversão
utilizados e detalha as especificações dos procedimentos de inversão e estimativa de ρa e dos
parâmetros de IP e AEM, exemplificando através de aplicações em dados sintéticos e reais.
No capítulo 4, são apresentados e discutidos resultados da modelagem da impedância elétrica
mútua e resistividade aparente invertida ρa para modelos de até 3 camadas polarizáveis ou
não-polarizáveis. Por fim, o capítulo 5 trata da aplicação dos métodos sobre dados reais das
áreas de Vermelhos, Baixa Funda e Sussuarana, localizadas no Distrito Cuprífero do Vale do
Curaçá. As conclusões sintetizam as principais considerações acerca dos resultados obtidos.



1
O método da polarização induzida e o
acoplamento eletromagnético

Esse capítulo tratará inicialmente do contexto histórico do tema, seguido pelos conceitos
teóricos primordiais do método de polarização induzida, suas vertentes e sua relação com
o acoplamento eletromagnético. Também detalhará a função de resistividade complexa de
Barreto e Dias (2014), um ponto fundamental na construção desse trabalho.

1.1 Contexto histórico

Em meados da década de 20, durante pesquisas originalmente voltadas para o método do
potencial espontâneo, Conrad Schlumberger observou um lento decaimento da voltagem após
interrompida a corrente elétrica, fenômeno por ele denominado como polarisation provoqueé.
O primeiro registro do efeito da polarização induzida (induced polarization ou IP) como
método geofísico remonta ao ano de 1946 com as pesquisas lideradas por Brant (1959) na
empresa Newmont Exploration Ltd., popularizando-se a partir da década de 60 por seu
sucesso na exploração de minerais metálicos. Por sua vez, a partir do trabalho pioneiro de
Dias (1968), o método de polarização induzida espectral (spectral induced polarization ou
SIP) teve suas primeiras citações na literatura científica quando se desenvolveu a aplicação
do método de IP sob amplos espectros de frequência, principalmente para a discriminação
mineral (Zonge, 1972; Zonge e Wynn, 1975; Pelton et al., 1978).

Conforme progrediam os estudos dos métodos de IP e SIP, ficou evidente a necessidade
de compreender e saber lidar com o então indesejável acoplamento eletromagnético (AEM,
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acoplamento indutivo ou electromagnetic coupling), que constituiu um ruído na interpretação
dos dados de polarização induzida. As pesquisas iniciais abordaram o AEM através da impe-
dância mútua entre dois fios de corrente elétrica em contato com um semi-espaço homogêneo
(Foster, 1931; Sunde, 1949). Com base nesse último trabalho, Millett (1967) publicou uma
importante tabela contendo dados de amplitude, fase e efeito percentual de frequência do
AEM no domínio da frequência para um arranjo dipolo-dipolo colinear na superfície de um
semi-espaço homogêneo. Sumner (1972) elaborou um esquema comparativo entre diversos
arranjos de eletrodos empregados em levantamentos de IP e a relativa susceptibilidade ao
acoplamento indutivo. Em uma abordagem mais quantitativa, Nair e Sanyal (1980) calcu-
laram o AEM para os mais diversos arranjos de eletrodos com o objetivo de mostrar formas
de minimizar ou evitar seu efeito.

A exigência de formulações e algoritmos mais sofisticados constituiu um obstáculo no
estudo do acoplamento indutivo para meios estratificados, de forma que, inicialmente, poucos
trabalhos abordaram o modelo de uma terra com η-camadas (Hohmann, 1973). Dey e
Morrison (1973) publicaram o primeiro estudo mais detalhado sobre os efeitos do AEM em
ambos os domínios do tempo e da frequência em uma terra com η-camadas para diferentes
configurações de eletrodos, geometria de camadas e parâmetros elétricos da subsuperfície.
Posteriormente, Çaglar (2000) fez um estudo do AEM e sua remoção do dado de IP em
um modelo geológico no qual a condutividade varia exponencialmente com a profundidade.
Wynn (1974, 1979) tratou do mesmo problema, porém considerando um meio anisotrópico.

Destaca-se ainda o trabalho de Pelton et al. (1978) que utilizou os modelos de dispersão
de Cole-Cole (Cole e Cole, 1941) para representar o efeito IP + AEM, discriminar minerais
através da análise dos parâmetros de Cole-Cole e remover o acoplamento indutivo quando
em baixas frequências.

A partir disso, numerosos foram os estudos visando criar técnicas ou aprimorar os pro-
cedimentos já existentes para discernir ou remover o AEM do dado de IP em ambos os
domínios do tempo (Trofimenkoff et al., 1982; Fullagar et al., 2000; Mocitaiba et al., 2017)
e da frequência (Hallof, 1974; Major e Silic, 1981; Song, 1984; Wait e Gruszka, 1986; Routh
e Oldenburg, 1996, 2001; Xiang et al., 2002; Hatch, 2013), para os mais diversos modelos
geológicos e arranjos de eletrodos. Ao mesmo tempo, muitos destes autores alertaram para
os erros e limitações associados a tais procedimentos. Por sua vez, alguns autores reconhece-
ram a importância particular dos dados de acoplamento EM e buscaram evidenciá-la (Wynn
e Zonge, 1975, 1977; Meyer, 1990; LaBrecque et al., 2010).
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1.2 Aspectos teóricos

Em uma aquisição geofísica com um arranjo de quatro eletrodos, após desligada a corrente
elétrica contínua (DC) aplicada ao solo, a voltagem entre os eletrodos de potencial não cairá
a zero instantaneamente. Ao invés disso, ocorre um considerável decréscimo inicial da vol-
tagem seguido por um decaimento gradual até chegar a zero, levando alguns segundos ou
minutos (Figura 1.1). O evento também ocorre nos instantes iniciais após ligada a corrente.
A esse fenômeno atribui-se o nome de polarização induzida, um fenômeno elétrico estimulado
por uma corrente aplicada e que é constatado como um atraso na resposta da voltagem em
materiais terrestres (Sumner, 1976). O levantamento de IP objetiva a medição de uma im-
pedância para então interpretá-la em termos de propriedades da subsuperfície e, finalmente,
compreender a geologia da subsuperfície (Ward, 1990).

Figura 1.1: O fenômeno da polarização induzida. Após desligar a corrente elétrica no tempo
t1, a diferença de potencial decai abruptamente do valor estável ∆VC para o potencial ∆VP ,
a partir do qual o decaimento é gradual até chegar a zero. Uma sequência similar ocorre
quando a corrente é ligada num tempo t2. Adaptado de Reynolds (1997).

Quando a corrente elétrica é ligada ou desligada, há um tempo finito até que a voltagem
estabilize. Segundo Parasnis (1997), isso implica que, para um fluxo de corrente ininterrupto,
o efeito de polarização deve manifestar-se como uma dependência da impedância ou da
resistividade aparente com a frequência da corrente elétrica. Assim, o fenômeno do IP
pode ser observado em ambos os domínios do tempo e da frequência: O primeiro analisa
o decaimento da voltagem em função do tempo, enquanto o segundo se baseia na medida
da resistividade aparente como função da frequência, geralmente inferiores a 10 Hz (Telford
et al., 1990).

Entre os métodos geofísicos, o método de polarização elétrica induzida assume um lugar
de destaque na exploração mineral devido a sua alta capacidade de detectar depósitos mine-
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rais, mesmo em baixas concentrações de mineralizações disseminadas. Em menor escala, esse
método ainda é empregado em outras áreas, como exploração de hidrocarbonetos, pesquisas
de água subterrânea, estudos ambientais e diversas aplicações em engenharias.

1.2.1 Fontes da polarização induzida

O efeito de polarização nas rochas é causado pelo acúmulo de energia momentâneo induzido
pela corrente elétrica aplicada. Dentre as formas de armazenamento dessa energia nas rochas,
a mais importante para o efeito de IP é a energia relacionada a processos eletroquímicos
em função da formação da dupla camada elétrica de Helmholtz na vizinhança da interface
de argilomineral-eletrólito (polarização de membrana) ou de minerais metálicos-eletrólito
(polarização de eletrodo).

Polarização de membrana

A passagem da corrente elétrica na maioria das rochas ocorre principalmente através do
transporte de íons fluindo em seus poros e fraturas, já que, em geral, os minerais formadores
de rocha são maus condutores.

Segundo Telford et al. (1990), a maioria dos minerais formadores de rocha propicia uma
carga total negativa na interface entre a rocha e o fluido eletrolítico. Dessa forma, enquanto os
ânions são repelidos, os cátions são atraídos e acumulam-se nas paredes dos poros, formando
concentrações passíveis de atingir até 10 µm. Essa ordem de espessura muitas vezes é
suficiente para bloquear a livre passagem dos íons negativos em fluxo, criando aglomerados de
cargas de sinais opostos nos extremos obstruídos dos poros (Figura 1.2a). Quando a corrente
elétrica é interrompida, os íons retornam a suas posições originais, levando um tempo finito
para tal. Esse efeito é acentuado na presença de minerais de argila (Figura 1.2b).

Rocha

Rocha

Eletrólito

Carga negativaCarga positiva

(a) Estreitamento do canal poroso.

Rocha

Rocha
Partículas de argila

Carga negativa

Carga positiva

Eletrólito

(b) Presença de partículas de argila.

Figura 1.2: Efeito da polarização de membrana. Adaptado de Reynolds (1997).
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Polarização de eletrodo

A polarização de eletrodo tem seu princípio na existência de minerais metálicos disseminados
em algumas rochas. Nesse caso, a condução da corrente é de caráter eletrônico e eletrolítico.
Segundo Telford et al. (1990), alguns minerais bons condutores inclusos nessa categoria são
os sulfetos, alguns óxidos (magnetita, ilmentita, pirolusita e cassiterita) e grafite.

Quando uma corrente elétrica é aplicada e a rocha possui minerais metálicos bloqueando
ou em contato com os caminhos porosos por onde flui o eletrólito, os íons positivos e negativos
são atraídos para as interfaces carregadas do grão mineral, incitando uma troca de elétrons
com o mesmo (Figura 1.3). Como a velocidade da troca de elétrons é bem menor do que
o fluxo de elétrons no mineral, os íons agrupam-se em cada lado do grão, causando um
acúmulo de cargas sustentado pela voltagem. Quando a corrente é interrompida, os íons
retornam lentamente para suas posições de equilíbrio e a voltagem decai. A polarização
de eletrodo depende tanto da corrente aplicada quanto de algumas características do meio,
como concentração mineral e porosidade (Telford et al., 1990). Um mineral disseminado gera
uma resposta de polarização maior do que quando maciço, pois a polarização tem caráter
superficial. Por sua vez, um aumento da porosidade se expressa como uma diminuição da
polarização, já que surgem caminhos alternativos para uma mais eficiente condução dos íons.

Grão 
mineral

EletrólitoEletrólito

Rocha

Rocha

Carga negativaCarga positiva

Figura 1.3: Efeito da polarização de eletrodo. Adaptado de Reynolds (1997).

Na pesquisa de prospecção mineral com o emprego do método IP, os minerais metálicos
causadores da polarização de eletrodo são os principais alvos. Tal polarização ocorre simul-
tânea à polarização de membrana, de forma que esta última constitui um ruído geológico,
reduzindo a efetividade e precisão dos levantamentos de IP (Telford et al., 1990). Sumner
(1976) afirma que não existe polarização induzida sem a presença de poros e fluidos percolan-
tes na rocha, pois, mesmo que haja minerais metálicos, a ausência de eletrólito em contato
com os grãos minerais inviabiliza o efeito de IP e a resistividade do material será alta.
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1.2.2 Parâmetros de medição no IP

Domínio do tempo

Uma forma simples de medição de IP no domínio do tempo é a relação da voltagem Von de
quando a corrente elétrica estava fluindo com a voltagem residual ∆V em um intervalo de
tempo de 0.1 a 10 s após a interrupção da corrente. Obtém-se, então, a medida de polariza-
bilidade aparente, que expressa a magnitude do IP pela expressão ∆V/Von, em milivolt por
volt (mV.V−1).

Um outro parâmetro muito empregado nas medições de IP no domínio do tempo é a
cargabilidade M , em milissegundos, representada pela área abaixo da curva de decaimento
em um intervalo de tempo t2− t1 após o desligamento da corrente normalizada pela medida
de voltagem que antecede ao desligamento (Figura 1.4) (Parasnis, 1997):

M =
1

Von

∫ t2

t1

V (t)dt. (1.1)

Figura 1.4: Medida da cargabilidade M . Adaptado de Reynolds (1997).

Domínio da frequência

As medidas de resistividade aparente em função da frequência no IP podem ser representadas
através do efeito de frequência FE, dado por

FE =
ρ(f1)− ρ(f2)

ρ(f2)
, (1.2)

onde a frequência f1 varia de 0.05 a 0.5 Hz, f2 de 1 a 10 Hz e ρ é a resistividade em função
da frequência (Parasnis, 1997). O parâmetro efeito percentual de frequência PFE é também
empregado e corresponde a

PFE =
ρ(f1)− ρ(f2)

ρ(f2)
100. (1.3)
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Uma outra medida no domínio da frequência é o fator metálico MF , em S.m−1, que
busca compensar a variação do efeito de IP devido à resistividade da rocha hospedeira. É
obtido através de uma modificação da equação 1.2, obtendo

MF = 2π × 105ρ(f1)− ρ(f2)

ρ(f1)ρ(f2)
. (1.4)

1.2.3 Circuitos equivalentes

A resposta da subsuperfície à polarização induzida assemelha-se à descarga de um capaci-
tor (domínio do tempo) ou à variação da impedância de um circuito constituído por uma
resistência R e uma capacitância C em paralelo (domínio da frequência), de forma que a
resistividade aparente diminui com o aumento da frequência. Entretanto, há um consenso de
que essa semelhança é apenas superficial, já que o efeito de IP se revela muito mais complexo
(Sumner, 1976; Telford et al., 1990; Ward, 1990; Parasnis, 1997).

Um circuito análogo simples, porém bem difundido na literatura, é representado na
Figura 1.5. A resistência efetiva da corrente fluindo pelos poros é retratada por R0 e R1. Em
série com a resistência R1, uma impedância Zm, conhecida como impedância de Warburg,
representa a resistência ao fluxo da corrente pelos poros contendo grãos de argila ou minerais
metálicos e simula a interface metálico-iônica. A resistência R0 paralela a R1 e Zm simula
zonas alternativas de livre passagem da condução eletrolítica.

Figura 1.5: Circuito elétrico equivalente simulando o efeito de IP. Adaptado de Telford et al.
(1990).

A partir da década de 50, a analogia com circuitos elétricos possibilitou o surgimento de
diversas formulações teóricas que se propunham a representar os poros e fraturas das rochas,
com ou sem mineralizações, viabilizando, de certa forma, uma quantificação do fenômeno de
polarização induzida e de seus parâmetros.

Liu et al. (2016) fizeram um estudo comparativo entre sete diferentes modelos (Dias,
Warburg, Debye, Madden & Cantwell, Cole-Cole, Cole-Cole generalizado e multi-Cole-Cole),
concluindo que eles influenciam distintamente o espectro de fase do dado, além de representa-
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rem aplicabilidades específicas na pesquisa mineral. Em seus resultados, apenas os modelos
de Dias (Dias, 2000) e multi-Cole-Cole (Pelton et al., 1978) caracterizaram bem ambos os
espectros de fase unimodais e bimodais. Entretanto, Dias (2000) reitera que seu modelo
está menos sujeito à ambiguidade na determinação dos coeficientes, já que sua função requer
apenas cinco parâmetros, enquanto multi-Cole-Cole demanda sete parâmetros.

1.2.4 O modelo de Dias

O modelo considerado por Dias (1968, 1972, 2000, 2017) tem seu princípio em uma célula
cujo comportamento elétrico é composto por uma interface sólido-líquido (uma partícula
metálica ou uma partícula de troca iônica que interage com uma solução eletrolítica) e dois
percursos de solução eletrolítica livres de polarização (Figura 1.6a).

No circuito análogo da Figura 1.6b, a impedância r + ZW representa o efeito de IP
devido ao mecanismo de difusão em série com a condução ôhmica induzida, enquanto o
efeito capacitivo Cdl, em paralelo com essa impedância, é gerado pelas oscilações elétricas
da dupla camada elétrica. O circuito se completa com os segmentos livres de polarização em
série (RS) e em paralelo (R).

(a) Esquema do efeito de IP em baixas frequências. (b) Circuito análogo fundamental.

Figura 1.6: Princípio do modelo de Dias (Dias, 1968, 2000, 2017).

A função resistividade complexa de corrente total normalizada de Dias (2000) é então
dada por:

ρ∗ − ρ∞
ρ0

=
m

1 + iωτ ′
(

1 + 1
µ

) , (1.5)

com τ
′
= (R+RS)Cdl = [(1− δ)/(1−m)δ]τ , µ = iωτ [1 + η(iω)−1/2] = iωτ + (iωτ

′′
)1/2, τ =

rCdl, τ
′′

= (rCdlη)2 = (τη)2, onde ρ0 e ρ∞ são os valores de resistividade, respectivamente, na
frequência zero e em uma frequência muito maior que 1 MHz, em Ωm; m = (ρ0 − ρ∞)/ρ0 =

R/(R+RS), cargabilidade, adimensional; µ, uma função auxiliar; τ , tempo de relaxação da
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zona da dupla camada elétrica devido a um efeito de polarização capacitivo-indutivo, em s;
τ
′ , tempo de relaxação devido à corrente de indução que escoa por fora da dupla camada

elétrica, em s; τ ′′ , tempo de relaxação da célula devido a um efeito misto da corrente gerada
por difusão com o efeito capacitivo da dupla camada, em s; η, parâmetro eletroquímico, em
s−1/2; δ, fração da célula afetada pela polarização, adimensional.

Por meio da decomposição da função 1.5 em frações parciais, Barreto e Dias (2014)
chegaram à seguinte expressão simplificada para a resistividade complexa:

ρ∗ − ρ∞
ρ0

=
mW

1 + (iωτW )1/2
+

mD

1 + iωτD
. (1.6)

Cada termo na equação 1.6 está relacionado a um ou mais processos de dispersão da resis-
tividade. O primeiro termo, associado à uma função Warburg de cargabilidade mW e tempo
de relaxação τW , predomina em baixas frequências (1 mHz - 102 Hz, aproximadamente) e
refere-se à polarização por difusão iônica em regiões vizinhas à interface sólido-líquido. O
segundo termo, associado à uma função Debye de cargabilidade mD e tempo de relaxação
τD, predomina em altas frequências (10 kHz - 1 MHz, aproximadamente) e está relacionado
com a polarização produzida pela iteração entre a capacitância da dupla camada elétrica
e as resistências dos percursos livres de polarização. Na faixa intermediária de frequências
(102 Hz - 10 kHz, aproximadamente), ambos os termos são igualmente importantes, gerando
uma polarização "mista" por indução e difusão na dupla camada elétrica.

Sabendo que ρ∞ = ρ0(1−mW −mD), podemos reescrever a equação 1.6 como:

ρ∗ = ρ0

{
1−mW

[
1− 1

1 + (iωτW )1/2

]
−mD

[
1− 1

1 + iωτD

]}
. (1.7)

Em nosso trabalho, estaremos empregando a função da resistividade complexa 1.7 de
Barreto e Dias (2014) tanto na modelagem quanto na inversão de dados, embora nesse
último caso haja uma modificação da função. Considerando que a maior faixa de frequências
empregada será de 10−2 Hz a 105 Hz, todos os termos da função hão de ser considerados.

Devido à grande multiplicidade e diversidade de testes e modelos abordados nesse tra-
balho, apenas um conjunto de parâmetros da resistividade complexa será empregado para
a modelagem de meios polarizáveis. Dentre as 12 amostras investigadas por Barreto e Dias
(2014), optamos pela amostra sintética1 com 6.5% em volume de calcopirita disseminada em
uma matriz de quartzo, de porosidade 34.3%, cujos parâmetros são:

mW = 0, 298; τW = 7, 21ms; mD = 0, 488; τD = 0, 388µs (1.8)
1Amostra sintética 1 de Mahan et al. (1986) em Barreto e Dias (2014).
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A Figura 1.7 exemplifica a função de resistividade complexa empregando os parâmetros
da equação 1.8 para um meio de resistividade ρ0 = 200 Ωm. Mais informações sobre o
desenvolvimento da função 1.7 podem ser encontradas em Barreto e Dias (2014).
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Figura 1.7: Amplitude e fase da resistividade complexa de Barreto e Dias (2014) empregando
os parâmetros da expressão 1.8 e adotando ρ0 = 200 Ωm.

Função de Barreto e Dias (2014) expandida

Uma das etapas desse trabalho será a inversão da resistividade complexa aparente para a
determinação dos parâmetros correspondentes aos efeitos de IP e AEM, possibilitando a
diferenciação entre eles. Para tal, é necessário o emprego de uma função de resistividade
complexa que abranja ambos os fenômenos em seus parâmetros.

A função de Barreto e Dias (2014) retrata apenas o efeito de polarização. Dessa forma,
adotamos expandir essa função acrescentando o efeito indutivo, cuja fase pode ser positiva
ou negativa (Brown, 1985; Kemna, 2000). Essa expansão foi formulada por Luo e Zhang
(1998) e Kemna (2000) e se baseia numa modificação da expressão originalmente introduzida
por Pelton et al. (1978). Tal formulação define que, para faixas de frequências inferiores a
10 kHz, a impedância devido ao AEM pode ser razoavelmente aproximada por um termo de
dispersão de Cole-Cole, dado por

ρA
ρ0

= ±mA

[
1− 1

1 + (iωτA)cA

]
, (1.9)

onde mA, τA e cA são, respectivamente, cargabilidade, tempo de relaxação e expoente de
dependência, que caracterizam o efeito indutivo.

Em geral, valores típicos de τA e cA estão dentro dos intervalos 10−6 < τA < 10−3 e
0.8 < cA < 1 (Major e Silic, 1981; Kemna, 2000). Considerando o limitado número de
frequências em nossos dados reais, optamos por manter fixo o expoente de dependência em
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cA = 1 no intuito de reduzir a quantidade de parâmetros desconhecidos na inversão.

A escolha do sinal que antecede a expressão 1.9 tem como base a natureza do fenômeno
indutivo: Caso haja um deslocamento negativo da fase com o aumento da frequência, o sinal
negativo é empregado e, por convenção, o AEM é dito positivo; se esse deslocamento na
fase for positivo, adota-se o sinal positivo e o AEM é referido como negativo (Brown, 1985;
Kemna, 2000).

Para atender a essa dualidade do acoplamento indutivo, o ideal seria adicionarmos dois
termos de dispersão à equação 1.7 de Barreto e Dias (2014): um para AEM de fase negativa
e outro para AEM de fase positiva. Entretanto, o último termo (função Debye) da equação
1.7 é semelhante à expressão 1.9 do AEM para um deslocamento negativo de fase e, por-
tanto, já irá englobar esse efeito. Dessa forma, adicionamos à equação 1.7 somente o termo
de dispersão referente ao AEM de fase positiva (i.e., equação 1.9 com sinal positivo). É im-
portante ressaltar que os parâmetros cargabilidade mD e tempo de relaxação τD deixam de
representar unicamente o efeito de IP, passando a englobar também uma parcela do AEM.

Em síntese, a formulação final da função de Barreto e Dias (2014) expandida para abran-
ger o AEM é dada por:

ρ∗ = ρ0

{
1−mW

[
1− 1

1 + (iωτW )1/2

]
︸ ︷︷ ︸

IP (1 mHz - 102 Hz)

−mD

[
1− 1

1 + iωτD

]
︸ ︷︷ ︸
IP (10 kHz - 1 MHz)

+ AEM positivo

+mA

[
1− 1

1 + iωτA

]
︸ ︷︷ ︸

AEM negativo

}
. (1.10)

Expandindo a equação 1.10 em termos de seus componentes real e imaginário, temos:

Re(ρ∗) = ρ0

1−mW

1−
1 +

(ωτW
2

)1/2

1 + 2
(ωτW

2

)1/2

+ ωτW

−mD

[
1− 1

1 + (ωτD)2

]

+mA

[
1− 1

1 + (ωτA)2

] (1.11)

Im(ρ∗) = ρ0

−mW


(ωτW

2

)1/2

1 + 2
(ωτW

2

)1/2

+ ωτW

−mD

[
ωτD

1 + (ωτD)2

]

+mA

[
ωτA

1 + (ωτA)2

] (1.12)
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1.2.5 Polarização induzida espectral

O método de polarização induzida espectral constitui uma generalização do IP convencional
que abrange medidas de amplitude e fase em uma maior faixa de frequências, fornecendo
mais informações sobre a subsuperfície do que os outros métodos galvânicos (resistividade e
IP convencional). Segundo Zonge et al. (2005), uma análise da dependência entre o dado
medido e a frequência aplicada no método SIP permite reconhecer e discernir diferentes
materiais responsáveis pelo efeito de polarização induzida.

O método de SIP é mais caro do que o IP convencional pois requer a aquisição de dados
para um maior número de frequências e algoritmos mais sofisticados para o processamento de
dados. Dessa forma, o emprego desse método geralmente ocorre quando a anomalia geofísica
já foi identificada por IP ou resistividade convencional e é desejável melhor caracterizar a sua
fonte (Zonge et al., 2005). Assim como o IP, o SIP tem sido muito empregado na indústria
da mineração para mapeamento e detecção de sulfetos disseminados, e em menor escala para
estudos ambientais e hidrológicos.

1.2.6 Ruídos no método de IP

Existem algumas fontes de ruído que afetam a acurácia das medidas de polarização induzida
por causarem diferenças de potencial espúrias nos receptores. Essas fontes podem ter origem
geológica, cultural, natural ou relacionada à interação (capacitiva, resistiva ou indutiva) entre
os cabos dos eletrodos de corrente e de potencial, a qual se denomina acoplamento.

Ruídos geológicos, culturais e naturais

A presença de tubulações, cabos e outras estruturas metálicas antrópicas enterradas provoca
o chamado ruído cultural nos levantamentos devido à canalização de corrente e polarização
de eletrodo (Zonge et al., 2005). Por sua vez, o ruído geológico pode ter sua fonte em feições
geológicas de baixa resistividade (uma lineação ou cobertura condutiva) que mascaram a
resposta de IP de alvos mais profundos. Descargas elétricas atmosféricas podem se manifestar
como pulsos indesejados nas medidas de IP. Esse ruído de origem natural de alta frequência
é conhecido como sferics.

A interação eletromagnética de partículas carregadas do vento solar com a magnetosfera
terrestre causa pequenas variações no campo magnético terrestre que são conhecidas como
correntes telúricas ou magnetotelúricas. Esse ruído de caráter natural pode afetar consi-
deravelmente as medidas de polarização induzida, já que seu sinal é de baixa frequência,
coincidindo com a faixa de frequências das medidas de IP. Segundo Sumner (1976), levanta-
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mentos de IP no domínio do tempo são mais susceptíveis ao ruído telúrico do que no domínio
da frequência.

Acoplamento resistivo

A corrente no transmissor promove uma diferença de potencial no receptor, a qual, dividida
pela corrente aplicada e multiplicada por um fator geométrico adequado, fornece a resisti-
vidade aparente da subsuperfície entre os dipolos (Wynn, 1974). Nesse caso, diz-se que o
transmissor e o receptor estão acoplados através das litologias em subsuperfície. Esse acopla-
mento não se constitui propriamente em um ruído, pois é a forma de medição da resistividade
da subsuperfície e, portanto, o objetivo do método.

Acoplamento capacitivo

O acoplamento capacitivo corresponde a mudanças na voltagem medida devido a fugas de
corrente ou correntes de deslocamento entre os fios transmissor e receptor, ou entre o fio
transmissor e o solo, em uma situação na qual o sistema se comporta como um capacitor.

Considerando que a polarização induzida é, em parte, um fenômeno capacitivo, esse ruído
pode limitar a interpretação dos dados de IP e deve, portanto, ser evitado ou eliminado. Para
minimizá-lo, opera-se em frequências maiores ou diminui-se a capacitância entre os cabos,
alterando suas orientações ou separando-os.

Acoplamento indutivo

Em certas situações, o transmissor e o receptor se comportam como um enrolamento primário
e secundário de um circuito. O primário induz uma corrente no secundário, e o acoplamento
se dá através de ondas eletromagnéticas (Sumner, 1976). Assim, a indução eletromagnética
cria uma dependência complexa (em magnitude e fase) da resistividade com a frequência
que não é devido ao efeito autêntico da polarização induzida, gerando um falso efeito de IP.

Também conhecido como acoplamento eletromagnético ou indução eletromagnética, o
acoplamento indutivo é a maior fonte de anomalias espúrias nas medidas de polarização
induzida. Em menor escala, os efeitos desse acoplamento podem ainda estar associados
a materiais terrestres anisotrópicos e não homogêneos. Elementos culturais, como cercas
e tubulações também podem contribuir para os efeitos do acoplamento indutivo (Sumner,
1976).

O AEM se constitui em um objeto de estudo desse trabalho, de forma que seus princípios
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teóricos serão discutidos mais detalhadamente a seguir.

1.2.7 Princípios teóricos do acoplamento eletromagnético

O acoplamento eletromagnético pode ser definido como a resposta indutiva da Terra e se
manifesta como um acréscimo de informações sobre o sinal de IP (Routh e Oldenburg, 2001).
A grande discussão gira em torno de como separar a dependência da frequência causada pela
resistividade complexa intrínseca da polarização da dependência da frequência causada pelo
acoplamento eletromagnético, já que o método de IP/SIP registra a combinação de ambos
os efeitos.

Embora as medidas de IP convencional sejam feitas em frequências menores (≤ 5 Hz),
nas quais o acoplamento é reduzido, todo dado de IP possui algum grau de contaminação pelo
acoplamento indutivo, principalmente quando o meio em subsuperfície é condutivo ou quando
se empregam largos comprimentos e afastamentos de dipolos para investigar alvos profundos.
Por sua vez, os levantamentos de SIP, que empregam uma faixa maior de frequência, estão
ainda mais susceptíveis ao efeito indutivo, e, portanto, aos erros de interpretação associados.
Assim sendo, há um consenso sobre a necessidade de remover ou mitigar o efeito do AEM
para interpretar o dado de IP em sua perspectiva verdadeira.

A resposta indutiva no método do IP se expressa em ambos os domínios do tempo e da
frequência. Entretanto, enquanto no domínio da frequência seu efeito é mais substancial e de
difícil remoção, costuma-se evitar o acoplamento indutivo no domínio do tempo simplesmente
desconsiderando os instantes iniciais do decaimento da voltagem transiente, quando o seu
impacto é mais pronunciado.

A depender do arranjo de eletrodos empregado na aquisição dos dados, o fenômeno do
acoplamento se manifesta em intensidades e sinais diferentes, de forma que certos arranjos
(como o dipolo-dipolo perpendicular) podem ser propositalmente escolhidos por minimizar
esse ruído nas medidas de IP.

Além de uma adequada escolha do arranjo de eletrodos, o AEM no domínio da frequência
pode ser minimizado empregando baixas frequências e pequenas distâncias na configuração
dos dipolos. No entanto, ressaltamos que, a depender do alvo investigado na exploração
mineral, nem sempre tais medidas podem ser adotadas.

Em geral, os métodos de desacoplamento no domínio da frequência se baseiam em apro-
ximações e considerações que muitas vezes são questionáveis, porém são necessárias dada
a complexidade da relação do IP com o acoplamento eletromagnético. Alguns partem da
controversa premissa de que, em zonas de mineralizações disseminadas, a fase do efeito
normal de IP é constante para baixas frequências, enquanto a fase do AEM possui um com-
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portamento quase linear (Hallof, 1974; Coggon, 1984). Já Pelton et al. (1978) emprega o
modelo de multi-Cole-Cole para desacoplar a resposta indutiva das medidas de IP em baixas
frequências.

Ainda que seja normalmente tratado como ruído, o acoplamento eletromagnético tem
o potencial de fornecer informações importantes acerca das características da subsuperfície.
O AEM pode e deve ser usado como uma ferramenta de exploração para obter um melhor
entendimento das estruturas e contrastes elétricos da subsuperfície, inclusive na ausência do
efeito de polarização natural das rochas.

Em um levantamento geofísico de dados, o acoplamento indutivo é diretamente propor-
cional à frequência do sinal, à condutividade da subsuperfície, ao comprimento dos dipolos
e à separação entre os dipolos transmissor e receptor. Dada sua relevância, se faz pertinente
uma compreensão sobre a variação desse efeito para diferentes configurações de eletrodos,
parâmetros elétricos e conjunturas geométricas da subsuperfície.

Formas de representação de dados complexos

Por lidar com diversos parâmetros, dados de natureza complexa e grandes intervalos de
frequência, a análise do AEM em conjunto com medidas de SIP exige o emprego de algumas
formas específicas de representação dos dados.

Na literatura, muito se emprega a plotagem da impedância elétrica mútua (magnitude
e fase ou componentes real e imaginária) em função da frequência do sinal para a análise
do comportamento das curvas. Extensivamente utilizado, o Diagrama de Argand ou plano
complexo (componente real × componente imaginário) é uma outra forma eficaz de repre-
sentação gráfica de dados complexos, embora possa comprometer a visualização da relação
do dado com a frequência. Nos capítulos seguintes desse trabalho, essas serão as formas de
apresentação dos resultados.



2
Formulação para análise do acoplamento
eletromagnético em dados geofísicos

A análise do acoplamento eletromagnético em levantamentos geofísicos no domínio da frequên-
cia tem sua fundamentação teórica com base nos conceitos do eletromagnetismo. Ao longo
deste capítulo, será desenvolvido o formalismo físico-matemático das expressões da impedân-
cia elétrica mútua tanto para o modelo de terra homogênea, quanto em η-camadas, com base
em Mocitaiba et al. (2017) e Millett (1967). Tais expressões, juntamente com as funções
da resistividade complexa 1.6 e 1.10, serão o ponto de partida para os procedimentos de
modelagem e inversão nas etapas posteriores.

Em tais aplicações, supõe-se um espaço isotrópico, homogêneo e linear, cujas proprieda-
des elétricas são independentes do tempo, temperatura e pressão. Serão empregadas letras
maiúsculas para representar as grandezas no domínio da frequência.

30
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2.1 Fundamentos do acoplamento eletromagnético no do-

mínio da frequência

O emprego de funções potenciais, como Hertz e Schelkunoff, é conhecido na teoria eletro-
magnética por favorecer a resolução de problemas, já que os vetores de campo podem ser
facilmente obtidos por meio de técnicas apropriadas de diferenciação dessas funções poten-
ciais (Telford et al., 1990). Seguindo a formulação de Sampaio (2006), temos o potencial
vetorial no domínio da frequência A(x, y, z, ω), onde (x, y, z) são medidas de distância em
metros e ω = 2πf , sendo ω a frequência em rad/s e f a frequência em Hz.

O vetor campo de indução magnética B(x, y, z, ω) e o vetor campo elétrico E(x, y, z, ω)

se relacionam com o potencial A pelas seguintes relações (Sampaio, 2006; Mocitaiba et al.,
2017):

B = ∇×A (2.1)

e
E = −iω

(
1

κ2
∇(∇ ·A) + A

)
, (2.2)

onde κ =
√
µεω2 − iµσω corresponde ao número de onda, no qual ε é a permissividade

dielétrica, µ é a permeabilidade magnética e σ é a condutividade elétrica, constantes inde-
pendentes da frequência.

Em tal contexto, o potencial vetorial A obedece à equação de onda não-homogênea de
Helmholtz no domínio da frequência (Sampaio, 2006)

∇2A + κ2A = −µJs, (2.3)

na qual a fonte do campo é representada pela densidade de corrente elétrica Js em A/m2.

Potencial primário do dipolo elétrico

Conforme explicitado na equação 2.2, para computar o campo elétrico horizontal Ex é neces-
sário obter o potencial total, nesse caso, a função potencial A. O cálculo do potencial total se
dá pela integração do potencial primário, causado apenas pela fonte externa, com o potencial
secundário, o qual é a resposta dos corpos em subsuperfície à fonte externa imposta. Em
um meio homogêneo, isotrópico e infinito, o potencial primário é o único (Sampaio, 2006).

A densidade de corrente no domínio da frequência em um dipolo elétrico orientado na
direção x e localizado no ponto (x0, y0, z0) de um meio infinito e homogêneo é definido por
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(Sampaio, 2006):
Js = I(ω) dx0 δ(x− x0) δ(y − y0) δ(z − z0) i, (2.4)

onde I(ω) representa a corrente elétrica em Ampère, dx0 é o comprimento elementar do
dipolo e as funções δ(γ − γ0) são funções delta de Dirac com singularidade nos pontos
γ = γ0.

O potencial primário representa a solução particular da equação 2.3. Dessa forma,
substituindo a equação 2.4 na equação 2.3, obtemos a solução para o potencial primário.
Fazendo uso da função escalar de Green, Sampaio (2006) expressa tal potencial primário
como:

Ap(x, y, z, ω) = Cx̂

+∞∫
0

λ

α0

e−α0|z−z0| J0(λr) dλ dx0, (2.5)

onde α0 =
√
λ2 − κ0

2, κ2
0 = µ0ε0ω

2 (no ar), Re(α0) > 0, J0(λr) é a função de Bessel de
primeira espécie, ordem zero e argumento λr, r =

√
(x− x0)2 + (y − y0)2 e

C =
µI(ω)

4π
.

O potencial secundário e o potencial total para um meio homogêneo, isotrópico
e infinito

As expressões para o potencial secundário se diferenciam a depender do meio em subsuperfície
em questão. Segundo Sampaio (2006), analisando um meio homogêneo, isotrópico e infinito,
o potencial secundário nos componentes x e z pode ser expresso como:

AS,x0(x, x0, y, y0, z, z0, ω) = Cx̂

+∞∫
0

F+
x0 e

+α0z J0(λr) dλ, z ≤ 0, (2.6)

AS,x1(x, x0, y, y0, z, z0, ω) = Cx̂

+∞∫
0

F−x1 e
−α1z J0(λr) dλ, z ≥ 0, (2.7)

AS,z0(x, x0, y, y0, z, z0, ω) = Cẑ cosφ

+∞∫
0

F+
z0 e

+α0z J1(λr) dλ, z ≤ 0, (2.8)

AS,z1(x, x0, y, y0, z, z0, ω) = Cẑ cosφ

+∞∫
0

F−z1 e
−α1z J1(λr) dλ, z ≥ 0, (2.9)

em que α1 =
√
λ2 − κ1

2, κ2
1 = µ0ε0ω

2 − iµ0σ1ω (representa o semi-espaço homogêneo),
Re(α1) > 0, J1(λr) é a função de Bessel de primeira espécie, primeira ordem e argumento
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λr e
cosφ =

x− x0

r
.

Considerando que a fonte do dipolo encontra-se no ar, ou seja, em z ≤ 0, acrescenta-
se a equação do potencial primário 2.5 ao lado direito da expressão de AS,x0 . Com esse
acréscimo, as equações 2.9 passam a representar o potencial total para o semi-espaço
homogêneo, isotrópico e infinito.

Neste ponto, a solução para o potencial total depende apenas da determinação das ex-
pressões das funções F±ηj com η = x, z e j = 0, 1. Para isso, é necessário aplicar as condições
de contorno pertinentes aos campos eletromagnéticos nas fronteiras das descontinuidades
das propriedades físicas, ou seja, nesse caso em z = 0. As condições de contorno e o conse-
quente desenvolvimento algébrico podem ser encontrados no apêndice A.

O potencial secundário e o potencial total para um meio de η-camadas

O potencial secundário para um meio com η-camadas é dado por (Wait, 1982)

AS,x0(x, x0, y, y0, z, z0, ω) = Cx̂

+∞∫
0

λ

α0

(Rte)e
α0(z+z0) J0(λr) dλ, z ≤ 0, (2.10)

AS,z0(x, x0, y, y0, z, z0, ω) = Cx̂
∂

∂x

+∞∫
0

1

λ
(Rte +Rtm)eα0(z+z0) J0(λr) dλ, z ≤ 0, (2.11)

onde os termos Rte e Rtm são os coeficientes de reflexão, definidos como:

Rte =
α0 − α̂1

α0 + α̂1

, (2.12)

α̂i = αi
α̂i+1 + αi tanh(α1hi)

αi + α̂i+1 tanh(α1hi)
, i = 1, 2, ..., η − 1, (2.13)

α̂η = αη, αi =
√
λ− κ2

i , i = 0, 1, 2, ..., η (2.14)

e

Rtm =
β0 − β̂1

β0 + β̂1

, (2.15)

β̂i = βi
β̂i+1 + βi tanh(α1hi)

βi + β̂i+1 tanh(α1hi)
, i = 1, 2, ..., η − 1, (2.16)
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β̂η = βη, β0 =
α0

iε0ω
, βi =

αi
σi
, i = 0, 1, 2, ..., η (2.17)

A junção das expressões 2.10, 2.11 com o potencial primário em 2.5 resulta no potencial
total para o meio de η-camadas.

2.1.1 Campo elétrico de um dipolo elétrico no domínio da frequên-

cia

Tendo expressas as formulações para o potencial primário e secundário para ambos os mo-
delos de terra (homogênea e em η-camadas), são desenvolvidas as expressões para o campo
elétrico, advindas da equação 2.2:

E = −iω
(

1

κ2
j

∇(∇ ·A) + A

)
,

j = 0, 1, ..., η para um meio de η-camadas e j = 0, 1 no caso de um modelo homogêneo,
isotrópico e infinito, de forma que k2

0 = µ0ε0ω
2 representa o número de onda no ar e k2

1 =

µ0ε0ω
2 − iµ0σ1ω representa o número de onda na subsuperfície.

Aplicando as expressões 2.5, 2.6 e 2.8 à equação 2.2 e com o auxílio de A.9 e A.11,
chegamos à equação do componente x do campo elétrico no modelo da terra homogênea em
y = y0 = z = 0:

Ex(x, x0, z0, ω) = −iµ0ωI(ω)dx0

4π

+∞∫
0

(
2

α0 + α1

+
2

α0κ2
1 + α1κ2

0

∂2

∂x2

)
eα0z0λJ0(λ(x− x0)) dλ.

(2.18)

Da mesma forma, empregando em 2.2 as equações 2.5, 2.10 e 2.11 com o auxílio de 2.12
a 2.17 encontramos a expressão do componente x do campo elétrico para o modelo da terra
de η-camadas:

Ex(x, x0, z0, ω) = −iµ0ωI(ω)dx0

4π

+∞∫
0

{
2

α0 + α̂1

+

[
Rte +Rtm

λ2α0

+
2β̂1

α0κ2
0(β0 + β̂1)

]
∂2

∂x2

}
× eα0z0λJ0(λ(x− x0)) dλ.

(2.19)

Tendo em vista o emprego de frequências menores que 1 kHz, é válida a condição
quase-estática, na qual |κ0| � |κ1|, σ1 � ε0ω e κ2

1 ≈ −iµ0σ1ω. Dessa forma, considera-se
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que α0 = λ, |β0| � |β̂1|, Rtm ≈ 1 e∣∣∣∣∣ 2β̂1

α0κ2
0(β0 + β̂1)

∣∣∣∣∣ ≈
∣∣∣∣∣2σ1β̂1

λ2κ2
1

∣∣∣∣∣ .
Com a adição da condição quase-estática, as expressões do campo elétrico 2.18 e 2.19

são reformuladas como:

Ex(x, x0, z0, ω) = −iµ0ωI(ω)dx0

4π

+∞∫
0

(
2

λ+ α1

+
2

λκ2
1

∂2

∂x2

)
eλz0λJ0(λ(x− x0)) dλ, (2.20)

para uma terra homogênea, isotrópica e infinita, e

Ex(x, x0, z0, ω) = −iµ0ωI(ω)dx0

4π

+∞∫
0

[
2

λ+ α̂1

+
2

λ2

(
1

λ+ α̂1

+
σ1β̂1

κ2
1

)
∂2

∂x2

]
× eα0z0λJ0(λ(x− x0)) dλ, (2.21)

para uma terra de η-camadas.

2.1.2 Potencial elétrico e impedância elétrica mútua no domínio da

frequência

Nessa formulação, um arranjo dipolo-dipolo é empregado com as seguintes configurações
(Mocitaiba et al., 2017): comprimento do dipolo 2a, afastamento entre o centro dos dipolos
transmissor e receptor de 2(n+1)a, com níveis n = 1, 2, 3, .... O potencial elétrico no domínio
da frequência é dado por:

∆V (z0, ω) =

(2n+3)a∫
(2n+1)a

+a∫
−a

Ex (x, x0, z0, ω)dx (2.22)

Levando em conta que as integrações em x e em x0 se aplicam apenas na função de
Bessel, as seguinte funções auxiliares são utilizadas para facilitar a resolução das integrais:

Gx(λ) =

(2n+3)a∫
(2n+1)a

+a∫
−a

Jo(λ(x− x0))dx0dx, (2.23)
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e

Gz(λ) =
∂2

∂x2

(2n+3)a∫
(2n+1)a

+a∫
−a

Jo(λ(x− x0))dx0dx. (2.24)

A função auxiliar Gx(λ) é resolvida por integração numérica, enquanto que a resolução
de Gz(λ) leva em conta que

∂2

∂x2
= − ∂2

∂x∂x0

resultando em

Gz(λ) = J0(2λna) + J0(2λ(n+ 2)a)− 2J0(2λ(n+ 1)a). (2.25)

Nesse contexto, temos que J0(0) = 1, Gx(0) = 4a2 e Gz(0) = 0. Finalmente, escrevendo
em termos da impedância elétrica mútua dada por

Z(z0, ω) =
∆V (z0, ω)

I(ω)
, (2.26)

temos, para uma terra homogênea,

∆Z(z0, ω) ≈ −iµ0ω

4π

+∞∫
0

(
2

λ+ α1

Gx(λ) +
2

λκ2
1

Gz(λ)

)
eλz0λ dλ, (2.27)

e, para para uma terra de η-camadas,

∆Z(z0, ω) ≈ −iµ0ω

4π
+∞∫
0

[
2

λ+ α̂1

Gx(λ) +
2

λ2

(
1

λ+ α̂1

+
σ1β̂1

κ2
1

)
Gz(λ)

]
eλz0λ dλ. (2.28)

Embora as expressões 2.27 e 2.28 estejam em função do parâmetro condutividade elétrica
σ, no presente trabalho empregamos o seu parâmetro inverso, a resistividade elétrica ρ.
Mais detalhes acerca do formalismo físico-matemático dessa seção podem ser encontrados
em Mocitaiba et al. (2017) e Mocitaiba (2014).
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2.2 Abordagem do acoplamento eletromagnético por Mil-

lett (1967)

A formulação de Millett (1967) a seguir apresentada permitiu um reconhecimento inicial
do comportamento do fenômeno indutivo para semi-espaços homogêneos, além de validar,
através de comparações, a implementação da abordagem de Mocitaiba et al. (2017).

A solução teórica inicial para o problema do acoplamento EM entre fios aterrados na
superfície de um plano horizontal sobre um meio homogêneo foi desenvolvida por Sunde
(1949). Por sua vez, Millett (1967) integrou outros conceitos matemáticos e físicos nessa
formulação para então investigar o acoplamento eletromagnético de um arranjo dipolo-dipolo
em um semi-espaço homogêneo.

2.2.1 Impedância mútua de dipolos em um plano horizontal

Em um semi-espaço homogêneo, a impedância mútua, dZSs, entre dois elementos de dipolos
dS e ds horizontalizados, separados por uma distância r pode ser escrita da seguinte maneira
(Sunde, 1949):

dZSs = dSds

[
P (r) cos ε+

∂2Q(r)

∂S∂s

]
, (2.29)

na qual ε é o ângulo entre os elementos dS e ds, e os termos P (r) e Q(r) são funções de r
e da constante de propagação (equação 2.33). Negligenciando os efeitos da propagação, a
impedância mútua ZSs de um fio isolado S, entre os eletrodos de corrente A e B e outro fio
isolado s, entre os eletrodos de potencial a e b, representados na Figura 2.1, é dada por

ZSs =

b∫
a

B∫
A

[
∂2Q(r)

∂S∂s
+ P (r) cos ε

]
dSds. (2.30)

r

A BdS

a
b

ds

Figura 2.1: Arranjo de dipolos. Adaptado de Madden e Cantwell (1967).
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2.2.2 Impedância mútua de dipolos colineares em um semi-espaço

homogêneo

Em seu estudo, Millett (1967) tratou o caso de dipolos colineares em um semi-espaço homo-
gêneo, no qual a impedância mútua (2.30) pode então ser representada pela integração das
funções

P (r) =
iωµ

2r

[
1− (1 + γr)e−γr

(γr)2

]
, (2.31)

termo puramente indutivo relacionado ao AEM, e

Q(r) =
ρ

2πr
, (2.32)

termo puramente resistivo, variável em função da frequência caso o meio seja polarizável.

Nestas equações, ρ é a resistividade elétrica do meio e γ é a constante de propagação
dada por

γ =

√
iµω

ρ
. (2.33)

Para um semi-espaço homogêneo e não-polarizável, Q(r) é real e constante, independente
da frequência. No caso de um semi-espaço em camadas, Q(r) torna-se complexo e dependente
da frequência (Wynn, 1979; Zonge et al., 2005).

O efeito do AEM pode ser minimizado com o emprego de determinados arranjos de
eletrodos, como dipolo-dipolo perpendicular, no qual o ângulo entre os fios do dipolo é de
90◦, fazendo com que cos ε → 0. Para a configuração empregada de dipolos colineares
(Figura 2.2), cos ε = 1, e os limites de integração da equação 2.30 são dados por a = mL,
b = (m+ 1)L, A = 0 e B = L, onde L é o comprimento dos fios dos dipolos S e s e m é um
número inteiro variável (m = 2, 3, ...) referente ao afastamento entre os dipolos.

A B a b
+x0

dS ds

r

Figura 2.2: Representação dos dipolos colineares. Adaptado de Millett (1967).
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A integração do primeiro termo da equação 2.30 é dada por∫ ∫
∂2Q(r)

∂S∂s
dSds = − ρ

πLm(m2 − 1)
, (2.34)

O segundo termo a ser integrado, correspondente à equação 2.31, pode ser expresso como
uma série infinita, dada por

P (r) =
ρ

2π

[
γ2

2r
− γ3

3
+
∞∑
k=4

(−1)k(k − 1)γkγk−3

k!

]
. (2.35)

Para obter a expressão final da impedância em função do número de indução θ, é esta-
belecida a seguinte relação:

Lγ =
√
iθ =

(1 + i)√
2

θ. (2.36)

Dessa forma, após o desenvolvimento das expressões e inclusão do parâmetro θ, a equa-
ção 2.30 pode finalmente ser escrita como

ZSs =
ρ

2πL

{[
2

m(m2 − 1)
− θ3

3
√

2
+ somaA− 1√

2
somaB +

1√
2
somaD

]

+ i

[
−θ

2

2

(
m ln

(
m2 − 1

m2

)
+ ln

(
m+ 1

m− 1

))

+
θ3

3
√

2
+ somaC − 1√

2
somaB − 1√

2
somaD

]}
, (2.37)

onde

somaA =
K∑
k=1

(−1)k+1θ4kf(m4k−1)

(4k − 2)(4k)!
, (2.38)

somaB =
K∑
k=1

(−1)k+1θ4k+1f(m4k)

(4k − 1)(4k + 1)!
, (2.39)

somaC =
K∑
k=1

(−1)k+1θ4k+2f(m4k+1)

(4k)(4k + 2)!
, (2.40)
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somaD =
K∑
k=1

(−1)k+1θ4k+3f(m4k+2)

(4k + 1)(4k + 3)!
. (2.41)

A função de f(m) é exemplificada por

f(m4k−1) = [(m+ 1)4k−1 + (m− 1)4k−1 − 2m4k−1] (2.42)

O emprego de grandes faixas de variação para o número de indução exige a escolha de
mais altos valores do limite superior k das séries para que haja convergência. Para o seu
caso, Millett (1967) estabeleceu k = 7, tido como suficiente para convergir as suas somas
infinitas dada a faixa de variação do número de indução θ, variável de 0 a 0.9, com passos
de 0.01. A impedância mútua normalizada é dada por

ZSsnorm =
ZSs

(ρ/2πL)
. (2.43)

Para representar a impedância mútua ZSs em função da frequência ω, basta realizar uma
substituição de variáveis por meio da expressão a seguir, baseada nas equações 2.33 e 2.36:

θ =

√
µω

ρ
L. (2.44)

Tal manipulação permite calcular a impedância mútua (equação 2.37) para um meio
homogêneo e eventualmente polarizável para diferentes valores de frequência ω, resistividade
elétrica ρ e comprimento dos dipolos L.



3
Inversão: Teoria e Aplicação

Dada sua ampla aplicabilidade, a inversão é um tema bastante recorrente na literatura
das ciências aplicadas. Menke (1989) define a teoria inversa como o conjunto de métodos
matemáticos usados para extrair informações úteis sobre a Terra a partir de observações
diretas. Segundo Tarantola (2005), o problema inverso consiste na utilização dos resultados
reais de alguma medida para inferir os valores dos parâmetros que caracterizam o sistema.

No âmbito da geofísica aplicada, a inversão permite estimar propriedades da subsu-
perfície quando elas correspondem aos parâmetros do modelo físico-matemático tido como
mais compatível com os dados observados. É importante ressaltar que a relação entre os
parâmetros do modelo e o dado observado pode seguir duas direções distintas:

Modelagem direta: Os parâmetros do modelo são supostamente conhecidos e modelam
os dados geofísicos que representam o sistema. No presente trabalho, essa abordagem é
empregada na modelagem da resistividade complexa de Barreto e Dias (2014) e ainda na
modelagem da impedância mútua para um modelo homogêneo ou de η-camadas.

Problema inverso: Partindo dos dados medidos, estimam-se os parâmetros do modelo
através de um procedimento inverso. A inversão será aqui empregada como um artifício
para a determinação de uma resistividade complexa aparente e ainda na estimativa dos
parâmetros da função expandida de Barreto e Dias (2014).

Nas seções deste capítulo, desenvolveremos a formulação básica do problema inverso
com foco nos métodos de inversão empregados no presente trabalho: Método dos Mínimos
Quadrados, Gauss Newton e Very Fast Simulated Annealing.

41
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3.1 Formulação do problema inverso

A mais simples formulação para o problema inverso supõe uma relação linear entre dado e
modelo e é dada pelo sistema de equações lineares (Menke, 1989; Sen e Stoffa, 1995):

d = Gm, (3.1)

no qual
d = [d1, d2, d3, d4, ..., dN ]T (3.2)

representa o vetor coluna de N dados observados, onde o sobrescrito T denota matriz trans-
posta,

m = [m1,m2,m3,m4, ...,mM ]T (3.3)

representa o vetor coluna de M parâmetros do modelo e

G =


g11 g12 · · · g1M

g21 g22 · · · g2M

...
... . . . ...

gN1 gN2 · · · gNM

 (3.4)

é um operador matricial N × M que correlaciona os M parâmetros com os N dados do
modelo. O problema é solucionado com a obtenção do vetor dos parâmetros estimados sob
a condição de que a matriz G seja conhecida e inversível, chegando a:

m = G−1d. (3.5)

Entretanto, a dificuldade reside no fato de que G só é inversível caso seja uma matriz
quadrada e possua posto completo (Bermúdez, 2015). Os problemas geofísicos reais rara-
mente atendem a tais condições, de forma que comumente recorre-se a soluções abrangendo
matrizes não-quadradas ou com posto incompleto, como o método dos mínimos quadrados
ou a decomposição em valores singulares (SVD).

Quando o sistema da equação 3.1 admite uma maior quantidade N de dados do que
M de parâmetros, ele é dito ser sobredeterminado. É possível ainda encontrar sistemas de
uma única solução, portanto, determinados (M = N) ou sistemas de infinitas soluções, ou
seja, subdeterminados (M > N). Nesse trabalho, estaremos lidando com problemas deter-
minados (estimativa da resistividade complexa aparente) e sobredeterminados (estimativa
dos parâmetros da função de resistividade).

O problema linear é bem posto ou bem condicionado se satisfizer os seguintes critérios
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• Existência: Implica na existência de solução para o sistema.

• Unicidade: Tal solução deve ser única. Não é incomum que diferentes modelos produ-
zam um mesmo dado, levando ao problema da ambiguidade da solução.

• Estabilidade: Os parâmetros estimados do modelo devem manter-se estáveis frente a
qualquer perturbação nos dados, por mínima que seja (como ruídos).

3.1.1 Método dos Mínimos Quadrados

O método dos mínimos quadrados (MMQ) se propõe a obter a solução de problemas lineares
através da minimização do somatório dos erros, e, entre os dados observados, d, e calculados,
dcalc (Sen e Stoffa, 1995; Tarantola, 2005). Esse somatório, comumente denominado de
função objetivo, pode ser dado por:

Q(m) = eTe, (3.6)

onde
e = d− dcalc = d−Gm. (3.7)

Expandindo algebricamente a equação 3.6 e considerando que dTGm = mTGTd, temos:

Q(m) = (d−Gm)T (d−Gm)

= (dT −mTGT )(d−Gm)

= dTd− dTGm−mTGTd + mTGTGm

= dTd− 2mTGTd + mTGTGm. (3.8)

Pelo princípio matemático da otimização, a solução mest do sistema linear corresponde
ao vetor m que anula as derivadas parciais de Q(m). Como tal derivada é dada por

∂Q(m)

∂m
= −2GTd + 2GTGm, (3.9)

a condição de nulidade permite obter

GTd = GTGm. (3.10)
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Pré-multiplicando ambos os lados por (GTG)−1, temos:

mest = (GTG)−1GTd, (3.11)

que é a solução MMQ, pressupondo a existência de (GTG)−1.

O MMQ será empregado posteriormente na determinação do parâmetro ρ0 da função de
Barreto e Dias (2014) expandida após a estimativa dos demais parâmetros.

3.1.2 Problema inverso não-linear

Na prática, os problemas geofísicos de inversão em sua maioria guardam uma relação não-
linear entre o vetor do dado, d, e modelo, m, quando a equação 3.1 é reescrita como:

d = G(m). (3.12)

Essa não linearidade do operador de modelagem direta G torna mais complexa a busca
pelo vetor de modelos que reproduza os dados medidos. Os métodos de inversão não-linear
podem ser classificados como de escopo local ou escopo global.

3.2 Métodos de escopo local

Nos métodos de escopo local, a busca pelo mínimo da função objetivo se restringe ao mínimo
local. A convergência é relativamente rápida, mas está sujeita à escolha de um modelo inicial
suficientemente próximo do mínimo global da função. São bastante empregados os métodos
locais Steepest Descent, Newton e Gauss-Newton.

Empregaremos o método de Gauss-Newton para solucionar um problema que envolve
apenas quantidades complexas (Z e ρa). Sendo assim, as transpostas ordinárias T das
matrizes são substituídas por suas transportas hermitianas H (Menke, 1989).

3.2.1 Método de Gauss-Newton

O método de Gauss-Newton (GN) faz uso da expansão em série de Taylor de primeira ordem
do erro residual para linearizar o problema em torno da estimativa do modelo corrente e assim
simplificar sua resolução. Dessa forma, a área de busca é aproximada de uma superfície
rugosa e cheia de mínimos locais para um simples paraboloide tangente ao modelo corrente
(Figura 3.1), cujo mínimo pode ser encontrado por métodos lineares (Santos, 2017).
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Nesse contexto, a função erro residual entre dados observados e calculados é dada por

∆d(m) = dobs − dcalc(m), (3.13)

na qual dcalc = G(m). A expressão 3.13 é aproximada por uma expansão em série de Taylor
até a primeira ordem, obtendo:

∆d(m) ≈ ∆̃d(m) = ∆d(mk)−
M∑
j=1

∂G(m)

∂mj

∣∣∣∣
mk

(mj −mj,k), (3.14)

em torno de algum modelo de referência mk. Em notação vetorial e matricial, temos que:

∆̃dk = ∆dk − Sk∆m =
[
∆dk Sk

] [ 1

−∆mk

]
, (3.15)

onde Sk representa a matriz das derivadas ou matriz sensibilidade e ∆mk = (m −mk) é o
vetor incremento dos parâmetros.

A função objetivo, agora em sua forma quadrática, é expressa por:

Q̃(mk) = ∆̃dHk ∆̃dk =
[
1 −∆mH

k

] [∆dHk
SHk

] [
∆dk Sk

] [ 1

−∆mk

]

=
[
1 −∆mH

k

] [∆dHk ∆dk ∆dHk Sk

SHk ∆dk SHk Sk

][
1

−∆mk

]

=
[
1 −∆mH

k

] [Q(mk) ∆dHk Sk

SHk ∆dk SHk Sk

][
1

−∆mk

]
,

(3.16)

que, quando minimizada com relação ao parâmetro m, resulta em

SHk Sk∆mk = SHk ∆dk, (3.17)

ou
∆mk = (SHk Sk)

−1SHk ∆dk. (3.18)

Finalmente, a expressão 3.18 permite calcular um novo modelo

m∗ = mk + ∆mk, (3.19)

correspondente ao mínimo do paraboloide. Caso Q(m∗) < Q(mk), a atualização é aceita,
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isto é
mk+1 = m∗, (3.20)

e todo o processo iterativo segue até que seja alcançado o mínimo da função objetivo.

Figura 3.1: Representação do paraboloide Q̃(m) tangente ao modelo corrente mk da função
objetivo não linear Q(m) (Santos, 2017).

3.3 Métodos de escopo global

Fazendo uso de buscas aleatórias em seus algoritmos, os métodos globais almejam o mínimo
global da função objetivo. São menos dependentes do modelo inicial, podendo ter uma
convergência mais demorada do que os métodos de busca local.

Alguns exemplos de métodos de inversão global são: Monte Carlo, Algoritmo Genético,
Simulated Annealing e Very Fast Simulated Annealing. Esse último método é aplicado nesse
trabalho para a determinação dos parâmetros da função expandida de Barreto e Dias (2014).

3.3.1 Simulated Annealing

O método Simulated Annealing (SA ou Resfriamento Simulado, em português) é um mé-
todo de escopo global e estocástico, isto é, de caráter aleatório, amplamente empregado na
otimização de funções de muitas variáveis independentes. Seu princípio é fundamentado em
problemas da mecânica estatística que envolvem a análise das propriedades de um grande
número de átomos em amostras de líquidos ou de sólidos (Sen e Stoffa, 1995).
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Esse método numérico se utiliza de uma analogia entre os parâmetros do modelo de um
problema de otimização e as partículas em um sistema físico idealizado que resfria e reaquece
lentamente até atingir um estado de energia mínima. A ideia é que o estado de energia
mínima do sistema corresponda ao mínimo da função erro e(m) entre dados observados e
calculados.

Nesse processo, o sólido é inicialmente aquecido com um aumento gradual da tempe-
ratura de forma que as partículas sejam aleatoriamente distribuídas na fase líquida. Em
seguida, ocorre um lento resfriamento da substância de tal forma que as partículas se re-
arranjam até um estado de baixa energia, formando um perfeito cristal. Entretanto, se o
resfriamento for muito rápido, o material congela sob aspecto amorfo, ou seja, em um mínimo
local.

A cada temperatura, a substância atinge um equilíbrio térmico, onde a probabilidade de
estar em um estado i com energia Ei é dada pela distribuição de Gibbs-Boltzmann:

P (Ei) =
1

Z(T )
e−(Ei/κT ), (3.21)

sendo
Z(T ) =

∑
j ε S

1

Z(T )
e−(Ej/κT ), (3.22)

onde o conjunto S concentra todas as configurações possíveis, κ é a constante de Boltzmann,
T é a temperatura e Z(T ) é a função de distribuição.

A seguir serão detalhados os algoritmos de Metropolis, Fast Simulated Annealing (FSA)
e Very Fast Simulated Annealing (VFSA), considerados como ramificações do SA. Mais
informações sobre esses métodos podem ser encontradas em Sen e Stoffa (1995).

Algoritmo de Metropolis

O algoritmo de Metropolis, introduzido por Metropolis et al. (1953), simula a evolução de
um sólido em banho de calor para o equilíbrio térmico. No contexto do SA, o algoritmo de
Metropolis é um componente fundamental, pois ele coordena a distribuição de probabilidade
no espaço de modelos (Tarantola, 2005).

Partindo de um modelo inicial mi com energia E(mi), provoca-se uma pequena pertur-
bação ∆mi para obter um novo modelo mj, dado por:

mj = mi + ∆mi, (3.23)

com energia E(mj). A aceitabilidade dessa perturbação está sujeita à avaliação em função
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da diferença de energia ∆Eij, isto é:

∆Eij = E(mj)− E(mi). (3.24)

Se ∆Eij ≤ 0, o novo modelo é sempre aceito. Entretanto, caso ∆Eij > 0, o novo modelo é
aceito com a probabilidade (Sen e Stoffa, 1995):

P = e−(∆Eij/κT ), (3.25)

onde T é a temperatura e κ é a constante de Boltzmann. A regra de aceitação dada pela
equação 3.25 é conhecida como Critério de Metropolis. Se esse critério de avaliação é repetido
várias vezes em cada temperatura conforme segue o lento resfriamento, o equilíbrio térmico é
atingido a cada temperatura e o estado mínimo global de energia pode ser alcançado quando
a temperatura se aproxima de zero.

Enquanto nos métodos de busca local o novo modelo é aceito se, e somente se, ∆Eij ≤
0, i.e., podendo se aprisionar em mínimos locais, o método SA associado ao critério de
Metropolis permite uma possibilidade finita P de aceitação mesmo que ∆Eij > 0, i.e.,
viabilizando uma fuga de mínimos locais. Pela expressão 3.25, nota-se que a diminuição da
temperatura causa uma redução da probabilidade de aceite de modelos ruins. Sendo assim,
quando T → 0 o algoritmo se reduz a uma algoritmo "ganancioso", no sentido da ampla
aceitação de modelos. O processo se repete até que seja alcançado o critério de convergência,
nesse caso, dado pelo número de iterações estabelecido.

Fast Simulated Annealing

O estado de energia mínima global somente é atingido se a taxa de rebaixamento da tempe-
ratura for adequada. A condição necessária e suficiente para essa convergência no método
SA é dada pela seguinte expressão para o resfriamento (Sen e Stoffa, 1995):

T (l) =
T0

ln(l)
, (3.26)

onde T (l) é a temperatura na l-ésima iteração e T0 é uma temperatura inicial suficientemente
baixa. Essa relação logarítmica é bastante lenta e requer um longo tempo para a convergência
no mínimo global.

Contornando essa limitação do SA, Szu e Hartley (1987) propuseram o algoritmo Fast
Simulated Annealing (FSA ou Resfriamento Simulado Rápido, em português). Enquanto o
algoritmo de Metropolis utiliza uma distribuição Gaussiana de geração de modelos, o FSA
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usa uma distribuição de Cauchy (probabilidade de geração), dada por:

f(∆mi) ∝
T

(∆m2
i + T 2)1/2

, (3.27)

onde T diminui de acordo com alguma função específica de resfriamento, e ∆mi é a pertur-
bação nos parâmetros do modelo corrente.

Embora o critério de geração de modelos do FSA seja diferente do SA de Metropolis, o
critério de aceitação é o mesmo. Szu e Hartley (1987) mostraram que, tendo a função de ge-
ração 3.27 sob uso, a expressão matemática para o resfriamento é inversamente proporcional
ao número da iteração, i.e.,

T (l) =
T0

l
. (3.28)

Very Fast Simulated Annealing

Nos procedimentos de inversão Metropolis Simulated Annealing e Fast Simulated Annealing,
todos os parâmetros do modelo são igualmente perturbados. Tal fato nem sempre é apli-
cável, pois, para um espaço do modelo de dimensão NM , cada parâmetro tem diferentes
faixas finitas de variação e cada um pode afetar a função objetivo de formas distintas. Ou-
tra limitação é que não existe um algoritmo rápido para o cálculo do gerador aleatório da
distribuição de Cauchy em uma dimensão NM (Sen e Stoffa, 1995).

O problema da construção de uma distribuição de Cauchy de dimensão NM pode ser
contornado usando uma distribuição de Cauchy unidimensional. Em tal formulação, é ainda
possível escolher diferentes temperaturas para diferentes parâmetros do modelo. Entretanto,
o uso da distribuição de Cauchy 1-D como função de geração requer um resfriamento muito
lento para convergir.

Visando superar essas restrições, Ingber (1989) propôs o algoritmo Very Fast Simulated
Annealing (VFSA ou Resfriamento Simulado Muito Rápido) baseado em uma nova distribui-
ção de probabilidade para a geração do modelo, na qual o resfriamento lento é dispensável.
O método VFSA será descrito a seguir:

Supondo que um parâmetro do modelo mi na iteração k é representado por mk
i , é válida

a desigualdade:
mmin
i ≤ mk

i ≤ mmax
i , (3.29)

onde mmin
i e mmax

i são, respectivamente, os valores mínimo e máximo do parâmetro mi. O
valor desse parâmetro é perturbado na iteração k + 1 por meio da relação:

mk+1
i = mk

i + yi(m
max
i −mmin

i ), (3.30)
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onde yi ε [−1, 1] e mmin
i ≤ mk

i ≤ mmax
i .

O parâmetro yi é gerado pela distribuição

gT (y) =
NM∏
i=1

1

2(|yi|+ Ti) ln
(

1 + 1
Ti

) =
NM∏
i=1

gTi(yi), (3.31)

que possui a seguinte probabilidade cumulativa:

GTi(yi) =
1

2
+
sgn(yi)

2

ln
(

1 + |yi|
Ti

)
ln
(

1 + 1
Ti

) , (3.32)

onde sgn(yi) se refere à função sinal do parâmetro yi.

Finalmente, um número aleatório ui contido em uma distribuição uniforme U [0, 1] per-
mite obter y1 por meio da relação:

yi = sgn

(
ui −

1

2

)
Ti

[(
1 +

1

Ti

)|2ui−1|

− 1

]
. (3.33)

Para tal distribuição, o mínimo global pode ser estatisticamente obtido usando a seguinte
função de resfriamento:

Ti(k) = T0i exp(−cik1/NM), (3.34)

onde T0i é a temperatura inicial do parâmetro do modelo i e ci é uma constante que controla
a temperatura e ajuda a harmonizar o algoritmo em problemas específicos.

A regra de aceitação do algoritmo VFSA é a mesma do Metropolis SA. Em síntese, as
principais características desse método são:

• As perturbações para os parâmetros do modelo são geradas de acordo com a distribui-
ção dada pela equação 3.31.

• O método requer uma temperatura para cada parâmetro do modelo, a qual pode ser
diferente para cada um dos parâmetros.

• Requer ainda uma temperatura a ser usada no critério de aceitação, a qual pode ser
diferente das temperaturas dos parâmetros do modelo.



Inversão: Teoria e Aplicação 51

3.4 Especificações do método e aplicações

Os métodos de inversão GN, MMQ e VFSA serão empregados em procedimentos de inversão
distintos, porém interligados: A inversão da impedância mútua Z para a estimativa da resis-
tividade complexa aparente ρa e a inversão dessa resistividade complexa para a determinação
dos parâmetros da função expandida de Barreto e Dias (2014). Em conjunto com a inversão
VFSA, utilizamos o MMQ para a determinação do parâmetro ρ0 da função de resistividade.

Sendo assim, essa seção detalha as particularidades de ambos os processos de inversão,
além de apresentar aplicações em dados sintéticos e reais. A eficácia dos métodos de inversão
será avaliada com base no erro RMS (Root Mean Square) relativo percentual dos dados,
expresso por

εRMS
d =

√∑N
i=1(dobsi − dcali )2√∑N

i=1(dobsi )2

× 100, (3.35)

onde dobs e dcal são os vetores dos dados observados e calculados, respectivamente, para N
frequências. No caso da inversão da impedância mútua, em que N = 1, avaliamos o erro
relativo percentual entre os dados observados e calculados, dado por

εd =
|dobs − dcal|

dobs
× 100. (3.36)

Em aplicações sobre dados sintéticos, nas quais o modelo verdadeiro é conhecido, empregar-
se-á ainda o erro relativo percentual de cada um dos parâmetros estimados, dado por

εm =
|mver −mest|

mver
× 100, (3.37)

em que mver e mest são os parâmetros dos modelos verdadeiros e estimados, respectivamente.

Nos casos em que dado ou modelo tem natureza complexa, o respectivo erro é avaliado
separadamente em amplitude e fase. Além da análise dos erros, adotamos o critério de
convergência da função objetivo para avaliar o desempenho dos procedimentos de inversão.

3.4.1 Estimativa da resistividade complexa aparente

Conforme discutido em capítulos anteriores, o efeito intrínseco do acoplamento eletromag-
nético gera um falso sinal de IP em medidas geofísicas espectrais. Nos dados, esse efeito se
expressa por meio de uma resistividade complexa e variável com a frequência de medição.
É fato que o AEM está sempre presente nas medidas de impedância mútua, seja para um
modelo homogêneo ou para um modelo de η-camadas. Entretanto, o modelo de η-camadas
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possui um efeito indutivo adicional proveniente da heterogeneidade devido ao contraste de
resistividade entre as camadas.

Sendo assim, ao estimar uma resistividade complexa aparente a partir da impedância
mútua em modelos de η-camadas com ou sem polarização, temos que levar em conta esse
falso efeito de IP fruto da heterogeneidade de resistividade entre as camadas. Por meio desse
procedimento, buscamos identificar as condições nas quais o AEM é capaz de influenciar as
medidas de IP, assim como analisar a intensidade e relevância dessa influência.

Dito isso, a ideia é encontrar uma forma de gerar uma resistividade complexa para cada
frequência ω e espaçamento n a partir da impedância mútua de um modelo em η-camadas
(equação 2.28), supondo um modelo homogêneo (equação 2.27) e polarizável equivalente.
Uma possibilidade seria o uso da expressão da resistividade elétrica aparente do arranjo
dipolo-dipolo sugerida por Wait e Gruszka (1986) e já bastante conhecida na literatura:

ρa(ω) = Z(ω) πan(n+ 1)(n+ 2), (3.38)

onde Z(ω) é a impedância mútua para um modelo de η-camadas na frequência ω e a é o
comprimento dos dipolos. Entretanto, essa expressão equivale a uma linearização do nosso
problema, na qual aplica-se o limite ω → 0 na equação 2.27 da impedância mútua para anular
os termos que tornam não-linear a relação entre ρa(ω) e Z(ω). Dessa forma, ao invés do
uso da equação 3.38 que está associada à perda de informações causada por tal linearização,
empregaremos nesse trabalho técnicas de inversão para um problema não-linear, a maneira
mais fidedigna e coerente encontrada para gerar ρa(ω) a partir de Z(ω).

Segundo Ward (1990), a resistividade aparente de uma terra em camadas não representa,
necessariamente, a resistividade verdadeira de qualquer elemento da terra, tampouco uma
média das resistividades verdadeiras. Assim, reitera-se que ρa não é um parâmetro físico
já existente no modelo, de forma que se recorreu ao procedimento de inversão como um
artifício para a obtenção de uma resistividade aparente mais representativa possível.

Considerando que a relação entre o parâmetro do modelo (resistividade complexa) e o
dado (impedância mútua complexa) não é linear, optou-se pelo método iterativo de Gauss-
Newton (seção 3.2.1), invertendo simultaneamente os componentes real e imaginário do dado.
Nesse contexto, tanto o parâmetro quanto o dado constituem um único valor escalar de
natureza complexa, já que a inversão ocorre para ω e n fixos.

É importante ressaltar que adotamos como padrão para essa inversão uma impedância
mútua correspondente à de um arranjo dipolo-dipolo com um comprimento dos dipolos de
50 m, mesma configuração dos dados reais a serem invertidos posteriormente.

Nesse procedimento de inversão, o operador de modelagem direta G é a impedância
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mútua Z do modelo homogêneo (equação 2.27) na frequência ω e espaçamento n específicos.
Já a matriz sensibilidade Sk é a derivada de primeira ordem de Z com relação ao parâmetro
resistividade complexa ρ.

Para determinar Sk, aplicamos o conceito da diferenciabilidade de uma função complexa
de variável complexa (Remmert, 1991; Providência, 2009): Seja f(h) = u(x, y) + iv(x, y)

uma função complexa diferenciável de variável complexa h = x+ iy, a derivada da função f
no ponto h0(x0, y0) é dada por

f ′(h0) =
∂u

∂x
(x0, y0) + i

∂v

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0)− i∂u

∂y
(x0, y0), (3.39)

caso as derivadas parciais existam nesse ponto e satisfaçam às condições de Cauchy-Riemann,
nas quais:

∂u

∂x
(x0, y0) =

∂v

∂y
(x0, y0) e

∂u

∂y
(x0, y0) = −∂v

∂x
(x0, y0). (3.40)

Cumprindo esses pré-requisitos, a expressão da matriz sensibilidade pode ser dada por:

Sk =

[
∂ZRe
∂ρRe

+ i
∂ZIm
∂ρRe

]
, (3.41)

onde ZRe e ZIm são, respectivamente, as componentes real e imaginária da impedância mútua
complexa Z e ρRe é a componente real do parâmetro resistividade complexa ρ∗. As expressões
analíticas dessas derivadas parciais podem ser encontradas no apêndice B.

Tendo em posse a matriz das derivadas Sk, a solução do problema GN é facilmente encon-
trada, já que se trata de um problema cujos dados e parâmetros são unitários. Empregamos
como critério de parada da inversão uma função objetivo menor do que 10−30, atingido geral-
mente nas 5 primeiras iterações, evidenciando a rápida convergência do método. Além disso,
embora seja de escopo local, para o nosso problema o método GN mostrou-se praticamente
independente do modelo inicial, o qual foi padronizado, portanto, como o valor arbitrário
ρ = 300 + i100.

A seguir exemplificamos a inversão GN para dados sintéticos e reais. Os mesmos testes
foram feitos com o uso da expressão convencional da resistividade aparente (equação 3.38)
para comparar a adequação de ambas as estimativas de ρa.

Aplicação em dados sintéticos

Inicialmente, o algoritmo de inversão GN foi testado para o caso de um meio homogêneo
e polarizável. Nesse caso, o modelo verdadeiro (resistividade complexa) é conhecido, sendo
possível a avaliação do modelo estimado.
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Simulando um meio homogêneo e polarizável de resistividade ρ0 = 200 Ωm, parâmetros
de Barreto e Dias (2014) definidos na expressão 1.8 e espaçamento transmissor-receptor
n = 7, os resultados da inversão podem ser avaliados nas Figuras 3.2 e 3.3.
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Figura 3.2: Modelo de resistividade complexa estimado por meio da inversão GN e por meio
da fórmula convencional da resistividade aparente (equação 3.38) comparados com o modelo
verdadeiro para um meio homogêneo e polarizável de resistividade ρ0 = 200 Ωm, parâmetros
de Barreto e Dias (2014) definidos na expressão 1.8 e espaçamento transmissor-receptor
n = 7.
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Figura 3.3: Dados de impedância mútua calculados por meio da inversão GN e por meio
da fórmula convencional da resistividade aparente (equação 3.38) comparados com o dado
observado para um meio homogêneo e polarizável de resistividade ρ0 = 200 Ωm, parâmetros
de Barreto e Dias (2014) definidos na expressão 1.8 e espaçamento transmissor-receptor
n = 7.
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Analisando a Figura 3.2, é possível notar que o modelo estimado pelo método GN se ajus-
tou adequadamente ao modelo verdadeiro. Já a expressão convencional de ρa proporcionou
um erro relativo máximo de 42% em amplitude e 1176% em fase nas últimas frequências.

A inversão GN proporcionou um erro relativo desprezível entre os dados observados e
calculados para esse meio homogêneo e polarizável (Figura 3.3). Por sua vez, o emprego da
expressão convencional 3.38 para o cálculo de ρa gerou um erro relativo máximo de 66% em
amplitude e 155% em fase entre dados observados e calculados.

A aplicação mostrada na Figura 3.4 consiste na inversão de Z e estimativa de ρa de
um modelo de 3 camadas de resistividades ρ1 = ρ3 = 500 Ωm, ρ2 = 50 Ωm e espessuras
h1 = 60 m e h2 = 40 m, com a 2a camada polarizável com parâmetros de Dias definidos
na expressão 1.8 e espaçamento transmissor-receptor n = 7. O erro relativo decorrente da
inversão GN se manteve desprezível, enquanto o uso da expressão 3.38 de ρa convencional
proporcionou um erro relativo máximo nas últimas frequências de 33% em amplitude e 2138%

em fase.
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Figura 3.4: Dados de impedância mútua calculados por meio da inversão GN e por meio
da fórmula convencional da resistividade aparente (equação 3.38) comparados com o dado
observado para um meio de 3 camadas de resistividades ρ1 = ρ3 = 500 Ωm, ρ0,2 = 50 Ωm e
espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, com a 2a camada polarizável. Parâmetros de Barreto e
Dias (2014) definidos na expressão 1.8 e espaçamento transmissor-receptor n = 7.

Em síntese, a determinação de ρa para modelos sintéticos através da expressão conven-
cional 3.38 resultou em erros relativos percentuais consideráveis, principalmente na fase do
dado. Notamos ainda que esse erro é proporcional à frequência e ao espaçamento transmissor-
receptor utilizado. Para as simulações com o espaçamento n = 7, a convergência desse mé-
todo é satisfatória até aproximadamente 5 Hz, frequência a partir da qual a fase do dado
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sofre consideráveis desvios (Figuras 3.2b, 3.3b e 3.4b).

Por sua vez, a inversão GN proposta para a estimativa de ρa manteve um erro relativo
insignificante em todos os testes sintéticos para todas as frequências e espaçamentos empre-
gados. Sendo assim, a inversão GN é a opção mais adequada para a determinação de ρa pela
acurada convergência e por viabilizar a análise em todo o espectro de frequência do dado.

Aplicação em dados reais

Nas figuras seguintes exemplificamos resultados de inversões dos dados reais de diferentes
áreas do Distrito Cuprífero do Vale do Rio Curaçá. Cada figura exemplifica o caso de apenas
um nível de espaçamento arbitrariamente escolhido em uma estação das linhas 800 S, 600 S
e 2600 N das áreas de Vermelhos, Baixa Funda e Sussuarana, respectivamente.
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Figura 3.5: Dados de impedância mútua calculados por meio da inversão GN e por meio
da fórmula convencional da resistividade aparente (equação 3.38) comparados com o dado
observado para a estação 1250 W, linha 800 S, Vermelhos. Espaçamento transmissor-receptor
n = 6.
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Figura 3.6: Dados de impedância mútua calculados por meio da inversão GN e por meio
da fórmula convencional da resistividade aparente (equação 3.38) comparados com o dado
observado para a estação 550 W, linha 600 S, Baixa Funda. Espaçamento transmissor-
receptor n = 6.
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Figura 3.7: Dados de impedância mútua calculados por meio da inversão GN e por meio da
fórmula convencional da resistividade aparente (equação 3.38) comparados com o dado ob-
servado para a estação 900 E, linha 2600 N, Sussuarana. Espaçamento transmissor-receptor
n = 2.

Nesses exemplos, assim como nas demais inversões de dados reais, a inversão GN pro-
porcionou um erro relativo desprezível entre os dados observados e calculados. Embora mais
sutis do que nas aplicações sobre dados sintéticos, os erros relativos advindos do uso da
formulação convencional de ρa foram consideráveis, principalmente no dado da fase: Na es-
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tação 1250 W, linha 800 S de Vermelhos, sob espaçamento n = 6, o erro relativo foi 0, 1% em
amplitude e 4% em fase; na estação 550 W, linha 600 S de Baixa Funda, sob espaçamento
n = 6, o erro relativo foi 0, 8% em amplitude e 41% em fase; a estação 900 E, linha 2600 N
de Sussuarana, sob espaçamento n = 2, apresentou um erro relativo de 0, 3% em amplitude
e 237% em fase.

Sendo assim, esses resultados reiteram a conveniência no uso da inversão GN para a
estimativa da resistividade complexa aparente a partir de dados de impedância mútua.

3.4.2 Estimativa dos parâmetros da função expandida de Dias

Partindo da resistividade complexa aparente para um modelo de η-camadas estimada por
meio da inversão Gauss-Newton (seção 3.4.1), buscamos um outro procedimento para a
inversão de ρa e determinação de parâmetros que representam os efeitos de IP e AEM
presentes nesses dados.

Considerando que ρa engloba ambos os fenômenos de IP e AEM e a função de resis-
tividade complexa de Barreto e Dias (2014) atende apenas ao efeito de polarização, essa
função foi ampliada a fim de abranger o efeito indutivo. Assim, nessa seção, o dado a ser
invertido advêm da função da resistividade complexa de Barreto e Dias (2014) expandida
(equação 1.10).

O uso da inversão para a estimativa dos parâmetros de polarização é recorrente na
literatura. Métodos como Gauss-Newton (Routh et al., 1998), Levenberg-Marquardt (Son
et al., 2006), MMQ (Kemna, 2000) e VFSA (Yuval e Oldenburg, 1997) têm sido utilizados
na determinação dos parâmetros de Cole-Cole. Já os parâmetros da função de Dias foram
estimados por Ribeiro (2010) pelo método de Levenberg-Marquardt tendo como modelo
inicial os valores advindos de um algoritmo genético.

Nesse trabalho, a função de Barreto e Dias (2014) expandida será invertida por meio do
método VFSA (seção 3.2.1) com auxílio do MMQ. Em relação ao GN, além de ser menos
influenciado pelo modelo inicial, o método VFSA tem a vantagem de dispensar a formulação
de derivadas, já que a atualização do modelo se baseia em uma busca aleatória condicionada
à diminuição da função objetivo. Embora seja de escopo global, a convergência do VFSA
para o presente problema foi bastante satisfatória a ponto de dispensar a combinação com
algum método local, como GN.

Em seus testes sobre a função de Cole-Cole, Luo e Zhang (1998) constataram que os
parâmetros estimados por meio da inversão única do espectro de amplitude diferem grande-
mente daqueles derivados da inversão conjunta de amplitude e fase da resistividade complexa.
Já os resultados advindos da inversão única da fase são muito próximos àqueles da inversão
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conjunta de amplitude e fase, com exceção do parâmetro ρ0.

Esse papel decisivo da fase na resistividade complexa foi ratificado em nossos testes para
o modelo de Barreto e Dias (2014) expandido, como o exemplo da Tabela 3.1. Nesse caso, os
parâmetros da função, à exceção do parâmetro ρ0, foram melhor estimados pela inversão da
fase, com um erro relativo máximo de 0.2%, enquanto a amplitude rendeu um erro relativo
de até 69%. Sendo assim, nesse trabalho, todos os procedimentos de inversão da resistividade
complexa se referem à inversão única do espectro de fase.

Valores ρ0 (Ωm) mW τW (s) mD τD (ms) mA τA (ms)

Verdadeiros 500 0.1 0.1 0.9 0.1 0.3 1

Estimados pela inversão
da Amplitude

500.08 0.099 0.102 0.291 0.169 0.296 0.988

Estimados pela inversão
da Fase

5.523 0.100 0.100 0.899 0.100 0.300 0.999

Tabela 3.1: Comparação entre as inversões de amplitude e fase para um modelo sintético.

O parâmetro ρ0 não pode ser bem estimado pela inversão da fase pois, como é possível
deduzir pelas equações 1.11 e 1.12, ele não está incluso na fase. Desse modo, após estima-
dos os 6 parâmetros (mW , mD, mA, τW , τD e τA) pelo método VFSA, o parâmetro ρ0 foi
determinado pelo método MMQ (equação 3.11), no qual o operador de modelagem G é a
expressão entre chaves da equação 1.10 calculada com base nos 6 parâmetros previamente
estimados e o dado observado d é a resistividade complexa ρ∗ para N frequências.

Após diversos testes, os valores atribuídos às constantes da função de resfriamento 3.34
do VFSA foram T0 = 500, c = 2.5 e 1/NM = 0.4. Foram definidos ainda 2000 movimentos
a cada temperatura/iteração e 5000 iterações para que a temperatura reduza de T0 até um
valor suficientemente baixo. Tais valores foram padronizados e não sofreram modificações, já
que permitem uma eficiente convergência do método. Em função de ser um método aleatório,
cada procedimento de inversão foi repetido um determinado número de vezes (em geral, 10
vezes) e o resultado de menor função objetivo foi selecionado.

Devido ao amplo intervalo de busca dos parâmetros no VFSA, eles foram invertidos em
sua forma logarítmica. Os valores máximo e mínimo de cada parâmetro foram estabelecidos
com base em conhecimentos prévios a respeito deles. Os valores iniciais foram valores médios
dos respectivos intervalos de variação. A Tabela 3.2 reúne essas informações.



Inversão: Teoria e Aplicação 60

Inversão VFSA log(mW ) log(τW ) log(mD) log(τD) log(mA) log(τA)

Intervalos de busca −7 a 0 −3 a 3 −7 a 0 −6 a −3 −7 a 0 −6 a 3

Valores iniciais −2 0 −2 −4 −2 −2

Tabela 3.2: Intervalos de variação e valores iniciais dos parâmetros da função de Barreto e
Dias (2014) expandida usados na inversão VFSA. Tempos de relaxação em segundos.

A seguir o método de inversão da resistividade complexa é aplicado a dados sintéticos e
reais. Em ambos os casos, é adotado o intervalo binário de frequência 0.25 Hz a 512 Hz. Nos
gráficos, apenas o modelo inicial da fase é representado, já que a amplitude não é invertida.

Aplicação em dados sintéticos

A aplicação a seguir corresponde à inversão da resistividade de Barreto e Dias (2014) ex-
pandida para um modelo sintético de parâmetros ρ0 = 500 Ωm, mW = 0.1, τW = 0.1 s,
mD = 0.9, τD = 10−4 s, mA = 0.3, τA = 10−3 s.

O erro RMS correspondente ao dado calculado (Figura 3.8) foi de 0.001% tanto em
amplitude quanto em fase. Já o erro relativo dos parâmetros estimados teve um valor máximo
de 0.12% para τW (Figura 3.9). Da primeira até a última iteração, a função objetivo decaiu
de 4× 10−2 a 7× 10−12 (Figura 3.9a).
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Figura 3.8: Comparação entre dado observado e calculado da resistividade complexa para
um modelo sintético de parâmetros ρ0 = 500 Ωm, mW = 0.1, τW = 0.1 s, mD = 0.9,
τD = 10−4 s, mA = 0.3, τA = 10−3 s.

Analisando a Figura 3.9 é possível notar que os parâmetros variam em extensos intervalos
nas iterações iniciais (i.e. a altas temperaturas) e, à medida que a temperatura diminui, o
sistema tende a se estabilizar em torno de uma solução. Todos os parâmetros aparentam
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ter se estabilizado após a iteração 700, entretanto a persistente redução da função objetivo
após essa iteração indica que prossegue um refinamento dos parâmetros para valores mais
acurados, reiterando a adequada convergência do método.
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Figura 3.9: Evolução da função objetivo e da estimativa dos parâmetros de resistividade
complexa pelo VFSA e respectivos erros relativos percentuais. O parâmetro ρ0 foi estimado
por MMQ com um erro relativo insignificante. Modelo sintético de parâmetros ρ0 = 500 Ωm,
mW = 0.1, τW = 0.1 s, mD = 0.9, τD = 10−4 s, mA = 0.3, τA = 10−3 s.
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Aplicação em dados reais

As aplicações em dados reais foram exemplificadas nas Figuras a seguir para uma estação
das linhas 800 S, 600 S e 2600 N das áreas Vermelhos, Baixa Funda e Sussuarana, respecti-
vamente.

Na inversão de dados reais, o intervalo de frequência para determinação de ρ0 pelo
MMQ foi reduzido até 64 Hz no intuito de evitar heterogeneidades (picos) frequentemente
presentes nas últimas frequências dos dados de amplitude. Isso reflete em maiores erros para
os dados de amplitude, já que tais descontinuidades não são consideradas em nosso método
de inversão.
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Figura 3.10: Comparação entre dado observado e calculado da resistividade complexa apa-
rente e evolução da respectiva função objetivo para a estação 1250 W, linha 800 S, Vermelhos.
Espaçamento transmissor-receptor n = 1.



Inversão: Teoria e Aplicação 63

101

102

103

 0.25  0.5  1  2  4  8  16  32  64  128  256  512
-120

-100

-80

-60

-40

-20

 0

 20

A
m

pl
itu

de
 (
Ω

m
)

F
as

e 
(m

R
ad

)

Frequência (Hz)

Amplitude-calculado
Amplitude-observado

Fase-inicial

Fase-calculado
Fase-observado

(a) Amplitude e fase.

10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

100

100 101 102 103

F
un

çã
o 

ob
je

tiv
o

Iterações

Função objetivo

(b) Função objetivo.

Figura 3.11: Comparação entre dado observado e calculado da resistividade complexa apa-
rente e evolução da respectiva função objetivo para a estação 550 W, linha 600 S, Baixa
Funda. Espaçamento transmissor-receptor n = 3.
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Figura 3.12: Comparação entre dado observado e calculado da resistividade complexa apa-
rente e evolução da respectiva função objetivo para a estação 900 E, linha 2600 N, Sussuarana.
Espaçamento transmissor-receptor n = 5.

Na estação 1250 W, linha 800 S de Vermelhos (Figura 3.10), sob espaçamento n = 1, o
erro RMS foi 1.9% em amplitude e 0.9% em fase. Já a estação 550 W, linha 600 S de Baixa
Funda (Figura 3.11), sob espaçamento n = 3, o erro RMS foi 4.4% em amplitude e 4.7% em
fase. A estação 900 E, linha 2600 N de Sussuarana (Figura 3.12), sob espaçamento n = 5,
apresentou um erro RMS de 28.4% em amplitude e 6.8% em fase.

Nos 3 casos apresentados, a função objetivo decresce conforme seguem as iterações até
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estabilizar próximo da iteração 5000. Nas iterações iniciais são visualizados picos positivos
da função objetivo gerados porque o método permite o aceite de modelos ruins para escapar
de mínimos locais em temperaturas mais altas.

Em síntese, testes em dados sintéticos e reais demonstraram que os métodos VFSA
e MMQ se mostraram eficientes no propósito da determinação dos parâmetros da função
expandida de Barreto e Dias (2014).



4
Análise espectral do acoplamento
eletromagnético e polarização induzida

Nesse capítulo, serão apresentados e discutidos os resultados advindos da modelagem direta
da impedância mútua Z e da resistividade aparente invertida ρa para dipolos elétricos no
domínio da frequência abordando modelos de terra homogênea e de η-camadas baseados na
formulação de Mocitaiba et al. (2017). Com a adição do efeito de polarização em meios da
subsuperfície, será discutida a possibilidade de diferenciação entre ambos os fenômenos do
AEM e IP em tais medidas.

Os dados de impedância elétrica mútua estão normalizados pelo fator ρj/2πL, onde ρj
(j = 0 para meio homogêneo e j = 1 para meio de η-camadas) é a resistividade elétrica
da subsuperfície sob corrente contínua e L é o comprimento dos dipolos. Por sua vez, os
dados em diagrama de Argand estão normalizados com relação à componente real de Z na
menor frequência. Embora tenham sido empregados grandes intervalos de frequência para
obter uma visão mais ampla do efeito indutivo, abrangeu-se também as baixas frequências
associadas ao fenômeno de IP.

Nos casos em que o meio é polarizável, é empregado o modelo de resistividade complexa
de Barreto e Dias (2014) com os parâmetros descritos na expressão 1.8, ou seja

mW = 0, 298; τW = 7, 21ms; mD = 0, 488; τD = 0, 388µs.

65
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4.1 Modelo homogêneo

Sendo o modelo homogêneo o mais simples cenário geológico para a modelagem da impedân-
cia mútua do AEM de dipolos elétricos, alguns estudos anteriores abrangeram tal aplicação
(Millett, 1967; Dey e Morrison, 1973; Wynn, 1979; Brown, 1985; Wait e Gruszka, 1986).
Assim, foi possível averiguar a validade da modelagem aqui empregada (Mocitaiba et al.,
2017) através da repetição dos diversos testes de modelagem presentes em tais trabalhos,
onde verificou-se a concordância entre os resultados.

Entre tais estudos, ressalta-se o trabalho de Millett (1967), considerado uma referência
no estudo do AEM em dipolos elétricos no domínio da frequência para um semi-espaço
homogêneo (seção 2.2). O algoritmo da modelagem de Millett (1967) foi então implementado
de modo a permitir uma mais rigorosa validação da modelagem empregada. A Figura 4.1
exemplifica uma comparação entre os resultados para um meio homogêneo não-polarizável de
resistividade elétrica ρ = 200 Ωm, comprimento dos dipolos de L = 50 m, para n separações
entre dipolos transmissor e receptor; empregando-se k = 30 em Millett (1967).
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Figura 4.1: Impedância mútua normalizada Z/Z0 para um modelo de terra homogênea não-
polarizável de resistividade elétrica ρ = 200 Ωm, comprimento dos dipolos de L = 50 m,
comparada à modelagem em Millett (1967) sob as mesmas condições.
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É possível notar o ajuste entre as curvas de ambas as formulações, sendo que o erro
relativo máximo foi de 0.25% em amplitude e 1.3% em fase até a frequência de 103 Hz.
Para os últimos valores de frequência, começa a haver uma discrepância entre os resultados
causada pela limitação na convergência das séries infinitas de Millett (1967) quando lidamos
com altos valores de frequência.

Embora pareça invariante para f ≤ 1 Hz, a fase do dado indutivo sofre pequenos des-
locamentos desde as menores frequências (Figura 4.1b). Essa magnitude do sinal deve ser
considerada, visto que, segundo Zonge et al. (2005), variações de fase na ordem de 5 mRad
já podem ser significantes em levantamentos de IP. Em baixas frequências, alguns autores
consideram esse comportamento espectral da fase como quase linear (Hallof, 1974). De qual-
quer forma, os dados de IP têm sempre um certo grau de "contaminação" pelo AEM, mesmo
com o emprego de baixas frequências (0.125 Hz, por Hatch, 2013) a fim de evitá-lo.

Assim como em Dey e Morrison (1973) e Brown (1985), observa-se que com o aumento
da frequência, a fase de Z/Z0 decai de zero até um mínimo negativo e então retorna até um
máximo positivo passando por zero. No caso da Figura 4.1, o máximo deslocamento da fase
está posicionado entre as frequências de 103 Hz a 104 Hz. Para um semi-espaço homogêneo,
em quase todo o espectro de frequências de 10−1 Hz a 104 Hz, a fase apresenta sinal negativo
e o acoplamento indutivo é dito ser positivo ou normal (Brown, 1985).

A amplitude da impedância mútua se revela menos sensível espectralmente, assumindo
sutis variações apenas em maiores frequências (Figura 4.1a), o que justifica a preferência
pela fase na observação espectral dos fenômenos do AEM e IP, inclusive no procedimento de
desacoplamento de dados de IP (Hallof, 1974). Ainda assim, há um deslocamento negativo
da amplitude de Z/Z0 para as maiores frequências.

-500

-400

-300

-200

-100

 0

 100

10-1 100 101 102 103

n = 4
L = 50 m

F
as

e 
(m

R
ad

)

Frequência (Hz)

ρ = 450 Ωm
ρ = 300 Ωm

ρ = 150 Ωm
ρ = 50 Ωm

(a) Variação paramétrica da resistividade elétrica
ρ.

-500

-400

-300

-200

-100

 0

 100

10-1 100 101 102 103

n = 4
ρ = 150 Ωm

F
as

e 
(m

R
ad

)

Frequência (Hz)

L = 50 m
L = 100 m

L = 200 m
L = 300 m

(b) Variação paramétrica do comprimento dos di-
polos L.

Figura 4.2: Comportamento espectral da fase de Z/Z0 para um modelo de terra homogênea
não-polarizável com variação paramétrica da resistividade elétrica e do comprimento dos
dipolos e fixados os parâmetros restantes.
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Na Figura 4.1, quanto maior o espaçamento n entre os dipolos, maior é a variação da
medida em amplitude e menor o valor da frequência na qual ocorre o mínimo da fase (Dey
e Morrison, 1973; Brown, 1985). Dessa forma, é possível afirmar que são esperados consi-
deráveis efeitos indutivos quando se emprega grandes espaçamentos no intuito de alcançar
grandes profundidades de investigação. A Figura 4.2 demonstra o aumento do efeito indutivo
com a condutividade elétrica da subsuperfície (1/ρ) e com o comprimento dos dipolos L.

4.1.1 Presença do efeito de polarização

Para exemplificar o efeito da presença de polarização sobre a impedância mútua de um mo-
delo homogêneo, a Figura 4.3 compara a resposta de um meio não-polarizável de resistividade
elétrica ρ0 = 200 Ωm com a resposta após a adição do efeito de polarização.
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Figura 4.3: Efeito da polarização sobre a impedância mútua normalizada Z/Z0 para um
modelo de terra homogênea de resistividade elétrica ρ0 = 200 Ωm, L = 50 m, para n = 1 e
n = 7.

A adição do efeito de polarização provoca um deslocamento negativo na fase de Z/Z0

desde as menores frequências e reflete em todo o comportamento espectral da curva, eviden-
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ciando a dificuldade em separar os efeitos devido a suas similaridades comportamentais. Esse
contraste devido ao efeito de IP é menos evidente em amplitude e se manifesta no diagrama
de Argand por meio de um deslocamento das curvas nas frequências iniciais para ambos os
níveis n = 1 e n = 7. Para n = 1, esse deslocamento diferencial promovido pela polarização
induzida é mais evidente e segue até aproximadamente 500 Hz.

Em síntese, a presença do efeito de polarização em um meio homogêneo é bem retra-
tada principalmente na fase do dado de impedância mútua, ao mesmo tempo em que pode
ocasionar um considerável desvio nas curvas do Diagrama de Argand.

4.2 Modelo de 2 camadas

Alguns estudos abordaram a resposta indutiva para um modelo de terra em camadas (Dey
e Morrison, 1973; Hohmann, 1973; Wynn e Zonge, 1977; Spies e Frischknecht, 1991). Assim
como no modelo homogêneo, a confiabilidade da modelagem de η-camadas aqui empregada
foi confirmada por meio da comparação dos resultados ao repetir os diversos testes presentes
nesses trabalhos sob as mesmas configurações dos parâmetros.

Pontua-se que a análise do acoplamento indutivo para um semi-espaço de η-camadas
assume uma maior complexidade devido à presença do efeito de heterogeneidade decorrente
do contraste de resistividade elétrica entre as camadas (Dias, 2017).

A Figura 4.4 exemplifica respostas de um semi-espaço de 2 camadas não-polarizáveis
para uma 1a camada condutiva sobreposta a um embasamento mais resistivo (Figura 4.4a)
e o inverso (Figura 4.4b). O modelo no qual ρ2 > ρ1 pode ser considerado uma adequada
representação da geometria encontrada na busca por depósitos de cobre porfirítico por meio
do método de IP (Hohmann, 1973; Hallof, 1974).

Como esperado, em ambos os exemplos, a intensidade do efeito indutivo aumenta com a
frequência e com o espaçamento n. Segundo Brown (1985), em levantamentos dipolo-dipolo
de Z/Z0 em que ρ2 = ρ1 (semi-espaço homogêneo) ou ρ2 > ρ1 (Figuras 4.4a e 4.4c), o
acoplamento indutivo é normal ou positivo, sendo que a fase φ < 0 e Im(Z/Z0) < 0. Por sua
vez, quando ρ2 < ρ1 (Figuras 4.4b e 4.4d), φ > 0 e Im(Z/Z0) > 0 em um grande intervalo
de frequências, e o AEM é negativo.
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Figura 4.4: Impedância mútua normalizada Z/Z0 para um modelo de 2 camadas não-
polarizáveis mantendo fixos a espessura da 1a camada h = 15 m e o comprimento dos
dipolos de L = 50 m; n = 1, 4 e 7, ρ1 e ρ2 variáveis.

As Figuras 4.5 e 4.6 exemplificam a relação do AEM com o efeito de heterogeneidadeentre
as camadas em modelos de 2 camadas por meio do efeito da variação do termo h/L sobre
a impedância mútua quando ρ2 > ρ1 e ρ2 < ρ1, respectivamente. Em ambos os casos, para
o extremo h/L = 10−3, a espessura h da 1a camada é excessivamente pequena a ponto de
tornar desprezível o efeito de heterogeneidade, de forma que a resposta é equivalente à de um
semi-espaço homogêneo de resistividade ρ = ρ2. Por sua vez, para h/L = 4, a espessura da
1a camada se torna grande o suficiente para que a profundidade de investigação não atinja a
2a camada e a resposta equivale à de um semi-espaço homogêneo de resistividade ρ = ρ1. O
que diferencia os dois casos apresentados é o comportamento espectral em amplitude e fase
para os valores de h/L intermediários.
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Figura 4.5: Impedância mútua normalizada Z/Z0 para um modelo de 2 camadas não-
polarizáveis mantendo fixos as resistividades ρ1 = 200 Ωm e ρ2 = 600 Ωm e o comprimento
dos dipolos de L = 50 m; n = 4 e espessura da 1a camada h variável.
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Figura 4.6: Impedância mútua normalizada Z/Z0 para um modelo de 2 camadas não-
polarizáveis mantendo fixos as resistividades ρ1 = 200 Ωm e ρ2 = 20 Ωm e o comprimento
dos dipolos de L = 50 m; n = 4 e espessura da 1a camada h variável.

No caso em que ρ2 > ρ1 (Figura 4.5), amplitude e fase mantêm um padrão espectral
em suas curvas e a fase permanece majoritariamente negativa para todos os valores de h/L.
Nesse contexto, a heterogeneidade do contraste de resistividade entre as camadas provoca
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um aumento do efeito indutivo em função da frequência, sendo que o maior deslocamento
em fase e amplitude ocorre para h/L = 0.6 (ou h = 30 m), quando φ ≈ −930 mRad.

Por sua vez, quando ρ2 < ρ1 (Figura 4.6), o comportamento das curvas é mais variável
com o valor de h/L. Para 10−1 ≤ h/L ≤ 1.5, o aumento gradual do efeito da 1a camada
resistiva proporciona um aumento do efeito indutivo em amplitude e fase, no qual a fase
inicialmente decai e então aumenta, passando por picos de valores positivos (máximo de
φ ≈ 685 mRad para h/L = 0.3 a 0.6), enquanto a amplitude aumenta de uma forma
singular com a frequência. Para h/L ≥ 2, prevalece o efeito da 1a camada e a resposta
espectral tende à de um semi-espaço homogêneo, como anteriormente dito.
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Figura 4.7: Impedância mútua normalizada Z/Z0 para um modelo de 2 camadas não-
polarizáveis mantendo fixos a espessura da 1a camada h = 30 m e o comprimento dos
dipolos de L = 50 m; n = 4, ρ1 = 200 Ωm e ρ2 variável.

Na Figura 4.7, é ilustrado o efeito da variação de ρ2/ρ1, fixados h/L = 0.6, n = 4

e ρ1 = 200 Ωm. Obviamente, para ρ2/ρ1 = 1, temos a conjuntura de um semi-espaço
homogêneo de resistividade ρ = 200 Ωm. Caso ρ2/ρ1 > 1, há um aumento do efeito indutivo
em comparação ao semi-espaço homogêneo, o qual se dá pelo efeito da heterogeneidade do
contraste entre ρ1 e ρ2. Para ρ2/ρ1 < 1, esse aumento é ainda mais significativo e se inicia
em menores frequências.

Tendo compreendido o comportamento espectral geral do AEM e do intrínseco efeito de
heterogeneidade para um modelo de 2 camadas, podemos seguir para o próximo passo que
consiste na adição do efeito de polarização em cada uma das camadas e análise em torno da
possibilidade de diferenciação entre o AEM e o efeito de IP. Para facilitar a compreensão e



Análise espectral do acoplamento eletromagnético e polarização induzida 73

comparação entre dados, fixamos os parâmetros L = 50 m e n = 4, buscando variar apenas
as resistividade elétricas ρ1 e ρ2 das camadas e a espessura h da 1a camada. Nas aplicações
sobre um modelo em η-camadas, a resistividade sob frequência zero das eventuais camadas
polarizáveis é representada na forma ρ0,j, onde j é o índice de posição da camada.

Nas Figuras de 4.8 a 4.11, as curvas em linha contínua refletem a impedância devido ao
simples efeito do AEM e heterogeneidade entre as camadas, enquanto as linhas tracejadas
representam a mesma impedância mútua acrescida do efeito de polarização na 1a ou 2a

camada. Nos gráficos de fase, plota-se ainda uma aproximação na faixa de frequências
de 10−2 a 10 Hz, detalhando assim o comportamento das curvas nas baixas frequências
empregadas no método de IP.

4.2.1 1a camada polarizável sobre semi-espaço não polarizável

As Figuras 4.8 e 4.9 mostram curvas espectrais de amplitude e fase que ilustram as condições
de distinção entre os efeitos de IP e AEM para o caso de uma camada polarizável sobre um
semi-espaço não-polarizável. Na Figura 4.8, temos a 1a camada condutiva sobre um semi-
espaço resistivo; o inverso ocorre na Figura 4.9.
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Figura 4.8: Variação em Z/Z0 devido ao efeito da presença de polarização na 1a camada
para um modelo de 2 camadas, enquanto varia a espessura h da 1a camada. São parâmetros
fixos o comprimento dos dipolos L = 50 m, n = 4, ρ0,1 = 50 Ωm e ρ2 = 500 Ωm.

Nos casos apresentados, para valores muitos pequenos da espessura h, o efeito de po-
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larização da 1a camada é pouco distinguível do efeito do acoplamento e heterogeneidade.
Nesses casos, a 2a camada não-polarizável exerce maior influência sobre a impedância mútua
resultante. Com o aumento da espessura h, o efeito de IP passa a se expressar através de
deslocamentos em amplitude e fase. Para maiores valores de espessura, a fase sofre desloca-
mentos negativos desde as primeiras frequências.
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Figura 4.9: Variação em Z/Z0 devido ao efeito da presença de polarização na 1a camada
para um modelo de 2 camadas, enquanto varia a espessura h da 1a camada. São parâmetros
fixos o comprimento dos dipolos L = 50 m, n = 4, ρ0,1 = 500 Ωm e ρ2 = 50 Ωm.

É possível observar que quando ρ2 > ρ0,1 (Figura 4.8) a espessura de h = 1 m já atesta
a separação do efeito de IP, fato que só ocorre para ρ2 < ρ0,1 (Figura 4.9) em maiores
valores de h (em torno de h = 25 m). Tal circunstância ocorre pois, quanto menor a razão
ρ2/ρ0,1, maior deve ser a espessura da 1a camada para que o efeito de IP dessa camada seja
discriminável (Dias, 2017).

4.2.2 1a camada não polarizável sobre semi-espaço polarizável

As Figuras a seguir evidenciam o efeito e diferenciação da polarização quando apenas a
2a camada do modelo é polarizável. Na Figura 4.10, uma 1a camada condutiva cobre o
semi-espaço resistivo e o inverso ocorre na Figura 4.11.
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Figura 4.10: Variação em Z/Z0 devido ao efeito da presença de polarização na 2a camada
para um modelo de 2 camadas, enquanto varia a espessura h da 1a camada. São parâmetros
fixos o comprimento dos dipolos L = 50 m, n = 4, ρ1 = 50 Ωm e ρ0,2 = 500 Ωm.
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Figura 4.11: Variação em Z/Z0 devido ao efeito da presença de polarização na 2a camada
para um modelo de 2 camadas, enquanto varia a espessura h da 1a camada. São parâmetros
fixos o comprimento dos dipolos L = 50 m, n = 4, ρ1 = 500 Ωm e ρ0,2 = 50 Ωm.
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Em ambos os exemplos, existe um limite de espessura h máximo (para dados L e n)
a partir do qual o efeito de polarização da 2a camada é pouco distinguível do AEM. Essa
espessura limite é menor para ρ0,2 > ρ1 (Figura 4.10) do que para ρ0,2 < ρ1 (Figura 4.11).
Dessa forma, quanto mais condutiva a 1a camada, menor é a sua espessura limite para que
o efeito de IP da 2a camada seja perceptível, pois uma cobertura mais condutiva exerce uma
blindagem mais efetiva à penetração dos campos eletromagnéticos.

As Figuras 4.12 e 4.13 sintetizam a discussão acerca do efeito de IP em modelos de
2 camadas através de diagramas de Argand para um intervalo de frequência de 10−2 a
103 Hz. Nesse caso, os dados não foram normalizados para uma melhor comparação entre
os resultados para diferentes espessuras.
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Figura 4.12: Diagrama de Argand de Z/Z0 não-normalizado para um modelo de 2 camadas
ilustrando o efeito de polarização em cada uma das camadas de resistividades ρ0,1 = 500 Ωm
e ρ0,2 = 50 Ωm entre 10−2 Hz e 103 Hz. São parâmetros fixos L = 50 m e n = 4; h = 5 m ou
h = 25 m.

A Figura 4.12 ilustra o caso de uma cobertura resistiva sobre um semi-espaço condutor.
Para ambas as espessuras h = 5 m e h = 25 m, o efeito de IP atribuído à 2a camada é nitida-
mente distinguível por meio do deslocamento das curvas com o aumento da frequência. Por
sua vez, atribuindo a polarização à 1a camada de espessura h = 5 m, praticamente nenhuma
alteração é observada. Caso essa cobertura polarizável seja mais espessa (h = 25 m), o efeito
de IP é sutilmente notável em maiores frequências. Nesse contexto, o semi-espaço condutor
mascara fortemente uma eventual polarizabilidade da 1a camada mais resistiva, tornando-a
quase imperceptível mesmo sob uma maior espessura h.
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Figura 4.13: Diagrama de Argand de Z/Z0 não-normalizado para um modelo de 2 camadas
ilustrando o efeito de polarização em cada uma das camadas de resistividades ρ0,1 = 50 Ωm
e ρ0,2 = 500 Ωm entre 10−2 Hz e 103 Hz. São parâmetros fixos L = 50 m e n = 4; h = 5 m
ou h = 25 m.

No exemplo da Figura 4.13, uma cobertura condutiva sobrepõe um semi-espaço resistivo.
Neste caso, a polarização é claramente diferenciável do efeito indutivo em todas as situações
apresentadas, porém em intensidades distintas. Ao contrário do que ocorre na Figura 4.12,
para uma espessura mais fina da 1a camada (h = 5 m) já é possível distinguir o efeito de
IP dessa cobertura condutiva, embora seja ainda mais distinguível a polarizabilidade da 2a

camada. Caso essa cobertura seja mais espessa (h = 25 m), ocorre uma inversão nessa
expressão do efeito de IP: a polarizabilidade na 1a camada passa a ser mais distinguível do
que a polarizabilidade na 2a camada.

Dessa forma, no caso de um modelo de 2 camadas, o efeito de IP de uma 1a camada
mais condutiva (do que o semi-espaço) é detectável a espessuras bem menores do que se essa
camada for mais resistiva (do que o semi-espaço). Por sua vez, uma maior condutividade
do semi-espaço (Figura 4.12) imprimiu uma resposta bastante nítida de sua polarizabilidade
sobre o efeito indutivo.
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4.3 Modelo de 3 camadas

A análise do efeito de IP sobre o AEM para modelos de 3 camadas foi aplicada empregando
as distribuições de resistividade do tipo H (ρ1 > ρ2 < ρ3), do tipo K (ρ1 < ρ2 > ρ3), do tipo
A (ρ1 < ρ2 < ρ3) e do tipo Q (ρ1 > ρ2 > ρ3) (Telford et al., 1990, p. 545).

Além da usual interpretação em termos da impedância elétrica mútua, nessa seção ana-
lisaremos a resistividade complexa aparente ρa, determinada através da inversão da impe-
dância mútua no procedimento descrito na seção 3.4.1. Nos casos em que não há qualquer
efeito de polarização induzida, a medida espectral de ρa é reflexo do AEM e heterogeneidade
decorrente do contraste de resistividade em um modelo de 3 camadas.

4.3.1 Modelos Tipo H

Por meio do modelo tipo H é representado o efeito devido a uma camada intermediária
condutiva sotoposta e sobreposta por camadas resistivas. O modelo específico empregado
está representado na Figura 4.14.

Figura 4.14: Modelo de resistividade tipo H empregado.

A Figura 4.15 mostra o comportamento típico da impedância mútua nesse modelo tipo
H não-polarizável com a variação da espessura h2 da 2a camada, estando fixos os outros
parâmetros. Para h2 = 1 m, a 2a camada é muito pouco expressiva, de forma que o resultado
equivale ao de um modelo homogêneo de resistividade ρ = ρ1 = ρ3. Conforme h2 aumenta,
as curvas sofrem transformações devido ao efeito da 2a camada condutiva.

A resistividade aparente ρa é retratada na Figura 4.16 para o mesmo modelo tipo H
não-polarizável, espaçamento n = 1, 2, ..., 10 e sendo ausente qualquer efeito de polarização
nas camadas. Nota-se que qualquer variação espectral relevante de ρa, tanto em amplitude
quanto em fase, se dá predominantemente em maiores frequências e espaçamentos. Sendo
assim, para tal contraste de resistividade, somente a partir de aproximadamente 5 Hz o efeito
da heterogeneidade passa a criar um falso efeito de IP significativo na medida de fase, o qual
é caracterizado por um deslocamento positivo até atingir um pico em maiores frequências.
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Figura 4.15: Impedância mútua normalizada para um modelo tipo H não-polarizável sob
variação da espessura h2 da 2a camada. São parâmetros fixos a espessura da 1a camada
h1 = 60 m, o comprimento dos dipolos L = 50 m, n = 10, ρ1 = ρ3 = 500 Ωm e ρ2 = 50 Ωm.

Nos gráficos da amplitude de ρa é interessante observar que, para as frequências iniciais
(quando Im(ρa) ≈ 0 e, portanto, |(ρa)| ≈ Re(ρa)), a variação do dado com os níveis de afas-
tamento n reflete as mudanças da resistividade elétrica com a profundidade de investigação
atingida. Na Figura 4.16a, enquanto n = 1 reproduz predominantemente o valor de ρ1, os
níveis subsequentes até n = 5 indicam uma diminuição em direção a ρ2 e de n = 6 a n = 10

ocorre um aumento de ρa, tendendo ao valor de ρ3.
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Figura 4.16: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo em um modelo de 3
camadas do tipo H não polarizável para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros fixos as espessuras
h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = ρ3 = 500 Ωm e ρ2 = 50 Ωm.



Análise espectral do acoplamento eletromagnético e polarização induzida 80

Presença do efeito de polarização

A presença do efeito de IP sobre cada uma das camadas do modelo tipo H abordado (estando
fixos h2 = 40 m, n = 2 e n = 10) causa as variações sobre a impedância mútua reproduzidas
na Figura 4.17. Devido ao baixo alcance em profundidade de investigação, a resposta de
n = 2 é capaz de detectar apenas a polarização atribuída às camadas 1 e 2, esta última sob
considerável limitação. Por sua vez, o nível n = 10 distingue mais facilmente as alterações
decorrentes do efeito de IP nas 3 camadas, embora com significativa complexidade associada
aos comportamentos espectrais.
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Figura 4.17: Variação em Z/Z0 devido ao efeito de IP em cada uma das 3 camadas de um
modelo tipo H para n = 2 e n = 10. São parâmetros fixos as espessuras h1 = 60 m e
h2 = 40 m, o comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ0,1 = ρ0,3 = 500 Ωm e ρ0,2 = 50 Ωm.

As Figuras 4.18 a 4.20 mostram as alterações sobre o modelo não-polarizável devido à
adição do efeito de polarização em cada uma das 3 camadas. Um aspecto importante que
pode ser observado aqui e em todos os outros modelos de resistividade de 3 camadas é a
capacidade do efeito da heterogeneidade em mascarar o efeito de IP para maiores frequências
(f ≥ 5 Hz).

Sendo apenas a 1a camada polarizável, espera-se que os menores afastamentos n exibam
as maiores alterações em amplitude e fase por estarem sob maior influência desta camada,
contexto que é observado na Figura 4.18. Embora todos os níveis sofram um deslocamento
negativo na fase desde as frequências mais baixas devido ao efeito de IP, tal alteração é mais
acentuada para n < 5. Em amplitude, ocorre um gradual decaimento para n < 5 apenas em
maiores frequências.

Caso apenas a 2a camada seja polarizável (Figura 4.19), os deslocamentos negativos
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das curvas devido à polarização se transferem para maiores afastamentos n em função da
profundidade de investigação alcançada, ressaltando a inalteração das curvas de n = 1. Tal
cenário permite concluir que os últimos níveis de afastamentos já experimentam a influência
da 2a camada.
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Figura 4.18: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 1a camada em um modelo do tipo H para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros fixos
as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ0,1 = ρ3 = 500 Ωm
e ρ2 = 50 Ωm.
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Figura 4.19: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 2a camada em um modelo do tipo H para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros fixos
as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = ρ3 = 500 Ωm
e ρ0,2 = 50 Ωm.
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Quando apenas a 3a camada é polarizável (Figura 4.20), são observados deslocamentos
negativos bem mais sutis em amplitude e fase, os quais atuam apenas em n ≥ 4. Para n ≤ 3

é praticamente ausente qualquer alteração decorrente do efeito de IP.
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Figura 4.20: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 3a camada em um modelo do tipo H para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros fixos
as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = ρ0,3 = 500 Ωm
e ρ2 = 50 Ωm.

4.3.2 Modelos Tipo K

Modelos do tipo K representam o efeito devido a uma camada intermediária resistiva soto-
posta e sobreposta por camadas condutivas. O modelo tipo K empregado nessa seção está
representado na Figura 4.21.

Figura 4.21: Modelo de resistividade tipo K empregado.

A Figura 4.22 mostra o comportamento da impedância mútua desse modelo com a
variação da espessura h2 da 2a camada, estando fixos os outros parâmetros. Novamente, para
h2 = 1 m, a 2a camada é pouco expressiva e o resultado tende ao de um modelo homogêneo
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de resistividade ρ = ρ1 = ρ3. Conforme h2 aumenta, as curvas sofrem transformações devido
ao efeito da 2a camada resistiva.
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Figura 4.22: Impedância mútua normalizada para um modelo tipo K não-polarizável sob
variação da espessura h2 da 2a camada. São parâmetros fixos a espessura da 1a camada
h1 = 60 m, o comprimento dos dipolos L = 50 m, n = 10, ρ1 = ρ3 = 50 Ωm e ρ2 = 500 Ωm.
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Figura 4.23: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo em um modelo de 3
camadas do tipo K não-polarizável para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros fixos as espessuras
h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = ρ3 = 50 Ωm e ρ2 = 500 Ωm.

A resistividade aparente espectral é mostrada na Figura 4.23. Em comparação ao mo-
delo H (Figura 4.16a), a amplitude de ρa se revela mais limitada na expressão das variações
de resistividade em profundidade, possivelmente devido à blindagem eletromagnética ad-
vinda da alta condutividade da 1a camada. Ainda assim, é possível constatar a transição
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da resistividade ρ1 para ρ2 com o aumento do espaçamento n (Figura 4.23a). Para n > 5

e f > 200 Hz, o efeito da heterogeneidade entre as camadas provoca variações positivas na
amplitude.

A fase de ρa para o modelo K transparece um maior nível de complexidade e se manifesta
aproximadamente para f > 5 Hz. Os níveis de 1 a 7, os quais enquadrariam a transição da
1a camada condutiva para a 2a camada resistiva, exibem predominantemente deslocamentos
negativos de fase. Para n > 7, o contraste entre ρ2 e ρ3 estaria proporcionando uma inversão
de sinal da fase até um pico positivo, a partir do qual a fase volta a decair.

Presença do efeito de polarização

A Figura 4.24 ilustra as variações sobre a impedância mútua para o modelo do tipo K
quando é adicionado o efeito de polarização em cada uma das camadas. Assim como ocorreu
no modelo H, enquanto o nível n = 2 permite distinguir o efeito de polarização apenas na
1a camada, o nível n = 10 exibe alterações principalmente na medida de fase quando a
polarização está presente em cada uma das 3 camadas.
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Figura 4.24: Variação em Z/Z0 devido ao efeito de IP em cada uma das 3 camadas de um
modelo tipo K para n = 2 e n = 10. São parâmetros fixos as espessuras h1 = 60 m e
h2 = 40 m, o comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ0,1 = ρ0,3 = 50 Ωm e ρ0,2 = 500 Ωm.

Nas Figuras 4.25 a 4.27, essa mesma análise do efeito de polarização é realizada sobre o
dado de ρa do modelo não-polarizável da Figura 4.23.

Nesse contexto, o mais expressivo efeito de IP é observado quando apenas a 1a camada é
polarizável (Figura 4.25) e segue o padrão do decaimento espectral em amplitude e fase para
todos os afastamentos n, embora seja mais acentuado para os níveis iniciais. Ainda que mais
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sutil, o efeito de polarização na 2a camada (Figura 4.26) é perceptível para n > 2, sendo
que o deslocamento da fase não ultrapassa 30 mRad antes de ser mascarado pelo efeito da
heterogeneidade a partir de 5 Hz.
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Figura 4.25: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 1a camada em um modelo do tipo K para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros fixos
as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ0,1 = ρ3 = 50 Ωm
e ρ2 = 500 Ωm.
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Figura 4.26: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 2a camada em um modelo do tipo K para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros fixos
as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = ρ3 = 50 Ωm
e ρ0,2 = 500 Ωm.

Alterações devido à polarização na 3a camada (Figura 4.27) são quase imperceptíveis,
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podendo ser facilmente confundidas com o efeito do puro contraste de resistividades, de
forma que o deslocamento de fase atribuído ao IP atinge um valor máximo de 13 mRad para
n = 10 em f ≈ 6 Hz.
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Figura 4.27: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 3a camada em um modelo do tipo K para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros fixos
as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = ρ0,3 = 50 Ωm
e ρ2 = 500 Ωm.

4.3.3 Modelos Tipo A

A Figura 4.28 ilustra os parâmetros do modelo tipo A empregado nessa seção, o qual apre-
senta valores de resistividade crescentes com a profundidade da camada.

Figura 4.28: Modelo de resistividade tipo A empregado.

A resposta em termos da impedância mútua sob variação da espessura h2 da 2a camada
é mostrada na Figura 4.29. Em comparação às repostas dos modelos tipo H (Figura 4.15) e
tipo K (Figura 4.22), a variação da espessura h2 provoca poucas alterações nos resultados,
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sendo as curvas de amplitude e fase pouco espaçadas entre si. Nesse caso, o comportamento
da impedância mútua muito se assemelha a um modelo de 2 camadas no qual ρ1 < ρ2.
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Figura 4.29: Impedância mútua normalizada para um modelo tipo A não-polarizável sob
variação da espessura h2 da 2a camada. São parâmetros fixos a espessura da 1a camada
h1 = 60 m, o comprimento dos dipolos L = 50 m, n = 10, ρ1 = 50 Ωm, ρ2 = 200 Ωm e
ρ3 = 500 Ωm.
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Figura 4.30: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo em um modelo de 3
camadas do tipo A não-polarizável para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros fixos as espessuras
h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = 50 Ωm, ρ2 = 200 Ωm e
ρ3 = 500 Ωm.

A Figura 4.30 apresenta a resistividade aparente para esse modelo tipo A não-polarizável.
Como esperado, a amplitude de ρa expõe implicitamente as transições entre as resistivida-
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des ρ1, ρ2 e ρ3 em profundidade e varia espectralmente apenas para n > 5 sob maiores
frequências. Por sua vez, a fase característica do modelo tipo A apresenta deslocamentos
predominantemente negativos e somente a partir da frequência de 1 Hz.

Presença do efeito de polarização

O efeito de polarização sobre as camadas do modelo tipo A da Figura 4.29 é ilustrado na
Figura 4.31 em função da impedância mútua, estando fixos h2 = 40 m, n = 2 e n = 10. Para
ambos os níveis de afastamento n, a mais nítida diferenciação entre as curvas ocorre para o
caso da 1a camada polarizável. Entretanto, observando a fase para f ≤ 10 Hz, pontua-se que
a resposta de n = 10 ainda é capaz de discernir com considerável dificuldade a polarização
sobre as camadas 2 e 3, e n = 2 diferencia a polarização sobre a 2a camada.
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Figura 4.31: Variação em Z/Z0 devido ao efeito de IP em cada uma das 3 camadas de
um modelo tipo A para n = 2 e n = 10. São parâmetros fixos as espessuras h1 = 60 m
e h2 = 40 m, o comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ0,1 = 50 Ωm, ρ0,2 = 200 Ωm e
ρ0,3 = 500 Ωm.

O deslocamento em amplitude e fase de ρa causado pela adição do efeito de polarização
em cada uma das camadas é mostrado nas Figuras 4.32 a 4.34, com destaque para f ≤ 10 Hz.

Antes de ser camuflado pelo efeito indutivo, a polarização sobre a 1a camada provoca um
decaimento em cadeia para todos os espaçamentos n, com um deslocamento de fase de até
40 mRad (Figura 4.32). Emmenor intensidade, o mesmo ocorre para a 2a camada polarizável,
à exceção de n = 1 que permanece inalterável (Figura 4.33). Finalmente, a polarização sobre
a 3a camada é discriminável para n > 4, ainda que sob sutis deslocamentos em amplitude e
fase (Figura 4.34).



Análise espectral do acoplamento eletromagnético e polarização induzida 89

101

102

103

10-1 100 101 102 103

A
m

pl
itu

de
 (
Ω

m
)

Frequência (Hz)

n = 1
n = 2
n = 3

n = 4
n = 5
n = 6

n = 7
n = 8
n = 9

n = 10

(a) Amplitude

-700

-600

-500

-400

-300

-200

-100

 0

10-1 100 101 102 103

F
as

e 
(m

R
ad

)

Frequência (Hz)

n = 1
n = 2
n = 3

n = 4
n = 5
n = 6

n = 7
n = 8
n = 9

n = 10

-40

-30

-20

-10

 0

10-2 10-1 100 101

(b) Fase

Figura 4.32: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 1a camada em um modelo do tipo A para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros
fixos as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ0,1 = 50 Ωm,
ρ2 = 200 Ωm e ρ3 = 500 Ωm.
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Figura 4.33: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 2a camada em um modelo do tipo A para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros
fixos as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = 50 Ωm,
ρ0,2 = 200 Ωm e ρ3 = 500 Ωm.
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Figura 4.34: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 3a camada em um modelo do tipo A para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros
fixos as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = 50 Ωm,
ρ2 = 200 Ωm e ρ0,3 = 500 Ωm.

4.3.4 Modelos Tipo Q

No modelo tipo Q, as resistividades decrescem com a profundidade da camada. Os parâme-
tros empregados para esse modelo estão esquematizados na Figura 4.35.

Figura 4.35: Modelo de resistividade tipo Q empregado.

A Figura 4.36 o exemplifica por meio de dados de impedância mútua variando com a
espessura h2 da 2a camada, estando fixos os outros parâmetros. Assim como no modelo tipo
A, a impedância mútua é pouco sensível à variação da espessura h2, resultando em curvas de
amplitude e fase pouco espaçadas entre si. Desta maneira, o comportamento da impedância
mútua muito se assemelha a um modelo de 2 camadas no qual ρ1 > ρ2.
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Figura 4.36: Impedância mútua normalizada para um modelo tipo Q não-polarizável sob
variação da espessura h2 da 2a camada. São parâmetros fixos a espessura da 1a camada
h1 = 60 m, o comprimento dos dipolos L = 50 m, n = 10, ρ1 = 500 Ωm, ρ2 = 200 Ωm e
ρ3 = 50 Ωm.
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Figura 4.37: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo em um modelo de 3
camadas do tipo Q não-polarizável para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros fixos as espessuras
h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = 500 Ωm, ρ2 = 200 Ωm e
ρ3 = 50 Ωm.

Analisando ρa não-polarizável na Figura 4.37, nota-se que, seguindo o padrão visto nos
outros modelos, a amplitude em menores frequências manifesta a variação da resistividade
com a profundidade, a qual, nesse caso, expressa um decrescimento com o afastamento n.
Quanto à fase, o efeito de heterogeneidade devido a camadas cada vez mais condutivas em



Análise espectral do acoplamento eletromagnético e polarização induzida 92

profundidade é caracterizado por um deslocamento positivo de fase a partir de aproximada-
mente 1 Hz.

Presença do efeito de polarização

Atribuindo o efeito de polarização em cada uma das camadas do modelo tipo Q abordado,
obtivemos as curvas de impedância mútua da Figura 4.38. A baixa profundidade de in-
vestigação para n = 2 limita a diferenciação do efeito de IP para até a 2a camada nesse
nível de afastamento. Por sua vez, a resposta para n = 10 ressalta o efeito de polarização
principalmente da 3a camada.
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Figura 4.38: Variação em Z/Z0 devido ao efeito de IP em cada uma das 3 camadas de
um modelo tipo Q para n = 2 e n = 10. São parâmetros fixos as espessuras h1 = 60 m
e h2 = 40 m, o comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ0,1 = 500 Ωm, ρ0,2 = 200 Ωm e
ρ0,3 = 50 Ωm.

As Figuras 4.39 a 4.41 ilustram o efeito de IP sobre a resistividade aparente do modelo
tipo Q analisado (Figura 4.37).

Na Figura 4.39, quanto menor é o afastamento n, maior é o deslocamento em amplitude
e fase provocado pela polarização sobre a 1a camada, sendo que para n ≥ 7 praticamente não
há alterações em relação ao caso puramente indutivo. Como esperado, quando o efeito de po-
larização é atribuído à 2a camada, as maiores variações em comparação ao ρa não-polarizável
se situam nos afastamentos intermediários, os quais estão associados à essa camada (Figura
4.40). Por fim, caso apenas a 3a camada seja polarizável, as variações em amplitude e fase
são mais significativas para maiores afastamentos n, quando se estará atingindo maiores
profundidades de investigação.
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Figura 4.39: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 1a camada em um modelo do tipo Q para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros fixos
as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ0,1 = 500 Ωm,
ρ2 = 200 Ωm e ρ3 = 50 Ωm.
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Figura 4.40: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 2a camada em um modelo do tipo Q para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros
fixos as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = 500 Ωm,
ρ0,2 = 200 Ωm e ρ3 = 50 Ωm.
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Figura 4.41: Resistividade aparente ρa advinda do efeito indutivo acrescido do efeito de
polarização na 3a camada em um modelo do tipo Q para n = 1, 2, ..., 10. São parâmetros
fixos as espessuras h1 = 60 m e h2 = 40 m, comprimento dos dipolos L = 50 m, ρ1 = 500 Ωm,
ρ2 = 200 Ωm e ρ0,3 = 50 Ωm.



5
Análise de dados reais

Trataremos agora da aplicação dos métodos apresentados sobre dados reais. Após uma breve
descrição em torno dos aspectos gerais das áreas de estudo, serão apresentados e interpreta-
dos os resultados de resistividade complexa aparente e parâmetros da função expandida de
Barreto e Dias (2014) advindos da inversão dos dados reais.

Serão invertidos e analisados dados de SIP de 3 diferentes áreas do Distrito Cuprífero
do Vale do Curaçá: Vermelhos, Baixa Funda e Sussuarana. Esses dados foram trabalhados
anteriormente por Sampaio et al. (1998) do ponto de vista do efeito de IP, sem considerar o
acoplamento eletromagnético associado, tal qual iremos abordar.

Os dados foram obtidos no domínio da frequência sob um arranjo dipolo-dipolo, com
espaçamento de 50 m entre os dipolos e 7 níveis de separação entre dipolos receptor e trans-
missor. A diferença de potencial ∆V (mV) e a fase φ (mRad) foram medidas para 12 valores
de frequência entre 0.25 Hz e 512 Hz, com um espaçamento binário (2k Hz, k = −2,−1, ..., 9).
Mais informações podem ser obtidas em Sampaio et al. (1998).

5.1 Área de estudo

O distrito cuprífero do Vale do Curaçá está situado na região nordeste do estado da Bahia,
abrangendo uma área de cerca de 1700 km2 dos municípios de Jaguarari, Curacá e Juazeiro.
Encontra-se inserido no Orógeno Itabuna-Salvador-Curaçá, uma entidade tectônica paleo-
proterozoica componente do embasamento do Cráton do São Francisco (Figura 5.1) (Garcia,
2013).

95
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Figura 5.1: Mapa geológico esquemático do Cráton do São Francisco, com destaque para a
área de estudo no Orógeno Itabuna-Salvador-Curaçá (Teixeira et al., 2010).

Segundo Teixeira et al. (2010), essa província cuprífera é constituída por centenas de
corpos máficos-ultramáficos de dimensões variadas que, por vezes, contêm mineralizações
econômicas sulfetadas de cobre, principalmente sob a forma de calcopirita + bornita, numa
razão 70% para 30%. Ocorrem ainda outros sulfetos associados ao minério, como cove-
lita, cubanita, digenita, pirita, pirrotita e pentlandita. Os sulfetos estão invariavelmente
acompanhados de magnetita. Tais corpos ultramáficos são compostos de cumulatos ultra-
máficos (abundante piroxenito e raro peridotito) e cumulatos máficos (melanorito, norito,
gabro-norito), além de leuconorito e raro anortosito.

Nossa região de estudo se concentra em três áreas do Vale do Curaçá: Vermelhos (li-
nha 800 S), Baixa Funda (linha 600 S) e Sussuarana (linha 2600 N) com as respectivas
mineralizações: pirita associada com pirrotita, pirita e grafita. São locais que apresentam
anomalias geofísicas, porém nem sempre representam um sucesso geofísico-geológico - ano-
malia relacionada à calcopirita (Santos, 1997). De acordo com Teixeira et al. (2010), o
depósito de Vermelhos possui alto potencial econômico.

5.2 Espectro da resistividade complexa aparente

A seguir serão apresentados e discutidos os espectros de amplitude e fase de ρa para uma
estação das linhas de cada área. Cada estação foi escolhida de modo a representar uma região
onde a resposta do efeito de polarizabilidade pode indicar a presença de minerais metálicos
disseminados em rochas ultramáficas.
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Vermelhos

A Figura 5.2 ilustra o comportamento espectral de ρa para a estação 1250 W, linha 800 S,
Vermelhos.

Quanto maior a separação entre os dipolos transmissor e receptor, maior é a profundidade
de investigação alcançada. Assim, o espectro de amplitude dessa estação (Figuras 5.2a e 5.2b)
permite inferir que, de forma geral, a resistividade aumenta com a profundidade, havendo
uma variação brusca de mais de 20 vezes entre n = 3 e n = 4.

Para f ≤ 32 Hz, o espectro de amplitude se mantém praticamente constante. Nas mais
altas frequências dos níveis n = 1 e n = 2 há um sutil aumento da amplitude que se deve,
provavelmente, ao acoplamento eletromagnético negativo, melhor visualizado na fase.

Entre 64 Hz e 256 Hz, são notados picos positivos de amplitude de n = 2 a n = 6,
que podem estar relacionados a uma descontinuidade geológica de resistividade mais elevada
(cerca de 104 Ωm) e de extensão vertical limitada, já que não é registrada em n = 1 e n = 7.
O pico em n = 2 se manifesta na frequência de 64 Hz, indicando que sua profundidade de
investigação apenas é suficiente para registrar resquícios dessa descontinuidade geológica.
Em todas as outras estações da linha 800 S de Vermelhos, assim como em Baixa Funda e
Sussuarana, tais picos de heterogeneidades estão presentes, embora com aspectos distintos.

Analisando os espectros de fase (Figuras 5.2c e 5.2d), o efeito de polarização de 0.25 Hz
até 8 Hz expressa um sutil deslocamento negativo de fase, mais ressaltado nos maiores níveis
de separação, chegando a 8 mRad em 0.25 Hz. Os espaçamentos n = 1 e n = 2 apresentam
um comportamento diferencial na fase com relação ao demais espaçamentos, pois exibem
um deslocamento positivo com pico entre 128 Hz e 256 Hz. Para os demais espaçamentos,
esse deslocamento da fase devido à combinação dos efeito de IP e AEM é negativo, com um
pico em f ≥ 512 Hz.

À exceção dos níveis n = 1 e n = 2, os espectros de fase e amplitude apresentaram
similaridades com as respostas de um modelo de 3 camadas do tipo A, ou seja, um modelo
de resistividades crescentes com a profundidade (subseção 4.3.3). O mesmo acontece para
os comportamentos espectrais de Baixa Funda e Sussuarana.
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(d) Fase de n = 5 a n = 7.

Figura 5.2: Espectro de amplitude e fase de ρa para a estação 1250 W, linha 800 S, Vermelhos.

Baixa Funda

A Figura 5.3 ilustra o comportamento espectral de ρa para a estação 550 W, linha 600 S,
Baixa Funda.

Na estação de Baixa Funda, o espectro de amplitude também exibe uma resistividade
crescente com o espaçamento e, portanto, com a profundidade (Figuras 5.3a e 5.3b). De
forma similar à estação de Vermelhos, os picos em amplitude indicam possíveis heterogenei-
dades geológicas nos níveis n = 3 a n = 7. No mais, a amplitude em função da frequência é
aproximadamente constante, havendo apenas sutis elevações decorrentes principalmente do
AEM para n = 1 e n = 2 em f > 128 Hz.

O espectro de fase de Baixa Funda (Figuras 5.3c e 5.3d) apresenta similaridades com
o espectro do depósito de Vermelhos, inclusive com um deslocamento positivo de fase nas
frequências mais altas para n = 1 e n = 2, enquanto que, para os demais níveis de separação,
é notado um pico negativo em fase. Quanto ao registro do fenômeno de IP nas frequências
iniciais (0.25 Hz a 8 Hz), a fase tem valores negativos advindos do efeito de polarização,
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porém atinge valores pouco significativos (∆φ < 10 mRad).

102

103

104

105

 0.25  0.5  1  2  4  8  16  32  64  128  256  512

A
m

pl
itu

de
 (
Ω

m
)

Frequência (Hz)

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4

(a) Amplitude de n = 1 a n = 4.

102

103

104

105

 0.25  0.5  1  2  4  8  16  32  64  128  256  512

A
m

pl
itu

de
 (
Ω

m
)

Frequência (Hz)

n = 5 n = 6 n = 7

(b) Amplitude de n = 5 a n = 7.

-300

-200

-100

 0

 100

 0.25  0.5  1  2  4  8  16  32  64  128  256  512

F
as

e 
(m

R
ad

)

Frequência (Hz)

n = 1 n = 2 n = 3 n = 4

-10

-5

 0

 5

 0.25  0.5  1  2  4  8

(c) Fase de n = 1 a n = 4.

-150

-100

-50

 0

 0.25  0.5  1  2  4  8  16  32  64  128  256  512

F
as

e 
(m

R
ad

)

Frequência (Hz)

n = 5 n = 6 n = 7

-8

-6

-4

-2

 0.25  0.5  1  2  4  8

(d) Fase de n = 5 a n = 7.

Figura 5.3: Espectro de amplitude e fase de ρa para a estação 550 W, linha 600 S, Baixa
Funda.

Sussuarana

A Figura 5.4 ilustra o comportamento espectral de ρa para a estação 900 E, linha 2600 N,
Sussuarana.

O comportamento espectral da amplitude de ρa (Figuras 5.4a e 5.4b) permite deduzir
que a resistividade é crescente com a profundidade, com variações mais bruscas entre n = 1

e n = 2, entre n = 4 e n = 5 e entre n = 5 e n = 6.

Até a frequência de 64 Hz, o espectro de amplitude de todos os espaçamentos é pratica-
mente constante. É visto um suave aumento da amplitude nas altas frequências de n = 1 e
n = 2. Picos de descontinuidades geológicas são detectados nas frequências 128 Hz e 256 Hz
para n = 3 a n = 6. Para n = 4, essa heterogeneidade causa um aumento da amplitude de
mais de 20 vezes.
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Entre as 3 áreas estudadas, o espectro de fase de Sussuarana é o mais diferenciado,
apresentando as mais significativas variações de fase atribuídas teoricamente ao efeito de IP.
De 0.25 Hz até 8 Hz e entre os espaçamentos n = 3 a n = 7 são constatados valores negativos
de fase devido ao efeito de IP, chegando a um deslocamento de 25 mRad para n = 5 em
0.25 Hz. Os espectros de fase para n = 1 e n = 2 se diferenciam dos demais afastamentos por
apresentarem um deslocamento positivo da fase até 8 Hz, o qual poderia estar associado ao
contraste entre as resistividades da cobertura e da 2a camada. Para frequências acima de 32
Hz, a combinação dos efeitos de IP e AEM estaria ocasionando um deslocamento negativo
nas curvas de fase até um pico em aproximadamente 128 Hz a 256 Hz.
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(d) Fase de n = 5 a n = 7.

Figura 5.4: Espectro de amplitude e fase de ρa para a estação 900 E, linha 2600 N, Sussua-
rana.

5.3 Análise expandida dos parâmetros geoelétricos

A inversão da resistividade complexa aparente dos dados reais do Vale do Curaçá resultou na
determinação dos parâmetros de IP e AEM da função expandida de Barreto e Dias (2014).
Nessa etapa, foram invertidos os dados de todas as estações das respectivas linhas de cada
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área, possibilitando uma perspectiva espacial da distribuição dos parâmetros geoelétricos.

De posse desses parâmetros, é possível "desacoplar" o efeito de IP de baixas frequências
(1 mHz - 102 Hz, relativo aos parâmetros mW e τW ) do AEM, já que o IP de altas frequências
(10 kHz - 1 MHz, relativo aos parâmetros mD e τD) está vinculado ao AEM positivo em
nossa função da resistividade. A Figura 5.5 exemplifica esse procedimento. Nesse caso, o
efeito de IP de baixas frequências é o responsável pelo deslocamento negativo da fase até
cerca de -30 mRad, sendo que a partir de aproximadamente 2 Hz surge a influência do fator
AEM + IP de altas frequências.

-90

-80

-70

-60

-50

-40

-30

-20

-10

 0

 0.25  0.5  1  2  4  8  16  32  64  128  256  512

F
as

e 
(m

R
ad

)

Frequência (Hz)

dado real (AEM + IP)
IP (1 mHz - 100 Hz)

AEM + IP (10 kHz - 1 MHz)

Figura 5.5: Fase de ρa com as respectivas curvas características dos fenômenos de IP e AEM
para o dado real da estação 900 E, linha 2600 N, Sussuarana. Espaçamento transmissor-
receptor n = 5.

A tabela 5.1 sintetiza as faixas de variação dos parâmetros de IP e AEM para as três
áreas estudadas.

Áreas do Vale do Curacá

Parâmetros Vermelhos Baixa Funda Sussuarana

ρ0 (Ωm) 52.5 a 1.3× 104 107.6 a 1.7× 104 38.8 a 2.2× 104

mW 0.01 a 0.47 0.01 a 0.65 0.00 a 0.77

τW (s) 0.00 a 1000 0.00 a 1000 0.01 a 1000

mD 0.07 a 1 0.04 a 1 0.02 a 1

τD (ms) 0.01 a 0.79 0.00 a 0.98 0.00 a 1.12

mA 0.00 a 1 0.02 a 1 0.02 a 1

τA (ms) 0.07 a 5× 105 0.02 a 24.2 0.03 a 25.7

Tabela 5.1: Faixas de variação dos parâmetros calculados na inversão da função de Barreto
e Dias (2014) expandida.
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Pela tabela 5.1 é possível sumarizar os seguintes resultados: dentre os 7 parâmetros, a
cargabilidade mW de baixas frequências apresentou as variações mais relevantes, indicando
anomalias de IP mais significativas para Sussuarana (mW = 0.77), seguida por Baixa Funda
(mW = 0.65) e Vermelhos (mW = 0.47). A resistividade ρ0 assume tanto valores condutivos
quanto valores bastante resistivos em todas as áreas. Influenciadas pelo AEM, as cargabili-
dades mD e mA variaram praticamente de 0 a 1 nas três linhas. O tempo de relaxação τW
abrangeu um amplo intervalo para as três áreas. O valor máximo de τD foi maior para Sus-
suarana, seguido por Baixa Funda e Vermelhos. O tempo de relaxação τA do acoplamento
negativo atinge um valor máximo consideravelmente maior em Vermelhos do que nas demais
áreas.

As Figuras 5.6 a 5.12 ilustram a distribuição espacial por meio de pseudo-seções dos
parâmetros para as três áreas estudadas. Parâmetros com faixas de variação muito amplas
foram representados em sua forma logarítmica. As escalas de cores foram padronizadas para
uma melhor comparação entre os resultados.

Nas pseudo-seções de ρ0 (Figura 5.6) é perceptível o padrão em comum de aumento da
resistividade com a profundidade, embora cada área possua suas peculiaridades. A linha
de Vermelhos apresenta uma certa uniformidade no seu comportamento, assemelhando-se a
um modelo de 3 camadas com uma cobertura condutiva (possivelmente uma zona intempe-
rizada), sotoposta por uma camada intermediária resistiva (em aproximadamente n = 3) e
finalmente uma zona bastante resistiva na base; são observadas ainda algumas anomalias de
baixa resistividade em maiores profundidades. À exceção de uma zona resistiva profunda, a
linha de Baixa Funda exibe valores bem menores de resistividade. Por sua vez, a irregula-
ridade na pseudo-seção de Sussuarana condiz com a existência de anomalias condutivas em
pequenas e médias profundidades.

Analisando as pseudo-seções de mW (Figura 5.7), notamos a presença de anomalias de
IP em alguns níveis. Em Vermelhos, tais anomalias estão em profundidades intermediárias
e parecem estar associadas com as anomalias de alta condutividade detectadas. Já as ano-
malias de IP da linha de Baixa Funda se concentram sob maiores profundidades e estão
possivelmente correlacionadas com a zona resistiva dessa área. Em média, Sussuarana apre-
sentou valores maiores de mW , além de anomalias em vários níveis de profundidade, com
destaque para uma forte anomalia superficial (até mW = 0.8 em n = 2) condizente com uma
zona condutiva.

As anomalias de altos tempos de relaxação τW em Vermelhos e em Baixa Funda (Figuras
5.8a e 5.8b, respectivamente) coincidem com as anomalias de mW nas respectivas áreas. Por
sua vez, em Sussuarana (Figura 5.8c) esse ajuste entre os parâmetros τW e mW é mais
destoante e as anomalias de mW nos níveis mais profundos se ajustam a anomalias de baixo
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tempo de relaxação τW .

As pseudo-seções de cargabilidade mD (Figura 5.9) apresentam comportamentos bas-
tante irregulares nas três áreas, provavelmente por assimilarem efeitos de naturezas distintas
(AEM positivo e IP de altas frequências). O parâmetro τD exibe um cenário mais uniforme
com poucas e pontuais variações nas três linhas (Figura 5.10).

Em comparação com mD, a cargabilidade mA (correspondente ao AEM negativo) segue
um padrão mais regular nas pseudo-seções (Figura 5.11). É interessante notar que as regiões
com maiores valores de mA, ou seja, trechos de intenso AEM, estão correlacionadas com
as zonas mais condutivas das três áreas. Tal fato corrobora com a teoria de que o AEM
é proporcional à condutividade da subsuperfície, indicando que o parâmetro mA é bem
representativo do efeito indutivo. Assim como o τD, o parâmetro τA (Figura 5.12) tem poucas
variações significativas nas pseudo-seções, sendo constatadas apenas algumas anomalias na
linha de Vermelhos.
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(a) Distribuição do log ρ0 na linha 800 S, Vermelhos.

(b) Distribuição do log ρ0 na linha 600 S, Baixa Funda.

(c) Distribuição do log ρ0 na linha 2600 N, Sussuarana.

Figura 5.6: Distribuição do log do parâmetro ρ0 nas áreas de estudo.
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(a) Distribuição de mW na linha 800 S, Vermelhos.

(b) Distribuição de mW na linha 600 S, Baixa Funda.

(c) Distribuição de mW na linha 2600 N, Sussuarana.

Figura 5.7: Distribuição do parâmetro mW nas áreas de estudo.
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(a) Distribuição do log τW na linha 800 S, Vermelhos.

(b) Distribuição do log τW na linha 600 S, Baixa Funda.

(c) Distribuição do log τW na linha 2600 N, Sussuarana.

Figura 5.8: Distribuição do log do parâmetro τW nas áreas de estudo.
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(a) Distribuição de mD na linha 800 S, Vermelhos.

(b) Distribuição de mD na linha 600 S, Baixa Funda.

(c) Distribuição de mD na linha 2600 N, Sussuarana.

Figura 5.9: Distribuição do parâmetro mD nas áreas de estudo.
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(a) Distribuição do log τD na linha 800 S, Vermelhos.

(b) Distribuição do log τD na linha 600 S, Baixa Funda.

(c) Distribuição do log τD na linha 2600 N, Sussuarana.

Figura 5.10: Distribuição do log do parâmetro τD nas áreas de estudo.
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(a) Distribuição de mA na linha 800 S, Vermelhos.

(b) Distribuição de mA na linha 600 S, Baixa Funda.

(c) Distribuição de mA na linha 2600 N, Sussuarana.

Figura 5.11: Distribuição do parâmetro mA nas áreas de estudo.
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(a) Distribuição do log τA na linha 800 S, Vermelhos.

(b) Distribuição do log τA na linha 600 S, Baixa Funda.

(c) Distribuição do log τA na linha 2600 N, Sussuarana.

Figura 5.12: Distribuição do log do parâmetro τA nas áreas de estudo.



6
Conclusões

Nesse trabalho, no intuito de analisar e correlacionar os fenômenos de SIP e AEM, foram
implementados e testados métodos de modelagem direta e inversão, tendo como produto final
dados de impedância elétrica mútua Z/Z0, resistividade complexa aparente ρa e parâmetros
de IP e AEM.

A modelagem da impedância elétrica mútua para modelos de terra homogênea e em
η-camadas foi baseada na formulação de Mocitaiba et al. (2017). No caso de um semi-
espaço homogêneo, a implementação pôde ser verificada pela comparação com os resultados
da formulação de Millett (1967). Em caso de meios polarizáveis, foi empregado o modelo
de resistividade complexa de Barreto e Dias (2014). Para a inversão de ρa, esse modelo foi
adaptado em uma versão expandida com a finalidade de abranger o efeito indutivo presente
nos dados reais.

O emprego da inversão Gauss-Newton na estimativa da resistividade complexa aparente
mostrou-se conveniente por proporcionar erros relativos insignificantes tanto para dados
sintéticos quanto para dados reais. Já o uso da expressão convencional de ρa rendeu erros
relativos consideráveis, principalmente nas maiores frequências. Os métodos dos Mínimos
Quadrados e Very Fast Simulated Annealing se complementaram na inversão da fase de ρa
e estimativa dos 7 parâmetros da função expandida de Barreto e Dias (2014).

Na análise espectral de dados sintéticos, foram verificados diferentes comportamentos
de Z/Z0 e ρa para os diversos modelos de subsuperfície investigados. Para um semi-espaço
homogêneo e não-polarizável, em quase todo o intervalo de frequência de 10−1 Hz a 104 Hz,
a fase de Z/Z0, atribuída apenas ao AEM, apresenta sinal negativo. Adicionada polariza-
bilidade a esse meio, a impedância sofre um decaimento em seu espectro. Para os casos de
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um meio de 2 e 3 camadas, a heterogeneidade devido ao contraste de resistividade entre as
camadas gera espectros de impedância bem diversificados. O Diagrama de Argand foi capaz
de representar e distinguir com sucesso o efeito de polarização em cada uma das camadas de
um modelo de 2 camadas com cobertura condutiva.

Na análise de dados sintéticos de ρa, foram simulados modelos de 3 camadas com dis-
tribuições de resistividade do tipo H, K, A e Q. Em cada caso, o efeito indutivo apresentou
um comportamento específico que retrata o modelo. Quando o efeito de polarização foi adi-
cionado a alguma das camadas, foi observado um decaimento em amplitude e fase de ρa nos
níveis de espaçamento n mais influenciados pela camada polarizável.

Por fim, o estudo foi aplicado a dados reais das áreas de Vermelhos, Baixa Funda e Sus-
suarana do Distrito Cuprífero do Vale do Curaçá. Os espectros de ρa das estações analisadas
de Vermelhos e Baixa Funda mostraram comportamento parecidos, com um sutil efeito de
IP. Já a estação de Sussuarana apresentou maiores deslocamentos de fase, atribuídos ao
fenômeno de IP. Em todas as três áreas, a contribuição do AEM em maiores frequências
apresentou similaridades com o efeito indutivo de um modelo de três camadas do tipo A, ou
seja, um modelo de resistividade crescente com a profundidade.

A análise dos parâmetros de IP e AEM desses dados reais permitiu chegar a conclusões
interessantes a respeito das áreas de estudo. Nas três áreas, o parâmetro ρ0 demonstrou um
aumento da resistividade com a profundidade, em concordância com as deduções advindas
dos espectros da resistividade complexa aparente. Quanto ao efeito de IP, o parâmetro
mais representativo foi a cargabilidade mW , cujas anomalias coincidiram com regiões de
resistividades anômalas, com destaque para uma anomalia de IP na linha de Sussuarana.
Os parâmetros mD e τD apresentaram pseudo-seções com curvas bastante irregulares por
abordarem efeitos de natureza distintas (IP de altas frequências e AEM positivo). Os valores
mais altos da cargabilidade, mA, ligados a um intenso efeito do AEM negativo, coincidiram
com as zonas mais condutivas das áreas.

Em suma, os métodos implementados e empregados na análise dos efeitos de IP e AEM
em dados geofísicos espectrais se mostraram eficazes no que se propuseram. Tomados os
devidos cuidados, foi visto que tais efeitos podem ser analisados separadamente já que pos-
suem significados intrínsecos, embora o melhor caminho seja correlacionar tais informações
para uma melhor compreensão geológica do problema. Na análise de dados reais, foram ma-
peadas anomalias de IP que podem estar relacionadas com minerais metálicos disseminados
nas rochas ultramáficas das áreas de estudo.

Em trabalhos futuros, seria interessante reformular a função expandida da resistividade
complexa de Barreto e Dias (2014) no intuito de desacoplar os efeitos de IP de altas frequên-
cias e AEM positivo, que, no presente trabalho, estiveram interligados nos parâmetros mD
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e τD. Para isso, será necessário uma maior faixa de frequências para cumprir o requisito
de um problema de inversão sobredeterminado (N > M). Em relação à aplicação sobre os
dados reais do Distrito Cuprífero do Vale do Curaçá, tais resultados podem futuramente ser
correlacionados com outros dados geológicos e geofísicos das áreas de estudo, possibilitando
assim um aprofundamento das conclusões obtidas.
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ApêndiceA
Condições de contorno e funções do
potencial total de um semi-espaço
homogêneo

As condições de contorno a serem impostas para definir o comportamento dos campos ele-
tromagnéticos nas interfaces de contato são:

Componente normal de B - A componente normal Bn de B é contínua através da
interface entre meios de propriedades distintas. Assim,

Bn1 = Bn2 . (A.1)

Componente tangencial de E - A componente tangencial Et de E é contínua através
de uma interface. Assim,

Et1 = Et2 . (A.2)

Componente tangencial de H - A componente tangencial Ht de H é contínua através
de uma interface caso não existam correntes superficiais. Assim,

Ht1 = Ht2 . (A.3)

Buscamos então determinar as funções F+
x0, F

−
x1, F

+
z0 e F−z1 para encontrar a solução do

potencial elétrico total de um semi-espaço homogêneo (equações 2.6 a 2.9). Assim, com base
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em A.1 a A.3, tem-se, em z = 0:
Bz0 = Bz1 ,

Hx0 = Hx1 −→ µ1Bx0 = µ0Bx1 ,

Hy0 = Hy1 −→ µ1By0 = µ0By1 ,

Ey0 = Ey1 . (A.4)

Substituindo as equações 2.1 e 2.2 nas equações A.4 e considerando que a continuidade no
plano horizontal não é afetada por derivação ou integração ao longo de qualquer coordenada
tangente ao plano, chega-se às seguintes expressões para o potencial total Aηj , η = x, z,
j = 0, 1:

Ax0 = Ax1 , (A.5)

µ1Az0 = µ0Az1 , (A.6)

µ1
∂Ax0
∂z

= µ0
∂Ax1
∂z

, (A.7)

1

κ2
0

∂Ax0
∂x

+
1

κ2
0

∂Az0
∂z

=
1

κ2
1

∂Ax1
∂x

+
1

κ2
1

∂Az1
∂z

. (A.8)

Para obter as expressões de F±ηj, resta aplicar as condições A.5 a A.8 nas equações do
potencial total, levando em conta que µ0 = µ1 e, para o meio homogêneo, isotrópico e infinito,
z = 0. Analisando inicialmente apenas a continuidade dos componentes de Axj (equações
A.5 e A.7), tem-se

λ

α0

eα0z0 + F+
x0

= F−x1 ,

e
−λeα0z0 + α0F

+
x0

= −α1F
−
x1
,

que permitem obter

F+
x0

=

(
α0 − α1

α0 + α1

)
λ

α0

eα0z0 , (A.9)

e
F−x1 =

(
2α0

α0 + α1

)
λ

α0

eα0z0 . (A.10)

Por sua vez, a continuidade dos componentes de Azj (equações A.6 e A.8) em conjunto
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com as expressões A.9 e A.10 permitem encontrar

F+
z0

= F−z1

e
− λ2

α0κ0
2

(
1 +

α0 − α1

α0 + α1

)
eα0z0 +

α0

κ2
0

F+
z0

= − λ2

α0κ1
2

(
2α0

α0 + α1

)
eα0z0 − α1

κ2
1

F−z1 .

Consequentemente:

F+
z0

= F−z1 =

(
κ2

1 − κ2
0

α0κ2
1 + α1κ2

0

)
2λ2

α0 + α1

eα0z0 . (A.11)



ApêndiceB
Derivadas da impedância mútua em
relação à resistividade complexa

Nesse apêndice, serão desenvolvidas algebricamente as derivadas parciais das componentes
real ZRe e imaginária ZIm da impedância mútua de um meio homogêneo e polarizável com
relação às componentes real ρRe e imaginária ρIm da resistividade complexa ρ∗.

Para isso, a expressão 2.27 da impedância mútua de um meio homogêneo e, nesse caso,
polarizável foi reorganizada e reescrita como:

∆Z(z0, ω) =
ρ∗

2π

+∞∫
0

[
λ2Gx(λ)− λGx(λ)

√
λ2 +

iµ0ω

ρ∗
+Gz(λ)

]
eλz0 dλ. (B.1)

Considerando que ρ∗ = ρRe + iρIm, a expressão B.1 se torna

∆Z(z0, ω) =
(ρRe + iρIm)

2π

+∞∫
0

[
λ2Gx(λ)− λGx(λ)

√
λ2 +

iµ0ω

(ρRe + iρIm)
+Gz(λ)

]
eλz0 dλ

=
1

2π

+∞∫
0

[
(ρRe + iρIm)λ2Gx(λ)− λGx(λ)

Expressão I = c+ id︷ ︸︸ ︷
(ρRe + iρIm)

√
λ2 +

iµ0ω

(ρRe + iρIm)

+(ρRe + iρIm)Gz(λ)

]
eλz0 dλ. (B.2)
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Expandindo a expressão I de B.2:

(ρRe + iρIm)

√
λ2 +

iµ0ω

(ρRe + iρIm)
=
√
λ2(ρRe + iρIm)2 + iµ0ω(ρRe + iρIm)

=
[

(ρRe
2λ2 − ρIm2λ2 − ρImµ0ω)︸ ︷︷ ︸

a

+i (ρReµ0ω + 2ρReρImλ
2)︸ ︷︷ ︸

b

]1/2
. (B.3)

Igualando
√
a+ ib = c + id, elevando ao quadrado ambos os lados dessa igualdade e

encontrando sua solução, temos

c =

√
2

2

√
a+
√
a2 + b2 e d =

√
2

2

b√
a+
√
a2 + b2

. (B.4)

Dessa forma, a impedância B.2 pode ser escrita em termos de suas componentes real e
imaginária:

∆Z(z0, ω) =
1

2π

+∞∫
0

[
ρReλ

2Gx(λ) + ρReGz(λ)− λGx(λ)

√
2

2

√
a+
√
a2 + b2

]
eλz0 dλ

+ i
1

2π

+∞∫
0

[
ρImλ

2Gx(λ) + ρImGz(λ)− λGx(λ)

√
2

2

b√
a+
√
a2 + b2

]
eλz0 dλ, (B.5)

onde
a = ρRe

2λ2 − ρIm2λ2 − ρImµ0ω e b = ρReµ0ω + 2ρReρImλ
2. (B.6)

A partir de B.5 e B.6, podem ser encontradas as seguintes expressões das derivadas
parciais:

∂ZRe/∂ρRe =
1

2π

+∞∫
0

{
λ2Gx(λ) +Gz(λ)

−λGx(λ)

√
2

4

1√
a+
√
a2 + b2

[
∂a

∂ρRe
+

1√
a2 + b2

(
a
∂a

∂ρRe
+ b

∂b

∂ρRe

)]}
eλz0 dλ, (B.7)

∂ZRe/∂ρIm =

1

2π

+∞∫
0

−λGx(λ)

√
2

4

1√
a+
√
a2 + b2

[
∂a

∂ρIm
+

1√
a2 + b2

(
a
∂a

∂ρIm
+ b

∂b

∂ρIm

)]
eλz0 dλ, (B.8)
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∂ZIm/∂ρRe =
1

2π

+∞∫
0

−λGx(λ)

√
2

2

{
∂b

∂ρRe

1√
a+
√
a2 + b2

− b
2

(a+
√
a2 + b2)

−3/2

[
∂a

∂ρRe
+

1√
a2 + b2

(
a
∂a

∂ρRe
+ b

∂b

∂ρRe

)]}
eλz0 dλ, (B.9)

e

∂ZIm/∂ρIm =
1

2π

+∞∫
0

{
λ2Gx(λ) +Gz(λ)− λGx(λ)

√
2

2

[
∂b

∂ρIm

1√
a+
√
a2 + b2

− b
2

(a+
√
a2 + b2)

−3/2

(
∂a

∂ρIm
+

1√
a2 + b2

(
a
∂a

∂ρIm
+ b

∂b

∂ρIm

))]}
eλz0 dλ, (B.10)

nas quais

∂a

∂ρRe
=

∂b

∂ρIm
= 2ρReλ

2,
∂a

∂ρIm
= −2ρImλ

2 − µ0ω e
∂b

∂ρRe
= − ∂a

∂ρIm
= 2ρImλ

2 + µ0ω.
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