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Resumo

Neste trabalho, demonstraremos o Teorema de Darboux no contexto da Geometria Simplé-
tica. Estudaremos os espagos vetoriais simpléticos e as variedades simpléticas, e mostraremos
a relagao que difeomorfismos entre variedades tem com simplectomorfismos nos fibrados
cotangentes. Exporemos um pouco da teoria destes, e estudaremos o Teorema de Moser.

Em seguida, demonstraremos o Teorema de Darboux.

Palavras-chave: Variedades Simpléticas, Teorema de Moser, Teorema de Darboux.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é demonstrar o Teorema de Darboux da Geometria

Simplética. Para isto, tivemos duas etapas:

1. Estudamos os espacos vetoriais simpléticos e suas propriedades, até usa-los para

definir nossso ambiente de estudo: as variedades simpléticas.

2. Estudamos o comportamento das formas simpléticas em variedades compactas,

culminando no Teorema de Moser.

O primeiro capitulo trata de conceitos e resultados preliminares, onde introduzire-
mos conceitos e defini¢oes gerais no ambito das variedades diferenciaveis, e exploramos a
teoria das mesmas. As defini¢oes e resultados deste capitulo sao cruciais para o entendi-

mento deste trabalho.

Abordaremos brevemente a nocao de variedade diferencidvel, e do que significa uma
funcao entre variedades ser diferencidvel. Depois, exploraremos os vetores tangentes e o
diferencial de uma aplicagao; e com estas ferramentas podemos estudar o comportamento

local das fungoes diferencidveis.

Apés este inicio, exporemos um pouco sobre campos de vetores em variedades e os
seus fluxos, para em seguida, entendermos os k-Tensores em espagos vetoriais. Munidos
destes conceitos, podemos introduzir as formas diferenciais e seus grupos de Cohomologia,

concluindo com uma breve exposicao sobre familias suaves de formas diferenciais.

No segundo capitulo, desenvolveremos a teoria das variedades simpléticas. Comeca-
remos pelos espacos vetoriais simpléticos, para poder definir os conceitos iniciais que nos

permitirao levar a teoria para o ambito das variedades diferenciaveis.

Posteriormente, estudaremos o principal exemplo de uma variedade simplética - O
fibrado cotangente T*M de uma variedade diferenciavel. Mostraremos como um difeomor-
fismo entre variedades induz um simplectomorfismo entre os seus fibrados cotangentes, e

estudaremos um pouco da estrutura das subvariedades lagrangianas de T M.

Em seguida, daremos alguns resultados sobre a teoria dos campos de vetores que
dependem do tempo, e exporemos a nocao de Derivada de Lie de uma forma diferencial,

para podermos obter igualdades que serao 1teis na obtencao do Teorema de Moser.
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Entao, analisaremos o chamado Truque de Moser, que é o resultado do Insight
alcancado por Jiirgen Moser sobre o comportamento de certas classes de cohomologia de

formas simpléticas em variedades compactas.

Enfim, de posse do Teorema de Moser, provaremos o Teorema de Darboux, cuja
importante consequéncia é mostrar que na Geometria Simplética, nao existem invariantes

locais.
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1 Variedades Diferenciaveis

1.1 Variedades Topoldgicas.

Definicao 1.1.1. Uma variedade topolégica de dimensao n ou uma n-variedade

¢ um espacgo topologico de Hausdorff, com base enumerdvel, localmente homeomorfa a R™.

Observacao 1.1.1. E equivalente definir variedade como sendo um espaco topoldgico de
Hausdorff, com base enumerdvel, localmente homeomorfo a um aberto U C R™. De fato, se
o espaco for localmente homeomorfo a R™, basta tomarmos uma bola V' C R™ homeomorfo
a R™ usando uma homotetia. Por outro lado, se o espago € localmente homeomorfo a um
aberto U C R™, podemos restringir o homeomorfismo de forma que sua imagem seja uma
bola aberta contida no aberto. Como bolas abertas sao homeomorfas a R™, temos a primeira

definicao.

Dada uma n-variedade M, chamamos um par (U, ¢) onde U é aberto de M e
¢ :U — V CR" é um homeomorfismo de carta de M, e o homeomorfismo é chamado de
parametrizacao de U. Se p € M, uma carta (U, ¢) contendo p é dita carta sobre p.
Caso ¢(p) = 0, dizemos que a carta estd centrada em p. Dadas duas cartas (U, ) e (V, ),
temos que as fungoes (Yo ™!) : (UNV) = p(UNV) e (potp™) : p(UNV) = p(UNV)

sao chamadas mudanca de coordenadas.

Vejamos agora alguns exemplos:
Exemplo 1.1.1. O espago R" com a inica carta (R™, idgn) € uma n-variedade.

Exemplo 1.1.2. Dada uma base {vy, ..., v, }, um espago vetorial real V' € uma n-variedade,
sendo o homeomorfismo o dado pelo mapa que leva cada ponto nas suas coordenadas. Note

que cada escolha de uma base determina um homeomorfismo em R"

Exemplo 1.1.3 (A esfera S"). Seja S™ := {x € R"™! | ||z|| = 1} a esfera n-dimensional.
Denotando por S := (0,0,...,0,—1) e N := (0,0,...,1), definimos ¢y : S*\ {N} — R"

I Xz
por (T4, ..o, Tpy1) — s - ,eps S\ {S} = R" por (1, ..., Tpy1) —
Tn41 — 1 Tn41 — 1
x x
! R n . Com essas duas cartas, S™ € uma variedade topoldgica de di-
1+ 24 T+ 2,1

mensao n. oy (ps) € chamada projecao estereogrdfica a partir do polo norte(polo sul).

Exemplo 1.1.4 (O espago projetivo real P*(R)). No R™\ 0, introduzimos a relagdo
(1, ooy Tni1) ~ Y1y ooy Yny1) <= Ja € R\ {0} tal que z; = ay;, Vi € {1,...,n+ 1}.
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Munimos P"(R) da topologia quociente induzida por R"™ \ {0}. Denotando os
pontos de P*(R) por [x1, ..., xpy1], note que dado z; # 0, temos
T1 Ti-1 1 Tit1 Tni1

? ) 7

Z; o X X X

[I‘l, ...,iL'nJrl] =

Definamos em P"(R) os conjuntos V; = {[z1, ..., xpny1] € P*(R) | z; # 0}. Temos

. T Ti—1 Tit1 Tn+1
fungoes p; : V; C P"(R) = R™ por [x1, ..., Tpi1] — (, , yes )

Cada ¢; : V; C P"(R) — R™ € injetora, pois dados (1, ..., i1, Tit1, oy Tni1),

R™ Ty Ti—1 Tit1 TIn+1) (Y1 Yi—1 Yit+1 Yn+1
(yla"'7yi—17yi+1a-"7yn+1) € com (| —, ..., 3 PIREER) — | 7 ) PRRER) ’
T T; T ) Yi Yi Yi Yi
temos que
(951 Ti—1 Tit1 $n+1) (W Yi-1 Yir1 Yn+1
g eeey ) g eeey _— 77.-.7 9 9 eeey
_ Y1 Yi-1 Yit1 Yn+1
(xlv"'7$i—1axi+17"'7$n+1) = Ti| - ) AR
Y; Yi Yi Yi
X
(xh---7$i—1,$i+1;~-,$n+1) = *(yhu-,yz‘—l,yiﬂa---,yn+1)

)

Note que isso implica que (1, ..., Tpi1) ~ (Y1, ooy Yni1), POIS (L1, .oy Tpy1) =
ﬂ(yl, iy Yna1). Assim, p; € injetora.

)

A continuidade de p; vem de @; o ser continua Vi € {1,...,n}, e da inversa vem
de ser a propria projegcdo canénica. Logo, P"(R) € uma variedade topolégica de dimensdo

n.

1.2 Variedades Diferenciaveis.

Nossa intencao é trazer as nogoes de diferenciabilidade para o ambiente das varie-

dades. Mas para isso precisamos de defini¢coes preparatorias.

Definicao 1.2.1. Seja M uma n-variedade. Dizemos que duas cartas (U, ) e (V,1) sao

C>-relacionadas se as funcoes

sao C*.

Definicao 1.2.2. Um atlas C*™ para uma variedade topologica M € uma colecao de

cartas {(Un, Yo ) }aca tal que
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1 JUu=M
2. (Un,0a) € (Us,pg) sao C*-relacionadas, Ve, 5 € A tal que U, NUs # 0.

Um atlas maximal é o elemento maximal entre os possiveis atlas C™ de uma

variedade com respeito a inclusao.

Proposicao 1.2.1. Dado um atlas I' para uma n-variedade M, existe um atlas mazimal

unico I' que o contém.

Demonstragio. Seja I' = {(U,, ¢ ) taca um atlas de M. Definimos I' := {(U,¢) | Ja € A
com (U,, ¢.) compativel com (U, )}

Primeiro, notemos que I' é um atlas, pois temos que ' C T e U Uy =M, Uy, pa) €

I, e dadas (U, ¢) e (V,¢) € T, temos cartas (U,, pa) € (Us, ¢p) compativeis com (U, ¢) e

(V, 1) respectivamente, temos:

Yopt=topzlopsop lop,op
—_—

oo e C'o°
O que mostra que 1 o o~ é C°. A outra composicao pode ser analisada de forma

andloga. Conclufmos assim que (U, ¢) e (V, 1) sdo C*®-relacionadas e que I' é um atlas.

Agora vejamos que I' é um atlas maximal. Se A é um atlas contendo I', entao todas

as cartas de A sdo C'®-compativeis com alguma carta de I, e logo elas estdao em T'.

Para provar a unicidade, seja © um atlas contendo I'. Temos assim que toda carta
de © é C™-compativel com alguma carta de I'. Mas isso implica que toda carta de © é
C>-compativel com alguma carta de I', o que, por definicao de T, significa que © C T, o

que prova a maximalidade de T. O

Definigao 1.2.3. Uma Variedade Diferencidvel (M,I") é uma variedade topoldgica

M munida de um atlas maximal I,

Em geral, vamos suprimir o atlas da notacao ao falar de uma variedade diferenciavel
M.

Exemplo 1.2.1. O espago R" com o atlas mazimal contendo a carta (R™,idgn) é uma

variedade diferencidvel.

Exemplo 1.2.2. Um espaco vetorial V- com um atlas contendo as cartas indicadas no
Exemplo 1.1.2, ¢ uma variedade diferencidvel. As mudancas de coordenadas sdo dadas

pelas mudancas de base, que como sao isomorfismos, entao sao difeomorfismos.
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Exemplo 1.2.3. A esfera S™ com um atlas contendo as projecoes estereogrdficas € uma
variedade diferencidvel, de fato, as mudancas de coordenadas entre as projecoes sao dadas

por:

(1, .eey Tp)

¥N © (,051(:61, 7xn) = pso ‘10]_Vl<x1’ ,ZEn) - Hl’”

Exemplo 1.2.4. O espago projetivo real P"(R) com um atlas mazimal contendo as cartas
dadas no Exemplo 1.1.4 € uma variedade diferencidvel. De fato, seja, V; e V; em P™(R)
com V;N\V; £ 0. Temos que ©;(V; NV;) = {(x1,...,x,) € R" | 2; # 0}.

Supondo s.p.g. © > j, podemos ver que:

©; © gpj_l(fbl, ,ZL‘n) = ¥; ([ZL‘l, ...,I’j_h 1,£Ej+1, ,In])

z1 rjio1 1 xip Ti—1 Tiv1 T
= ¥ ) ) ) ) a17 reey T

. (ZEl Tji—1 1 Tjt+1 (L’n)
_— 7’...7 ’7’ ’...’7

que € C* pois x; # 0.

Exemplo 1.2.5. Seja U C M um aberto. Podemos ver U como uma variedade diferencidvel
(chamada subvariedade aberta) com o atlas {UNV | pluav}, onde (V, ) sao cartas
de M.

1.3 Aplicacoes diferenciaveis entre variedades.

Com a estrutura de atlas, podemos agora definir a nogao de diferenciabilidade de

aplicacoes entre variedades:

Definicao 1.3.1. Sejam M e N duas variedades, de dimensoes n e m respectivamente.
Uma fungao f: M — N € diferencidvel em p € M se existem cartas (U ) de M ao
redor de p e (V,1) de N ao redor de f(p) tal que fi=1ofop ! R" = R™ ¢ diferencidvel
em o~ Y(p). Dizemos que f: M — N ¢é diferencidvel se ela é diferencidvel Vp € M.

Note que a definicao independe da parametrizacao escolhida, pois a mudanca de

coordenadas é C°.

Assim como o caso de fungoes de R™ em R™, temos o seguinte:

Proposicao 1.3.1. Seja f: M — N uma funcao diferencidvel. Entao f € continua.

Demonstracao. Seja p € M e f : M — N uma funcao diferenciavel em p. Como f é

diferencidvel, entao existem (U, ¢) ao redor de p e (V,4) ao redor de f(p) de forma que
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f=1o foptédiferencidvel. Assim, temos que ¢ o f o o~ ! é diferencidvel, logo
continua. Como a composicao ¢ continua e as parametrizacoes sao homeomorfismos, temos

que f deve ser continua. m

Observacao 1.3.1. A identidade é uma aplicacdao diferencidvel, e dadas duas aplicagoes

diferencidveis f : M — N e g : N — P, temos que a composta delas também € diferencidvel.

Definicao 1.3.2. Uma bijecao f : M — N diferencidvel cuja inversa é diferencidvel é

chamada difeomorfismo.

Uma consequéncia importante das definicoes é:

Proposicao 1.3.2. Dada uma n-variedade M, e (U, ) carta de M.Entio a fun¢do
0 :U — o(U) € um difeomorfismo.

Demonstracao. Seja (U, o) uma carta de M. Para verificarmos a suavidade de ¢ e de

¢!, usaremos os atlas {(U, p)} para U e {(¢(U),idyw))} para ¢(U). Temos:

idpwy 0 p o™ = idyw)
popto id;(lU) = 1dy )

Como ambas sao suaves, temos que ¢ : U — p(U) é difeomorfismo. O

1.4 O Espaco Tangente e o diferencial de uma aplicac3o.

Definigao 1.4.1. Seja o : (—e,¢) = M uma curva diferencidvel em uma n-variedade M.
Considere o conjunto C;°(M) o conjunto de todas as fungoes diferencidveis em p = a(0).

O vetor tangente a curva o em p € o operador & : Cx°(M) — R dado por

) d(foa)
a(f) = ——=
="
Um vetor tangente a M em p é um vetor tangente a alguma curva diferencidvel

a: (—e,e) = M com a(0) = p. O conjunto de todos os vetores tangentes a M em p é

chamado Espaco tangente a M em p, e denotado T, M.

Podemos obter uma expressao da derivada usando cartas. Para isso, seja (U, p)

uma carta sobre p. A curva « se escreve, em coordenadas locais, por

(poa)(t) = (z1(t), ..., zn(t))
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Assim, temos

. d(poa)
== 0
g [—— =
= |(Fop™olpon)
0
N d £
= 2 (f@a(t), . za(t) lo
_ " of dx;
i=1 O a(0) dt |,

(gmz), )

Obtemos assim uma expressao

onde (81)1) (f) = (WL@)

o
&Ly

cuja representacao local seja dada por (z1, ..., z; +1, ..., x,), pois como derivar parcialmente

Observe que pela defini¢ao acima, < ) é o operador associado a curva o em M
P

uma fungao real é derivar a composigao (f o 5)(t) com 5(t) = (z1,...x;+1, ..., T,), podemos

tomar a curva a := ¢ ! o 3 em M e por verificacao direta, obtemos o desejado.

Note que duas curvas determinam o mesmo vetor tangente se existe uma carta ¢

onde as derivadas parciais de sua representacao local sao iguais.

Em particular, temos o seguinte:

Teorema 1.4.1. O espaco tangente a M em p é um espaco vetorial n-dimensional.

Demonstragao. Seja (U, ) uma carta sobre p e ¢(p) = (21, ..., Ty)
d(-oa)
dt

Como T,M ¢é a imagem do operador a , ele é um espaco vetorial.

0 0
Seja agora B =spanq [ — | ,..., | =— C T,M. Mostremos que B é uma base
0, , o, »

de T,,M.
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i 0

e B gera T,M. Seja v € B. v pode ser escrito como v = E v; (8) , para v; € R.
. €T
i=1 /' p

Considere a curva 7y : (—¢,e) — M definida por y(t) = o~ (z1 + vit, ..., T, + Uut).
Entao 4(t) = (1 + vit,...,z, + vut), e x4(0) = v;, implicando que 4 = v. Logo
vel,M

e B¢ L.I Sejam «ay,...,a, € R tal que

" 0
Zai <a$i>p =0

=1

Como essa igualdade vale para toda funcao real, entao vale também para f = m; o .

Substituindo, temos

Repetindo o processo para todo ¢ € 1,...,n, obtemos que os a; = 0.

Concluimos assim que B é uma base de T, M. O

Dizemos que a base formada por esses operadores ( > ¢é a base associada a

a‘fi
p
(U, ¢)

Vale notar que a base encontrada depende da carta escolhida - diferentes cartas
nos dao diferentes bases de 1), M. Neste caso, vale perguntar qual a expressao da matriz

da mudanca de base. A resposta é dada pelo:

Proposicao 1.4.1. Sejam (8) ,...,<a> e (8) ,...,<a> duas ba-
0xy , ox,, , oy , Yn ,

" 0
ses de T,M associadas as cartas (U,¢) e (V,¢) sobre p. Se v = > a; ol
i=1 i)y

)

b; 9 , entdo a matriz de mudanga de base € dada por [a;;), = Oy
= "\, dz; /|,

0 0
Demonstracao. Temos que <8 ) e { <8 ) } sao bases de T, M. Logo, existe uma
Ly Yi
p p

. 8 - a
matriz [a;;] tal que <3l‘j>p = ay <ayi>p.

k=1
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Aplicando os dois lados a funcao y; := m; o ¥, temos

ayi) - (ayi>
((%Jj » kX::l ki Yy »
= Z akjdik

k=1

]

Veremos agora que uma aplicacao diferencidvel f : M — N entre variedades induz

uma aplicacao entre espagos tangentes.

Definigao 1.4.2. Seja f : M — N uma aplicagao diferenciqvel em p, e a: (—e,e) — M
uma curva diferencidvel em M. Temos que v := (f o) : (—€,e) — N € uma curva

diferencidvel em N. Definimos o diferencial de f em p por

(df)p LM — Tf(P)N
v = (df),(v): C*®(N) — R
d(go foa)

H
g dt

Uma caracteristica importante do diferencial de uma fungao é:

Proposigao 1.4.2. O diferencial (df), de uma fungdo f: M — N independe da curva o

escolhida.

Demonstragdo. Sejam (U, @) e (V, 1)) cartas sobre p e f(p) respectivamente, com f(p~1(U)) C
Y(V). Sejam v € T,M e a: (—e,e) = M com a(0) = p e & = v. Em coordenadas locais,
temos que a curva a é dada por &(t) = (poa)(t) = (z1(t),...,z,(t)), e, a curva v := f o«

¢ dada por 4(t) = (o foa)(t) =1 o fop ™ (21(t), ... 2a(t)) = (y1(z(t)), .., yu(2(1))).
O vetor 7y € Ty, N € dado por

= i [ﬁ 24(0) (aﬁi) 0] <ayi>f<p)

It3
ol \Oyi f(p)

Com vy, sendo os componentes de v na base associada a (U, ¢). Assim, o diferencial

nao depende da curva usada enquanto & = v. O
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Além disso, as coordenadas de w = (df),(v) na base associada a (V. ) sao

Uma regra que se transfere das fungoes de R™ em R™ é:

Proposicao 1.4.3. Sejampe M; f: M — N, g: N — P func¢oes diferencidveis em p
e f(p) respectivamente. Temos que g o f € diferencidvel em p, e além disso, d(go f), =
(dg) (p) © (df ).

Demonstragao. Sejam f: M — N diferencidvel em p, e g : N — P diferencidvel em f(p).

Podemos escrever:
gofi=mnogoy oo fop

Para (U, ¢) carta sobre p, (V, 1) carta sobre f(p) e (Z,n) carta sobre g(f(p)) Como
nogot~! é diferenciavel em f(p), e 1 o f o p é diferencidvel em p, temos que go f é

diferenciavel em p.

Para verificar a relagao dos diferenciais, sejam « : (—e,¢) - M, f : M — N,
g: N — P,ehe C™P) temos:

s (df)p(v)(R) pois(f o a)(g) = é(g o f)

]

dry oz,
pois como x; : U C M — R, temos que (dx;), : T,M — T,,;nR, mas T,,;(nR = R por

d 0
N io (dz) [ -2 ) e R.
a— = G, entdo (dx;) ((91’3-) €

Observagao 1.4.1. A base dual de ( 0 ) ,...,( 0 ) } ¢ dada por {dr,...,dx,},
p p
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(dx;) <ai> = CZ Oxi o Ny, ..,xi +t, ..., 1)
d -1
= Om oo (T, i+, . xy)
d
== Om((xl, T+t 1)
— 5

Definicao 1.4.3. Dada uma n-variedade M, definimos o fibrado tangente a M por
T™ = | | T,M :={(p,v) |p€ M,veT,M}.

peEM

Proposicao 1.4.4. Seja M uma n-variedade. O fibrado tangente T M é uma 2n-variedade.

Demonstragao. Seja TM = {(p,v) | p € M,v € T,M}. Para cada carta (U,p) =
(U, 1, ...,z,) de M, definimos uma carta de T'M por
¢: 7 (U) — R™
(0.0) = @D 2ap)sdra(0), . dn(0))

Temos que ¢ tem uma inversa dada por

Pt R2" — 7 1(U)

onde z;(p) = g;.

E com isso podemos transportar a topologia de ¢(U) x R"™ para U x R". Dessa

forma, definimos uma base

B:= |J{A| A éaberto em TU,, onde U, é aberto de uma carta de M}.

peEM

Damos a T'M a topologia gerada pela base B. Com esta, ele é um espaco de

Hausdorfl com base enumeréavel.

Vejamos agora que para ¢, ¥ parametrizagoes, a mudanca de coordenadas é

diferenciavel.

Sejam (U, ) = (U, x1,....,x,), (V) = (V,y1,...,yn) cartas de M, ep € UNYV,
com ¢(p) = q e P(p) = r. Temos

(1»2 © @_1)((]7 C) = ’QZ (pazci (ai.) ) = (Tla -'-arn7b17 "'7bn)
=1 v/ p
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onde as primeiras n coordenadas sao dadas pela mudanca de coordenadas 1) o =1,

; ox;
=1 ?
e portanto, T'M é uma 2n-variedade. O

o (W op) : -
eb = Z ¢ | ——— . Temos assim que as mudancas de coordenadas sao C'*°,
¢~ 1(p)

Outro espago notério é o espago cotangente a p em M, dado por (T, M)* = TyM.

Analogamente, pode-se definir o fibrado cotangente a M por T*M := |_| oM =
peM
{(p,6) | pe M,§ € T;M}. Temos também que o Fibrado cotangente ¢ uma 2n-variedade,

com cartas

p: 7, (U) — R*™

*

09 - (x1<p>>...,xn<p>,g(f%> g((ﬁ))

onde (U,xy,...,z,) é uma carta de M, e m, : T*M — M é dada por (p,&) — p.

dy; \1"
Note que a mudanga entre duas bases {dz1, ...,dz,} e {dy1, ..., dy,} é dada por l(dy >] )
L

Tanto o fibrado tangente como o cotangente sao exemplos de uma outra estrutura,

chamada Fibrado Vetorial.

Definicao 1.4.4. Um Fibrado Vetorial Real de posto n sobre M é um espaco

topolégico X, com uma funcao continua m sobre M, satisfazendo as condigoes:

1. Vpe M, m=Y(p) é um n-espaco vetorial sobre R.

(a3

2.Vpe M,3U Cc M, 3h: 71 (U) = U x R"(chamado uma trivializacdo local de
E sobre U) satisfazendo:

e iyoh=m (onde ny : U X R" = U € a proje¢io em U )

o Vg e U, h |1y €um isomorfismo entre = *(q) e {q} x R™

No caso de X e M serem variedades diferencidveis, m diferenciavel e as trivializagoes

locais sejam difeomorfismos, dizemos que X € um fibrado vetorial suave.

Dizemos que uma funcao ¢ : M — X € uma se¢ao de X se mo @ = 1idyy;.

1.5 Comportamento local das funcdes diferencidveis.

Dada uma funcao suave f : M — N, dependendo de como seja a derivada da

funcao, podemos avaliar seu comportamento localmente. Faremos as seguintes definigoes:
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Definicao 1.5.1. Sejam M e N wvariedades diferencidveis de dimensoes n e m respectiva-

mente. Temos que

o f ¢ uma tmersdo em p se (df), : R* — R™ € injetora.

o f é uma submersao em p se (df), : R* — R™ ¢é sobrejetora.

Note que se f é uma imersao, entao n < m, e se f é uma submersao, m < n.

Exemplo 1.5.1. A funcao f(t) = (cos(t), sen(2t)) € uma imersao, mas a fungao f(t) =
(12,t3) nao € uma imersio em 0.

Exemplo 1.5.2. A func¢io f(z,y) = z+y*k é uma submersio de R* em R, pois (df )z, =

2ky € sobrejetora.

Teorema 1.5.1 (Forma local das imersoes.). Sejam M e N wvariedades de dimensio n e

m respectivamente, e f : M — N uma imersao em p. Entao existem cartas (U, ) de p e
(V.v) de f(p) tal que

Yo fooay,..,xy) = (1, T, 0, ..., 0)

Demonstragao. Seja f: M — N uma imersao em p. S.p.g. tomemos cartas (U, @) e (V1)
de p e f(p) respectivamente com ¢(p) =0 e (f(p)) =0.

Como o diferencial é injetor, a menos de uma mudanca de bases, podemos supor

que a matriz que o representa é da forma

Definimos a aplicacao

F: oU)xR™™ — R"

(X1, ooy T) f(a:l, ey Zp) (0,00, 0, Ty gy ey Ty

O diferencial de F em 0 tem como matriz

I, 0
0 I,

Portanto dFj, é um isomorfismo e pelo teorema da funcao inversa, temos que existem
AeBemR"com ACUXR™™ BCVtalque0 € A, 0 € Be F |4 ¢éum difeomorfismo.

Definimos uma nova parametrizagao de ¥y ~!(B) por F'~! o 1. Note que F~t o é
uma parametrizacao, porque a mudanca de coordenadas entre ela e 1) é F ou F~!, ambas

.
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Agora, seja:

i elU) = p(U) xR
(1, ey Tp) = (1,0 20, 0, ..., 0)

Mostraremos que j é representacio local de f nas cartas ¢ e F~! o).
De um lado, temos (F~'oto foy)(x)=Flof(z) =y = f(z)=F(y) =
f(yh s yn) + (07 ce 07 Ynt1y -+ ym)

A

Por outro lado F(z) = f(21,...,x,). Logo (Y1, ..., Ym) = (21, ..., 2y, 0, ...,0), e assim

concluimos que
Floy™tofop=3j.
m

Teorema 1.5.2 (Forma local das submersdes.). Sejam f: M — N uma submersao em p.

Entao existem cartas (U, @) ao redor de p, e (V,1) ao redor de f(p), tal que

(Yo foo™ ) wy,..,wn) = (1, .0, Tp).

Demonstracdao. Seja f uma submersao em p, e 7 a projecao nas primeiras n coordenadas.
Sp.ge(p)=0,ew(f(p)) =0. A menos de uma mudanca de bases, a matriz do diferencial
de f é dada por

1 #]

Definimos uma funcao

F: pU)cR* - R

(@1, ey @) = (f(T1, ey )y Tt 1y oy T

NotequeﬂoF:f

Temos que a matriz que representa dF, é da forma

I, *
0 I,

Pelo Teorema da Fungao Inversa, temos que existem abertos A C p(U), B C R™

[dFo] =

tal que 0 € A, 0 € B, e F' |4 é um difeomorfismo.

Definimos uma nova parametrizagao F o ¢ de ¢~ '(A). Note que como a mudanca

de coordenadas com ¢ é F ou F~1, logo é C°.

Mostraremos que a representacao local de f nas coordenadas F'o g e ¢ é 7.
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Definimos uma funcao

h: FoplU) — R

(1, ooy T) = (T4, ey Tp)

Temos que (o foetoF ) (z) = (fo F ) (x) = n(x). Concluimos que a

representacao local de f é a projecao nas primeiras n coordenadas. ]

Existe mais um tipo de funcao relevante para o estudo das variedades:

Definicao 1.5.2. Sejam M e N duas variedades. Uma funcdao f : M — N € dita um

mergulho se f ¢ uma imersao e M € homeomorfa a sua imagem munida com a topologia

mduzida de N.

Exemplo 1.5.3. A funcio f: R — R? dada por t — (elcost, etsent) é um mergulho de R

em R2. De fato, f'(t) = (¢'(cost — sent), e!(sent + cost)) € injetora, e f € continua com

tcost, etsent
inversa f~!(elcost, elsent) = l(e"cos ,te sen )” Logo R = f(R).
e

Exemplo 1.5.4. A funcdo f: R — R? dada por t — (t* — 1,12 —t) é uma imersdio que
nao € mergulho. De fato, sua derivada f'(t) = (2t,3t*> — 1) € injetora, porém f nao é
injetora, pois f(1) = f(—=1) = (0,0).

Usando os conceitos apresentados até agora, podemos definir a nossa nocao de

“subestrutra’:

Definicao 1.5.3. Seja M uma n-variedade, e N C M. Dizemos que N € uma subvarie-

dade de M se existir um mergulho de N em M.

Uma importante condicao equivalente para ser uma subvariedade é dada por:

Teorema 1.5.3. Seja M wma variedade diferencidvel de dimensao n, e N C M. N é
uma subvariedade de dimensao m de M se, e somente se, Vp € M, existe uma carta

m+1 _

(U, 21, ...,x,) ao redor de p em N tal que em NNU, x ... = 2" = 0(tais cartas sao

chamadas cartas adaptadas).

Demonstracao. (<) Seja N com a topologia induzida de M, e seja i : N — M a inclusao.
Considerando i(N) com a topologia induzida, temos que i é um homeomorfismo. Basta

verificarmos que ¢ é uma imersao.

Tomemos uma carta (U, xy,...,z,) de N satisfazendo z,,11 = ... = 2, = 0 em
N NU. Relativa as cartas (N NU, xq, ..., x) € (U, 21, ..., 2,), temos

(1, ooy Ty) = (X1, ooy Ty, 0, ..., 0)
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O que mostra que de fato ela é uma imersao.

(=) Suponha agora que N é uma subvariedade de M, sendo f o mergulho de N

em M. Provaremos que f(IV) tem cartas adaptadas.

Como f é uma imersao, temos, pela Forma Local das Imersoes, que existem cartas
(U,z1,...,x,) ao redor de p e (V,y1, ..., y,) ao redor de f(p) tal que a representagao local
de f é

(X1, ey Tp) = (21, ey T, 0, ..., 0)

Precisamos agora que, em uma vizinhanga de f(p) em V', o conjunto f(N) seja

definido por z,,41 = ... = 2, = 0.

Como f é um homeomorfismo, entdo f(U) é aberto em f(N). Pela defini¢ao de
topologia induzida, temos que existe V' aberto de M tal que V' N f(N) = f(U). Em
VNV’ temos:

VoVinf(N)=vnfU)=fU)

e f(U) é definido por x,,41 = ... = x,, = 0. Assim, temos que (V NV’ xq,...,2,) é
uma carta adaptada a f(N) contendo f(p). Como f(p) é um ponto arbitrario de f(N),

concluimos que podemos definir cartas adaptadas para f(N).

[]

Agora, encontraremos um critério para podermos reconhecer quando um determi-

nado conjunto é uma subvariedade. Antes, precisamos de umas definigoes:

Definicao 1.5.4. Seja f : M — N uma funcao diferencidvel entre variedades de dimensao
n e m respectivamente. Temos que um ponto q € M € chamado ponto regular de f se
(df), € sobrejetora, e um ponto p € N é um valor regular de f se todo ponto em f~*(p)

¢ um ponto reqular de f.

Um ponto q € M € um ponto critico de f se nao é um ponto reqular. Da mesma
forma, um ponto p € N € um valor critico de [ se existe um ponto em f~1(p) que é um

ponto critico de f.

Podemos ver que imagens inversas de valores regulares sao subvariedades:

Teorema 1.5.4. Seja ¢ € N um valor reqular de f: M — N e suponha que L = f~1(q)
¢ nao-vazio. Entao L é uma subvariedade de M e T,L = ker(df), C T,M, Vp € L.
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Demonstragdo. Pela forma local das submersoes, para cada ponto p € f~!(q), podemos
escolher cartas (U, ) e (V, 1) ao redor de p e f(p) respectivamente, com ¢(p) = 0, 1(q) = 0,
e cuja representacao local nelas seja a projecao m; nas n primeiras coordenadas. Para

construir um atlas, usaremos esses conjuntos U obtidos pela Forma Local das Submersoes.

Seja U N f~'(¢q) := U. Definamos em U uma parametrizacio

" U — Rm™m
p

= (Tpaty ooy T

Temos que a colecio (U, n) forma um atlas para f~(g), o que o torna uma variedade

de dimensao m — n.

Agora, seja g : f~'(¢) — M sendo a inclusao. Como Im(g) = f'(q), te-
mos que g é homeomorfismo na imagem. Em coordenadas locais, §(zpi1,...,Tm) =
(1(Tna1y oy Tim)y ooy Ten(Ts1, ooy T ) ), que tem diferencial injetor. Logo, g é um mergulho
de f71(q) em M.

Agora vamos mostrar que T,(f~*(q)) = ker(df),. Para isso, para toda curva o em

7 (q) tal que a(0) =p e & =wv. Entao (f o a)(t) = ¢, Vt e assim

df o«
dt

=0 <= (df)pa = (df)p(v) =0

Implicando que v € ker(df),. Como dimT,L = dim(ker(df),) = m —n, o resultado

segue.

1.6 Campos de vetores

Nesta secao vamos falar de alguns dos objetos mais importantes da teoria das

variedades: Os campos de vetores.

Definicao 1.6.1. Seja M uma variedade diferencidvel. Um campo de vetores em M
¢ uma aplicagao X : M — T'M tal que Vp € M, X (p) .= X, € T,M.

Dizemos que um campo de vetores é suave se X ¢é uma funcao C'*°. O conjunto de

todos os campos de vetores suaves em M é denotado X(M).
Temos os seguintes critérios:
Proposicao 1.6.1. Seja M uma n-variedade, e (U, x4, ...,x,) uma carta em M. Uma

funcao X : U — TU é um campo de vetores suave em U se, e somente se, existem

X;:U—Rie{l,..,n} suaves, tal que
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)

Demonstragao. Consideremos a carta (U, 1, ...x,) em M. Como X, € T,,M, temos que

0
81‘2-

&:i&<

1=1

Xp = Zn:Xz‘(p) (ai)

i=1

Para X;: U - R,i € {1,...,n}
Na carta (U x R™, ®) associada a carta, temos que a representagao local de X é

A

X(x1, .0y y) = (21, ...,xn,f(l(xl, s Tp)y ey X (15 ooy T))

Entdo X ¢ diferencidvel se, e somente se X; : ©(U) — R é diferenciavel para cada

i € {1,...,n}, ou seja, se e somente se X; : U — R é diferenciavel, Vi € {1,...,n}. ]

Proposicao 1.6.2. Seja M uma variedade diferencidvel, e X um campo de vetores em M.

Temos que X € diferencidvel em M se, e somente se, Vf € C®(M), a fun¢io Xf : M — R

¢ diferenciavel.

Demonstracao. (<) Suponha que X f : M — R é diferencidavel. Temos entao que

Xf() = Zn:@i” (gi;)(.)

=1

Compondo com dzx;, temos
d;(X f)(-) = ai(-)
Como dz; e X f sao diferenciaveis, temos que as a; sao fungoes diferenciaveis, e
logo X é diferencidvel.
(=) Seja X um campo de vetores diferencidvel, e f uma funcao real diferencidvel.
Tomando (U, ¢) = (U, x4, ..., T,), temos:

x-S () =Y (Sf)

i=1

Como X f é soma de produtos de funcoes diferencidveis, temos que X f é diferen-

ciavel.
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Note que

_ ), (E X.(0) (ai)) — (),

Dados dois campos de vetores X, Y € X(M), podemos definir um terceiro campo chamado

colchete de Lie por
[(X,Y]f = X(Y[)=Y(X[),VfeC=(M)

Para vermos que o conchete de Lie é um campo de vetores, considere uma parame-

trizagao ¢ : U C M — R"™. Temos que

X = zn:X <ai-> oY =3¥, (ax)

=1 =1

Dada f € C*°(M), avaliando um termo da soma, temos

af 0 of ay; of o2 f
X, v (2 (%90 = x, v
(8%)( (91;]) (ax)( ’8:&-) Z((’?xi oz, ' on0z,

_y, (ax of | O )

81’] 0% Zaxjﬁxi
aY; of Y@X of
"0x; 0x; 7 Ox; O

aY; 0 8X 0\

X,

( Z@xz dr; Y 0z (9@) /

X;

Y] 0
Xi oz, —Yi 3x3> (83:]-) (/)

Onde os termos mistos se anulam pelo Teorema de Schwarz sobre derivadas mistas.

oY; 0X,;\ 0
Invertendo os i e j, e agrupando os termos Vi, j, temos que [X, Y] =) <X,~ Iy, )
i 8m, 81‘, 8xj

é um campo de vetores.

Note que [X,Y] é um campo suave, pois X (Y f) — Y(Xf) é suave para toda
feC>(M).
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Dizemos que dois campos de vetores X,Y € X(M) comutam se [X,Y] = 0.

O Colchete de Lie tem as seguintes propriedades:

Proposicao 1.6.3. Dados X,Y,Z € X(M), valem:

1. Va, B € R,

[aX + BY, 7] = o X, Z] + Y, Z]
(X, aY + 3Z] = a[X,Y] + 8[X, Z]

2. [X,)Y]=-[Y, X]
3. XYL Z+ (Y, Z), X] + [[Z, X],Y] =0 (Identidade de Jacobi)

4. Vf,g e C®(M),[fX,9Y] = fg[X, Y]+ f(X9)Y — g(Y f)X (Regra de Leibniz)

Demonstracao. Sejam X,Y, 7 € X(M), a,f € R, fe C®epe M.

(X + BY, Z], [ = ((aXy, + 5Y,)(24,])) = (Zp(aXp + BY)) f)
= aXy(Zpf) + Y, (2o f) = Zp(aXpf + BY,[)
= aXy(Zpf) + BY, (4o f) = Zp(aXpf) = Zp(BY,f)
= a(Xp(Zp) = Zp(Xp ) + BV Zpf) = Zp(Ypf))
= a[Xp, ] f + B, Zp) f

f)
f)
f)

Como p e f foram arbitrarios, vale a identidade desejada. A segunda identidade é
analoga.
2. [X7 Y]pf = Xp(Y;?f) - Y;)(pr) = —(Y;)(pr) - Xp(%f)) = _[Y:IJ7Xp]f

Como p e f foram arbitrarios, vale a identidade desejada.

(X, Yol, Zpf + (1Y, Zpls Xplf + (120, Xo], Yol f = [X5, Yol Zp f
- Zp[vaY;?]f + [Y}an]pr - Xp[Y;an]f + [vaXp]Y;)f - Y;)[Zanp]f =
Xprpr - YPXPpr - ZPXPYPf + Zprpr + Yprpr - Zprpr—
Xprpr + XprYpf + ZpoYpf - XprYpf - Y;?Zpof + Y;JXprf =0

Como p e f foram arbitrarios, vale a Identidade de Jacobi.
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4. Seja h € C*°(M). Temos que:

[fX,gY]h = fX(gY)h—gY(fX)h
= f(Xg)h + fg(XY)h — g(Y f)h — gf(YX)h
= (fglX, Y]+ f(Xg) —g(Y f))h

Como h é arbitraria, temos que vale a regra de Leibniz.

]

Uma consequéncia dessa proposi¢ao é que X(M) é um exemplo de uma Algebra
de Lie, i.e., um espago vetorial munido de um mapa bilinear anti-simétrico que satisfaz
a identidade de Jacobi(chamado Colchete de Lie). Ainda nisso, dizemos que uma

transformacao linear que preserva o colchete de Lie é um homomorfismo de algebras
de Lie.

A partir de um difeomorfismo f : M — N, podemos definir uma forma de induzir

um campo de vetores em N usando um campo X € X(M) da seguinte forma:

Definicao 1.6.2. Dado um difeomorfismo f : M — N, e um campo de vetores X em
M, definimos o push-forward de X, denotado f.X, pela sequinte forma: dado p € M,

(feX) ) = (df)p(Xp)-

Note que o push-forward realmente define um campo de vetores em N, pois podemos
escrever (df),X, = (df),o X o f7*(f(p)): N - TN.

O push-forward pode ser usado para relacionar campos de vetores de duas variedades,
da seguinte forma: Dados X € X(M), Y € X(N), e f : M — N suave; dizemos que X e
Y sao f-relacionados(e escrevemos Y = f.X) se, Vg € N,Vp € f~(q), (df ), X, = Y.

Proposicao 1.6.4. Sejam X € X(M),Y € X(N); f: M — N eg: N — P fungoes

diferencidvers. Valem:

1. Y =fX < Vg:&CN—)R, (Yg)of=X(gof).

aberto

2Y=fXeZ=9Y =>7Z=(go0f)X

Demonstragao. 1. (=) Seja p € M. Temos:
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(<) Seja g =y; : M — R. Por um lado, temos que (dyz) 0 Yip) =

Yi(f(p)). Por outro lado, X (yi o f) = (d(yi o [)pXp = (dyi) ) (df )p Xp = bi(f (P))-
Assim, b;(f(p)) = Yi(f(p)), e como as coordenadas sao iguais, temos que Y (dfp)
Como o ponto é arbitrario, Y = f,.X

2. Suponha que X e Y sejam f-relacionadas, e Y e Z g-relacionadas, seja h: Z — R e
p € M. Temos

X(hogof)=d(hogo f)X,

= (dh)g(s(p))(dg) sy (df ) p X pela regra da cadeia
= (dh)g(s)(d9) 1) Y1 () pois X e Y sado f — relacionados
= (dh) () Zg(t ) pois Y e Z sao g — relacionados
= (Zh)g(sw))
Concluimos assim que X e Z sao g o f-relacionados. ]

Proposicao 1.6.5. Se f : M — N ¢é uma funcao diferencidvel, e X,Y € X(M) f-
relacionados a X,Y € X(N) respectivamente. Entao [X,Y] € f-relacionado o [X,Y].

Demonstragao. Seja g € C°(M).

(X, Y](go f) = X(Y(gof)—Y(X(g0f)

=X((Yg)o ) Y((Xg)of) pela Proposigao 1.6.4.
=(XYg)of—(YXg)of pela Proposicao 1.6.4.
= ([X,Y]g ) f
Pela Proposigao 1.6.4., temos que [X,Y] e [X,Y] sdo f-relacionados. O

Note que no caso de f ser um difeomorfismo, temos que f.[X7, Xo] = [f. X1, [ Xa],

e como (df), é linear e bijetora, ela é um isomorfismo de édlgebras de Lie.

Um dos conceitos mais importantes associados a Campos de Vetores é o de curvas

mntegrais.

Definicao 1.6.3. Dado um campo de vetores X em uma variedade M, uma curva
integral de X é uma curva o : I — M com a(t) = Xaw, YVt € 1. Se a(0) = p, chamamos
a de curva integral a X em p e dizemos que 0 € o valor inicial de «, e neste caso,

notamos ay,.

Pra encontrar uma curva integral @ de um campo de vetores X, compomos a

equagao que define uma curva integral com (dg),, obtendo
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&(t) = X (a(1))

onde X = (dp) o X o ! é a representagao local de X.

Essa igualdade ¢ dada por um sistema de Equagoes Diferenciais Ordinérias:

d

“@i(t) = Kifa(t)

Usando o Teorema de Picard sobre a existéncia local de solugoes de EDO, temos

que localmente, uma curva integral sempre existe.

Resumimos isto a seguir:

Teorema 1.6.1. Seja M uma variedade diferencidvel e X € X(M). Dado p € M, existe
uma curva oy 2 I — M de X em p. Além disso, essa curva é inica, i.e., quaisquer duas

destas curvas sao iguais na interse¢ao dos seus dominios.

Teorema 1.6.2. Seja X € X(M). Vp € M, existe uma vizinhanga W de p, e um intervalo
I = (—¢,¢), e uma funcao diferencidvel F': W x I — M tal que para ¢ € W, a curva

d
%F(Cb t) = Xp(q1)-

Tal funcao € chamada fluro local de X em p.

F(q,t) : I - M ¢é uma curva integral de X em gq, i.e.,

No caso de termos campos f-relacionados, existe uma relagao entre suas curvas

integrais e fluxos locais associados, dada por

Proposicao 1.6.6. Seja f: M — N uma funcao diferencidavel, X € X(M), Y € X(N).

1. SeY e X sao f-relacionados, entao toda curva integral de X é mapeada em uma

curva integral de'Y por f.

2. Y e X sao f-relacionados se, e somente se, os fluxos locais de X eY satisfazem
f(Fx(p,t)) = Fy(f(p,t)),V(p,t) onde ambos os fluzos estao definidos.

Demonstracao. 1. Sejam X e Y campos f-relacionados, p € M e a uma curva integral

de X em p, ie., a(0) =pe &(t) = Xa@). Temos que em p

(df)a Xaw = (df)aw (a(t)) pois « é curva integral de X
= (f o a)(t) Pela regra da cadeia

= Yoa(t) pois X e Y sao f — relacionados
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2. (=) Seja t — Fx(p,t) é uma curva integral de X. Entao, pelo item anterior,
f(Fx(p,t)) é uma curva integral de Y. Logo, f(Fx(p,t)) = Fy(f(p),1t).
(<) Seja f(Fx(p,t)) = Fy(f(p),t), ¥(p,t) onde os fluxos estao definidos.

Derivando com relacao ao tempo ambos os lados da igualdade, temos

(i)o (f(Fx(p.t) = (i)o (Fy (f(p). 1))

@rcon () Frlont) =Y (F(70),0)

(df) ey X (Fx (p,0)) = Y(f(p))

(df)po = Yf(p)

O que nos mostra que X e Y sao f-relacionados.

]

Usando um fluxo local F' de X em p, podemos definir uma colecao importante de

funcoes da seguinte forma: fixando t € I, temos

Q/Jt: W — M
q = (q) = F(qt)

Uma propriedade importante é:

Proposicao 1.6.7. As funcoes 1, definidas acima sao difeomorfismos locais e satisfazem

(Ve otbs)(q) = ¢(t+s)(Q)

sempre que, t,s,t+s €1, es(q) € W.

Demonstragao. Observemos que para ¢ fixado, F'(F(q, s)t) e F/(q,t+s) sdo curvas integrais
com a mesma condicao inicial, pois F(F(q,s),0) = F(q,s), e F(q,0+ s) = F(q, s). Logo,

pelo Teorema 1.6.1., existe I C I onde as duas curvas sdo iguais. Assim, ¢ 0 1), = Y(ts)-

Por conseguinte, temos que v, o Y_; = g = Id, e logo ¢ sao difeomorfismos

locais. O

Muitas vezes, o fluxo local esta definido apenas para um intervalo. Mas em alguns

casos, ele pode ser estendido para a reta inteira, como no caso das variedades compactas.

Dado um campo de vetores X € X(M), dizemos que o suporte de X é supp(X) =
{peM:X,+#0}.
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Definigao 1.6.4. Seja M uma n-variedade. Uma cole¢cao {¢y : M — M}, com
I = (—¢,¢e) de difeomorfismos é denominada um grupo local & 1-pardmetro de
difeomorfismos. Se I = R, o conjunto é chamado de grupo a 1-pardmetro de

difeomorfismos.

Teorema 1.6.3. Seja X € X(M) com supp(X) compacto. Entao os fluzos locais de X

formam um grupo a 1-parametro de difeomorfismos.

Demonstragao. Seja X € X(M) com supp(X) compacto. Para cada ponto de M, tomamos
uma vizinhanga W de p e um intervalo I de forma que o fluxo ¥; de X esta definido
em W x I. Com isso, cobrimos o suporte de X com esses abertos W. Como o suporte é
compacto, podemos extrair uma subcobertura {Wj} de supp(X), e considerar um intervalo
Iy = (—€0,€0) contido na intersecao de todos os intervalos correspondentes Ij. Note que
para ¢ € supp(X), X, = 0, e logo F(q,t) esta trivialmente definida em I;, e com o
Teorema 1.6.1., podemos estender F' para M x I,. Como para |s|, [t]| € <_2€O, 820>, vale
Wy 0 s = Yy, € como o intervalo Iy pode ser escolhido uniformemente para todo ¢ € M,

podemos escrever ¢ € R como

t:k%+s,k€Z,O§s<%

e assim, estender o mapa I para todo o M xR, definindo F(q,t) = F* (F(q, s), 820>
O]

Dizemos que um campo de vetores cujo fluxo define um grupo a 1-parametro de
difeomorfismos é completo.
Corolario 1.6.1. Seja M uma variedade compacta. Entao todo campo de vetores em M

€ completo.

Demonstragao. Seja X € X(M). Como supp(X) C M, e supp(X) é fechado, temos que

supp(X) é compacto, e pelo teorema anterior, X é completo. O

Existe também um conceito associado a campos de vetores que nos da outro ponto
de vista de nogoes ja vistas; o de Derivada de Lie, tanto de uma funcao, e de um campo.
Definicao 1.6.5. Seja X — X(M) com fluzo local ¥y e f: M — R uma fun¢ao diferen-
ciavel. A Derivada de Lie de f na direcio de X €

£x(N0) = (§) Goutn)

Teorema 1.6.4. Lx(f)=Xf
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Demonstracao. Sejam X 1, e f como na definicao de Derivada de Lie. Temos

]

Definigao 1.6.6. Sejam XY € X(M), ¢ fluzo local de X. A Derivada de Lie de Y
na direcao de X € definida por:

Teorema 1.6.5. Lx(YV) = [X,Y]

Demonstracao. Sejam X, Y e 1 como na Definicao 1.6.6.. Procederemos por partes.

(a5
tr) \9%i ) yp)

Primeiro, temos que, em coordenadas:

0 0 " O
- (5;), = (33,), o

" 0
Segundo, como Y, = >_Y;(p) (8) , temos que
X
p

i=1

(¢—t)*th(p) = (w—t)* (Zn: YJ(@D(taP)) <(9ZL'> ( ))
T/ 4(tp

Enfim, temos
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(Extry= > (jt 0 (Y,-w( o (_m)) ( (f)
B gl (CZ(YM’( ))gfj H_IZY aa 8@% )) (ai)p] .
B ]22:1 (g‘:’i W(t) a‘;ik tp)g;b; ) _mznjlmw(t’p))gii (—tp) (81)13] 0
- 3 (s ) () - (S ) (),

Como v é a identidade, seu jacobiano é

i
8xj

= b3
(0.p)

Assim, renomeando j para k no segundo termo, temos:

)(&), -

Como a escolha do ponto é arbitraria, temos que Lx(Y) = [X,Y] O

n aY; 0X;
(LxY), = Z_;l (Xk(p) Do, — Yi(p) Dy

Intuitivamente, a derivada de Lie de uma fun¢ao nos da a variacao da mesma ao
longo do fluxo de um campo, e a derivada de Lie de um campo nos da a variacao de um

campo ao longo do fluxo de outro.

1.7 Tensores

Definicao 1.7.1. Seja V' um espaco vetorial. Um k-tensor é uma transformagao multili-
nearT':V x ... xV = R.
—_———

k vezes

O espaco de todos os k-tensores em um espaco vetorial é denotado 7#(V*).
Exemplo 1.7.1. O espago dual V* a um espago vetorial é equivalente a T*(V*)
Exemplo 1.7.2. Um produto interno em um espaco vetorial ¢ um 2-tensor.

Exemplo 1.7.3. O determinante é um n-tensor em R™.

Dados um k-tensor 7' e um I-tensor S, podemos definir um k + I-tensor em V*+,

denotado o produto tensorial de T e S, por
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(T (059 S)(?}l, vy Uky Ukt 1y ooy Uk-H) = T(’Ul, PN Uk)S(Uk+1, ceny Uk—i—l)'
A pergunta natural a se fazer é "Qual é uma base do espaco dos k-tensores em um
espaco vetorial?”A resposta é dada por:

Proposigao 1.7.1. Seja {1, ...,T,} uma base de T*(V*). O conjunto {T;, @ ... ® T;
1<y, ...,ix, < n} € uma base de TH(V*), e logo, dimT*(V*) = n*.

|

Demonstragio. Seja B := {1}, ® ... ® Ty, | 1 < iy,...,ix < n}, onde T;, € {Ty,...,T,,}.
Provaremos primeiro que B é L.1I.
Seja Z aiy...i iy, ® ... ® T;, = 0 uma combinacao linear de elementos de B.

U1 yeenylif
Tomando (vy, ..., v,) a base dual de {71, ...,T,}, e substituindo na soma temos a;, . ;, = 0.

Repetindo o processo para outras escolhas de vetores, obtemos que os coeficientes devem
Ser zero.

Provaremos agora que B gera T*(V*). Sejam wy, ..., w; vetores em V com w; =

> aijv; , e T € TH(V*). Temos:

j=1
n
T(wl, ,wk) = Z CLle...ak’jkT(Ujl, ...,’an)
jl?“'7jn:1
n
= Z T(vil,...,vin)Tl®...®Tn(w1,...,wk)
i1, in=1
Assim, temos que 7' = 337 . _ T'(viy, ..., v3,)T1 ® ... ® Ty, e concluimos que B é
uma base de TH(V*). O

O tipo de tensor mais importante para nos é:

Definigao 1.7.2. Um k-tensor T € T*(V*) é dito alternado se T(vy, ..., Vi, ..., Vj, .., ) =

—T(V1, ey Vjy ooy Uiy o, V).

O conjunto de k-tensores alternados forma um subespaco A*(V*) de T*(V*).

Proposicao 1.7.2. SejaT € T*(V*). T e alternado se, e somente se, T (1, ..., Vi, ey Uj, ooy Up) =

0,v; = v;.

Demonstragio. Seja T um k-tensor alternado em V', e (v1, ..., v;, ..., v, ..., v,) € V¥, Entao
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Donde concluimos que T'(vy, ..., v;, ..., Vj, ..., v, ) = 0. Reciprocamente, Se T'(vq, ..., Vi, ..., V), ..y Up) =

0 com (vq, ..., 0, ..., v, ..., Uy) tal que v; = v;, entdo

T(v1, ey U + V), oy U+ 05, 0, 0y) =0
T (V1 ey Uiy ooy Ujy ooy Un) + T(01, oy Uy oy Uy oy Uy) 1= 0

T(V1, ey Uiy ooy Uy ooy V) = =T (01, o, Uy ooy Uiy e, )

Concluimos assim que 7' é alternada.

Exemplo 1.7.4. O determinante é um n-tensor alternado em R™.

A partir de um k-tensor, podemos definir um k-tensor alternado, usando um
operador Alt : TH(V*) — AF(V*) por

T() s 20 3 (sgn0) (o)

toESK

onde U(Ul, ...,vn) = (%(1), ---7Ua(n))-

O operador Alt tem as seguintes propriedades:

Proposigao 1.7.3. Sejam T € T*(V*),w € A*(V*). Temos:
1. Alt(T) € A*(V*)
2. Alt(w) =w
3. Alt(Alt(T)) = Alt(T)

Demonstracgao. 1. Seja 0;; a permutacao que troca os termos de subindices ¢ e j. Se

o € Sk, escrevendo o' = o - 0y5.

AT, o Vi oy oy V) = 7 D (5970)T (Vota)s 3 Vot o V) -+ Vo)

’ UESk
1

=4 > (8gn0) T (Vgr(1), oy Vot (j)s s Vot (i) s -+ Vot(n))
to€ES
1

— g Z _(SgnU/)T<Ua’(1); ...’Ua.l(n))
T o'eSy

= —Alt(T)(v1, ..., Viy ey Uy ooy Uy)
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2. Seja w € A¥(V*) e 0y como definida acima. Entao W( Vo, (1)5 s Voyy(m)) = (sgn
oij)w(vq, ..., v). Como toda permutagao é produto de transposigoes, a equacao vale

para toda permutagao.

Logo

1

Alt(w) (v, ..o, ) = ] > (s9n0)w(Va (1), s Vo))
T oeSy
1
= > (sgno)(sgno)w(vy, ..., i)
toeSk
- W(Ul, 77],14:)

3. Segue de (1) e (2).
[

Em seguida, definimos o conceito mais importante para a discussao a seguir: O

Produto Exterior.

Definigao 1.7.3. Dados T € A*(V*), e S € A{(V*), definimos o produto exterior entre
T e S por

(k + 1!
!

Exemplo 1.7.5. Sejam T,S € AYV*). Temos entio que T NS = 2AIH(T @ S) =
TRS-SeT.

TAS:=

Alt(T ® S)

Para provarmos que o produto exterior é associativo, precisamos de um lema:

Lema 1.7.1. Sejam T € TH(V*), Se T{(V*) e Re T™(V*)

1. Se Alt(T) =0, entdo, Alt(T ® S) = Alt(S®T) =0

2. At(A(T ® S) @ R) = Alt(T ® S® R) = Alt(T ® Alt(S ® R))
Demonstragdo. 1. Consideremos (k + m)!(Alt(T ® S)(v1, ..., Vgtm). Temos

(k 4+ m) (AT @ S)(v1, ey Vigm) = D (8g10) T (Vo (1, -3 Vo)) S War (k1) -+ Vor(letm))

UGSk+m

Consideremos o subgrupo G de Siy; de todas as permutacgoes que fixam k + 1 até

k + m. Temos entao
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Z (SQHU)T(Ua(l), o Ua(k))S(Ua(k—i-l)a o Ua(k+m))
oeG

= <Z (SQHU)T(UU(U, ey UU(k))) S(Ua(kﬂ), ey va(k+m))

oceG

= KI(AI(T) @ S) (01, ooy Visrn) = 0

Como G particiona Sg.,, em classes G&, e para cada classe, temos:

3" (sgn0)(T @ ) (o1, s Vo(m))

ceGé&

= (sgnd) > (sgno)(T @ S)(Va(z1)): - Vo(3((n)))

ceG

= (sgno )k AIL(T) @ S)(vs(1)s - Von)) = 0
Temos assim que Alt(T ® S) = 0. Analogamente, temos que Alt(S® T) = 0.

2. Como Alt o Alt = Alt, temos Alt(Alt(S® R) — S ® R) = 0.
Logo,

0=Al(T® (Alt(S® R) — S® R))
=Alt(T ® Alt(S®@ R) — Alt(T ® S® R)

Para a segunda igualdade, temos:

0=Alt(AIT®S)—T®S)® R)
= AIt(AIH(T ® S) ® R) — Alt(T ® S ® R)

]

Proposigao 1.7.4. Dados T € A*(V*),S € A{(V*),R € A™(V*), temos (T A S) AR =
TA(SAR).

Demonstracao. Note que, por um lado:

(k+1+m)!
WAH((T NS)® R)

(k+1+m)! (k+1)!
- AlH(T
R (T®S®R)

_(k+l4+m)!

(TANS)AR=
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Por outro lado, temos:

TA(SAR) = WAH(T@ (SAR)

(k+1+m)!

Logo, vale a associatividade do produto exterior. O

Proposicao 1.7.5. Se {T},...,T,,} € uma base de V*, entdo o conjunto
B ={Ti, N..\NT;, |1 <i <..<ip<n}

¢ uma base pra A*(V*), e temos que

n!
dim A*(V*) = (7) = Kl(n—k)!

Demonstragao. Seja T € AF(V*) C T*(V*). Temos entdao que T = > a;, ;T ®...0T,.
T

Como T ¢é alternado, Alt(T) =T, e logo

B1yeenslfe

1
Mostraremos que Alt(T;, ® ...Q1T;,) = ET“ A...AT;, . Fazendo indugdo em k, para

k =1 o resultado vale, pois Alt(T;,) = T;,. Supondo o resultado valido para k tensores da
base, temos

Alt(T;, ® ...@T,,,) = Alt(T;, ® ... T, ®T;

Kl
_ AT, & .. @ T ) AT,
Gy T @ O T AT
Y
E

1

e1)

k+1

T A AT,

k+1)

k+1)

1
Logo, temos que T' = i T, N ... \NT;, . Porém, os tensores 17 A ... AT}, nao
S

sao L.I. Pois pela anticomutatividade do produto exterior, dadas duas listas (i1,

.“,ik) €
(J1y s J)
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com os mesmos elementos diferindo apenas de sua ordenacao, temos 13, A... AT}, =
+T;, N ... AT}, . Agrupando os tensores cujos subindices diferem apenas de sua oredenacao,

podemos trabalhar apenas com subindices crescentes, e assim, podemos escrever:

T= > byi,TiuN AT,

11 <...<ip

Assim, B’ gera AF(V*). Mostraremos agora que B’ ¢ L.I. Tomemos uma combinagio

linear

Z biy.iyTiy N .. NT;, =0

11 <...<U

Seja (vj,, ..., vj, ) uma base dual de (7}, , ..., T}, ), onde (ji, ..., jx) € uma lista crescente

de indices. Avaliando, temos:

0=k Z bllzkﬂl /\.../\Tik(vjl,...,vjk)

11 <...<tp
= Z Cz‘l...ikAlt(Th ®..® Tik)(vjl? SR Ujk)
11 <...<tg
= Z Cil...ik Z ﬂl (UU(j1)> e ﬂk (UU(Jk)>
11 <...<tp €Sk

Como as duas sequéncias de indices sao crescentes, a inica permutagao que leva
uma a outra é a identidade. Assim, temos que 0 = b;, ;.. Logo, b;, ; = 0, para toda

lista de indices (ji, ..., jr). Concluimos assim que B’ é uma base para A*(V*). ]

Proposicao 1.7.6. Se T € A¥(V*) e S € A™(V*), entdo
TAS=(=1)k(SAT)

Demonstragdo. Sejam (v1, ..., v5) € VF e (Vpy1, oo, Uppm) € V™ Como TAS = > b
i1<...<ik+m

W NT temos que

k+m?

T/\S(Ul,...7Uk,Uk+1,...7Uk+m) = Z bi1---ik+mﬂ1 /\.../\ﬂk+m(vi1,...,vik+m)

11 <. <l

= <_1)k Z bil---ik-t,-mﬂQ AR Ek-‘-m N Ti1 (Uim 0 Vigim Ui1)

11 <.kt

= (_1)km Z bi1---ik+mTik+1 A A Tik-s-m NT;
11 <. Ut
A oo Ny (Vi1 ey Vigey s ULy oy V)

=SA T(Uk+17 ooy Uktm; U1, "'7Uk)

11 lhtm

T A
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Concluimos que T A S = (—=1)F™S AT. O

Para 1-Tensores T}, temos uma forma conhecida de calcular os produtos exteriores
Ty N NT;,.

Proposicao 1.7.7. Sejam Ty, Ts, ..., T, € V*, e vy, 09, ...,v, € V. Temos que

Ty A oo Ny (v1, ..., v) = det[T;(vj)]

Demonstracao. Sejam T4, ..., T, € V*, vy, ...,v € V. Temos que

T1 VAN Tk(vl, ...,Uk> = k"Alt(Tl ®..Q Tk)(vl, ceey Uk)
1
= l{;!g > sgn(o)T1(veq)) - - Ti(voy) = det[Ty(v;)]
to€ESk
O]

Podemos induzir k-tensores em espacos a partir de espacos dados, usando uma
nocao chamdada pullback. Seja f : V — W uma transformacao linear, e T € T*(W).
Definimos o pullback de T" por f por

o TEWY) = TRV
e = T

T(f(-)
Esse mapa tem as seguintes propriedades:

Proposicao 1.7.8. Sejam V., W e Z espacos vetoriais, f :V —- W eg: W — Z, e
T e THW?*) e S e THW*). Temos entio que

1. f*(T®S)=f"T® f*S

2. T=AlT) = f*T = Alt(f*T)

3. fX(TANS)=fTNfS

4. (gof) =froyg

Demonstracao. Sejam V., W e Z espacos vetoriais, f : V == Weg: W — Z el €
TEW*), S e THW*), ev; € V,Vi € {1,....k +1}.

Fr (T @ S) (01, ooy vpt) = (TR S)(f(v1), oo, f(Ukam))
=T(f(v1) - T(f(vr)) - S(f(r41) -+ S(f (Vksm))
= f"T® f*S.



46 Capitulo 1. Variedades Diferencidveis

2. T = (X (T . T)o) = (Y (T, ©..® fT,)0) = Alt(f°T)

oc€SE oc€SE

(k+1)! (k+1)!
k! k!

4. (go /)T =T(go f() =g T(f()) = f*g"T().

3. f{(TAS) = FAIT © 8)) = (Alt(fT® £*S)) = f*(T A S)

Um fato importante sobre tensores alternados é:

Proposicao 1.7.9. Sejam V um espaco de dimensao n, e f : V — V uma transformacao
linear e T € A™(V*). Entao f*T = (detA)T', onde A € alguma matriz representando F.

Demonstra¢ao. Como A"(V*) tem dimensao 1 e f* é linear, entdo ela é a multiplicagao
por uma constante C'. Seja H um isomorfismo entre V' e R". Entao H*det é um n-tensor
alternado em V', e logo f*H*det = C'H*det. Logo

(H-Y*F*H*det = Cdet < (H o Fo H™\)*det = Cdet <= A*det = Cdet.
Tomando a base canonica em R", {ey, ..., e, }, temos
A*det(eq,...,e,) = C

Ou seja, det(A) = C.
UJ

Existe uma operacao importante entre vetores e tensores, chamada produto

interior, cujo resultado rebaixa o grau do tensor envolvido. A seguir:

Definicao 1.7.4. Seja V um espago vetorial de dimensdo n, v € V e T € TFV*).

Definimos o produto interior de I’ por v como

iy TEOV) — TEFL(V)
T(vy,...,vr) = T(v,v9,...;0), Y(v1,...,0%) € VE
O produto interior de um elemento da base por um vetor é simples de calcular:

Proposigao 1.7.10. Sejav € V, e Ty, ..., Ty, € V*. Temos que

k
iw(Ti A AT) =D (=)L) A ATy A AT,

i=1
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Demonstracdo. Sejam vs, ..., v, € V. Temos

bo(Ty N o N T ) (g oy v) = T1 A oo AT (0,09, .0, V)

Ti(v) Ti(ve) -+ Ti(vy)
_ ' TQ(U) TQ(’UQ) e TQ(Uk)
Tk(’U) Tk(vg) s Tk(’Uk)

(=)™ T (v)det [T (v <i<razio<j<k

I
-

s
Il
—

(=)™ T (0T A LTy A oo A Ti(vg, . vp)

Il

@
I
—

O]
Proposigao 1.7.11. Seja V um espaco vetorial de dimensao n; v,vy,vy € V, T € AF(V*)
e S € A™(V*). O produto interior satisfaz:
1. 4,(i,(T) =0
2. iUl (Z'UQT) = _iUQ (iv1 T)

3. iy(TAS)=1i,(T) NS+ (=1)*T Ni,S

Demonstracao. 1. i,(1,1))(:) = i,(T(v,-)) = T(v,v,) = 0, pois T é alternada.
2.y (1, T) () = iy (T (0, ) = T(v1, 02, 1) = =T'(03,01, ) = =i, (T(v1, ) =~y (1, (T)) ()-

3. Como ambos os lados da igualdade sao lineares em T e S, podemos assumir que
T:Tl/\.../\Tk eS:Tk+1A...ATm

k+m
—Z DT (0) A e ATy A oo A Thogm

(Z DT (0T A AT A /\Tk>/\Tk+1/\.../\Tk+m+

(—D*Ty A AT A ( ST ()T A ATy A A T,ﬁm)

i=k+1
=i, TAS+ (=1)T AidyS
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1.8 Formas Diferenciais

Definicao 1.8.1. Uma forma de grau k em M é uma funcgao p € M — w(p) :=w, €
AR (T, M).

Dada uma carta (U, 1, ..., ,), a expressao local de w é

w = Z Wiy,indxiy AN dxg, = Zwld:cf
I

11<...<ip

onde I = (iy,...,1;) é uma lista crescente de indices, e w; sdo fungoes reais em U.
Dizemos que w é uma forma diferencial de grau k se as funcoes w; sao diferenciaveis

para toda carta do atlas maximal de M. Uma 0O-forma é uma fungao f : M — R.

A partir de uma funcao suave f : M — N e uma forma w em N, podemos induzir
uma forma 7 := f*w em M usando o pullback por f, com a diferenca aqui que o pullback
de uma forma diferencial por uma funcao usa o diferencial de f para trazer o tensor em N
para M, ou seja, se p € M, v € (T,M)* e (V,yi,...,y,) uma carta de N ao redor de f(p),

temos:

(ffw)p(v) = Z(wl o fpd(yr o f)p(v)

1

No caso de w ser uma 0O-forma, entao f*w =wo f.

Note que isso nos permite reescrever a expressao para f*w como

Y (wro fpd(yro fly = (wro fpd(fyr)

I 1

Proposigao 1.8.1. Sejam f : M — N uma funcio diferencidvel, e w € QF(N),n €
Q™(N). Temos

1 ffw+n)=fw+fn
2. f*(gw) = (go f)f'w = (f*g)(f*w),Yg € C¥(N)
8. [HlwAn) = fwA 7

4. ¢ ffw=(fog)w,Vg: L - M, com L uma variedade diferencidvel.
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Demonstracao. 1. Seja (V,y1,...,y,) carta de N. Temos
frlw+mn) = Q (wr+nr)der)

I

= (Z(WI +n1) o fld(yr o f)

I

=Y wro fd(yro f)+> nio fd(yro f)
7 1

=ffw+fn

2. Seja (U, x4, ..., x,) uma carta de M. Temos

3. Sejam w e n k-formas e m-formas em N respectivamente. Temos:

fflwnan) = Zw;dazf/\Zmde

(k‘+m)
 klm)
- <k]: 17'1) Alt(f*w® f*n)

= ffwA f'y

Alt(f*(w®n)

4. Sejam f: M — Neg: L — M C*®. Temos

(gof)(w)= (g0 f)*(; wrdzr)
_ ;(wl ogo fd(zyogo f)
= ;(wz o g)d(xr o g)
= f*g*(%: wrdxr)

= ffg'w
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Dada uma k-forma w em N, uma fungdo f : M — N suave, e cartas (U, p) =
(U, 1, ...,z,) ao redor de p e (V,y1,...,y,) ao redor de f(p), podemos expressar f*w em

termos das coordenadas:

fro= O wrdyr) = (wro f)ffdyr = (wro f)ffdyi, A ... A frdy;,
I

1 I

Note que f*dy;(v) = (dy;) s ((df)p(v)) = d(y; o f)p(v), pela regra da cadeia.

Assim, temos

frw=f"Q_(wrofldly o f)A... Ad(y, o f))

I

= (wro fd(y,ofoptop) A Ad(yy, o fop ' oyp)
I

=> (wro £d(fi o @) Ao Ad(fiy 0 )

I

Dada w € QF(M), e uma carta (U, p) de M, dizemos que (p~!)*w é a representa-
cao local de w nesta carta.
Um fato importante é:

Proposicao 1.8.2. Se f: M — R ¢ uma fungdo suave, entao a fungdo p — (df), € uma

1-forma.

Podemos definir uma transformacao importante que aumenta o grau de uma forma

diferencial, chamada a derivada exterior.
Definigao 1.8.2. Seja w € QF(R"). Definimos a derivada exterior de w, dw por:

d: QF(R™) - QFL(RR)
w:Zw[de — dw:Zdw[/\dajI
I I

Exemplo 1.8.1. Seja w = — Y o + ? dy, definida em R* — {0}. Calculando

$2+y2 $2+y2

dw, obtemos

Y T
dw:d<_x2—|—y2)/\dx+d<$2+y2>/\dy
2 2 2 2
Yy —x y -z
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Teorema 1.8.1. Sejam «, w, wi, wy formas em R"™. Temos que valem as sequintes

propriedades:

1. d(Ml + (.UQ) = dw1 + dLL)Q
2. we R = dwAha)=dwAa+(—1)fwAda
3. d(dw) =0

4. Se f:R™ — R" € suave, d(f*w) = f*(dw)

Demonstracao. 1. d(wy+wy) = Zd(wl +wy)rAdxy = Zdwlf/\d:x1+z dwar Ndry =
i 7 7
dwy + dwo

2. Usando (1), é suficiente provar para w = ardxr, e a = bydz ;.

dw A a) =d(arbydry A dxy)
=d(arby) Ndx ANdzy
= (byda; + a;dby) N dxy N\ dxy
=byday Ndxy Ndxy+ ardby A dxp A dxy
=dw A a+ (—1)*ardz; Adby A dxy
=dwAa+ (=1)fwAda

3. Usando (1), é suficiente provar para uma forma w = a;dz;. Temos

n

dw = day Ndxy = Z galda:i Adxy

i=1 9Ti

Entao

n

n 2
ZZ (895]8:1:1) dz; N\ dz; \dxy

i=17=1

n 2 2
Z < ? — 0 )de/\dl’i/\dl‘[:O

i—1 j<i 8%8@ 8@6%

4. Primeiro, consideremos uma O-forma g.

. . (& g " ([ dg —~ ((99 Ofi
f*(dg) = f (Z axid@-) =Y (3% of) dfy = Y ((89&1 of) 8@)

i=1 i=1 ij=1

=20 D 4, —ago ) = asg

j=1
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Seja entao w = aydxry. Temos que

d(f*w) = d((f*ar)dfr) = d(f*ar) N dfr + (f*ar)d(dfr) = d(f*ar) A df;
= (f*dar) N (f*dx;) = f*(da; Ndxp) = f*(dw)

onde df; = dfi, A ... \df;,, e o resultado segue.

[

Suponha agora que w seja uma k-forma em uma variedade diferencidvel. Para
definir a sua derivada exterior, vamos definir como ela é localmente, e mostrar que nas
intersecoes das cartas, ela nao muda, o que permite que sua definicao nos dé um objeto

definido globalmente.

Definimos dw como a forma localmente representada por dw,, onde wq, = (¢, 1)*w,

ie., dw = (p;!)*dw, em U,, sendo ¢, : U, C M — R™ uma parametrizagao de M.
Seja @z : Us € M — R™ tal que U, MUz # 0. Mostraremos que (pq 0 95")*ws = w.

Como [ = gpaoapgl ¢ uma funcgao suave de R" em R", temos que f*(dw,) = d(f*wq) = dwg.

Logo,

(05" dws = (@5")" [*(dws)
= (fows')dw,
= (oo )" (dwa)

O que nos mostra que, na intersecao, as duas formas sao iguais. Logo dw esta
bem-definida. A derivada exterior de uma k-forma em uma variedade também satisfaz as
mesmas propriedades do Teorema 1.8.3., e a prova ¢é essencialmente uma redugao ao

caso das formas no R", seguido da aplicagao do Teorema 1.8.3..

1.9 Cohomologia de De Rham

Usando as formas diferenciais, podemos definir um invariante de variedades, denomi-
nado Grupo de Cohomologia de De Rham. Para isto, precisamos de umas defini¢oes

preliminares.

Definigao 1.9.1. Seja w € QF(M). Dizemos que w ¢ fechada se dw = 0, e exata se
existe £ € Q" Y(M) tal que w = dE.

Note que toda forma exata é fechada, pelo item (3) do Teorema 1.8.3.. Denotando
por Z*(M) o grupo das k-formas fechadas e por B¥(M) o conjunto das k-formas exatas

em M, podemos definir uma relacdo em Z* por
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Wy ~ Wy <> E|§€Qk_1(M) fwp — wy = dE

Proposicao 1.9.1. A relacao definida anteriormente € uma relacdo de equivaléncia em

ZF(M).
Demonstracdo. Sejam w,wy,ws,ws € Z%(M).

1. Reflezividade: w ~ w pois w —w = 0, e 0 € QF~1(M).

2. Simetria: Suponha que w; ~ wy. Entdo, existe & € QFL(M) tal que wy — wy = dE.

Mas we — wy = —d§ = d(—¢), e assim wy ~ w;.
3. Transitividade: Suponha que wy ~ ws, € ws ~ w3. Entao existem &;,&; € Qk_l(M)
tal que wy — wy = d&;, wz — wy = d&;. Consequentemente
Wy — W1 = ws — Wy +wy —wy =d& +d& = d(& + &)
O que mostra que wy ~ ws.
O

Definigao 1.9.2. Seja M uma n-variedade. Definimos o k-ésimo grupo de Cohomo-
logia de De Rham de M por

HY(M) = ="~

Um fato importante é que toda funcao suave f : M — N induz uma funcao
f*: H*(N) — H*(M) pelo pullback de formas.

Proposicao 1.9.2. Seja f : M — N uma funcao diferencidvel. Temos que:

1. O pullback f* leva formas fechadas em fechadas, e exatas em exatas.
2. Sew~¢& em N, entao f*w ~ f*€ em M.

3. f* induz um mapa f# : H*(N) — H*(M) em cohomologia, definido naturalmente
por fFlw] = [f*w].

4. Se g: L — M é um mapa suave, entdo (go f)# = f# o g¥.

Demonstracao. Seja f: M — N uma funcao diferenciavel.
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1. Sejam w; € Z*(M), e wy € B¥(N). Temos df*w; = f*dw; = f*0 = 0, e frwy =
fr(dg) = df*¢, para £ € Q" 1(N).

2. Suponha w ~ £. Entao 3n € QFY(N) tal que w — & = dn. Logo, f*w— f*€ = f*dn =
af*n = ffw ~ f*¢.

3. Dado f: M — N, podemos definir o mapa f# : H*(N) — H*(M) por w > [f*w].

Note que este mapa é bem-definido pelo item (2).

4. Segue da Proposicao 1.8.1.

O

I

Proposicao 1.9.3. Seja f : M — N um difeomorfismo entre variedades. Entio H*(M)
HE(N).

Demonstracao. Seja f : M — N um difeomorfismo. Entao existe f~': N — M, e além

disso, (f~1)* é a funcao inversa de f*, e podemos ver

(S o fFlwl = (FFIf W] = [(F) o fw] = [w] = [(f*o(f ) )w] = (fFo(f ) F)[w]

Logo, f# ¢ isomorfismo entre H*(M) e H*(N). O

1.9.1 Familias suaves de formas diferenciais

Sera relevante para o nosso trabalho estudar familias a 1-parametro de formas

diferenciais. Seu uso serd importante para a construcao de alguns difeomorfismos.

Definicao 1.9.3. Uma familia a 1-parametro de formas diferenciais em M é um
conjunto {wi}ier, onde I C R e w; € uma forma diferencial em M, Vt € 1. Dizemos que

wi hier depende suavemente de t se, Vp € M, (U, x4, ..., x,) carta tal que

(we)p = D _bs(t,p)(dzs),, (t,p) €I X U

onde by sao funcoes suaves em I x U. Neste caso, chamamos {w;} também de

familia suave de formas diferenciais.

Definigao 1.9.4. Dada {w;}ies familia suave de formas diferenciais, definimos a deri-

vada com respeito a t dela por
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Note que a derivada independe da carta tomada, pois em uma carta (U, z1, ..., ),
d db
temos (wy) ZbJ (t,p)(dzy),, para (t,p) € I x U; e (dt Wt) = Z dtJ (to,p)(dz ).
to

Da mesma forma dada outra carta (V,yi,...,y,) com (t,p) € I X V temos (wy), =

d dey,
> ep(t,p)(der),, assim como (dt > > di to, p)(dzxr),.
L L

Note que, V(t,p) € I x (UNV), temos

D byt p)(dey), = (we)p = > elt,p)(der),

J

Entao, para I = (i, ..., 1), temos que

) 0
e = Seeaec, (2] 12
p p
o 0
_;bJ(t,p) (dl’])p (81}“ 7...767% )
p p
F{(p)
Avaliando, temos:
dCL d J
, D TL)p = - J\LP)E AP LL)p
> G, =3 5 (Sht @) ()
7 I J (to,p)
db
=y > %(tmp)FL (p)(dzr)y
L J
de J
= —t(to,p) O Fi(p)(dxr),
J L
dz
db
=> %(to,p)(d@)p
J

O que prova que a derivada independe da carta tomada.

Proposicao 1.9.4. Sejam {w:}ier € {7t }er duas familias suaves de formas em M. Valem:

PR O S
ST T gy T TR
d d

. —| dwy=d

° dt|, “ (dt )

Demonstragao. Sejam {w; }ier e {7 }er duas familias suaves de formas em M.

1. Como a derivada é linear, basta provarmos para o caso wy; = a(t,-)jdx; e 7, =
b(t, ')JdZL‘J.
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d d
dt(Wt ATy) = dt(a;bj)dxf Adz
dC?IdeZEI A dl’J + a[djdl’] A dIJ
= d— AT+ we A &
Tat TNy
2. Primeiro, provaremos que d comuta com a
Note que
d d 0b
—d — —d d
at™ T dt (Z,: 2 gz, ”TJ>
" d Ob
ZZ—a del/\d:cJ
J =1 dt 0
" 0 [dby
= dz; \Nd
z;axl(dt) o

Assim, concluimos que T
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2 Variedades Simpléticas

Nosso foco é estudar a estrutura local de um tipo de variedades, chamadas Varie-

dades Simpléticas. Para isso, precisamos de algumas nogoes de Algebra Linear.

2.1 Algebra Linear Simplética.

Neste capitulo, todos os nossos espacos vetoriais tem dimensao finita.

Teorema 2.1.1 (Forma Padrao para fungoes bilineares anti-simétricas). Seja T : V xV —
R uma fung¢ao bilinear anti-simétrica. Entao existe uma base {uy, ..., Ug, €1, ..., €ny f1, ooy fr }

com

® T<ez7f]) = 51]
° T(ei,ej) =0= T(fza f])

o T(u;,v)=0,YoeV,Vie{l,..n}

Demonstracao: Seja U = {u € V' | T'(u,v) = 0,Yv € V}. Como U é subespago

de V pela bilinearidade de T', podemos escolher um subespaco Z em V' tal que
V=U®Z

Tome e; € Z com e; # 0. Existe f; € Z com T(ey, f1) # 0. Sem perda de
generalidade, podemos supor T'(eq, f1) = 1. Seja:

o Zy = span{ey, fi}

o 7l ={ue Z|T(u,v)=0,Yv € Z;}
Afirmamos que Z; N ZI' = {0}. De fato, se w = ae; + bf; € Z; N ZT, temos

o T(w,eq) =T(ae; +bf1,e1) = —b

[ J T(w, fl) = T(ael + bfl, fl) =a

Pela definicao de Z{, temos a = —b =0

Temos também que Z = Z, @ Z!'. Para ver isto, tomemos v € Z; N Z{.
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Seja v € Z. Yw € Z;, definimos
Zy = w~+ (v —w)

Embora essa definigao pareca trivial, temos que v — w € ZI, pois

T(v,zy) =T(v,w+ (v—w))

T
T

(
(v,w) + T(v,v — w), pela bilinearidade de T
(v,w) + T(v,v) — T'(v,w), pela bilinearidade de T

0, pois T'(v,v) =0

E como w € Z;, temos que z,, é soma de elementos de Z; e de ZI', temos que todo

elemento de Z ¢ dessa forma, logo concluimos que Z = Z, @ Z{

Repetimos o processo para Z{. Selecionamos e; € ZI, e temos que existe fo € Z]
com T'(ey, f2) # 0. Definimos Z, e ZI de forma andloga & anterior, e encontramos que
7l =Z,® 77

Podemos repetir esse processo um numero finito de vezes, pois V tem dimensao

finita, e encontramos

Como a uniao das bases e;, f; com uma base uy, ..., u, de U é base de V, obtemos a

base desejada. [

Como a dimensao de U ¢ independente com respeito a escolha de bases, temos que
m—k
k = dim U é um invariante de (V,T"), assim como n = — denominado o posto de 7.

Observacao 2.1.1. Com respeito a essa base, T' tem representacao matricial

0 0 0 |
T(u,v):H— u —H 0 0 —Id| |v
0 Id O |

Observacao 2.1.2. Note que a base encontrada no Teorema nao € unica. Dependendo da

base escolhida para U, ela varia.
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Definicao 2.1.1. Dados V' espaco vetorial, e T : V x V — R aplicagao bilinear alternada.
Dado v € V', definimos

T:V—V*
u— T(u,-)
Note que ker T é o subespago U definido no Teorema 2.1.1.

Definicdo 2.1.2. Dizemos que a aplicacio T definida acima é simplética se T ¢ bijetiva,
ou equivalentemente, se U = {u € V | T(u,v) = 0,Yv € V} = {0}. O mapa T ¢ chamado
de Estrutura linear simplética em V', e o par (V,T) é chamado de Espaco Vetorial

Simplético.

Observagao 2.1.3. Dada uma estrutura linear simplética T em um espago vetorial V.,
temos que pelo teorema da forma padrdo, dim U = dim ker T = 0, entdo temos que existe
uma base {e1, ..., en, f1, ..., fn} satisfazendo T'(e;,e;) = T(fi, fj) =0 e T'(e;, f;) = 0i5. Uma

base nessas condicoes € chamada de base simplética de V. Temos que nela:

ren = (= o )| T

Em um espaco vetorial simplético V', podemos destacar alguns tipos de subespagos:

Definicao 2.1.3. Dizemos que um subespaco W C V' é simplético se T |wxw € nao-

degenerada.

Exemplo 2.1.1. W = span{ey, f1} € simplético.

Definigao 2.1.4. Dizemos que um subespaco W C 'V € isotropico se T |wxw= 0
Exemplo 2.1.2. W = span{e;,es} € isotrdpico.

Definicao 2.1.5. Dizemos que um subespaco W C V € co-isotrépico se W C W.
Exemplo 2.1.3. W = span{ey, fo, ..., fa} € co-isotrépico, pois WT = {e;,}.

Proposicao 2.1.1. Sejam W, Y subespacos de um espaco vetorial simplético V. Temos

as propriedades:

1. dimY + dim YT =dimV

2. (Y=Y
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3 WcCcY = YITcw?

4. W € simplético <= WNWT={0} —= V=wew?
dimV

5. Y € isotropico — dim Y <

dimV

6. Y € co-isotropico = dimY >

Demonstracdo. Sejam V' espaco vetorial simplético, W e Y subespacos de V, e T a

estrutura simplética em V.

1. Defina ¢ : V.— Y™ por v — T(v,) |y. Temos que o kerp = {v € V | T'(v,y) =
0,Vy € Y} = Y7, Provamos que Im(T") Y.
Seja o € Y*. Usando a existéencia de W C V com V =Y @ W, podemos definir
uma & € V* por y + w — a(y). Pela bijetivitade de T:V — V*, existe v € V tal
que & = T,. Porém & |y= a. Logo o = T(v,-) |y. Logo, temos que ¢ é sobrejetora,

e pelo teorema do nicleo e da imagem, concluimos que dim Y + dim Y7 = dim V.

2. (D) Sejay € Y. Vv € YT temos que T(v,y) = 0, por definicio de YT. Logo
ye (YT,
(C) Sejav e (YT, Temos que Iy e Vi €e Y t.qq v =y +y. T(v,y) =0 =
T(y,y)+T(y,y')=0. Como T(y,y') =0,y =0 e portanto, v =y € Y.

3. (=) Sejay € Y. Temos que T(y,v) = 0,Vv € Y. Logo T(y,w) = 0,YVw € W, pois
W C Y. Assim, temos que y € W7,
(<) Seja YT C W7, Pela implicagao anterior, temos que (W) C (Y7)T | logo, por
(2), temos que W C Y.

4. (=) Se W é simplético, temos que T |wxw= 0. Seja u € W N WT. Temos que
T(u,v) = 0, Yo € W. Porém, como T é simplética, T" é nao-degenerada e logo
T(u,v) =0,YveW = u=0.

(<) Suponha que W N W = {0}. Entdo temos que {w € W | T(u,w) = 0,
Vu € W} = {0}. Logo T |wxw= 0.

A outra equivaléncia segue da definicao de soma direta de espagos vetoriais.

Como vimos no Teorema 2.1.1., V.= W + W7, Dai, temos que W NW7T = {0} +—=
V=wewr.

5. Seja Y um subespaco isotrépico. Temos que Y C Y7, Logo, dim Y < dim Y. Por

50
(1), 2dim Y < dimY + dimY7” = dim V. Logo dim Y < ”:V.
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6. Seja Y um subespaco co-isotrépico. Temos que Y7 C Y. Logo, dim Y7 < dim Y.
di
Por (1), 2dim Y7 < dim Y7 + dimY = dim V. Logo dim Y7 < “;V.

O

Uma classe importante de subespacos de um espago vetorial simplético é dada pelos

subespacos lagrangianos.

Definicao 2.1.6. Seja W um subespago isotropico de V. Dizemos que W ¢ lagrangiano
‘ dimV
se dim W = 5

Proposicao 2.1.2. Seja Y um subespaco de um espaco vetorial simplético V. Sdao equiva-

lentes:

1. 'Y é€ lagrangiano.
2. 'Y € isotropico e co-isotropico.

3.Yy=Y"T

Demonstragao. (1) = (2): Provaremos a contrapositiva. Se Y nao é isotrdpico, Y nao é
dimV

lagrangiano. Se Y nao é co-isotrépico, dim ¥ < , € assim Y nao pode ser lagrangiano.
(2) = (3): Se Y é isotrépico e co-isotrépico, temos Y C YT e YT C YV, elogo Y = YT,
B)= 1Y =YY" =dimY = dim Y? = 2dimY = dimV, o que nos d4 dimY =
dimV
O
2

Essa classe de espagos ganhara mais importancia posteriormente no estudo de

certas subvariedades do fibrado cotangente.

Assim como em outras estruturas, existe uma "modelo canonico” de espaco vetorial

simplético.

Definigao 2.1.7. O protdtipo de um espaco vetorial simplético é (R*",T,) com

Ty de forma que a base candnica € vista como uma base simplética, vista da forma:

€1 = (1,0, ,O)

e, =(0,0,..., 1,0,...,0)
~—

fi = (0,0,...,0, 1 ,0,...,0)
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O wvalor de Ty em outros vetores € avaliado usando os vetores da base e a bilineari-
dade de Ty.

Espacos vetoriais simpléticos também admitem uma nocao de equivaléncia, chamada

simplectomorfismo.

Definicao 2.1.8. Um simplectomorfismo ¢ entre espagos (V,T) e (V',T") é um isomor-
fismo ¢ : V. — V' satisfazendo ¢*T" =T. (V,T) e (V',T") sao ditos simplectomorfos

se existe um simplectomorfismo entre eles.

Proposicao 2.1.3. A relacao de ser Simplectomorfo é uma relagao de equivaléncia no

conjunto dos espacos vetoriais simpléticos.

Demonstracao. Sejam (V,T), (W,S) e (X, R) espagos vetoriais simpléticos, e ¢ : V — W,
v W = X.

o Reflexividade: A identidade é um simplectomorfismo, pois é um isomorfismo e

(id)*T = T.

e Simetria: Suponha que V e W sejam simplectomorfos, com ¢ : V' — W sendo o

simplectomorfismo. Temos que =1 : W — V é um simplectomorfismo, pois
(™) T = (¢ )'¢*S = (poyp™)*S = (Id)*S = S.

e Transitividade: Suponha que (V,T) e (W,S) sejam simplectomorfos, e (W, S) e
(X, R) também, sendo ¢ e 1) os simplectomorfismos respectivamente. Temos que

Yoyw:V — X éum simplectomorfismo. Pois:
(Yop) R=¢"("R) = "5 =T
O

Ainda, pelo Teorema da Forma Padrao, temos que cada escolha de uma base
simplética para um espaco vetorial simplético V' induz um simplectomorfismo para o
protétipo padrao - basta definir um mapa de V' para R*", levando os e}s e f/s da base de
V nos e;s e fls da base de V.

2.2 Variedades Simpléticas.

Definicao 2.2.1. Seja M uma variedade diferencidvel e w uma 2-forma em M. Dizemos

que w € simplética se w € fechada e w, é simplética Vp € M.
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Note que se w é simplética, dim T,M = dim M é par.

Definigao 2.2.2. Uma variedade simplética é um par (M,w) onde w é uma forma

simplética em M.

Exemplo 2.2.1. Seja M = R?*" com coordenadas x1, ..., Tn, Y1, ..., Yn. Podemos definir a

forma

w = Zdwi/\dyi

i=1
Temos que ela é simplética. Para ver isso, seja v € T,M. Temos

w(v,w) =0, Vw e T,M
> do; N dy;(v,w) =0, Yw € T,M
> dz;(v)dy;(w) — dy;(v)dz;(w) =0, YVw € T,M

9, 0 0 0
" (a 8@-) ! (layz) y( 8%’) ’ <a13xi> veT
<~ azb; - b,a; =0, Vb, b; eR

= g =a,=0

Também temos que dw = 0 porque os coeficientes da forma sao constantes. Con-

cluimos assim que w € simplética.

. L, 0 0 0 0
Nesse caso temos que a base simplética é — .., A= .. =— )
o0xq , ox,, » oy » OYn »

Exemplo 2.2.2. Seja S* = {z € R? | ||z|| = 1}. Podemos definir uma forma simplética

em S* por w, = (p,u x v). Essa forma € fechada por ter grau mdximo, e é simplética pois
se v € T,S* € tal que (p,u x v) = 0,Yu € T,S?, entdo pela nao-degeneragio do produto
interno, u X v =0, Yu € T,S*, 0 que nos dd v = 0.

Variedades simpléticas admitem uma nocao correspondente de simplectomorfismo.

Definigao 2.2.3. Sejam (My,wq) e (Ms,ws) variedades simpléticas, e seja ¢ : My — My
um difeomorfismo. Dizemos que @ € um simplectomorfismo se (¢)*wy = wy.

2.3 O fibrado cotangente como variedade simplética

Seja T*M o fibrado cotangente de uma variedade diferencidavel M, com cartas dadas
por (7,1 (U), o x (&1, .--,&,)), onde (U, ) é uma carta de M e & = & (dxy),+- - -+ & (dxy),

¢ um funcional em 7y M Podemos definir uma forma simplética no mesmo, por:

=1
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Esta forma é denotada 2-forma simplética canonica. Como nossas proposicoes
envolvendo esta forma envolvem pullbacks, é interessante notar que na verdade, ela é a
derivada de uma 1-forma, denotada 1-forma tautolégica, definida por a, = (dm,)*¢,
onde p = (z,£) é um ponto de T*M, e m, : T*M — M ¢é definida por (z,€) — z.

Podemos mostrar que, em coordenadas, o, = Y1 ; {;dx,;. Para isso, sejam (U, ) =

(U, 21, ....zy) e (m7HU), 21, .., T, &1y -, &) Tespectivamente cartas de M e T*M, e v €

& 0 0
T,(T*M). Temos que v = Y _ a; ) +b; <> . Fazendo
P = \9zi), 9%/,

Como todas as funcoes envolvidas sao diferencidveis, temos que «, é diferenciavel.

Note que

=1 i=1 =1

Um fato importante é que um difeomorfismo f entre variedades M; e My determina

um simplectomorfismo entre fibrados cotangentes. Para isso, definimos uma funcao

fu: T*My — T*M,
(z1,v) = (22, (df;) V)

Onde 23 = f(x1).

Proposicao 2.3.1. fu : T*M; — T* M, € um difeomorfismo.
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Demonstracao. Primeiro, note que o diagrama

T M, —* T* M,

Jml Jm

Ml#Mg

comuta, pois dado (x,v) € T*M, (f o ma)(x,v) = f(z), e (T2 0 fu)(z,v) =
Segundamente, fx é bijetora pois ambas as coordenadas sao bijetoras.

Terceiramente, fy é suave pois dadas cartas (U,¢) = (U,21,...,x,) e (V,¢) =
(V,y1,...,yn) cartas de M; e M, respectivamente, com cartas associadas (77 (U), %) e
(m2'(V), ), temos

Eof#OG_I(xl,...,xn,&,...,gn ¢Of# Zfzdxz

Zé’z (df )} (dzs))

Como as coordenadas de (df ')}, (dx;) sao diferencidveis, temos que fu 6 diferen-

ciavel, logo fx também o é. n

Corolario 2.3.1. Sejam ay e as as 1-formas tautologicas em T* My e T* My respectiva-

mente. Temos que (f4)*(a2) = ay.

Demonstragao. Sejam p; € My, py € My com py = fu(p1), €& € Ty My, & € T, My com
& = (dfy,)*&. Temos

(i (@2)pe = () (@)
= d(myp, © f#);1§
=d(fo W*pl);lf
= AT, dfy & = (A7, )61 = (1),

Como os pontos sao arbitrarios, a igualdade vale em todos os pontos das variedades.

]
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Proposicao 2.3.2. fu : T*M; — T* M, € um simplectomorfismo com relagao a estrutura

simplética dada pela forma simplética canonica, ou seja, (fu) ws = ws.

Demonstracao. A prova segue de um calculo simples:

(f#) w2 = (f) das

=d(f)" s pois df*(-) = f"d(-)
=do pelo corolario anterior
—_= Wl

]

Obtemos assim que um difeomorfismo f : M; = M, induz um simplectomorfismo
fu : T*My = T* M, entre os seus fibrados cotangentes. Agora vamos estudar um pouco
dos mesmos, por serem o exemplo mais importante de variedades simpléticas. E neles que

a mecanica hamiltoniana é feita.

Antes de comecarmos, é necessario fazer uma adaptacao em uma definicao. Deste

momento até o fim da monografia, nos temos:

Definicao 2.3.1. Sejam N e M wvariedades diferencidveis de dimensao k e n, com k < n.
Dizemos que N é uma subvariedade de M se existe uma imersao f: M — N injetora e

propria(denotada também por mergulho fechado).

Temos o 1til critério para determinar quando uma fun¢ao é uma imersao fechada:

Proposicao 2.3.3. Sejam N e M wvariedades de dimensao k e n, respectivamente, com

k <n. Uma funcao f : N — M ¢ um merqulho fechado se, e somente se, f € um mergulho
e f(N) € fechada em M.

Demonstragao. Seguimos a prova indicada em [6], [7], [8]. (<) Seja f : N — M um
mergulho com imagem fechada em M, e seja C C M compacto. Temos que como [ é
mergulho, entdo é injetora, e assim f~1(C) = C N f(X). Como C é compacto, f(X)

também o é. Logo, f é uma imersao injetiva e propria.

(=) Seja f um mergulho fechado, i.e., uma imersao injetiva e prépria. Como f
¢ imersao, pela forma local das imersoes, temos que Vp € N, existem cartas (U, ) e
(V,4) ao redor de p e f(p) tal que f é a imersdo canodnica, e pela natureza da funcdo,
o(U) = f(o(U)). Como f é injetiva, temos que nas intersecoes destas cartas, as funcdes
coincidem, logo, podemos estendé-la para a variedade inteira, tomando uma cobertura de
N por cartas. Assim, N = f(N) e f é um mergulho. Nos resta provar que f(N) é fechada

em M, e o faremos mostrando que f ¢é fechada.
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Seja C' C N fechado. Provaremos que M — f(C') é aberto. Como M é localmente
compacta, Yy € M — f(C), 3U, aberto tal que U, é compacto. Como f ¢é prépria, temos que
f71(U,) é compacto. Logo, C'N f~*(U,) é compacto,e assim a sua imagem f(CNf~1(U,)) =
f(C)N U, também o é; e como compactos em espagos de Hausdorff sao fechados, temos

que ele também é fechado.

Assim, Yy € M — f(C), podemos encontrar V, = U, — (f(C)NT,) = U, — f(C)
aberto que nao intersecta f(C'). Logo, M — f(C) é aberto, e f(C) é fechado.

Como N é fechada em N, temos que f(N) é fechada em M. Assim, f é um mergulho
e f(N) é fechada em M. O

Vamos estudar uma classe de subvariedades do fibrado cotangente, chamada de

subvariedades lagrangianas.

Definicao 2.3.2. Seja (M,w) uma variedade simplética. Dizemos que uma subvariedade
de M ¢ uma subvariedade lagrangiana se Vp € X, T, X € um subespaco lagrangiano

de T,M . Equivalentemente, temos que X € uma subvariedade lagrangiana de M se i*w = 0
, dimM
e dim X = 5

Comegaremos estudando a segao zero de T*M, definida por My := M x {0}.

Proposicao 2.3.4. M, é¢ uma subvariedade de T*M .

Demonstracao. Seja My = M x {0}. Tomemos a fungdo f : M — T*M definida por
x +— (x,0). Temos que f é continua, pois suas coordenadas sdo continuas, e tem uma
inversa definida em f(M) por (z,0) — x, que também é continua, por ser uma projegao.

Logo temos que f é homeomorfismo na imagem, e f(M) = M. Assim, concluimos também
que f(M) é fechado.

Nos resta ver que f é uma imersado. Para isso, seja (U, ) uma carta de M e

-1
*

(77 4(V),%) uma carta de T*M. Em coordenadas locais, temos:

@o fo 90_1(3717 axn) = (¢1(p)7 "'a¢n(p)>07 ,O) - (w © (10_1)('T) x 0.

Como ambas as funcoes sao diferenciaveis, temos que a representacao local é
diferenciavel. E como a mudanca de variaveis é difeomorfismo, entao sua derivada é

bijetora, logo injetora. Concluimos que f é uma imersao. [



68 Capitulo 2. Variedades Simpléticas

Proposicao 2.3.5. M, é uma subvariedade lagrangiana de T M.

Demonstracao. Seja (U, ) = (U, x4, ..., x,) carta de M. Temos que, em coordenadas locais:

peMy = ¢(p) = (21(p), ., 2n(p), 0, .., 0)
gen (U) <= 2(q) = (21(); -, 2n(), &1, -, €n)

Comor € MyNnm Y U) < & = ... =&, =0, temos que a |p= Zfldxz =

i=1

ZOd:ci = 0. Por U ser arbitrario, a = 0 em MyNT*M. Logo, w = —da = 0 também.
i=1
Temos entao que ijw = 30 = 0, para ig : My — T*M. Assim, M, é subvariedade

lagrangiana de T* M. O]

Note que My é o conjunto formado por uma segao(a se¢ao zero). Podemos nos
perguntar "para quais 1-formas u, o conjunto {(z,u) : p € TrM} é uma subvariedade

lagrangiana de T*M?”.
Seja M, = {(z,pn) : p € T} M}, onde p: M — T*M é uma 1-forma.

Proposicao 2.3.6. Seja Y uma subvariedade de T*M. Entao Y = M, para alguma
1-forma p <= mwoi:Y — M € um difeomorfismo.

Demonstragao. (=) SejaY = M, para alguma p : M — T*M 1-forma, e moi : M, — M

definida por (x, u) — . Provemos que 7 o i é bijegao.

Seja x € M. Temos que 3(z, ) € M, tal que moi(x, u) = x. Assim, temos que

7 o4 é sobre.

Sejam (x, p1) e (y, ) em M,,. Temos que

moi(z,pu) =z #y=moi(y,p)

Assim, temos que 7 o 7 é injetora, logo bijetora.

Note que como 7 e ¢ sao suaves, sua composicao também o é. E como a inversa de

moi é dada por x — (x, 1), esta também é C'®. Assim, moi:Y — M é difeomorfismo.

(«=) Suponha que, para Y subvariedade de T*M, woi : Y — M é um difeomorfismo.
Pela sobrejetividade de moi, Vo € M, 3(x, pu) € Y tal que moi(x, u) = x. Pela injetividade
de m o1, temos que a 1-forma que acompanha o ponto é tnica. Assim, temos que Vx €
M, 3y M — T*M tal que (z,p) € Y. Logo, Y = X,. O

Podemos enunciar um critério para dizer quando um X, é lagrangiano. Para isto,

precisamos do seguinte lema.
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Lema 2.3.1. Seja M, = {(z,p) : p € TiM, com pn : M — T*M uma 1-forma. Denotando
por s, a 1-forma p vista apenas como funcao suave, e sendo o a 1-forma tautoldgica em

T*M, temos
S, =

Demonstragao. Sejam p = (z,u) € T*M, e o, = (dmyp)*p. Temos

= (ds,) 5 (dm.gp) por definicao de a,
= (d(7e 0 5)) 21t pois f*og" = (go f)’
= (d(idn))

= H

]

Para M, C T*M, temos que s, : M — T*M é um mergulho com imagem M,,, e

hé um difeomorfismo 7 : M — M, x — (x, ) tal que o seguinte diagrama comuta:

M o T*M
M

Podemos entao enunciar a

Proposicao 2.3.7. M, é subvariedade lagrangiana de T*M <= 1 € uma forma fechada.
Demonstracao. O

*dao =0
T*1*da =0  pois 7*¢é isomorfismo
(toT)*da=10 pois ffog*=(go f)*
(su)*da=0 pelo diagrama
d(sha) =0  pois df* = f*d
dp =0
1 ¢é fechada.

X, € lagrangiano

(R N A

Além de M, temos outros tipos de subvariedades lagrangianas, como as fibras do

fibrado cotangente, como veremos a seguir.

Agora estudaremos um novo fibrado.



70 Capitulo 2. Variedades Simpléticas

Definicao 2.3.3. Seja S uma k-subvariedade de uma n-variedade M. O espago conor-

mal a X em S €
N:S={£eT:M|&(v)=0,Yv e T,S}

O fibrado conormal de S é NS = | | N:S

zeS

Vamos mostrar que o fibrado conormal de uma subvariedade é uma subvariedade

lagrangiana do fibrado cotangente.

Proposicao 2.3.8. N*S ¢ uma subvariedade de T M.

Demonstracao. Seja f: NS — T*M definida por f(z,&) = (z,£). Note que f é continua,
pois suas coordenadas sao continuas. Como S é subvariedade de M, existe um atlas para
S com cartas (U, ¢) tal que p(U) = R* x {0}.

Note que dim N}S = n—Fk. Assim, temos que N*S tem um atlas composto de cartas
da forma (77 1(U), (21, ...7%, 0, ...,0) X (0, ..., 0, &1, .., &), onde (U, ) = (U, x4, ..., T,) é

uma carta de M adaptada a S, o que nos mostra que NM tem dimensao n.

Temos que, em coordenadas locais, o mapa f é dado por:

f(xl, ...,xk,£k+1, 7£n) = (ZL’l, ...,.Ik?O, ...,O,fk_H, 761@)
——

n zeros

Onde &g41, --., &, sao os coeficientes da £ € NS. Dessa expressao, podemos concluir
que f(NS) é fechado em T*M, e que f é uma imersao. Note que essa funcao ¢é suave, pois

cada coordenada é suave. O]

Proposicao 2.3.9. Sejai: N*S — T*M a inclusao, e a a 1-forma tautologica em T*M.
Entao

o =10

Demonstragao. Seja (U, xq,...,x,) uma carta em X centrado em = € S adaptado a S. Te-
mos que, em coordenadas, UNS é dado por 2441 = ... = z,, = 0. Seja (T*(U), 1, ..., T, 1y ooy &)
a carta associada em T*M. A subvariedade N*S NT*U é descrita por

Tpp1 == =0, & ==& =0

Temos entao que

0
= 0, pois dx; (8@) = 0;; = 0 nesse

caso, ja que i # j. O]

(i*CY)p = ‘Tp(N*S): Zfldl’l

i>k

span a%i,igk
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Como corolario, obtemos que para qualquer subvariedade S de uma variedade M,

o fibrado conormal N*S é subvariedade lagrangiana de T*M. Para S = {z}, temos que

NS=N:S={£e€T:M|{wv)=0,Yv e T, {z}} =TS, e para S =M, NS = M,.

Uma aplicagao da discussao de subvariedades lagrangianas é um critério para
determinarmos quando um difeomorfismo é um simplectomorfismo. Para isso, seja ¢ :
M; — My um difeomorfismo entre variedades simpléticas (M,w;) e (M,w,), e considere

as projecoes

m o My x My, — M
(x1,22) = m
my: My x My — M,
(x1,29) +— X9

Podemos considerar em M; x M, a forma w = mjw; + miws. E facil ver que w é

fechada, pois

dw = 77 dwy +15 dwy = 0.
~ ~

0 0
E simplética, pois
2n
W' = (mwn + miwa) = >0 () (miw)? A (mjwa)"F = (1) (miwn)" A (mjwa)" # 0
k=1

Onde a 1ltima igualdade decorre da observagao que, se k < n, (mhwy)" % =0, e se
k> n, (miw)k = 0.
Mais geralmente, dados a, 8 € R, a forma anjw; + fmiw, é uma forma simplética

em M; x M,, pelas mesmas razoes apresentadas acima. Escolhendo o =1 e = —1, temos

a forma de produto torcido, © = 7w, — Tiws.

O grafico de um difeomorfismo ¢ : My = M, ¢é a 2n-subvariedade T o= {(p,e(p)) :

p € M}, tal subvariedade sendo uma imersdo de M; em M; x M,, dada pelo mapa

p= g(p) = (0, p(p))-

Proposicao 2.3.10. Um difeomorfismo ¢ : My — My é um simplectomorfismo se, e

somente se, I', € uma subvariedade lagrangiana de My x My.
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Demonstracao. Suponha que I', é uma subvariedade lagrangiana de M; x My, i.e. g*@ = 0.

Avaliando, temos:

= g (miwr — mow)
= g (miw) — g"(miws)
= (ma1og)w — (Mm2og)w

=  id'w; — P*ws

o o o &
|

S QO*LL)Q = w1

2.4 Preparagao para os truques de Moser.

Nesta secao, trataremos de topicos preparatérios para a ferramenta principal do

Teorema de Darboux: Os truques de moser.

2.4.1 Campos de vetores dependentes do tempo
Nesta subsecao, usaremos os resultados sobre campos de vetores de [1].

Definicao 2.4.1. Seja M uma variedade. Uma funcao p: M x R — M ¢é chamada uma
isotoptia se Vt € R, p(t, ) : M — M ¢é um difeomorfismo e p(0,-) =id |p

Denotaremos p(t, p) por p:(p).

Definicao 2.4.2. Dada uma variedade M, um campo de vetores dependente do
tempo é uma fun¢io X : R x M — TM, Y(t,p) e Rx M, X(t,p) € T,M.

Dada uma isotopia, podemos definir um campo de vetores X; por

~—

X,(g) = dps(q

Ou seja

dp(s,p)
ds

= Xt o p(t7p>

t

Reciprocamente, dado um campo de vetores X; dependente do tempo, se M é
compacta(ou se cada X; tem suporte compacto), existe isotopia p; : M — M satisfazendo
a EDO anterior.

No caso de M ser compacta, existe uma correspondéncia 1-1 entre isotopias de M

e campos de vetores dependentes do tempo.
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Para um campo de vetores dependente do tempo, existe isotopia ao menos local-

mente pelo Teorema de Picard.

2.4.2 Derivadas de Lie

Definicao 2.4.3. Seja M uma variedade. Dados X; campo dependente do tempo, com p;
¢ a isotopia local de X;, e w € QF(M), definimos a derivada de Lie de w por X;, Lx,w

como

Ly, QM) — QF(M)

d

w = O(pt) w

Temos algumas propriedades importantes da Derivada de Lie:

Teorema 2.4.1. Sejam X € X(M),w € Q¥ (M), 7 € QY(M) X; um campo dependente do

tempo, e {w;ier uma familia suave de formas. Temos:

1. A derivada de Lie Lx é uma derivacado, isto €,

Lx(wWAT)=LxwAT+wALxT
2. Lx comuta com d.

3. (Férmula mdgica de Cartan) Lxw = ixdw + dixw

d
4. —piw = pf Lx,w onde py € o fluro local gerado por X;.

dt
d dw
5. apjwt = p; (.L”tht + dtt)

Note que (5) é o item (4) para uma familia suave de formas.

Demonstracao. Sejap € M e ¢, : U — M um fluxo local de X em uma vizinhanca U de

p.

Lx@AT)y = 2| (FiAT),

d

== (prwp) A (9;Tp) Pelo item (1) da Proposigao 1.8.1.

0

d d ~
= (Piwp) ATy + wpy A 7 (p;7p) pelo item (1) da Proposicao 1.9.4.
0 0

= (Lxw)py ATp+wp A (LxT),
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d

_d
Cdt

(pfdw)
0

(dpjw) pelo item (4) do Teorema 1.8.4.
0

d
= d% (piw) pelo item (1) da Proposicao 1.9.4.
0

= dﬁxw

3. Provaremos por inducao no grau das formas nas quais vale a identidade.

Para w com grau 0, i.e. w: M — R, e X € X(M) temos

ix(dW) + dixw = Zxdw = dw(X) =Xw= ﬁxw

Agora, seja k < 1 e suponha o resultado valido para formas de grau menor que k, e

seja w uma k-forma. Escrevendo w em coordenadas, temos

w= Zw;dmil AN dx,
I

Fazendo u = w;, e f = widz;, A ... A dz;,, temos que cada termo dessa soma pode

ser escrito na forma du A 5. Aplicando Lx, temos

Ex(du A B) = EXdu A 5 + du N\ EXﬁ
=d(Xu) AN+ dun (ixds+dixf) pela hipdtese de indugao

Por outro lado, temos

ix(d(du A B) +d(ix(du N B) =
=ix(—duNdB) + d(Xuf — du Nixp)
= —(Xu)df + du A (ixdB) + d(Xu) A B+ (Xu)dB + du A dix
=d(Xu) AN B+ duA (ixdB + dixp)

ASSiHl, .,?Xw = z'de + d’ixw

4. Seja

= %pt
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Onde notamos p; = pl para o fluxo p; do campo X;.

Temos
d , d| .
—p,w = —| piw
dtpt dS tps
— ].lm psw - ptw

=i h

i (P 0) w0 = (ph)
h—0 h

iy PO () w = (ph)
h—0 h

t+h\*
AN AT . (pt ) W—Ww
d

— ty\x t+5\*
(o0)" O(pt )'w

- (pg)*Eth

5. Se f(x,y) é uma funcgao real de duas varidveis, entao pela regra da cadeia, temos

d

7f(t7t) = i

d

a f(ty)

t t

Podemos ver pjw; como uma f(¢,t). Assim, fazemos

— iy = —plwy + —pfw
dtpt t dxpx t dypt Y
dw
— *£ * Y
PrLx,Wt ¢ +Pt7dy t
. dw
= P <£tht + dtt>

2.4.3 Teorema da Vizinhangca Tubular.

Nesta subsecao, demonstraremos um teorema importante, que nos ajuda a obter

"mais estrutura” em abertos que nao a tem.

Seja M uma n-variedade e X uma k-subvariedade de M.

Definicao 2.4.4. O espago quociente N,X :=T,M/T,X ¢é chamado espago normal a
p em X. A unigo NX := | | N,X = {(z,v) | 2 € X,v € N,X} € chamado Fibrado

peEX

Normal a X.
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Proposicao 2.4.1. O fibrado normal a X é um fibrado vetorial de posto n — k, e também
uma n-variedade. Além disso, a se¢ao zero X x {0} de NX ¢ uma subvariedade fechada
de NX.

Demonstracao. Seja ¢ : U C M — R™ uma carta de M adaptada a S, i.e.

0= (21, zn), e XNU ={¢o N (z1, ..., 24,0,...,0) | (z1, ..., 7,0,...,0) € p(U)}

" 0 k(0
Sejaqu,eU:Zvi<> .TemosqueveTquevizoi.e.vzz< ) .
q q

i=1 Ox; i=1 O

b 0
Dessa forma, temos que para [v], = v+ T,X é da forma »_ <8> + T, X
i=s+1 mi q

Definimos uma carta ao redor de [v], € NX por

$: NX |y — oU)xR*
(¢, [v]g) = (©(q), Vhks1, s Un)

3
0
d TX =
onde v + 14 ;(8@

Sejam ¢ : U — R" e ¢ : V — R" cartas adaptadas a X, sendo ¢ = (z1,...,x,) e
¢ = (yla“'7yn>-
Dado z € U NV, temos

) . Estas cartas dao uma trivializacao local de N.X

$: NX |y — oU)xR*
(4, [v]4) (0(a); Vigr, - v7)

I

v: NX |y — (V) x Rk
(q, [U]q) (Q/J(Q)WZH, "'vvz)

I

Vamos encontrar a forma de

Vo lipUNV)xR"™ 5 p(UNV)x R**

Temos que a primeira coordenada serd 1) o ¢!, que é diferencidvel.

Podemos escrever
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onde [(g%ﬂ ¢é a jacobiana da mudanca de cartas.

i
Pela defini¢ao das cartas, 1 e ¢, temos que se os vetores tem coordenadas (0, ) e

ayj . A B

, temos:

A B| |0 10
C D| |a] |8
donde
Ba=0
Da=p

=1l,...

E
vy = v i =54+1,...n
J z’:;_:[ 7 al,l’] + ) )
Uji1
Portanto a segunda coordenada de o™ é D| © | e oy (q,vfy,,...,v5) =
Un

- 8 s - 8 n T s a j
(;b oo~ Y(q), Z v; g;l’ s Z v; ai) que é diferenciavel porque ai] eC>UNYV).
i=s+1 i i=s+1 i i

Assim, temos que a mudanca de coordenadas é C*°, e NX ¢é uma variedade

diferenciavel, de dimensao n. O
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Definicao 2.4.5. Uma vizinhanca Uy da segao zero Xy € dita convexa se sua intersecao
com cada fibra N, X de NX € conveza.

Com isto, podemos enunciar o:

Teorema 2.4.2 (Teorema da Vizinhanga Tubular). Sejam M uma n-variedade, e X uma
k-subvariedade de M, com X, sendo sua secao zero em NX. Entao existe uma vizinhanca
convera Uy de Xy, uma vizinhanca U de X e um difeomorfismo ¢ : U — Uy tal que o

sequinte diagrama comuta:

NX DUy UcM

X

Uma prova desse teorema pode ser encontrada em [4].

A idéia desse teorema é que possamos passar de um aberto da variedade para um
aberto do Fibrado Normal, e aproveitar a estrutura extra que o fibrado tem para provar

afirmacoes sobre o aberto inicial.

Com o teorema da vizinhanca tubular, podemos provar o isomorfismo entre H*(U)

e H*(X), importante na discussdo & seguir. Dividiremos a prova em duas partes:

Proposicao 2.4.2. Seja X uma subvariedade de M, com i : X — M a inclusao. Temos
que i* : H*(Uy) — H*(X) € sobrejetiva.

Demonstragdo. Seja [a] € H¥(X). Temos que a € QF(X), e definimos & € QF(U,) por

Temos que i*[@] = «, pois:

i*la] = i*[r*a] = [i*r*a] = (7 0d)*a] = [id*a] = |a].

Para provar a injetividade de ¢*, precisamos do seguinte lema:

Lema 2.4.1. Se w € Z*(U) satisfaz i*w = 0, entdo w € B*(U). Além disso, podemos
escolher p € QF1(U) com p, =0,V € X.

Demonstracao. Como U = Uy, trabalharemos em U.
Definimos uma homotopia p; : Uy — Uy por (z,v) — (z, tv).

Temos que :
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pr esta bem definida pois Uy é convexo.

® o = 1o O Mo

p1 = id |y,

o pi(2,0) = (2,0) = ip(X)

Temos assim que, de fato, p, é uma homotopia entre id e iy o m preservando iy(X).

Com p;, definimos uma homotopia de cocadeias Q : Q%(Uy) — Q*~1(Uy) por:
1
Q) = [ pilixew)t
Temos que Q:

1. E uma homotopia de cocadeias entre id e ig o 7, pois

1 1
Qdw + dQu = / (i, dw)dt + / o (dix,w)dt
0 0

1
:/ p; (ix,dw + dix,w)dt
0

1
= / p; Lx,wdt pela Formula Magica de Cartan
0
1 d
= %pfwdt pelo Teorema 2.3.1.
0
= piw — pow pelo TFC.

2. Nos permite definir uma forma u € QF"1(%4) com w = du, basta fazer:

p=Quw
Como temos w € ZF(Uy), e ifw = 0, podemos concluir

Id*w — (igom)*'w = Qdw+ dQuw
w = dQw = dpu.

Além disso, como Vz € X, pi(ig(x)) = ig(x) = (x,0), entdo X, (x) = 0, logo
e = 0.
[

Pelo Lema, temos que para w € Z¥(Uy), id*w — (igom)* = dQw. Como dQuw é exata,
temos que [w] — [(ip o m)*w] = [pi] — [p§] = [Bk(uo)]. Portanto, temos que [id| = [(ig o 7)*],
e como id* é isomorfismo, temos que 7* é sobrejetora e i é injetora. Assim, podemos

concluir que ¢* é isomorfismo.
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2.5 Os truques de Moser.

Com essa preparacao feita, podemos analisar o seguinte problema: Dada uma
2n-variedade M, uma k-subvariedade X ,vizinhancas Uy e U; de X com formas simpléticas

wp e wi, existe um simplectomorfismo ¢ : Uy — U; que preserva X, i.e., o(X) = X7

Mais precisamente, Jiirgen Moser perguntou se poderiamos achar um ¢ homotdépica
a identidade. Temos que uma condigao necessaria para tal é que [wy] = [w;], pois se existe

@ ~ idyr, temos uma homotopia de cocadeias ) de forma que

d'w — p*w = dQuw
©*wi + dQuw;
w1 = wp+ del

w1

Como dQu, é exata, temos que [wy] = [w1].

A reciproca, porém, para variedades compactas, vale com uma condi¢gao a mais.

Teorema 2.5.1 (Truque de Moser). Seja M compacta. Se |[wy] = [wi] e a 2-forma
wr = (1 = t)wo + twy € simplética, Vt € 1, entdo existe uma isotopia p: M x R — M tal
que pjw; = wp,0 <t < 1.

Demonstracao. Primeiramente, note que se existe uma isotopia p : M x R — M com
piwr = wp, 0 <t < 1. Entao podemos definir um campo de vetores dependente do tempo

por:

d _
Xt:%PtOPt1§W€R

Entao

Oza(xh)

d

= %(P?%)

d
=p; (.L”tht + dtwt> pelo Teorema 2.3.1

d
O que equivale a Zy,w; + W= 0;0<t<1.

d
Reciprocamente, se existe um campo X; satisfazendo Zx,w; + gwt =0,0<t<1,

como M é compacto, podemos encontrar uma isotopia p; que satisfaca, 0 <t <1
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d d
Pt <$tht + dtwt> =0 <~ apiwt =0 < pjwi = powo =0

Logo podemos resolver o problema equivalente de encontrar um campo de vetores

d
X € X(M) que satisfaca a identidade Zy,w; + = 0.

Note que como w; = (1 — t)wy + twy, vale

d

—W =Wy — W

T 1 — Wo
De [wo] = |w1], existe p € B*(Uy) com

W) —wo =du
Pela Férmula mégica de Cartan, temos

fxtwt = ditht + iXt dwt
~—
=0

Juntando essas informacoes, temos:
d :
gtht + %wt = dZtht + d/JJ =0

E suficiente resolver i x,w;+pu = 0. Para isso, definimos uma funcéo «’ : TM — T*M
por X — ixw, onde w é uma forma simplética. Temos que a nao-degeneracao de w implica

b

em &’ injetora. Como T,M e Ty M tem a mesma dimensao, logo w’ ¢ um isomorfismo

entre T,M e T M, Vp € M.
Assim, pontualmente, podemos reescrever a nossa equacao como (w?)(X(p)) =
—(pp). Aplicando a inversa dos dois lados, temos X;(p) = —(w?)~1(11,), e podemos definir

X; por p+— Xi(p) que é o campo de vetores desejado. O

Com o truque de Moser provado, podemos obter o

Teorema 2.5.2 (Teorema de Moser - Versao Relativa). Seja M uma 2n-variedade, X
uma k-subvariedade compacta, wy e wy formas simpléticas em M. Se wy |x= w1 |x, entdo
existem vizinhancas Uy e Uy de X e um simplectomorfismo ¢ : Uy — Uy tal que o sequinte

diagrama comuta:
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Demonstracao. Primeiramente, tomando uma vizinhanca tubular i/, de X, temos que a
forma wy —wy € fechada em Uy. Além disso, (w1 —wp), = 0, Vp € X. Logo, podemos definir
um operador de homotopia () satisfazendo a féormula de homotopia entre Id e igo 7, e

assim obtemos uma 1-forma p tal que pp0) =0, ¥(p,0) € Xo e wi — wy = dp.

Segundamente, tomando a familia w; = (1 — t)wy + twy, sabemos que ela é fechada,

pois como ifwo(p) = ifw1(p),Vp € X entao:

igwr = i5((1 — t)wo + twy)
= (1= t)ijwo + tilw:

= ZSWO

Note que w; é nido-degenerada se w? : TM — T*M é um isomorfismo Vz € M.
Em outras palavras, se det(w?), # 0, Vo € M. Como, em X, det(w?), # 0, temos que
pela continuidade de w?, existe uma bola coordenada B de M, e um intervalo J tal que
det(w?), # 0, V(x,t) € B x J. Tomemos uma cobertura de X x I por esses abertos

U= B xJ.Como X x I é compacto, podemos tomar uma subcobertura finita {U; }.

Para encontrar nossa nova vizinhanca tubular, vamos encurtar o "comprimento” das
fibras tomando € = min d(I x Uy — U U;, I x X ). Como I x X é compacto e I x Uy —UU;
é fechado, temos que existe € > 0, e definimos nossa nova vizinhanga tubular por U/, :=

{(p,v) €Uy : ||v]| < €}. Pelas observagoes acima, temos que w; é simplética em U

Pelo truque de Moser, existe isotopia p; : Uy x R — U, com pfw; = wp, 0 <t < 1.
Tomando o campo X; correspondente, temos que dado (z,t) € X x I, existe V aberto
de M e L C I tal que o fluxo de X; esta definido em V x L. Como X x I é compacto,

podemos extrair uma sucobertura finita {V;} de X x I.

Reduzindo U, novamente, pelo mesmo processo feito anteriormente, obtemos uma
nova vizinhanga U{/, donde podemos obter uma isotopia p : Uy x [0, 1] — M com pjw; = wy,
Vt € [0, 1].(Para isto, usamos o Lema 3.1. de [2]). Mais ainda, p | x= idx, pois dado p € U,

pi(p) é uma curva integral de X, se

Solp) = Xilp(r)

Mas Xi(pi(p)) = 0, logo pi(p) = p. Assim, p; |x= idx, e definimos ¢ = p; e
Ll1 = pP1 (Z/{(’)’)
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Com o Teorema de Moser, podemos provar o teorema central deste trabalho: O

Teorema de Darboux.

Teorema 2.5.3. Seja (M,w) uma variedade simplética, e p € M. Entdo podemos achar

um sistema de coordenadas (U, x1, ..., Tn, Y1, ..., Yn) centrado em p tal que em U,

w = Zdwi/\dyi

i=1

Demonstragdo. Seja (M,w) uma variedade simplética, e (U, ¢) carta de M. Temos que w,
¢ uma forma simplética em 7,M, e, tomando {ey, ..., €y, f1, ..., fn} uma base simplética de
T,M, definimos:

Sejam ¢’ = (2, y’) as coordenadas de R*" na base {€/, ...,€,, f1, ..., f}. Definimos

uma forma simplética wy em R?” por

i €)

wo(le7fgl>
wo(eg,f;') = 0ij

wo(e

0
0

Note que 6;; = wole}, f;) = wol(dw)es, (dp)f;) = (¢ wo)p(es, f;). Analogamente,
obtemos (p*wp),(e:, ;) =0 e (¢*wo),(fi, f;) = 0. Denotando @y := ¢*wp, vemos que @y, €

w, tem os mesmos valores na mesma base, e logo, em p elas sao iguais.

Aplicando o Teorema de Moser a X = {p}, temos que existem V', V' vizinhangas

de pe f:V — V' simplectomorfismo com f*(y) = w.

Note que, escrevendo as coordenadas dadas pela base {¢],....e., fi,..., f-} em R*"

pOT {ZY, .0y Ty Y15 ooy Y }» temos que dxj(e}) = dy;(f}) = i, entdo, podemos escrever

wo = Y _dz; Ady;

=1
©rwy = =Y_d(zi o) Ad(y; o p)
=1

Escrevendo z; = ziop e y; =yl o, temos que (VNU, xy, ..., Ty, Y1, ..., Yn) € & carta

desejada.

]
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