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RESUMO

As cartas de controle estatistico de processo sao ferramentas amplamente utilizadas no
monitoramento da qualidade de produtos, processos e servigos. Propostas por
Shewhart em 1924, sao tradicionalmente aplicadas devido a sua facilidade de
implementacao e analise. Ao decorrer dos anos foram desenvolvidas diversas outras
cartas de controle baseadas na carta do tipo Shewhart com a finalidade de aprimorar o
desempenho das mesmas devido a automacao dos processos e as exigéncias por alta
qualidade dos produtos. Entretanto, essas cartas possuem a desvantagem de nao
detectar pequenas variacoes dentro de processos produtivos, onde é mais adequado a
utilizacdo das cartas por soma cumulativa (CUSUM) proposta por Page em 1954.
Quando a magnitude de alteracao dentro de um processo nao é conhecida, uma das
solucoes é a aplicacdo das cartas combinando as caracteristicas das cartas de Shewhart
com as cartas CUSUM. O objetivo deste trabalho é o desenvolvimento de uma carta de
controle combinando as caracteristicas de uma carta de controle baseada na
distribuicdo beta e na carta por soma acumulativa para atributos, baseada na
distribuicdo binomial. Sio demonstrados os procedimentos do desenvolvimento da
carta combinada Beta-CUSUM Binomial e a sua aplicacdo a dados discretos e a dados
continuos. Os resultados obtidos demonstram que a carta combinada proposta
apresenta desempenho similar a carta Shewhart-CUSUM Binomial quando aplicada a
dados discretos e um desempenho superior quando aplicada a dados continuos. Assim,
a carta proposta Beta-CUSUM Binomial é validada, sendo uma nova alternativa de carta

combinada para o monitoramento de itens nao-conformes.

Palavras-chave: Controle Estatistico de Processos (CEP), CUSUM, CUSUM Binomial,
Distribuicao beta, Carta Beta, Carta Combinada.



ABSTRACT

Statistical process control charts are tools widely used to monitor the quality of
products, processes and services. Proposals for Shewhart in 1924 are traditionally
applied because of their ease of implementation and analysis. Over the years, various
control codes are allowed in the Shewhart type, with increased performance or
performance due to process automation and high quality product use. However, these
letters have a disadvantage of not detecting small changes within productive processes,
where the use of cumulative sum letters (CUSUM) proposed by Page in 1954 is more
appropriate. When a magnitude of change within a process is not known, one of the
solutions is an application of combined cards as characteristics of Shewhart cards with
CUSUM cards. The objective of this work is the development of a combined control
chart as a control chart features, with beta distribution and accumulated total
attributes chart, based on binomial distribution. Binomial Beta-CUSUM combined
chart development procedures and their application to discrete and continuous data
are demonstrated. The results show that a combined chart performs similarly to the
Shewhart-CUSUM Binomial chart when applied to discrete data and performs better
when applied to continuous data. Thus, a proposed Beta-CUSUM Binomial letter is
valid and is a new combined letter alternative for monitoring nonconforming items.

Keywords: Statistical Process Control (SPC), CUSUM, Binomial CUSUM, Beta
distribution, Beta chart, Combined chart.
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Capitulo

INTRODUCAO

1.1. CONSIDERACOES INICIAIS

A qualidade é um dos fatores mais importante na gestao de processos produtos na
atualidade. Em um mercado altamente competitivo, a qualidade é um dos principais
critérios considerados por consumidores na decisao de produtos (bens e servicos) a
serem utilizados. Devido a isso, as organizacoes tém focado cada vez mais no
desenvolvimento de técnicas de monitoramento e controle da qualidade, visando a
diminuicao de desperdicios e o aumento da produtividade.

Desenvolvido por Shewhart na década de 20, o método de monitoramento de
processos de producao por cartas de Controle Estatistico de Processos (CEP) tem sido
amplamente utilizado para anélise de caracteristicas da qualidade de produtos devido,
principalmente, a sua simplicidade de implementacao e de analise. Essas cartas podem
ser utilizadas tanto para o monitoramento de variaveis continuas, mensuraveis,
também conhecidas como cartas de controle para variaveis, como também podem ser
utilizadas para o monitoramento de variaveis discretas, que nao podem ser
mensuradas a partir de grandezas fisicas, também conhecidas como cartas de controle
para atributos (MONTGOMERY, 2004).

As cartas para atributos sdo as mais amplamente utilizadas no meio industrial e a
sua facilidade de implementacao e anéalise decorre do fato de que esse tipo de carta
considera apenas duas situacoes: se o item monitorado ou produto esta conforme ou
nao-conforme as especificacoes. Também denominadas de Cartas p e np, as cartas para
atributos propostas por Shewhart ¢é um dos tipos de carta de controle mais

empregadas até os dias atuais, entretanto com o desenvolvimento da automacao em
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processos, onde tornou-se cada vez mais necessario a deteccao de pequenas alteracoes,
houve a necessidade de desenvolvimento de novas cartas de controle para atributos.

Sant’/Anna e Caten (2012) propuseram uma carta de controle baseada na
distribuicao de probabilidade Beta para o monitoramento da fracao de produtos nao-
conformes, conhecida como Carta beta. Os autores demonstram que a aproximacao da
distribuicao Binomial a distribuicao Beta é mais adequada para valores de proporcao
entre [0, 1] utilizada na anéalise da fracao de produtos nao-conformes e apresenta
maior eficiéncia no monitoramento e controle quando comparada com as tradicionais
Cartas para atributos n e np propostas por6 Shewhart.

No entanto, tanto as cartas de controle Carta p e np quanto a Carta beta analisam
apenas o ultimo ponto observado, tornando essas cartas insensiveis a pequenas
alteracoes dentro de processos com desvios padrao na ordem de 1,50 ou menos
(MONTEGOMERY, 2004).

A carta de soma cumulativa, do inglés Cumulative Sum (CUSUM), é uma das
alternativas de solucao do problema da insensibilidade a pequenas alteracoes em
processos que sao monitorados por caracteristicas da qualidade que apresentam
pequenas mudancas em torno da média (desvios < 1,50). Essas cartas tém como
natureza, a analise de informacoes acumuladas em diversas amostras anteriores e nao
somente em um dnico ponto. Isto torna essas cartas mais eficazes na sinalizacao de
eventuais descontroles no processo, assim como na identificacdo do tempo em que
ocorre a mudanca ou desvio dentro do processo analisado (HENNING et al, 2011).

A carta CUSUM é comumente utilizada no monitoramento de variaveis onde a
estatistica analisada é a média amostral ou o valor individual da variavel em
observacao. Entretanto, a técnica empregada nesta carta de controle pode ser aplicada
para o controle da caracteristica de qualidade do tipo atributos, analisando as nao-
conformidades em dados de um processo, como por exemplo o CUSUM com
distribuicao binomial (ALVES, 2003).

A carta de controle CUSUM binomial examina cumulativamente o nimero de nao-
conformes em uma sequéncia de amostra de tamanho n (HENNING et al, 2010).
Assim, essa carta possui uma maior sensibilidade na detec¢ao de pequenas variacoes
da proporcao de produtos nao-conformes do que as tradicionais Carta p e np, assim
como também da Carta beta.

Quando as magnitudes de alterac6es no processo sao desconhecidas, as Cartas p, np,

beta e CUSUM binomial nao sao eficientes no monitoramento dos dados. Uma das
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alternativas para este caso é a aplicagao de cartas de controle combinadas. Westgard
et al., (1977) propuseram a combinacao da carta Shewhart para variaveis com a carta
CUSUM com distribuicao normal para a média, a fim de aumentar a sensibilidade da
carta CUSUM. Lucas (1982) deu sequéncia no estudo das cartas combinadas para
variaveis, ao analisar a aplicacdo da carta combinada para dados pontuais ao invés da
analise parabolica caracteristica do CUSUM. O estudo para atributos foi expandido
por Morais e Pacheco (2006) onde foi tratado a combinacao da carta np de Shewhart
e da carta CUSUM Binomial, por meio da adicao dos limites de controle da carta np e
da carta CUSUM Binomial, com o objetivo de abranger diversas magnitudes de
alteracoes do namero de produtos nao-conformes analisadas, aumentando assim a
sensibilidade dessa carta de controle. Henning et al., (2015) aprimorou a carta
combinada Shewhart-CUSUM Binomial para atributos, propondo uma nova
metodologia para a definicdo do limite superior. A Figura 1.1 apresenta as cartas
combinadas desenvolvidas para variaveis e atributos até o desenvolvimento do
presente trabalho, demonstrando em que tipo de aplicacdes a carta proposta Beta-

CUSUM Binomial pode ser aplicada.

s . Atributos
Varidveis
¥ Shewhart Cusum
Shewhart Cusum
‘ I
Shewhart-CUSUM
| Binomial
[
h J
Shewhart-CUSUM Beta-CUSUM
Normal Binomial
(a) (b)

Figura 1.1. Tipos de cartas combinadas: (a) Carta combinada para variaveis. (b) Cartas
combinadas para atributos.

Fonte: Proprio Autor

1.2. OBJETIVOS

Este trabalho tem como objetivo geral o desenvolvimento de uma nova carta de
controle combinada para atributos denominada carta Beta-CUSUM Binomial para
monitoramento de produtos nao-conformes, utilizando os limites de controle da carta
beta e da carta CUSUM Binomial.

16



1.2.1 Objetivos Especificos

a) Propor uma sequéncia de procedimento para o desenvolvimento da carta
combinada Beta -CUSUM binomial;

b) Avaliar se a adi¢ao do limite superior da carta Beta aumenta a sensibilidade da
carta CUSUM binomial;

¢) Comparar a carta Beta-CUSUM binomial proposta com as cartas Shewhart,

CUSUM Binomial e combinada Shewhart-CUSUM binomial.

1.3. JUSTIFICATIVA

As cartas combinadas possuem como caracteristica principal o aumento da
sensibilidade da carta CUSUM para alteracoes de diversas magnitudes. Para variaveis
essas cartas ja apresentam aplicacoes em diversas areas, como por exemplo, na area
ambiental, saide e industrial. Entretanto, quando se trata de cartas combinadas
aplicadas para atributos, Ottenstreuer (2019) cita que ainda existe poucos trabalhos,
tendo apenas os trabalhos de Morais e Pacheco (2006) e Henning et al (2015).

Morais e Pacheco (2006) propuseram a combinacdo da carta np com a carta
CUSUM binomial, comparando o desempenho da carta de controle com as cartas de
controle individuais. Entretanto nesse estudo nao foram realizadas analises da ARL
(taxa de alarmes falsos) nas diversas etapas de desenvolvimento da carta combinada.

Henning et al., (2015) desenvolveram a carta combinada Shewhart-CUSUM
binomial, com o objetivo de minimizar o problema de assimetria da distribuigao
binomial apresentada nas cartas combinadas para atributos, propondo uma nova
metodologia para aproximacao do limite superior h da parte binomial.

Sant’Anna e Caten (2012) desenvolveram a carta de controle para fracdo nao-
conforme aplicada para dados continuos e demostraram que essa carta, quando
aplicada para dados discretos, possuem desempenho similar as cartas Shewhart p e
np.

Portanto, destaca-se a importancia da contribuicao desse trabalho em nivel teérico
e pratico, no qual os diversos pontos a serem estudados para o desenvolvimento da
carta combinada para atributos e para a aplicacao do Controle Estatistico de Processos

nas mais diversas areas.
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1.4. PRODUCAO CIENTIFICA RELACIONADA

Durante o desenvolvimento desta pesquisa um artigo foi desenvolvido e publicado:

1. Lima, R. S., Santos, L. N., Sant’anna, Angelo M. O., Cavalcante, C. A. M. T., 2019.
Aplicacao da carta CUSUM binomial no monitoramento de um processo de
producao de couro acabado. Encontro de Engenharia de producao, 2019, Santos-
SP.

1.5. CONTRIBUICAO DA PESQUISA

As cartas de Controle Estatistico de Processos tém evoluido constantemente nos
ultimos anos, entretanto ainda sao poucos os estudos desenvolvidos sobre as cartas
combinadas para atributos desenvolvidas para o monitoramento de produtos nao-
conformes. Este estudo apresenta o desenvolvimento de uma nova carta de controle
combinada para atributos, combinando os limites das cartas de controle Beta e
CUSUM Binomial, sendo uma nova opcao de aplicacdo para processo na qual a
magnitude de variacao do processo seja desconhecida e no qual o valor da proporc¢ao

dos dados seja pequena.

1.6. METODOLOGIA DA PESQUISA

Esta dissertacao tem como sua natureza de trabalho uma pesquisa aplicada, uma vez
que o trabalho desenvolvido visa a aplicagao pratica da carta combinada Beta-CUSUM
binomial para solucionar um problema especifico, neste caso o monitoramento de
produtos nao-conformes. A abordagem deste trabalho é quantitativa, pois os dados
monitorados na carta de controle sao quantificaveis e classificados de acordo com a
analise Do ponto de vista dos objetivos, este trabalho se caracteriza como uma
pesquisa exploratoria, ja que a partir de levantamento bibliografico sobre cartas de
Controle Estatistico de Processos, sao demonstrados procedimentos do
desenvolvimento da carta de controle a fim de atender os objetivos proposto no
trabalho. Por fim de acordo com os procedimentos técnicos este trabalho se
caracteriza como uma pesquisa experimental, uma vez que foram utilizados
programas computacionais para realizar simulacoes dos dados aplicados na pesquisa,
a fim de alcancar os objetivos especificos.

Para o desenvolvimento do trabalho foram utilizados recursos computacionais
como o software R Studios (R DEVELOPMENT CORE TEAM, 2009) para a simulacao
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e obtencao de valores de ARL (Average Run Lenght) e limite superior de controle da
carta CUSUM Binomial. O Microsoft Excel™ foi utilizado para o desenvolvimento das

cartas de controle.

1.6.1 Métodos de trabalho

Para melhor entendimento do desenvolvimento do trabalho sao listados os principais

procedimentos metodoldgicos utilizados para alcancar o objetivo deste trabalho:

a) Definicdo das proporcdes py(proporcao sob controle estatistico) e
p1(proporcao fora de controle estatistico;

b) Determinar o ARL, minimo toleravel (taxas de alarme falsos maxima) para
a carta de controle combinada;

¢) Calcular o ARL para as cartas individuais Beta e Cusum Binomial,;

d) Determinar os parametros de construcao da parte Beta e CUSUM binomial;

e) Aproximar o limite de decisdo h com o ARL,, referente a parcela CUSUM
pela técnica de aproximacao, denominada CD;

f) Calcular o Limite superior da parte Beta;

g) Realizar verificacao de validacdao dos limites de controle para a construcgao

da carta combinada Beta-Cusum binomial.

1.7. ESTRUTURA DA DISSERTACAO

Este trabalho esta organizado em quatro capitulos e as consideracoes finais. O
presente capitulo apresenta as consideracbes iniciais sobre a area de Controle
Estatistico de Processos e as cartas combinadas, objetivo deste estudo. O segundo
Capitulo apresenta o referencial teorico e uma revisao de trabalhos relacionados a area
de cartas de Controle Estatistico de Processos, importantes para o desenvolvimento
deste trabalho como: as cartas de Shewhart para atributos, a Carta Beta, o CUSUM
para variaveis, o CUSUM Binomial e as Cartas combinadas. O terceiro capitulo
demonstra o procedimento de desenvolvimento da carta combinada Beta-CUSUM
binomial. O quarto capitulo demonstra a anéalise dos resultados da carta combinada
aplicados em dados com distribuicao binomial (dados discretos) e distribuicao beta
(dados continuos). O quinto capitulo apresenta as conclusdes do trabalho, as

contribuicées da dissertacao e sugestoes para trabalhos futuros.
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Capitulo

REVISAO BIBLIOGRAFICA

Este capitulo apresenta o referencial tedrico sobre a teoria das cartas de Controle
Estatistico de Processos e sua evoluciao, contextualizando novos conceitos
fundamentais para o desenvolvimento deste trabalho.

A secdo 2.1 apresenta a revisao sobre qualidade e Controle Estatistico de Processos.
Na secdo 2.2 ¢é apresentado uma visao de geral das cartas de Controle Estatistico de
Processos. A secao 2.3 aborda as cartas de controle para atributos tradicionais,
desenvolvida por Shewhart e a revisao do desenvolvimento da carta de controle para
fracdo nao-conforme, com os limites de controle baseado da distribuicao Beta. A carta
de controle por Soma Cumulativa e sua extensao para o caso Binomial é abordada na
secdo 2.4. Por fim na secdo 2.5 é demonstrada uma revisao das cartas combinada e a

sua aplicacdo para atributos.

2.1 CONTROLE ESTATISTICO DE PROCESSOS

A qualidade é uma caracteristica constantemente buscada em organizacoes nos dias
atuais. Entretanto a definicao dessa caracteristica ainda nao ¢é algo bem definido na
literatura. Juran e Gryna (1992) definem a qualidade como adequacdo ao uso. Ja
Deming (2003) diz que a qualidade é definida conforme as exigéncias e necessidades
dos clientes, e como as especificacoes dos clientes se alteram ao longo do tempo a
caracteristica da qualidade se altera das mesmas forma. Para a area de Controle
Estatistico de Processos, Montgomery (2004) diz que a qualidade é inversamente
proporcional a variabilidade dentro de um processo. Assim € possivel dizer, que para
manter a qualidade dentro de um processo produtivo é essencial a atividade de

controle e monitoramento de produtos e/ou servicos.
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A carta de Controle Estatistico de Processos (CEP) foi desenvolvida por Shewhart
na década de 20 e é até hoje uma das principais técnicas empregadas para o
monitoramento e controle da qualidade em meios produtivo. Inicialmente as cartas de
controle eram utilizadas primordialmente para processos industriais, uma vez que
nesses processos os equipamentos sao de suma importancia para a produtividade
industrial (SALDANHA et al., 2015). Para Shewhart, qualquer processo por melhor
que seja projetado e controlado, possui uma variabilidade caracteristica propria do
processo. Segundo Samohyl (2009), quando um processo apresenta apenas a
variabilidade natural, diz-se que estad no estado sob controle estatistico. Isso ocorre
porque além dos processos estarem sujeito as variacoes aleatérias, podem sofrer
interferéncias de causa especiais e estruturais o que causa variacoes extras. Entao
assim Shewhart propds as cartas de controle para monitorar e controlar as variagoes
dentro de um processo industrial, dando o inicio dos estudos das cartas de controle
estatisticos de processos.

Segundo Henning et al (2011), a ferramenta CEP tem a funcdo de analisar e
identificar as causas especiais e estruturais, a fim de posterior eliminacao ou reducao
por meios compensatorios. A sua aplicacao é considerada de facil entendimento, pois
o mesmo apresenta os resultados das analises de maneira visual, ndo precisando de
um grande conhecimento em estatisticas para ter uma analise preliminar da carta.

Com o passar dos anos foi observado que nao somente os processos industriais
apresentavam caracteristicas de variabilidade na analise de dados, assim as cartas de
controle foi expandindo sua aplicacao para diversos segmentos, como monitoramento
de seguranca (ROCHA et al., 2017), agropecuaria (TAKASHI et al., 2011), saude
(HENNING et al., 2012), (PINHEIRO et al., 2010), (WESTGARD et al, 1977) e
educacao (SAVIC, 2006), sao alguns exemplos.

As cartas de controle propostas por Shewhart sao amplamente aplicadas pela sua
facil analise e implementacao. Segundo Montgomery (2004), as cartas de controle
podem ser classificadas de duas formas principais: cartas de controle para variaveis e
cartas de controle para atributos. As cartas do tipo variavel s3ao aplicadas no
monitoramento de dados continuos, mesuraveis, como por exemplo; comprimento,
peso, volume, entre outros. As cartas do tipo atributos sao utilizadas para dados
discretos, onde é analisada a proporcao ou itens defeituosos em um determinado
numero de amostras. A Figura 2.1 apresenta as principais cartas de controle
empregadas de acordo com o seu tipo e com as caracteristicas do processo a ser

analisado.
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l Cartas de Contrale
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X/R X/s Normal p/np Beta Binomial ‘

Figura 2.1. Tipos de cartas de Controle Estatistico de Processos.
Fonte: Proprio Autor

As cartas de controle propostas por Shewhart sao aplicadas em diversos processos
até os dias atuais. Contudo, com o decorrer dos anos foram observados que essas cartas
de controle nao atendiam processos com algumas caracteristicas especificas, como por
exemplo para processos onde é necessario a deteccdo de variacoes de pequenas
magnitudes, as cartas de controle propostas por Shewhart, ndo apresentam bom
desempenho (MONTGOMERY, 2004).

Ali et al., (2016), apresentou os principais trabalhos desenvolvidos na area das
cartas de Controle Estatistico de Processos. As cartas desenvolvidas durante esses anos
tém como objetivo de melhorar e atender de forma mais adequada, a aplicacao das
cartas de controle de acordo com as caracteristicas dos processos no qual esta sendo
aplicada. A Figura 2.2, demonstra os trabalhos e as principais cartas de controle
desenvolvidas nos ultimos anos, os anos serve como referencial para a quantidade de

trabalhos desenvolvidos na area de CEP em cada tipo de distribuicao.
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[ patatype chart type

shewhart

Discrete

EWMA

CUsUM

Distribution
Geometric
Binormial
Negative Binomial
Multinomial
Poiszon

Nonparameatric

Geometric
Binomial
Negative Binomial
Poisson

Gaometric
Binormial

year

1983, 1867, 2000, 2002, 2002, 2003, 2007, 2008, 2008, 2012, 2012, 2012, 2013, 2013, 2013, 2013, 2013, 2014.

2007, 2011, 2011,
1997, 2001, 2001, 2001, 2003, 2005, 2008, 2010, 2010, 2011, 2012, 2013.
2005, 2008, 2014,

2002, 2003, 2005, 2015

GP, 2P, GZIP, ZIB, truncated-ZIE 2006, 2007, 2008, 2008, 2040, 2010, 2012

2011, 2012, 2012,

2007, 2008, 2011, 2013.
2010.

2005

2013, 2013, 2014.

1984, 1999, 2001
1993, 2005, 2009, 2013, 2013, 2015

Beta 202,
Exponential 2000, 2002, 2004, 2006, 2003, 2009, 2009, 2011, 2011, 2013, 2014, 2044, 2014, 2015, 2015, 2015.
Gamma 2007, 2012, 2014, 2014, 2015.
Shewhart Gamma + Exponential 2002, 2013.
Bivariate Gumbel 2011.

Exponential + Poisson 2004, 2013.

Logistic + normal 2004, 2003, 2013.
Continuos Exponential 2007, 2010.
EWMA . ~.Samma 2006.
Bivariate Gumbel 2011.
Exponential 2008, 2011, 2014.
Gamma 2004,
MNormal + exponential 23,

CusuM . .
Poizson + exponential

weibull, Lognormal

2010, 2014.
2003,2015

Figura 2.2. Cartas de Controle Estatistico de Processos dados Discretos e Continuos.
Fonte: Adaptado de Ali et al. (2016)

Pode-se notar que as cartas de controle propostas por Shewhart, tanto para dados
discretos quanto para dados continuos, apresentam maior concentracio no
desenvolvimento de estudos. No entanto, com a introducdo da automacdo nos
processos industriais onde a deteccao de alteracoes de pequenas alteracoes dentro do
processo tornou-se cada vez mais necessarios, os estudos de outros tipos de cartas,
como 0 CUSUM e EWMA.

2.2 CARTAS DE CONTROLE ESTATISTICO DE PROCESSOS

Montgomery (2004) diz que as cartas de Controle Estatistico de Processos é uma
ferramenta visual, que tem como objetivo sinalizar variacoes especiais dentro de um
processo. Com a aplicacdo do CEP é possivel detectar possiveis causas especiais
responsaveis por uma variacao especial dentro de um processo. As cartas de controle
sao compostas por dois limites de controle, superior e inferior, e por um limite central,
que representa o valor alvo do processo ou a média. Se algum ponto analisado
ultrapassar os limites superior ou inferior, € dito que esse ponto esta fora de controle

estatistico e que é necessario a buscas de causas atribuiveis para esses problemas. A
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Figura 2.3 apresenta um exemplo de carta de Controle Estatistico de Processos.
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Figura 2.3. Carta de contorle estatistico de processos.
Fonte: LIMA et al. (2019)

As cartas de controle podem ser classificadas como variaveis e atributos. Em
ambos os tipos, geralmente passam por duas fases de construcao, denominadas fase I
e fase II (MONTGOMERY, 2004). A fase I é a de estimacdo dos parametros do
processo, onde é analisado um historico de dados e se o processo apresenta
comportamento estavel ou se é necessarios ajustes para alcancar tal estabilidade.
Nessa primeira fase é calculado os limites de controles para o monitoramento dos
processos, também conhecido como limites de controles tentativos. A fase II é a etapa
de monitoramento do processo a partir dos limites calculados na fase I. Nessa segunda
fase é possivel a atualizacdo dos limites de controles calculados na primeira fase
(COSTA et al., 2004).

O desempenho de uma carta de controle é medido de acordo com a velocidade de
deteccdo que a carta consegue identificar alteracoes no processo que estd sendo
monitorado. A medida de desempenho da carta é conhecida como Average Run lenght
(ARL), que é o parametro responsavel por mostrar o nimero de médio de amostras
necessarios para detectar alteracoes dentro do processo. Assim, em possiveis
comparacoes, uma carta de controle é considerada melhor, quando apresenta um valor
de ARL menor. Contudo, quando o processo esta sob controle é desejavel que o valor
de ARL seja o maior possivel (OPRIME et al., 2015).

Nas secoes seguintes sao demostrados os graficos para atributos e por soma
cumulativa, os métodos de definicao dos parametros dessas cartas de controle e as

bases estatisticas das mesmas.
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2.3 CARTAS DE CONTROLE PARA ATRIBUTOS

As cartas de controle para atributos é uma das primeiras cartas a serem
implementadas em processos onde ainda nao ha o monitoramento e controle por CEP.
Por analisar dados discretos, analisando itens defeituosos e nao defeituosos, a
implementacdo dessas cartas possui uma simplicidade de aplicacdo em relagao as
outras cartas de Controle Estatistico de Processo. (MONTGOMERY, 2004).

Para Woodall (1997), controlar variaveis mensuraveis é mais eficaz que controlar
variaveis por atributos. Isso deve-se a precisao das informacoes obtidas dos dados
analisados e a necessidade de um nimero de amostras menor quando comparados
com as cartas para atributos. Contudo, as cartas para atributos possuem algumas
vantagens, principalmente do ponto de vista econémico, uma vez que a avaliacao por
classificacdo é mais simples, os equipamentos utilizados sdao mais simples e o
investimento necessario para a implementacao da carta ¢ menor (HENNING, 2010).

Wu et al (2013) citam que existem processos que a caracteristicas da qualidade nao
podem ser medidas em escalas numéricas ou de forma quantitativa, assim, as cartas
de controle para atributos tornam-se uma ferramenta importante para o
monitoramento desses processos.

Ali et al (2016) demonstram em sua pesquisa, a quantidade de trabalhos que foram
desenvolvidos durante os tltimos anos, entre eles pode ser observado uma grande
quantidade de trabalhos propostos em cartas para dados discretos, principalmente as
cartas p.

2.3.1 Carta penp
A carta de controle p é uma das principais cartas de Controle Estatistico de Processos

utilizadas para o controle e monitoramento de atributos em processos (SAMOHYL,
2009). Deve-se isso a grande facilidade de monitoramento das caracteristicas
qualidades que a carta p apresenta (WEERARATNE ET AL., 2016). Devido a isso em
muitos processos industriais é uma das primeiras ferramentas de CEP a serem
utilizadas.

A carta de controle p é responsavel pela analise de itens nao-conforme. Henning et
al., (2010), afirmam que a fracao de item nao-conforme é definida como a razao entre
o numero de itens nao conformes em uma populacao total de itens dessa populacao.
Quando sao analisados o numero de nao conformes dentro de um subgrupo de
amostras a carta utilizado para o monitoramento e Controle Estatistico de Processos é

denominada carta np.
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Chukhrova e Johannssen (2019) citam que as cartas de controle p e np sao
geralmente baseadas no pressuposto da distribuicio Binomial. Essa aproximacao
ocorre uma vez que essas cartas analisam os atributos dos dados e classifica-os como
conforme ou nao-conforme, defeituoso ou nao defeituoso. Nessa carta de controle a
probabilidade de um item ser classificado como defeituoso ou nao-conforme € p, e os
itens produzidos sao variaveis aleatoérias distribuidas de maneira igual (Henning et al.,
2010).

Considerando que uma amostra aleatéria de tamanho n € selecionada, e se D é o
numero de unidades do produto que sao nao conformes, entao D segue a distribuicao

binomial com os parametros n e p, onde,
P(D=x) = (Z)px(l —p)"¥,x=01,..,n. (2.1)

Como a fragdo nao conforme ¢é definida como a razao entre o nimero de unidades
nao conformes na amostra D e o tamanho da amostra n, a fracdo de produtos nao
conformes ps, pode ser descrita,

D
= — 2.2
Ps =~ (2.2)
Para a determinacao dos limites de controle é necessario conhecer o desvio padrao

0, que pode ser obtida da seguinte forma,

s(1—Ps
o= fp (1-ps) (2.3)
n

Montgomery (2004), apresenta a forma geral que pode ser calculado os limites de
controles para as Cartas de Controle Estatistico de Shewhart que pode ser visto nas

equacoes :

LSC = p,, + qy,0,; (2.4)
LC = py; (2.5)
LIF = u,, + q,,0,. (2.6)

onde: LSC é o limite superior de controle; LC é o limite central de controle; LIF é o
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limite inferior de controle; w é a estatistica que mede a caracteristica da qualidade; u,, é
amédia de w; g, € o desvio padrao de w; q,,¢ a distancia dos limites de controle a linha
central ou valor alvo.

Para as cartas de controle de Shewhart, o valor de g,, geralmente utilizado é de 3
(MONTEGOMERY, 2004). Como a variavel g,, ¢ multiplo do desvio padrao, é possivel
dizer que as cartas p apresentam um desvio de 30 para mais ou para menos. Assim,
em um processo onde o valor de fracdo nao-conformes (ps) é conhecido ou

especificado, os limites de controle dessa carta podem ser definidos por:

LSC =p +3 [H2, (2.7)
LC =p; (2.8)
LIF =p+3 8 (2.9)

Os valores de p quando nao conhecidos, podem ser obtidos através dos dados
analisados. Dentro de um subgrupo de amostras m de tamanho n, onde o ntimero de
unidades nao-conformes é Di, a fracdo nao conforme na amostra i é encontrada da

seguinte forma:

f)\l = %,l = 1,2, e, M. (2.10)

Para obter o valor do limite central de controle, ou valor alvo é necessario encontrar

o valor médio da fracao nao-conforme, que pode ser obtida através da equacao 2.11.

m m A~
_ M D; m
p = =170 Zi=1 Py (2.11)
m

mn

Contudo, existem situacoes em que é necessario analisar o nimero de itens
defeituosos, ao invés de analisar a fracdo nao conforme. Para isso é aplicado a carta
np, que é uma ferramenta CEP, simplificada da carta p. Essas cartas sdo empregadas
com mais frequéncias em processos que estao sendo implementados as cartas de
Controle Estatistico, pois elas apresentam uma maior facilidade de interpretacao,
trazendo uma maior facilidade de analise para o pessoal de chao de fabrica
(MONTGOMERY, 2004).
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Os limites da carta np sao recalculados, uma vez que esta carta considera o

tamanho n da amostra, assim os limites podem ser calculados,

LSC =np+ np(1 —p); (2.12)

LC =np; (2.13)

LIF =np — ynp(1 —p). (2.14)

Schader e Chimid (1989) citam que os limites de controle tanto da carta p quanto
da carta np, sdo uma aproximacao da distribuicdo normal a binomial. Schader e
Chimid (1989) ainda afirmam que a distribuicdo normal a binomial é satisfatéria
quando duas regras sao atendidas: (1) np > 5, (2) np(1 — p) > 9. Fleiss et al (2003)
complementa dizendo que para que a distribuicdao binomial seja satisfatoria os valores
de p devem estar entre 0,3 < p < 0,7 e para grandes valores de n, n(1 — p) > n.

Tanto a carta p como a carta np dependem da probabilidade de erros classificados
como erro do tipo I e erro do tipo II. O erro do tipo I corresponde a considerar o
processo fora de controle quando na verdade o processo esta sob controle. Ja o erro do
tipo II considera que o processo esta sob controle, quando na verdade esta fora de
controle. Para que esses erros sejam evitados é necessario que as medidas
desempenhos, que sera abordado nas subsecoes seguintes, sejam bem definidas, além

de ter conhecimento dos equipamentos e do processo que esta sendo monitorado.

2.3.2 Carta de controle Beta
As cartas desenvolvidas por Shewhart para atributos apresentam uma ampla aplicacao

devido a sua simplicidade no desenvolvimento e na sua facilidade para anélise e
monitoramento do comportamento dos dados analisados. Contudo, quando o valor de
p é considerado pequeno, exemplo p = 0,001; 0,01; 0,05, a aproximacao da distribuicao
normal a distribuicao binomial nao é satisfatoria (SANT’ANNA E CATEN, 2012).

Com o decorrer dos anos, algumas cartas de controle surgiram como alternativa
para sobrepor as limitacoes da carta p. Quasenberry (1991) desenvolveu a carta Q-
binomial para monitorar fracao nao-conforme usando uma transformacao nao linear
para os limites de controle e demonstrou que o método se aproxima a distribuicao
normal mais préxima do bindomio. Heiman (1996) realizou ajustes nos limites da carta

de controle p para processos no qual o tamanho de n for grande, n > 10000, onde pode
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observar que nesses casos os limites de controle s3o estreitos o que pode ocasionar no
aumento de alarmes falsos. Chukhrova e Johannssen (2019) propuseram uma carta p,
no qual os limites de controle se baseiam na distribuicao hipergeométrica, onde foi
considerado que os dados das fracoes seguem a distribuicao hipergeométrica e
calculados os seus limites a partir dessa distribui¢ao, com a finalidade de obter uma
analise da fracao de forma mais dinamica que a carta p tradicional.

Sant’Anna e Caten (2012) desenvolveram a carta de controle Beta para monitorar
variaveis do tipo fracdo em processos industriais. Essa carta de controle assume que
os dados da fracao podem ser aproximados por uma distribuicao beta e propoe novos
limites de controle baseado nessa distribuicao. Bayer et al (2018) cita que a carta de
controle Beta apresenta bom desempenho no controle variaveis do tipo de fragao ou
proporc¢ao nao conforme.

Os limites de controle da carta beta sdo definidos a partir do valor da funcao

cumulativa da distribuicao beta que pode ser vista na equacao 2.15,

F(y) =P(Y <y) = [} f(y;6,,65)dy, (215)

assim os limites de controle da carta Beta podem ser definidos a partir de,

LSC = p + wyVs2(p); (2.16)
LC = p ; (2.17)
LIF = p — wyVs2(p), (2.18)

onde p representa a média da proporcao ou fracdo nao conforme, s? a variancia da

fracdo nao conforme que por de ser obtida através da equagao 2.19,

610,

Var(Y) = (61+63)?.(61+6,+1)

(2.19)

Para a definicao dos limites de controle, também é necessario que as constantes
w; e Wy, que sao responsaveis pela largura dos limites de controle, sejam definidas. As

constantes podem ser encontradas da seguinte forma:

(2.20)



V(-8 ove,) P

Vs?(D)

w, = (2.21)

A maior parte das cartas de controles aplicadas em atributos, se baseiam na
distribuicao binomial para monitoramento e controle. Contudo, quando o valor da
fracdo ou proporcao for pequena, a aproximacao normal a binomial pode ser
inadequada (SANT’ANNA E CATEN, 2012). A carta Beta foi desenvolvida pensando
em atender de forma mais eficiente dados de processos onde a proporcao é pequena,

no entanto é importante salientar que a carta tem restricoes no valor de p na faixa de

[o, 1].

2.3.3 Medidas de desempenho para atributos
Segundo Aslam et al (2019) o ARL é uma variavel significativa responsavel por avaliar

o desempenho de uma carta de Controle Estatistico de Processos. O ARL indica o valor
do namero de observacoes que devem ser plotados na carta de controle até que seja
indicado um ponto fora de controle estatistico.

O ARL pode ser dividido em duas medidas que o caracteriza, ARL, € ARL,. Samohyl
(2009) cita que o ARL, corresponde ao nimero médio de amostras que sao esperados
até a emissao de um alarme falso. O ARL; é o nimero médio de amostras esperados
até a sinalizacdo de uma mudanca. Essa caracteristica do ARL demonstra que essa
variavel esta diretamente ligada aos erros de tipo I e tipo II para medir o desempenho
da carta de controle aplicada para monitoramento, onde é considerado algumas
hipo6teses para a sua avaliacdo. A hipdtese nula (H,) considera que o processo esta
estavel, sem variacoes dentro do monitoramento. Ja a hipétese alternativa
(H,) considera que o processo € estavel em sua aplicagdo. Samohyl (2009) afirma que
o alarmes falsos em CEP sao denominados ARL, em analogia a H, e verdadeiros de
ARL,(H,).

Montgomery (2004) demonstra que o ARL, em termos de alarme falso (erro do tipo
I) para as cartas de controle de Shewhart, podem ser obtidos a partir de:

1

ARL, = — (2.22)

As
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onde a; é o nimero da probabilidade que cada ponto exceda os limites de controle,
considerando que o processo esteja sob controle estatistico (ex: g = 0,0027). A Figura
2.4 demonstra o grafico de probabilidade de ocorréncia de alarme falsos dentro de um
processo com desvio de 3¢ para exemplificar.

LIF L5C
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/ ' ™
0,135%.~ ' " 0,135%
/ 1 \“-\
I b e—

g 3o H H t 3o

Figura 2.4. Probabilidade de obeservacoes com desvio 30.
Fonte: Sacramento 2019 (Acessado em 27/09/2019)

A frequéncia de alarme falsos, assim torna-se um padrao para a anéilise de
desempenho das cartas de controle. Se os limites tentativos calculados, apresentarem
uma alta taxa de alarme falso, os mesmos devem ser recalculados, modificando o valor
de q,,, alargando os limites de controle da carta.

A modelagem do grafico do ARL, comumente utilizado segue a distribuigao
geométrica, na qual a mesma possui algumas caracteristicas de assimetria, o que pode
ocasionar que o valor de ARL encontra no grafico nao corresponda necessariamente
ao valor real do ARL (MONTGOMERY, 2004). Segundo Henning et al., (2010) para
contornar essa situacdo € usar os limites probabilisticos (exatos), no qual os mesmos
sao calculados a partir da distribuicao binomial e aproximado para a distribuicao
normal.

Para a carta o procedimento de obtencdo do ARL, os mesmos procedimentos
utilizados para a definicao das cartas de atributos do tipo Shwhart. O que diferencia a
carta Beta das cartas de atributos Shewhart sao as defini¢oes dos limites de controle

utilizando a distribuicao Beta para a sua definicao.
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2.4 CARTAS DE CONTROLE POR SOMA CUMULATIVA (CUSUM)

Proposto por Page (1954), as cartas de controle de soma cumulativa (CUSUM) sao
ferramentas indicadas quando ha interesse na deteccdo em pequenas alteracoes.
Rasmussen et al (2018) dizem que a carta CUSUM é uma ferramenta sequencial que
pode ser aplicada em processos de diversas caracteristicas. Samohyl (2009) cita ainda
que, as cartas de controle por soma cumulativa sao capazes de reconhecer pequenas
mudancas no processo monitorado, com uma antecedéncia muito maior do que os
alarmes das cartas de Shewhart.

Diferente das cartas tradicionais de Shewhart no qual sao analisados os dados de
maneira pontual, a carta CUSUM incorpora diretamente toda a informacao de valores
da amostra plotando as somas cumulativas dos desvios da amostra de um valor alvo
(MONTGOMERY, 2004). A equacado 2.23 demonstra a equacao que formula a carta
CUSUM, onde x; é a média i-ésima amostra e pu é o valor alvo para o processo que é

composto com um conjunto de amostra i:

Ci = §'=1(971 — Ho) = Ci—1 + (X — Ho), (2.23)

sendo ¢; a soma acumulada da i-ésima amostra que combina informacao de diversas
amostras. Supondo que o processo permanece sob controle para o valor y, definidas
na equacao 2,23, a soma acumulada ¢; descreve um comportamento aleatério com
média zero (p,=0). Entretanto, se a média altera o seu valor para um valor acima, ou
seja, 1>Uo, a soma acumulada ci terd uma tendéncia crescente. Assim como se a média
altera o seu valor para um valor abaixo, 1<, a soma acumulada tera uma tendéncia
decrescente. Se a média apresentar tendéncia ascendente ou decrescente, deve ser
observado que a média do processo sofreu alteracio e uma busca de causas
assinalaveis deve ser realizada.

A carta CUSUM enquanto sua forma pode ser apresentada de duas formas
principais, a carta CUSUM unilateral e a carta CUSUM bilateral. Henning et al., (2010)
afirmam que apesar da carta bilateral (superior e inferior) apresentar maior
quantidade de informacoes, a carta unilateral, ja apresenta desempenho suficiente
para o monitoramento dos dados. Na figura 2.5 pode ser observado as cartas por soma

cumulativa unilateral e bilateral.
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Figura 2.5. Carta CUSUM.
Fonte: (a) Walter et al (2013); (b)De Lima et al (2019).

Para o desenvolvimento da carta CUSUM ¢é necessario sinalizar as estatisticas cite
c¢i, denominadas CUSUM superior e CUSUM inferior e a sua formulacao pode ser

descrita como:

c; =max[0,x, — (uo + K) + ¢~ 41, (2.24)

c; =max[0,(no — K) — %, + i1 1, (2.25)

onde K é o valor de referéncia para a carta CUSUM. Se a mudanca de K for esperada em

relacdo ao desvio padrao, entdo o valor de K é metade do valor do desvio:

A - o)
K=2_lul_ 3 (2.26)
2 2 2

onde 6 é o tamanho da mudanca em unidades de desvio padrao e o é o desvio padrao;
¢; acumula o desvio do valor de p, que sdo maiores que K, tornando-se negativo. Se os
valores acumulados excederem os limites de controle h, o processo é considerado fora
de controle.

Toda a formulacao do CUSUM demonstrada nesta secao é aplicada em dados continuos,
onde as cartas de controle por soma acumulativa apresentam uma grande aplicacao,
principalmente no monitoramento na média dos processos. No entanto, essa carta de

controle também pode ser aplicada para o monitoramento de dados discretos.
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2.4.1 Carta por soma Cumulativa para atributos

Segundo Vasconcelos et al., (2012), o grafico de soma cumulativa para média de um
processo, pode ser planejada para monitorar processos que mensuram caracteristicas
de qualidade do tipo nao conformidades (defeitos) ou nao conformes (defeituosos), as
quais seguem as distribuicoes de probabilidade do Poisson e Binomial,
respectivamente.

A carta de controle CUSUM Binomial tem como caracteristica analisar o nimero
de produtos nao-conformes acumulados em um determinado grupo de amostras. Esta
carta tem como objetivo a deteccdo de aumentos ou diminuicdes nps, como é
verificado na maioria das cartas por atributo (WOODALL, 1997).

Henning et al., (2010) afirmam que, a carta CUSUM Binomial unilateral superior
é aplicado para detectar um aumento do valor esperado de itens nao-conformes, do
valor nominal npo para np:, onde p:=¢po, com ¢ representando o acréscimo (%) em
Po.

Assim, com uma série de amostras aleatorias Yi, i=1,2..., independentes, de

tamanho n, a carta de controle CUSUM Binomial pode ser obtida a partir de:

¢ =max(0,c;_4 +X; — K),i=1,2 ... (2.27)

em relacdo a Yi onde: ci é a estatistica CUSUM com co=u, 0 < u <h; Xié o nimero de
itens nao-conformes nas amostras Y;; K é a constante de referéncia CUSUM; h é o
limite de controle do CUSUM.

A analise é realizada de maneira similar ao CUSUM para dados continuos. Se o
processo estiver sob controle, a soma descreve um percurso aleatério com média zero.
Porém se houver tendéncias de mudanca no valor da média para algum valor acima,
entdo o valor acumulado ci apresentard uma tendéncia ascendente. Se o valor de ci
ultrapassar o limite h € dito que este processo esta fora de controle.

Nota-se assim que, a elaboracao do CUSUM Binomial depende dos valores de K, h
e por consequéncia do ARLo(taxa maxima de alarme falso). Henning et al (2011),
afirma que a construcao do CUSUM Binomial pode ser dado de duas formas: (i) Dados
K e h encontrar o valor de ARL. (ii) Dados 0 ARL e K, encontrar o valor de h.

Segundo Hawkins & Olwell (1998) existem duas maneiras para a escolha do valor
de referéncia K: (i) a primeira, se o processo estiver fora de controle devido a
caracteristica do proprio processo ou produto, a partir de calculos tedricos e

experimentais pode-se determinar o valor de K e elaborar a carta CUSUM para
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detectar alteracoes desses valores; (ii) a segunda forma, trata de escolher a mudanca
que se deseja detectar rapidamente. Assim, para a aplicacao de um CUSUM Binomial
¢ abordado a média da proporcao sob controle npo e a média fora de controle
estatistico np:(HENNING et al., 2011).

Para a determinacao do valor de referéncia de K existem alguns procedimentos
desenvolvidos ao decorrer dos anos. Uma primeira abordagem foi a aproximacao dos
parametros do CUSUM Binomial a distribuicdo Poisson. Os valores de K e h sao
encontrados através de tabelas auxiliares disponibilizados (BOUKER, 2001).

Lucas (1985) realizou o estudo do valor de referéncia K de uma carta CUSUM com
a distribuicao Poisson, analisando a aproximacao do valor de referéncia do CUSUM
com o K do teste SPRT (Sequential Probability Ratio Test). Gan (1991) fez o estudo
do CUSUM para dados continuos, onde através de estudo numérico ele comprovou
que o Ksprr € mesmo K 6timo para o CUSUM para detectar pi. Assim Gan (1993)
extendeu seu estudo para o caso binomial, onde comprovou em seu trabalho que o
valor de referéncia K obtido a partir de uma sequéncia de testes SPRT quantifica o
desempenho do CUSUM binomial em relacao ao ARL. As equacoes 2.28, 2.29 e 2.30
demonstram o desenvolvimento da formulacdo do valor de referéncia, onde sao
considerados a hipotese Ho: 6, onde 6: > 6o, no qual o SPRT emprega a razao de

verossimilhanca.

ot p(X=x;;
Ai — ln_l ( i;Po) ’ (2.28)

onde 6o = p, € 6: = p;, de forma equivalente,

In(A;) = o1 (X; — Ksprr) = In(Aj—1) + X; — Ksprr 5 (2.29)

podendo assim encontrar a formulacao final para o valor de referéncia Ksprr:

1-po
1—P1)

ln(iz—zg)—ln (Z—(l’)'

nin(

k = (2.30)

A formulacao do valor de referéncia K para o CUSUM Binomial a partir do SPRT,
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nao é a unica forma de determinar este parametro para o CUSUM. Scheineider e
O’Cinneide (1987) apresenta uma formulacao pata o valor K de referéncia com a

aproximacao binominal a normal, que pode ser vista na equacao 2.31,

K = (npo+npi1)

> (2.31)

Reynolds e Stoumbo (2000) sugerem que para simplificar os calculos das medidas
de desempenho da carta CUSUM Binomial, recomenda-se que o valor de K tenha o
seu valor arredondado. Além disso os valores arredondados facilitam na tomada de
decisdo da carta CUSUM Binomial que varia de valores de 0 até um valor h
determinado.

Neste presente trabalho, a equacao 2.30, sera utilizada para a determinacao do
valor de referéncia K, pois desde que Gan (1993) comprovou que o Ksprr € 0 mesmo
que o K de referéncia para o CUSUM Binomial, este tornou-se convencionalmente

utilizados em trabalhos do CUSUM Binomial.

2.4.2. Medidas de desempenho para o CUSUM Binomial
O ARL é a métrica responsavel por analisar o desempenho das cartas de controle.

Hawkins e Owel (1998) citam que a dificuldade de implementacao do CUSUM ¢é
devido ao desenvolvimento de procedimentos para obter as medidas de desempenho
dessas cartas que sao mais complexas quando comparadas com as cartas de controle
de Shewhart.

O método convencionalmente aplicado para a determinacdo das medidas de
desempenho da carta CUSUM Binomial é pelo método das Cadeias de Markov e
simulacoes computacionais de forma a complementar o procedimento.

Broke e Evans (1972) propuseram o desenvolvimento do procedimento de
determinacao do ARL para o CUSUM para dados discretos a partir das Cadeias de
Markov. Este método é um dos mais utilizados em trabalhos que aplicam o CUSUM
Binomial até os dias atuais. Morais e Pacheco (2006) cita que isso deve-se a
caracteristica do CUSUM, no qual esta carta apresenta uma caracteristica recursiva,
estas podem ser vistas como uma constituicao da Cadeia de Markov em tempo discreto

e com espaco de estados discretos, quando aplicado em dados com dados discretos.

Lucas (1982) cita que a cadeia de Markov é baseada em uma matriz de transicao P,
que representa a probabilidade de passar de um estado i para um estado j, onde os
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diferentes estados representam os diferentes estados do CUSUM. A matriz de

transicao P, pode ser descrita como,

P = [}; 219] , (2.32)
onde R representa os varios estados sob controle com diferentes valores do CUSUM
e p é o vetor que representa a probabilidade de alcancar um sinal fora de controle.

Os parametros do CUSUM Binomial, K e h est4 diretamente ligado a matriz R da
cadeia de Markov (HENNING et al, 2011). Se tivermos uma carta CUSUM, onde os
parametros sdo K= 3 e h= 3 a matriz R tera 3 linhas e 3 colunas. A matriz R é formulada

conforme a equacao 2.33:

FoK Po(K+1) Po(K+2) .. Po(K+(h—1))N
Fo(K — 1) P,k Po(K+1) .. Po(K+ (h—2))
R=| fol=2) Po(K—1)  PoK o pyk 4 (h-3)), (233)

Fo(K=3)  Po(K—2) Po(K—1)

Fo(K +1— h)

onde Fg(i) = Fpinmpo,e) (D) € Po(i) = Ppinmp,+6)(i) € representam a distribuicao
acumulada e de probabilidade de Y,,(6) ¥i € N.

O vetor p representa a probabilidade de alcancar um sinal fora de controle e pode
ser calculado através de 1 — Fy(i). A matriz P pode ser demonstrada através da

equacao 2.34:

F.K Po(K+1) Po(K+2) .. Po(K+(h—1)) 1-Fo(K+ (h—1)N
Fo(K — 1) PoK Po(K+1) .. Po(K+(h—2) 1—Fo(K+ (h—2)
Fo(K—2) Py(K—1) P,k 1—Fy(K+ (h—3
P=| Fok=3) Pok-2) Po(K-1) © PoK+(=3) o @39 (234
Fo(K+1—h) ; : 1— Fy(K)
L 0 0 0 1

O valor do ARL, pode assim ser obtido resolvendo u = [I — R]™%, sendo R de
qualquer tamanho. Henning et al (2011) afirmam que, o sucesso do resultado obtido
através da cadeia de Markov dependem muito dos nameros de estados que compoe
esse procedimento. Esses valores correspondem uma faixa entre [0,h], assim o
procedimento de arredondamento citado anteriormente acelera o processo de

determinacao do ARL por Cadeias de Markov.
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Reynolds e Stoumbos (2000) afirmam que se o valor de p, for muito baixo, a
matriz de transicao da Cadeia de Markov pode ser muito grande, fazendo com que
haja um grande esforco computacional. Assim, buscou-se novas metodologias para
encontrar as medidas de desempenhos para a carta CUSUM para dados discretos.

Uma outra abordagem para a determinacao do ARL da carta CUSUM Binomial é
baseada na aproximacao Corrected Diffusion, também conhecida como aproximacgao
CD. Essa abordagem aproxima o limite do valor esperado do excesso da estatistica
SPRT sobre as linhas de aceitacao e rejeicao, corrigindo este excesso. Henning et al
(2015) afirmam que, o principio desta aproximacao € substituir a condicao de passeio
aleatorio da estatistica de controle por um processo de movimento browniano
continuo. Entretanto, essa aproximacao s6 é valida para distribuicoes fortemente nao
simétrica, assim a distribuicdo binomial ndo atenderia a aproximacdao (SIGMUND
1985).

Reynolds e Stoumbos (1999) entdo propuseram uma forma de contornar o
problema da aproximacao CD para distribuicdo binomial. Eles desenvolveram um
procedimento no qual a variavel Y; foi padronizada, aproximando a um processo de
movimento browniano e com argumento de ajustes de curva usando para calcular
esses excessos. Assim foi possivel determinar o limite superior de controle para o

CUSUM Binomial e sua formulac¢ao pode ser vista na equacao 2.35:

b=h+ g (1 —2py), (2.35)

com o valor de h corrigido, o mesmo foi inserido na aproximacao CD, podendo assim
determinar as medidas de desempenho de uma carta CUSUM Binomial. As equacoes
2.36, 2.37, 2.28 e 2.39, apresentam a formulagao do ARL, para os valores aproximados
de h obtidos a partir da aproximacao (REYBNOLDS E STOUMBOS, 1999):

ARL ~ (22— (b - D), (2.36)
rn =—In c:—z;), (2.37)
r, = —In (%), (2.38)
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&1

y=_ (2.39)

Assim sabendo o valor da proporg¢ao sob controle (po), a proporcao que se deseja
detectar rapidamente (p:), o tamanho da amostra (n) e o limite superior (h) é possivel
calcular o ARL da carta CUSUM binomial.

A partir da equacao 2.35, o valor do limite superior de controle h, pode ser obtido
através de métodos numeéricos interativos. Apesar da evolucado computacional
contribuir para que esse trabalho nos dias atuais nao seja dificil, a escolha de um valor
inadequado no inicio do processo pode causar a nao convergéncia dos valores para a
obtencao de h. Henning et al (2015) propés um método de aproximacao de h no qual
permite o célculo direto desta variavel. Essa aproximacao foi realizada a partir da
funcdo LambertW e seu desenvolvimento em série. Chapeau-Blondeau e Mounir
(2002) afirmam que para um dado argumento x, a funcao LambertW retorna valores

W (x), conforme a equacao 2.40:

W(x)eW® = x, (2.40)

a funcao LambertW pode ser expandida, se o valor de x for negativo ou préximo a 0,

conforme é demonstrando na equacao 2.41:

Lo(L;—2) | La(6-9L,+2L3)
212 6L3 ’

LambertW{—1,x} =L, — L, + 2—2 + (2.41)
1

onde, L; = In (—x) e L, = In (In(—x)). Assim a funcao LambertW pode ser aplicado na

equacao 2.35, ficando da seguinte forma:
nyry
b~— (— (m) + nARLy(pory, — 1) — LambertW[x]) (2.41)

assim o limite de controle h pode ser obtido através das formulacoes:

1 nyr. L Ly(Ly—2) (1-2py)
h 4 _<— (e‘nyrzz—l) + TlARLO(pOTZ - Tl) - (Ll - LZ + L_i + z 22% )) - 3 0 ) (2.42)

onde:

Ly =In <_ (_ (e—nylrz—l) (e™rm2tn(r1=Por2)(=ARLo=(r2/ 1‘e_nyr2)nyrz)))? (2.43)
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L, = In(=Ly), (2.44)

Para o desenvolvimento deste trabalho, para a parcela do CUSUM Binomial, o
ARL sera obtido através da aproximacdo CD e o limite de controle h através da

aproximacao utilizando a funcao lambertW.

2.5. CARTAS COMBINADAS SHEWHART- CUSUM PARA ATRIBUTOS

O estudo das cartas combinadas Shewhart e CUSUM teve seu inicio na analise de
dados continuos. Wetsgard et al (1977) propuseram o desenvolvimento as insercoes
dos limites de Shewhart na carta CUSUM para aumentar a sensibilidade de deteccao
de alteracoes da carta de controle. Lucas (1982) estendeu o estudo da carta combinada
Shewhart-CUSUM, onde os dados foram analisados de maneira pontual ao invés de
analisar o comportamento parabdlico do CUSUM. Woodall e Ncube (1984)
apresentou em seu trabalho modificacGes nas cartas combinadas em seu trabalho
proposta por Wetsgard, onde foi apresentado o esquema de score quality, onde
utilizou na carta Shewhart—CUSUM a abordagem proposta por Munford (1980) de
pontuacdo cumulativa nas cartas de controle. Sanusi et al., (2017) apresentou a carta
combinada Shewhart-Cusum binomial com uma série de estimadores baseados no
tipo regressao, tipo razao e Sigh e Tailor, com o objetivo de estimar os parametros de
localizacao da carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial.

O estudo das cartas combinadas para atributos teve seu inicio com Yashchin (1985)

no qual em seu trabalho estudou a aplicacdo das Cadeias de Markov para a
determinacao das medidas de desempenho de carta de controle Shewahrt-CUSUM,
onde iniciou o estudo da carta combinada para dados com a distribuicao Poisson,
sendo estendido nos anos seguintes por Abel (1990) e Hawkings e Owell (1998).

As cartas para atributos possuem um bom desempenho no monitoramento de
dados em processos onde hé alteracoes de média a grande magnitude. A carta CUSUM
tem sua aplicacao recomendada para aplicagcoes onde a alteracao dentro do processo é
de pequena magnitude. Entretanto, quando a magnitude de alteracao dentro do
processo nao € conhecida, nenhuma das duas cartas sdo indicadas para o
monitoramento do processo. Morais e Pacheco (2006) citam que combinar as cartas
Shewhart e CUSUM para dados discretos é uma solucao factivel para processo onde a
magnitude de alteracio é desconhecida, uma vez os esquemas de Shewhart se comporta

bem com grandes alteracoes e o CUSUM permite detectar pequenas alteracoes ao longo
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do tempo.

A carta combinada Shewhart-CUSUM binomial teve o seu estudo iniciado por
Morais (2002) e Morais e Pacheco (2006). Henning et al., (2015) estendeu seu estudo
aplicando uma nova metodologia para determinar o limite superior da parcela do
CUSUM binomial utilizando a funcao LambertW. Ottenstreuer et al.,(2019)
apresentou a carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial na analise de dados , onde
foi implementado um modelo autoregressivo de primeira ordem de valor inteiro
Poisson para implementar um novo limite de controle para atuar quando o limite de
controle da parcela CUSUM Binomial estiver sob controle estatistico de forma a
complementar o monitoramento dos dados.

E possivel notar que o estudo para cartas combinadas para atributos ainda é uma
area que possui muitas lacunas a serem preenchidas. A Tabela 2.1 demonstra a
evolucao do desenvolvimento das cartas de controle combinadas e suas principais

contribuicoes ao decorrer dos anos até o desenvolvimento do presente trabalho.
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Tabela 2.1 Cartas de controle combinadas e contribuicoes

Esquema Autor (ano)

Contribuicao

Westgard et al (1977)
Lucas (1982)
Carta Xbar-CUSUM
Normal
Wodall e Ncube (1984)
Yashchin (1985)

Combinacao pela primeira vez dos
limites das cartas Shewhart e CUSUM
para média.

Analise do comportamento pontual da
carta Combinada proposta por
Westagard, ao invés da analise
parabolica caracteristica do CUSUM.
Aplicacao do Score Quality, para analise
de pontuacao cumulativa da carta
Combinada
Aplicacao das Cadeias de Markov para a
determinacao das medidas de

desemprenho da Carta combinada.

Morais (2002)

Morais e Pacheco (2006)

Carta NP-CUSUM

Binomial Henning et al., (2015)

Sanusi et al., (2017)

Ottenstreuer et al., (2019)

Aplicacio da carta combinada
Shewhart-CUSUM Binomial para
analise de dados Discretos
Estudo das medidas de desempenho
para as Cartas Combinadas para dados
discretos a partir das Cadeias de
Markov.

Aplicacao da fun¢do Lambert w para o
calculo do limite superior de controle h
da parcela CUSUM.
Utilizacao de estimadores para auxiliar
nos parametros de localizacdo da carta
combinada.
Implementag¢iao de um novo limite de
controle baseado no modelo
autoregressivo para analise de dados

discretos.
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Capitulo

CARTA COMBINADA BETA-CUSUM BINOMIAL

Este capitulo apresenta o procedimento de desenvolvimento da carta combinada Beta-
CUSUM binomial. Os procedimentos apresentados demostram como encontrar os
parametros iniciais das parcelas Beta e CUSUM-Binomial para serem aplicados na
carta combinada. A fundamentacao teoérica apresentada no capitulo 2 sdo a base para

o desenvolvimento da carta.

3.1. CARTA COMBINADA BETA-CUSUM BINOMIAL

A carta Beta tem como principal caracteristica o monitoramento de fragoes de itens
nao conformes, no qual no valor de p possui um valor pequeno, uma das caracteristicas
na qual a carta p e np apresentam limitacoes. A carta CUSUM Binomial tem como
caracteristica a deteccao de alteracoes de pequenas magnitudes de forma cumulativa
para dados discretos, sobrepondo a deficiéncia das cartas de Shewhart e Beta na
deteccao de alteracoes de pequenas magnitudes. Portanto, a carta combinada Beta-
CUSUM Binomial apresenta-se como uma nova opcao para a deteccao de alteracoes
em dados nos processos onde os descontroles sao de magnitude desconhecida, além
de apresentar um melhor desempenho no monitoramento de processos no qual o valor
de p seja pequeno. No presente trabalho, a carta tera sua aplicacao estudada para o
monitoramento de itens nao conformes, onde a parcela Beta substituira a parcela np,
convencionalmente aplicados nas cartas combinadas para atributos.

Para o desenvolvimento da carta Beta-CUSUM Binomial é necessario que seja
respeitado uma sequéncia de procedimentos. Os procedimentos tém como objetivo
encontrar os parametros necessarios para a construcao da carta combinada, na qual

estima-se os parametros das cartas separadamente para em seguida determinar os
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parametros da carta combinada. A figura 3.1, demonstra o fluxograma com a

sequéncia de procedimentos para a construcao da carta Beta-CUSUM Binomial.

Determinar o valor de g,
e n

Y

Determinar o valor de &

¥

Determinar o ARL das
cartas individuais

¥

Ceterminar o ARL da
carta combinada

¥

Determinar o Limite
superior f

L 3
Ceterminar o L5C da
parte Beta

/ n3a Recaloular os limites de
\ controde Beta e CUSUM

¥

Aplicar carta Beta-Cusum
binomia

Figura 3.1. Fluxograma do procedimento para construcao carta combinada Beta-CUSUM
Binomial.

Fonte: Autoria propria.
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3.1.1 Definicao da proporcao sob controle (po) e fora de controle (p:)

Os valores da proporc¢ao sob controle estatistico (po) e a proporcao fora de controle
que se deseja detectar (p:), sao parametros essenciais para elaboracao das cartas Beta
e CUSUM Binomial. Esses parametros podem ser pré-especificados de acordo com as
caracteristicas dos processos que sera monitorado, como também pode ser encontrado
a partir dos dados que serdo analisados, nestes casos as equagoes 2.10 e 2.11 sao
utilizadas para determinar as proporcoes.

Um exemplo de determinacao dos valores de p, de maneira pré-especificada pode
ser vista no trabalho desenvolvido por Henning et al (2014), onde o CUSUM binomial
foi aplicado para o monitoramento de coliformes totais para verificar a qualidade de
agua potavel. Este procedimento por norma diz que, a proporcao fora de controle nao
pode ser maior que 5%, ou seja, p:=0,05, assim em seu trabalho este valor foi aplicado
na carta CUSUM Binomial. No entanto, a maioria dos processos os valores p devem
ser obtido, o exemplo 3.1, exemplifica a obtencao das proporcoes po € p:.

Exemplo 3.1. Sabendo que um determinado conjunto de dados tem uma
quantidade de amostras m=30 e tamanho de n=50, aplicando as equagdes 2.10 e 2.11,
foi possivel determinar o valor da proporcao sob controle estatistico, p, = 0,231,
portanto, a proporcao p; pode ser obtida através do acréscimo de (%) em p,. A
porcentagem acrescentada representa o quanto deseja-se detectar a partir do valor
alvo. Neste trabalho os valores adotados para ¢ foram de: 5%, 10%, 15% e 20%, porém
os valores aplicados podem variar de acordo com o processo e a magnitude que deseja-

se detectar. A tabela 3.1 ilustra os valores de p;que podem ser obtidos:

Tabela 3.1 Valores de p,, considerando po= 0,231.

¢ Py
5% 0,243
10% 0,254
15% 0,265
20% 0,277

3.1.2 Valor de referéncia K do CUSUM Binomial

Com os valores da proporcao sob controle estatistico (po) e a proporcao fora de
controle que se deseja detectar (p:) definidos, é possivel determinar o valor de
referéncia do CUSUM Binomial K. A variavel K é importante para a determinacao das

medidas de desempenho do CUSUM Binomal, além de ser uma parcela importante
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para o calculo do comportamento do acimulo dos dados no processo monitorados.
Para o desenvolvimento da carta Beta-CUSUM Binomial, o valor de K é obtido através
da equacao proposta por (GAN, 1993).

A equacao 2.30 apresentada no trabalho de Gan (1993, onde o valor de K, pode ser

calculado de forma automatica quando os valores de p, e p; sdo substituidos.

3.2. MEDIDAS DE DESEMPENHO DAS CARTAS INDIVIDUAIS

Uma das maneiras de definir as medidas de desempenho da carta CUSUM binomial é
o teste de Resposta Inicial Rapida (RIR) proposto por Lucas e Crosier (1982). Esse
teste tem como objetivo aumentar a sensibilidade da carta CUSUM, onde a
implementacao desse procedimento permite reduzir o valor do ARL. Montegomery
(2004) cita que se um processo iniciar fora de controle, o RIR permite que essa
alteracao seja detectada de maneira mais rapida. Entretanto, para a aplicacao do RIR
seja eficiente € necessario que haja um planejamento prévio do limite superior h, assim
este teste é muitas vezes utilizado de forma a complementar estudos de analises de
medidas de desempenhos ja realizadas. No procedimento, é escolhido a distribuicao
de probabilidade aplicada na analise dos dados, no caso do presente trabalho aplicou-
se a distribuicao Binomial. Logo apds a escolha da distribuicao binomial, o software
pede para inserir os valores de po e p: e do tamanho de amostra n, e retorna o valor de
referéncia K calculado a partir do RIR. Com o valor de referéncia K calculado o
software pede para definirmos quantas casas significativas serao utilizadas para a
variavel K, para logo apo6s calcular e retornar os valores de h e ARL calculados a partir
dos dados inseridos no programa. A figura 3.2 demonstra a aplicacao do teste RIR nos

dados do exemplo 3.1.
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B C\Users\rafae\OneDrive\Area de Trabalho\Mestrade\Dissertagio\geth.exe - O X

[ Inv Gaussian mean
i o4

nter the sample size and in-control probability : 58

pnd the out-of-control probability : .243

value is
want to use :

f you don't want

@, IC ARL 154.8, 00C ARL 77.3, FIR ARL
like ancther run?:

Figura 3.2. Teste RIR no programa anygeth.
Fonte: Programa anygeth (HAWKING E OWELL, 1998).

Contudo o RIR ¢é procedimento adequado para aumentar a sensibilidade de
medidas de desempenho ja calculadas e analisadas. No capitulo 2 foi demonstrado
algumas maneiras para a determinacido das medidas de desempenhos da carta
CUSUM Binomial, como as cadeias de Markov e a aproximac¢ao CD. Como o objetivo
da carta combinada Beta-CUSUM binomial é de monitorar dados com o valor de p
pequeno, a cadeia de Markov apresentara um grande esforco computacional para a
sua aplicacdo, assim a determinacao das medidas de desempenho da parcela CUSUM
da carta combinada sera através da aproximacao CD

Para o procedimento da medida de desempenho através da aproximacao CD foi
utilizado o software R, com o codigo hrs. 5, disponibilizado por (HENNING ET AL,
2011). O mesmo cddigo hrs.5 é o responsavel por retornar os valores dos limites de
controle da carta CUSUM Binomial, onde é utilizado a aproximacao do limite superior
de controle utilizando a funcdo LambertW, proposta por (HENNING, 2015). No
codigo sao aplicados os valores das proporgoes po € p: € o tamanho de amostra n e um
valor de ARL prévio, logo apos o codigo ser executado sao retornados os valores do
limite superior de controle e do ARL recalculado pela aproximacgao CD. A figura 3.3

demonstra os resultados obtidos a partir dos dados do exemplo 3.1 aplicado no codigo.
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Function: hrs.5 {/GlobalEn Read-onh
1~ function(pd,pl,n,arl0,tol=0.05,digits=1,digits.h=1){
2 ri<- -log((1-pl)/(1-p0))

3 r2<- Tog((p1*(1-p0))/(p0*(1-p1)))

4 g =- rl/r2

5 k <- round(n*g,digits)

(3] 11<-lTog((exp(-((n *(r2*g + (-1 + exp(n® r2*g)) *(rl1 -

7 po* r2)% arld)) /(-1 = exp(r

8

9 12<-Tog(-Tog((exp(-((n *r2* g)/(-1 + exp(n* r2* g)))

10 +n *(-rl + p0* r2)* arl0)* n *r2 *g)/(-1 + exp(n* r2

11 ‘g)1)))

12 13=-12/11

13 T4<-(12%(12-2))/(2%11A2)

14 b2 =- ((-n*r2*g)/(l-exp(-n*r2%g))-(11-12+13+14)+n*ar10* (p0*r2-r1))/r2 # 4 ter

15 h<- round(b2-(1/3)*(1-2%p0),digits.h)

16 arl<-

17 arlcusum(k=k,h=h,n=n,theta=p0,digits=digits,distr=c("binomial")) $ARL

18 erp.l<-abs(arl-ar10)/arlo

19 if fearn 1 « ol fraturnicilk=k h=h ari =arlin?l

20~ 4
Console  Terminal Jobs
ghi

[1] 33.66499

th2
[1] 33.60572

th3
[1] 33.58714

> hrs.5(0.231,0.243,n=50,ar10=500,digits=2,t01=0.05)
k h ARL
11. 8500 35.6000 497.5851
> View(Chrs.s)

Figura 3.3. Definicao das medidas de desempenho CUSUM Binomial.
Fonte: Programa hrs.5 (HENNING, 2011).

As medidas de desempenho da parcela da carta Beta sao obtidas a partir das
equacoes 2.16, 2.17, 2.18 e 2.22. Para 0 ARL nesse primeiro momento a analise da carta
Beta sera realizada o monitoramento dos dados com o ARL padrao de 370, utilizada
convencionalmente em processos industriais e aplicado no desenvolvimento do
trabalho proposto por Sant’anna e Caten (2012). No entanto, a sensibilidade da carta
pode ser alterada, modificando os valores das variaveis wi e w», de forma a alterar os
limites de controle da carta Beta, que serdao obtidos a partir da equacdo 2.16, 2.17 e

2.18.

3.3 MEDIDAS DE DESEMPENHO DA CARTA COMBINADA BETA-
CUSUM BINOMIAL

Ao longo dos anos a abordagem Markoviana foi utilizada para o esquema Shewhart-
CUSUM Binomial, tanto para aplicacio de dados continuos quanto para dados
discretos (MORAIS E PACHECO, 2006). Rocha (2004) realizou um estudo de

simulacao, com a construcao de tabelas com os valores de parametros das parcelas das
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cartas combinadas para dados continuos. Morais (2004) analisou a ordenacao dos
ARLs para o caso combinado para dados discretos sob o ponto de vista estocastico.
Montgomery (2004), estudou a combinacao das cartas de controle considerando a
funcao de probabilidade de ocorréncia de alarmes falsos.

Montgomery (2004) cita que em um conjunto de dados onde as r variaveis sao
estatisticamente independentes para um produto em particular, e se a carta de
controle com probabilidade do erro tipo I é mantido para cada carta individual, entao
a verdadeira probabilidade para a carta combinada pode ser descrita da seguinte
forma:

a=1-(1-a), (3.1

onde (1 — a)" é a probabilidade de que todas as variaveis sejam representadas na carta
simultaneamente dentro de seus limites de controle.

Assim, seguindo o raciocinio exposto na equacao 3.1, é possivel dizer que quando
duas cartas de controle diferentes monitoram a mesma variavel, a taxa de alarmes
falso da carta combinada ag, sera a combinacdo das taxas individuais de cada uma,
ap € ac, para a parcela Beta e CUSUM Binomial, respectivamente. Assim, adaptando
a equacao para o caso da combinacao entre as cartas Beta e CUSUM binomial, a

expressao pode ser descrita da seguinte forma:
@pc = ap tac —agac (3.2)
O exemplo 3.2 demonstra a aplicacao para a obtencao da taxa de alarmes falsos
para um esquema combinado.
Exemplo 3.2. Sabendo que duas cartas de controle com a taxa de alarme falso
de 5% individualmente, o valor da taxa de alarme falso combinada pode ser:

aBC = O(B + ac - aBaC = 0,05 + 0,05 - 0,05 * 0,05 = 0,0975.

Aplicando o resultado da taxa de alarme falso na equacao 2.22, é possivel obter o ALR,

da carta combinada:

1
ARLy, = — = = 10
" agc  0,0975
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3.4 VALIDACAO DA APLICACAO DA CARTA BETA-CUSUM BINOMIAL

Lucas (1982) sugere que para a adicao de um limite superior baseado em cartas tipo
Shewhart, para o caso deste trabalho do tipo Beta, seja eficiente no monitoramento
em conjunto com a carta CUSUM, a condicao de que o limite superior de controle da
carta Beta tem que ser menor que o limite superior de controle da carta CUSUM
adicionado ao valor de referéncia K, ou seja LSC < h + K.

Henning et al (2015) citam que o valor de K referéncia limita apenas para o caso
onde os dados analisados sao do tipo continuo, e que para o caso binomial os valores
de K tendem a ser grandes, inclusive para mudancas de pequenas magnitudes. Para o
presente trabalho a validacdo da carta combinada sera a partir da anélise de LSC < h,
utilizada amplamente em trabalhos de cartas combinadas para dados discretos.

Quando o limite superior de controle da carta Beta for maior que o limite superior
da carta CUSUM, os valores dos limites das cartas individuais devem ser recalculados

de forma que a aplicacdo da carta combinada seja validada.
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Capitulo

ANALISE DOS
RESULTADOS

Este capitulo apresenta a aplicacao da carta combinada Beta-CUSUM Binomial para o
monitoramento de dados discretos. A analise do desenvolvimento da carta é realizada
a partir da aplicacdo da carta em 3 de estudos de aplicagao, dois exemplos com dados
discretos e um exemplo com os dados continuos. A carta de controle Beta-CUSUM
Binomial é comparada as cartas individuais de Shewhart, a carta CUSUM Binomial e
a carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial. Os resultados demonstram que, a
carta Beta-CUSUM Binomial apresenta para todos os tipos de dados resultados
proximos a carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial e aumenta a sensibilidade

de deteccao em relacao as cartas individuais.

4.1 ESTUDO 1: EMBALAGEM DE SUCOS DE LARANJA

Nesta secdo, a carta combinada é aplicada em um problema proposto por Montgomery
(2004). O conjunto de dados se compoe de uma amostra de n = 50 embalagens de
suco de laranja, com o periodo de anélise m = 30. Estes dados sdo discretos e sao
aplicados na fase I, quando sao definidos os limites de controle das parcelas
individuais e da carta combinada. A tabela 4.1 demonstra dos dados analisados e

aplicados na carta de controle desenvolvida.
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Tabela 4.1 Numero de Embalagens defeituosas por amostra

m 1 2 3 4 5 6 4 8 9 10 11 12 13 14 15

Xi 12 15 8 10 4 7 16 9 14 10 5 6 17 12 22

m 16 17 18 19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30

Xi 8 10 5 13 11 20 18 24 15 9 12 7 13 9 6

O valor da proporcao sob controle estatistico po € 0,231 e para p: foi simulado
CUSUM Binomial foi encontrado, assim como o limite superior de controle h a partir
de simulag¢does computacionais utilizando a aproximagdo CD para o ARL e
aproximacdo com a funcdo LambertW para o limite superior de controle h
respectivamente, com os dados retornados. Os valores encontrados da simulagao

podem ser vistos na figura 4.1.
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Figura 4.1. Resultados obtidos aproximacao CD Estudo 1.
Fonte: Autoria propria (2019).

Assim a carta de controle foi planejada para um valor de po =0,231, p:=0,254,

(b=10%). O valor de ARL para a parcela Beta da carta foi definida em 370 (a=0,27%)
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como LSC =21,630. A parcela CUSUM Binomial teve seus parametros definidos com,
K =12,120,h = 25,200 e ARL = 448,075 (@ = 0,22%). A carta combinada Beta-
CUSUM Binomial entao foi planejada para um ARL = 204,329 (a=0,49%). Para efeito
de comparacao a carta combinada Beta-CUSUM Binomial é comparada com a carta
individual do tipo Shewhart que apresenta ARL = 370 (a = 0,27%) e LSC =20,510,
com a carta CUSUM Binomial com os mesmos valores aplicadas na carta combinada
e com a carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial com ARL = 204,329(a=0,49%),
LSC= 22 e o limite superior de controle h =25,2. A Figura 4.2 (a) a carta np, a Figura
4.2 (b) a carta CUSUM Binomial, a Figura 4.2 (c) a carta Shewhart-CUSUM Binomial
e a figura 4.2 (d) a carta combinada Beta-CUSUM Binomial.

30,00

25,00

LsC 25 h

20,00
15,00
10,00
5,00 5

LIF

0,00
12345678 9101112131415161718192021222324252627282930

() (b)

35 35,00

123456785101112131415161718192021222324252627282930

30 30,00

25 e 25,00 h

20 20,00

e s b i« — |SC

15 15,00
10 10,00
5 5,00

o] 0,00
1234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930 1234567 8 9101112131415161718192021222324252627282930

©) (d)

Figura 4.2. Cartas de controle obtidas do estudo 1: (a) Carta de controle np, (b) CUSUM
Binomial, (c¢) Carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial. (d) Carta combinada Beta-CUSUM
Binomial.

Fonte: Autoria propria (2019).

Os resultados obtidos demonstram que a carta de controle np, figura 4.2 apresenta
os pontos 15 e 23 fora de controle estatistico, os demais pontos analisados nessa carta
de controle estao sob controle estatistico. No entanto, se observarmos a carta de
controle CUSUM binomial, notamos que os pontos 23, 24,25 e 26 estao acima do

limite de controle h, porém desde o ponto 12 a carta de controle CUSUM binomial,
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demonstra a tendéncia de variacao dos dados analisados. Assim a carta Beta-CUSUM
binomial demonstra a combinac¢ao dessas duas caracteristicas onde é possivel notar a
tendéncia de alteracoes dos dados mesmo dentro do limite de controle h, como
também a analise pontual da carta np. Com isso é notado que a carta combinada, para
estes dados teve um desempenho em termos de sensibilidade maior do que as cartas
individuais, uma vez que aumentou a sensibilidade de deteccao de alteragoes tanto em
casos pontuais, onde a carta CUSUM binomial nao detectou, quanto para o caso dos
dados acumulados, o que o caso np nao consegue observar a tendéncia do processo.
Em relacdo a comparacao com a carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial, é
possivel notar para este caso que o rendimento das duas cartas sdo bastante similares,
uma vez que os limites de controles da carta np e Beta possuem valores similares em
seus limites de controle, 22 e 21,630 respectivamente. A carta de controle Beta-
CUSUM Binomial para essa analise possui limites mais folgados que os limites de
controle da carta combinada Shewhart-CUSUM binomial, entretanto a diferenca de
detecgao para este caso é quase nula, com as duas tendo um bom desempenho na

deteccao de variacoes de diversas magnitudes dentro desse processo.

4.2 ESTUDO 2: ANALISE DE COLIFORMES TOTAIS

Nesta secao, a carta combinada é aplicada em um problema proposto por Henning et
al (2014). Estes dados tem a caracteristica de ter o valor da proporcao sob controle
estatistico po =0,025, um valor baixo para p, na qual a carta Beta apresenta melhor
eficiéncia no monitoramento dos dados do que a carta np. O conjunto de dados é
composto de uma amostra de tamanho n =200 reservatérios de agua potavel
analisados, com o periodo de analise m = 36. Estes dados sdo discretos e sao aplicados
na fase I, onde foram definidos os limites de controles e os parametros das cartas
individuais e combinada. A tabela 4.2 demonstra dos dados analisados e aplicados na

carta de controle desenvolvida.
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Tabela 4.2 Numero de coliformes totais fora do padrao por amostra

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18

Xi

8 4 8 2 2 2 0 4 6 4 7 4 6 4 5 5 5 3

19 20 21 22 23 24 25 26 27 28 29 30 31 32 33 34 35 36

Xi

5 1 3 4 9 5 3 5 8 12 7 7 19 6 8 8 6 7

Foi utilizado o software hrs.5 para determinar os parametros da parcela CUSUM
binomial da carta combinada, ARL e h. A figura 4.3 demonstra os resultados obtidos

a partir da simulacao aplicando a aproximacao CD.

A carta de controle combinada foi planejada para um valor de po =0,025, p:=0,030,
(b=20%). O valor de ARL para a parcela Beta da carta foi definida em 370 (a=0,27%)
como LSC =13,970. A parcela CUSUM binomial teve seus parametros definidos com,
K =5,450,h = 17,6 e ARL = 441,765 (a = 0,23%). A carta combinada Beta-CUSUM
Binomial entdo foi planejada para um ARL = 204,249(a=0,50%). Para efeito de
comparacao a carta combinada Beta-CUSUM Binomial é comparada com a carta
individual Shewhart np que apresenta ARL = 370 (« = 0,27%) e LSC =12,61, com a
carta CUSUM Binomial com os mesmos valores aplicadas na carta binomial e com a
carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial com ARL = 204,249(a=0,50%), LSC=
12,61 e o limite superior de controle h =17,6. A figura 4.4 (a) demonstra a carta np, a
figura 4.4 (b) a carta CUSUM binomial, a figura 4.4 (c) a carta Shewhart-CUSUM
Binomial e a figura 4.4 (d) a carta combinada Beta-CUSUM Binomial.
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Figura 4.3. Resultados obtidos aproximac¢ao CD-Estudo 2.
Fonte: Autoria prépria (2019).

Neste estudo podemos notar uma diferenca significativa em relacao ao estudo da
secao anterior. A analise dos dados com um valor de p pequeno, demonstra que o
limite superior de controle da parcela Beta, LSC= 13,970, é maior do que o Limite da
parte Shewhart, LSC= 12,610, para a aplicacoes em suas devidas cartas combinadas.
Isso demonstra que para a aplica¢ao neste caso onde, p possui um valor baixo, a carta
combinada Beta-CUSUM binomial possui um monitoramento mais rigoroso do que
as cartas de controle individuais np, para valores de ARL da carta combinada
similares. Em comparacdo as cartas individuais, mais uma vez a carta combinada
Beta-CUSUM Binomial possui um desempenho mais eficiente na deteccao de
alteracOes no processo monitorado, onde a carta individual do tipo Shewhart detecta
somente o ponto 31 fora de controle estatistico, enquanto a carta combinada com os
parametros da carta CUSUM binomial e Shwhart apresentam a tendéncia de variacao
desde o ponto 12 e demonstra ponto fora de controle estatistico 31, assim como a carta
individual de Shewhart.

56



20,00
18,00
16,00
14,00
12,00
10,00

8,00

4,00
2,00
0,00

40
35

30

40
35

30
LsC

1 3 5 7 % 11 13 15 17 19 21

25
20

15
10
3

LIF 0

23 15 27 2% 31 33 35

(a) (b)

25

0

1 3

4

£

12345678 9101112131415161718192021222324252627282930313233343536

LSC

7 9 11 13 15 17 19 21 23 25 27 19 31 33 3

()

1 3 5 7 5 11 13 15 17 1% 21

(d)

LsC

23 25 27 29 31 33 35
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Binomial, (c¢) Carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial. (d) Carta combinada Beta-CUSUM
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Binomial.
Fonte: Autoria propria (2019).

ESTUDO 3: ANALISE DE OXIDACAO POR ACIDO NITRICO

Nesta secdo, a carta combinada é aplicada em um problema proposto por Brownlee

(1965). O conjunto de dados se compoe de uma amostra de n = 30 de produtos de aco

nitrico, com o periodo de analise m = 21 dias. Estes dados s3o continuos, onde é

utilizado o nimero de amostras médios para a definicio do ARL da carta Beta. Os

dados sao aplicados na fase I, quando sao definidos os limites de controle das parcelas

individuais e da carta combinada. A tabela 4.3 demonstra dos dados analisados e

aplicados na carta de controle desenvolvida.

Tabela 4.3 Numero de acido nitrico fora do padrao por amostra

m 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
Xj 1,26 0,42 1,11 0,36 0,54 0,15 0,06 0,60 0,15 1,11 0,18
m 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 -
Xj 0,48 0,33 0,84 0,24 0,21 0,81 0,45 0,18 0,45 0,45 -
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Os parametros da carta combinada, assim pode ser obtida através dos dados do
exemplo. O software hrs.5 foi utilizado mais uma vez para determinar os parametros
da parcela CUSUM binomial da carta combinada, ARL e h. A figura 4.5 demonstra os

resultados obtidos a partir da simulacao aplicando a aproximacao CD.

Arpoximagio CD- ARLe h

[
oW
= LD

L L
(W=
~ R
=
P

3

h k p0 pl
5,600 0,580 0,018 0,021
6,800 0,580 0,018 0,021
7,600 0,580 0,018 0,021
8,500 0,580 0,018 0,021
9,200 0,580 0,018 0,021
9,700 0,580 0,018 0,021
10,300 0,580 0,018 0,021
10,700 0,580 0,018 0,021

k p0 pl
0,600 0,018 0,022
0,600 0,018 0,022
0,600 0,018 0,022
0,018 0,022
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Figura 4.5. Resultados obtidos aproximacao CD-Estudo 3.
Fonte: Autoria propria (2019).

Neste estudo a carta de controle combinada foi planejada para um valor de po
=0,018, p:=0,022, ($p=20%). O valor de ARL para a parcela Beta da carta foi definida
em 370 (a=0,27%) como LSC =5,020. A parcela CUSUM Binomial teve seus
parametros definidos com, K = 0,600, h = 5,200 e ARL = 99,835 (o« = 1%). A carta
combinada Beta-CUSUM Binomial entdo foi planejada para um ARL =
78,908(a=1,27%). Para efeito de comparacao a carta combinada Beta-CUSUM
binomial é comparada com a carta individual Shewhart np que apresenta ARL =
370 (a = 0,27%) e LSC =3,080, com a carta CUSUM binomial com os mesmos valores
aplicadas na carta binomial e com a carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial
com ARL = 99,835(a=1%), LSC= 3,080 e o limite superior de controle h =5,200. A
Figura 4.6 (a) demonstra a carta np, a Figura 4.6 (b) a carta CUSUM Binomial, a
Figura 4.6 (c) a carta Shewhart-CUSUM Binomial e a figura 4.6 (d) a carta combinada
Beta-CUSUM Binomial.
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Fonte: Autoria propria (2019).

Nota-se mais uma vez que a carta para valores de p pequeno a carta combinada
Beta-CUSUM Binomial apresenta os limites de controle mais estreitos em relacao a
carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial. No exemplo desta secao foi necessario
a readequacao da carta combinada, uma vez que esses limites de controles estavam
com valores muito préximos e o que poderia ocasionar a ocorréncia de alarmes falsos

na carta de controle.
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60



Capitulo

CONSIDERACOE
S FINAIS

Este trabalho demonstrou o desenvolvimento de uma carta de controle combinada
Beta-CUSUM binomial para o monitoramento de caracteristicas da qualidade de
produtos nao conforme a especificaciao. O objetivo principal era o desenvolvimento de
uma nova carta de controle combinada para dados do tipo atributos, como uma nova
opcao de aplicacao em processos com essas carateristicas.

Para a construcao da carta de controle Beta-CUSUM Binomial, no presente
trabalho foi demonstrado o procedimento de construgao da carta, no qual pode ser
observado os passos que devem ser respeitados para a determinacao dos parametros
da carta combinada.

A aplicacao do limite superior de controle baseada na distribuicao Beta demonstra
que a carta combinada possui uma sensibilidade maior que as cartas individuais de
Shewhart e CUSUM Binomial, uma vez que a analise dos dados é monitorado de forma
pontual caracteristica das cartas de Shewhart, como também observando o
comportamento parabolico caracteristica da carta CUSUM Binomial.

Em comparacdao com a carta combinada Shewhart-CUSUM Binomial , a carta
Beta-CUSUM Binomial tem eficiéncia similar para dados discretos com valores de p
médio (em torno de 0) e que para os valores de p pequenos a carta possui uma maior
sensibilidade de deteccao de dados fora de controle, uma vez que os limites de dessa
carta de controle sdo mais estreitos que as cartas combinadas tradicionalmente

utilizadas.
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A carta de controle Beta-CUSUM Binomial apresentada neste trabalho é uma nova
opcao de aplicacao para analise de itens nao conformes, sendo recomendado sua

aplicacao em processo onde o valor da proporc¢ao dos dados tenha o seu valor pequeno.

5.2 RECOMENDACOES E TRABALHOS FUTUROS

Algumas sugestoes de trabalhos futuros a partir das informacoes apresentadas nesta

pesquisa sao:

e Desenvolvimento de pacotes computacional para software de Controle
Estatistico de Processos para aplicacdo da carta combinada Beta-CUSUM

Binomial;

e Desenvolvimento da carta CUSUM para dados continuos com a distribuicao de
probabilidade Beta;

e Desenvolver cartas de controle CUSUM Multivariadas com distribuicao
Binomial (MCUSUM).
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Apéndice

Codigo Medidas de
desempenho CUSUM
binomial

O cddigo visto nesta secao, foi disponibilizado por Henning (2015) e foi utilizado para
o procedimento de obtencdo dos parametros do CUSUM binomial, aplicado na carta

individual e na carta combinada Beta-CUSUM binomial.

###funcao para calcular h com LambertW, cadeias de Markov e interpolacao log
###funcdo para aproximar h com LambertW na resolucdo para b (h+correcao)###

hrs.1<-function(po,p1,n,arlo) {

ri<- -log((1-p1)/(1-po))

r2<-log((p1*(1-p0))/(po*(1-p1)))

g <-r1/r2

k <- round(n*g,2)

l1<-log((exp(-((n *(r2*g + (-1 + exp(n* r2*g)) *(r1 - po* r2)* arlo))/(-1 + exp(n* r2 *g))))* n*
r2 *g)/(-1+ exp(n* r2*g)))
I2<-log(-log((exp(-((n *r2* g)/(-1 + exp(n* r2* g)))+ n *(-r1 + po* r2)* arlo)* n *r2 *g)/(-1 +
exp(n* r2*g))))

13<-12/11

I4<-(12*(12-2))/(2*11"2)

I5<-(12*(6-9*12+2*12"2)) /(6*11"3)

b<-((-n*r2*g)/(1-exp(-n*r2*g))-(11-12)+n*arlo*(po*r2-r1))/r2 # 2 termos

b1 <- ((-n*r2*g)/(1-exp(-n*r2*g))-(l1-12+13)+n*arlo*(po*ra2-r1))/r2 # 3 termos

b2 <- ((-n*r2*g)/(1-exp(-n*r2*g))-(11-12+13+14)+n*arlo*(po*r2-r1))/r2 # 4 termos

b3 <- ((-n*r2*g)/(1-exp(-n*r2*g))-(11- 12+13+14+15)+n*arlo*(po*r2-r1))/r2 # 5 termos
h<- b-(1/3)*(1-2*po)

hi<- b1-(1/3)*(1-2*po)

h2<-b2-(1/3)*(1-2*po)

h3<-b3-(1/3)*(1-2*po)

structure(list(k=k,h=h,h1=h1,h2=h2,h3=h3))}

###funA§A£o para aproximar h resoluA§A£o da EquaA§A£o por um mA©todo
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numA@©rico hrs<-function(po,p1,n,arlo){

h.rs<-uniroot(function (h) arlo-((log((p1*(1-p0))/(po*(1-p1))))/(n*((log((p1*(1-
po))/(po*(1-p1))))*po-(-log((1-p1)/(1-p0))))))*((h+(1/3)*(1-2*p0))-(n*((-log((1-p1)/(1-
p0)))/(log((p1*(1-p0))/(po*(1- p1)))))*(exp((h+(1/3)*(1-2*p0))*(log((p1*(1-
po))/(po*(1-p1)))))-1))/(1-exp(-n*((-log((1-p1)/(1-p0)))/(og((p1*(1-p0))/(po*(1-
in)))))*(log((pl*(l-pO))/ (po*(1-p1)))))),c(0,120))return(h.rs)

library(surveillance)

hrs.5<-

function(po,p1,n,arlo,tol=0.05,digits=1,digits.h=1){

r1<- -log((1-p1)/(1-po))

r2<-log((p1*(1-po))/(po*(1-p1)))

g <-r1/r2

k <- round(n*g,digits)

l1i<-log((exp(-((n *(r2*g + (-1 + exp(n* r2*g)) *(r1 -po* r2)* arlo))/(-1 + exp(n* r2
*g))))* n* r2 *g)/(-1+ exp(n* r2*g)))

l2<-log(-log((exp(-((n *r2* g)/(-1 + exp(n* r2* g)))+ n *(-r1 + po* r2)* arlo)* n *r2 *g)/(-1
+ exp(n* r2*g)))

13<-12/11

I4<-(12*(12-2))/(2*11"2)

b2 <- ((-n*r2*g)/(1-exp(-n*r2*g))-(11-12+13+14)+n*arlo*(po*r2-r1)) /r2 # 4 termos
h<- round(b2-(1/3)*(1-2*po0),digits.h)

arl<-
arlCusum(k=k,h=h,n=n,theta=po,digits=digits,distr=c("binomial")) $ARL
erp.1<-abs(arl-arlo)/arlo

if (erp.1 < tol) {return(c(k=k,h=h,ARL=arl))}

else {erp.2<-erp.1

hi<-h

while (erp.2 > tol){h1<- hi+1

h2<- hi-1

arli<-
arlCusum(k=k,h=h1,n=n,theta=po,digits=digits,distr=c("binomial"))$ARL
arla<-
arlCusum(k=k,h=h2,n=n,theta=po,digits=digits,distr=c("binomial ")) $ARL
val<-function (f, x0, x1, fo, f1) {

x0 + ((x1 - x0) * (log(f) - log(fo)))/(log(f1) -log(fo))}
h<-round(val(arlo,h1,h2,arl1,arl2),1)

arli<-
arlCusum(k=k,h=h,n=n,theta=po,digits=digits,distr=c("binomial")) $ARL
erp.2<-abs(arli-arlo)/arlo

hi <- h}

return(c(k=k,h=hi, ARL=arli))}}

###calculando os parametros do CUSUM

##h
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##aproximacao CD (extraindo a raiz)

hrs.1(, ,n=,)
hrs.5(, ,n=,arlo=,digits= ,tol=)
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