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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre algumas propriedades do grupo
VSG,, que representa trangas virtuais singulares para n > 2. Definimos invariantes
numéricos para as trangas virtuais singulares, obtidos por meio de expoentes de pala-
vras em VSG,, e descrevemos o nucleo desses homomorfismos. Identificamos homo-
morfismos possiveis do grupo VSG, para o grupo simétrico S,,, a menos de conjugacao.
No caso particular em que n = 2, apresentamos uma descrigdo e uma apresentagao
para o ntucleo em cada caso. Para todos os homomorfismos possiveis, foram obtidas
decomposic¢oes de VSG,, como produtos semidiretos do nticleo do homomorfismo e do

grupo simétrico.

Palavras-chave: Grupos de trancas virtuais singulares; Nticleo; Homomorfismo; Inva-

riantes.






Abstract

In this work, we present a study on some properties of the group VSG,, which
represents virtual singular braids for n > 2. We define numerical invariants for the
virtual singular braids, obtained through word exponents in VSG,, and describe the
kernel of these homomorphisms. We identify all possible homomorphisms from the
group VSG, to the symmetric group S, up to conjugation. In the particular case where
n = 2, we present a description and a presentation for the kernel in each case. For
all possible homomorphisms, decompositions of VSG, were obtained as semi-direct

products of the kernel of the homomorphism and the symmetric group.

Keywords: Groups of singular virtual braids; Kernel; Homomorphism; Invariants.
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Introducao

O estudo de trangas tem uma histéria longa e fascinante na matematica, e a
teoria dos grupos de trancas de Artin tem sido objeto de intensa pesquisa desde sua
introdugdo em 1925 [1]. Os grupos de trancas de Artin B, fornecem uma ferramenta
poderosa para entender a geometria e a topologia de curvas e superficies, e suas
aplicacoes se estendem além da matemética para a fisica e a criptografia. E possivel
descrever geometricamente cada elemento deste grupo através de uma configuracdo

de n cordas trancadas que obedecem a determinadas restrigdes.

O desenvolvimento da teoria de trangas também levou ao estudo de generaliza-
¢oes do grupo B,, que sdo objetos de estudo ativo tanto do ponto de vista geométrico
quanto do ponto de vista algébrico. Um artigo de Caprau, De la Pena e McGahan [11],
as trangas virtuais singulares foram introduzidas como uma generalizagdo das trancas
classicas singulares definidas por Birman [9] e Baez [3], para estudar invariantes de
Vassiliev e trangas virtuais definidas por Kauffman [16] e Vershinin [21]. Em [11], os
autores provaram um teorema de Alexander e Markov para trancas virtuais singulares
e apresentaram duas apresentacdes para o monodide de trangas virtuais singulares,
denominado VSB,. Em um artigo mais recente, Caprau e Yeung [4] mostraram que
o mondide VSB, esta contido no grupo de trancas virtuais singulares VSG, com n
cordas. Eles também apresentaram o grupo de trancas puras singulares virtuais VSPG,

e mostraram que VSG, é um produto semidireto de VSPG, e o grupo simétrico S,,.

O interesse por esses objetos tem crescido e alguns progressos no seu estudo
tém sido feitos nos tltimos anos. Por exemplo, Caprau e Zepeda [13] construiram uma
representacdo de VSB, e, usando o método de Reidemeister-Schreier, encontraram
uma apresentacdo para o monoide de trancas puras singulares virtuais. Além disso,
Cisneros de la Cruz e Gandolfi [14] estudaram propriedades algébricas, combinatdrias

e topoldgicas de trangas virtuais singulares.

Neste trabalho vamos estudar propriedades do grupo de trangas virtuais sin-
gulares VSG,, para n > 2. Definimos invariantes numéricos para as trangas virtuais
singulares, obtidos por meio de expoentes de palavras em VSG,, e descrevemos o

nicleo desses homomorfismos. Identificamos todos os homomorfismos possiveis do
1



grupo VSG, para o grupo simétrico S,, a menos de conjugacdo. No caso particular em
que n = 2, apresentamos uma descri¢do e uma apresentacdo para o ntcleo em cada
caso. Para todos os homomorfismos possiveis, foi possivel obter uma decomposicdo de
VSG, como um produto semidireto do nticleo do homomorfismo e do grupo simétrico.
Além disso, analisaremos se conceitos vélidos para o grupo VB,, se estendem para o
contexto de VSG,,.

Comecaremos no Capitulo 1 falando sobre conceitos importantes e resultados
prévios que serdo usados durante todo o trabalho. As referéncias usadas serdo descritas
ao longo do capitulo.

No Capitulo 2 recordaremos os conceitos de Grupos de trangas classicas B,,.
Além disso, com base nos artigos [2], [14], [6] e [4] definiremos os grupos de trangas
virtuais VB, e encontraremos alguns de seus homomorfismos.

Ja no Capitulo 3, utilizando [&], [12] e [19], estudaremos o grupo de trangas
virtuais singulares VSG,, algumas de suas propriedades e alguns de seus invariantes.

Por fim, baseado em [19], no Capitulo 4 estudaremos os homomorfismos de
VSG, no grupo simétrico S,, e daremos as apresentagdes de seus ntcleos utilizando o

método de Reidemeister-Schreier descrito em [18].



Capitulo 1
Preliminares

Antes de comegarmos o estudo dos grupos de trangas, falaremos de conceitos
importantes que serdo utilizados ao longo dos capitulos. O primeiro deles é o comu-
tador. Dados um grupo G e x,y em G, o comutador de x e y é o elemento [x, y] de
G cuja defini¢do é dada por [x, y] = x'y~'xy, de forma que por convengéo [x;] = x;
e [xi,...,x,] = [[x1,...,%4-1], x,], para todos x1,...,x, € Gen > 2. Agora, dados x e
y elementos de G, o conjugado de x por y é o elemento xV = y~lxy. Assim, podemos
escrever [x,y] = x~1xv.

Uma série central inferior de um grupo é definida como

NG = G
I(G) = [G,G]
I3(G) = [I(G),G]

I'i(G) = [Ia(G), Gl

Chamamos o segundo elemento da série de subgrupo comutador. O préximo lema vai

nos dar ferramentas importantes de comutadores que serdo usadas a seguir.

Lema1.1. Sejam G um grupo e x, y e z elementos de G. As sequintes identidades de comutadores
valem:

(i) [x,y] = [y, x]™%;

(ii) [xy, z] = [x, z)Y[y, z];

(iii) [x, yz] = [x, z][x, y)%;

(i) [x, y] = [y, 2.
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Demonstragio. Para o item (i) temos que

vyl = x'yxy
(yx)'xy
() Y
(y—lx—l yX)_l
[y, x]7".

-1

As demonstragdes dos itens (ii) e (iii) sdo andlogas e portanto faremos apenas para o

item (iii). Dai, segue que

(xy) 'z xyz

= yx'z7hyz

[xy, 2]

y a2z yz

= y 'z zyy 'z yz

[x, 2]y, z].

Por fim, para o item (iv) temos que

Lyl = xy'xy

= xy xlyax!

— (y—lx—lyx)x‘1
= [yl .

O

Ainda sobre comutadores, temos o abelianizado de um grupo G que nada mais

é que o quociente dele pelo subgrupo comutador, ou seja, % Dizemos que um grupo

G é perfeito se G é igual ao seu subgrupo comutador, ou seja, G = I';(G), e chamamos

um subgrupo de G de centro, aqui denotaremos por Z(G), se ele for da forma
Z(G)=1{s€G|[s,g]l =1 paratodo g € G}.

Proposicao 1.2. Seja N subgrupo de G. Entio as sequintes afirmagoes sio equivalentes:

(i) gN = Ng , para todo g pertencente a G;

(ii) gNg~! = N, para todo g pertencente a G;

(iii) ¢N¢™! C N, para todo g pertencente a G;

(iv) G/N = {gN|g € G} é grupo com a operagio induzida de G.



Dizemos que N é subgrupo normal de G se respeita qualquer item da proposigao

anterior, aqui serd denotado por N < G.

Definic¢do 1.3. Seja G um grupo e X um subgrupo de G. Definimos o fecho normal de

X em G como a interse¢do de todo subgrupo normal N de G que contém X,
(X)¢ =(g'xg|x € X, g €G)
isto é, 0 menor subgrupo normal de G que contém X.

Um grupo G é dito abeliano se para todo par de elementos tomados em G, eles
comutam. E chamado de ciclico se puder ser gerado por um tinico elemento.

O grupo simétrico de grau nn, com n € N, é definido como sendo o grupo das
simetrias de n elementos Sym({1,2,--- ,n}) e aqui sera denotado por S,,.

Além de utilizarmos muito o grupo S,, ao decorrer do trabalho, serd necessario
também definirmos um de seus subgrupos. Seja « um homomorfismo tal que a : S, —
{—1,1}, o nacleo de a tem ordem ”7!, serd denotado por A, e o chamaremos de grupo
alternado de grau n. Relembremos a defini¢cdo de grupo simples: Dado G um grupo,
ele é dito simples se seus tinicos subgrupos normais sdo o trivial e o préprio G. Do
Teorema 3.11 de [20], temos que para n > 5, o grupo alternado A, é simples e disso

podemos construir os seguintes lemas:
Lema 1.4. Sejan > 5. Temos que A, é perfeito.

Demonstragido. Como A, é simples para n > 5, temos apenas duas opg¢des para o sub-
grupo comutador I';(A,): o préprio A, ou o subgrupo trivial. Se I'y(A,) for o trivial,
entdo o abelianizado A, /I'2(A,) seria o préprio A,, mas ele ndo é abeliano. Portanto,
nos resta apenas a possibilidade de I';(A,) = A, fazendo com que A, seja perfeito para
nx>. O

Lema 1.5. Sejan > 5. Os tinicos subgrupos normais de S, sio o trivial, A, e Sy,.

Antes de provarmos esse lema, provaremos a afirmagdo de que Z(S,) é trivial.
Vamos supor que existe um elemento néao trivial ¢ no centro de S,, ou seja, g ndo é o
elemento neutro e comuta com todos os elementos do grupo.

Como g é ndo trivial, logo existem i e j em {1,2,3,...,n} com i # j, tal que
(i) = j.

Agora vamos considerar uma permutacgdo h em S, que ndo é igual a §. Seja

n >3, entdo existe kem {1,2,3,...,n} com k # i # j tal que h(i) = k. Portanto

hg(i) = h(j) = j
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gh(i) = g(k) # j,
ja que g é bijetiva. Logo hg # gh, o que contradiz g € Z(S,). Concluimos que ndo pode
existir um elemento ndo trivial g no centro de S,. Portanto, o centro de S, é trivial,

contendo apenas o elemento neutro. Vamos entdo a demonstracdo do Lema 1.5.

Demonstragio. Suponha que existe outro subgrupo normal néo trivial N de S,, além de
A,. Como A, tem indice 2 em S, 0s tinicos subgrupos de S, que contém A, sdo A, e S,,.
Note que a interse¢do de N com A, é subgrupo normal de A,. Como A, é simples esta
intersecdo s6 pode ser trivial ou o préprio A,. Mas N ndo contém A,,, logo a intersegdo
de N com A, s6 pode ser trivial. Temos entdo que NA, é um subgrupo de S,, que contém
A, e sua ordem sera |N||A,| = |IN I%!. Dai segue que a ordem de N pode ser no maximo
2, caso contrdrio, ndo seria subgrupo de Sy. Como supomos N ndo trivial, entdo nos
resta que [N| =2 e S, = A, X N. Vamos lembrar que N é normal, entdo para todo s em
S, temos Ns = sN. Dado x € N ndo trivial temos a igualdade xs = sx e que x pertence

ao centro de S,,, 0 que contradiz o fato de que para n > 5, o centro de S, é trivial. m|
Lema 1.6. Sejan > 5. Entio I'y(S,) = A,.

Demonstragio. Do Lema 1.5 temos trés possibilidades para o I';(S,), com n > 5: O
trivial, S,, e A,,. Se I'5(S,) fosse trivial, ao tomarmos o abelianizado de S,, teriamos
S./T2(S,) = Sy, mas S, ndo é abeliano. Caso I';(S,,) = S, teriamos que o abelianizado de
S, seria trivial, mas isso ndo faz sentido ja que existem elementos que comutam em S,,.

Entdo nos resta que I',(S,) = A,. O

Outro conceito interessante é o de produto semidireto. Sejam G um grupo,
H < GeN 2 G. O grupo G é chamado de produto semidireto de N por H, aqui
denotaremos por N = H, se a intersecdo de N e H for trivial e G = NH. Dizemos que

uma sequéncia de grupos e homomorfismos
f 8
1-oH>G>K-—1,

é uma sequéncia exata curta se f for sobrejetor, g injetor e Im(f) = Ker(g). Dizemos
que tal sequéncia cinde, se existir um homomorfismo ¢ : K — G satisfazendo g(«(k)) = k
paratodo k € K. Esse homomorfismo ( é chamado de se¢dao. Além disso, vale a seguinte

proposigao:

Proposicao 1.7. Sejam H, G e K grupos. Se existe uma sequéncia exata curta
1-HLG6S5 K1,

que cinde, entdo G é isomorfo a um produto semidireto de H por K.

Demonstragdo. Esta prova e mais detalhes podem ser encontrados na demonstragdo do

Coroléario 4.38 em [10]. O
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1.1 Apresentacao de grupos

Nesta se¢do vamos definir o conceito de apresentac¢ao de grupos que usaremos

no decorrer de todo trabalho.
Definicio 1.8. Dizemos que o grupo G tem apresentagao (X|R) se G = F(X)/(R)FXD.

Tomaremos S, como exemplo e explicitaremos uma de suas apresentagdes que
serd usada ao longo do trabalho. Dados X = {v,...,v,-1} 0s geradores e R = {R;, Ry, R3}
as seguintes relagdes:

Ry i vjvj;v; = v comi=1,2,...,n—2;

Ry :vvj =vjv;com|i—j| > 2;

Ry:vi=1comi=1,2,...,n-1

Entdo, uma apresentacdo de S, é:

Sp=(V1,...,Vn-1 |R1, Ry, R3).

Teorema 1.9 (Teorema de von Dyck). Seja H um grupo, f : X — H uma fungdo qualquer e
G = (X|R). Entdo, se ¢ : F(X) — H é o homomorfismo induzido por f em F(X) e R C ker(¢p)

entdoo existe um homomorfismo 1\ : G — H tal que |x = f.

1.2 Grupos livres e produtos livres

Seja X um conjunto ndo-vazio. Vamos definir o conceito de palavra em X.

Defini¢ao 1.10. Uma palavra em X é uma fungdo cujo dominio é I, = {1,...,n}, para

algum n € IN e contradominio X X Z. Se w é uma palavra em X e w(i) = (x;, b;) para

by b

i €{l,...,n}, entdo denotaremos esta palavra por x’ile U

by b .
Quando em uma palavra x;'x,’ .. .xZ”, vale que x; = x;4q para algum i € [,

b b bitbiin ~ ~ .
i i pOI' X.'+ #1é uma contragao. Se ndo fOI' pOSSlVGl
i 7+l i

dizemos que a substitui¢do de x
realizar uma contracdo em uma palavra, dizemos que ela é uma palavra reduzida.

O conjunto de palavras reduzidas de X, que aqui denotaremos por F, é um
grupo livre gerado por X, com a operagdo produto w;.w, definida da seguinte forma:
Sejam wy : [, > XX Z ew, : [y » X X Z duas palavras reduzidas em X e seja a palavra

w’ definida da seguinte maneira:

w il > XXZ

. wi(i), se i<r
i . '
wy(i—71), se i>r
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Se w é a palavra reduzida obtida a partir das contra¢des de w’, entdo temos
w1. Wy = W.
Sejam os grupos G = (X | R) e H = (Y | S) tais que X e Y sdo disjuntos.

Chamamos de produto livre entre G e H, aqui denotado por G * H, o grupo da forma:
G+*H=(XUY|RUS).
Lema 1.11. Sejam G e H dois grupos. Se G = H é o produto livre, entdo Z(G * H) é trivial.

Demonstragio. Sejam G e H dois gruposndo triviaisew € Z(G+H). Tomew = w; ... w1 &,
com g, sendo uma palavra reduzida de G. Agora tomemos I € G * H, entdo hw =
hwy ... w.g e wh = wy...wygh. Mas hw; ... wpg, # wi...w28h, jd que g e h ndo
possuem relagdes entre si por estarem em grupos diferentes de um produto livre e
portando ndo poderdo fazer contragdo. Logo hw # wh e w nado pertence a Z(G * H).
Como w é arbitrario, entdo nos resta somente o elemento trivial no centro de (G * H) ou

seja, Z(G * H) é trivial. O

Agora suponha que temos um tnico grupo G com dois subgrupos isomorfos
A,Bem G, onde p : A — B é um isomorfismo. Considere t ¢ G e ( t ) o grupo ciclico de

ordem infinita, uma extensao HNN de G em relacdo a A, B e p, denotada por
(G,t|t'at = p(a),a € A)
é o grupo quociente do produto livre G * ( t ) pelo fecho normal do conjunto

{t‘latp(a)_1 la € A}.



Capitulo 2

Teoria de Trangas Virtuais

Antes de falarmos sobre os grupos de trangas virtuais, iremos relembrar alguns
conceitos a respeito da teoria de trangas cldssicas que serdo importantes para melhor
compreensdo do presente capitulo. Além disso, determinaremos as notagdes que serdo

utilizadas no decorrer do presente trabalho. As principais referéncias utilizadas sao

[2], [14] e [6].

2.1 Grupos de Trancas Classicas

Nessa se¢do vamos introduzir o conceito de grupos de trangas de Artin, também

conhecido com grupos de trancas cléssicas B, [?].

Defini¢ao 2.1. Um grupo de trancas de n cordas, o qual denotaremos por B,, é um

grupo gerado por 01,0y, ...,0,-1 que respeitam as seguintes relacdes:
R, : 0j0;=0j0; paral|j—i| > 2.
Ry : 0i0i410; = 04100441, parai=1,2,...,n—2.
Além disso, uma apresentacdo para B, é
Bn = <01, v, 0p—1 | Rl,R2>.

Geometricamente os cruzamentos cldssicos sao vistos como na Figura 2.1.

Existe um homomorfismo de B, sobre o grupo simétrico S,, de forma que este
homomorfismo leva o; para a transposi¢do (i,i + 1), comi = 1,2,...,n — 1. O ntcleo
desse homomorfismo é chamado de grupo de trancas puras e denotado por P,. O
grupo P, é gerado por 4;; com 1 < i < j < n. Esses geradores podem ser expressos

pelos geradores de B,, de forma que

-1

-1
i+l j

— 2 -1 : :
aij=0j-10j-2...0i4+10;0 Gj—ZG]—l’ para 1<i< ] <n.
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+] n 1 1 i+

S -

Figura 2.1: Cruzamentos classicos o; e oi‘l, parai=1,...,n—1.

"
\-.

O subgrupo P, é normal em B, e o quociente B, /P, é o grupo simétrico S,,.
Proposicao 2.2. Sejan > 3. Entdo o grupo I'y(B,,) = I'3(By,).

Demonstragio. Considere a seguinte sequéncia exata curta:

FZ(Bn) i) Bn 1} Bn N
I‘B(Bn) FS(BH) FZ(Bn)

1.

Como todos os 0; de rﬁgn) se projetam no mesmo elemento do abelianizado de B,, para
cadal <i <n -1, existe t; em %Eg”;, onde t; = 1 tal que 0; = tio;. Ao tomarmos a

segunda relacdo de B, vemos que t;01ti1101t;01 = tiz101ti01ti101. Mas 0s t; sdo centrais

B ~
em —=—, entao

r3(Bn)’
tioitiy1o1tior = ti01tio1ti07
010101tititi = 010101ttt
titigit; = tigtitin
ti = ti.
Ouseja, ty = t, = --- = t,.1 = 1. Segue que, por 0; = t;0; obtemos 0; = 0;. Entdo o

homomorfismo sobrejetor p é um isomorfismo, fazendo com que ker(p) = Im(h) =1 e

por consequéncia I'»(B,) = I's(B,). O

Ao falarmos de grupo perfeito nas preliminares, tinhamos a intencdo de ana-
lisar se os grupos de trancas definidos ao longo do trabalho seriam perfeitos. Neste

sentido, temos a proposicao a seguir valida para B,,.

Proposicao 2.3. Seja B,, com n > 5. Entio o grupo I'y(B,) é perfeito.
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Demonstragio. Seja B, com n > 5. Note que podemos reescrever g30;" de forma que

U30I1 = 02_102630I1
= 0,'020307"
— 1.1 -1
= 0, 053 03020304
= 02_1051020302(7;1

1051020[101030201'1

= GE
= 0,'0;'0207'05010207"

= 0,'05'0207'030," 010,

= 0,'0, 01050207030, ' 01050102

= (0102) (0307") N0105") 0307 0105 (0102)

= (0102)_1[030I1,0102_1](0102)-

Com isso, se tomarmos 030]" = g1 € 010, = &», percebemos que g1, g» € I'2(B,) e que
g1 € [I'2(By), I'2(B,,)]. Tomemos agora o subgrupo normal N = (g;) de B,,, temos que N
também esta contido em [I'2(B,), I2(B,)].

Para n > 5, segue das rela¢des de B, que N = (g1) contém todo o I'>(B,). De

~ I,(B ~
fato, a apresentacao de LBY) enyolve os geradores o1,...,0,4-1, as relacoes Ry, R, de B,
N

e a adicional 030I1 = 1. Vamos analisar como seria essa apresentacdo. Tomando R,

temos que 0304 = 0403 0 que implica que de R, temos

030403 = 040304
040303 = 040403
03 = O0;4.

De forma andloga e recursiva, basta repetirmos o mesmo processo para os outros
geradores de B,, dai vamos ter que 01 = 0, = -+ = 0,-1. Com isso as relagdes R; e R,
serdo descartadas, % terd apenas um gerador e serd um grupo livre. Portanto % =7,
mas como I'(B,) é o menor subgrupo que abelianiza B,, logo N contém I';(B,). Entdo

temos a seguinte sequéncia de inclusdes
FZ(BH) - N - [FZ(Bn)/ FZ(Bn)]

Segue que I';(B,) C [T2(By), I'2(By)]. Como [I'2(B,), I'2(B,)] € I'x(B,) por definicdo de
série central inferior, logo I'2(B,) = [I'2(B,), I'2(B,)] e I'2(B,) é perfeito. O
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2.2 Grupo de Trangas Virtuais

O grupo de trangas virtuais, o qual denotaremos por VB,,, tem uma apresentagdo
dada por
VBn = <Gll ceeyO0p-1,V1,++.,Up1 | Rl/ RZ/ R3/ R4/ R5/ R6/ R7>

Onde os Ry, comk =1,...,7, sdo as relagdes tais que
R, : 0;0i410; = 0;410;0;4,1 comi=1,2,...,n—2;

Rz 100 =0j0; com |l— ]| > 2,'

R3 : vjvjgv; = vigvivi comi=1,2,...,n—-2;

Ry :vvj=vpcomli—j| > 2
Rs:vicomi=1,2,...,.n-1;

R¢ : viviy10; = 0V comi=1,2,...,n—2;

R; :o/vj = vjo; com|i — j| > 2.

Geometricamente o cruzamento virtual é visto como na Figura 2.2.

Figura 2.2: Cruzamento virtual v;, parai=1,...,n -1

2.3 Trancas Virtuais e suas permutacoes

A partir das apresentagdes de VB, e S,, podemos ver dois epimorfismos de
VB, em S,. De forma que o primeiro, o qual chamaremos de 7p, e 0 segundo, aqui

chamado de s, estdo definidos por
nip(0) = mp(v;) = sj,

nig(o;) =1, mp(vi) =s;,

para todo 1 <i < n-1. Ao analisarmos os nucleos de tais aplica¢gdes vemos que o
ker(mtp) é o grupo das trancas virtuais puras VP,. Uma apresentacdo desse subgrupo
foi dada por Bardakov [4]. J4 o ker(rtz), serd denotado por KB,,.

Antes de falarmos sobre a préxima proposi¢do, relembrando o conceito de
secdo e adaptando para nosso caso, definiremos ¢ : S, — VB,, de forma que ((s;) = v;
para todo i maior ou igual que 1 e a partir destes conceitos, temos como resultado a

Proposicao 2.4.
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Proposicdo 2.4. Seja 1 <i < n — 1, existem decomposicoes de VB, em produtos semi-diretos.
1. VB, =VP, =S,
2. VB, =KB, =S,

Demonstragido. Como tanto VP,, quanto KB, sdo ntcleos, conseguimos escrever duas

sequéncias exatas curtas

1->VP,>VB,38,—>1 e 1> KB, > VB, 35S, >1

Note que ¢ é claramente uma segdo, tanto de mp e mp e injetiva, ja que mp(i(s;)) = s;
e 1tp(L(s;)) = s;, podemos escrever VB, como produto semidireto de forma que VB, =
VP,=S,e VB, =KB, xS,. O

Proposicao 2.5. Seja VB, com n > 5. Entdo o grupo I',(VB,) é perfeito.

Demonstragido. Vamos considerar um comutador [a,b] € I'2(VB,), para provar nossa
afirmagdo precisaremos mostrar que [a, b] também pertence a [['2(VB,,), I'2(VB,)]. Como
VB, é gerado por coépias de B, e S,,, logo podemos encarar VB, = (B,, S,,). Reescrevere-
mos [a, b] como produto de comutadores utilizando a igualdade no paragrafo anterior
e as identidades de comutadores dadas no Lema 1.1. Este produto de comutadores

serd da forma
[x, v, onde x,y € {o;,v;|1<i<j<n-1eke VB,

ou seja, [0;,0;]%, [vi, vj]ﬁ, [o;, v]-]A, com k = a,B,A € VB,. Observe que I';(B,) é per-
feito pela Proposicdo 2.3 e que I'»(S,) também é, ja que pelos Lemas 1.4 e 1.6 temos que
I'2(S,) = A, e que A, é perfeito, entdo [0, v;] € [I'2(B,), I'2(B,)]. Domesmo modo [v;, vi] €
[I2(5,),I'2(54)], com isso [0, 0;]" e [v;, v]-]ﬁ pertencem a [I'>(VB,),I'2(VB,)]. Portanto pro-
varemos apenas que os comutadores do tipo [0}, v;] pertencem a [I'2(VB,), I'2(VB,)].

Se considerarmos [o;,v;] quando [i — j| > 1, entdo [o;,v;] = 1, ja que eles
comutam. Porém, quando |i — j| < 1, existe um par de indices m,lcom1 <m, | <n-1
e lm -1 > 1 e dois elementos c;,, e d;; onde c;,, € I'2(B,) e dj; € I'2(S,) de forma que
0; = CimOm € vj = d;jv;. Dai

[oi, v;] = [cimOm, djv].
Utilizando as identidades dos comutadores podemos escrever que
[Ci,mam/ dj,lvl] = [Ci,mam/ vl][ci,mam; dj,l]vl

= [cim, v1)7" [om, vI)([Cim, dji]*" [0, dji])"

= [cim, vi]°"[Cim, A1 [0, djp]"
J J
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Analisando o resultado, é claro que [c;,, d;1] € [['2(VB,), I'2(VB,)] e portanto, [c;, dj;]""
também pertence a [I'2(VB,,),I2(VB,)].

Consideremos agora o comutador [c;,,, v;]°" que pode ser reescrito como,

VIC mUIOm = (c; et ),

Lm=i,m

—1C71

m “im

_1C~_1

Om — -1 _
[Ci,m/ Ul] "=0 vl Ci,mvlam — Gm im

como ¢;,, estd em I'x(B,) que é perfeito, entdo c;,, estd em [I'2(B,), I'2(B,)] e, portanto,
[cim, 1] € [I2(VB,), I2(VB,)]. Agora vamos observar o comutador [0}, d;;] que pode

ser reescrito como,

[Gm, d]',l]v’ = Ul_lGald;Iled]"lvl = ((d;ll)amdjrl)vl,

analogamente como d;; estd em I'y(S,) que é perfeito, entdo d;; também estd em
[I2(5,),I2(S0)] e, portanto, [0,,dj]" € [T2(VB,),I'2(VB,)] fazendo com que I';(VB,)

seja perfeito paran > 5. O

Dado um grupo G, um automorfismo de G é um isomorfismo a : G — G.
O conjunto dos automorfismos de G serd denotado por Aut(G). E facil verificar que
a composicdo de dois automorfismos de G é um automorfismo de G e que Aut(G)
é um grupo, com operacdo de composigdo. Para os préximos passos definamos os

automorfismos ¢i, ¢,:VB, — VB, de forma que

1

c1(oi) = vio; ci(vi) = v co(oy) = 0i” Go(v) = v

e Vs 0 homomorfismo de S¢ em Sy por
ve(1) = (1) ve(s1) = (12)(34)(56)  ve(s2) = (23)(15)(46)
velss) = (19)@HG6)  velss) = (12)B3)A6)  vi(ss) = (23)(14)(56)
Além disso, precisaremos da defini¢do e proposigdo a seguir.

Definic¢do 2.6. Sejam G e H dois grupos e 1) um homomorfismo de G em H. Dizemos

que ¢ é abeliano, se sua imagem é um subgrupo abeliano de H.

Proposicao 2.7. Seja n,m € IN tal quen > 5,m > 2en > mesejaq¢ : S, — S, um

homomorfismo. Entdo, a menos de conjugagio, temos uma das sequintes possibilidades.
1. @ é abeliano,
22 n=meqp=1d,

3. n=m=6eq@ ="vs.



2.3. Trangas Virtuais e suas permutacoes 15

Essa proposigdo é um resultado conhecido e foi utilizado em [8] para poder demonstrar
o Teorema 2.8. Agora que temos o necessdrio, definiremos e analisaremos os possiveis
automorfismos de VB, a S,,, S, a VB,, e VB,,a VB,,.

Teorema 2.8. Sejam n,m € N tais quen > 5m >2en > meseap: VB, — S, um

homomorfismo. Entdo, a menos de conjugagio, temos uma das seguintes possibilidades.
1. 1 é abeliano,
2. n=me1 € {ng, mp},
3. n=m=6e1 € {vs0mp, Ve o Tp}.

Demonstragio. Note que ¢ = Yot : S, — S, éhomomorfismo, portanto, pela Proposicao

2.7 temos que trés possibilidades.
1) Suponha que 1 o 1 seja abeliano. Logo existe uma imagem w; € S, tal que
wy = (P o 1)(si) = P(v1)

para todo ino conjuntol = {1,...,n—1}. Seja s? =1, n6s temos w;> = 1. Tomemos

agora w, = Y(01). Pela relacdo v;vi410; = 0i41ViVi1 Segue entdo que

(o)) = 0 P(0) = P(oim)wr

para todoiem {1,...,n — 2}, como ¢(0;) = w, para todo i em I podemos concluir

pela relacdo v,03 = o301 que

P(vi03) = P(osv1)
P)P(os) = P(os)ip(vr)
w1y = wWow1.

Portanto 1 é abeliano.

2) Suponha que n = me ¢ ot = Id, entdo Y(v;) = s; paratodoi =1,...,n—1. Da

relagdo o1v; = v;01, segue que

o1 = vialvi_l
(o) = Yot
(o) = siap(on)s;’,

ou seja, 1(01) estd no centralizador de s; que é (s1) = {1, 51}. Dai temos duas opgdes

para (o1):
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- Para ¢(01) = 1, entdo ¢(0;) = 1. Provando tal afirmacdo temos que pela

relacdo 0,0,110; = 0410041 temos que

010201 = 0,010,
Ylo)P(o2)(o1) = P(o2)Y(o1)y(o2)
1P(o2)1 = ¢P(02)1¢(02)
Y(o)P(02)™ = P(02)
P(o2) = L

Vamos supor que ¢(ox) = 1 entdo

OkOk+10k = Ok+10kOk+1
Y0P (or)Plor) = P(oxa)P(or)P(or1)
1(or)l = P(ore1)19(0k41)
PO P(or1) " = P(0ke)
Y(ora) = L

Portanto ¢Y(01) = Y(0i)) = 1ley = mp.

— Para y(0;) = s, faremos a prova por inducdo de que ¥(o;) = s;. E verdade
por hipotese que para i = 1 é verdade. Suponhamos agora que parai > 2 e

Y(0i-1) = si-1. Entdo pela relacdo v;_1v,0,_1 = o;v;1v; temos que

0, = UVj_1Vi0;1 vi_lvi__ll
Plo) = Pi)P)P(oi)P(v)P(vii)
P(0i) = 8i-158i-158i-1
P(o:) = Si18i-155i-18i-1
Ploi) = si

Logo ¢(v;) = Y(o;) = s, ou seja, | = mp.

- = - 50 -1 -

3) Por fim, vamos supor que n = m = 6 e oL = vs. Entdiov, opor =1Ide
X - -1 _ -1 - /

pela suposicdo anterior, temos que v;" o1 = g ou v, o ¢ = mp. Dai segue que

1 =ve 0T OUY = VO Tip.
O

Teorema 2.9. Seja n,m € N tal quen > 5m >2en > meseaq :S, » VB, um

homomorfismo. Entdo, a menos de conjugagio, temos uma das seguintes possibilidades:

1. ¢ é abeliano,
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2.n=meq@ =1,
3. n=m=6eqp =10V

Teorema 2.10. Seja n,m € N tal quen > 5m >2en > mesejap : VB, —» VB, um

homomorfismo. Entdo, a menos de conjugagio, uma das sequintes possibilidades é vilida.
1. 1 é abeliano,
2. n=me €{tomp,L0mp},
3. n=m=6e1 €{Lovs0mp, L0V 0 Tp},
4. n=mep € l{id, c1,czc10ca} ={c1,¢2)

As provas dos Teoremas 2.9 e 2.10 podem ser encontrados em [5].

Um grupo G é dito Hopfiano sempre que dado um homomorfismo sobrejetivo
Y : G = G, ele também seja injetivo, isto é, para cada N < G se G/N = G, entdo
N = {1}. Um exemplo de grupo Hopfiano é o Q, ja que dada ¢ : Q — Q definida
por Y(x) = ax, a € Q, é claramente um homomorfismo sobrejetivo, o que implica
a # 0 e que 1 também ¢é injetivo. Ja um grupo é dito co-Hopfiano sempre que dado
um homomorfismo injetivo ¢ : G — G, ele também seja sobrejetivo. Pelos teoremas

anteriores, chegamos ao corolério a seguir.
Coroldrio 2.11. Sejan € IN,n > 5. Entdo VB, é Hopfiano e co-Hopfiano.

Demonstragio. Pelo Teorema 2.10 temos que, a menos de conjugagdo, os tinicos homo-
morfismos sobrejetivos de VB, em VB, sdo os elementos de {id, ¢1, ¢2, ¢1 © ¢}, 0s quais
sdo todos automorfismos, portanto VB, é Hopfiano e pelo mesmo argumento VB, é

co-Hopfiano. O

Seja G um grupo e I, : G — G. Se I; é um automorfismo de G definido por
I,(x) = gxg™!, dizemos que ele é automorfismo interno associado ao elemento g € G. O
conjunto dos automorfismos internos de G sera denotado por Inn(G). Note que Inn(G) é
um subgrupo normal de Aut(G). O grupo quociente Aut(G)/Inn(G) é também chamado

de grupo dos automorfismos externos de G e serd denotado por Out(G).

Coroldrio 2.12. Sejan € IN,n > 5. Entdo Out(VB,,) é isomorfo a Z, X Z,, e é gerado pelas

classes de c1 e ¢».

Demonstragio. Segue do Teorema 2.10 que Out(VB,) é gerado pelas classes de ¢; e ¢o.
Também sabemos que esses dois automorfismos sdo de ordem dois e comutam. Assim,

basta mostrarmos que nenhum dos elementos ¢, ¢, ¢1 © ¢, € um automorfismo interno.
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Pelo Lema 2.6. de [5], temos que ¢; ndo é um automorfismo interno de VB,,.

Para analisarmos ¢,, tomemos uma apresentacdo do abelianizado de VB, é dada por

VB, 5
——— ={o,v1|vs =1 e o1v; = v107).
T,(VB,) (o1, v1 | vy 101 = V101)
Analisando essa apresentagdo temos que r;(/‘%n) é isomorfo a Z X Z,, onde a cépia de Z

é gerada pela classe de 0, e a copia de Z, é gerada pela classe de v;. Como ¢y(07) = oi‘l,
logo ¢, ndo é aidentidade no abelianizado de VB, , portanto ¢, ndo é um automorfismo
interno. A transformagao ¢; o ¢; também nado é um automorfismo interno pela mesma

argumentacado usada para ¢,. m|



Capitulo 3
Grupos de Trancas Virtuais Singulares

O grupo de trangas singulares com n cordas, denotado por SG,, é o grupo
gerado pelos cruzamentos cldssicos(o;) e singulares(7;) apresentados geometricamente

nas Figuras 2.1 e 3.1 respectivamente.

1 i ivt1 n

Figura 3.1: Cruzamentos singulares 7; e (L parai=1,...,n—-1
1

1 i i+l n

Uma apresentacdo de SG, é dada da seguinte maneira:
SGH = <Gll ey On=1,T1,+ 00, Ty—1 | Rl/ RZ/ R3/ R4/ R5>

onde os Ry, comk =1,...,5, sdo as relagdes tais que
Ry : 77 = 757, com |i — j| > 2;
Ry : 1j0; = 0jt;com |i — j| = 2;
R3:t10,=01;,comi=1,2,...,n—-1;
R4 . 0i0i+1T; = Ti+100i41 COM i= 1,2, N (e 2,'

Rs : 0,410iTiy1 = Ti0;10;,comi=1,2,...,n—2.

De acordo com a Defini¢dao 3 de [12], um elemento em VSG, é chamado de
tranga singular virtual estendida ou simplesmente uma tranga singular virtual. Como
as trangas virtuais singulares sdo uma generaliza¢do das trancas cléssicas, além dos
cruzamentos comuns, elas possuem cruzamentos virtuais e singulares. A operagdo de
duas trangas singulares a e  com n cordas é realizada por concatenagdo vertical. A

tranca resultante af, é formada colocando a no topo de e conectando as extremidades
19
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inferiores de a aos pontos finais superiores de 5. Além dos movimentos cldssicos de
Reidemeister, agora também temos um movimento estendido, conforme mostrado na

Figura 3.2.

N

’

Figura 3.2: Movimentos cléssicos e estendidos de Reidemeister

Defini¢ao 3.1. O Grupo de Trancas Virtuais Singulares, aqui denotado por VSG,,

possui a seguinte apresentacdo:
VSGH = <Gll' o rO0n-1,T1,+++,Tu-1,V1,+ -, Un-1 | P11P2/P3>'

Onde P; é o pacote que contém relacdes R; e R, formadas por dois geradores,
ondei=1,2,...,.n—1e

Ry:vi=1

R, : 0;1; = 105
Ja o P, é formado por relagdes R3, R4, R5, Rg € Ry com trés geradores onde |i — j| = 1.

Rs:0i0i0; = 0j0;0|

Ry :vivjv; = vjvv;

Rs : viojv; = vjov;

Rs : viTjv; = vT0;

Rz :0i0iT; = Tj0;0
E por fim, o P3 que é o pacote das relagdes comutativas com [i — j| > 2 e gih; = h;g;, onde
i, hi € {o;, i, vil.

Note que facilmente conseguimos construir a apresentacdo de B, VB, e SG, a
partir de VSG,,. Além disso, por [12] e [14] podemos concluir que eles estdo contidos
em VSG,. Além disso estudaremos VSG, com n > 2,jd que paraocason =1, VSG; é
trivial.

Todas as relagoes de VSG, podem ser geometricamente representadas como

nas imagens a seguir.

Figura 3.3: v = 1



Figura3.4: o1, =1

Figura 3.5: 0i0j0; = 0
RoT R Eees
Figura 3.6: vivjv; = vjvv;

L
U5 - [
Figura 3.7: viojv; = vjov;
154 - R
Figura

3.8: ViTjV; = V;TiV;

_ ‘L

N

21
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Figura 3.10: P; representado geometricamente, onde o espaco em branco pode ser

qualquer um dos cruzamentos.

3.1 Algumas Propriedades

O grupo de trangas virtuais singulares VSG,, possui algumas propriedades, as

quais veremos a seguir.

Proposicado 3.2. Seja VSG,, o grupo de trangas virtuais singulares com n = 2. Entido VSG, é
isomorfo a (Z ® Z) * Z.

Demonstragio. Dada a apresentacdo dada na Definigdo 3.1 temos que

VSG, = {01, 11,01 | P1).

Onde P, é o pacote que contém relacdes R; e R, formadas por dois geradores,
ondei=1e

R1 . l)% =

Rz 0171 = 17101

Note que P, e P; ndo se configuram, j4 que necessitariamos que os indices dos
geradores respeitassem a distdncia |i — j| > 1 e |i — j| > 2 respectivamente.

Logo podemos deduzir que o; e 71 geram uma cépia de (Z @ Z) e v, gera a
copia de Z,. m|

O préximo resultado serd sobre o abelianizado de VSG,.
Proposicao 3.3. Sejan > 2. Entdo o abelianizado de VSG,, é isomorfoa Z. & Z.® Z,.

Demonstracdo. Para encontrarmos o abelianizado de VSG,, VSG, /[VSG,, VSG,], é su-
ficiente considerarmos a apresentacdo de VSG, dada na Definigdo 3.1 e adicionarmos
algumas relacdes comutativas. Ao olharmos os pacotes de rela¢des P; e P3, ndo ha o
que ser feito. Ja para o pacote P, ao introduzirmos as rela¢des de P; para todo 1, temos

para R;, com |i—j| =1
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Para R4, com |i—j| =1

vl-v]-vi = v]-vivj
2 _ 2
viv; = v].vl
U]‘ = Vj
Para Rs,com |i—j| =1
UZ'G]'U,‘ = U]'Givj
2 _ 2
vioj = U]'Oz
O] = Gl
Para R¢, com |i—j| =1
l)l‘TjUi = U]'Tﬂ)]‘
2 — 2
VT = U]-Tl
T]' = T
Para Ry, com |i—j| =1
GZ‘G]'Tl' = T]'GiG]'
O‘iO‘iT]‘ = T;0;0;
2 _ 2
0;Ti = 0;7j

Portanto, a apresentacdo do abelianizado de VSG,, é dada por

VSG,

[VSG,, vsG,] — (v vuiiPre Pl

com P sendo o pacote de relacdes comutativas entre 01, 71 € v1. Note que 01 gera uma

copia de Z, 1, gera outra copia de Z e v; gera uma copia de Z,, fazendo com que

VSG,

VSG, VsG] seja isomorfoa Z ® Z & Z,. -

Sejam G um grupo e $ uma propriedade de grupos. Dizemos que o grupo é
residualmente %, se para algum elemento nao trivial g em G, existe um grupo H com P
e um homomorfismo ¢ : G — H onde ¢(g) # 1. Por exemplo, dado G um grupo, entdo
G é residualmente nilpotente se, somente se, (| I'(G) = {1}. O proximo resultado vai

i1
garantir que VSG, ndo possui esta caracteristica.

Proposicao 3.4. Seja VSG,, com n > 3. Entio o grupo VSG, nio é residualmente nilpotente.
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Demonstragio. Vamos supor que VSG, é residualmente nilpotente. Entdo temos que

X = T(VvsG,) = 1)

i>1

Como VB, é subgrupo de VSG,, logo (1 I'i(VB,) também é subgrupo de () I'(VSG,).
i>1

i>1

Mas VB, nao é residualmente nilpotente (veja em [4]). Assim () I;(VB,) # 1 e conse-
i>1

quentemente () I'(VSG,) # 1, ou seja, contradicao. O
i>1

Proposicao 3.5. Seja VSG,, com n > 4. Entio I',(VSG,) = I's(VSG,).

Demonstragio. Considere a seguinte sequéncia exata curta:

I (VSG,) . VSG, » VSG,

- - - — 1.
FB(VSGn) r3(VSGn) FZ(VSGH)

Pela Proposicado 3.3 temos que o abelianizado de VSG, é isomorfo a Z®&Z & Z, gerados

por o1, T1 e v; respectivamente. Assim, temos que todos os o; se projetam em o4,7; se

projetam em 7, e v; se projetam em v; por p em rz‘(/xigg;,,)' paracadal <i<n-1,entdo
vai existir t; em EE\ZEEZ;' onde ¢; = tjo; com t; = 1. Ao tomarmos a relagdo R; de VSG,
vemos que t;01t;;101t;01 = ti101t;01ti101. Mas os t; sdo centrais em rg‘(/\is?én)' entao

tioitiyo1tior = ti01ti01ti01

010101titit; = 010101ttt

titimt; = tintitin
ti = ti.

Ouseja, t; = t, = --- = t,.;1 = 1. Segue que, por 0; = t,0; obtemos 0; = 01 para todo
i=1,...,n—-1.

De forma andloga, vai existir /; em E%gg:;, onde v; = vy com [; = 1. Ao
tomarmos a relacdo R4 de VSG, vemos que liv1li,1v1liv1 = liyqvilivilizav1. Mas os [; sdo
centrais em r;(/\fs%n)' entao

livilipvilivy = ligviliviliav
vivVitiliali = vivivilialilia
lili+1li = lz‘+1lz‘li+1
lz‘ = lia.
Ouseja, I} =, = --- = 1,1 = 1. Segue que, por v; = t;v; obtemos v; = v; para todo

i=1,...,n—1.
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Para o caso de 7;, vai existir k; em EEKE?;’ onde 7; = k;t1y com k1 = 1. Ao
tomarmos a relagdo Ry de VSG, vemos que 0,0i41kiT1 = kiz17T10i0i41. Mas sabemos que
o; =0y paratodoi =1,...,n—1em %, entdo o7ki11 = kiyti0]. Mas os k; sdo

. VSG,
centrais em 6 € por R, temos
2 2
otkiti = kinmio]
2 2
kiti07 = kisTi0]
ki = kin.
Ouseja, ky =k, = --- = k,—1 = 1. Segue que, por 1; = k;71 obtemos 7; = 7; = 1 para todo
i=1,...,n—1.

Entdo o homomorfismo sobrejetor p é um isomorfismo, fazendo com que

ker(p) = Im(h) = 1 e consequentimente que I',(VSG,) = I'3(VSG,). O

A proposicédo a seguir é uma versdo da Proposigdo 2.5 para o grupo de trangas

virtuais singulares, VSG,,.
Proposicao 3.6. Seja VSG,, com n > 5. Entdo o grupo I',(VSG,,) é perfeito.

Demonstragido. Do Teorema 1.1 de [15] temos que o subgrupo comutador de trangas
singulares I';(5G,) é perfeito para n > 5. Além disso, pelos Lemas 1.5 e 1.6, I';(S,,) = A,
e portanto é perfeito para n > 5. Note que VSG, é gerado pelo grupo de trangas
singulares e pelo grupo simétrico, ou seja, VSG, = (SG,, S,). Note que pela defini¢do
de série central inferior dada anteriormente, [I(VSG,),I2(VSG,)] C I',(VSG,). Basta
entdo que provemos que I'2(VSG,) C [I(VSG,), I'2(VSG,)].

Seja [a, b] um elemento do subgrupo comutador de I',(VSG,), vamos reescreve-

lo como um produto de comutadores
[x,y]*, onde x,y €{o;,t;,vi|1<i<j<n—-1}ea € VSG,.

Observe que os elementos [0}, 0/], [T, T/], [0i, Tj] e [v;, vi] pertencem a [I'2(VSG,), I'2(VSG,)],
paral <i,j <n-—1,ja que os grupos I'>(SG,) e I'y(S,) sdo perfeitos paran > 5. Portanto,
resta mostrar que [x;, v;] pertence a [I',(VSG,), I2(VSG,)],comx; = 0;, 1,e1 <i,j <n-1.
Note que, se |i — j| > 2, entdo [x;, v;] = 1 pelas rela¢gdes comutativas de VSG,,.

Antes de continuarmos, vamos analizar o abelianizado do grupo de trancas
singulares SG,/I'»(SG,). Nele as igualdades 0; = oy e T; = 74 valem, paratodo 1 < i,k <
n —1. Além disso, v; = v; no abelianizado do grupo simétrico S, /I';(S,), para todo
1<ik<n-1.

Agora, suponha que |i — j| < 1, entdo existem c;x € I'2(SG,) e dj; € I'»(S,)

para k,l € {1,...,n -1} com |k —I| > 2 tal que x; = c;j;x; e v; = djjv;, respeitando a
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correspondéncia x; = ok se X; = 0; e Xx = T se X; = T;. Portanto, usando identidades de

comutador do Lema 1.1 temos

[xi, v j] = [eixxe, d j,lvl]
= [eix djoi]™ [, djvn]
= ([eix, villeik, dji]” ) * [xx, vi] [k, dji]"
= x; [eip villcik, di]"xelxe, vil[xk, d]”
= x; eiw vilvix; [eig, dial " xiloe, villxe, dj]”
= [eik, val™x; ook dial " xilxe, villxe, dji]”
= [cix, vl]xkx,zlvl‘lci‘,;d;llcilkd v vy o[, dg]”
= [cix, vz]"kx,zlvl‘lc;,l d]_ll Cixdjxevi[xe, dji]”

= [ecix, vil ™ [cig, djp ™" [xx, 4]
Como c;x € I»(5G,) edj; € I'x(S,) entdo [cix, 4] € T5(VSG,). Também, notamos que

Y o111

[cip, i]™ = X cipvp cixvixe
— -1.-1.v

= K GG

= (el

1

[Xk,djrl]vl = vl_lx,zld]flllxkdj,lvl
= Ul_l(d;ll)xkdj,lvl
-1
= ((d5))yd;)”

pertencem a [[2(VSG,), I2(VSG,)] ja que cix € [T2(SGy), I2(SG,)] e dj; € [T2(Sn), T2(S0)],
uma vez que o subgrupo comutador de SG, e de S, sdo perfeitos. Com isso concluimos
que, para n > 5, [I2(VSG,), I2(VSG,)] = TI'2(VSG,) fazendo com que I'»(VSG,) seja

perfeito.

3.2 Invariantes de Trancas Virtuais Singulares

Um invariante é uma propriedade de um objeto matematico (ou uma classe
de objetos matemaéticos) que permanece inalterada apds operagdes ou transformacgdes
serem aplicadas aos objetos. A classe particular de objetos e o tipo de transformacao
geralmente sdo indicados pelo contexto em que o termo é usado. A este respeito, no

contexto de trancas, foi definido em [15] que dada uma aplicacdo f do conjunto de todas
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as trancgas para algum objeto algébrico, por exemplo, um ntimero, polindmio ou alguma
outra quantidade matematica, f é um invariante se respeita a seguinte propriedade:
p ~ B’ implica que f(f) = f(p’), onde ~ é uma relagdo de equivaléncia.

No contexto do grupo de trancas virtuais singulares VSG,, tomandon > 2 e
Abmap : VSG, — Z X Z X Z, sendo a aplica¢do de abelianiza¢do onde a primeira copia
de Z no grupo Z X Z X Z, é gerado por o1, a segunda por 7; e o grupo Z, gerado
por v;. Considere os seguintes homomorfismos ¢’ : Z X Z X Z, — Z de forma que
©'xyz)=x+y W ZXLXZLy > ZcomT'(x,y,z) =xen : ZLXLXLy, > Z
definido por " (x,y,z) = y.

Definimos a aplica¢do singular classica da soma dos expoentes expc = ¢’ o
Abmap : VSG, — Z, a aplicacdo classica da soma dos expoentes exp = ' o Abmap :
VSG, — Z e a aplicagdo singular da soma dos expoentes exp® = 11"’ o Abmap : VSG, —

Z. E entdo teremos o seguinte resultado sobre invariantes.

Proposicdo 3.7. Sejam os homomorfismos exp°©, exp® e exp®, temos entdo invariantes de VSG,,.

Demonstracdo. Analisaremos cada um dos candidatos a invariantes. Consideremos
sc

exp>~ |, ao aplicarmos nas relagdes de VSG, dadas na Defini¢do 3.1 temos que:

exp®“(?) = 0+0=0

exp™ (oo i) = 1+41-1-1=0
exp*“(0i0j007'07'07") = 1+1+1-1-1-1=0
exp™ (o o) = 0+0+0+0+0+0=0
exp* (oo v7Y) = 0+1+0+0-1+0=0
exp* (vt ) = 0+1+0+0-1+0=0

Jorlt) = 1+1+41-1-1-1=0

exp°(0i0;Ti0 ;

Para o caso exp®“(gih;g; ;") teremos duas possibilidades. A primeira delas é se g; e h;

estiverem em {o;, 7;}, logo
exp*(gihg; ' h) =1+1-1-1=0.
Ja a segunda possibilidade é para o caso de g; ou h; ser igual a v;, dai

exp*(gihigi'h; ) =1+0-1+0=0+1+0-1=0.
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Para |exp™ | temos

exp“(?) = 0+0=0
exp“(o;tio7'tY) = 1+40-1+0=0

o;lo7) = 1+1+1-1-1-1=0

exp©(0,0j0i0 ;

expc(vivjvl-v]flvi_lv]fl) = 04+40+0+0+0+0=0
expc(viajvivjflai_lv;l) = 0+1+0+0-14+0=0
exp vty T v7) = 0+0+0+0+0+0=0
expc(aiajfiajfla;lfcjfl) = 1+140-1-1+0=0

Para o caso exp“(gih; gi‘lhjfl) teremos duas possibilidades. A primeira delas é se g; e h;

estiverem em {v;, 7;}, logo
C ~17,-1y _ _
exp~(ihjg; h; ) =0+0+0+0=0.
Ja a segunda possibilidade é para o caso de g; ou h; ser igual a 0;, dai

expC(giigr ) =0+1+0-1=1+0-1+0=0.

Para |exp® | fazendo a mesma andlise anterior temos
exp’?) = 0+0=0
exp’(oitio; ') = 0+1+0-1=0

]Tlai‘la]?l) = 0+04+0+0+0+0=0

Jvitvr) = 040+0+0+0+0=0

faf@ﬂ = 0+0+0+04+0+0=0

Jvi) = 0+41+40+0-1+0=0

Toilt) = 0+40+1+0+0-1=0

exps(ol-o*joia
exp®(vivviv
exp®(viojviv
expS (viTviv
exp® (0,070

Para o caso exp®(gil;g; ;") teremos duas possibilidades. A primeira delas é se gi e ;

estiverem em {o;, v;}, logo
exp®(gihigi ;) =0+0+0+0=0.
Ja a segunda possibilidade é para o caso de g; ou h; ser igual a 7;, dai
exp®(gihigi ;) =0+1+0-1=1+0-1+0=0.

Podemos concluir entdo que os homomorfismos exp®c, exp® e exp®, sdo invari-
antes de VSG,,. O
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Teorema 3.8. Seja VSG,, o grupo de trangas virtuais singulares. Temos entio que as sequéncias

a seguir sdo exatas curtas.
(i) 1 — (B,)*¢" - VSG, - Z xS, = 1;
(i) 1 - (1|1 <i<n-1})V¢ - VSG, —» VB, — 1;

(i) 1 = {r,vi|1 < i <n-1})" - VSG, —» Z — 1. O homomorfismo sobrejetor
coincide com exp® e Ker(exp©) = ({1;,vi|1 <i <n—1})V56;
(iv) 1 — (VB,)V5¢" — VSG, — Z — 1. Nesse caso o0 homomorfismo sobrejetor coincide

com o exp® e Ker(exps) = (VB,)VSGn;

(@) 1 - {oit;',vil1 <i<n—-1})% - VSG, —» Z — 1. O homomorfismo sobrejetor

coincide com exp5© e Ker(exp>©) = ({oit; !, vi|1 < i < m—1})V0,

Demonstragio. Analisaremos o grupo VSG, /(B,)"*¢

" tomando a apresentagao de VSG,
dada na Defini¢do 3.1 e considerando algumas relagdes adicionais como o; = 1 para
i=1,...,n—1 proveniente da apresentacdo de B, dada na Defini¢do 2.1. Da relacdo
0i0;T; = 7j0;0; de VSG,, como o; = 1 nos resta que 7; = 7; em VSG,/(B,)"*°", para
i =1,...,n—1. Das relacdes comutativas P3, que sdo da forma g;i; = h;g; com [i —
jl 2 2, onde g;, h; € {0, 7;,v;}, segue que T1h; = h;T; para qualquer que seja h;, ou
seja, em VSGn/(B,)V*%" o elemento 7; comuta com cada gerador de S,. Portanto,
VSG, /(B 5" =(11) X S, = Z X S,, dai segue o item (i).

Para o item (ii) a0 tomarmos a relacdo adicional 7; =1, parai=1,...,n—-1,0
que acontece com as relagdes de VSG,? Em P; a relagdo 0;7; = 7;0; perde o sentido, ja
que sabemos que o; = 0;. Ja em P, a relagdo v;7;v; = v;T;v;, também desaparece ja que
vf = v‘;f. Ainda em P, a relacdo 0,0;T; = T;0,0; perde o sentido, ja que 0,0; = 0,0;. Por
tanto, temos a apresentacdo de VB, dada na Definicdo 3.1 provando o item (i7).

Agora provaremos as primeiras partes dos itens (iii), (iv) e (v). No item (iii) a
relacdo adicional serd 7; = v; = 1, parai = 1,...,n — 1. No pacote de relagdes P, a
relagdo v;ojv; = v;jo;v; nos fornece o; = ¢ j- Todas as outras relagdes se tornam triviais e,
portanto, temos ({1, v;|1 < i < n—1})VC
(o1) = Z.

Verificando o item (iv), analisaremos o grupo VSG,/(B,)"5" apenas tomando

" um grupo livre gerado por o; de forma que

a apresentacdo de VSG, e considerando as relagdes adicionais 0; = 1 e v; = 1, para
i=1,...,n—1. Do pacote de relagdes P; ndo resta nenhuma relagdo, ja que 1> = 1 e
7; = T;. De P, restam v;T;v; = v;T;v; € 0;0,T; = T;0,0; € ambas fornecem que 7; = 7; em
VSG, /(B *¢, parai =1,...,n — 1. Entdo VSG,/(B,)"*" = (1;) = Z, disso segue a

primeira parte do item (iv).
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Ja no item (v) tomemos a relagdo adicional ai’ci‘l =v;=1,parai=1,...,n-1
Entdo em P; a relagdo 0,7; = 7,0; nos fornece o; = 7; em ({o;7;", v;|1 < i < n—1})V5,
ja que o; = TiGiTi_l. Em P, da relagdo viojv; = vjo;v;, temos que o; = 0; e da relagdo
V;TiV; = V;TVj, temos que T; = T;. As demais relagdes se tornam triviais e, portanto,
temos ({0;7;%, v;|1 < i < n—1})"3% um grupo livre gerado por 71 de forma que (71) = Z.
A segunda parte dos itens (iii), (iv) e (v) segue das defini¢des dos homomorfis-

mos exp®, exp®, exp’C : VSG, — Z respectivamente. O



Capitulo 4

Homomorfismos de VSGy; no grupo

simétrico S;;

Nesse capitulo, assim como feito por Bellingeri e Paris[8], vamos construir os
homomorfismos do grupo de trangas virtuais singulares VSG, no grupo simétrico S, e

analisar suas decomposig¢des a partir dos nticleos desses homomorfismos.

Definicdo 4.1. Seja n > 2 e seja ¢ € {0,1}, para k = 1,2,3. Tome ¢¢, ¢,¢, : VSG, = S, a

funcédo definida por
Pereres(00) = i+ 1) Qe ey e, (Ti) = (1,1 +1)? Qep ey e, (Vi) = (1,7 + 1)
paratodoi=1,--- ,n—-1.

Proposicdo 4.2. Sejan > 3. A aplicaciio @, e, , de VSG, em S, é um homomorfismo se sé se

a tripla (€1, €2, €3), for igual a um desses:
(i) (0,0,0);
(ii) (1,1,1);
(iii) (1,0,1);
(iv) (0,0,1).

Demonstragio. Sejan > 3 e e, comk € {0,1}, parak = 1,2,3. Tomando @, ¢, ¢, : VSG, —

S, definido em 4.1, verificaremos cada possivel tripla.
e Para (€1, €, €3) = (0,0,0) temos que o, € 0 homomorfismo trivial de forma que

©0,00(0:) = Po00(Ti) = Qo) = (@ i+1)° =15,
31
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e Para (e1,6,63) =(1,1,1)
P111(00) = P111(Ti) = p112(V) = (@ i+1).
Para R; temos que

(P1,1,1(vi) §01,1,1(Ui)
@ i+1D@ i+1)
= 15 .

n

D111 (U?)

Para R, temos que

P00 T = 0111000 ©111(T) P111(07") @r(T )
= (@ i+1)@ i+1) @ i+1)@G i+1)
= 15

e

Para R; com [i — j| = 1, temos que

P1,11(01) ©111(0) P111(03) 11107 P111(07") P112(07)
@i+1)(G j+D0E i+D)G j+DE i+1)(G j+1)
- 1

-1 -1 -1
(P1,0,1(0i0j0i0j 0; 0; )

n*

Para R4 com [i — j| = 1, temos que

(P1,0,1(Uivjvivflvi_1vj_1) = @111(vi) (Pl,l,l(vj) ©1,1,1(V1) (pm,l(v;l) (p1,1,1(vi‘1) (,01,1,1(1)]71)
= @ i+1)(G j+)GE i+1)(G j+1)@E i+1)(G j+1)
= Is,.

Para Rs com [i — j| = 1, temos que

-1 _-1,.-1
(Pl,O,l(viijiU]' 0; U )

P1,1,1(01) P111(07) P11,1(vi) (Pl,l,l(vfl) P11(07") ¢1,1,1(Uf1)
@i+1)G j+D0E i+D)G j+DE i+1)(G j+1)
= 1,

Para R¢ com [i — j| = 1, temos que

-1,-1, -1
@1,1,1(vi7jvivj TV )

0111(V1) P111(7)) P1,1,1(Vi) @1,1,1(0;1) Pr1a(77) Pr11(v; )
@ i+1D(G j+DE i+D(G j+DE i+D(G j+1)
1s,.
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Para Ry com [i — j| = 1, temos que

P11,1(0:) P11,1(07) P1,1,1(T7) @1,1,1(0;1) P11(07 ") (Pl'l'l(T;l)
@ i+1)(G j+HGE i+)(G j+DGE i+D)(G j+1)
= 1g.

n

-1 _-1,-1
(P1,0,1(GiGsz‘Uj 0; Tj )

Para as relagdes de comutatividade de VSG,, quando [i — j| > 2 temos

P111(81) 1,11 (1) ra(gr) (Y
G i+1)(G j+)@GE i+1)(G j+1)
G i+1)@ i+1)G j+DG j+1)
= 1s,.

n

(p1,1,1(gihjgi‘1h}1)

e Para (€1,€5,€3) = (1,0,1) teremos
P101(0) = Proa) = i+1)e@ion(r) =@ i+1)° =1,
Para R; temos que

(Pl,O,l(viz) = (Pl,O,l(Uz') (Pl,o,l(vi)
@ i+1)@ i+1)
= 15 .

n

Para R, temos que

101007t = 9101(0) Q101(T0) Pr01(07") Pr01(T7)
@i+ GE i+1)()
= 15 .

n

Para R; com [i — j| = 1, temos que

-1.-1 -1
(Pl,O,l(UinUin 0; 0 )

01,01(0:) ©1,01(0;) P1,01(07) (Pl,O,l(U;l) P101(07") (Pl,o,l(ajfl)
@ i+)@G j+DE i+DG j+D)E i+D)(G j+1)
= 1g.

n

Para R4 com [i — j| = 1, temos que

-1,-1, -1
@1,0,1(vivjvjvj v ) )

$101(V)) P101(V)) P101(Vi) (Pl,O,l(v;l) Pr01(v]") Pr01(v; )
@ i+1)(G j+DE i+ (G j+1DE i+D)(G j+1)
= 1s,.

n
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Para Rs com [i — j| = 1, temos que

(Pl,o,l(viGjUiU;1(7; 1v]Tl) = ©101(V) ©101(0)) P101(Vi) @1,0,1(0;1) P101(07") 901,0,1(0;1)
= @ i+)(@G j+D0E i+D)(G j+DE i+D)(G j+1)
= 1g.

Para Rg com [i — j| = 1, temos que

-1,_-1,,-1
(Pl,o,l(vz‘TjUivj T v; )

P1,01(Vi) P101(T)) Pr01(Vi) (Pl,O,l(v]'_l) P101(7 ") (Pl,o,l(vfl)
(i+1)@G j+D°G i+ (G j+DGE i+D°(G j+1)

@ i+1) @ i+1)(G j+1)(G j+1)

1s .

n

Para Ry com [i — j| = 1, temos que

-1.-1,.-1
(Pl,O,l(UinTia]' 0; T )

01,01(0:) ©1,01(07) P1,01(Ti) (Pl,O,l(U;l) P101(07") (Pl,o,l(T]Tl)
G i+1)(G j+1)G i+1D°G j+1)G i+1)( j+1)°

@ i+1)@G j+DG j+DE i+1)

= 1g.

n

Para as relagdes de comutatividade de VSG,,, quando |i — j| > 2, analisaremos em

duas partes: quando g; e h; estiverem em {0}, v;} e quando g; ou /; estiverem em
{Ti}.

Na primeira parte temos

P1,01(81) ©1,01(1) Pr01(87") Pr0(7 )
Gi+1)°(G j+1°G i+1)°(G j+1)°
= 1.

n

(p1,0,1(gihjgi’1h}1)

Ja na segunda

0101(8:) P101(1) P101(87) P10 (hfl)
G i+1)(G j+1D°G i+1)(G j+1)°
= 15 .

n

P101(8iM;g; H;Y)

e Para (e1,€,€3) = (0,0,1) teremos

©0,0,1(0:) = @ooi(Ti) =@ i+ 1)0 =1s, e pooa(vi) = (i i+1).
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Para R; temos que

(P0,0,l(viz) = (PO,O,l(Uz') §00,0,1(Uz')
@ i+1D)@E i+1)
= 1.

n

Para R, temos que

©0,01(01) ©0,01(T1) Po0,1(07") Poo(Ti?)
= G i+1D°G i+1)°G i+1)°G i+1)°
= 1.

n

(PO,O,l(UiTiUi_lTi_l)

Para R3 com [i — j| = 1, temos que

-1 -1 -1
(Po,o,l(UinUiU]- 0; 0; )

©0,0,1(01) ©o0,1(0;) Po0,1(07) (Po,o,l(U]Tl) $00,1(0; Y (POIOJ(G; )
(i i+1)0(j j+1)0(i i+1)0(j j+1)°(i i+1)0(j j+1)0
= 1

e

Para Ry com [i — j| = 1, temos que

(po,o,1(vivjvivflv,71v]71) P0,0,1(V1) Po01(V) Poo1(vi) (Po,o,l(vfl) Poo1(v;") @0,0,1(U;1)
@i+1)G j+HGE i+D(G j+DGE i+1)G j+1)

= 1

Para Rs com [i — j| = 1, temos que

-1-1,,-1
(Pl,O,l(viijin 0; U )

P001() ©001(07) Poo1(V:) Po01(V7") Pooa(07") Pooa(v7?)
Gi+1)(G j+D°G i+1)(G j+1D)GE i+D°G j+1)

@ i+)@ i+1)(G j+DG j+1)

= 15

Para R¢ com [i — j| = 1, temos que

-1,-1,,-1
(Po,o,l(Uiijivj T V; )

P001(V:) 9001(T) Po01(V:) Po01(VTY) Po0a(TY) Poa(vh)
G i+1)(G j+D°G i+1)(G j+D)GE i+1D°G j+1)

@ i+1) @ i+1)(G j+1)(G j+1)

1s,.

n

Para Ry com [i — j| = 1, temos que

-1 _-1,-1
@0,0,1(UiajTiaj 0; T, )

©0,0,1(01) ©001(0;) Poo1(Ti) (Po,o,l(Ufl) P001(07") @0,0,1(Tfl)
G i+1D)°G j+1)°G i+1D)°G j+1)°G i+1)°(G j+1)°
1s,.
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Para as relagdes de comutatividade de VSG,,, quando |i — j| > 2, analisaremos em

duas partes: quando g; e h; estiverem em {0;, 7;} e quando g; ou /; estiverem em
{vi}.

Na primeira parte temos

©0,01(81) Po01(1;) Poo1(g; ) Pooa(h i )
Gi+1)°(G j+1D°G i+1)°(G j+1)°
= 1g.

n

(PO,O,l(gihjgi_lh;1)

Ja na segunda

©00:1(8) Po01(h) P01 (87) Poo1 (17
G i+1)( j+1)°G i+1)( j+1)
= 1s

P101(8iM;g; Hi)

Para (61162/ 63) = (1/ 1/ O)

0110001 = Pra0(t) = (@ i+1)eprio) =G i+1)°=1s,

Note que no caso da relagdo Rs com i = 1 e j = 2 temos, v1T201 = V27102, quando

aplicamos ¢ 1o nesta relagdo encontramos
©1,1,0(V1T201) = Q11,0(V2T1V2) (4.1)
por outro lado,
$1,1,0(017201) = @1,1,0(V1)P1,1,0(T2)P1,10(V1) = (1 2°2 3)(1 2)°=(2 3)

P1,1,0(L2T102) = (2 3)0(1 2)(2 3)0 =1 2

tazendo com que, por (4.1), (2 3) = (1 2) o que ndo é verdade. Logo ¢, ndo

preserva R¢ e ndo é homomorfismo.
Para (61/ €2, 63) = (1/ O/ O)
P100(0) = (i i+1) e Proo(Ti) = Proo(vy) = (@ i+1)° =1,

Note que no caso da relagdo Rs com i = 1 e j = 2 temos, v10,01 = V20102, quando

aplicamos ¢4 nesta relacdo encontramos
©1,0,0(V10201) = @1,00(V20102) (4.2)
por outro lado,

©1,00(V10201) = P1,00(V1)P1,0,0(02)P1,00(v1) = (1 2)0(2 3)(1 2)0 =(2 3)
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Pri0(v20102) = (2 3)°(1 2)2 3)’=(1 2)

tazendo com que, por (4.2), (2 3) = (1 2) o que ndo é verdade. Logo ¢, ndo

preserva Rs e ndo é homomorfismo.
e Para (ell €2, 63) = (0/ 1/ 1)
Po11(0) = (i i1+1)° =15, € Po11(Ti) = Po11(v:) = (i i+1)

Note que no caso da relacdo Ry com i =1 e j = 2 temos, 010271 = 720102, quando

aplicamos ¢ 11 nesta relacdo encontramos

©0,1,1(0102T1) = @0,1,1(T20102) (4.3)

por outro lado,

©0,1,1(010271) = ©0,1,1(01)90,1,1(02)Po,1,1(T1) = (1 2)0(2 3)0(1 2)=(1 2)

©0,1,1(120102) = (2 3)(1 2)0(2 3)0 =2 3)

fazendo com que, por (4.3), (1 2) = (2 3) o que ndo é verdade. Logo @11 ndo

preserva R; e ndo é homomorfismo.
e Para (ell €2, 63) = (0/ 1/ O)
©010(0) = Por0(ve) = (i i+1)° =15, e Poro(t) = (i i+1)

Note que no caso da relacdo Ry com i =1 e j = 2 temos, 010271 = 720102, quando

aplicamos ¢ 1 o nesta relacdo encontramos

©0,1,0(0102T1) = @0,1,0(T20102) (4.4)

por outro lado,

©0,1,0(0102T1) = ©0,1,0(01)90,1,0(02)P0,1,0(T1) = (1 2)0(2 3)0(1 2)=(1 2

©0,1,1(120102) = (2 3)(1 2)0(2 3)0 =2 3)

tazendo com que, por (4.4), (1 2) = (2 3) o que ndo é verdade. Logo @10 ndo

preserva R; e ndo é homomorfismo.

O

Nesta proposicao foram encontrados quatro homomorfismos para n > 3. Os ntcleos
Ker(go,0,0) e Ker(¢1,1,1), sdo VSG, e o grupo de trancas puras virtuais singulares VSPG,

respectivamente. J& Ker(¢1,,1) serd nomeado de VST, e Ker(gg,1) de VSK,.
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Proposicao 4.3. Sejan > 2, existem decomposigdes de VSG,, em produtos semi-diretos.
1. VSG, = VSPG, =< S,
2. VSG, = VST, =S,
3. VSG, = VSK,, = S,

Demonstragio. Seja n > 2 e (€1, €, €3) uma das triplas tal que @, ¢, ., € homomorfismo.

Segue que para ¢q,1 temos a sequéncia exata curta

1 - VSPG, —» VSG,, —» S, —» 1
Para ¢,,,1 temos a sequéncia exata curta

1-> VST, - VSG,—S,—1
e para @11, temos a sequéncia exata curta

1—- VSK, - VSG, —» S5, —>1

ao admitirmos a se¢do natural (; : S, = VSG, definida por (1((i i+ 1)) = v; para todo
i=1,...,n—1. Poristo e pela Proposi¢do 1.7, temos os produtos semi-diretos descritos

nos itens desta proposicao. |

Como a ideia deste trabalho, é justamente analisarmos resultados em diferentes
grupos, vamos agora analisar uma versdo do Teorema 2.8 de grupo de trangas virtuais

VB, para o grupo de trangas virtuais singulares VSG,.

Teorema 4.4. Seja n,m € IN tal quen > 5m > 2en > mesea ), : VSG, — S, um

homomorfismo. Entdo, a menos de conjugagio, temos uma das segquintes possibilidades.
1. ¢y é abeliano,
2. n=me P €{Qa1,1), P01 P00
3. n=m=6e; € {vs0o Qa1 Ve ° P01) Ve © P01}

Demonstragio. Note que ¢ = ¢, o 1, portanto vale uma das seguintes possibilidades da

Proposigao 2.7:

1. 11 o @ é abeliano,

2. n=meyromn=1d,

3. n=m=6e 0 = V.



39

Suponha que i o 7t seja abeliano. Logo existe uma imagem w € S,, tal que

w = (1 0 M)(s:) = Yr(v)

para todo i no conjunto I = {1,...,n — 1}. Como s = 1, nés temos que

@ = (P10 m)(s0))* = (Y1 0 T)(S7) = (1 0 T)(1)

Como ¢; o © é homomorfismo, entdo w? = 1. Seja w1 = Y1(0;) e tomemos a relagdo
v;0v; = vjo;v; para todo i — j| = 1. Segue entdo que

]Tl vi_lvjoi

¢1(0j)¢1(vi)¢1(v;] %(Uf])%(vj)"bl(ai)
Pi(o)® = @’Pi(oy)
Pi(oj)) = (o))
Agora vamos considerar a relacdo o;,v; = vo; para |i — j| > 2, temos
io)i(vy) = Pi()Pa(oi)

w1 = wWwq

ijil)

Tome w; = Y1(1;), a0 olharmos para a relagdo v;7;v; = v;T,v; com|i — j| = 1, dai
Y1 P1(T)P1(vi) = Pr(vpPa(T)Pr(vy)
w1t = oPi(T)w
Yi(tj) = ()

Logo, utilizando 7;v; = v;1;, vemos que 1(7:)1(v;) = P1(vj)P1(T:), ou seja, ww, = wrw.

Por fim, ao tomarmos a rela¢do o;7; = 7,0/, segue que

P1(oi)Pa(Ti) P1(Ti)Pa(oi)

W17z = W

Logo 1, é abeliano.

Suponha quen = me ;o7 = Id, entdo (11 o )(s;) = s; e, por (Y1 0m)(si) = P1(vs),
Y1 (vi) = s;. Observe que, da relagdo o;v; = v;0; com [i — j| > 2, temos
Pi(o)r(vi) = Pi(vi)ya(o))
Yi(oj)si = siga(o))
le(aj)sil,bl((fj)_l-

Analogamente, pela relacdo v;7; = 7;v; segue que s; = wl(Tj)sigbl(Tj)‘l, ou seja, tanto

5;

Y1(0;) quanto 11(7;) estdo no centralizador des; (C;;) em S,,, como (C;,) = {1, 5;} podemos

ter quatro casos:
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1. Y1(0)) = ¢1(1)) = s;, fazendo com que 1 seja @11,1;
2. P1(oj) = sie Pi(t;) = 1, fazendo com que 1 seja p10,1;
3. P1(oj) = P1(7j) = 1, fazendo com que Y seja @o1;

4. Pi(o;) = 1 e Pi(t)) = s;, fazendo com que ; fosse ¢g11. Entretanto, pela
demonstracdo da Proposicdo 3.2, ¢g11 ndo é homomorfismo e por isso descar-

taremos esse caso.
Por fim, suponha que n = m = 6 e ; o © = v4. Entdo

vgl oYjom = vglv6

-1 _
Vg oyrom = Id
Como vale a possibilidade demonstrada anterior e seus trés primeiros casos, temos que

vgloybl = U111

1,01 = V6O 1P1,1,1
ou
Ve lo V1 = Y1
Y1 = veoi
ou

Vglo% = Yoo

V1 = veogp,.

4.1 Nucleode ¢ ¢, e, : VSGy — 57

Analisaremos cada um dosnticleos de @, ¢, ¢,- Explicitaremos suas apresentagdes
a partir do método Reidemeister-Schreier descrito em [Y]. O método Reidemeister-
Schreier nada mais é que determinacdo de apresentacdes de subgrupos a partir de uma
apresentagdo do grupo. Para isso precisamos ter um conjunto de representantes das
classes laterais do subgrupo no grupo que é chamado de Transversal de Schreier e
uma manipulagdo dos geradores do grupo com os elementos da transversal. No caso

de VSG,, usaremos a seguinte apresentagao:
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VSG, = {01, 11,01 | P1).

Onde P; é o pacote que contém relagdes R; e R, formadas por dois geradores,
ondei=1e

Ri:vi=1;

R, : 0971 = T1101.

Aplicando o método, precisamos definir uma Transversal de Schreier que cha-

maremos de A. O nosso ntcleo serd gerado por

Sia = {(Aa)(Aa) A € Aya € {0, 11, 11})

Comecaremos com ’ Qereres = P11 ‘ Consideraremos

A = {1/ U]}
Entao temos:

S10 = (101)(1_01)_1 = Ulvfl = 0101
Sie = (lr)(1T)”

Sip, = (11)1)(1_1)1)_l = Ulvl_l =1

Tlvfl =T

Svpor = (1)101)(1)101)_1 = 1)1(71(1)2)_1 = V101
Svm = (vlTl)(UlTl)_l = 1)1’51(1)2)_1 = 1T
Svip = (1)11)1)(1)1_1))_1 = U%(UZ)_1 =1

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(¢p;,1,1) serdo: a = o1v1, b = 1101, ¢ = v107 €
d= V1171.

Préximo passo do método serd a andlise das relacoes de VSG,, de forma a
construir novas relagdes r;; para Ker(¢1,1,1), com i indicando o ntimero da relagdo e

j € A. Tomemos a primeira relagdo de VSG,, R; : v* = 1 entdo teremos
r1 = 11)%1_1 =0’ =1
_ 2 -1 _ 24 _
Tp, = V10UV = VvV =v; =1
! darelacdo R, : = de f el =1+t
Ja ao tomarmos a segunda relagdo R; : 0171 = 7101 de forma que 017107 7] = 1 temos

1 = 10111(7{171_11_1
= 61’[10;17;1
= olvglvlfloflvilvlel
= olvfl o;lvl_lvﬂ;l

adc b7t
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_ -1,.-1, -1
op, = V1017107 T Uy

= vlaﬂlv]_lvmf’qlvf
= 107 vlal_lfcilv{l

= cha'd!

Note que cba™'d™ =1 = cba™? = d e também adc™'b™! = 1 = d = a~'bc, ou seja, o
candidato a gerador d pode ser descartado ja que pode ser escrito como combinacdo
dea, b e c que serdo os geradores de Ker(¢1,1,1). Além disso, podemos concluir que tais

1

geradores respeitam a relagdo cba™ = a~'bc = acb = bea.

Portanto podemos concluir que a apresentagdo do ntcleo de @11y é

Ker(g1,1,1) =<a,b,c | acb = beay).

De [12] em sua Defini¢do 5, temos que Ker(¢;1,1,) € o Grupo de Trancas Puras
Virtuais Singulares (VSPG,). Além disso, por ser um ntcleo, VSPG, é normal em VSG,
e por tanto VSG,/VSPG, = S,.

Repetiremos agora o mesmo processo para |Ker(¢q,10)| Neste caso, nossa

Transversal de Schreier sera

A= {1,01}.

Entado temos:

0101)(@101) " = 0101(1) " = 0}

(
(

S1p, = (v)Av) =01 =1y
(
(o1m)(@T) " = o) = oy
(

o101)(010) ! = oy vo;

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(g;,1) serdo: a; = vy, by = G%, 1 = 0171 €

dy, = 010107t Tomemos agora a primeira relacdo de VSG,, R; : v*> = 1 entdo teremos
1

i = 11)%1_1:
— 2 -1

e, = 01070,
— -1
= 01V1V104

= 011)1071011)1@1

= P
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Agora analisaremos a segunda relacdo R; : 01710;%;1 =1.

1 = 101’1’10;1’1'1_11_1
= 01’[10{171_1
= clcl_1

=1

_ -1, -1 _-1

26, = 01017107 T 0q
= alfmmflfcflal_l
= clcl_1

=1

Portanto podemos concluir que a apresentagdo do ntcleo de ¢y, é

Ker((f)l,l,()) = <ﬂ1, bl, Clldl | ﬂ% = d% = 1>

Para | Ker(¢10,1) | Neste caso, nossa Transversal de Schreier sera

A= {1, Ul}.
Entdo temos:
51101 = (101)(1_01)_1 = 011}1_1 =01V

Si0 = (lr)(1m)™

S1p, = (11)1)(1_1)1)_l = Ulvl_l =1

T11_1 =T

Svpar = (U1C71)(U101)_1 = 1)1671(1)5)_1 = V101
S, = (1T)@17T) " = v1Ti(v1) !
Svlzvl = (Ulvl)(vl_v)_l =1

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(g11) serdo: a, = o1v1, b, = 11, ¢, = v101 €
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d, = vﬂlvl‘l. Tomemos agora a primeira relacdo de VSGy, R; : v? = 1 entdo teremos

i = 11)%1_1
_ -1
= 1T1T; U1
— -1,.-1
= V1T11v T4 01
_ -1
= dd;
=1

- 2. -1
Ty, = ViU

= vﬂﬂ[]v%rﬂ[lvl

= vlTlv%Tilv%Tlv%Tflm

= dzdgldzdz_l
=1

Agora analisaremos a segunda relagdo R; : awm;lfql =1.

1 = 101T10I1T1_11_1
= 01’[10;1’[1_1
— -1 -1,.-1
= 01U1V10107 T101 T4
— -1 -1,.-1
= 0101010101 V1V1T1V1V107 T
= ay05¢, dya; ' byt

= Lhdzﬂlgl b;l

Note que por adoa;'b,' = 1 podemos concluir que d, = a;'byas, ou seja, d, sera descar-

tado como gerador.

- -1,-1,-1
2p, = V1017107 T Uy
= 0101T10I10{101TI1UI1

= Czbzcgldz_l

Como cybyc;'dy" = 1 entdo cyboc,' = dy, dai temos que a;'bya, = ¢obyc;?, 0 que implica

que byayc, = axcrby. Portanto podemos concluir que a apresentagdo do ntcleo de ¢ €

Para

Ker(p1,0,0)

Ker(gp10,1) = (a2, by, o | baagcy = ayc2by).

. Neste caso, nossa Transversal de Schreier serd

A= {1,01}.
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Entdo temos:

Sty = (oo ' =0107' =1

Sir, = (An)dn)'=7nlt=1g

Sty = (Qv)Av) ' =0y

501,01 = (mm)(ﬁ)‘l = O%

Sovty, = (1m)(0171) ™ = 017107 = 110107 = Ty
Sorm = (o101)(@©@10)" = g1v107"

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(@1,,) serdo: az = 71, b3 = vy, c3 = of e

ds = lelal‘l. Tomemos agora a primeira relagdo de VSG,, R; : v* = 1 entdo teremos

i = 11)%1_1
_ 2
= b3
_ 2 -1
7’1]01 = 010101

= alvlaflavlal_l

)
= d3
Agora analisaremos a segunda relagdo R; : alfclaflfcfl =1.

1 = 101710I171_11_1
— -1,.-1
= 01T1U1U161 T
— -1 -1,.-1
= 017110, 0110 T4
— -1 -1,.-1
= T10110, 01V101 T4
= ﬂ3d§ﬂ;1

=1

— -1,.-1_-1
26, = 01017107 T 0;

2

- -1
= 07710,

11
01 7
_ 2 2 1
= 01T101 T

= C3a3c; a5

Observe que C3ﬂ3C51ﬂ51 = 1, ou seja,c3a3 = ascz. Portanto podemos concluir que a

apresentacdo do ntcleo de @y é

Ker(pi00) = (a3, bs, c3,d3 | b3 = d5 = 1, c3a3 = a3c3).
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Para o caso | Ker(qo,1,1) |, nossa Transversal de Schreier serd

A = {1/ vl}-
Entao temos:
Sio, = (lon)do1)' =04
Si5, = (17)(1ty) ! = 77"

Sip, = (lv)(dvy)t= vt =1

Svoey, = (n01)(0101)7" = vioyv]?
Som = (im)Oim) ™ =i
SULUl = (vlvl)(m)_l =1

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(¢o1,1) serdo: a, = 01, by = 1101, ¢4 = V10101

e ds = v171. Tomemos agora a primeira relacdo de VSG,, R; : v? = 1 entdo teremos

i = 11)%1_1
_ -1
= U117y 11
_ -1
= dd;
=1
_ 2. -1
"y, = V1070,

= vﬂﬂ{]vlvﬂﬂ{lvl

_ 17 -1

= dyd, dud

=1
Agora analisaremos a segunda relagdo R; : owm;lfql =1.

r1 = loymoyit 1™

_ -1,_-1

= 0111104 T4

_ -1 _-1

= T10111 1Ty 04

_ -1 _-1

= T1V1v10101V1T; 04

_ -1 -1

= b4C4b4 a,

“1,-1 _ : | . "

Note que por bycsb; 'a;” = 1 podemos concluir que ¢y = b, a4by, ou seja, ¢y serd descar-
tado como gerador.

_ -1_-1, -1

v, = V1017107 T Uy
= v101v1v171<7;1’(;1v;1

= C4d4ﬂ£1d;l
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Como cydsa*d;' =1 e cy = b;'asby, logo

1

b;1a4b4d4a;1d;1

114b4d4 = b4d4ll4

Portanto podemos concluir que a apresentagdo do nicleo de ¢, é

Ker(go11) = (as, by, dy | asbsdy = badaay).

Para o caso | Ker(qo,10) |, nossa Transversal de Schreier serd

A={1,1}.
Entdo temos:

Sio, = (loy)(1oy) ! =0y
Siq, = (1t)(7) ™" = Tt =1

Sip, = (1v))(dv) ' =1

ST1/01 = (Tlal)(Tlgl)_l = T1617I1 =0
ST],’I] = (Tl’fl)(TlTl)_l = T%
Sev = (mo)(@o)™ = Tor7y!

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(¢g1 ) serdo: as = 01, bs = vy, ¢5 = Tlvlfql e

ds = T%. Tomemos agora a primeira relagdo de VSG,, R; : v? = 1 entdo teremos

i = 11)%1_1
_ 2
= bS
_ 2 -1

"o = TV
— -1 -1
= T1n1T;y 11T
= Cg

Agora analisaremos a segunda relagdo R; : 617?1(71_1’1?1_1 =1.

o1 = 101T1(71_1TI11_1
= 01T1T1T1_10I1T1_1
= alfc%ailqlfcf
= o17207'1}°

= ﬂ5d5a5_1d5_1
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— -1,.-1,.-1
o, = T1017T107 T4 T

= T1T10101_1T1_2

= T%aloilﬁz

— -14-1

=1

Como a5d5ag1dgl =1, logo asds = dsas. Portanto podemos concluir que a apresentagdo

do ntcleo de @1 é

Ker(po,1,0) = (as, bs, cs, ds | bé = Cé =1 easds = dsas).

Para o caso | Ker(go,1) |, nossa Transversal de Schreier serd

A= {1, 1)1}.
Entao temos:

S16, = (161)(101) ! = 03
Si;, = At)A) =1

Sip, = (1vy)(1vy) ™" = vt =1

Soow = (non)(@®on) " = viowy!
Somy = (im)@Om)™ = vitin
Svl,ul = (1)11)1)(1)1_1))_1 = v%

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(@g1,1) serdo: as = 01, bg = 71, ¢6 = V10101 €

d¢ = v17101. Tomemos agora a primeira relacdo de VSGy, R; : v? = 1 entdo teremos

i = 11)%1_1
_ -1 _-1
= V1717 04 011
_ -1 -1
= L1IT1VI1T 1)11)10'1 V1010101
— -1.-1
= d6d6 Cq Co
=1
2, -1
"o, = V1704
— -1
= 11Ty N1
— -1
= V1TH1n11T V1
_ -1
=1
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Agora analisaremos a segunda relacdo R; : 01710;%;1 =1.

21 1017,'1(7;11'1_11_1

a6b6ag1bg1
Note que por agbsa='b-! = 1 podemos concluir que agbg = beas.
que p 6 Y P 9

— -1,.-1,,-1

20, = V1017107 T Uy
— -1 -1,,-1
= V1010101711010 11T Uy

_ -14-1
= C6d6c6 d6

Como c6d6cg1dg1 =1, logo ceds = dece. Portanto podemos concluir que a apresentacdo

do ntcleo de o, €

Ker(qo,1) = {ae, bs, Co, Ao | Agbe = beg € Code = dgCe).

Para o caso | Ker(go,,) |, nossa Transversal de Schreier serd

A=1{1,1}.
Entao temos:

St = (1o1)10y) ' = 0y
(1) (171)™"
St = (1) (1v) ™" = vy

n
=
=
A

Il

T

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(¢g0) serdo: a; = 01, by = 11 e ¢; = v1.

Tomemos agora a primeira relagdo de VSG,, R; : v? = 1 entdo teremos

"1 11)%1_1

_ 2
= C7
Agora analisaremos a segunda relagdo R; : Gl’ClO‘IlTIl =1.

1G1T101_1T1_11_1

21

a7b7a;1b;1

Como aybya; 1b; =1, logo a;b; = bya;. Portanto podemos concluir que a apresentagao

do ntcleo de @ é

Ker(pooo) = (a7,b7,07 | ¢ = 1 e azby = byay).

Note que Ker(gp0) tem a mesma apresentagdo de VSG,.
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Uma anélise das apresentacdes encontradas dos nticleos de ¢, ¢, ¢, para€s, €2, €3 €
{0, 1}, é feita em [19] e nos fornece os resultados a seguir, um deles é que VSPG, é iso-

morfo ao grupo de trangas virtuais puras planas FPV3; que foi definido na se¢do 5 em

[5].

Teorema 4.5. Seja €, € {0,1}, para k = 1,2,3. Dependendo da tripla de €, escolhida, temos

que o niicleo de e, e,e, 1 VSGo — Sy respeita as sequintes propriedades:

e (1,1,1): O niicleo Ker(g1,1,1) = VSPG, é a extensido HNN de um grupo livre de posto 2.
Além disso, VSPG, é isomorfo ao grupo de trangas virtuais puras planas FVP3 e como
consequéncia é isomorfo ao produto livre Z? + Z.

e (1,1,0): O niicleo Ker(q1,1,) é isomorfo ao produto livre Fy » Z, * 2, onde F, é um grupo

livre de ordem 2.

e (1,0,1): O niicleo Ker(p10,1) = VST, é isomorfo ao grupo de trangas puras singulares
virtuais VSPG,.

e (1,0,0): O niicleo Ker(p1,,) é isomorfo ao produto livre Z* + Zy + Z5.

e (0,1,1): O niicleo Ker(go,1,1) é isomorfo ao grupo de trancas puras singulares virtuais
VSPGo.

e (0,1,0): O niicleo Ker(go,1,0) é isomorfo ao niicleo Ker(¢1,,).
e (0,0,1): O niicleo Ker(go,1) = VSK, é isomorfo ao produto livre Z, * Z,.

e (0,0,0): O niicleo Ker(go,0) = VSG,, que é o grupo de trangas virtuais singulares com

duas cordas, logo é isomorfo a Z?* » Z,.

Demonstragio. Considerando as analises sobre os ntcleos de @, ¢, ¢, : VSGy — S, feita

anteriormente, temos o seguinte:
e (1,1,1): Dada a apresentacdo a seguir
Ker(pi1,1,1) =<a,b,c | ach = beay).

podemos reescreve-la de forma que sua relacgdo seja

acb = bca
blach = ca
blacb = a laca

ablacba™' = ac
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1

se tomarmos ba~" = b” temos uma nova apresentagdo com

Ker(py11) = {a,b”,c| b" acbh” = ac).
Tomando uma apresentacdo de FVP3; dada na Observagdo 5.2 de [5] temos
FVP;3 = (A1, A1, Aaa | AT5(A23A13)A12 = Ao3Ai )

e que Ker(¢1,1,1) é isomorfo a FVP; coma = Ays, b7 = Ajpec— Aqgs.

Portanto VSPG, é a extensio HNN do grupo livre de posto 2 gerado por a e
c com elemento estdvel b’ e com subgrupos associados A = (A;3A13) ou seja,
B = (A13A23), que sdo isomorfos a um grupo ciclico infinito. Além disso, como

FVP; é isomorfo ao produto livre Z? + Z, VSPG, também sera.
e (1,1,0): Dada a apresentagdo a seguir
Ker(g1,10) = (a1, by, ¢1,d; | ﬂ% = d? =1).
Temos que {(c1, b1) gera uma cépia de F; e a;, d; geram copias de Z,.
e (1,0,1): Dadas as apresentagdes da seguir
Ker(g11,1) =<a,b,c|acb = bca)y e Ker(pip,) = (a2, bz, C2 | badacy = asc2b7).

Ao reescrevermos a apresentacdo de Ker(¢,1,1), de forma que sua relagdo seja

acb = bca
blach = ca
b~lacb = alaca
ab lacba™ = ac

entdo se tomarmos ab™! = b’, vamos ter b’ach’~! = ac e a seguinte apresentagdo
Ker(g11,1) =<a,b’',c| b'ac = acb’).

Note que a reescrita dessa apresenta¢do nos fornece que Ker(¢111) é isomorfo a

Ker(pi0,), coma = a;, b — byec c.
¢ (1,0,0): Dada a apresentagdo a seguir
Ker(p100) = (a3, bs, c3,d3 | b5 = d5 = 1 e caa3 = ascs).

Temos que d; gera uma cépia de Z,, assim como b;. J4 a3 e c; geram a copia de
ZZ
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e (0,1,1): Dadas as apresentagdes encontradas a seguir
Ker(go1,1) = a4, b, dy | asbydy = bydsas) e Ker(pi11) = (a,b',c|b'ac = acb’)

pelo mesmo argumento utilizado para a tripla (1,0,1), temos que Ker(pip) é

isomorfo a VSPG,, de forma queay +— U’, by > aed, — c.
e (0,1,0): Dadas as apresentagdes a seguir
Ker(p10) = (a3, bs, c3,d5 | b5 = d5 = 1 e caa3 = ascs) e
Ker(oa,0) = {as, bs, cs,d5 | b2 = c2 = 1 e asds = dsas).
temos que sdo isomorfos com as = ds, by = bs, c3 > a5 e ds — cs.
e (0,0,1): Dada a apresentagdo a seguir
Ker(go0,1) = {ae, bs, ¢, ds | acbs = beae € cods = doce)-

temos que a4 e bs geram uma copia de Z?. Além disso, ¢4 € dg geram outra copia
de Z>.

e (0,0,0): Para este caso, temos que a apresentacdo de Ker(¢g0) encontrada an-
teriormente, coincide com a apresentacdo de VSG, dada na demonstracdo da

Proposigdo 3.2. Segue entdo que Ker(@gp,) é isomorfo a Z? * Z,.
O

Uma consequéncia direta das apresenta¢des dos nticleos de @, ¢, ¢, € a proposigdo

a seguir.

Coroldrio 4.6. Seja € € {0,1}, para k = 1,2,3. Para qualquer tripla (€1, €2, €3) 0 niicleo de

Pereres - VSGa — Sy tem centro trivial. Em particular, vale para VSGs.

Demonstragio. Seja @e,e,e, com €, € {0,1}, para k = 1,2,3. Pelo Teorema 4.5, para
qualquer que seja a tripla escolhida, temos que o Ker(@e, e,e,) € isomorfo a algum

produto livre. Dai segue pelo Lema 1.11, que Ker(@e, ¢, ¢,) tem centro trivial. m|
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