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Dissertação deMestrado

Grupos de Tranças Virtuais Singulares

Gabriele de Jesus Silva

Salvador-Bahia



Grupos Tranças Virtuais Singulares

Gabriele de Jesus Silva

Dissertação de Mestrado apresentada ao

Colegiado da Pós-Graduação em Matemática
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Agradeço as minhas parceiras de jornada Mirele e Izamara por tornarem tudo

mais leve com todas as conversas e horas dedicadas a me apoiar.

A minha gratidão ao prof. Oscar Ocampo, pela paciência, compreensão, pelos

conselhos e conversas difı́ceis.
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Resumo

Neste trabalho, apresentamos um estudo sobre algumas propriedades do grupo

VSGn, que representa tranças virtuais singulares para n ≥ 2. Definimos invariantes

numéricos para as tranças virtuais singulares, obtidos por meio de expoentes de pala-

vras em VSGn, e descrevemos o núcleo desses homomorfismos. Identificamos homo-

morfismos possı́veis do grupo VSGn para o grupo simétrico Sn, a menos de conjugação.

No caso particular em que n = 2, apresentamos uma descrição e uma apresentação

para o núcleo em cada caso. Para todos os homomorfismos possı́veis, foram obtidas

decomposições de VSGn como produtos semidiretos do núcleo do homomorfismo e do

grupo simétrico.

Palavras-chave: Grupos de tranças virtuais singulares; Núcleo; Homomorfismo; Inva-

riantes.
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Abstract

In this work, we present a study on some properties of the group VSGn, which

represents virtual singular braids for n ≥ 2. We define numerical invariants for the

virtual singular braids, obtained through word exponents in VSGn, and describe the

kernel of these homomorphisms. We identify all possible homomorphisms from the

group VSGn to the symmetric group Sn, up to conjugation. In the particular case where

n = 2, we present a description and a presentation for the kernel in each case. For

all possible homomorphisms, decompositions of VSGn were obtained as semi-direct

products of the kernel of the homomorphism and the symmetric group.

Keywords: Groups of singular virtual braids; Kernel; Homomorphism; Invariants.
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Introdução

O estudo de tranças tem uma história longa e fascinante na matemática, e a

teoria dos grupos de tranças de Artin tem sido objeto de intensa pesquisa desde sua

introdução em 1925 [1]. Os grupos de tranças de Artin Bn fornecem uma ferramenta

poderosa para entender a geometria e a topologia de curvas e superfı́cies, e suas

aplicações se estendem além da matemática para a fı́sica e a criptografia. É possı́vel

descrever geometricamente cada elemento deste grupo através de uma configuração

de n cordas trançadas que obedecem a determinadas restrições.

O desenvolvimento da teoria de tranças também levou ao estudo de generaliza-

ções do grupo Bn, que são objetos de estudo ativo tanto do ponto de vista geométrico

quanto do ponto de vista algébrico. Um artigo de Caprau, De la Pena e McGahan [11],

as tranças virtuais singulares foram introduzidas como uma generalização das tranças

clássicas singulares definidas por Birman [9] e Baez [3], para estudar invariantes de

Vassiliev e tranças virtuais definidas por Kauffman [16] e Vershinin [21]. Em [11], os

autores provaram um teorema de Alexander e Markov para tranças virtuais singulares

e apresentaram duas apresentações para o monóide de tranças virtuais singulares,

denominado VSBn. Em um artigo mais recente, Caprau e Yeung [4] mostraram que

o monóide VSBn esta contido no grupo de tranças virtuais singulares VSGn com n

cordas. Eles também apresentaram o grupo de tranças puras singulares virtuais VSPGn

e mostraram que VSGn é um produto semidireto de VSPGn e o grupo simétrico Sn.

O interesse por esses objetos tem crescido e alguns progressos no seu estudo

têm sido feitos nos últimos anos. Por exemplo, Caprau e Zepeda [13] construı́ram uma

representação de VSBn e, usando o método de Reidemeister-Schreier, encontraram

uma apresentação para o monóide de tranças puras singulares virtuais. Além disso,

Cisneros de la Cruz e Gandolfi [14] estudaram propriedades algébricas, combinatórias

e topológicas de tranças virtuais singulares.

Neste trabalho vamos estudar propriedades do grupo de tranças virtuais sin-

gulares VSGn, para n ≥ 2. Definimos invariantes numéricos para as tranças virtuais

singulares, obtidos por meio de expoentes de palavras em VSGn, e descrevemos o

núcleo desses homomorfismos. Identificamos todos os homomorfismos possı́veis do
1
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grupo VSGn para o grupo simétrico Sn, a menos de conjugação. No caso particular em

que n = 2, apresentamos uma descrição e uma apresentação para o núcleo em cada

caso. Para todos os homomorfismos possı́veis, foi possı́vel obter uma decomposição de

VSGn como um produto semidireto do núcleo do homomorfismo e do grupo simétrico.

Além disso, analisaremos se conceitos válidos para o grupo VBn, se estendem para o

contexto de VSGn.

Começaremos no Capı́tulo 1 falando sobre conceitos importantes e resultados

prévios que serão usados durante todo o trabalho. As referências usadas serão descritas

ao longo do capı́tulo.

No Capı́tulo 2 recordaremos os conceitos de Grupos de tranças clássicas Bn.

Além disso, com base nos artigos [2], [14], [6] e [4] definiremos os grupos de tranças

virtuais VBn e encontraremos alguns de seus homomorfismos.

Já no Capı́tulo 3, utilizando [8], [12] e [19], estudaremos o grupo de tranças

virtuais singulares VSGn, algumas de suas propriedades e alguns de seus invariantes.

Por fim, baseado em [19], no Capı́tulo 4 estudaremos os homomorfismos de

VSGn no grupo simétrico Sm e daremos as apresentações de seus núcleos utilizando o

método de Reidemeister-Schreier descrito em [18].



Capı́tulo 1

Preliminares

Antes de começarmos o estudo dos grupos de tranças, falaremos de conceitos

importantes que serão utilizados ao longo dos capı́tulos. O primeiro deles é o comu-

tador. Dados um grupo G e x, y em G, o comutador de x e y é o elemento [x, y] de

G cuja definição é dada por [x, y] = x−1y−1xy, de forma que por convenção [x1] = x1

e [x1, . . . , xn] = [[x1, . . . , xn−1], xn], para todos x1, . . . , xn ∈ G e n ≥ 2. Agora, dados x e

y elementos de G, o conjugado de x por y é o elemento xy = y−1xy. Assim, podemos

escrever [x, y] = x−1xy.

Uma série central inferior de um grupo é definida como

Γ1(G) = G

Γ2(G) = [G,G]

Γ3(G) = [Γ2(G),G]
...

Γn(G) = [Γn−1(G),G]

Chamamos o segundo elemento da série de subgrupo comutador. O próximo lema vai

nos dar ferramentas importantes de comutadores que serão usadas a seguir.

Lema 1.1. Sejam G um grupo e x, y e z elementos de G. As seguintes identidades de comutadores

valem:

(i) [x, y] = [y, x]−1;

(ii) [xy, z] = [x, z]y[y, z];

(iii) [x, yz] = [x, z][x, y]z;

(iv) [x−1, y] = [y, x]x−1
.

3
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Demonstração. Para o item (i) temos que

[x, y] = x−1y−1xy

= (yx)−1xy

= (yx)−1(y−1x−1)−1

= (y−1x−1yx)−1

= [y, x]−1.

As demonstrações dos itens (ii) e (iii) são análogas e portanto faremos apenas para o

item (iii). Daı́, segue que

[xy, z] = (xy)−1z−1xyz

= y−1x−1z−1xyz

= y−1x−1z−1xzz−1yz

= y−1x−1z−1xzyy−1z−1yz

= [x, z]y[y, z].

Por fim, para o item (iv) temos que

[x−1, y] = xy−1x−1y

= xy−1x−1yxx−1

= (y−1x−1yx)x−1

= [y, x]x−1
.

□

Ainda sobre comutadores, temos o abelianizado de um grupo G que nada mais

é que o quociente dele pelo subgrupo comutador, ou seja, G
Γ2(G) . Dizemos que um grupo

G é perfeito se G é igual ao seu subgrupo comutador, ou seja, G = Γ2(G), e chamamos

um subgrupo de G de centro, aqui denotaremos por Z(G), se ele for da forma

Z(G) = {s ∈ G | [s, g] = 1 para todo g ∈ G}.

Proposição 1.2. Seja N subgrupo de G. Então as seguintes afirmações são equivalentes:

(i) gN = Ng , para todo g pertencente a G;

(ii) gNg−1 = N, para todo g pertencente a G;

(iii) gNg−1
⊂ N, para todo g pertencente a G;

(iv) G/N = {gN | g ∈ G} é grupo com a operação induzida de G.
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Dizemos que N é subgrupo normal de G se respeita qualquer item da proposição

anterior, aqui será denotado por N ⊴ G.

Definição 1.3. Seja G um grupo e X um subgrupo de G. Definimos o fecho normal de

X em G como a interseção de todo subgrupo normal N de G que contém X,

⟨X⟩G = ⟨g−1xg | x ∈ X, g ∈ G⟩

isto é, o menor subgrupo normal de G que contém X.

Um grupo G é dito abeliano se para todo par de elementos tomados em G, eles

comutam. E chamado de cı́clico se puder ser gerado por um único elemento.

O grupo simétrico de grau n, com n ∈ N, é definido como sendo o grupo das

simetrias de n elementos Sym({1, 2, · · · ,n}) e aqui será denotado por Sn.

Além de utilizarmos muito o grupo Sn ao decorrer do trabalho, será necessário

também definirmos um de seus subgrupos. Seja α um homomorfismo tal que α : Sn →

{−1, 1}, o núcleo de α tem ordem n!
2 , será denotado por An e o chamaremos de grupo

alternado de grau n. Relembremos a definição de grupo simples: Dado G um grupo,

ele é dito simples se seus únicos subgrupos normais são o trivial e o próprio G. Do

Teorema 3.11 de [20], temos que para n ≥ 5, o grupo alternado An é simples e disso

podemos construir os seguintes lemas:

Lema 1.4. Seja n ≥ 5. Temos que An é perfeito.

Demonstração. Como An é simples para n ≥ 5, temos apenas duas opções para o sub-

grupo comutador Γ2(An): o próprio An ou o subgrupo trivial. Se Γ2(An) for o trivial,

então o abelianizado An/Γ2(An) seria o próprio An, mas ele não é abeliano. Portanto,

nos resta apenas a possibilidade de Γ2(An) = An fazendo com que An seja perfeito para

n ≥ 5. □

Lema 1.5. Seja n ≥ 5. Os únicos subgrupos normais de Sn são o trivial, An e Sn.

Antes de provarmos esse lema, provaremos a afirmação de que Z(Sn) é trivial.

Vamos supor que existe um elemento não trivial g no centro de Sn, ou seja, g não é o

elemento neutro e comuta com todos os elementos do grupo.

Como g é não trivial, logo existem i e j em {1, 2, 3, . . . ,n} com i , j, tal que

g(i) = j.

Agora vamos considerar uma permutação h em Sn que não é igual a g. Seja

n ≥ 3 , então existe k em {1, 2, 3, . . . ,n} com k , i , j tal que h(i) = k. Portanto

hg(i) = h( j) = j
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gh(i) = g(k) , j,

já que g é bijetiva. Logo hg , gh, o que contradiz g ∈ Z(Sn). Concluı́mos que não pode

existir um elemento não trivial g no centro de Sn. Portanto, o centro de Sn é trivial,

contendo apenas o elemento neutro. Vamos então a demonstração do Lema 1.5.

Demonstração. Suponha que existe outro subgrupo normal não trivial N de Sn além de

An. Como An tem ı́ndice 2 em Sn, os únicos subgrupos de Sn que contêm An são An e Sn.

Note que a interseção de N com An é subgrupo normal de An. Como An é simples esta

interseção só pode ser trivial ou o próprio An. Mas N não contém An, logo a interseção

de N com An só pode ser trivial. Temos então que NAn é um subgrupo de Sn que contém

An e sua ordem será |N||An| = |N|n!
2 . Daı́ segue que a ordem de N pode ser no máximo

2, caso contrário, não seria subgrupo de SN. Como supomos N não trivial, então nos

resta que |N| = 2 e Sn � An ×N. Vamos lembrar que N é normal, então para todo s em

Sn temos Ns = sN. Dado x ∈ N não trivial temos a igualdade xs = sx e que x pertence

ao centro de Sn, o que contradiz o fato de que para n ≥ 5, o centro de Sn é trivial. □

Lema 1.6. Seja n ≥ 5. Então Γ2(Sn) = An.

Demonstração. Do Lema 1.5 temos três possibilidades para o Γ2(Sn), com n ≥ 5: O

trivial, Sn e An. Se Γ2(Sn) fosse trivial, ao tomarmos o abelianizado de Sn terı́amos

Sn/Γ2(Sn) = Sn, mas Sn não é abeliano. Caso Γ2(Sn) = Sn terı́amos que o abelianizado de

Sn seria trivial, mas isso não faz sentido já que existem elementos que comutam em Sn.

Então nos resta que Γ2(Sn) = An. □

Outro conceito interessante é o de produto semidireto. Sejam G um grupo,

H ≤ G e N ⊴ G. O grupo G é chamado de produto semidireto de N por H, aqui

denotaremos por N ⋊ H, se a interseção de N e H for trivial e G = NH. Dizemos que

uma sequência de grupos e homomorfismos

1→ H
f
→ G

g
→ K→ 1,

é uma sequência exata curta se f for sobrejetor, g injetor e Im( f ) = Ker(g). Dizemos

que tal sequência cinde, se existir um homomorfismo ι : K→ G satisfazendo g(ι(k)) = k

para todo k ∈ K. Esse homomorfismo ι é chamado de seção. Além disso, vale a seguinte

proposição:

Proposição 1.7. Sejam H, G e K grupos. Se existe uma sequência exata curta

1→ H
f
→ G

g
→ K→ 1,

que cinde, então G é isomorfo a um produto semidireto de H por K.

Demonstração. Esta prova e mais detalhes podem ser encontrados na demonstração do

Corolário 4.38 em [10]. □
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1.1 Apresentação de grupos

Nesta seção vamos definir o conceito de apresentação de grupos que usaremos

no decorrer de todo trabalho.

Definição 1.8. Dizemos que o grupo G tem apresentação ⟨X|R⟩ se G � F(X)/⟨R⟩⟨F(X)⟩.

Tomaremos Sn como exemplo e explicitaremos uma de suas apresentações que

será usada ao longo do trabalho. Dados X = {υ1, . . . , υn−1} os geradores e R = {R1,R2,R3}

as seguintes relações:

R1 : υiυi+1υi = υi+1υiυi+1 com i = 1, 2, . . . ,n − 2;

R2 : υiυ j = υ jυi com |i − j| ≥ 2;

R3 : υ2
i = 1 com i = 1, 2, . . . ,n − 1.

Então, uma apresentação de Sn é:

Sn = ⟨υ1, . . . , υn−1 |R1,R2,R3⟩.

Teorema 1.9 (Teorema de von Dyck). Seja H um grupo, f : X→ H uma função qualquer e

G = ⟨X|R⟩. Então, se φ : F(X) → H é o homomorfismo induzido por f em F(X) e R ⊂ ker(φ)

entãoo existe um homomorfismo ψ : G→ H tal que ψ|X = f .

1.2 Grupos livres e produtos livres

Seja X um conjunto não-vazio. Vamos definir o conceito de palavra em X.

Definição 1.10. Uma palavra em X é uma função cujo domı́nio é In = {1, . . . ,n}, para

algum n ∈ N e contradomı́nio X × Z. Se w é uma palavra em X e w(i) = (xi, bi) para

i ∈ {1, . . . ,n}, então denotaremos esta palavra por xb1
1 xb2

2 . . . x
bn
n .

Quando em uma palavra xb1
1 xb2

2 . . . x
bn
n , vale que xi = xi+1 para algum i ∈ In−1,

dizemos que a substituição de xbi
i xbi+1

i+1 por xbi+bi+1
i é uma contração. Se não for possı́vel

realizar uma contração em uma palavra, dizemos que ela é uma palavra reduzida.

O conjunto de palavras reduzidas de X, que aqui denotaremos por F, é um

grupo livre gerado por X, com a operação produto w1.w2 definida da seguinte forma:

Sejam w1 : Ir → X ×Z e w2 : Is → X ×Z duas palavras reduzidas em X e seja a palavra

w′ definida da seguinte maneira:

w′ : Ir+s → X ×Z

i 7→

 w1(i), se i ≤ r

w2(i − r), se i ≥ r



8 Capı́tulo 1. Preliminares

Se w é a palavra reduzida obtida a partir das contrações de w′, então temos

w1.w2 = w.

Sejam os grupos G = ⟨X | R⟩ e H = ⟨Y | S⟩ tais que X e Y são disjuntos.

Chamamos de produto livre entre G e H, aqui denotado por G ∗H, o grupo da forma:

G ∗H = ⟨X ∪ Y | R ∪ S⟩.

Lema 1.11. Sejam G e H dois grupos. Se G ∗H é o produto livre, então Z(G ∗H) é trivial.

Demonstração. Sejam G e H dois grupos não triviais e w ∈ Z(G∗H). Tome w = w1 . . .w2gr,

com gr sendo uma palavra reduzida de G. Agora tomemos h ∈ G ∗ H, então hw =

hw1 . . .w2gr e wh = w1 . . .w2grh. Mas hw1 . . .w2gr , w1 . . .w2grh, já que gr e h não

possuem relações entre si por estarem em grupos diferentes de um produto livre e

portando não poderão fazer contração. Logo hw , wh e w não pertence a Z(G ∗ H).

Como w é arbitrário, então nos resta somente o elemento trivial no centro de (G ∗H) ou

seja, Z(G ∗H) é trivial. □

Agora suponha que temos um único grupo G com dois subgrupos isomorfos

A,B em G, onde ρ : A→ B é um isomorfismo. Considere t < G e ⟨ t ⟩ o grupo cı́clico de

ordem infinita, uma extensão HNN de G em relação a A,B e ρ, denotada por

⟨G, t | t−1at = ρ(a), a ∈ A⟩

é o grupo quociente do produto livre G ∗ ⟨ t ⟩ pelo fecho normal do conjunto

{t−1atρ(a)−1
| a ∈ A}.



Capı́tulo 2

Teoria de Tranças Virtuais

Antes de falarmos sobre os grupos de tranças virtuais, iremos relembrar alguns

conceitos a respeito da teoria de tranças clássicas que serão importantes para melhor

compreensão do presente capı́tulo. Além disso, determinaremos as notações que serão

utilizadas no decorrer do presente trabalho. As principais referências utilizadas são

[2], [14] e [6].

2.1 Grupos de Tranças Clássicas

Nessa seção vamos introduzir o conceito de grupos de tranças de Artin, também

conhecido com grupos de tranças clássicas Bn [2].

Definição 2.1. Um grupo de tranças de n cordas, o qual denotaremos por Bn, é um

grupo gerado por σ1, σ2, . . . , σn−1 que respeitam as seguintes relações:

R1 : σiσ j = σ jσi, para | j − i| ≥ 2.

R2 : σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, para i = 1, 2, . . . ,n − 2.

Além disso, uma apresentação para Bn é

Bn = ⟨σ1, . . . , σn−1 | R1,R2⟩.

Geometricamente os cruzamentos clássicos são vistos como na Figura 2.1.

Existe um homomorfismo de Bn sobre o grupo simétrico Sn, de forma que este

homomorfismo leva σi para a transposição (i, i + 1), com i = 1, 2, . . . ,n − 1. O núcleo

desse homomorfismo é chamado de grupo de tranças puras e denotado por Pn. O

grupo Pn é gerado por ai, j com 1 ≤ i < j ≤ n. Esses geradores podem ser expressos

pelos geradores de Bn de forma que

ai, j = σ j−1σ j−2 . . . σi+1σ
2
i σ
−1
i+1 . . . σ

−1
j−2σ

−1
j−1, para 1 ≤ i < j ≤ n.

9
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Figura 2.1: Cruzamentos clássicos σi e σ−1
i , para i = 1, . . . ,n − 1.

O subgrupo Pn é normal em Bn, e o quociente Bn/Pn é o grupo simétrico Sn.

Proposição 2.2. Seja n ≥ 3. Então o grupo Γ2(Bn) = Γ3(Bn).

Demonstração. Considere a seguinte sequência exata curta:

1→
Γ2(Bn)
Γ3(Bn)

h
→

Bn

Γ3(Bn)
p
→

Bn

Γ2(Bn)
→ 1.

Como todos os σi de Bn
Γ3(Bn) se projetam no mesmo elemento do abelianizado de Bn, para

cada 1 ≤ i ≤ n − 1, existe ti em Γ2(Bn)
Γ3(Bn) , onde t1 = 1 tal que σi = tiσ1. Ao tomarmos a

segunda relação de Bn vemos que tiσ1ti+1σ1tiσ1 = ti+1σ1tiσ1ti+1σ1. Mas os ti são centrais

em Bn
Γ3(Bn) , então

tiσ1ti+1σ1tiσ1 = ti+1σ1tiσ1ti+1σ1

σ1σ1σ1titi+1ti = σ1σ1σ1ti+1titi+1

titi+1ti = ti+1titi+1

ti = ti+1.

Ou seja, t1 = t2 = · · · = tn−1 = 1. Segue que, por σi = tiσ1 obtemos σi = σ1. Então o

homomorfismo sobrejetor p é um isomorfismo, fazendo com que ker(p) = Im(h) = 1 e

por consequência Γ2(Bn) = Γ3(Bn). □

Ao falarmos de grupo perfeito nas preliminares, tı́nhamos a intenção de ana-

lisar se os grupos de tranças definidos ao longo do trabalho seriam perfeitos. Neste

sentido, temos a proposição a seguir válida para Bn.

Proposição 2.3. Seja Bn, com n ≥ 5. Então o grupo Γ2(Bn) é perfeito.
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Demonstração. Seja Bn com n ≥ 5. Note que podemos reescrever σ3σ−1
1 de forma que

σ3σ
−1
1 = σ−1

2 σ2σ3σ
−1
1

= σ−1
2 σ2σ3σ

−1
1

= σ−1
2 σ

−1
3 σ3σ2σ3σ

−1
1

= σ−1
2 σ

−1
3 σ2σ3σ2σ

−1
1

= σ−1
2 σ

−1
3 σ2σ

−1
1 σ1σ3σ2σ

−1
1

= σ−1
2 σ

−1
3 σ2σ

−1
1 σ3σ1σ2σ

−1
1

= σ−1
2 σ

−1
3 σ2σ

−1
1 σ3σ

−1
2 σ1σ2

= σ−1
2 σ

−1
1 σ1σ

−1
3 σ2σ

−1
1 σ3σ

−1
1 σ1σ

−1
2 σ1σ2

= (σ1σ2)−1(σ3σ
−1
1 )−1(σ1σ

−1
2 )−1σ3σ

−1
1 σ1σ

−1
2 (σ1σ2)

= (σ1σ2)−1[σ3σ
−1
1 , σ1σ

−1
2 ](σ1σ2).

Com isso, se tomarmos σ3σ−1
1 = g1 e σ1σ−1

2 = g2, percebemos que g1, g2 ∈ Γ2(Bn) e que

g1 ∈ [Γ2(Bn),Γ2(Bn)]. Tomemos agora o subgrupo normal N = ⟨g1⟩ de Bn, temos que N

também está contido em [Γ2(Bn),Γ2(Bn)].

Para n ≥ 5, segue das relações de Bn que N = ⟨g1⟩ contém todo o Γ2(Bn). De

fato, a apresentação de Γ2(Bn)
N envolve os geradores σ1, . . . , σn−1, as relações R1, R2 de Bn

e a adicional σ3σ−1
1 = 1. Vamos analisar como seria essa apresentação. Tomando R1

temos que σ3σ4 = σ4σ3 o que implica que de R2 temos

σ3σ4σ3 = σ4σ3σ4

σ4σ3σ3 = σ4σ4σ3

σ3 = σ4.

De forma análoga e recursiva, basta repetirmos o mesmo processo para os outros

geradores de Bn, daı́ vamos ter que σ1 = σ2 = · · · = σn−1. Com isso as relações R1 e R2

serão descartadas, Bn
N terá apenas um gerador e será um grupo livre. Portanto Bn

N � Z,

mas como Γ2(Bn) é o menor subgrupo que abelianiza Bn, logo N contém Γ2(Bn). Então

temos a seguinte sequência de inclusões

Γ2(Bn) ⊆ N ⊆ [Γ2(Bn),Γ2(Bn)].

Segue que Γ2(Bn) ⊆ [Γ2(Bn),Γ2(Bn)]. Como [Γ2(Bn),Γ2(Bn)] ⊆ Γ2(Bn) por definição de

série central inferior, logo Γ2(Bn) = [Γ2(Bn),Γ2(Bn)] e Γ2(Bn) é perfeito. □
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2.2 Grupo de Tranças Virtuais

O grupo de tranças virtuais, o qual denotaremos por VBn, tem uma apresentação

dada por

VBn = ⟨σ1, . . . , σn−1, υ1, . . . , υn−1 | R1,R2,R3,R4,R5,R6,R7⟩.

Onde os Rk, com k = 1, . . . , 7, são as relações tais que

R1 : σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 com i = 1, 2, . . . ,n − 2;

R2 : σiσ j = σ jσi com |i − j| ≥ 2;

R3 : υiυi+1υi = υi+1υiυi+1 com i = 1, 2, . . . ,n − 2;

R4 : υiυ j = υ jυi com |i − j| ≥ 2

R5 : υ2
i com i = 1, 2, . . . ,n − 1;

R6 : υiυi+1σi = σi+1υiυi+1 com i = 1, 2, . . . ,n − 2;

R7 : σiυ j = υ jσi com |i − j| ≥ 2.

Geometricamente o cruzamento virtual é visto como na Figura 2.2.

Figura 2.2: Cruzamento virtual υi, para i = 1, . . . ,n − 1

2.3 Tranças Virtuais e suas permutações

A partir das apresentações de VBn e Sn, podemos ver dois epimorfismos de

VBn em Sn. De forma que o primeiro, o qual chamaremos de πP, e o segundo, aqui

chamado de πB, estão definidos por

πP(σi) = πP(υi) = si,

πB(σi) = 1, πB(υi) = si,

para todo 1 ≤ i ≤ n − 1. Ao analisarmos os núcleos de tais aplicações vemos que o

ker(πP) é o grupo das tranças virtuais puras VPn. Uma apresentação desse subgrupo

foi dada por Bardakov [4]. Já o ker(πB), será denotado por KBn.

Antes de falarmos sobre a próxima proposição, relembrando o conceito de

seção e adaptando para nosso caso, definiremos ι : Sn → VBn, de forma que ι(si) = υi

para todo i maior ou igual que 1 e a partir destes conceitos, temos como resultado a

Proposição 2.4.
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Proposição 2.4. Seja 1 ≤ i ≤ n − 1, existem decomposições de VBn em produtos semi-diretos.

1. VBn = VPn ⋊ Sn

2. VBn = KBn ⋊ Sn

Demonstração. Como tanto VPn, quanto KBn são núcleos, conseguimos escrever duas

sequências exatas curtas

1→ VPn → VBn
πP
→ Sn → 1 e 1→ KBn → VBn

πB
→ Sn → 1

Note que ι é claramente uma seção, tanto de πP e πB e injetiva, já que πP(ι(si)) = si

e πB(ι(si)) = si, podemos escrever VBn como produto semidireto de forma que VBn =

VPn ⋊ Sn e VBn = KBn ⋊ Sn. □

Proposição 2.5. Seja VBn, com n ≥ 5. Então o grupo Γ2(VBn) é perfeito.

Demonstração. Vamos considerar um comutador [a, b] ∈ Γ2(VBn), para provar nossa

afirmação precisaremos mostrar que [a, b] também pertence a [Γ2(VBn),Γ2(VBn)]. Como

VBn é gerado por cópias de Bn e Sn, logo podemos encarar VBn = ⟨Bn,Sn⟩. Reescrevere-

mos [a, b] como produto de comutadores utilizando a igualdade no parágrafo anterior

e as identidades de comutadores dadas no Lema 1.1. Este produto de comutadores

será da forma

[x, y]k, onde x, y ∈ {σi, υi | 1 ≤ i < j ≤ n − 1 e k ∈ VBn},

ou seja, [σi, σ j]α, [υi, υ j]β, [σi, υ j]λ, com k = α, β, λ ∈ VBn. Observe que Γ2(Bn) é per-

feito pela Proposição 2.3 e que Γ2(Sn) também é, já que pelos Lemas 1.4 e 1.6 temos que

Γ2(Sn) = An e que An é perfeito, então [σi, υ j] ∈ [Γ2(Bn),Γ2(Bn)]. Do mesmo modo [υi, υ j] ∈

[Γ2(Sn),Γ2(Sn)], com isso [σi, σ j]α e [υi, υ j]β pertencem a [Γ2(VBn),Γ2(VBn)]. Portanto pro-

varemos apenas que os comutadores do tipo [σi, υ j] pertencem a [Γ2(VBn),Γ2(VBn)].

Se considerarmos [σi, υ j] quando |i − j| > 1 , então [σi, υ j] = 1, já que eles

comutam. Porém, quando |i − j| ≤ 1, existe um par de ı́ndices m, l com 1 ≤ m, l ≤ n − 1

e |m − l| > 1 e dois elementos ci,m e d j,l onde ci,m ∈ Γ2(Bn) e d j,l ∈ Γ2(Sn) de forma que

σi = ci,mσm e υ j = d j,lυl. Daı́

[σi, υ j] = [ci,mσm, d j,lυl].

Utilizando as identidades dos comutadores podemos escrever que

[ci,mσm, d j,lυl] = [ci,mσm, υl][ci,mσm, d j,l]υl

= [ci,m, υl]σm[σm, υl]([ci,m, d j,l]σm[σm, d j,l])υl

= [ci,m, υl]σm[ci,m, d j,l]σmυl[σm, d j,l]υl .
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Analisando o resultado, é claro que [ci,m, d j,l] ∈ [Γ2(VBn),Γ2(VBn)] e portanto, [ci,m, d j,l]σmτl

também pertence a [Γ2(VBn),Γ2(VBn)].

Consideremos agora o comutador [ci,m, υl]σm que pode ser reescrito como,

[ci,m, υl]σm = σ−1
m c−1

i,mυ
−1
l ci,mυlσm = σ

−1
m c−1

i,mυlci,mυlσm = (c−1
i,mcυl

i,m)σm ,

como ci,m está em Γ2(Bn) que é perfeito, então ci,m está em [Γ2(Bn),Γ2(Bn)] e, portanto,

[ci,m, υl]σm ∈ [Γ2(VBn),Γ2(VBn)]. Agora vamos observar o comutador [σk, d j,l] que pode

ser reescrito como,

[σm, d j,l]υl = υ−1
l σ

−1
m d−1

j,l σmd j,lυl = ((d−1
j,l )σmd j,l)υl ,

analogamente como d j,l está em Γ2(Sn) que é perfeito, então d j,l também está em

[Γ2(Sn),Γ2(Sn)] e, portanto, [σm, d j,l]υl ∈ [Γ2(VBn),Γ2(VBn)] fazendo com que Γ2(VBn)

seja perfeito para n ≥ 5. □

Dado um grupo G, um automorfismo de G é um isomorfismo α : G → G.

O conjunto dos automorfismos de G será denotado por Aut(G). É fácil verificar que

a composição de dois automorfismos de G é um automorfismo de G e que Aut(G)

é um grupo, com operação de composição. Para os próximos passos definamos os

automorfismos ς1, ς2:VBn → VBn de forma que

ς1(σi) = υiσiυi ς1(υi) = υi ς2(σi) = σi
−1 ς2(υi) = υi

e ν6 o homomorfismo de S6 em S6 por

ν6(1) = (1) ν6(s1) = (12)(34)(56) ν6(s2) = (23)(15)(46)

ν6(s3) = (13)(24)(56) ν6(s4) = (12)(35)(46) ν6(s5) = (23)(14)(56)

Além disso, precisaremos da definição e proposição a seguir.

Definição 2.6. Sejam G e H dois grupos e ψ um homomorfismo de G em H. Dizemos

que ψ é abeliano, se sua imagem é um subgrupo abeliano de H.

Proposição 2.7. Seja n,m ∈ N tal que n ≥ 5,m ≥ 2 e n ≥ m e seja φ : Sn → Sm um

homomorfismo. Então, a menos de conjugação, temos uma das seguintes possibilidades.

1. φ é abeliano,

2. n = m e φ = Id,

3. n = m = 6 e φ = ν6.
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Essa proposição é um resultado conhecido e foi utilizado em [8] para poder demonstrar

o Teorema 2.8. Agora que temos o necessário, definiremos e analisaremos os possı́veis

automorfismos de VBn a Sm, Sn a VBm e VBn a VBm.

Teorema 2.8. Sejam n,m ∈ N tais que n ≥ 5,m ≥ 2 e n ≥ m e seja ψ : VBn → Sm um

homomorfismo. Então, a menos de conjugação, temos uma das seguintes possibilidades.

1. ψ é abeliano,

2. n = m e ψ ∈ {πB, πP},

3. n = m = 6 e ψ ∈ {ν6 ◦ πB, ν6 ◦ πP}.

Demonstração. Note queφ = ψ◦ι : Sn 7→ Sm é homomorfismo, portanto, pela Proposição

2.7 temos que três possibilidades.

1) Suponha que ψ ◦ ι seja abeliano. Logo existe uma imagem ω1 ∈ Sm tal que

ω1 = (ψ ◦ ι)(si) = ψ(υ1)

para todo i no conjunto I = {1, . . . ,n−1}. Seja si
2 = 1, nós temosωi

2 = 1. Tomemos

agora ω2 = ψ(σ1). Pela relação υiυi+1σi = σi+1υiυi+1 segue então que

ψ(σi) = ωi
2ψ(σi) = ψ(σi+1)ω1

2

para todo i em {1, . . . ,n − 2}, como ψ(σi) = ω2 para todo i em I podemos concluir

pela relação υ1σ3 = σ3υ1 que

ψ(υ1σ3) = ψ(σ3υ1)

ψ(υ1)ψ(σ3) = ψ(σ3)ψ(υ1)

ω1ω2 = ω2ω1.

Portanto ψ é abeliano.

2) Suponha que n = m e ψ ◦ ι = Id, então ψ(υi) = si para todo i = 1, . . . ,n − 1. Da

relação σ1υi = υiσ1, segue que

σ1 = υiσ1υ
−1
i

ψ(σ1) = ψ(υiσ1υ
−1
i )

ψ(σ1) = siψ(σ1)s−1
i ,

ou seja,ψ(σ1) está no centralizador de si que é ⟨s1⟩ = {1, s1}. Daı́ temos duas opções

para ψ(σ1):
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– Para ψ(σ1) = 1, então ψ(σi) = 1. Provando tal afirmação temos que pela

relação σiσi+1σi = σi+1σiσi+1 temos que

σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2

ψ(σ1)ψ(σ2)ψ(σ1) = ψ(σ2)ψ(σ1)ψ(σ2)

1ψ(σ2)1 = ψ(σ2)1ψ(σ2)

ψ(σ2)ψ(σ2)−1 = ψ(σ2)

ψ(σ2) = 1.

Vamos supor que ψ(σk) = 1 então

σkσk+1σk = σk+1σkσk+1

ψ(σk)ψ(σk+1)ψ(σk) = ψ(σk+1)ψ(σk)ψ(σk+1)

1ψ(σk+1)1 = ψ(σk+1)1ψ(σk+1)

ψ(σk+1)ψ(σk+1)−1 = ψ(σk+1)

ψ(σk+1) = 1.

Portanto ψ(σ1) = ψ(σi) = 1 e ψ = πB.

– Para ψ(σ1) = s1 faremos a prova por indução de que ψ(σi) = s1. É verdade

por hipótese que para i = 1 é verdade. Suponhamos agora que para i ≥ 2 e

ψ(σi−1) = si−1. Então pela relação υi−1υiσi−1 = σiυi−1υi temos que

σi = υi−1υiσi−1υ
−1
i υ

−1
i−1

ψ(σi) = ψ(υi−1)ψ(υi)ψ(σi−1)ψ(υi)ψ(υi−1)

ψ(σi) = si−1sisi−1sisi−1

ψ(σi) = si−1si−1sisi−1si−1

ψ(σi) = si.

Logo ψ(υi) = ψ(σi) = si, ou seja, ψ = πP.

3) Por fim, vamos supor que n = m = 6 e ψ ◦ ι = ν6. Então ν−1
6 ◦ ψ ◦ ι = Id e

pela suposição anterior, temos que ν−1
6 ◦ ψ = πB ou ν−1

6 ◦ ψ = πP. Daı́ segue que

ψ = ν6 ◦ πB ou ψ = ν6 ◦ πP.

□

Teorema 2.9. Seja n,m ∈ N tal que n ≥ 5,m ≥ 2 e n ≥ m e seja φ : Sn → VBm um

homomorfismo. Então, a menos de conjugação, temos uma das seguintes possibilidades:

1. φ é abeliano,
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2. n = m e φ = ι,

3. n = m = 6 e φ = ι ◦ ν6.

Teorema 2.10. Seja n,m ∈ N tal que n ≥ 5,m ≥ 2 e n ≥ m e seja ψ : VBn → VBm um

homomorfismo. Então, a menos de conjugação, uma das seguintes possibilidades é válida.

1. ψ é abeliano,

2. n = m e ψ ∈ {ι ◦ πB, ι ◦ πP},

3. n = m = 6 e ψ ∈ {ι ◦ ν6 ◦ πB, ι ◦ ν6 ◦ πP},

4. n = m e ψ ∈ {id, ς1, ς2, ς1 ◦ ς2} = ⟨ς1, ς2⟩.

As provas dos Teoremas 2.9 e 2.10 podem ser encontrados em [8].

Um grupo G é dito Hopfiano sempre que dado um homomorfismo sobrejetivo

ψ : G → G, ele também seja injetivo, isto é, para cada N ⊴ G se G/N � G, então

N = {1}. Um exemplo de grupo Hopfiano é o Q, já que dada ψ : Q → Q definida

por ψ(x) = ax, a ∈ Q, é claramente um homomorfismo sobrejetivo, o que implica

a , 0 e que ψ também é injetivo. Já um grupo é dito co-Hopfiano sempre que dado

um homomorfismo injetivo ψ : G → G, ele também seja sobrejetivo. Pelos teoremas

anteriores, chegamos ao corolário a seguir.

Corolário 2.11. Seja n ∈N,n ≥ 5. Então VBn é Hopfiano e co-Hopfiano.

Demonstração. Pelo Teorema 2.10 temos que, a menos de conjugação, os únicos homo-

morfismos sobrejetivos de VBn em VBn são os elementos de {id, ς1, ς2, ς1 ◦ ς2}, os quais

são todos automorfismos, portanto VBn é Hopfiano e pelo mesmo argumento VBn é

co-Hopfiano. □

Seja G um grupo e Ig : G → G. Se Ig é um automorfismo de G definido por

Ig(x) = gxg−1, dizemos que ele é automorfismo interno associado ao elemento g ∈ G. O

conjunto dos automorfismos internos de G será denotado por Inn(G). Note que Inn(G) é

um subgrupo normal de Aut(G). O grupo quociente Aut(G)/Inn(G) é também chamado

de grupo dos automorfismos externos de G e será denotado por Out(G).

Corolário 2.12. Seja n ∈ N,n ≥ 5. Então Out(VBn) é isomorfo a Z2 × Z2, e é gerado pelas

classes de ς1 e ς2.

Demonstração. Segue do Teorema 2.10 que Out(VBn) é gerado pelas classes de ς1 e ς2.

Também sabemos que esses dois automorfismos são de ordem dois e comutam. Assim,

basta mostrarmos que nenhum dos elementos ς1, ς2, ς1 ◦ς2 é um automorfismo interno.
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Pelo Lema 2.6. de [8], temos que ς1 não é um automorfismo interno de VBn.

Para analisarmos ς2, tomemos uma apresentação do abelianizado de VBn é dada por

VBn

Γ2(VBn)
= ⟨σ1, υ1 | υ

2
1 = 1 e σ1υ1 = υ1σ1⟩.

Analisando essa apresentação temos que VBn
Γ2(VBn) é isomorfo aZ×Z2, onde a cópia deZ

é gerada pela classe de σ1 e a cópia deZ2 é gerada pela classe de υ1. Como ς2(σ1) = σ−1
i ,

logo ς2 não é a identidade no abelianizado de VBn , portanto ς2 não é um automorfismo

interno. A transformação ς1 ◦ ς2 também não é um automorfismo interno pela mesma

argumentação usada para ς2. □



Capı́tulo 3

Grupos de Tranças Virtuais Singulares

O grupo de tranças singulares com n cordas, denotado por SGn, é o grupo

gerado pelos cruzamentos clássicos(σi) e singulares(τi) apresentados geometricamente

nas Figuras 2.1 e 3.1 respectivamente.

Figura 3.1: Cruzamentos singulares τ1 e τ−1
i , para i = 1, . . . ,n − 1

Uma apresentação de SGn é dada da seguinte maneira:

SGn = ⟨σ1, . . . , σn−1, τ1, . . . , τn−1 | R1,R2,R3,R4,R5⟩

onde os Rk, com k = 1, . . . , 5, são as relações tais que

R1 : τiτ j = τ jτi com |i − j| ≥ 2;

R2 : τiσ j = σ jτi com |i − j| ≥ 2;

R3 : τiσi = σiτi com i = 1, 2, . . . ,n − 1;

R4 : σiσi+1τi = τi+1σiσi+1 com i = 1, 2, . . . ,n − 2;

R5 : σi+1σiτi+1 = τiσi+1σi com i = 1, 2, . . . ,n − 2.

De acordo com a Definição 3 de [12], um elemento em VSGn é chamado de

trança singular virtual estendida ou simplesmente uma trança singular virtual. Como

as tranças virtuais singulares são uma generalização das tranças clássicas, além dos

cruzamentos comuns, elas possuem cruzamentos virtuais e singulares. A operação de

duas tranças singulares α e β com n cordas é realizada por concatenação vertical. A

trança resultante αβ, é formada colocando α no topo de β e conectando as extremidades
19
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inferiores de α aos pontos finais superiores de β. Além dos movimentos clássicos de

Reidemeister, agora também temos um movimento estendido, conforme mostrado na

Figura 3.2.

Figura 3.2: Movimentos clássicos e estendidos de Reidemeister

Definição 3.1. O Grupo de Tranças Virtuais Singulares, aqui denotado por VSGn,

possui a seguinte apresentação:

VSGn = ⟨σ1, . . . , σn−1, τ1, . . . , τn−1, υ1, . . . , υn−1 | P1,P2,P3⟩.

Onde P1 é o pacote que contém relações R1 e R2 formadas por dois geradores,

onde i = 1, 2, . . . ,n − 1 e

R1 : υ2
i = 1

R2 : σiτi = τiσi

Já o P2 é formado por relações R3,R4,R5,R6 e R7 com três geradores onde |i − j| = 1.

R3 : σiσ jσi = σ jσiσ j

R4 : υiυ jυi = υ jυiυ j

R5 : υiσ jυi = υ jσiυ j

R6 : υiτ jυi = υ jτiυ j

R7 : σiσ jτi = τ jσiσ j

E por fim, o P3 que é o pacote das relações comutativas com |i− j| ≥ 2 e gih j = h jgi, onde

gi, hi ∈ {σi, τi, υi}.

Note que facilmente conseguimos construir a apresentação de Bn,VBn e SGn a

partir de VSGn. Além disso, por [12] e [14] podemos concluir que eles estão contidos

em VSGn. Além disso estudaremos VSGn com n ≥ 2, já que para o caso n = 1, VSG1 é

trivial.

Todas as relações de VSGn podem ser geometricamente representadas como

nas imagens a seguir.

Figura 3.3: υ2
i = 1
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Figura 3.4: σiτi = τiσi

Figura 3.5: σiσ jσi = σ jσiσ j

Figura 3.6: υiυ jυi = υ jυiυ j

Figura 3.7: υiσ jυi = υ jσiυ j

Figura 3.8: υiτ jυi = υ jτiυ j

Figura 3.9: σiσ jτi = τ jσiσ j
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Figura 3.10: P3 representado geometricamente, onde o espaço em branco pode ser

qualquer um dos cruzamentos.

3.1 Algumas Propriedades

O grupo de tranças virtuais singulares VSGn possui algumas propriedades, as

quais veremos a seguir.

Proposição 3.2. Seja VSGn o grupo de tranças virtuais singulares com n = 2. Então VSG2 é

isomorfo a (Z ⊕Z) ∗Z2.

Demonstração. Dada a apresentação dada na Definição 3.1 temos que

VSG2 = ⟨σ1, τ1, υ1 | P1⟩.

Onde P1 é o pacote que contém relações R1 e R2 formadas por dois geradores,

onde i = 1 e

R1 : υ2
1 = 1

R2 : σ1τ1 = τ1σ1

Note que P2 e P3 não se configuram, já que necessitarı́amos que os ı́ndices dos

geradores respeitassem a distância |i − j| ≥ 1 e |i − j| ≥ 2 respectivamente.

Logo podemos deduzir que σ1 e τ1 geram uma cópia de (Z ⊕ Z) e υ1 gera a

cópia de Z2. □

O próximo resultado será sobre o abelianizado de VSGn.

Proposição 3.3. Seja n ≥ 2. Então o abelianizado de VSGn é isomorfo a Z ⊕Z ⊕Z2.

Demonstração. Para encontrarmos o abelianizado de VSGn, VSGn/[VSGn,VSGn], é su-

ficiente considerarmos a apresentação de VSGn dada na Definição 3.1 e adicionarmos

algumas relações comutativas. Ao olharmos os pacotes de relações P1 e P3, não há o

que ser feito. Já para o pacote P2 ao introduzirmos as relações de P3 para todo n, temos

para R3, com |i − j| = 1

σiσ jσi = σ jσiσ j

σ jσ
2
i = σ2

jσi

σi = σ j
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Para R4, com |i − j| = 1

υiυ jυi = υ jυiυ j

υ2
i υ j = υ2

jυi

υ j = υi

Para R5, com |i − j| = 1

υiσ jυi = υ jσiυ j

υ2
i σ j = υ2

jσi

σ j = σi

Para R6, com |i − j| = 1

υiτ jυi = υ jτiυ j

υ2
i τ j = υ2

jτi

τ j = τi

Para R7, com |i − j| = 1

σiσ jτi = τ jσiσ j

σiσiτ j = τiσiσi

σ2
i τi = σ2

i τ j

τi = τ j

Portanto, a apresentação do abelianizado de VSGn é dada por

VSGn

[VSGn,VSGn]
= {σ1, τ1, υ1 |P1 e P},

com P sendo o pacote de relações comutativas entre σ1, τ1 e υ1. Note que σ1 gera uma

cópia de Z, τ1 gera outra cópia de Z e υ1 gera uma cópia de Z2, fazendo com que
VSGn

[VSGn,VSGn] seja isomorfo a Z ⊕Z ⊕Z2. □

Sejam G um grupo e P uma propriedade de grupos. Dizemos que o grupo é

residualmenteP, se para algum elemento não trivial g em G, existe um grupo H comP

e um homomorfismo φ : G→ H onde φ(g) , 1. Por exemplo, dado G um grupo, então

G é residualmente nilpotente se, somente se,
⋂
i≥1
Γi(G) = {1}. O próximo resultado vai

garantir que VSGn não possui esta caracterı́stica.

Proposição 3.4. Seja VSGn, com n ≥ 3. Então o grupo VSGn não é residualmente nilpotente.



24 Capı́tulo 3. Grupos de Tranças Virtuais Singulares

Demonstração. Vamos supor que VSGn é residualmente nilpotente. Então temos que

X =
⋂
i≥1

Γi(VSGn) = {1}

Como VBn é subgrupo de VSGn, logo
⋂
i≥1
Γi(VBn) também é subgrupo de

⋂
i≥1
Γi(VSGn).

Mas VBn não é residualmente nilpotente (veja em [4]). Assim
⋂
i≥1
Γi(VBn) , 1 e conse-

quentemente
⋂
i≥1
Γi(VSGn) , 1, ou seja, contradição. □

Proposição 3.5. Seja VSGn, com n ≥ 4. Então Γ2(VSGn) = Γ3(VSGn).

Demonstração. Considere a seguinte sequência exata curta:

1→
Γ2(VSGn)
Γ3(VSGn)

h
→

VSGn

Γ3(VSGn)
p
→

VSGn

Γ2(VSGn)
→ 1.

Pela Proposição 3.3 temos que o abelianizado de VSGn é isomorfo aZ⊕Z⊕Z2 gerados

por σ1, τ1 e υ1 respectivamente. Assim, temos que todos os σi se projetam em σ1,τi se

projetam em τ1 e υi se projetam em υ1 por p em VSGn
Γ2(VSGn) , para cada 1 ≤ i ≤ n − 1, então

vai existir ti em Γ2(VSGn)
Γ3(VSGn) , onde σi = tiσ1 com t1 = 1. Ao tomarmos a relação R3 de VSGn

vemos que tiσ1ti+1σ1tiσ1 = ti+1σ1tiσ1ti+1σ1. Mas os ti são centrais em VSGn
Γ3(VSGn) , então

tiσ1ti+1σ1tiσ1 = ti+1σ1tiσ1ti+1σ1

σ1σ1σ1titi+1ti = σ1σ1σ1ti+1titi+1

titi+1ti = ti+1titi+1

ti = ti+1.

Ou seja, t1 = t2 = · · · = tn−1 = 1. Segue que, por σi = tiσ1 obtemos σi = σ1 para todo

i = 1, . . . ,n − 1.

De forma análoga, vai existir li em Γ2(VSGn)
Γ3(VSGn) , onde υi = liυ1 com l1 = 1. Ao

tomarmos a relação R4 de VSGn vemos que liυ1li+1υ1liυ1 = li+1υ1liυ1li+1υ1. Mas os li são

centrais em VSGn
Γ3(VSGn) , então

liυ1li+1υ1liυ1 = li+1υ1liυ1li+1υ1

υ1υ1υ1tili+1li = υ1υ1υ1li+1lili+1

lili+1li = li+1lili+1

li = li+1.

Ou seja, l1 = l2 = · · · = ln−1 = 1. Segue que, por υi = tiυ1 obtemos υi = υ1 para todo

i = 1, . . . ,n − 1.
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Para o caso de τi, vai existir ki em Γ2(VSGn)
Γ3(VSGn) , onde τi = kiτ1 com k1 = 1. Ao

tomarmos a relação R7 de VSGn vemos que σiσi+1kiτ1 = ki+1τ1σiσi+1. Mas sabemos que

σi = σ1 para todo i = 1, . . . ,n − 1 em Γ2(VSGn)
Γ3(VSGn) , então σ2

1kiτ1 = ki+1τ1σ2
1. Mas os ki são

centrais em VSGn
Γ3(VSGn) e por R2 temos

σ2
1kiτ1 = ki+1τ1σ

2
1

kiτ1σ
2
1 = ki+1τ1σ

2
1

ki = ki+1.

Ou seja, k1 = k2 = · · · = kn−1 = 1. Segue que, por τi = kiτ1 obtemos τi = τ1 = 1 para todo

i = 1, . . . ,n − 1.

Então o homomorfismo sobrejetor p é um isomorfismo, fazendo com que

ker(p) = Im(h) = 1 e consequentimente que Γ2(VSGn) = Γ3(VSGn). □

A proposição a seguir é uma versão da Proposição 2.5 para o grupo de tranças

virtuais singulares, VSGn.

Proposição 3.6. Seja VSGn, com n ≥ 5. Então o grupo Γ2(VSGn) é perfeito.

Demonstração. Do Teorema 1.1 de [15] temos que o subgrupo comutador de tranças

singulares Γ2(SGn) é perfeito para n ≥ 5. Além disso, pelos Lemas 1.5 e 1.6, Γ2(Sn) = An

e portanto é perfeito para n ≥ 5. Note que VSGn é gerado pelo grupo de tranças

singulares e pelo grupo simétrico, ou seja, VSGn = ⟨SGn,Sn⟩. Note que pela definição

de série central inferior dada anteriormente, [Γ2(VSGn),Γ2(VSGn)] ⊆ Γ2(VSGn). Basta

então que provemos que Γ2(VSGn) ⊆ [Γ2(VSGn),Γ2(VSGn)].

Seja [a, b] um elemento do subgrupo comutador de Γ2(VSGn), vamos reescreve-

lo como um produto de comutadores

[x, y]α, onde x, y ∈ {σi, τi, υi | 1 ≤ i < j ≤ n − 1} eα ∈ VSGn.

Observe que os elementos [σi, σ j], [τi, τ j], [σi, τ j] e [υi, υ j] pertencem a [Γ2(VSGn),Γ2(VSGn)],

para 1 ≤ i, j ≤ n−1, já que os grupos Γ2(SGn) e Γ2(Sn) são perfeitos para n ≥ 5. Portanto,

resta mostrar que [xi, υ j] pertence a [Γ2(VSGn),Γ2(VSGn)], com xi = σi, τi e 1 ≤ i, j ≤ n−1.

Note que, se |i − j| ≥ 2, então [xi, υ j] = 1 pelas relações comutativas de VSGn.

Antes de continuarmos, vamos analizar o abelianizado do grupo de tranças

singulares SGn/Γ2(SGn). Nele as igualdades σi = σk e τi = τk valem, para todo 1 ≤ i, k ≤

n − 1. Além disso, υi = υl no abelianizado do grupo simétrico Sn/Γ2(Sn), para todo

1 ≤ i, k ≤ n − 1.

Agora, suponha que |i − j| ≤ 1, então existem ci,k ∈ Γ2(SGn) e d j,l ∈ Γ2(Sn)

para k, l ∈ {1, . . . ,n − 1} com |k − l| ≥ 2 tal que xi = ci,kxk e υ j = d j,lυl, respeitando a
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correspondência xk = σk se xi = σi e xk = τk se xi = τi. Portanto, usando identidades de

comutador do Lema 1.1 temos

[xi, υ j] = [ci,kxk, d j,lυl]

= [ci,k, d j,lυl]xk[xk, d j,lυl]

= ([ci,k, υl][ci,k, d j,l]υl)xk[xk, υl][xk, d j,l]υl

= x−1
k [ci,k, υl][ci,k, d j,l]υlxk[xk, υl][xk, d j,l]υl

= x−1
k [ci,k, υl]xkx−1

k [ci,k, d j,l]υlxk[xk, υl][xk, d j,l]υl

= [ci,k, υl]xkx−1
k [ci,k, d j,l]υlxk[xk, υl][xk, d j,l]υl

= [ci,k, υl]xkx−1
k υ

−1
l c−1

i,k d−1
j,l ci,kd j,lυlxkx−1

k υ
−1
l xkυl[xk, d j,l]υl

= [ci,k, υl]xkx−1
k υ

−1
l c−1

i,k d−1
j,l ci,kd j,lxkυl[xk, d j,l]υl

= [ci,k, υl]xk[ci,k, d j,l]xkυl[xk, d j,l]υl .

Como ci,k ∈ Γ2(SGn) e d j,l ∈ Γ2(Sn) então [ci,k, d j,l]xkυl ∈ Γ2(VSGn). Também, notamos que

[ci,k, υl]xk = x−1
k c−1

i,k υ
−1
l ci,kυlxk

= x−1
k c−1

i,k cυl
i,kxk

= (c−1
i,k cυl

i,k)
xk

e

[xk, d j,l]υl = υ−1
l x−1

k d−1
j,l xkd j,lυl

= υ−1
l (d−1

j,l )xkd j,lυl

= ((d−1
j,l )xkd j,l)υl

pertencem a [Γ2(VSGn),Γ2(VSGn)] já que ci,k ∈ [Γ2(SGn),Γ2(SGn)] e d j,l ∈ [Γ2(Sn),Γ2(Sn)],

uma vez que o subgrupo comutador de SGn e de Sn são perfeitos. Com isso concluı́mos

que, para n ≥ 5, [Γ2(VSGn),Γ2(VSGn)] = Γ2(VSGn) fazendo com que Γ2(VSGn) seja

perfeito.

□

3.2 Invariantes de Tranças Virtuais Singulares

Um invariante é uma propriedade de um objeto matemático (ou uma classe

de objetos matemáticos) que permanece inalterada após operações ou transformações

serem aplicadas aos objetos. A classe particular de objetos e o tipo de transformação

geralmente são indicados pelo contexto em que o termo é usado. A este respeito, no

contexto de tranças, foi definido em [18] que dada uma aplicação f do conjunto de todas
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as tranças para algum objeto algébrico, por exemplo, um número, polinômio ou alguma

outra quantidade matemática, f é um invariante se respeita a seguinte propriedade:

β ∼ β′ implica que f (β) = f (β′), onde ∼ é uma relação de equivalência.

No contexto do grupo de tranças virtuais singulares VSGn, tomando n ≥ 2 e

Abmap : VSGn → Z×Z×Z2 sendo a aplicação de abelianização onde a primeira cópia

de Z no grupo Z × Z × Z2 é gerado por σ1, a segunda por τ1 e o grupo Z2 gerado

por υ1. Considere os seguintes homomorfismos φ′ : Z × Z × Z2 → Z de forma que

φ′(x, y, z) = x + y, π′ : Z × Z × Z2 → Z com π′(x, y, z) = x e π′′ : Z × Z × Z2 → Z

definido por π′′(x, y, z) = y.

Definimos a aplicação singular clássica da soma dos expoentes expSC = φ′ ◦

Abmap : VSGn → Z, a aplicação clássica da soma dos expoentes expC = π′ ◦ Abmap :

VSGn → Z e a aplicação singular da soma dos expoentes expS = π′′ ◦Abmap : VSGn →

Z. E então teremos o seguinte resultado sobre invariantes.

Proposição 3.7. Sejam os homomorfismos expSC, expC e expS, temos então invariantes de VSGn.

Demonstração. Analisaremos cada um dos candidatos a invariantes. Consideremos

expSC , ao aplicarmos nas relações de VSGn dadas na Definição 3.1 temos que:

expSC(υ2) = 0 + 0 = 0

expSC(σiτiσ
−1
i τ

−1
i ) = 1 + 1 − 1 − 1 = 0

expSC(σiσ jσiσ
−1
j σ
−1
i σ

−1
j ) = 1 + 1 + 1 − 1 − 1 − 1 = 0

expSC(υiυ jυiυ
−1
j υ
−1
i υ

−1
j ) = 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0

expSC(υiσ jυiυ
−1
j σ
−1
i υ

−1
j ) = 0 + 1 + 0 + 0 − 1 + 0 = 0

expSC(υiτ jυiυ
−1
j τ
−1
i υ

−1
j ) = 0 + 1 + 0 + 0 − 1 + 0 = 0

expSC(σiσ jτiσ
−1
j σ
−1
i τ

−1
j ) = 1 + 1 + 1 − 1 − 1 − 1 = 0

Para o caso expSC(gih jg−1
i h−1

j ) teremos duas possibilidades. A primeira delas é se gi e h j

estiverem em {σi, τi}, logo

expSC(gih jg−1
i h−1

j ) = 1 + 1 − 1 − 1 = 0.

Já a segunda possibilidade é para o caso de gi ou hi ser igual a υi, daı́

expSC(gih jg−1
i h−1

j ) = 1 + 0 − 1 + 0 = 0 + 1 + 0 − 1 = 0.
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Para expC temos

expC(υ2) = 0 + 0 = 0

expC(σiτiσ
−1
i τ

−1
i ) = 1 + 0 − 1 + 0 = 0

expC(σiσ jσiσ
−1
j σ
−1
i σ

−1
j ) = 1 + 1 + 1 − 1 − 1 − 1 = 0

expC(υiυ jυiυ
−1
j υ
−1
i υ

−1
j ) = 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0

expC(υiσ jυiυ
−1
j σ
−1
i υ

−1
j ) = 0 + 1 + 0 + 0 − 1 + 0 = 0

expC(υiτ jυiυ
−1
j τ
−1
i υ

−1
j ) = 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0

expC(σiσ jτiσ
−1
j σ
−1
i τ

−1
j ) = 1 + 1 + 0 − 1 − 1 + 0 = 0

Para o caso expC(gih jg−1
i h−1

j ) teremos duas possibilidades. A primeira delas é se gi e h j

estiverem em {υi, τi}, logo

expC(gih jg−1
i h−1

j ) = 0 + 0 + 0 + 0 = 0.

Já a segunda possibilidade é para o caso de gi ou hi ser igual a σi, daı́

expC(gih jg−1
i h−1

j ) = 0 + 1 + 0 − 1 = 1 + 0 − 1 + 0 = 0.

Para expS fazendo a mesma análise anterior temos

expS(υ2) = 0 + 0 = 0

expS(σiτiσ
−1
i τ

−1
i ) = 0 + 1 + 0 − 1 = 0

expS(σiσ jσiσ
−1
j σ
−1
i σ

−1
j ) = 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0

expS(υiυ jυiυ
−1
j υ
−1
i υ

−1
j ) = 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0

expS(υiσ jυiυ
−1
j σ
−1
i υ

−1
j ) = 0 + 0 + 0 + 0 + 0 + 0 = 0

expS(υiτ jυiυ
−1
j τ
−1
i υ

−1
j ) = 0 + 1 + 0 + 0 − 1 + 0 = 0

expS(σiσ jτiσ
−1
j σ
−1
i τ

−1
j ) = 0 + 0 + 1 + 0 + 0 − 1 = 0

Para o caso expS(gih jg−1
i h−1

j ) teremos duas possibilidades. A primeira delas é se gi e h j

estiverem em {σi, υi}, logo

expS(gih jg−1
i h−1

j ) = 0 + 0 + 0 + 0 = 0.

Já a segunda possibilidade é para o caso de gi ou hi ser igual a τi, daı́

expS(gih jg−1
i h−1

j ) = 0 + 1 + 0 − 1 = 1 + 0 − 1 + 0 = 0.

Podemos concluir então que os homomorfismos expSC, expC e expS, são invari-

antes de VSGn. □
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Teorema 3.8. Seja VSGn o grupo de tranças virtuais singulares. Temos então que as sequências

a seguir são exatas curtas.

(i) 1→ ⟨Bn⟩
VSGn → VSGn → Z × Sn → 1;

(ii) 1→ ⟨{τi | 1 ≤ i ≤ n − 1}⟩VSGn → VSGn → VBn → 1;

(iii) 1 → ⟨{τi, υi | 1 ≤ i ≤ n − 1}⟩VSGn → VSGn → Z → 1. O homomorfismo sobrejetor

coincide com expC e Ker(expC) = ⟨{τi, υi | 1 ≤ i ≤ n − 1}⟩VSGn ;

(iv) 1 → ⟨VBn⟩
VSGn → VSGn → Z → 1. Nesse caso o homomorfismo sobrejetor coincide

com o expS e Ker(expS) = ⟨VBn⟩
VSGn ;

(v) 1 → ⟨{σiτ−1
i , υi | 1 ≤ i ≤ n − 1}⟩VSGn → VSGn → Z → 1. O homomorfismo sobrejetor

coincide com expSC e Ker(expSC) = ⟨{σiτ−1
i , υi | 1 ≤ i ≤ n − 1}⟩VSGn .

Demonstração. Analisaremos o grupo VSGn/⟨Bn⟩
VSGn tomando a apresentação de VSGn

dada na Definição 3.1 e considerando algumas relações adicionais como σi = 1 para

i = 1, . . . ,n − 1 proveniente da apresentação de Bn dada na Definição 2.1. Da relação

σiσ jτi = τ jσiσ j de VSGn, como σi = 1 nos resta que τi = τ j em VSGn/⟨Bn⟩
VSGn , para

i = 1, . . . ,n − 1. Das relações comutativas P3, que são da forma gih j = h jgi com |i −

j| ≥ 2, onde gi, hi ∈ {σi, τi, υi}, segue que τ1h j = h jτ1 para qualquer que seja h j, ou

seja, em VSGn/⟨Bn⟩
VSGn o elemento τ1 comuta com cada gerador de Sn. Portanto,

VSGn/⟨Bn⟩
VSGn = ⟨τ1⟩ × Sn = Z × Sn, daı́ segue o item (i).

Para o item (ii) ao tomarmos a relação adicional τi = 1, para i = 1, . . . ,n − 1, o

que acontece com as relações de VSGn? Em P1 a relação σiτi = τiσi perde o sentido, já

que sabemos que σi = σi. Já em P2 a relação υiτ jυi = υ jτiυ j, também desaparece já que

υ2
i = υ

2
j . Ainda em P2 a relação σiσ jτi = τ jσiσ j perde o sentido, já que σiσ j = σiσ j. Por

tanto, temos a apresentação de VBn dada na Definição 3.1 provando o item (ii).

Agora provaremos as primeiras partes dos itens (iii), (iv) e (v). No item (iii) a

relação adicional será τi = υi = 1, para i = 1, . . . ,n − 1. No pacote de relações P2, a

relação υiσ jυi = υ jσiυ j nos fornece σi = σ j. Todas as outras relações se tornam triviais e,

portanto, temos ⟨{τi, υi | 1 ≤ i ≤ n − 1}⟩VSGn um grupo livre gerado por σ1 de forma que

⟨σ1⟩ = Z.

Verificando o item (iv), analisaremos o grupo VSGn/⟨Bn⟩
VSGn apenas tomando

a apresentação de VSGn e considerando as relações adicionais σi = 1 e υi = 1, para

i = 1, . . . ,n − 1. Do pacote de relações P1 não resta nenhuma relação, já que 12 = 1 e

τi = τi. De P2 restam υiτ jυi = υ jτiυ j e σiσ jτi = τ jσiσ j e ambas fornecem que τi = τ j em

VSGn/⟨Bn⟩
VSGn , para i = 1, . . . ,n − 1. Então VSGn/⟨Bn⟩

VSGn = ⟨τ1⟩ = Z, disso segue a

primeira parte do item (iv).
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Já no item (v) tomemos a relação adicional σiτ−1
i = υi = 1, para i = 1, . . . ,n − 1.

Então em P1 a relação σiτi = τiσi nos fornece σi = τi em ⟨{σiτ−1
i , υi | 1 ≤ i ≤ n − 1}⟩VSGn ,

já que σi = τiσiτ−1
i . Em P2 da relação υiσ jυi = υ jσiυ j, temos que σ j = σi e da relação

υiτ jυi = υ jτiυ j, temos que τ j = τi. As demais relações se tornam triviais e, portanto,

temos ⟨{σiτ−1
i , υi | 1 ≤ i ≤ n−1}⟩VSGn um grupo livre gerado por τ1 de forma que ⟨τ1⟩ = Z.

A segunda parte dos itens (iii), (iv) e (v) segue das definições dos homomorfis-

mos expC, expS, expSC : VSGn → Z respectivamente. □



Capı́tulo 4

Homomorfismos de VSGn no grupo

simétrico Sm

Nesse capı́tulo, assim como feito por Bellingeri e Paris[8], vamos construir os

homomorfismos do grupo de tranças virtuais singulares VSGn no grupo simétrico Sn e

analisar suas decomposições a partir dos núcleos desses homomorfismos.

Definição 4.1. Seja n ≥ 2 e seja ϵk ∈ {0, 1}, para k = 1, 2, 3. Tome φϵ1,ϵ2,ϵ3 : VSGn → Sn a

função definida por

φϵ1,ϵ2,ϵ3(σi) = (i, i + 1)ϵ1 φϵ1,ϵ2,ϵ3(τi) = (i, i + 1)ϵ2 φϵ1,ϵ2,ϵ3(υi) = (i, i + 1)ϵ3

para todo i = 1, · · · ,n − 1.

Proposição 4.2. Seja n ≥ 3. A aplicação φϵ1,ϵ2,ϵ3 de VSGn em Sn é um homomorfismo se só se

a tripla (ϵ1, ϵ2, ϵ3), for igual a um desses:

(i) (0, 0, 0);

(ii) (1, 1, 1);

(iii) (1, 0, 1);

(iv) (0, 0, 1).

Demonstração. Seja n ≥ 3 e ϵk com k ∈ {0, 1}, para k = 1, 2, 3. Tomando φϵ1,ϵ2,ϵ3 : VSGn →

Sn definido em 4.1, verificaremos cada possı́vel tripla.

• Para (ϵ1, ϵ2, ϵ3) = (0, 0, 0) temos que φ0,0,0 é o homomorfismo trivial de forma que

φ0,0,0(σi) = φ0,0,0(τi) = φ0,0,0(υi) = (i i + 1)0 = 1Sn .
31
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• Para (ϵ1, ϵ2, ϵ3) = (1, 1, 1)

φ1,1,1(σi) = φ1,1,1(τi) = φ1,1,1(υi) = (i i + 1).

Para R1 temos que

φ1,1,1(υ2
i ) = φ1,1,1(υi) φ1,1,1(υi)

= (i i + 1)(i i + 1)

= 1Sn .

Para R2 temos que

φ1,1,1(σiτiσ
−1
i τ

−1) = φ1,1,1(σi) φ1,1,1(τi) φ1,1,1(σ−1
i ) φ1,1,1(τ−1

i )

= (i i + 1) (i i + 1) (i i + 1) (i i + 1)

= 1Sn .

Para R3 com |i − j| = 1, temos que

φ1,0,1(σiσ jσiσ
−1
j σ
−1
i σ

−1
j ) = φ1,1,1(σi) φ1,1,1(σ j) φ1,1,1(σi) φ1,1,1(σ−1

j ) φ1,1,1(σ−1
i ) φ1,1,1(σ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .

Para R4 com |i − j| = 1, temos que

φ1,0,1(υiυ jυiυ
−1
j υ
−1
i υ

−1
j ) = φ1,1,1(υi) φ1,1,1(υ j) φ1,1,1(υi) φ1,1,1(υ−1

j ) φ1,1,1(υ−1
i ) φ1,1,1(υ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .

Para R5 com |i − j| = 1, temos que

φ1,0,1(υiσ jυiυ
−1
j σ
−1
i υ

−1
j ) = φ1,1,1(υi) φ1,1,1(σ j) φ1,1,1(υi) φ1,1,1(υ−1

j ) φ1,1,1(σ−1
i ) φ1,1,1(υ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .

Para R6 com |i − j| = 1, temos que

φ1,1,1(υiτ jυiυ
−1
j τ
−1
i υ

−1
j ) = φ1,1,1(υi) φ1,1,1(τ j) φ1,1,1(υi) φ1,1,1(υ−1

j ) φ1,1,1(τ−1
i ) φ1,1,1(υ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .
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Para R7 com |i − j| = 1, temos que

φ1,0,1(σiσ jτiσ
−1
j σ
−1
i τ

−1
j ) = φ1,1,1(σi) φ1,1,1(σ j) φ1,1,1(τi) φ1,1,1(σ−1

j ) φ1,1,1(σ−1
i ) φ1,1,1(τ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .

Para as relações de comutatividade de VSGn, quando |i − j| ≥ 2 temos

φ1,1,1(gih jg−1
i h−1

j ) = φ1,1,1(gi) φ1,1,1(h j) φ1,1,1(g−1
i ) φ1,1,1(h−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1)

= (i i + 1) (i i + 1) ( j j + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .

• Para (ϵ1, ϵ2, ϵ3) = (1, 0, 1) teremos

φ1,0,1(σi) = φ1,0,1(υi) = (i i + 1) e φ1,0,1(τi) = (i i + 1)0 = 1Sn

Para R1 temos que

φ1,0,1(υ2
i ) = φ1,0,1(υi) φ1,0,1(υi)

= (i i + 1)(i i + 1)

= 1Sn .

Para R2 temos que

φ1,0,1(σiτiσ
−1
i τ

−1) = φ1,0,1(σi) φ1,0,1(τi) φ1,0,1(σ−1
i ) φ1,0,1(τ−1

i )

= (i i + 1) (1) (i i + 1) (1)

= 1Sn .

Para R3 com |i − j| = 1, temos que

φ1,0,1(σiσ jσiσ
−1
j σ
−1
i σ

−1
j ) = φ1,0,1(σi) φ1,0,1(σ j) φ1,0,1(σi) φ1,0,1(σ−1

j ) φ1,0,1(σ−1
i ) φ1,0,1(σ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .

Para R4 com |i − j| = 1, temos que

φ1,0,1(υiυ jυiυ
−1
j υ
−1
i υ

−1
j ) = φ1,0,1(υi) φ1,0,1(υ j) φ1,0,1(υi) φ1,0,1(υ−1

j ) φ1,0,1(υ−1
i ) φ1,0,1(υ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .
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Para R5 com |i − j| = 1, temos que

φ1,0,1(υiσ jυiυ
−1
j σ
−1
i υ

−1
j ) = φ1,0,1(υi) φ1,0,1(σ j) φ1,0,1(υi) φ1,0,1(υ−1

j ) φ1,0,1(σ−1
i ) φ1,0,1(υ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .

Para R6 com |i − j| = 1, temos que

φ1,0,1(υiτ jυiυ
−1
j τ
−1
i υ

−1
j ) = φ1,0,1(υi) φ1,0,1(τ j) φ1,0,1(υi) φ1,0,1(υ−1

j ) φ1,0,1(τ−1
i ) φ1,0,1(υ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1)0 (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1)0 ( j j + 1)

= (i i + 1) (i i + 1) ( j j + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .

Para R7 com |i − j| = 1, temos que

φ1,0,1(σiσ jτiσ
−1
j σ
−1
i τ

−1
j ) = φ1,0,1(σi) φ1,0,1(σ j) φ1,0,1(τi) φ1,0,1(σ−1

j ) φ1,0,1(σ−1
i ) φ1,0,1(τ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1)0 ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1)0

= (i i + 1) ( j j + 1) ( j j + 1) (i i + 1)

= 1Sn .

Para as relações de comutatividade de VSGn, quando |i − j| ≥ 2, analisaremos em

duas partes: quando gi e h j estiverem em {σi, υi} e quando gi ou h j estiverem em

{τi}.

Na primeira parte temos

φ1,0,1(gih jg−1
i h−1

j ) = φ1,0,1(gi) φ1,0,1(h j) φ1,0,1(g−1
i ) φ1,0,1(h−1

j )

= (i i + 1)0 ( j j + 1)0 (i i + 1)0 ( j j + 1)0

= 1Sn .

Já na segunda

φ1,0,1(gih jg−1
i h−1

j ) = φ1,0,1(gi) φ1,0,1(h j) φ1,0,1(g−1
i ) φ1,0,1(h−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1)0 (i i + 1) ( j j + 1)0

= 1Sn .

• Para (ϵ1, ϵ2, ϵ3) = (0, 0, 1) teremos

φ0,0,1(σi) = φ0,0,1(τi) = (i i + 1)0 = 1Sn e φ0,0,1(υi) = (i i + 1).
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Para R1 temos que

φ0,0,1(υ2
i ) = φ0,0,1(υi) φ0,0,1(υi)

= (i i + 1)(i i + 1)

= 1Sn .

Para R2 temos que

φ0,0,1(σiτiσ
−1
i τ

−1
i ) = φ0,0,1(σi) φ0,0,1(τi) φ0,0,1(σ−1

i ) φ0,0,1(τ−1
i )

= (i i + 1)0 (i i + 1)0 (i i + 1)0 (i i + 1)0

= 1Sn .

Para R3 com |i − j| = 1, temos que

φ0,0,1(σiσ jσiσ
−1
j σ
−1
i σ

−1
j ) = φ0,0,1(σi) φ0,0,1(σ j) φ0,0,1(σi) φ0,0,1(σ−1

j ) φ0,0,1(σ−1
i ) φ0,0,1(σ−1

j )

= (i i + 1)0 ( j j + 1)0 (i i + 1)0 ( j j + 1)0 (i i + 1)0 ( j j + 1)0

= 1Sn .

Para R4 com |i − j| = 1, temos que

φ0,0,1(υiυ jυiυ
−1
j υ
−1
i υ

−1
j ) = φ0,0,1(υi) φ0,0,1(υ j) φ0,0,1(υi) φ0,0,1(υ−1

j ) φ0,0,1(υ−1
i ) φ0,0,1(υ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .

Para R5 com |i − j| = 1, temos que

φ1,0,1(υiσ jυiυ
−1
j σ
−1
i υ

−1
j ) = φ0,0,1(υi) φ0,0,1(σ j) φ0,0,1(υi) φ0,0,1(υ−1

j ) φ0,0,1(σ−1
i ) φ0,0,1(υ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1)0 (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1)0 ( j j + 1)

= (i i + 1) (i i + 1) ( j j + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .

Para R6 com |i − j| = 1, temos que

φ0,0,1(υiτ jυiυ
−1
j τ
−1
i υ

−1
j ) = φ0,0,1(υi) φ0,0,1(τ j) φ0,0,1(υi) φ0,0,1(υ−1

j ) φ0,0,1(τ−1
i ) φ0,0,1(υ−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1)0 (i i + 1) ( j j + 1) (i i + 1)0 ( j j + 1)

= (i i + 1) (i i + 1) ( j j + 1) ( j j + 1)

= 1Sn .

Para R7 com |i − j| = 1, temos que

φ0,0,1(σiσ jτiσ
−1
j σ
−1
i τ

−1
j ) = φ0,0,1(σi) φ0,0,1(σ j) φ0,0,1(τi) φ0,0,1(σ−1

j ) φ0,0,1(σ−1
i ) φ0,0,1(τ−1

j )

= (i i + 1)0 ( j j + 1)0 (i i + 1)0 ( j j + 1)0 (i i + 1)0 ( j j + 1)0

= 1Sn .
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Para as relações de comutatividade de VSGn, quando |i − j| ≥ 2, analisaremos em

duas partes: quando gi e h j estiverem em {σi, τi} e quando gi ou h j estiverem em

{υi}.

Na primeira parte temos

φ0,0,1(gih jg−1
i h−1

j ) = φ0,0,1(gi) φ0,0,1(h j) φ0,0,1(g−1
i ) φ0,0,1(h−1

j )

= (i i + 1)0 ( j j + 1)0 (i i + 1)0 ( j j + 1)0

= 1Sn .

Já na segunda

φ1,0,1(gih jg−1
i h−1

j ) = φ0,0,1(gi) φ0,0,1(h j) φ0,0,1(g−1
i ) φ0,0,1(h−1

j )

= (i i + 1) ( j j + 1)0 (i i + 1) ( j j + 1)0

= 1Sn .

• Para (ϵ1, ϵ2, ϵ3) = (1, 1, 0)

φ1,1,0(σi) = φ1,1,0(τi) = (i i + 1) e φ1,1,0(υi) = (i i + 1)0 = 1Sn

Note que no caso da relação R6 com i = 1 e j = 2 temos, υ1τ2υ1 = υ2τ1υ2, quando

aplicamos φ1,1,0 nesta relação encontramos

φ1,1,0(υ1τ2υ1) = φ1,1,0(υ2τ1υ2) (4.1)

por outro lado,

φ1,1,0(υ1τ2υ1) = φ1,1,0(υ1)φ1,1,0(τ2)φ1,1,0(υ1) = (1 2)0(2 3)(1 2)0 = (2 3)

φ1,1,0(υ2τ1υ2) = (2 3)0(1 2)(2 3)0 = (1 2)

fazendo com que, por (4.1), (2 3) = (1 2) o que não é verdade. Logo φ1,1,0 não

preserva R6 e não é homomorfismo.

• Para (ϵ1, ϵ2, ϵ3) = (1, 0, 0)

φ1,0,0(σi) = (i i + 1) e φ1,0,0(τi) = φ1,0,0(υi) = (i i + 1)0 = 1Sn

Note que no caso da relação R5 com i = 1 e j = 2 temos, υ1σ2υ1 = υ2σ1υ2, quando

aplicamos φ1,0,0 nesta relação encontramos

φ1,0,0(υ1σ2υ1) = φ1,0,0(υ2σ1υ2) (4.2)

por outro lado,

φ1,0,0(υ1σ2υ1) = φ1,0,0(υ1)φ1,0,0(σ2)φ1,0,0(υ1) = (1 2)0(2 3)(1 2)0 = (2 3)
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φ1,1,0(υ2σ1υ2) = (2 3)0(1 2)(2 3)0 = (1 2)

fazendo com que, por (4.2), (2 3) = (1 2) o que não é verdade. Logo φ1,0,0 não

preserva R5 e não é homomorfismo.

• Para (ϵ1, ϵ2, ϵ3) = (0, 1, 1)

φ0,1,1(σi) = (i i + 1)0 = 1Sn e φ0,1,1(τi) = φ0,1,1(υi) = (i i + 1)

Note que no caso da relação R7 com i = 1 e j = 2 temos, σ1σ2τ1 = τ2σ1σ2, quando

aplicamos φ0,1,1 nesta relação encontramos

φ0,1,1(σ1σ2τ1) = φ0,1,1(τ2σ1σ2) (4.3)

por outro lado,

φ0,1,1(σ1σ2τ1) = φ0,1,1(σ1)φ0,1,1(σ2)φ0,1,1(τ1) = (1 2)0(2 3)0(1 2) = (1 2)

φ0,1,1(τ2σ1σ2) = (2 3)(1 2)0(2 3)0 = (2 3)

fazendo com que, por (4.3), (1 2) = (2 3) o que não é verdade. Logo φ0,1,1 não

preserva R7 e não é homomorfismo.

• Para (ϵ1, ϵ2, ϵ3) = (0, 1, 0)

φ0,1,0(σi) = φ0,1,0(υi) = (i i + 1)0 = 1Sn e φ0,1,0(τi) = (i i + 1)

Note que no caso da relação R7 com i = 1 e j = 2 temos, σ1σ2τ1 = τ2σ1σ2, quando

aplicamos φ0,1,0 nesta relação encontramos

φ0,1,0(σ1σ2τ1) = φ0,1,0(τ2σ1σ2) (4.4)

por outro lado,

φ0,1,0(σ1σ2τ1) = φ0,1,0(σ1)φ0,1,0(σ2)φ0,1,0(τ1) = (1 2)0(2 3)0(1 2) = (1 2)

φ0,1,1(τ2σ1σ2) = (2 3)(1 2)0(2 3)0 = (2 3)

fazendo com que, por (4.4), (1 2) = (2 3) o que não é verdade. Logo φ0,1,0 não

preserva R7 e não é homomorfismo.

□

Nesta proposição foram encontrados quatro homomorfismos para n ≥ 3. Os núcleos

Ker(φ0,0,0) e Ker(φ1,1,1), são VSGn e o grupo de tranças puras virtuais singulares VSPGn

respectivamente. Já Ker(φ1,0,1) será nomeado de VSTn e Ker(φ0,0,1) de VSKn.
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Proposição 4.3. Seja n ≥ 2, existem decomposições de VSGn em produtos semi-diretos.

1. VSGn = VSPGn ⋊ Sn

2. VSGn = VSTn ⋊ Sn

3. VSGn = VSKn ⋊ Sn

Demonstração. Seja n ≥ 2 e (ϵ1, ϵ2, ϵ3) uma das triplas tal que φϵ1,ϵ2,ϵ3 é homomorfismo.

Segue que para φ1,1,1 temos a sequência exata curta

1→ VSPGn → VSGn → Sn → 1

Para φ1,1,1 temos a sequência exata curta

1→ VSTn → VSGn → Sn → 1

e para φ1,1,1 temos a sequência exata curta

1→ VSKn → VSGn → Sn → 1

ao admitirmos a seção natural ι1 : Sn → VSGn definida por ι1((i i + 1)) = υi para todo

i = 1, . . . ,n− 1. Por isto e pela Proposição 1.7, temos os produtos semi-diretos descritos

nos itens desta proposição. □

Como a ideia deste trabalho, é justamente analisarmos resultados em diferentes

grupos, vamos agora analisar uma versão do Teorema 2.8 de grupo de tranças virtuais

VBn para o grupo de tranças virtuais singulares VSGn.

Teorema 4.4. Seja n,m ∈ N tal que n ≥ 5,m ≥ 2 e n ≥ m e seja ψ1 : VSGn → Sm um

homomorfismo. Então, a menos de conjugação, temos uma das seguintes possibilidades.

1. ψ1 é abeliano,

2. n = m e ψ1 ∈ {φ(1,1,1), φ(1,0,1), φ(0,0,1)},

3. n = m = 6 e ψ1 ∈ {ν6 ◦ φ(1,1,1), ν6 ◦ φ(1,0,1), ν6 ◦ φ(0,0,1)}.

Demonstração. Note que φ = ψ1 ◦π, portanto vale uma das seguintes possibilidades da

Proposição 2.7:

1. ψ1 ◦ π é abeliano,

2. n = m e ψ1 ◦ π = Id,

3. n = m = 6 e ψ1 ◦ π = ν6.
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Suponha que ψ1 ◦ π seja abeliano. Logo existe uma imagem ω ∈ Sm tal que

ω = (ψ1 ◦ π)(si) = ψ1(υi)

para todo i no conjunto I = {1, . . . ,n − 1}. Como si
2 = 1, nós temos que

ω2 = ((ψ1 ◦ π)(si))2 = (ψ1 ◦ π)(s2
i ) = (ψ1 ◦ π)(1)

Como ψ1 ◦ π é homomorfismo, então ω2 = 1. Seja ω1 = ψ1(σi) e tomemos a relação

υiσ jυi = υ jσiυ j para todo |i − j| = 1. Segue então que

σ jυiυ
−1
j = υ−1

i υ jσi

ψ1(σ j)ψ1(υi)ψ1(υ−1
j ) = ψ1(υ−1

i )ψ1(υ j)ψ1(σi)

ψ1(σ j)ω2 = ω2ψ1(σi)

ψ1(σ j) = ψ1(σi)

Agora vamos considerar a relação σiυ j = υ jσi para |i − j| ≥ 2, temos

ψ1(σi)ψ1(υ j) = ψ1(υ j)ψ1(σi)

ω1ω = ωω1

Tome ω2 = ψ1(τi), ao olharmos para a relação υiτ jυi = υ jτiυ j com |i − j| = 1, dai

ψ1(υi)ψ1(τ j)ψ1(υi) = ψ1(υ j)ψ1(τi)ψ1(υ j)

ωψ1(τ j)ω = ωψ1(τi)ω

ψ1(τ j) = ψ1(τi)

Logo, utilizando τiυ j = υ jτi, vemos que ψ1(τi)ψ1(υ j) = ψ1(υ j)ψ1(τi), ou seja, ωω2 = ω2ω.

Por fim, ao tomarmos a relação σiτi = τiσi, segue que

ψ1(σi)ψ1(τi) = ψ1(τi)ψ1(σi)

ω1ω2 = ω2ω1

Logo ψ1 é abeliano.

Suponha que n = m eψ1◦π = Id, então (ψ1◦π)(si) = si e, por (ψ1◦π)(si) = ψ1(υi),

ψ1(υi) = si. Observe que, da relação σ jυi = υiσ j com |i − j| ≥ 2, temos

ψ1(σ j)ψ1(υi) = ψ1(υi)ψ1(σ j)

ψ1(σ j)si = siψ1(σ j)

si = ψ1(σ j)siψ1(σ j)−1.

Analogamente, pela relação υiτ j = τ jυi segue que si = ψ1(τ j)siψ1(τ j)−1, ou seja, tanto

ψ1(σ j) quantoψ1(τ j) estão no centralizador de si (Csi) em Sn, como (Csi) = {1, si} podemos

ter quatro casos:



40 Capı́tulo 4. Homomorfismos de VSGn no grupo simétrico Sm

1. ψ1(σ j) = ψ1(τ j) = si, fazendo com que ψ1 seja φ1,1,1;

2. ψ1(σ j) = si e ψ1(τ j) = 1, fazendo com que ψ1 seja φ1,0,1;

3. ψ1(σ j) = ψ1(τ j) = 1, fazendo com que ψ1 seja φ0,0,1;

4. ψ1(σ j) = 1 e ψ1(τ j) = si, fazendo com que ψ1 fosse φ0,1,1. Entretanto, pela

demonstração da Proposição 3.2, φ0,1,1 não é homomorfismo e por isso descar-

taremos esse caso.

Por fim, suponha que n = m = 6 e ψ1 ◦ π = ν6. Então

ν−1
6 ◦ ψ1 ◦ π = ν−1

6 ν6

ν−1
6 ◦ ψ1 ◦ π = Id

Como vale a possibilidade demonstrada anterior e seus três primeiros casos, temos que

ν−1
6 ◦ ψ1 = ψ1,1,1

ψ1 = ν6 ◦ ψ1,1,1

ou

ν−1
6 ◦ ψ1 = ψ1,0,1

ψ1 = ν6 ◦ ψ1,0,1

ou

ν−1
6 ◦ ψ1 = ψ0,0,1

ψ1 = ν6 ◦ ψ0,0,1.

□

4.1 Núcleo de φϵ1,ϵ2,ϵ3 : VSG2 → S2

Analisaremos cada um dos núcleos deφϵ1,ϵ2,ϵ3 . Explicitaremos suas apresentações

a partir do método Reidemeister-Schreier descrito em [9]. O método Reidemeister-

Schreier nada mais é que determinação de apresentações de subgrupos a partir de uma

apresentação do grupo. Para isso precisamos ter um conjunto de representantes das

classes laterais do subgrupo no grupo que é chamado de Transversal de Schreier e

uma manipulação dos geradores do grupo com os elementos da transversal. No caso

de VSG2, usaremos a seguinte apresentação:
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VSG2 = ⟨σ1, τ1, υ1 | P1⟩.

Onde P1 é o pacote que contém relações R1 e R2 formadas por dois geradores,

onde i = 1 e

R1 : υ2
1 = 1;

R2 : σ1τ1 = τ1σ1.

Aplicando o método, precisamos definir uma Transversal de Schreier que cha-

maremos de Λ. O nosso núcleo será gerado por

Sλ,a = {(λa)(λa)−1
|λ ∈ Λ, a ∈ {σ1, τ1, υ1}}

Começaremos com φϵ1,ϵ2,ϵ3 = φ1,1,1 . Consideraremos

Λ = {1, υ1}

Então temos:

S1,σ1 = (1σ1)(1σ1)−1 = σ1υ
−1
1 = σ1υ1

S1,τ1 = (1τ1)(1τ1)−1 = τ1υ
−1
1 = τ1υ1

S1,υ1 = (1υ1)(1υ1)−1 = υ1υ
−1
1 = 1

Sυ1,σ1 = (υ1σ1)(υ1σ1)−1 = υ1σ1(υ2)−1 = υ1σ1

Sυ1,τ1 = (υ1τ1)(υ1τ1)−1 = υ1τ1(υ2)−1 = υ1τ1

Sυ1,υ = (υ1υ1)(υ1υ)−1 = υ2
1(υ2)−1 = 1

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(φ1,1,1) serão: a = σ1υ1, b = τ1υ1, c = υ1σ1 e

d = υ1τ1.

Próximo passo do método será a análise das relações de VSG2, de forma a

construir novas relações ri, j para Ker(φ1,1,1), com i indicando o número da relação e

j ∈ Λ. Tomemos a primeira relação de VSG2, R1 : υ2 = 1 então teremos

r1,1 = 1υ2
11−1 = v2 = 1

r1,υ1 = υ1υ
2
1υ
−1
1 = υ1υ

2
1υ1 = υ

4
1 = 1

Já ao tomarmos a segunda relação R2 : σ1τ1 = τ1σ1 de forma que σ1τ1σ−1
1 τ

−1
1 = 1 temos

r2,1 = 1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 1−1

= σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1

= σ1υ
−1
1 υ1τ1σ

−1
1 υ

−1
1 υ1τ

−1
1

= σ1υ
−1
1 υ1τ1σ

−1
1 υ

−1
1 υ1τ

−1
1

= adc−1b−1
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r2,υ1 = υ1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 υ

−1
1

= υ1σ1τ1υ
−1
1 υ1σ

−1
1 τ

−1
1 υ

−1
1

= υ1σ1τ1υ
−1
1 υ1σ

−1
1 τ

−1
1 υ

−1
1

= cba−1d−1

Note que cba−1d−1 = 1 ⇒ cba−1 = d e também adc−1b−1 = 1 ⇒ d = a−1bc, ou seja, o

candidato a gerador d pode ser descartado já que pode ser escrito como combinação

de a, b e c que serão os geradores de Ker(φ1,1,1). Além disso, podemos concluir que tais

geradores respeitam a relação cba−1 = a−1bc⇒ acb = bca.

Portanto podemos concluir que a apresentação do núcleo de φ(1,1,1) é

Ker(φ1,1,1) = ⟨a, b, c | acb = bca⟩.

De [12] em sua Definição 5, temos que Ker(φ1,1,1,) é o Grupo de Tranças Puras

Virtuais Singulares (VSPG2).Além disso, por ser um núcleo, VSPG2 é normal em VSG2

e por tanto VSG2/VSPG2 � S2.

Repetiremos agora o mesmo processo para Ker(φ1,1,0) . Neste caso, nossa

Transversal de Schreier será

Λ = {1, σ1}.

Então temos:

S1,σ1 = (1σ1)(1σ1)−1 = σ1σ
−1
1 = 1

S1,τ1 = (1τ1)(1τ1)−1 = τ1τ
−1
1 = 1

S1,υ1 = (1υ1)(1υ1)−1 = υ11−1 = υ1

Sσ1,σ1 = (σ1σ1)(σ1σ1)−1 = σ1σ1(1)−1 = σ2
1

Sσ1,τ1 = (σ1τ1)(σ1τ1)−1 = σ1τ1(1)−1 = σ1τ1

Sσ1,υ = (σ1υ1)(σ1υ)−1 = σ1υσ
−1
1

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(φ1,1,0) serão: a1 = υ1, b1 = σ2
1, c1 = σ1τ1 e

d1 = σ1υ1σ−1
1 . Tomemos agora a primeira relação de VSG2, R1 : υ2 = 1 então teremos

r1,1 = 1υ2
11−1 = a2

1

r1,σ1 = σ1υ
2
1σ
−1
1

= σ1υ1υ1σ
−1
1

= σ1υ1σ
−1σ1υ1σ

−1
1

= d2
1
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Agora analisaremos a segunda relação R2 : σ1τ1σ−1
1 τ

−1
1 = 1.

r2,1 = 1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 1−1

= σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1

= c1c−1
1

= 1

r2,σ1 = σ1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 σ

−1
1

= σ1τ1σ1σ
−1
1 τ

−1
1 σ

−1
1

= c1c−1
1

= 1

Portanto podemos concluir que a apresentação do núcleo de φ1,1,0 é

Ker(φ1,1,0) = ⟨a1, b1, c1, d1 | a2
1 = d2

1 = 1⟩.

Para Ker(φ1,0,1) . Neste caso, nossa Transversal de Schreier será

Λ = {1, υ1}.

Então temos:

S1,σ1 = (1σ1)(1σ1)−1 = σ1υ
−1
1 = σ1υ1

S1,τ1 = (1τ1)(1τ1)−1 = τ11−1 = τ1

S1,υ1 = (1υ1)(1υ1)−1 = υ1υ
−1
1 = 1

Sυ1,σ1 = (υ1σ1)(υ1σ1)−1 = υ1σ1(υ2
1)−1 = υ1σ1

Sυ1,τ1 = (υ1τ1)(υ1τ1)−1 = υ1τ1(υ1)−1

Sυ1,υ1 = (υ1υ1)(υ1υ)−1 = 1

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(φ1,0,1) serão: a2 = σ1υ1, b2 = τ1, c2 = υ1σ1 e
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d2 = υ1τ1υ−1
1 . Tomemos agora a primeira relação de VSG2, R1 : υ2 = 1 então teremos

r1,1 = 1υ2
11−1

= υ1τ1τ
−1
1 υ1

= υ1τ1υ1υ
−1
1 τ

−1
1 υ1

= d2d−1
2

= 1

r1,υ1 = υ1υ
2
1υ
−1
1

= υ1τ1τ
−1
1 υ

2
1τ1τ

−1
1 υ1

= υ1τ1υ
2
1τ
−1
1 υ

2
1τ1υ

2
1τ
−1
1 υ1

= d2d−1
2 d2d−1

2

= 1

Agora analisaremos a segunda relação R2 : σ1τ1σ−1
1 τ

−1
1 = 1.

r2,1 = 1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 1−1

= σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1

= σ1υ1υ1σ1σ
−1
1 τ1σ

−1
1 τ

−1
1

= σ1υ1υ1σ1σ
−1
1 υ1υ1τ1υ1υ1σ

−1
1 τ

−1
1

= a2c2c−1
2 d2a−1

2 b−1
2

= a2d2a−1
2 b−1

2

Note que por a2d2a−1
2 b−1

2 = 1 podemos concluir que d2 = a−1
2 b2a2, ou seja, d2 será descar-

tado como gerador.

r2,υ1 = υ1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 υ

−1
1

= υ1σ1τ1σ
−1
1 υ

−1
1 υ1τ

−1
1 υ

−1
1

= c2b2c−1
2 d−1

2

Como c2b2c−1
2 d−1

2 = 1 então c2b2c−1
2 = d2, daı́ temos que a−1

2 b2a2 = c2b2c−1
2 , o que implica

que b2a2c2 = a2c2b2. Portanto podemos concluir que a apresentação do núcleo de φ1,0,1 é

Ker(φ1,0,1) = ⟨a2, b2, c2 | b2a2c2 = a2c2b2⟩.

Para Ker(φ1,0,0) . Neste caso, nossa Transversal de Schreier será

Λ = {1, σ1}.
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Então temos:

S1,σ1 = (1σ1)(1σ1)−1 = σ1σ
−1
1 = 1

S1,τ1 = (1τ1)(1τ1)−1 = τ11−1 = τ1

S1,υ1 = (1υ1)(1υ1)−1 = υ1

Sσ1,σ1 = (σ1σ1)(σ1σ1)−1 = σ2
1

Sσ1,τ1 = (σ1τ1)(σ1τ1)−1 = σ1τ1σ
−1
1 = τ1σ1σ

−1
1 = τ1

Sσ1,υ1 = (σ1υ1)(σ1υ)−1 = σ1υ1σ
−1
1

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(φ1,0,0) serão: a3 = τ1, b3 = υ1, c3 = σ2
1 e

d3 = σ1υ1σ−1
1 . Tomemos agora a primeira relação de VSG2, R1 : υ2 = 1 então teremos

r1,1 = 1υ2
11−1

= b2
3

r1,σ1 = σ1υ
2
1σ
−1
1

= σ1υ1σ
−1συ1σ

−1
1

= d2
3

Agora analisaremos a segunda relação R2 : σ1τ1σ−1
1 τ

−1
1 = 1.

r2,1 = 1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 1−1

= σ1τ1υ1υ1σ
−1
1 τ

−1
1

= σ1τ1υ1σ
−1
1 σ1υ1σ

−1
1 τ

−1
1

= τ1σ1υ1σ
−1
1 σ1υ1σ

−1
1 τ

−1
1

= a3d2
3a−1

3

= 1

r2,σ1 = σ1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 σ

−1
1

= σ2
1τ1σ

−1
1 σ

−1
1 τ

−1
1

= σ2
1τ1σ

−2
1 τ

−1
1

= c3a3c−1
3 a−1

3

Observe que c3a3c−1
3 a−1

3 = 1, ou seja,c3a3 = a3c3. Portanto podemos concluir que a

apresentação do núcleo de φ1,0,0 é

Ker(φ1,0,0) = ⟨a3, b3, c3, d3 | b2
3 = d2

3 = 1, c3a3 = a3c3⟩.
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Para o caso Ker(φ0,1,1) , nossa Transversal de Schreier será

Λ = {1, υ1}.

Então temos:

S1,σ1 = (1σ1)(1σ1)−1 = σ1

S1,τ1 = (1τ1)(1τ1)−1 = τ1υ
−1
1

S1,υ1 = (1υ1)(1υ1)−1 = υ1υ
−1
1 = 1

Sυ1,σ1 = (υ1σ1)(υ1σ1)−1 = υ1σ1υ
−1
1

Sυ1,τ1 = (υ1τ1)(υ1τ1)−1 = υ1τ1

Sυ1,υ1 = (υ1υ1)(υ1υ)−1 = 1

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(φ0,1,1) serão: a4 = σ1, b4 = τ1υ1, c4 = υ1σ1υ1

e d4 = υ1τ1. Tomemos agora a primeira relação de VSG2, R1 : υ2 = 1 então teremos

r1,1 = 1υ2
11−1

= υ1τ1τ
−1
1 υ1

= d4d−1
4

= 1

r1,υ1 = υ1υ
2
1υ
−1
1

= υ1τ1τ
−1
1 υ1υ1τ1τ

−1
1 υ1

= d4d−1
4 d4d−1

4

= 1

Agora analisaremos a segunda relação R2 : σ1τ1σ−1
1 τ

−1
1 = 1.

r2,1 = 1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 1−1

= σ1τ1υ1υ1σ
−1
1 τ

−1
1

= τ1σ1υ1υ1τ
−1
1 σ

−1
1

= τ1υ1υ1σ1υ1υ1τ
−1
1 σ

−1
1

= b4c4b−1
4 a−1

4

Note que por b4c4b−1
4 a−1

4 = 1 podemos concluir que c4 = b−1
4 a4b4, ou seja, c4 será descar-

tado como gerador.

r2,υ1 = υ1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 υ

−1
1

= υ1σ1υ1υ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 υ

−1
1

= c4d4a−1
4 d−1

4
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Como c4d4a−1
4 d−1

4 = 1 e c4 = b−1
4 a4b4, logo

b−1
4 a4b4d4a−1

4 d−1
4 = 1

a4b4d4 = b4d4a4

Portanto podemos concluir que a apresentação do núcleo de φ0,1,1 é

Ker(φ0,1,1) = ⟨a4, b4, d4 | a4b4d4 = b4d4a4⟩.

Para o caso Ker(φ0,1,0) , nossa Transversal de Schreier será

Λ = {1, τ1}.

Então temos:

S1,σ1 = (1σ1)(1σ1)−1 = σ1

S1,τ1 = (1τ1)(1τ1)−1 = τ1τ
−1
1 = 1

S1,υ1 = (1υ1)(1υ1)−1 = υ1

Sτ1,σ1 = (τ1σ1)(τ1σ1)−1 = τ1σ1τ
−1
1 = σ1

Sτ1,τ1 = (τ1τ1)(τ1τ1)−1 = τ2
1

Sτ1,υ1 = (τ1υ1)(τ1υ)−1 = τ1υ1τ
−1
1

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(φ0,1,0) serão: a5 = σ1, b5 = υ1, c5 = τ1υ1τ−1
1 e

d5 = τ2
1. Tomemos agora a primeira relação de VSG2, R1 : υ2 = 1 então teremos

r1,1 = 1υ2
11−1

= b2
5

r1,τ1 = τ1υ
2
1τ
−1
1

= τ1υ1τ
−1
1 τ1υ1τ

−1
1

= c2
5

Agora analisaremos a segunda relação R2 : σ1τ1σ−1
1 τ

−1
1 = 1.

r2,1 = 1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 1−1

= σ1τ1τ1τ
−1
1 σ

−1
1 τ

−1
1

= σ1τ
2
1σ
−1
1 τ

−1
1 τ

−1
1

= σ1τ
2
1σ
−1
1 τ

−2
1

= a5d5a−1
5 d−1

5
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r2,τ1 = τ1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 τ

−1
1

= τ1τ1σ1σ
−1
1 τ

−2
1

= τ2
1σ1σ

−1
1 τ

−2
1

= d5a5a−1
5 d−1

5

= 1

Como a5d5a−1
5 d−1

5 = 1, logo a5d5 = d5a5. Portanto podemos concluir que a apresentação

do núcleo de φ0,1,0 é

Ker(φ0,1,0) = ⟨a5, b5, c5, d5 | b2
5 = c2

5 = 1 e a5d5 = d5a5⟩.

Para o caso Ker(φ0,0,1) , nossa Transversal de Schreier será

Λ = {1, υ1}.

Então temos:

S1,σ1 = (1σ1)(1σ1)−1 = σ1

S1,τ1 = (1τ1)(1τ1)−1 = τ1

S1,υ1 = (1υ1)(1υ1)−1 = υ1υ
−1
1 = 1

Sυ1,σ1 = (υ1σ1)(υ1σ1)−1 = υ1σ1υ
−1
1

Sυ1,τ1 = (υ1τ1)(υ1τ1)−1 = υ1τ1υ1

Sυ1,υ1 = (υ1υ1)(υ1υ)−1 = υ2
1

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(φ0,1,1) serão: a6 = σ1, b6 = τ1, c6 = υ1σ1υ1 e

d6 = υ1τ1υ1. Tomemos agora a primeira relação de VSG2, R1 : υ2 = 1 então teremos

r1,1 = 1υ2
11−1

= υ1τ1τ
−1
1 σ

−1
1 σ1υ1

= υ1τ1υ1υ1τ
−1
1 υ1υ1σ

−1
1 υ1υ1σ1υ1

= d6d−1
6 c−1

6 c6

= 1

r1,υ1 = υ1υ
2
1υ
−1
1

= υ1τ1τ
−1
1 υ1

= υ1τ1υ1υ1τ
−1
1 υ1

= d6d−1
6

= 1
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Agora analisaremos a segunda relação R2 : σ1τ1σ−1
1 τ

−1
1 = 1.

r2,1 = 1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 1−1

= a6b6a−1
6 b−1

6

Note que por a6b6a−1
6 b−1

6 = 1 podemos concluir que a6b6 = b6a6.

r2,υ1 = υ1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 υ

−1
1

= υ1σ1υ1υ1τ1υ1υ1σ
−1
1 υ1υ1τ

−1
1 υ

−1
1

= c6d6c−1
6 d−1

6

Como c6d6c−1
6 d−1

6 = 1, logo c6d6 = d6c6. Portanto podemos concluir que a apresentação

do núcleo de φ0,0,1 é

Ker(φ0,0,1) = ⟨a6, b6, c6, d6 | a6b6 = b6a6 e c6d6 = d6c6⟩.

Para o caso Ker(φ0,0,0) , nossa Transversal de Schreier será

Λ = {1, 1}.

Então temos:

S1,σ1 = (1σ1)(1σ1)−1 = σ1

S1,τ1 = (1τ1)(1τ1)−1 = τ1

S1,υ1 = (1υ1)(1υ1)−1 = υ1

Logo, nossos candidatos a geradores de Ker(φ0,0,0) serão: a7 = σ1, b7 = τ1 e c7 = υ1.

Tomemos agora a primeira relação de VSG2, R1 : υ2 = 1 então teremos

r1,1 = 1υ2
11−1

= c2
7

Agora analisaremos a segunda relação R2 : σ1τ1σ−1
1 τ

−1
1 = 1.

r2,1 = 1σ1τ1σ
−1
1 τ

−1
1 1−1

= a7b7a−1
7 b−1

7

Como a7b7a−1
7 b−1

7 = 1, logo a7b7 = b7a7. Portanto podemos concluir que a apresentação

do núcleo de φ0,0,0 é

Ker(φ0,0,0) = ⟨a7, b7, c7 | c2
7 = 1 e a7b7 = b7a7⟩.

Note que Ker(φ0,0,0) tem a mesma apresentação de VSG2.
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Uma análise das apresentações encontradas dos núcleos deφϵ1,ϵ2,ϵ3 , para ϵ1, ϵ2, ϵ3 ∈

{0, 1}, é feita em [19] e nos fornece os resultados a seguir, um deles é que VSPG2 é iso-

morfo ao grupo de tranças virtuais puras planas FPV3 que foi definido na seção 5 em

[5].

Teorema 4.5. Seja ϵk ∈ {0, 1}, para k = 1, 2, 3. Dependendo da tripla de ϵk escolhida, temos

que o núcleo de φϵ1,ϵ2,ϵ3 : VSG2 → S2 respeita as seguintes propriedades:

• (1, 1, 1): O núcleo Ker(φ1,1,1) = VSPG2 é a extensão HNN de um grupo livre de posto 2.

Além disso, VSPG2 é isomorfo ao grupo de tranças virtuais puras planas FVP3 e como

consequência é isomorfo ao produto livre Z2
∗Z.

• (1, 1, 0): O núcleo Ker(φ1,1,0) é isomorfo ao produto livre F2 ∗Z2 ∗Z2, onde F2 é um grupo

livre de ordem 2.

• (1, 0, 1): O núcleo Ker(φ1,0,1) = VST2 é isomorfo ao grupo de tranças puras singulares

virtuais VSPG2.

• (1, 0, 0): O núcleo Ker(φ1,0,0) é isomorfo ao produto livre Z2
∗Z2 ∗Z2.

• (0, 1, 1): O núcleo Ker(φ0,1,1) é isomorfo ao grupo de tranças puras singulares virtuais

VSPG2.

• (0, 1, 0): O núcleo Ker(φ0,1,0) é isomorfo ao núcleo Ker(φ1,0,0).

• (0, 0, 1): O núcleo Ker(φ0,0,1) = VSK2 é isomorfo ao produto livre Z2 ∗Z2.

• (0, 0, 0): O núcleo Ker(φ0,0,0) = VSG2, que é o grupo de tranças virtuais singulares com

duas cordas, logo é isomorfo a Z2
∗Z2.

Demonstração. Considerando as analises sobre os núcleos de φϵ1,ϵ2,ϵ3 : VSG2 → S2 feita

anteriormente, temos o seguinte:

• (1,1,1): Dada a apresentação a seguir

Ker(φ1,1,1) = ⟨a, b, c | acb = bca⟩.

podemos reescreve-la de forma que sua relação seja

acb = bca

b−1acb = ca

b−1acb = a−1aca

ab−1acba−1 = ac
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se tomarmos ba−1 = b′′ temos uma nova apresentação com

Ker(φ1,1,1) = ⟨a, b′′, c | b′′−1acb′′ = ac⟩.

Tomando uma apresentação de FVP3 dada na Observação 5.2 de [5] temos

FVP3 = ⟨λ1,2, λ1,3, λ2,3 |λ
−1
1,2(λ2,3λ1,3)λ1,2 = λ2,3λ1,3⟩

e que Ker(φ1,1,1) é isomorfo a FVP3 com a 7→ λ2,3, b′′ 7→ λ1,2 e c 7→ λ1,3.

Portanto VSPG2 é a extensão HNN do grupo livre de posto 2 gerado por a e

c com elemento estável b′′ e com subgrupos associados A = ⟨λ2,3λ1,3⟩ ou seja,

B = ⟨λ1,3λ2,3⟩, que são isomorfos a um grupo cı́clico infinito. Além disso, como

FVP3 é isomorfo ao produto livre Z2
∗Z, VSPG2 também será.

• (1,1,0): Dada a apresentação a seguir

Ker(φ1,1,0) = ⟨a1, b1, c1, d1 | a2
1 = d2

1 = 1⟩.

Temos que ⟨c1, b1⟩ gera uma cópia de F2 e a1, d1 geram cópias de Z2.

• (1,0,1): Dadas as apresentações da seguir

Ker(φ1,1,1) = ⟨a, b, c | acb = bca⟩ e Ker(φ1,0,1) = ⟨a2, b2, c2 | b2a2c2 = a2c2b2⟩.

Ao reescrevermos a apresentação de Ker(φ1,1,1), de forma que sua relação seja

acb = bca

b−1acb = ca

b−1acb = a−1aca

ab−1acba−1 = ac

então se tomarmos ab−1 = b′, vamos ter b′acb′−1 = ac e a seguinte apresentação

Ker(φ1,1,1) = ⟨a, b′, c | b′ac = acb′⟩.

Note que a reescrita dessa apresentação nos fornece que Ker(φ1,1,1) é isomorfo a

Ker(φ1,0,1), com a 7→ a2, b′ 7→ b2 e c 7→ c2.

• (1,0,0): Dada a apresentação a seguir

Ker(φ1,0,0) = ⟨a3, b3, c3, d3 | b2
3 = d2

3 = 1 e c3a3 = a3c3⟩.

Temos que d3 gera uma cópia de Z2, assim como b3. Já a3 e c3 geram a cópia de

Z2.
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• (0,1,1): Dadas as apresentações encontradas a seguir

Ker(φ0,1,1) = ⟨a4, b4, d4 | a4b4d4 = b4d4a4⟩ e Ker(φ1,1,1) = ⟨a, b′, c | b′ac = acb′⟩

pelo mesmo argumento utilizado para a tripla (1, 0, 1), temos que Ker(φ1,0,0) é

isomorfo a VSPG2, de forma que a4 7→ b′, b4 7→ a e d4 7→ c.

• (0,1,0): Dadas as apresentações a seguir

Ker(φ1,0,0) = ⟨a3, b3, c3, d3 | b2
3 = d2

3 = 1 e c3a3 = a3c3⟩ e

Ker(φ0,1,0) = ⟨a5, b5, c5, d5 | b2
5 = c2

5 = 1 e a5d5 = d5a5⟩.

temos que são isomorfos com a3 7→ d5, b3 7→ b5, c3 7→ a5 e d3 7→ c5.

• (0,0,1): Dada a apresentação a seguir

Ker(φ0,0,1) = ⟨a6, b6, c6, d6 | a6b6 = b6a6 e c6d6 = d6c6⟩.

temos que a6 e b6 geram uma cópia de Z2. Além disso, c6 e d6 geram outra cópia

de Z2.

• (0,0,0): Para este caso, temos que a apresentação de Ker(φ0,0,0) encontrada an-

teriormente, coincide com a apresentação de VSG2 dada na demonstração da

Proposição 3.2. Segue então que Ker(φ0,0,0) é isomorfo a Z2
∗Z2.

□

Uma consequência direta das apresentações dos núcleos deφϵ1,ϵ2,ϵ3 é a proposição

a seguir.

Corolário 4.6. Seja ϵk ∈ {0, 1}, para k = 1, 2, 3. Para qualquer tripla (ϵ1, ϵ2, ϵ3) o núcleo de

φϵ1,ϵ2,ϵ3 : VSG2 → S2 tem centro trivial. Em particular, vale para VSG2.

Demonstração. Seja φϵ1,ϵ2,ϵ3 com ϵk ∈ {0, 1}, para k = 1, 2, 3. Pelo Teorema 4.5, para

qualquer que seja a tripla escolhida, temos que o Ker(φϵ1,ϵ2,ϵ3) é isomorfo a algum

produto livre. Daı́ segue pelo Lema 1.11, que Ker(φϵ1,ϵ2,ϵ3) tem centro trivial. □
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