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Resumo

O objetivo do presente trabalho é o estudo da existéncia e unicidade dos estados
de equilibrio para potenciais Holder em dindmicas definidas no intervalo que sejam C'7,
transitivas, e possuam conjunto critico nao-flat. Para esse estudo nao utilizaremos a
abordagem mais classica, através de Torres de Hofbauer-Keller. Para tanto, usamos
as medidas zooming (generalizagdo das medidas expansoras) e as aplicagoes de Markov
induzidas por retornos zooming. Com isso, obtivemos informagoes sobre os estados de
equilibrio entre as medidas expansoras e conseguimos obter a existéncia e unicidade de

estados de equilibrio para potenciais Holder que privilegiam as medidas expansoras.

Palavras-chave: Formalismo termodinamico; Estados de equilibrio; Medidas Zooming;

Medidas expansoras.
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Abstract

This work aims to study known results about the existence and uniqueness of
equilibrium states for Holder potentials in transitive C** interval dynamics without using
the classical approach of Hofbauer-Keller Towers. For this, we used zooming measures
(a generalization of expanding measures) and Markov maps induced by zooming returns.
With this we were able to study the the equilibrium states among the expanding measures,
and get the existénce and uniquiness of equilibrium states for Holder potentials that favor

the expansive measures.

Keywords: Thermodynamic formalism; Equilibrium states; Zooming measures expan-

ding measures.
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Introducao

Originalmente, a teoria do Formalismo Termodindmico, desenvolvida por [27]
e [7], para o estudo de deslocamentos de Markov, com um niimero finito de estados, dentre
seus objetivos construir o tinico estado de equilibrio de um potencial Holder. A existéncia
desse estado de equilibrio, nesse caso, foi provada em [24]. Esses resultados permitiram
que a teoria do Formalismo termodinamico se expandisse para o estudo de estados de
equilibrios de potenciais Holder para difeomorfismos uniformemente hiperbdlicos. E, de
fato, a existéncia e unicidade desses estados de equilibrio foram provados. A extensao
da teoria para o estudo dos estados de equilibrio de sistemas nao-hiperbdlicos é mais
complicada, pois, a depender da geometria do conjunto critico/singular, esses estados
podem ndo existir, vide exemplo [9].

Apesar de nao necessariamente existirem estados de equilibrio para sistemas nao-
hiperbdlicos, existem classes de sistemas nao-hiperbdlicos que possuem tais estados, como
sistemas parcialmente hiperbdlicos, aplicagoes expansoras por partes e deslocamentos de
Markov. Nesse contexto, [21] consegue mostrar que difeomorfismos locais C'*, fortemente
transitivos, com um conjunto critico nao-degenerado, possuem, no maximo, um estado de
equilibrio expansor para todo potencial Holder. Além disso, se o potencial Holder possui

uma oscilagao definida como

osc(p) := sup(p) — inf(y),

suficientemente pequena, entao [21] garante a existéncia e unicidade dos estados de
equilibrio de ¢.

Com o objetivo de mostrar esses resultado em contextos mais gerais, [21] usou a
definigdo de medidas Zooming, presente em [18], a fim de apresentar uma generalizagao
de medidas expansoras para o caso em que f é um homeomorfismo local bi-Lipchitz,
fortemente transitivo, definido em um espaco métrico separavel. Essa generalizacao é
apresentada na definicao 3.5 e, a partir disso, constréi uma particao de Markov dentro
do sistema, conseguindo, assim, encontrar as condi¢oes necessarias para a existéncia e
unicidade de estados de equilibrio e medidas de entropia méxima.

O objetivo do presente trabalho é apresentar os resultados obtidos por [21], que

provou a existéncia e unicidade de estados de equilibrio de um difeomorfismo local tran-
1



2 Sumadrio

sitivo, C1*, definido em [0, 1] com conjunto critico compacto, de interior vazio nao-flat.

Para tanto, o texto esta organizado da seguinte forma:

e Apéndice A: Exibiremos alguns resultados importantes para o desenvolvimento da
teoria com as devidas referéncias. No entanto, sem apresentar as devidas provas,

para evitar que o texto fuja do assunto principal.

e Capitulo 1: Apresentaremos resultados e conceitos importantes para o bom enten-
dimento desse trabalho, que poderao ser ignorados pelo leitor que ja possui dominio
desses conceitos. A tnica excecao é a se¢ao 1.7, que apresenta uma generalizagao

de intervalos nice e suas respectivas construcoes.

e Capitulo 2: Nesse capitulo, exibiremos alguns resultados de medidas levantaveis,
bem como o conceito de medidas Zooming e a construcao de aplicacoes zooming de

retorno.

e Capitulo 3: Nessa parte, apresentaremos generalizacoes de medidas expansoras
presentes em [21], tal como a construcao de aplicagoes zooming de retorno para uma
aplicacao fortemente transitiva e salientaremos a importancia que medidas gordas
induzidas (Vide Definicao 3.9) possuem para a andalise dos estados de equilibrio e

medidas de entropia méxima.

e Capitulo 4: Esse capitulo tem como objetivo principal a obtencao de uma proba-

bilidade F-invariante possuindo entropia normalizada maxima.

e Capitulo 5: Nesse fragmento, apresentaremos os resultados principais obtidos
por [21], mais especificamente os resultados que atestam a existéncia e unicidade
de estados de equilibrio de determinados difeomorfismos locais C''* em variedades

riemannianas.

e Capitulo 6: Esse é o capitulo principal da presente dissertacao. Nele, apresenta-
remos algumas propriedades especiais de difeomorfismos locais C'* transitivos no

intervalo e, a partir dessas propriedades, mostraremos o resultado principal.



Capitulo 1
Preliminares.

Nessa secao, forneceremos alguns conceitos que, embora sejam essenciais para o
entendimento e desenvolvimento do Formalismo termodinamico, nao sao assuntos centrais

para os topicos discutidos nessa dissertacao.

1.1 Sequéncias subaditivas

Uma sequéncia {a,}, € [—00,00) é dita subaditiva, se para todo m,n € N vale
Umtn < Ay + Q.

O resultado a seguir é bem conhecido e se mostra 1til em diversas areas da Teoria
Ergodica. Ele pode ser utilizado na definicao de Entropia e Pressao, vide segoes 1.3 e 1.5.
Além disso, pode ser utilizado na prova do Teorema subaditivo de Kingman, que por
sua vez é uma versao mais forte do teorema ergédico de Birkhoff. A prova do teorema
de Kingman, bem como mais detalhes sobre as propriedades de sequéncias subaditivas

podem ser vistas em [10].
Teorema 1.1. Seja {a,}, uma sequéncia subaditiva, entao, vale que

lim &% = inf 2° (1.1)

n—oo M n n

Demonstracao. Suponha que existe m tal que a,, = —oo. Entao fixe n > m e defina
k := n — m observe que como a sequéncia {a,}, é subaditiva e a; € [—00,00) entdo
an < Gy + ap = —oo. E portanto, a,, = —oo e lim,, . a,/n = —oco0 = inf, o
Suponha agora que a, € R para todo n natural, seja L = inf, a,/n. Note que
L € [—00,00). Seja G um numero real maior L, pela definigao de L existe m natural tal
que:
Am

— < (.

m
3



4 Capitulo 1. Preliminares.

Sen >mescrevan =km+r, com 1 <kei<r<m. Defina a=max{a;1 <i<m}

e, pela subaditividade, temos que

angakm—f_argka'm'f_argkam'f_ay

assim,

Notando que pk/n — 1 e a/n — 0 quando n — oo temos que, como ax/k < B
existe ng € N tal que, se n > ng, entao

Lga—"<G
n

Note que G é um nimero arbitrario maior que L. Fazendo G tender a L, obtemos o
resultado. O

1.2 Potenciais Holder

Seja X um espaco métrico com distancia dist, dizemos que ¢ : X — R é potencial

de Hélder, se existem constantes a € (0,1] e Cy > 0, tais que:
p(z) — (y)| = Codist(z,y)* , Yo,y €X

Seja M Uma variedade riemanniana com distancia geodésica dist, uma trans-
formacao f: M O é dita C'" se f for C' e Df for Holder. Isto é, se existem constantes

a € (0,1] e Cy > 0, tais que:

|Df(x) — Df(y)| = Codist(z,y)* , Y,y € X

1.3 Entropia

Seja (X, A, u) um espago de probabilidade, ao longo desta segdo, P serd uma
particao, se for uma familia enumeravel de subconjuntos mensuraveis de X tal que se
Py, P, € P, entao, PN P, = () e a uniao de todos os elementos de P possui medida total.
Seja f: X O uma transformacao mensuravel tal que p é f-invariante.

P(x) serd o elemento da particdo P que contém z. A soma de duas partigoes P
e @ denotado como PV Q é a particao formada pelas intersecoes dos elementos de P e
Q,ouseja PVA={PNQ;P €Peqec Q} Uma generalizagdo imediata é a soma de

uma familia enumeréavel de partigoes

\/ P = {Opn;Pn ePn}
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Defina a funcao de informagao associada a uma particao P, Zp : X — R, definida

como:
Ip = —log(u(P(x)))
Note que Zp é mensuravel. Assim, defina a entropia da partigao como:
H(P) = [ Zpdu= 3 ~4(P) log(u(P)
PeP

Note que, como i é uma probabilidade p(P) < 1 paratodo P € P, portanto — log(u(P)) >

1:u<UP>:ZM(P

pPeP PeP

0 e como:

Temos que H,(P) > 0. Na definicio da entropia de uma partigao, adotamos a convencao
que 0log0 = 0. Uma importante observagao é de que a entropia de uma particao pode
ser infinita. No entanto, ao longo dessa secao trabalharemos com partigoes de entropia
finita.

A entropia condicional de uma particao P com relacao a uma particao Q é dada

por:

H,(P/Q)= ZZ —u(PNQ) log( il (QQ))

PeP Qe Q)
Dizemos que P < Q (ler-se P menos fina que Q) se para todo ) € Q existe
Qo C Qe P e P tal que u(Qo) = u(Q) e Qo C P. A partir do lema A.1 item 1, temos

que tomando S como a partigao trivial, isto é S = {X}, entao
H,(PvQ)=H,P)+H,(Q/V)<H,P)+ H,Q) (1.2)

Seja (Y, B) um espaco mensuravel e g : X — Y uma transformacao mensuravel,
entao (Y, B, g.put) é um espago de probabilidade. Assim, se P é uma particao de (Y, B, g.u)
entao g~ (P) = {¢g ' (P); P € P} é uma partigao. Além disso, temos que H,(¢g~*(P)) =
Hy, . (P).

Seja f transformacao mensuravel e considere p probabilidade f-invariante, de-

note:
= \/ r(P) (13)

Note que P™ < P"~!, portanto temos que H,(P") < H,(P"*!) (vide lema A.1 quando S

é a partigao trivial).
Lema 1.2 ([16]). A sequéncia dada por a,, = H,,(P") € subaditiva

Demonstragdo. Inicialmente, note que P+ = VIt f=4(P) = Py f=m(P"), de (1.2)
temos que

H,(P™™™) < Hy(P™) + Hu(f7"(P")) (1.4)
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como f ¢é f-invariante temos que H,(f~™(P")) = H,(P") para todo m e n. Segue o
resultado: [

Defina .
half.P) = lim I, (P") (15)

A partir do teorema 1.1 e do lema 1.2, temos que o limite do lado direito da Equagao (1.5)

existe. Por fim, defina a entropia do sistema (f, ) como
hu(f) = Sup hu(fP) (1.6)

onde o supremo é tomado sobre as partigoes de entropia finita.

Exemplo 1. Seja p uma medida invariante por f, seja {%}Z;é uma sequéncia finita de
X, tal que f(zg) = 2541 se 0 <k <n—1¢€ f(xn_1) = z1. Ou seja, x1 € ponto periddico

de periodo n. Seja A a o-dlgebra de Borel:

observe que p € uma probabilidade invariante para f. Seja P wma particio de X, com
j = #{P € P;u(P) > 0}. Como os elementos te P sao disjuntos dois a dois, entdo
Jj <n. Assim, seja {P € P;u(P) >0} ={P1,Ps...P;} e k; := #{xy; ), € Pi}. Observe

que > 1_, k; = n. Dai,
J

Observe:

Dai, como k; > 1:

J k; k; log(n) J
Hy(P) =~ ~log <E> < 22Nk = log(n).
i=1 i=1

Ou seja, para toda partigao P teremos que H,(P) < log(n). Portanto, para todo

m teremos que

H,(P™) < log(n)

m m

0<

donde, para toda particao P:
hu(f7 7)) = 0
e, portanto, h,(f) = 0.

Definig¢ao 1.3 (Particao geradora). Uma particao P serd chamada de Parti¢ao geradora
para f e u, possuindo entropia finita, se gerar a o-dlgebra dos conjuntos mensurdveis, a

menos de medida nula.
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Como consequéncia imediata do teorema de Kolmogorov-sinai e do fato de h,,(f, P*) =
hu(f, P*) para toda particio de entropia finita P e k > 1, temos que se P é uma particao
geradora. Entao, h,(f) = hu(f, P).

1.4 Entropia topolégica

Nessa segao sera definida a entropia topoldgica segundo [1] e, ao longo desta X
sera um espaco topolégico compacto e f : X OO serd uma transformacao continua.
Seja a uma cobertura aberta de X. Como X é compacto, toda cobertura aberta

de X admite subcobertura finita. Dai, a entropia da cobertura « é definida assim:
H(a) =log N(«)

onde N(«) é o menor numero tal que v admite uma subcobertura com esse nimero ([16]).
Dizemos que a < [ se para todo B € [ existe A € « tal que B C A. E
claro que a < [ implica em H(«a) < H(f), pois suponha que § admita pelo menos

uma subcobertura de n elementos, seja {By, ..., B, } uma destas subcoberturas. Seja A,
elementos de a tal que A; D Bj, seja {A,,,..., Ay, } a colecdo de elementos distintos de
{Ay,..., A}, e, portanto, a admite uma subcobertura com i elementos, como i < n segue

o resultado.
Seja aq, ..., a, coberturas abertas de X denote
\/Oéj = { mA],A] € Oéj}
j=1 j=1
Note que se a é cobertura aberta de X entao f~*(a) = {f~*(A); A € a}, denote

n—1

o =\/ f(a) (1.7)

i=0
Lema 1.4. a sequéncia dada por a, = H(a") € subaditiva

Demonstragao. Note que o™ = o™V f~™(a") para todo n e m. Assim, pelo lema A.2,

temos
H(@"™) < H(a™) + H(f"(a")) < H(a™) + H(a")

Defina a entropia de f com relagao a cobertura o como

h(f,a) = lim ~H(a") (1.8)

n—oo 1
O teorema 1.1 e o lema 1.4 garantem que o limite da equacao (1.8) existe.

Por fim, a entropia topoldgica de f como ([16]):

htop = sup{h(f, a); o é subcobertura aberta de X} (1.9)
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1.5 Pressao

Nessa secao, sera apresentada a definicao de pressao via coberturas abertas.
Seja X um espago métrico compacto com distancia dist, e f : X O, seja ¢ potencial
definido em X, defina ¢, : X — R como: ¢, Z?:_& o fI. Seja o cobertura aberta de X,

entao definimos:

P,(f,p,a) = inf { Z sup e#"(®): 3 é subcobertura finita de a”} (1.10)
UEBIGU

Definindo:
1
P(f,p,a) = lim —log P,(f, ¢, a) (1.11)
n—oo N
Pelo teorema 1.1 e pelo lema A.3, temos que o limite da equacao 1.11 existe. Por
fim, defina:
P(f,¢) = lim P(f, ¢, an) (1.12)

onde {a,} é uma sequéncia de coberturas abertas com diam(c,) — 0 quando n — oo,

Proposigao 1.5 ([16]). O Limite

1hn'me7@7ak)

k—o0

existe e independe da sequéncia {ay,}, com diam(ay,) — 0

Demonstracao. Seja oy, e P, duas sequéncias de coberturas abertas com diametro con-
vergindo para zero, dado € > 0 fixe 6 > 0 tal que |¢(x) — p(y)| < € se dist(z,y) < 9,
seja ng tal que diam(ay,) < 0 se n > ng, fixe n > ng, seja p > 0 um nimero de Lebesgue
para ;. seja my suficientemente grande, tal que diam(f,,) se m > my, fixe m > my, pela
definicao de nimero de Lebesgue, todo B € 3, esta contido em A € «,,. Note que

sup p;(z) < ne+ sup g, (y)
z€A yeB

para todo 7 > 1, como diam(a,) < §. Dali,

Pi(f, ¢,0m) < €“Pi(f,0,8m) 1<m

dai P(f,¢,a,) < e+ P(f, ¢, Bm), dai, fazendo n — oo e depois m — oo, obtemos

limsup P(f, ¢, a,) < €+ liminf P(f, ¢, fm)
n—o00 m—r0o0
pela arbitrariedade de € temos que

lim sup P(f, ¢, a,) < liminf P(f, o, )
m—0o0

n—oo
trocando o papel das duas sequéncias de cobertura, obtemos que lim,,_,, P(f, p, o) =
lim,;, 00 P(f, 0, Bim) H
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chamamos P(f, ) de pressao de ¢ relativamente a f. Uma importante con-
sequéncia da definicao da pressao é que se ¢ for o potencial nulo. Isto é, ¢ = 0, entao
P,(f,¢,a) = N(«) para todo n > 1, e portanto P(f, p,a) = h(f, a) para toda cobertura
aberta a segue da proposicao A.4 que P(f, @) = hop(f)-

Pelo principio variacional (teorema A.5), temos que se f é uma dinamica continua

e X um espaco métrico compacto. Entao, a pressao pode ser calculada como

P(f. ) = sup {m(f) + [etvvemin} (1.13)

aplicando o principio variacional ao potencial nulo temos que

bl $) = sup { (7)o € (1) (114)

1.6 Conjuntos nao-flat e medidas expansoras

Nessa secao, M serd uma variedade riemanniana compacta e C C M um conjunto
fechado de interior vazio, f : M \ C — M um difeomorfismo C'*, com extensao continua
f, tal que # f~!(x) < oo o conjunto C é o conjunto critico da funcdo f.

Seja dist(z,y) a distancia geodésica em M, dist(z,C) := inf{dist(z,y);y € C}, e

T!M o espago vetorial unitério em .

Definicao 1.6. O conjunto C € nao degenerado se existem constantes 0 < B e 0 < (3 tais

que
1. |log|Df(z)v| | < B+ B|log dist(x,C)| para todo v € TAM ez € M\ C;

2. |log||Df(z) " | =log ||Df(y) || < ZL42Y) porg todo z,y € M\C com dist(z,y) <

dzst(m C 5
Ldist(x,C).

Definicao 1.7. O conjunto C € nao flat se existem constantes A < B e < a < (8,0 tais

que

1. A+ allog dist(z,C)| < |log |Df(z)v] | < B+ B|log dist(x,C)| para todo v € T'!M e
reM\C;

2. |log||Df(z) | =log||Df(y) ||| < BL42Y) porg todo z,y € M\C com dist(z,y) <

dist(x,C)P
sdist(z,C).

A defini¢ao 1.7 pode ser entendida como: a menos de uma mudanga de coorde-
nadas C se comporta como raizes de polinémios.
Dado 0 > 0 defina dists(z, y) = min{dist(z, y),d}.
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Definicao 1.8. Seja 1 uma probabilidade f-invariante, v € dita expansora, se

1. (Recorréncia lenta para o conjunto critico)
/ log disty(x,C)du > —oo (1.15)
zeM

2. Para p-quase todo x € M e todo v € Tt M wvale

1
0 < lim —log |D f"(x)v] < 400 (1.16)
non
Ou seja, todos os expoentes de Liapunov de p sao positivos.

O conjunto das medidas expansoras f-invariantes serd denotado por E(f).

Observagao 1. A condicao 1 da Definicao 1.7 implica que se C € nao-flat entdo, toda
probabilidade pw com expoentes de Lyapunov finitos satisfaz a recorréncia lenta ao conjunto
critico. Em particular, E(f) € o conjunto de todas as probabilidades, possuindo apenas

expoentes de Lyapunov positivos.

Dado um potencial ¢ : M — R, dizemos que a probabilidade u € M(f) é um

estado de equilibrio para ¢ se
m)+ [ dn = Plo. £) = sup{h () + [ dv v e (1))

Ou seja, p realiza o supremo no principio variacional. Se u € M!(f) é um estado de
equilibrio para o potencial nulo, dizemos que p é medida de maxima entropia.
Dizemos que a probabilidade u € M!(f) é um estado de equilibrio expansor para

@ se u ¢ uma medida expansora e

h,(f) —l—/god,u: Peipy(p) = sup{hl,(f) —i—/gody (Vv E E(f)}

1.7 Conjuntos encaixados

Nessa sec¢ao, sera apresentado o conceito de conjuntos encaixados, que representa
uma generalizagao do conceito de invervalos nice, introduzido por [14]. Essa construgao
se encontra em [18], segao 2.

Nessa se¢ao, X serd um espago métrico separavel e f : X O serd uma trans-
formagao. Ao longo desta segao, fixaremos uma colegao &, de abertos conexos de X.

Fixe J C X, um conjunto ) C X é uma pré-imagem regular de ordem n de J se
f™ leva @ homeomorficamente em J. Denotaremos a ordem de () como ord(Q).

Para todo n natural e V' € &, considere &,(V') como uma cole¢ao de pré-imagens
de ordem n de V. Defina &, = {&,(V)}ves,- Note que nao foi pedido que &, (V') contenha
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todas as pré-imagens regulares de V. Uma sequéncia £ = {&,}, é dita uma familia
dinamicamente fechada de pré-imagens regulares se f'(E) € &,_; para todo E € &, e
0 <1 <mn. Dado P € &, denote f"|p por ff e o & ramo inverso por f~F.

Seja & = &, uma familia dinamicamente fechada de pré-imagens regulares, um

conjunto ) é uma &-pré-imagem de um conjunto W C X se existe n natural e P € &,

tal que W C f*(P)e f~P(W) = Q.

Lema 1.9. Sejam X; e Xy duas E-pré-imagens diferentes de algum conjunto X C X, com
ord(Xy) = ord(Xy). Entao, X1 N Xy = .

Demonstragdo. Seja n a ordem das duas pré imagens seja P; € &, tal que X; = f~1i(X),
i € {1,2}, seja agora Q; = f~Ti(f"(P1)N f"(P)). Pela definigao de E-pre-imagens temos
que f"(P;) D X e portanto X; C @, dai Q1 N Q2 D X N Xy # 0, note que Q1 # Q2, de
fato se Q) = Qs entio K = P (X) = (£, )H(X) = (£7],,)7 () = FH(X) = A,
como Q1 # Qs e Q1N Qs # 0 temos que Q1 NIQ2 # O ou Q2 NIQ, # 0, sem perda de
generalidade assuma que Q1N0Q5 # 0, temos que @ # f*(Q1NIQ2) C f(Q1)NIf™(Q2) =
(f"(P) N fM(P)) no(f™(P1) N f(P2)) =0 o que é um absurdo. O

Definigao 1.10 (Conjuntos Ligados). Dois conjuntos abertos Uy e Uy sao ligados se
Ui\ Uy e Us \ Uy sao ambos diferentes de vazio.

Uma consequéncia direta das definicoes conjuntos ligados e conjuntos conexos é
que se U; e U, sao ambos conexos e diferentes do vazio entao U; e Us sao ligados, se e
somente se U, NUy # O e Uy N OUy # 0.

Definigao 1.11 (Conjuntos E-encaixados). U € um conjunto E-encaizado, se € aberto e

U nao € ligado a nenhuma das suas E-pré-imagens.
Uma extensao natural da Definicao 1.11 é:

Definigao 1.12 (Cole¢ao de conjuntos E-encaixados). Uma cole¢io Z de conjuntos aber-
tos € uma colegao de conjuntos €-encaizados se todo A € Z nao € ligada a nenhuma E-pré
imagem de algum elemento de Z de ordem maior que zero. Ou seja, se A1 € Z e Q €&

pré-imagem de algum elemento de Ay € Z, entao Ay nao estd ligado a P ou P = A,

Note que toda sub-colecao de uma colecao de conjuntos E£-encaixados é por sua
vez uma colecao de conjuntos £-encaixados, em particular todo elemento de uma colecao
E-encaixada é um conjunto £-encaixado.

Uma importante propriedade de uma colecao £-encaixada é enunciada no lema A.6.
E, como corolario desse lema, obtemos uma importante propriedade de conjuntos encai-

xados:
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Corolario 1.13. Se U ¢ um conjunto E-encaixado conexo, Py e Py sao E-pré-imagens de

U, com P, # P, entdo P, e Py nao sao ligados. Além disso,
1. Se PyN Py # () entio Ord(Py) = Ord(Ps)

2. Se PL G P, com Ord(Py) < Ord(Py), entdo U estd contida em uma E-pré-imagem

de si mesmo, com ordem maior que zero e

fOrd(Pg)fOrd(Pl)(U) cU

Demonstracao. definindo I; = Ord(P;), Pelo lema 1.9 temos que i1 # l,. Portanto,

podemos assumir [y < lo. Dai, pelo lema A.6, segue que P, e P, nao sao ligados.
Suponha P; § Py, entdo U = f*(P1) C fi(P2), note que f"(P,) é uma E-pré-

imagem de V e isso implica que f271 (V) C f2(P) (V) =V. O

A partir daqui até o fim da secao, Z serd uma colecao de abertos, conexos de X,
tais que todos os elementos de Z nao estao contidas em nenhuma &-pré-imagem de ordem
maior que zero de um elemento de Z.

Uma sequéncia finita K = {Fy,... P,} de E-pré-imagens de elementos de Z é

uma cadeia de E-pré-imagens de Z comegando em A € Z| se
1. 0<Ord(Ry) <--- <P,
2. Py e A sao ligados
3. Para todo 1 < ¢ < n temos que P; e P;_; sao ligados
4. P#Psei#]

vide figura 1.1 para um exemplo visual de uma cadeia de £-pré-imagens.

Figura 1.1: Exemplo de uma cadeia de E-pré-imagens de Z comegando em A. Fonte:[15].

Denote chg(A) como a colecdo de todas as cadeias de E-pré-imagens de A,
comecando em A € Z. Como todos os elementos de Z sao abertos e conexos, temos que
se Ae Ze{P,...,P,} € che(A) entdo |J;, P; é aberto e conexo para todo 0 < n; < n.
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Para todo A € Z defina o aberto:

A=A\ J Un (1.17)

{Pj}j€che(A) J

uma representacao visual do A* pode ser vista na Figura 1.2. Com o conceito apresentado

na Equagao (1.17), é possivel construir uma colegao encaixada ([18]).

A*

Figura 1.2: Exemplo de uma cadeia de E-pré-imagens de A comegando em A. Fonte:[15].

Proposigao 1.14. Para todo A € Z, tal que A* # (), escolha um componente conexo A’
de A*. Assim, se Z2' = {A'; A€ Z e A* # 0} é uma colegio ndo vazia, entio A" € uma

colecao de conjuntos €-encairados.

Demonstrac¢ao. Assuma, por contradigao, a existéncia de Ay, Ay € Z e uma E-pré imagem
de A}, com ordem positiva (denotada por @), tal que A} e @) sdo ligadas, pela conexidade
de A} e Q temos que existe ¢ € Q NIA,, seja k = Ord(P) e E € & tal que Q = fF(A)),
definindo P = fE(A,), temos Q C P.

Afirmacgao 2. P C A,

Demonstragao. Note que PN A; D PN A} D QN A] # (. Por outro lado A; e P nao sao
ligados, sendo & sequéncia {P} € ch(4;) e como PN A} D PN A, #0, dai PN oA, = 0.
Portanto, como P N A; # () pela conexidade de P e A; temos que P C A; ou P D Ay,
como, por hipotese, os elementos de Z nao estao contidos em nenhuma &—pré-imagem

de ordem maior que zero de um elemento de Z. Portanto, P C A; O

Como ¢ € 0A!. Entao, para todo € > 0 existe uma cadeia {Fy, ..., P;} € che(A;)
tal que dist (q, Ui, R-) < €, como P e () sao abertos e ¢ € () C P, pegue € suficientemente
pequeno, tal que Q C (i, P; # 0, portanto existe 1 < m < n, tal que:

P,NPD>P,NQ#0 (1.18)

Como J;_, P; é conexo e Fyé ligado com Ay, temos que Py N (X\ P) D Py (X\ A;y) # 0.
Assim, existe 0 < ¢ < m tal que P,OP # (. Dessa forma, defina | = min{0 < i <
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m; P, N OP # (}. Temos, entao, que P, e P sao ligados, pois, se ; D P, terfamos que
AN (UL, P) 2 A\ n (UL, P) # 0, o que seria um absurdo.

Temos dois casos: (i) Ord(P) < Ord(P) ou (ii) Ord(P) > Ord(P). Supondo
o primeiro caso, temos que pela minimalidade de [ temos que P; # P para todo 0 <
Jj < 1. Portanto, {Pp,... P, P} € che(A;) e PN AT D PN A, # 0, o que é uma
contradicao da definicao de A*. Supondo o segundo caso, considere a sequéncia K =
{f*(R),.... f*(Pn)}, temos que K € chg(A,), pois f*|, ¢ homeomorfismo e f*¥(P) = As.
Assim, f8(P) N oAy = f*(P N OP) # 0 e, por defini¢io, de Z A, ndo estd contido em
f5(P). Mas, como f*(Q) = A, C A}, da Equagao (1.17), temos que f*(P,) N A3 D
5P, N Q) # 0 contradizendo a definigao de Aj. ]

Corolario 1.15. Seja € € (0,1/2), e A = B,.(p) uma bola aberta conexa de raio r,
centrada em p € X tal que f"(A) ¢ A, ¥Yn € N. Se toda cadeia de E-pré-imagem de A
possui um diametro menor que 2er, entao o conjunto A* contém a bola B,n_20(p). Além

disso, a componente conexa A" de A* que contém p é um conjunto £-encaizado contendo

Br(1—2e) (p) .

Demonstracao. Defina Z = {A}. Como f"(A) ¢ A, entdo, A nao estd contida em
nenhuma £-pré-imagem de ordem maior que zero de si mesmo. Defina I" como a colegao
de todas as cadeias de £-pré imagens de A. Assim, se {P;}; € I, entao Uj P; é um aberto
conexo intersectando 9A e de didmetro menor que 2er. Portanto, |J; Pj C Bae(0A).
V{P;}; € I'. Portanto, A" = A\ Up, orU; P52 A\ Baer(04) D By1-2¢(p). Donde

A # ). Assim, tomando A’ como o componente conexo de A* contendo p (e portanto

Bi(1-2¢(p)), da Proposigao 1.14, segue que A’ é um conjunto E-encaixado. O

1.8 Colecoes Assintoticamente invariantes.

Nessa secao, X sera um espac¢o métrico compacto e f : X OO serd uma trans-
formagao mensuravel, seja U C X um conjunto positivamente invariante, considere para

todo x € U um subconjunto da U(x) C O (z) da dérbita positiva de .

Definicao 1.16. Uma cole¢io U = {U(z)}rev € dita assintoticamente invariante se para
todo v € U,

1. #{j eN; f/(z) e U(x)} = o0
2. Ux)NOT(f"(x)) =U(f(z)) NOT(f*(x)) para todo n € N grande

Definigao 1.17 (wyy). Dada uma cole¢ao assintoticamente invariante U = {U(x)}zev,

defina para todo x € U o conjunto limite omega-U denotado por wyry, que representa o
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conjunto dos pontos de acumulagdo de U(x). Ou seja, os pontos p € X, tal que existe

sequéncia n; — oo, satisfazendo U(x) > f(x) = p

Uma importante propriedade do conjunto wyy(z) é que esse conjunto é nao vazio,
compacto e nao é necessariamente invariante, vide [1%] se¢ao 3. Dizemos que uma colegao
assintoticamente invariante U = {U(z)},ep possui frequéncia positiva se para todo z € U
temos:

fimsup {1 < j < i P (x) € U(w)} > 0

n—o0

Definicao 1.18 (w4 sy). Se U = Upey € uma colegdo assintoticamente invariante com
frequéncia positiva, defina wy sy (x) como os pontos U-frequentemente visitados da orbita

de x, ou seja, os pontos p € X, tais que para toda vizinhanca V' de p temos

lim sup %#{1 <j<n;fl(x)eUU(z)NV}>0

n—oo

Uma importante propriedade das colecoes assintoticamente invariantes é obtida

no lema A.S8.

1.9 Homeomorfismos locais bi-Lipschitz

Seja X um espaco métrico separavel de Baire localmente conexo, uma trans-
formagao f: X'\ C — X é um homeomorfismo local bi-Lipschitz se satisfizer, as seguintes

condicoes:
1. O conjunto critico/singular C de f é fechado e possui interior vazio

2. Para todo p € X'\ C existem r > 0 e K = K(p), tais que B,(p) é conexo, f(B,(p))

¢ um subconjunto aberto de X e:

K- tdist(z,y) < dist(f(z), f(y)) < Kdist(z,y) Y,y € B,(p)

3. #f!(x) < oo para todo r € X

1.10 Transformacoes induzidas e medidas levantaveis

Uma transformacao induzida de f : X O é uma transformacao mensuravel F :
A — B,em que A,B C X, e F(z) = f#®)(2) para alguma transformacio mensuravel
R: A — N. A transformacao R é chamada de tempo induzido de F. Conforme discutido
em [21] os conjuntos, A e B nao possuem requisitos especiais. No entanto, nas construgoes

mais famosas de transformagoes induzidas, é comum que A C B.
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Conforme discutido em [21], um importante requisito para o desenvolvimento do
formalismo termodinamico é a definicao de potenciais induzidos. Dado uma transformacao
induzida F' : A — B, com tempo induzido R, para todo potencial X — R, podemos
associar o ptencial ¢ : A — R, dado por ¢(z) = Zf:(f))fl @ o fi(x). F-levantamento degp.
Observagao 2. Seja F : A — B uma aplicacao induzida por f, de tempo induzido
R. para todo x € (5o F77(A) e j > 1 temos que fzi;éROFk(x)(x) = Fi(z). De fato,

se j = 1 temos que S i_t Ro F*(x) = R(x) E portanto fzi;tl)ROFk(’”v)(x) = fi@) =

F(z). suponha vdlido para j — 1, entio fXk=oToF*(@)(g) = fROF7H@) (fX20 ROFH @) (1)) =
fRETI @ (FI (@) = F(FI7(2)) = Fi(x).

Defini¢ao 1.19 (Medidas absolutamente continuas). Sejam p e v duas medidas em um
mesmo espag¢o mensurdvel (X, A), dizemos que v € absolutamente continua em relagio a
w, se todo mensurdvel C que satisfaz pu(C') = 0 satisfaz v(C') = 0. Essa relagao € denotada

como v <K 4.

Uma probabilidade f-invariante p é F-levantével se existe uma probabilidade F'-
invariante v < p tal que [ Rdv < oo. v é chamada de F-levantamento de p. Temos

ainda que se v é F-levantamento de pu, entao

H= ﬁ Zni:fg (V|{R:n}> = ﬁ ;fﬁ <V}{R>j}> (1.19)

n>1 j=0

Definigao 1.20. Dizemos que uma aplicacao induzida F : A — B € orbita-coerente se:
Of (@) NOf(y) # 0 <= Op(z) N Ox(y) # 0

para todo x,y € ();50 F7(A)



Capitulo 2

Obtencao de uma aplicacao de

Markov localmente induzida.

Essa secao possui como principal objetivo a definicao de conjuntos e medidas

zooming e, como principal resultado do capitulo, sera possivel obter uma medida invariante

v que é absolutamente continua com respeito a uma medida zooming p dada. A fim de

obter esse resultado, sera utilizada a teoria de aplicacoes de Markov, bem como resultados

obtidos por [19], referente ao levantamento de medidas.

2.1 Aplicacoes de Markov

Seja f : B — B uma funcao definida em um conjunto de Borel B, de um espaco

métrico compacto X, uma colegao P = { Py, P» ...} é chamada de particao de Markov do

conjunto de Borel B, se satisfaz as seguintes condigoes:

1.

d.

int(P;) Nint(P;) =0 sei # j

. se f(P) Nint(P;) # 0 entao f(P;) D int(P;)

#H{f(F);i e N} <o

f ‘ p € um homeomorfismo e pode ser estendida para um homeomorfismo levando P
K3

em f(F)

lim,, o diam(7,(x)) = 0 para todo x € (5, f‘”(Ui R-)

onde Py (x) = {y; P(f7(y)) = P(f7(x)),¥0 < j < n}.

Definigao 2.1 (Particao de Markov induzida.). Uma cole¢cdo enumerdvel P = { Py, Ps, ...}

de subconjuntos de Borel é chamada particao de Markov induzida, se satisfaz todas as

17
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condigoes de uma particao de Markov, com excecdao da condi¢cao 2, que € substituida pela
sequinte condi¢ao:
Para todo P; € P existe R; > 1, tal que:
o sel < R; eint(fi(P))Nint(P;) # 0, entdo int(f'(P)) C int(P;) ou int(fY(P;)) D
int(P,)

o se mnt(fH(P)) Nint(P;) # 0, entdo int(f5(F;)) D int(P;)
Definigao 2.2 (Aplicagdo de Markov.). Seja P uma particao de Markov para f : B O,
o par (f,P) € chamado de transformag¢do de Markov definido em B; se f(P;) = B para
todo P; € P, entdo (f,P) € chamado de aplicagdo de Markov completa.
Observagao 3. Se (f,P) é uma aplicagao de Markov completa definida em um aberto
B entao os elementos de P sao abertos, pois, para todo P; € P, temos que f(P;) = B e,
como f‘P, ¢ homeomorfismo, seque que P; € aberto.

Na definicao a seguir f : X O sera uma aplicacao mensuravel em um espago
métrico.
Defini¢ao 2.3 (Aplicacao de Markov induzida.). Uma transformagao de Markov (F,P)
definida em B € uma aplicagao de Markov induzida por f em B, se existe uma funcao
mensurdvel R : B — N, tal que {R > 1} = Upp P, R‘P ¢ constante para todo P € P
e F(x) = fR®)(x) para todo x € B. Se uma aplicacido de Markov induzida (F,P) é uma
aplicacao de Markov completa, dizemos que (F,P) é uma aplica¢io de Markov induzida
completa.
Observacao 4. Seja (F,P) uma aplicagao de Markov induzida por f em B completa.
Se #P > 2, entao Per(f) = oo, pois seja Py,P, € P, como F(P;) = B, j = 1,2 e
lim,, ;o diam(P,(x)) = 0 para todo x € (5, f*”(UZ B-). Temos que para todo n € N
#D,, = 2", em que
D, = {x € (PLU P,) N Per(F);x tem periodo n e F*(x) € P, U P, Yk < n}.

Assim, se D = 5, Dy, entdo #D = oo, e, como D C Per(F) C Per(f), temos que
#Per(f) = oco.
Definigao 2.4 (Aplicacao de markov compativel com uma medida). Dizemos que uma
aplicag¢ao de Markov (F,P) definida em um aberto A C X € compativel com uma medida
i, se

1. u(A) > 0;

2. n é F-nao singular;

8. (Upep P) = 1(A) (como todo P € P € um conjunto aberto temos que u(OP) = 0
VP eP).
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2.2 Tempos induzidos coerentes.

Essa segao discutird o conceito de tempos induzidos coerentes e de como esse
conceito se relaciona com orbita-Coeréncia. Os resultados dessa secao foram obtidos
por [19].

Ao longo dessa secao, (X,.A) serd um espago mensuravel e f : X O serd uma
aplicacao mensuravel. F': A — X sera uma aplicacao induzida por f de tempo induzido
R. e Ay := ijO F(X).

Definicao 2.5 (Tempos coerentes). Dizemos que o tempo induzido R € coerente se R(x) >
Ro fi(z)+j sempre que x, f’(x) € A e 0 < j < R(x).

Lema 2.6. Suponha que R é um tempo induzido coerente, seja x € Ag. Se 0 < k < R(x)
e [F(x) € Ay, entao existe 1 <m < #{k < j < R(z); fi(x) € Ay}, tal que

R(x) = k+ 3 RIF(f(x).

=0
Em particular, F(z) = F™(f*(x)).

Demonstragio. Como f* € Ay, da coeréncia de R, segue que k < k + R(f*(x)) < R(z).
Se k + R(f*(z)) = R(x), entdo o resultado estd provado. Se ndo, entdo fF+ARUF@) —
F(f*%(x)) € Ag. Pela coeréncia de R, temos que k + R(f*(x)) + R(F(f*(x))) < R(z).
Novamente, se k+R(f*(x))+R(F(f*(x))) = R(x), o resultado estd provado; se nio, temos
que fEFRUMENFRIFUH@) = F2(fk(z)) € Ag. Como Y1) R(FI(f*(x))) > n eR(z) < oo
esse processo ird parar. Donde existe m > 0, tal que R(z) = k + Z;n:_ol R(F7(f*(x))).
Como fHZ}Z(} R(Fj(fk("”)))(m) € Ay para todo 0 < n < m, temos que m < #{k < j <
R(z); f(z) € Ap}. A ultima parte do lema segue da Observagao 2. O

Lema 2.7. Se R € tempo induzido coerente, entao F € orbita-Coerente.

Demonstragao. Definindo R, (p) = Z;l:_ol R(F(p)) para todo p € Ay e n > 0. Pela
Observagao 2, temos que ffn(® = F(p). Seja n,,n, € N, tais que w = f"(r) =
[ (y) e iz,iy € N, tais que R;,(z) < n, < Ri,p1(z) e Ry, (y) < ny < R, 41(y). Defina
2= Fna(z) = fina(@)(2) e k = R, () — ng, do lema 2.6, temos que existe 1 < m, tal
que F=*(z) = F(z) = F™(f*(2)) = F™(w). Definindo q := F™(y) = fEw®(z) e
k' = Ry, (y) — n,, similarmente existe m’ > 1 tal que F™*l(y) = F(q) = F™ (f*(q)) =

F™ (w), donde OF(x) N Of(y) # 0. O
2.3 Resultados sobre medidas Levantaveis.
Nessa se¢ao serao apresentados os resultados obtidos por [19] que apresenta

condicoes equivalentes para uma medida p ser F-levantavel.
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Ao longo dessa segao, a menos que se diga o contrario, (X, .4) serd um espago
mensuravel e f : X O serd uma aplicacao mensuravel. F' : A — X serd uma aplicagao
induzida por f de tempo induzido R e Ag := (1,5, F7(A).

A densidade natural superior de U € N é definida como

DY (U) := limsup — #({ ...,n}tNU)

n—o0

Defina para todo z € Ay:

() = limsup #{0 < j < n; fI(x) € OF(x))

n—oo

ir(n) =#{0 < j < n; fi(z) € Of(z)}

Lema 2.8. Se i,(n) > 0, entio > """ Ro Fi(z) < s,
particular iminf, o = Z;‘:—g RoFi(z) < #(x) para todo x € Ay tal que Op(z) > 0. Além

para todo x € Ay, em

. ) 1 . _ N
disso, se lim,,_o = > =g Ro F7(x) existir, entdo

1
nh_{go #{0<]<nfj()60+( )} lim 1271 1ROFJ()
n—00 7=0

Demonstracao. Seja x € Ag tal que Op(z) > 0, defina:

-1 -1
= {]E:ROFk(x);j >0e ]z:RoFk(x) <n}
k=0 k=0

Note que E,(n) = {0 < j < n; f/(z) € OL(x)} (Vide Observagao 2). Além disso,
#E,(n) = #{j > 0,37 Ro F*(z) <n} = max{j > 0;1_, Ro F*(z) < n}. Assim,

in(n) = #{0 < j < () € Of(2)} = m{j > 0.3 Ro ) < n}

k=0

Portanto, para todo z € Ag e n € N, temos que S0 RoFk(z) < n < 0™ Ro F(x).
Definindo «a,(n) := (i.(n) + 1)/i(n), obtemos

ig(n)—1

Z Ro FF(z) < -

iz(n) 0 iz(n)

ixi‘:l()nJ)rl(ix(n§+1l§ROF’c(x>>:%( ( ”+1Z§R0Fk )
>

n

= <%#{0 <j<n;fl(z)e O§<x>}> <

k=0
para todo n > R(x). (pois, se n > R(z) temos que i,(n) > 1). Assim, se x € Aj e

n > R(x),

1 a( ) iz(n)
i Z Ro P () < s T e P € OFE = ) 1 2 o0 @) @)
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note que lim, .. a;(n) = 1 e tomando o limite inferior na primeira desigualdade da

Equagao (2.1):

n—1 iz(n)—1
1 1
liminf — Y Ro F¥(z) < liminf - Ro F¥(z) <
n—oo Mn kZ:O n—oo Zz (n) 0
1 1
lim inf =

noo 14L0 < j < n;fi(z) € Of(x)} Or(x)
Em particular, se lim, o = S r—s Ro F*(x) existir, por (2.1) temos que:

n—1

1 1 1
JLIEOEkZ:(]RoFk(a:)zliminf =

oo L00 < j < n; fi(x) € Of(2)}  Or()
0

Defina X* o conjunto de todas as aplicagoes Z : {0,1,2...} — X. Seja m, :
X>* = X, n > 0 a projegao m,(z) = T(n).
O conjunto Xy C X, chamado de dominio da extensao natural de f serd definido
como
Xp={z eX* f(z(j +1)) =2(j),Vj = 0}
por fim a projecao natural m: Xy — X é definida por m = 7r0|Xf.

Pela definicao de Xy, se A C Xy, entao

I (Tnsi(A) = T (A)Vn, 5 >0,

Tt (A) C 7 (ma(A))Vn,j > 0.

Defina o cilindro de X; gerado pelos mensuraveis Ay, ..., A, € A como o con-
junto:

[Ao, ..., Ay] i={z € X4;(2(0),...,2(n)) € Ag X -+ x A,,}

Denote o conjunto de todos os cilindros de X; por Cyl(X;). Seja A a o-algebra dos

sub-conjuntos de X gerada por Cyl(Xy). Assim, o par (Xy, A) é um espago mensurdvel.

Note que
7rn+j([A07 B aAn]) = f_](An)avj > 0
(&
n—1 .
[A07 Ala s 7An] = AO? f_l(AU) N Ala f_Q(AO) N f_l(Al) N A27 ER) ﬂ f_(n_l)(Ai>
=0

por fim a Eztensdo natural de f é a aplicacdo f : X; O dada por

F((2(0),z(1),...)) = (f(2(0)), f(2(1)),...)
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note que f é injetiva e fom = mo f. Além disso, se f é A-mensuravel entao f é A-
mensuravel e 7 é (A, A)-mensurdvel. Além disso, se f é bimensurdvel com respeito a A
entdo f é bimensuravel com respeito a A.

O resultado a seguir é um dos principais obtido por [19].

Teorema 2.9. Seja f : X O uma aplicagdo bimensurdvel e F' : A — X uma aplicacdo
induzida mensurdvel, de tempo induzido R : A — N. Se p € uma probabilidade ergddica

f-invariante, entao as sequintes condicoes sao equivalentes:
1. p € F-levantdvel;
2. p({x € A Dy (({j > 0; /7 € O3})) > 0}) >0
3. p({z € Ag;liminf, o & Z?;& Ro Fi(x) <oo})>0
4. Existe probabilidade F-invariante v e 1 < C < oo, tal que v < Cp e [ Rdu < oc.

Além disso, se F' € orbita-coerente, entdo u admite apenas um F-levantamento. E esse

F-levantamento ¢ ergddico.

Demonstragao. (1) = (2) Suponha que v é F-levantamento de p. Nesse caso, v é F-
invariante e [ Rdv < oo. Pelo teorema de Birkhoff, temos que para v quase todo @ € Ay
o limite lim,, o = a2 im0 ' Ro Fi(x) existe e pertence a [1,00). Assim, pelo lema 2.8, temos
que Op(z) = (hmn_>OO D ~  RoFi(z ))_1 > 0 v-quase todo ponto. Como v < p, temos
(2).
(2) = (3) Imediato do lema 2.8.

(3) = (4) Como p({z € Ap;liminf, o + > 50 "RoFi(z)}) > 0 existe 1 < <
00, tal que u(A(v)) > 0, onde

n—1

{xEAO,,hmmf—ZROF] z) <~}

n—oo M

seja f @ Xy O a extensdo natural de f. Deﬁna R : X; — N como R(z) = R(m(Z)) e
F(z) = fR@(z). Pela Proposicio A.11, existe probabilidade f-invariante n7u, tal que
7. fi = p. Pela bimensurabilidade de f temos que f é bimensuravel e injetiva,

notando que Ay := Nz0 F7(Xp) =771 (Ag) e

n—1

Ay —{a:EAO,,hmlnf—ZRoFJ ) <vp =7 AW)).
Para todo 7 € A(y), seja N(z) = {n > 0;%2;:01]? o Fi(z) < 27} e sz(n) =
Z?:—ll Ro FJ(z). Portanto, se n € N(z) e V C Xy, temos

<; ) s #O<j<mP@evy , #{0<j<mFiz)eV)

n sz(n) sz(n)

MH
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< o, H0J <l 5) € Opta) V)

<2
- sz(n

#{0 < j < sz(n); fI() eV}
v sz(n) B

1 sz(n)—1
:27<5z(n) 2 5fj(x)>(v)

Como F(A(v)) C A(y), temos que para todo [ > 0:

i (- ;5@-@)@1(%))) 1

Jj—o0

Portanto, pelo teorema de Birkhoff, temos que para todo [ > 0 e mu quase todo 7 € A(y):
P 1
A(F'(A(7))) > > (2.2)

Portanto, definindo Zz = (50 F(Ao) € Z* := 50 F(A(7)), pelo lema A.12,temos

W(Zp) > p(Z) > — >0

2y
Portanto, do teorema A.9 vy := %u} _ é uma probabilidade F-invariante.
B .“(ZF) Zp
Como F(2*) C 2%, temos que
_ 1 1
V —= ———1/ = —
niz) = = wE e

¢ uma probabilidade F-invariante, com v < Cfi, onde C' = 1/i(2*). Assim, por Birkhoff
[ Rdv < Cv < oo, portanto 7 é um F-Levantamento de fi, daf v := m, v = vor~ ! é um
F levantamento de p com v < Cpu. Além disso, se F' é érbita coerente entdo F é érbita
coerente. E, assim, pelo coroldrio A.10, 7 é F-ergédica e o tinico F-levantamento de fi,

portanto v ¢ o unico F-levantamento de p, e é F-ergddico. O

Corolario 2.10. Seja X um espago métrico compacto, f uma aplica¢ao continua, (F,P)
uma aplicacao de Markov completa induzida por f definida em um aberto A C X. Seja
R o tempo induzido de F e p uma probabilidade F'-invariante e ergédica definida nos
conjuntos de Borel, tal que p({R = 0}) = 0. Se I for drbita coerente e existir © > 0, tal
que

limsup#{0 < j < n; f/(z) € Of(2)} > 6

n—oo

para pu quase todo x € A. Entdo, existe uma medida F-invariante, tal que v(Y) < u(Y)
para todo Borel mensurdvel Y C B. E fRdV <O

O corolario 2.10 foi originalmente obtido por [18], que construiu a medida v utili-
zando o método de construcao de medidas métricas a partir de pré-medidas. Apresentado
por [23], esse corolario é de fundamental importancia para a construgao de aplicagdes de

Markov localmente induzidas, que é o resultado principal do presente capitulo.
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Lema 2.11. Seja {G;}; uma cole¢io de subconjuntos de X, tais que f'(x) € G,—; para
todo © € G,. Seja B C X, e x € B um ponto tal que #{j > 0;x € Gyef’(z) € B} =
+o00. Seja T : Ot (x) N B — OF(z) N B uma aplica¢do dada por T(y) = I (y), com
1 <g(y) <min{j € N;y € G; e fi(y) € B}. Entio

#H1<j<macGef(a)eBY<#{j =203 g(T"() <n}
k=0

Além disso, se limsup,_,..(1/n)#{1 <j<n;z € Gj e fi(z) € B} >0 >0, entdo

e~ .

im inf — o T <Oo!

hmmfn jz:;g T (xz) < ©
Demonstragio. Dadon € N, defina ', = {1 < j<mz e G e fi(z) e B}eX, ={j >
0; 337 9(T*(x)) < n}. Como Ty =0 = X temos que #Iy < #%. Por inducao, assuma
que para todo 0 < j < n #I'; < #%;, assuma que n € I',, do contrario #I',, = #I',,_1 <
Y1 S #X,,esejal =max{j;j € X, 1}er= z;zog(Tk(:c)). Comor <n—lex € G,,
temos que T (z) € G,,_,. Além disso, f*(x) € B, f*"(f"(x)) = f*(x) € B, e, portanto,
9" (@) < n—r, donde T g(TH(@)) = T4 _y g(TH()) + g(T™1(2)) < v+ (n—1) = n,
eportanto [ +1 € X, \ X1, e #[, = #, 1 +1 < ¥, 1 +1 < #X,. Completando a
inducao.

Supondo agora que limsup,,_, . (1/n)#{1 <j<njz € Gj e f/(z) € B} >0 >0,
se liminf X DD "o goTi(z) > O entdo existe ng, tal que %Z?:()g oTi(x) > O~ ! para
todo n > ng. Dai seja ng < On < k < n, entao Zfzog oTi(z) >O 1k = G)_lgn >n, e,
portanto, #%,(x) < On, para n suficientemente grande. E, como #I',, < #3,, Vn € N,

entao
limsup(1/n)#{1 <j<n;z €Gje f/(z) € B} <O
n—oo
O que é uma contradigao. m

2.4 Conjuntos e medidas Zooming

Seja X espago métrico compacto e f : X O uma aplicagdo mensuravel.

Definigao 2.12 (Contragao zooming). Uma sequéncia de fungoes a = {ay}tnen com

ay 1 [0, 4+00) = [0,+00) € uma Contragcao zooming, se satisfaz as sequintes condigoes:
1. an(r) <r, para todor >0en>1
2. an(r) < ay(r) para todo 0 <r <r;yen>1

3. Q0 Ay (1) < i (1) pra todo r > 0 e para todo m,n > 1
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4. supge <y (2252, (1)) < o0

Uma contracdo zooming o = {a, tnen é dita exponencial se o, (r) = e "r para
algum A > 0 e é chamada Lipschitz se a,(r) = a,r, para alguma sequéncia de reais

{a, }nen. Note que, em particular, toda contragao zooming exponencial é Lipschitz.

Definigao 2.13 (Tempos zooming). Dizemos que n > 1 é um tempo («,d,1)-zooming
para um ponto p € X (com respeito a f) se existe uma vizinhanga aberta V,(«, d,1)(p) de

p tal que:

1. f" V(o 8,1)(p) — Bs(f"(p)) € um homeomorfismo que se estende continuamente

para a fronteira;

2. dist(fY(z), f9(y)) < an_j(dist(f"(x), f™(y))) para todo x,y € V,(a,6,1)(p) e 0 <
j<n-—1.

A vizinhanga V,,(«, 6,1)(p) é chamada de pré bola (a, d,1)-Zooming de ordem n e
centro p. Bs(f™(p)) é a bola («,d,1)-zooming. Z,(c,d,1) serd definido como o conjunto
de pontos tendo n como tempo (a, d, [)-zooming.

Dada uma sequéncia de conjuntos qualquer {U, },en, denotaremos limsup,,_, . U,

como o conjunto de pontos que pertence a infinitos elementos desta sequéncia. Ou seja,

limsup U, = m U Uj.

n—00 n>1j>n

Defini¢ao 2.14 (Medidas Zooming.). Uma medida f-invariante e o-finita, definida nos

conjuntos de Borel € dita medida (., d,1)-fracamente zooming se:

p(X\ limsup Z,(«,6,1)) =0

n—o0

se, adicionalmente para p quase todo x € X:

1
limsup —#{1 < j <n;z € Z;(a,6,1)} >0 (2.3)
n

n—oo
dizemos que [ é uma medida (o, d,1)-zooming.
O conjunto de todas as probabilidases («, 6, [)-zooming serd denotada como ML (v, d,1).

Definigao 2.15 (Conjuntos zooming). Um conjunto positivamente invariante A C X €

conjunto (v, 0,1)-zooming se para todo v € A A Equagdo (2.3) vale.

No restante do capitulo, a fim de apresentar os resultados obtidos por [1&], nos

focaremos em tempos («, 6, 1)-zooming.
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Defini¢ao 2.16 (Distorgao limitada). Dizemos que uma medida (o, 9, 1)-fracamente zo-
oming possui distorcao limitada se existe p > 0 tal que para todo n € N e quase todo p €
Z,(a,0,1), o Jacobiano de ™ com respeito a p, J,f" estd bem definida em V,,(c,0,1)(p)

Juf" ()
og (Jufn(y) )

Lema 2.17. Os tempos Zooming sequem as sequintes propriedades:

< pdist(f"(z), f"(v))

(a). Sep € Z,(a,8,1) entao f(p) € Z,—j(,8,1) para todo 0 < j < n;
(b). Sepe Z,(,0,1) e f*(p) € Zj(a,d,1) entdo p € Z,1j(c,0,1);
(c). Sepe Z,({a;};,0,1) entao p € Z,({ci}4,9,1)

Demonstragdo. (a). Para provar o Item (a) do lema basta mostrar que f"/| F Vs D®)

satisfaz as condicgoes 1 e 2 da Definicao 2.13.

1. Note que f"~ J(ﬂ( w(a, 8, 1) (p ))) = f"( w(a, 0, 1) (p )), portanto, como f"
leva V,(a, d,1)(p) homeomorficamente em Bs(f"(p)) entao "~ leva fj< (e, 0, 1) (p ))

homeomorficamente em Bs(f"(p)). Defina: g =: f*7 |fJ (Va(a,5,1) ()’

, portanto f7 ‘m ¢ um homeomorfismo.

note que

gl _ 41 n|l
f |Vn(a,6,1)(p) =g of |Vn(a,(5,1)(p)
Donde:

FWValer, 6, 1)) = £ (Vala, 6, 1))

Assim, [/ leva f7(V,(c,d,1)(p)) homeomorficamente em Bgs(f™(p)), se esten-

dendo continuamente para a fronteira.

2. Seja x,y € fI(Vo(a,d,1)(p)), seja xo,y0 € Vila,d,1)(p) tais que f7(z0)
e fi(y) = y. Note que se 0 < i < n — j, entao dist(f*(z), f'(y)) =
dist(f™* (o), f"™ (y0)) < an—j—i(dist(f"(x0), f"(40))) = n—ji(dist(f"~ (x), [~ (1)))-

(b). Inicialmente note que se x € V;(a, 8, 1)(f"(p)), entao dist(z, f™(p)) < a;(dist(f7(z), ["(p))) <
dist(f7(x), f"*(p)) < 6, daf Vj(ev,0,1)(f"(p)) € Bs(f™(p)). Defina:

U=f~ ’V(a&l) Vila, 8, 1)(f( ))>

V = e (Vi 8. DU 0))

Como f=" é um homeomorfismo V = U.

’Vn(a,é,l)(p)

1. Por definigao f"|y leva U homeomorficamente em V;(a, 6, 1)(f"(p)), e como f7
leva Vj(a, 6,1)(f"(p)) homeomorficamente em Bs(f"(p)), teremos que, f”*j}U

leva U homeomorficamente em Bs(f™*(p)).
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2. Sex eV, seja 0 <i<n+j. Entao temos dois casos:

e ;< n.
Nesse caso,
dist(f'(2), f'(y)) < cn—i(dist(f"(x), f"(y))) <
Qp—; O &j(dist(fn+j (x)y fn+j (y)))
< gy (dist (@), £ ().
e Sei>n.
Nesse caso,

dist(f (@), J(y)) = dist (" (" (@), S ()
< ajeni(dist (F77 (@), £ (1)),

(c). Nesse item iremos definir V,,({a;i},6,0)(p) := Viu({;}, 0, 1)(p)

1. Por defini¢ao f™ leva V,,;({a;},d, 1)(p) homeomorficamente em Bs( " (p)), por-
tanto leva V,,({@;}, 0, 1)(p) homeomorficamente em Bs(f™(p)).

2. Seja0 < i < n. entdo 0 < il < nl, e portanto paratodo x,y € V({1 },0,0)(p) =
an({aj}a 9, 1)(p) temos que

dist(f1(x), f(2)) < anmaldist(f" (), /"(1))).
]

Definicao 2.18. Denotaremos Z como o conjunto dos pontos de X que possuem frequéncia
positiva dos tempos («, d,1)-Zooming. Ou seja, o conjunto de pontos tais que a Equagao 2.3

vale.

Definicao 2.19. Denotando €z, = {V,(a,d,1)(x);x € Z,(,0,1)}, ou seja, o conjunto
de todas as pré bolas (a,d,1)-Zooming de ordem n. E Ez = {Ez,}n, ou seja, a colegdo

de todas as pré bolas («, d, 1)-Zooming.

Note que pelo Lema 2.17 (a) que £z é uma familia dinamicamente fechada de pré
imagens regulares. Seja 0 < r < §, x € X e (B,.(z))*, como definido pela Equacao 1.17,
associada & sequéncia £z, entao, da Proposicao 1.14 temos que tomando A = {B,(x)},

entdo o componente conexo de (B,(z))* que contém = é um conjunto £z-encaixado.

Definig¢ao 2.20 (Bolas Zooming encaixadas). Sex € (B,(x))*. Defina a Pré bola (c,6,1)-

Zooming, de raio r e centro x, denotada de B (x), como o componente conexo de (B,(x))

que contém .



28 Capitulo 2. Obtencao de uma aplicagao de Markov localmente induzida.

Observe que devido a contragao para o passado nos tempos Zooming, entao B,.(x)
nao pode estar contida em nenhuma pré imagem de si mesma (Veja propriedade 2 da
Defini¢ao 2.13). Dai, A = {B,(z)} ¢ uma cole¢do de abertos com as propriedades da
segdo 1.7. Além disso, pelo lema 1.9, temos que duas £z-Pré imagens diferentes de
mesma ordem nao podem se intersectar. Além disso, se {F,..., P,} é uma cadeia de
Ez-Pré imagens de B,.(x), entao 0 < Ord(Fp) < --- < Ord(FR,).

Definigao 2.21 (Aplicagao inversamente separada.). Uma aplica¢iao f € inversamente

separada se para todo x € X temos
dist(x, U f(x)\ {:p}) >0, Vn e N. (2.4)
j=1

Na Proposicao 1.14 foi realizada a construcao abstrata de um conjunto encaixado.
A tinica hipétese que a colecao A precisava cumprir para esta construcao é de que A’ # ().
O resultado a seguir fornecerd uma condicao suficiente para a existéncia de bolas Zooming

encaixadas.

Lema 2.22. Se existe 0 < r < 0/2 tal que >~ a,(2r) < r/2, entao para todo v € X
a bola Zooming encaizada B} (x) estd bem definida e B (x) D B,js(x). Além disso, se
f for uma aplicagao inversamente separada e sup,-, { Yoy an(r)/r} < 400 entao para
todo x € X existe < 1o < §/2 tal que Bf(x) estd bem definido, e para todo 0 < r < 1 e,
0 < v <1 dado, existe 0 < r., < rg, tal que para todo 0 < r <1, temos B}(x) D B..(z).

Demonstragao. Como a ordem dos elementos da cadeia de A = {B,(z)} é estritamente
crescente o diametro de qualquer cadeia é menor que Y, a,(diam(B,(z))) < r/2 Assim
pelo corolario 1.15. teremos que Bj(x) D B, /2(x).

Supondo f inversamente separdvel e sup,. { Yoo an(r)/ 7’} < +o00. Dado
0 < v < 1, sejang € N tal que Y00 an(r)/r < (1 —7)r/2. Como X é espago
métrico compacto existe € > 0 tal que inf,cx dist (x,U?l [ (x)\ {x}) > €. Defina
r, = (1/3) min{e, 0}, e 0 < r <r,. Se j < ng, entdo para toda £z ;-pré imagem P, temos
que B.(z) N (P)=0. Pois PN (72, f(z)\ {z}) #0. E diam(P) < r < ¢/2. Dai toda
corrente de Ez-pré imagens de B,.(z) se inicia coma a pré imagem d ordem maior que ny.
Dai pela crescéncia estrita da rodem das correntes de Ez-pré imagens de B, (x) temos que
> mong On(diamB,.(z))/r < (1 —v)r. Além disso como a corrente de pré imagens inter-
sectam a borda de B,(x), entdo ndo podem intersectar B,,.(z), donde (B,(z))* e B}(z)

contém B.,(z). O

Definigao 2.23 (Conjuntos de imagens Zooming.). Seja 3(x) = {f"(z);m € Nex €
Zm(a,0,1)} o conjunto de imagens zooming de x por f. Defina a cole¢io de imagens

Zooming de f como 3 = (3(2))zetimsup Zim(c,6,1) -



2.5. Construcao de uma aplicacao Zooming de retorno. 29

Observacao 5. Pelo lema 2.17 € facil provar que 3 é uma cole¢ao assintoticamente inva-
riante. De fato para todo x € limsup Z,,(«a, 8, 1) é claro que #{j € N; fi(z) € 3(z)} = <.
Além disso, se x € limsup Z,(a, 9, 1), observe que Pelos itens (a) e (b) do Lema 2.17 te-
mos que {f™(x);m > 2 ex € Zy(a,5,1)} = {f*(f(x));k > 1 e f(x) € Zp(a,5,1)}, ou
seja 3(x) NOF (f™(x)) = 3(f(x)) N OF (f™(x)) para todo m > 2.

2.5 Construcao de uma aplicacao Zooming de retorno.

Nessa secao apresentaremos a definicao de aplicagao Zooming de retorno, bem
como o resultado principal do presente capitulo. Originalmente obtida por [18], o resultado
consegue construir uma aplicagao Zooming de retorno a partir de uma aplicacao de Markov
localmente induzida.

Nessa secao X, f,a, 0 e 3 serao tomados como na se¢ao 2.4. A serd um conjunto
aberto e (a, d, 1)-encaixado. Suponha ainda que diam(A) < /2. Vide o lema 2.22 para
um exemplo de conjunto que satisfaca esta propriedade.

Dado x € A defina Q(x) como a colegao de £z pré-imagens V de A tais que
x € V. Observe que se V € Q(x) entdao fO4")(z) € A.

Observagao 6. Se © € A possui um 3-retorno a A entio Q(x) # (). Pois se x € A, e

f™(z) € AN, entao Bs(f™(x)) = f*(Vu(a, d,1)(z)) D A. Pois diam(A) < /2. Portanto,

para todo tempo de 3-retorno de um ponto x € A podemos associar uma Ez-pré-imagem
" -1

P=(f" ) (&) exeP.

Definicao 2.24. O tempo induzido em A associado ao primeiro tempo de Ez-retorno a
A € a funcio R: A — N dada por:

min{ord(V);V € Q(x Se Q(x) # 0
ooy { IOV €0} Se 00r) 2 s
0 Qz)=10
Note que R(z) < min{n € N; f*(x) € A Nj3}. Pois se existe y € X tal que
k< min{n € N; f*(z) € ANj3} é um jretorno de y a A, e x € Vi(«,d,1)(y) entao
R(z) = k <min{n € N; f*(xz) € AN}

Definicao 2.25. A aplicacdo induzida F' em A associada ao primeiro tempo de Ez-retorno
a A € a aplicacio F : A — A, dada por:
F(z) = fB@(2), va € A (2.6)

Como a colegao de conjuntos 2(z) é totalmente ordenada por inclusao, segue do
Corolario 1.13 que existe um tnico I(x) € Q(z) tal que Ord(/(z)) = R(x), sempre que
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Lema 2.26. Se Q(z) # 0 # Q(y) entao I(x)NI(y) =0 ou I(x) = I(y).

Demonstragao. Note que se Q(z) # () entdao para todo V' € Q(x) temos que I(x) DV,
pois, suponha que I(z) C V, como a ordem de duas £z pré imagens de A nao possuem
a mesma ordem e Ord(I(z)) = min{ord(V); V' € Q(x)}, segue que Ord(I(x)) < Ord(V).
Donde, pelo corolario 1.13 A estd contida em uma £z pré-imagem de si mesmo com
ordem maior que zero, o que € um absurdo, pois temos contracao nos tempos Zooming, e
portanto as £z pré-imagens de A possuem um Diametro menor que o diametro de A.
Seja z,y € A, com Q(z) # 0 # Q(y), suponha que I(z) N I(y) # 0, entdo como
I(x) e I(y) sdo £z pré-imagem de A, e A é encaixado entdo I(z) C I(y) ou I(x) D I(y),
donde I(x) € Q(y), ou I(y) € Q(x). No entanto, pela unicidade do elemento de ordem

minima, temos que I(x) = I(y). O

Lema 2.27. Se F' € uma aplicacao induzida associada ao primeiro tempo de Ez-retorno

a A. Entao F é orbita Coerente.

Demonstragdo. Note que se 0 < j < R(z) é tal que f/(x) € A, entdao, como £z ¢ uma
familia dinamicamente fechada temos que f7(I(x)) é uma Ez- pré imagem de A contendo
f(z). Portanto fI(I(x)) € Q(f’(x)), além disso Ord(f7(I(z))) = Ord(I(x)) — j =
R(z)—j. Dal R(f/(z)) = min{ord(V); V € Q(z)} < R(z)—j, donde R(x) > R(f’(z))+7.
Assim, R é tempo induzido coerente, conforme a Defini¢ao 2.5. Portanto pelo lema 2.7 F

é Orbita-coerente. OJ

Definicao 2.28. A particao de Markov associada ao primeiro tempo de Ez-retorno a A

¢ a colecao P de conjuntos abertos, dados por
P=A{l(z);z €A eQx)#0} (2.7)

Resta provar que a Definicao 2.28 de fato é uma particao de Markov de conjuntos

abertos.

Corolario 2.29. Seja R dada pela Equacao 2.5, F dada por 2.6 e P dada pela Equagao 2.7.
Se P # 0, entio (F,P) é uma aplicagao de Markov induzida completa para f em A.

Demonstrag¢ao. Por construcao os elementos de P sao abertos, pelo lema 2.26 temos que
P satisfaz a primeira condicao de uma particao de Markov. Como para todo P,Q € P
temos que F(P) = A D @, entao as condigoes 2 e 3 de uma partigdo de Markov sao
satisfeitas. Seja P uma &z pré-imagem de A com ordem n, entdao existe uma pré-bola

Zooming V,(«a,d,1)(x), com z € Z,(«a,d,1), tal que V,,(a,0,1) D P. como F‘P = f”|P

e f”‘m é homeomorfismo entre P e A = f(P), portanto P satisfaz a quarta

condicao de uma particao de Markov para F. Seja x € mnzo F‘”(UPGP P). Deno-
tando P; = P(F’(x)). Note que diam(P,(z)) = diam(F’;l1 o F|1_321 0+ 0 F};l) <
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[T}, aorap,(diam(A)) < Qs ord(P ) (diam(A)), e ayn ord(py)(diam(A)) — 0 quando
n — oo. Assim P satisfaz a quinta condlgao de uma particao de Markov. Sendo assim
(F,P) é uma aplicacao de Markov para F' em A. Para mostrar que esta aplicagdo de
Markov é de fato induzida completa, note que, como {R > 1} = (Jp.p P e para todo
P € P temos que F(P) = A. O

No lema a seguir p serd uma medida fracamente («, d, 1)-Zooming e U uma com-
ponente p-ergddica. E seja A o atrator de associado a U e A; C A o compacto dado pelo

lema A8 tal que wy;(z) = A;. p-quase sempre em U.

Lema 2.30. Seja (F,P) como no coroldario 2.29, supondo AN A, # (0. Entao (F,P) é
uma aplicacao de Markov completamente induzida definida em A e compativel com M}U

(Conforme a definigao 2.4).

Demonstragao. Note que se p € AN A,. Como p € wy,(x) p-quase todo z € U, temos
que plu(U\ U f7(A)) = 0, como M|U o f~1 << ply, entdo ply(A) > 0.
Assim, pelo coroldrio 2.29 sé precisamos provar que |y (A\Jpep P) = 0. Como

p € wy,(x) p-quase todo p € U, segue que Q(x) # 0 - quase sempre em A. E portanto
M‘U(A\UPGPP):N‘U({RZO}):0- u

Agora apresentaremos o resultado principal deste capitulo, obtido originalmente

por [15].

Teorema 2.31. Suponha que para algum 0 < 1o < 6/2 e todo x a bola B} (x) estd bem
definida e contém By s(x). Seja p wma probabilidade f-invariante, ergodica e Zooming.
Seja 3, como na Definicdo 2.25, Ay, um conjunto compacto tal que w pi(v) = Ay,
p-quase sempre em X. (O compacto dado pelo lema A.8 aplicado em U = 3). Seja A
um conjunto aberto encaizado («,d,1)-Zooming com diagmetro menor que ro/2, e tal que
ANA #0.

Se R ¢ o primeiro tempo de Ez-retorno a A e (F,P) é a aplicacio de Markov
associada a R, obtida no coroldrio 2.29, entao (F,P) é uma aplicacdo induzida de Markov
compativel com p e, além disso, existe uma medida finita F-invariante, v << p (de fato
v(Y) < u(Y), para todo conjunto de Borel Y C A) tal que [ Rdv < oo e

1 o0
_Z; hbn

onde y = Z;io fi (Vl{R>j})(X)

\g

Demonstragao. Seja A; o conjunto compacto dado pelo lema A.8, tal que wy,(x) = A,

p-quase sempre. Note que A; N A # (), pois Ay; C 3¢ Ay, NA # (. Dai, pelo
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lema 2.30 temos que (F,P) é uma aplicagao induzida de Markov completa definida em A
e compativel com .

Defina agora § = {z € A; F¥(z) € Jpep P}. Pela f-invariancia de p temos que
A = § (mod p). Definindo G; = {z € limsup,_,., Z.(,0,1);j é tempo 3 para z} Pela
f-ergodicidade de p e como AN A, ; # (), temos que existe © > 0 tal que

lim sup — #{1<]<nx€G e fli(z) e A} >©

n—oo

Para p-quase todo x € A. Tomando B = A e ¢ = R, e aplicando a primeira parte do

lema 2.11 obtemos que para p quase todo ponto em A

lim sup — #{]>O Zg (F¥( ))Sn}z@

Além disso, como

{7203 g(F @) <nf={0<j<mf e O (@)

obtemos que
lim sup — #{0 <j<n;fleO0t(z)} >0

n—oo
Aplicando o corolario 2.10 em (F,P) e u, existe uma medida F-invariante e nao
trivial tal que v(Y') < pu(Y') para todo conjunto de Borel Y C A (em particular v << p).

Temos ainda que f Rdv < oo, portanto n = Z;io fi (1/ ) ¢ uma medida finita e

’{R>j}
f-invariante. Note que se existe um conjunto de Borel Y C X tal que n(Y) > 0, entao
existe 7 > 0 tal que v(f7(Y)) > 0, e como v << p, entao u(Y) = pu(f7(Y)) > 0. E
portanto n << p. Como pu é f-ergddica:

o0

1
:_Zfﬁ ‘{R>]} ’

v

=
\ |



Capitulo 3

Medidas Zooming em espacos

fortemente transitivos

Ao longo deste capitulo (X, dist) serd um espago métrico de Baire separavel, e

para todo x € X existe v, > 0 tal que

B, (x) é compacto e B(z) é conexo V0 < € < 7,. (3.1)

A hipétese dada por 3.1 é serd tomada para a construcao de bolas Zooming encaixada
(Definigao 2.20), que por sua vez é utilizada para a construgao de Aplicagoes de primeiro
retorno Zooming (Definigdes 2.5 e 2.6). f serd um Homeomorfismos local bi-Lipschitz
(secao 1.9), M(X) serd o conjunto de todas as medidas o-finitas definidas no conjunto de
Borel de X, M!(X) serd o conjunto de todas as probabilidades de X definidas no conjunto
de Borel, o conjunto de todas as probabilidades f-invariantes de Borel sera denotado por

M(f), e o subconjunto de M!(f) contendo todos os elementos ergddicos serd denotado

por ML (f).

Notagao 1. Seja 2% o conjunto formado por todos os subconjuntos de X. Defina:f* :
2% 5 2% por
. 0 seUCC
) =
fU\C) seU¢gC

Defini¢ao 3.1 (Conjunto a-limite).

Definigao 3.2 (Aplicagoes transitivas e fortemente transitivas.). Uma aplicagdo f, com
regiao critica/singular € dita transitiva, se para um conjunto denso de pontos x € X\ C

ag(x) = M, por sua vez, f € fortemente transitiva se para todo x € X\ C ayf(zr) = X.

33
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Notagao 2. Ao longo desta se¢do (F, B, P) denotard uma aplicagio de Markov comple-
tamente induzida (F,P), conforme a definicao 2.3, Com F: AC B — B.

Defini¢ao 3.3 (Distribuicao de massa). Seja P uma cole¢ao enumerdvel de abertos dis-

juntos, uma distribui¢ao de massa em P € uma aplicagio m : P — R tal que Y pop m(P) =
1.

Defini¢ao 3.4 (Probabilidade F-invariante de Bernouli). Seja (F, BP) uma aplicag¢ao de
Markov induzida completa, a probabilidade F-invariante de Bernouli gerada pela distri-

buicao de massa m € definida por:
pwPLNF N (B) NN FY(By) = [[m(P)
k=1

Para todo PN F~Y(Py)N...F~Y(P,) € Vs . F(P)

Definigao 3.5. Para todo | € N denote E(f,1) como o conjunto de todas as probabilidades
em M(f) que sdo (a,d,1)-Zooming para alguma contragdo Zooming exponencial e § > 0.
Uma medida Zooming com uma contracao zooming exponencial serd chamada de Medida

expansora. O conjunto de todas as medidas expansoras serd denotado por

=Jewn (3.2)

>1

Ao longo de todo o trabalho assumiremos que
WE(S)) := sup{hu(f)ip € E(f)} < o0
Lema 3.6. Suponha que f € fortemente transitiva e f' é transitiva para algum | > 1,
entdo f' € fortemente transitiva.
Demonstracao. Para todo x € X podemos escrever

UUofl

J=0yef-
e portanto:

UUafl

J=0yef~
como a(x) = X para todo x € X\ C, entdo seja v € X\ C, existe 0 < k <ley € f*(z)
tal que interior(as(y)) # 0, como f é homeomorfismo local:
0 (f*)*(interior(api(y))) C interior(ap (f*(y))) = interior(a p(x))

Além disso , como 0 # (f*)(ap(z)) C ap(z), temos que (f*)!(interior(asu(z))) C
interior(ai(z)). Pela transitividade de f' temos que ap(z) = interior(apu(z)) = X,

como isto ¢ vélido para todo x € X\ C temos que f' é fortemente transitiva. n

Observagao 7. No lema 3.0 f ndo precisa ser uma aplicacao bi-Lipschitz, para a validade

das contas é necessario apenas que f seja um Homeomorfismo local.
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3.1 Conjuntos Zooming e aplicacoes induzidas

Nessa secao apresentaremos algumas propriedades de conjuntos Zooming, e do

conjunto limsup Z,(«, §, 1), estes resultados foram originalmente obtidos por [21].

Lema 3.7. Fizado | € N, 6 > 0 e uma contragcao Zooming Lipscchitz o = {a,}n,
onde oy, (r) = a,r, Vr € [0,00), com Y ", \/a, < co. Sep € limsup Z,(«,9,1), entdo
existe ¢ € {p, f(p),..., f"1(p)} tal que O.(q) C limsup Z,(a,6,1), onde & = {an}y,
com &, = fayr Vr € [0,00). Além disso, se p € limsup Z,(&,0,0) entdo O;Z(q) C
limsup Z,,(&, d,1).

Demonstracao. Seja x € X e k € N, defina Z(z,k) = {n € N;z € Z,(«,6,k)}. assim
seja p € limsup Z,(«, 9, 1), temos que #Z(p,1) = oo, dai dado n € Z(p,1) com n >
[, entdo existem a € N e b € NU {0} tais que n = al +b com 0 < b < [, temos
que, como p € Z,(a,6,1) = Zyyp(a,d,1) pelo lema 2.17 (a) f°(p) € Zu(a,d,1), como
Z.({am},0,1) D Zy(a,d,1), dai, pela propriedade 2, #Z(p, 1) = oo, e pelo Principio da
casa dos pombos existe ¢ € {p, f(p), ..., [ p)} tal que #Z(q,1) = oo.

Definindo ¢ := f!, dado y € O, (q)- Seja k tal que d*(y) = q. Como f é
bi- Lipschitz ( e portanto seus iterados sdo bi- Lipschitz), temos que seja j < lk para

y € X\ C existem K; = K;(y) > 1 e v,  tais que

K dist(z, w) < dist(f7(x), f/(w)) < K;dist(x,w) VYz,w € B, (y)
existem ainda Ky = Kj(y) > 1 e 7y, tais que

K dist(z, w) < dist(¢%(2), g*(w)) < Kpdist(z,w) Vz,w € B, (y)

selecionando K = max{K;, Ky} e v, = min{v,u,7,,,;} temos que, para todo z,w €
B, ,,(y) temos que:
dist(x, w) < Kdist(g"(x), ¢"(w))

K 3dist(z, w) < K dist(z, w) < dist(f/(z), f(w)) < Kdist(z, w)
donde para todo z,w € B, ,,(y):
K 2dist(x, w) < dist(f(x), ff(w)) < K3dist(¢"(z), ¢* (w)) (3.3)

Assim, B, /x2(q) C ¢"(B,,(y)), tomando ng € N tal que K?\/a, < 7,, entdo

para todo n > ng tal que n € Z(q, ) temos que V,,(a,8,1)(q) C B,,/x2(q) C ¢*(B,, (y)).

Definindo V, ,(y) := (gk‘Bw (y))fl(V(a, 9,1)(q)), usando as propriedades de con-
tragoes Zooming, a escolha K 2\/a_nl < 7y, para todo n > ng e a Equacao 3.3 obtemos que
fixado ng < n € Z(q, j), para todo z,w € V., ,(y) e 0 < j < n + k obtemos:

dist(¢? (2), ¢’ (w)) < \/mdiSt(gnJrk(x)a 9" (w))
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Em particular V!, ,(y) = V (&, 9,1)(y), e portanto:
Vg <ne€ Z(ql) = n+keZ(yl)={jeNye 260}
Portanto para todo y € Oy (¢) = O(q) #Z(y,1) = 0o, assim
O(q) C limsup Z,(&,6,1),
n—oo
0 que prova a primeira parte do lema.
A segunda parte do lema segue diretamente do argumento feito a primeira parte.

Pois se p € limsup,,_,., Z,(«,d,1) entao fazendo p = ¢ a prova acima conclui que OJQ (p) C

limsup,, ., Zn(&,d,1). O
Diretamente dos lemas 3.6 e 3.7 obtemos o seguinte coroldrio:

Corolario 3.8. Seja V C X é um aberto, positivamente invariante e fracamente topo-
logicamente mizing tal que para todo x € V, V. C ag(z). Seja § > 0, e considere a
contracao Zooming Lipschitz o = {a,}n, com ay,(r) = a,(r) para todo r € [0,00), com
oo Van < 0o. Entao, se limsup,_ . Z,(a,0,1) # 0 teremos que para todo | € N,
U C limsup,,_,. Z,(&,0,1), Onde & = {Gy,}n, com &, (r) = \/au(r) para todo r € [0, 00).

3.2 Probabilidades induzidas gordas.

Defini¢ao 3.9. Uma probabilidade p € ML (f) € (a,d,1)-Zooming induzida gorda se

erg

existe uma aplicagcdo de retorno («, d,1)-zooming (F, B, P) e um F-levantamento v de p

tal que suppy = B.

Podemos entender as probabilidades induzidas gordas como aquelas que sao le-
vantadas para uma probabilidade completamente suportada em uma aplicacao de retorno
Zooming em um disco.

Dado [ € N defina £*(f,1) como o conjunto de todas as probabilidades («, d,1)-
Zooming induzidas gordas associadas a alguma contracao Zooming exponencial. Além
disso denote o conjunto de todas as probabilidades expansoras induzidas gordas por

e =D (3.4)

3.3 Levantabilidade das medidas Zooming

Nessa secao provaremos que assumindo algumas propriedades topoldgicas conse-
guimos obter que toda medida Zooming, com contracao Zooming Lipschitz é levantavel
para alguma aplicacao de retorno Zooming orbita coerente. Os resultados desta secao

foram originalmente obtidos por [21]
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Teorema 3.10. Seja u € M}zrg(f) uma medida («, 0,1)-Zooming para algum | natural e
uma contragio Zooming Lipschitz a = {ay, by, com an(r) = apr e > o0 \/a, < 0o. Se f' é
fortemente transitiva, definindo & = {&, }n, com G, (1) = \/ayr, entio obtemos que, para
todo 0 < € < 0o suficientemente pequeno existe uma aplicagdo de retorno (&, 9, 1)-Zooming

(F, B, P) tal que
1. F' € orbita coerente;

2. F:A— B, onde A= Jpep P e B € um aberto conexo, com Bejs(p) C B C Be(p),
para algum p € B;

3. seja R como na Defini¢ao 2.5, entao para todo n € N, temos que #{P € P; R(P) =
n} < oo,

4. A € um conjunto aberto e denso de B.

5. p possui um unico F'-levantamento v

dv

6. v é F-ergodica, v << ,u‘B, e a derwada de Radon-Nikodym o ¢ limitada.

Demonstracdo. Definindo g := f'. Pela f-ergodicidade e f-invariancia de u, temos que
existe 1 < k <, tal que [/k € N e X pode ser decomposta em k componentes u-ergédicas
com respeito a g, além disso se {Uy,. ..Uy} s@o esses componentes, entdao U; N U; = () se
i# g, wU;) >0,V1<j<k,eX= U?Zl U; ( mod p) (Vide teorema 3.13 de [18]). Seja
U uma destas componentes p ergodicas com respeito a g, defina p' = ﬁu‘U. Assim g/

é uma probabilidade («, ¢, 1)-Zooming para g. Dado z € X e V C X defina:

1 )
Toas(V) :=limsup ﬁ#{l <j<nize Zja,dl)eg (r)eV} (3.5)
n—oo
E
Wa51(7) = {y € X; T a5(Be(y))Ve > 0} (3.6)

Note que o conjunto 3 = (3:(%))sctimsup Zp (a0, onde 3(x) = {f™(x);m € Nex €
Zm(a,6,1)} possui frequéncia positiva p/-quase todo = € X, pois y' é medida Zooming.
E portanto, pelo lema A.8 existe um compacto Ay C suppy’ tal que wys;(z) = A4 para
1'-quase todo x € X, escolha um ponto p € A,

Como ¢ é uma aplicacao bi-Lipschitz temos que para todo x € X vale que
#g71(x) < oo, portanto, g é inversamente separdvel (vide definigao 2.21). Dai, pelo
lema 2.22 para todo 0 < € < §/2 suficientemente pequeno a bola (&, d,1)-Zooming en-
caixada B (p) (vide Defini¢ao 2.20) é um aberto, conexo bem definido contendo B, /2(p).
Por construgao para p'-quase todo x € X temos que p € wys:(z) C wy(z). Como

1 (Bej2(p)) > 0 (pois p € A, C suppy’) podemos escolher ¢ € Be/s(p) tal que p € wa5:(q).
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Como f! ¢ fortemente transitiva temos que U C O—(q), além disso o lema 3.7

Garante que O~ (q) C limsup,,_, ., Zn(&,d,1), como

Zo(c,8,1) C Zn(&,8,1)¥n € N

Bejo(p) € O~ (q) e p € was(y) para todo y € O~ (g), entdo o conjunto

A= {2z € Bs(p);p € wasi()}

¢ denso em Bj3(p) , como wgsi(x) = Ay p/-quase todo ponto, temos que p'(A) =
1 (Bej2) > 0.
Defina: B := B(r)
A=

{x € Byx € V,(&,0,1)(y), Para algumn € Ney € Z,(a,9,1) com ¢"(V,(&,6,1)(y)) D B> f”(x)}

e P como a colecao dos componentes conexos de A. Entao pelo teorema 2.31 a
aplicacao de Markov F': A — B associada ao primeiro tempo de retorno (&, 9, 1)-Zooming
para B com respeito a g é uma aplicagao de retorno (@, d,1)-Zooming. Provando o item
2.

Note que A D {r € Bjwssy(z) N B # 0}, dai A = B provando 4. Além disso
o teorema 2.31 garante a existéncia de uma medida F-invariante vy < p/ << p, com
19(X) > 0 e [ Rdv < oo, portanto p é levantdvel para uma probabilidade v := ﬁl/o <
ﬁu‘g provando o item 6.

Pelo Lema 2.27 temos que F' é Orbita coerente provando o item 1, como para
todo z € X temos f~1(z) < oo e f é fungdo mensuravel, entao por um resultado em [22] f
¢ bimensuravel, portanto toda imagem direta de um conjunto mensuravel ¢ um conjunto

mensuravel, do teorema 2.9 v é F-ergddica, e é o tinico F-levantamento de pu, provado o

item 5. Por fim, o item 3 segue do fato de #¢~'(z) < oo para todo z € X. ]

Observacao 8. Na aplicacao de Markov induzida obtida no teorema 35.10 #P > 2. Do
contrario P = {P} e A= P. Assim, pelo Item 4 do teorema 3.10 P seria um aberto denso
de B. Donde diam(P) = diam(B). Mas diam(P) = \/a, diam(B) para algum n € N. Mas
ar < 1 Vk € N, donde, diam(P) < diam(B). Assim, obtemos um absurdo.

Corolario 3.11. Se E(f) # 0 entao Per(f) = oc.

Demonstracao. Imediato do fato de toda contracao Zooming exponencial ser Lipschitz,

Do teorema 3.10 e das Observacoes 8 e 4. O

Lema 3.12. Suponha que [ € transitiva, e (F, B,P) é uma aplicagao de primeiro retorno
(o, 6, 1)-Zooming tal que B C Be(p), para algum p € X e 0 < e < §/2. Sev € ML (F)

erg
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com [ Rdv < oo, seja ji := ﬁznﬂ Z;‘;& f£<y|{R:n}), entdo i € My, (f) ep é
probabilidade (o, 6/2,1)-Zooming. Além disso, se interior(supp(v)) # 0, entdo supp(p) =
X.

Demonstracao. Como v é probabilidade F-invariante e ergddica, tal que f Rdyp < oo
temos que p = m Zn21 Z;:ol e <I/‘ ( R:n}> é probabilidade invariante f-ergédica (vide
segdo 1.10). Pela transitividade de f estda claro que se interior(supp(v)) # (), entdo
supp(p) = X. Falta provar que pu é medida Zooming.

Dado = € ijO F7(B) e n > 1, entdo existem zo,..., 2, 1 € X tais que, para
todo0<j<n—1:

xj € ZRon(x)(au 67 1) e F](‘r) € VROF¢($)<05757 1)

Portanto, como F™(z) € B C B.(p) C Bsja(p), se ra(r) = Y30 R o F¥ (),
definindo

T -1 = (x -1 n
T/”(x)(x> = (fR( )‘VR(rc)(a"s’l)(mO)) o .O(fR(F ! ))|VR<Fn71<z>>(047571)(%71)) (B‘S/Q(F (a:)))

= (fR(x) }VR(x)(Oé,é,l)(:Eo)) o 'O(fR(Fn_l(w)) }VR(anl(z))(O"‘;’l)(xnfl)) B (B‘W(frn(x) (x)))

temos que V! (z) = Vi, ()(a,d/2,1)(x). Ou seja V/  (z) é a pré-bola (a,d/2,1)-

rn(x)

Zooming de ordem r,(z) centrada em z. Definindo J(z) = {r,(z);n € N}, temos que
_vB) 1
B J Rdv B [ Rdv

Observando que =z € Z,(a,0/2,1) sempre que n € J(z), entdo v-quase todo

1
N PR
Jim —#{l < j<nje @)} >0

xr € B possui frequéncia positiva de tempos («,0/2,1)-Zooming. Como v << pu, temos
que p(B) > 0, e da ergodicidade de p que p-quase todo ponto possui frequéncia positiva
de tempos «, §/2,1)-Zooming, e portanto p é uma medida (a, 0/2, 1)-Zooming. O]

3.4 Um preludio para o formalismo termodinamico

A Proposigao 3.14, originalmente provada por [21], garante que a entropia e as
médias espaciais de qualquer medida expansora pode ser aproximada pela entropia e
medidas espaciais de medidas Zooming induzidas gordas. No entanto, antes precisamos

provar o seguinte lema:

Lema 3.13. Seja F' : A — B uma aplicacao induzida de tempo induzido R. Suponha
que uma probabilidade p f-ergodica e f-invariante possui um F-levantamento v que é F'-

ergodico. Se 1) € o F-levantamento de uma aplicagcao mensurdvel e integravel ¢ : X — R,

/wdu:fwy

f Rdv

entao
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Demonstragao. Defina Ay := N,>oF'~"(X), note que v(Ap) = 1. Como a probabilidade v
é absolutamente continua com rela(;éo a u, do teorema de Birkhoff existe U C Ap, com
v(U) =1 tal que lim, Zj oo fl(x) = [wdu, e lim, o0y 0" o Fi(z) = [4dv,
para todo x € U. Assim, fixando x € U7 defina r,(z) = Z?:(}R o Fi(x), de Birkhoft,

temos

1 1 )
A PN | .
Ji Crole) = i 23 o P = f
j:
Como _
rn(2)—1 n—1 R(FJ(x))-1 n—1
> wofll@)= po fHFI(@) =Y o Fla)
J=0 7=0 k=0 =0

ro(x)—1 1 n—1
e 1 y oo Yo F [apdy
/gpd,u = T Z pofile) = ;rn(m) [ Rdv

]

Seja L = {11,19,...} C C(X,[0,1]) um conjunto enumeravel de fung¢oes Lips-

i / Undv — / ¢ndn' (3.7)

Defina uma métrica em M'(X) compativel com a topologia fraca* (Vide Capitulo 2
de [10]). Dado n € N, seja C,, > 0 tal que |[¢,(x) — ¥, (y)| < Cpdist(x, y).

chitz, tais que

Proposicao 3.14. Suponha que | € N ¢é tal que f' é fortemente transitiva e seja ¢ :
X — R um potencial Holder continuo. Se € E(f,1) N M.

erg(X), entdo dado € > 0 ewiste
e &f1), tal que

1| [pda| < e se [@du=0;

2. %—1‘<esefgpdu7é0;

3. ha(f) > (1 = e)hu(f):
4. d(p, i) < 2€

Demonstracao. Sejang € N tal que ZZO:MH

(a,é,l)—Zoomz’ng para algum 6 > 0 e contragdo Zooming exponencial o = {ay,}, com

27™ < €. Suponha que p é uma probabilidade

an(r) = e Mr para todo r € [0,4+00), com A > 0. Seja C' > 0 e a € (0,1], tais que
lo(x) — p(y)] < COdist(z,y)*, para todo z,y € X. Defina:

Co =max{C,C,...,Cy,} (3.8)

— e
1+’f¢du‘
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Escolha 0 < 7 < §/2, tal que
C@ a eM
Tz S g (3.9)
Seja (F, B,P) a aplicagao de retorno (&, d,()-Zooming, dado pelo teorema 3.10,
com diam(B) < T e v o F-levantamento de p. Note que v estd associada a uma contracao

Zooming exponencial.
Seja A = Upep P e P(x) = Z;igp)/l)*l o fi(x). Paratodo P € Peux,y€ P,

temos
(R(P)/H-1 ‘ ‘ (R(P)/1)—1 4 ‘
B -2l =] > (ofl@-wofly)|< D lpofla)— o filly)l <
j=0 Jj=0
(R(P)/1)—-1 P)/1)—
< Y cdist(f(x), f(y) Z A (dist(F(z), F(y)))* <
=0 7=0

< 1_—((’;\a/2dist(F(w), (F))" < #Mdmt( (@), FW)Y

Para todo 1 < n < ng defina v, (z) = Z R(@)/D- Y, 0 o fi(z), analogamente

obtemos

() — B (0)] < = dist(F(2), (F)) < 1= dist(F(x), (F(y))"

1

Portanto, como diam(B) < 7, a Equacao 3.9 implica que para todo P € P e x,y € P:

M
[Pl@) ~ 2| < 5 (3.10)
e para todon € N \
[Gal) = Tuv) < 5 (3.11)

Para a aproximacao de p com relagao a média de ¢ e a entropia utilizaremos
distribuigoes de massa (Vide Defini¢ao 3.3). Escreva {ni,ng,...} ={n € N;{R =n} #

0}, com 1 <ny <ny.... Defina as distribui¢oes de massa mq por
0 seR(P)%{nl,ng,...}
mo(P) = s
2_J \V/R(P) = le

WH#H{Q€EP;R(Q)=n;}

o 9] 27"
onde W' = Zj:l #{QEP;R(Q)=n;}

o= (T) (i ST ) <ZJ N ) 6w

para algum xp € P. Defina a distribuicao de massa m.,:

€ (0,1]. Escolha 0 < v < 7, onde

m~(P) = (1 —v)v(P) +ymo(P), VP € P.
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Seja 7., a probabilidade F-invariante, ergddica gerada por m.,, note que

/Rdﬁy:(1—7)/Rdl/+nyan2_"j < (1—7)/Rdy—i—2'y<oo

j=1

Assim:

'/Rd”‘/Rdv” :‘ | - 7ZW#{QEP ;j@zm}

Do 27" eM M eM
<~ ==t 07 Rdv) <= + == [ Rdv < == | Rdv.
7( W +/ 1/) < + 1 Rdv 5 Rdv

Como suppv, = B, segue que a probabilidade ergédica f-invariante dada por

= f Rd,/ Z f] }{R>]}

é uma probabilidade (&, 0, [)-Zooming gorda induzida e pelo lema 3.12 p € E*(f,1).

Pela equacao 3.10 temos que:

max {‘ / v — 3" plap)u(P

pPcP

B, - éwpwm'} <

Portanto, pela desigualdade triangular

‘/@dv—/@d@ < ‘/@dv— Z@(xp)v(P)’+

PecP

S Blan) (P) - 3 @(m»)v(m\

PeP PeP

| S B (p) - / 77| < F | 3 peem (P) - Z¢<xp>u<P>\ <
PeP peP PcP
< Tt S Banlle(P) —mo(P)| = S 44 S [Blae)W(P) — mo(P)| <
PeP PeP

Como F ¢ orbita-coerente, do teorema 2.9, temos que v é F-ergddica, por-

tanto,pelo lema 3.13,

/Wu_/@m _ | Jdv  Jedv, | [edv  [edv | | [Rde [edyy |
"\ |[Rdv [Rdv,|~ |[Rdv [Rdv,| |[Rdv, [Rdv,
f@du fRdl/—fRdﬁ7 eM eM / G

TRav,|| [Rdv, | 2[Rap, - 2 el +1) =5 <«

provando os itens 1 e 2.
Com a Equagao 3.11, definindo vy,, ¢ = {1, ..., no}, similarmente & Equacao 3.12
e tomando 0 <y < min{Y,, Vs - - Ve, }:
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‘/Endu—/%dﬂ

Portanto, d(u, 1) < €Y %, 27" + € < 2¢, provando, assim, o item 4.

< €.

Como P é uma particao geradora para F' e 7 é uma medida de Bernoulli, definindo
H(z) =zna:

mF) = inf S H(P) < 30 HOAP))
N PeP(n) peP

Pela concavidade da fungao H:

o) 2 (1= 1) (3 HOW) ) +9 X Hma(P) > (= (),

PeP PeP
Donde
hy Rdv h,(F eM . h,(F
hlf) = ff(ifl) > (1 _7)§Rdif;£di > (=)= T)f}(%di
> (1= 5)"hulf) > (1= Oy (F),
provando o item 3. [

A proposicao 3.14 possui o seguinte corolario:

Corolario 3.15. Se f € fortemente transitiva, entao para todo potencial Holder p:

Pe(p)(p) = sup {hu(f) +/<pdu;u € 5’“(]‘)}

Demonstragao. Se E(f) = (), nada temos a provar; se £(f) # (), entao, pelo Coroldrio 3.11
teremos que Per(f) # 0. Sejal = min{j > 1; Fix(f’) # 0} V aberto, tal que (f*)(V) C V
(que existe pela proposigao A.13) e g := fl|V. Pela proposicao A.13, temos que para todo
j > 1 ¢’ é fortemente transitiva. Observe que pelos Teoremas de Jacobs e da decomposicao

Ergodica teremos que:
Peiy() =suw { o) + [ ntucn € 00) 1 Mi(

onde ¢; = Eézogo o f7, assim, pela Proposicao 3.14 poderemos pegar uma sequéncia
de probabilidades expansoras e ergodicas {i, }, tais que hy,, (f) + [ = Pep(e). No

entanto, como g" ¢ fortemente trasitiva para todo n € N e u, € M} (f) podemos
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pegar uma sequéncia de probabilidades {fi,}, € £*(g) tais que |k, (9) — ha,(g9)] < 1/ne
‘f@ld,un - f(pld/ln| < 1/n, portanto
Pe(g)(p) = sup {hu(g) + /wdu; [ e 5*(9)}, (3.13)

pela proposi¢ao A.13 VU f*(V)U---U (f*)=1(V) D X\ C, e como se u € E(f)

entdo p(C) = 0, temos que:

E(g)dpr 5 Y pofrel(f) (3.14)

1 _
p=gp pof™
k=0
O resultado vem do fato de se
-1
1
v=oQ Ko .
k=0

entao

3.5 Aplicacoes Zooming induzidas especiais

Essa secao tem como objetivo apresentar uma aplicacao induzida especial, que

pode ser utilizada para comparar todas as medidas Zooming induzidas gordas.
Defini¢ao 3.16. A derivada conforme de f em p € X\ C € definida como:

D (p) = lim sup dmgs 5;2 gJ: )(y))

Como estamos trabalhando com aplicagoes bi-Lipschitz, temos que, para todo
p € X\C,0<Df(p) < 0.

Teorema 3.17. Seja o € E(f, 1) uma medida Ergédica expansora e \,§ > 0, tais que p
¢ uma medida (0,0, 1)-zooming, e 0 = {0p}n, com 0,(r) = e 2 r. Seja 8 = {Bn}n uma
contra¢do zooming Lipschitz dada por 3, = e *Vr.

Se para todo n > 1 f™ € fortemente transitiva, entao toda probabilidade p €
E*(f,1) € (B,0/2,1)-z00ming. Além disso, existe ¢¢ > 0 e p € X tal que, V0 < € < ¢
existe uma aplicagao de retorno (f,9/2,1)-zooming (F, B, P), satisfazendo as sequintes

propriedades:
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1. F ¢ Orbita-coerente;

2. F:A— B, onde A= Jpep P, e B € aberto conexo com By s C B C Be;

3. #{P € P; R(P) =n} < oo para todon € N. E R é como na Defini¢ao 2.5;

4. A é um subconjunto aberto e denso de B;

5. po é F-levantdvel;

6. Toda probabilidade p € E*(f,1) possui um tinico F-levantamento 1. Além disso,

o 11 é F-ergodica;

o cxiste constante C' > 1 tal que it < Cu

B’
7. Se sup,ex\e Df(z) < 00, entdo toda probabilidade p € E*(f) € (8,0/2,1)-Zooming.

Além disso toda probabilidade p € E*(f) possui um unico F-levantamento T, satis-

fazendo:
e 1 é F-ergodica;
o cxiste constante C' > 1 tal que 11 < C'M‘B'

Demonstracao. Seja 7, ,5(V) € wysi(x) como definido nas equagdes 3.5 e 3.6, conforme
discutido No teorema 3.10, do lema A.8 existe compacto A C suppuo tal que w,5,(x) = A
to-quase todo r € X.

Escolhendo p € A, seja pp um ponto i genérico (em particular p € w,5;(po)), do

A

lema 3.7 temos que se o = {a, }p, com oy, (1) = \/on(r) = e *"r, entao

O} (po) C limsup Z,,(«, 6,1) C limsup Z,(,6/2,1)

Como f ¢ bi-Lipschitz, temos que #f~!(z) < oo e portanto f é inversamente
separada conforme a definigdo 2.21, assim, pelo lema 2.22 existe 0 < €; < §/2 tal que,
para todo 0 < € < €, a pré-bola encaixada (5,0/2,1)-Zooming B!(p) C B.(p) (vide
definicao 2.20) estda bem definida e contém B,»(p). Dali, pelo teorema 2.31, podemos
escolher 0 < € < ¢ = min{e;,0/4} e, tal que (F, B,P) é uma aplicagao (5,0/2,1)-
Zooming de retorno, onde B := B*(p) e

A=

{z € Biz € V,,(8,6,1)(y), Paraalgum n € Ne y € Z,(8,6,1) com f*(V,.(8,6,1)(y)) D B> f"(z)}

E seja P a colecao de subconjuntos conexos de A, e F': A C B — B a aplicacao de

Markov associada ao primeiro tempo de retorno (3,0/2,1)-Zooming a B. Note que F
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satisfaz as condigoes 1 e 2 do teorema. Além disso, como O} (po) é denso em X, e p €
o (10) = w51 (5) C w5721 (4), pra todo y € O (po), obtemos que A S O (po) N (B),
e isso garante que A é um aberto denso de B, provando o item 4 do teorema. O fato de
#{P € P; R(P) = n}, para todo n natural vem da propriedade # f ! (x) < oo, para todo
r € X, e portanto o item 3 ¢é satisfeito. Como p € w,s1(x) C was1(x), para quase todo
x € X, entao, do teorema 2.31, temos que pg ¢ F-levantavel, provando o item 5.

Seja € E*(f,1),l > 1. Por definigao, existe o,t > 0 e uma aplicacao de retorno
(n,t,1)-Zooming (Fy, By, Py), e j1 possui um Fy-Levantamento v tal que suppy = By, onde
n={m}en(r)=err

Seja K1 = 1 e K; := 2sup,excDf(z) < oo, se [ > 2. Note que, como p é
probabilidade expansora, seja xg € limsup Z,(n,t,1), seja N € N tal que xy € Zy(n,t,1).
Entao, para todo w € Vi(n,t,1)(zo) \ {x0}, temos que

0 < dist( NV (20), FFAD(w)) < edist(fN (z0), f (w))

Donde dist(fN (zo), f¥(w))
" 1S To), w
1<e® < dist(fl(N_l)($ ), fl(N—l)( )

Assim, K; > 1 para todo [ € N. Seja nyg = max{((l 1) log(K;e” )) ,(mm{)\ U}) }. Observe

< (Kl>l

)
que, se n > ng entao escrevendo a = (I — 1)log(Ke”) e b = min{\, o} temos que

para todo m > 0 n+m > (a/)\)?, e, portanto, a + A\v/n +m < 2\y/n +m. Observe
ainda que para todo m > 0 n +m > (2\/b)? e, portanto, 2\ < by/n + m. Portanto,
20v/n +m < b(n+m). Assim, a+Av/n +m < 2X\/n+m < b(n+m) < An+om. Como
a+MIntm<Ant+om = (Kpe%)le Ao < e AWVrHm ghtemos que para todo
n>ngem>0:

e Anmom < (Kleg)lfle’)‘""’m < e MAntm (3.15)

Seja Ry o tempo induzido de Fy, e escolha p, € By N O~ (py) Como p € was1(y), para
todo y € Of(po), escolha ny > ng tal que p, € Z,,(,0,1), Vi, (,6,1)(pu) C Bo, e
" (pu) € B. Seja

= ("l o) B € (™ s B (2))):

Seja N, = {n € N; F}(x) € V}. Pela Fy-ergodicidade de v, e como suppv = By,
existe U C By, com U = By( mod v), tal que

lim #{1 SnNNp=v(V)>0Vz eUl.

n—oo M,

Fixado z € U e n € N seja Py, = /-, Ey 7 (Py), € Pon(x) denotard o elemento
da particao Py, que contém x. Tomando r,, = % Zzzé ROOFO (z), e g := f'. Note que, por
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Tn

construcao, existe x,, € Z,, (n,t,1), tal que Py ,(x) = (g )~1(By). Como para

Vip (m,8,0) ()
todo n € N, temos que f" (F"(x)) € Bs/o(f™ (pu)) e Bsa(f™ (F(2))) © Bs(f™ (pu))-

Portanto, se n € N, tome:

-1 -1
Vit (@) = (F']p, ) 0 (£ lvstasinny) - BoralF™ 0 (@),

Note que f»* leva Vi, 4n, () homeomorficamente para Bgo( f»(x)). Além disso,
como frn(Vip, yn, (a, 6, 1)(p,)) C Vi (awsid(p,))» temos que para todo lr, < j < lr, +n1 e
Y, w € Vg, ()

dist(f7(w), f(y)) < e = Ddist (174 (w), f1 (w) < (3.16)
e VI dist (1 (w), 1 (w)).

Portanto, para todo lr, < j <lIr, +n; e y,w € Vi, 1, (2):

dist(f7 (w), /() < Biryrm—; (dist(f7 " (w), f75 (w)) (3.17)

Para provar que o mesmo vale se 0 < j < Ir,, consideraremos separadamente
os casos [ = 1 e[ > 2. Assim, suponha [ = 1. Nesse caso, usando que existe z,, € By
tal que V. i, (x) C V,, (n,t,1)(x,) e a Equagao (3.15), e a primeira desigualdade da
Equacao (3.16) temos que para todo w,y € V,. 1, (z) e 0 < j < lry:

dist(f7(w), f7(y)) < e Idist(f™ (w), " (y))
< eo(rnfj)efA(rn+n17rn)diSt(frn+n1 (w), frner(w))

= e st (7 (), £ () < e NI Tist (74 (), 74 (w)

Ou seja, para todo Ir, < j <r,+nyey,w €V, 1, (x):

dist(f7(w), 7 (y)) < Bryomy—s (dist (S (w), [ (). (3.18)
Assim, pelas equagoes (3.17) e (3.18), temos que sempre que n € N, 7, + 1 é um tempo

(/Ba 5/2a 1)_Z00ming para x, € ‘/;“n+n1 ([L’) = V;n-Hn (67 5/27 1)($)
Consideraremos agora o caso [ > 2. Dado 0 < j < Ir,, escreva j = ml + k, com
0<k<lemeNU{0}, como Vi, in, (x) CV,, (0, t,1)(z,):

dist(f7 (w), f/(y)) = dist(f™ " (w), f"* (y)) = dist(f*(f™ (w)), FF(f™ ()
< () dist(f™ (w), f" D (y)) < (K) e dist (£ (w), £ (y)

_ (Klea)ke—a(lrn—j)dist(flrn (w)’ flrn (y)) S (Klea>ke—a(lrn—j)e—/\n1 dist(fl?"n-i-?n (’LU), flrn—l—nl <y))

< e_)‘mdist(flT"+"l (w), flrn+n1 (w))
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Para todo 0 < j < Ir, e y,w € V, i, (z). Ou seja,

dist(f7 (w), /() < Biryrm—; (dist(f7 " (w), fr4 (w)). (3.19)

dai, pelas equacoes 3.17 e 3.19, temos que sempre que n € N, [r, + 1 é um tempo

(8,60/2,1)-zooming para x, e Vi, 1n, () = Vip, 10, (5,6/2,1) ().
seja L, = {lr, +ni;n € N, }, note que:

1 1 1
lim —#{1<j<myjel,}=—=—— lim —#{1<j<m;jeN,}= v(V)
m—o0 M,

T Rodv me m [Rodv "

Como para todo n € L, e x € U f"(z) € B, isso significa que x € U possui
frequéncia positiva de tempos de visita (3,0/2,1)-Zooming a B. Além disso, como u €
M. _(f), temos que u quase todo x € X possui frequéncia positiva de tempos de visita

erg

(8,0/2,1)-Zooming a B. Portanto, yu é medida (3,9/2, 1)-Zooming se:

pe & (f1)
pe E(f,1) para l > 2 e supgex\cDf(x) < oo.

Como F' é orbita-coerente pelo teorema 2.9 temos que u é F-levantavel para
alguma probabilidade 77 < C’,u‘ 5o bara alguma constate ¢ > 1. E, além disso, 11 é

probabilidade F-ergddica é o inico F-levantamento de u, provando os itens 6 e 7. O

s

Definicao 3.18. Aplicacdes injetivas por partes. Diremos que a aplicacao f: X — Y €
injetiva por partes se existe uma cobertura finita { Xy, ..., Xy} de X tal que f}X_ € injetiva
para todo 1 < i < k

Antes de provarmos o corolario do teorema 3.17 necessitamos do seguinte lema:

Lema 3.19 (Semi-continuidade superior para as entropias das medidas Zooming). Seja
f X O uma aplicagao tal que f‘X\C ¢ monaotona por partes, o uma contragcao Zooming, | €
Ned>0. Se{u,} € M'(f) é uma sequéncia de medidas (., d,1)-Zooming convergindo
para algum pg € M*(f), com puo(C) =0 entdo h,,(f) > limsup,,_, hy, (f).

Demonstracao. Tomando uma subsequéncia se necessario, podemos assumir que

lim Ay, (f) = ag >0,

n—oo

seja {X1,... Xy} a cobertura finita de X\ C tal que f‘Xi ¢ injetiva pelo Lema 9.7 de [21]
temos que existem abertos YV = {Y7,Ys, ..., Y, } tais que X\C = Y UYoU---UY,, Y, C X;
e f1p(0Y;) = 0 para todo 1 < j < k. Portanto f‘y- ¢ injetiva.

Seja z € X\ C defina V(x) := {Y € ;));Ja: €Y} V(@) == Nyepw Y, € por fim
definiremos a parti¢ao Q gerada por Y como: Q := {Y(z);xz € X\ C}.
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Afirmagao 3. Se p possui infinitos tempos (v, 0,1)-zooming e Pé particio de X\ C com
diam(P) <6 ¢ Q X P entdo:
lim diam(P,(p)) = 0.

n—o0

Demonstracao. Seja N(p) = {j € N;p € Z;(a,d,1)}, se n € N(p), entdo existe uma

pré bola zooming V,(«,d,1)(p), tal que f”l‘v (@) ¢ homeomorfismo entre V,,(«a, d,1)(p)

D (@)

-1
e Bs(f™(p)), além disso, (f"l’V (a(”)(p)> ¢ uma a,-contracao. Como fl"‘P ) € inje-
tiva, f"(Pin(p)) C P(f"(p)) C Bs(f™"(p)) = f"(Vi(p)).assim, Pi(p) C Vi(p). E como

diam(V,(p)) < a,(20). Teremos que lim,,_, diam(Py,(p)) < lim, o @, (26) = 0, como
diam(P,41(p)) < diam(P,(p)), temos que lim,,_,, diam(P,(p)) = 0. O

Afirmagao 4. Se P € particio de X\ C com Q <X P e diamP < 0, entdo P € parti¢io

geradora para toda probabilidade fracamente («, d,1)-Zoomingg.

Demonstra¢ao. Dados um Borel mensurdvel A, uma medida fracamente («, 9, [)- Zoomingg
pee>0,seja K C ANlimsup, ., Z;(«a,d,l) um conjunto fechado tal que u(A\ K) < ¢/2,
e seja U conjunto aberto, tal que U D A e u(U \ A) < €/2.

Dado # € K, da afirmacdo 3 temos que k(x) = min{j € N;P;(z) C U} esta
bem definido. Portanto, definindo Ac =, Pr()(2), note que Ac C |J; P;(x) é aberto,
portanto mensuravel. Assim, pu(AAA.) = p(A\ Ad) +u(AN\A) < w(A\K)+u(U\ A) <,

portanto P é particao geradora para . O

Definindo P como o conjunto de todas as particoes mensuraveis finitas de X\ C
tal que Q@ <X P, diam(P) < § e puo(P) = 0 VP € P, hy(f,P) > h,(f) — €. Observe
que como Q € P, e PV Q € P para todo P com diam(P) < ¢ teremos que h,,(f) =
sup{h,,(f,P),p € P}. Além disso, Pela Afirmacao 4 temos que hy, (f) = h,, (f, P) para
todo P € P.

Dado € > 0 escolha P € P tal que h,,(f) —€ < hy(f,P). Como po(0P) =0
para todo P € P temos que M'(f) 3 v~ h,(f,P) é semicontinua superior em . Daf
B (f) > hyuo(f,P) — € > limy, o0 by, (f, P) — € = ap — €. O

Corolério 3.20. Suponha que f ¢ fortemente transitiva, e supyex\cDf(z) < oo. Se
{pntn € E(f) € uma sequéncia convergindo para algum po € M!(f), entao hy,,(f) >
limsup, o by, (F):

Demonstracao. Utilizando o mesmo argumento do corolario 3.15 e o lema A.13, trocando
f por f!, se necessério, podemos assumir que f" é fortemente transitiva para todo n € N.
Além disso, se pu; € E(f, k), trocando f por f*, podemos assumir que p; € E(f,1). Ou
seja, ao longo da prova deste coroldrio assumiremos que py € E(f,1) e f™ é fortemente

transitiva para todo n € N.
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Seja A,0 > 0 tais que py é uma medida (p,d,1)-zooming, com o = {0}, €
0n(r) = €*"r. Do teorema 3.17, temos que toda probabilidade v € £*(f) é (3,6/2,1)-
zooming, onde B = {B,}n, € Bu(r) = e V",

Pela proposigao 3.14 podemos escolher uma sequéncia {u*}, € £*(f), tal que
1, = iy € limy, o0 | Ay, (f) = hys (f)] = 0. Como a sequéncia {s) }r, é (5,0/2,1)-zooming,

do lema 3.19 temos que hy,(f) > limsup,_,, b, = limsup,,_, . h, O



Capitulo 4

Medidas de maxima entropia para
uma aplicacao de Markov induzida

completa.

4.1 Pressao para o shift >} .

Nessa secao discutiremos algumas estimativas feitas por [21] sobre o limite supe-

rior do log de sequéncias positivas.

Lema 4.1. Seja {b, }, sequéncia de reais positivos. Se {an}, € [0,1] € tal que > >~ a, =1

e limsupy_, o Zi:l anb, < coentao
k k
lim sup aylogb, <log | limsup anb

ou existe 3 > 0 tal que a,b, = a,f para todon € N e Zzozl a, log b, = log 22021 anb, =
log 3.

Demonstracao. Pela concavidade da fungao log, para todo aj,as € (0,1) e byby € (0,00),

com ay +as =1 e By # by temos que
ai log by + aglog by < log(aiby + agbs) (4.1)

claro que se by = by = 3 entao log(a1by + asxbs) = log S.
Afirmagio 5. Se {a,...,a;} € (0,1) e SF_ v, = 1, entdo para todo {B,..., B} €

(0,00) temos

k k
> anlog B, <log Y anfn.
n=1 n=1
51
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Demonstracao. Pela Equacao 4.1, a afirmacao é verdadeira se k = 2 e by # by. E a
afirmacao é trivial para o caso by = by = 5.

Seja k > 3, Por hipotese de inducao, assuma que a afirmagao é verdadeira para
2 < j <k Seja {an, ...} € (0,1) tal que 3¢ a,, = 1 e {B,...,5} € (0,00).

Tomando v = ZZ:Q o, = Zﬁ;ll Qpy1, da hipdtese de indugao temos que:

k-1 k—1
Qp, Oy,

Z = log Bn-‘rl S lOg Z = 5n

n=1 v n=1 v

note que v + a; = 1, dai, como o resultado foi estabelecido para o caso k = 2, se p; = 1

_ k—l Qp41
€ p2 =, 1 = Pn temos que

ay log p1 + ylog p2 < log(aipr + vp2).

Donde
1 1 1 »
u log By +log Y =546, < log (B +7Y - Br).
n=1 n=1
Portanto,

k k-1 k-1
(7% Ay,
Z o, log By, = au log b1 + Z ;1 log Bp1 < aulog 1 + v log Z ;1 B

n=1 n=1 n=1

k—1 k
Qp
< log (enfy +7 3 =) = log D e
n=1 n=1

Segue a afirmacao: O

Agora sera provado uma versao mais fraca do lema.

Afirmacao 6. Se >~ a, = 1 para uma sequéncia {a,}, € [0,1], entio para toda

sequéncia {b,}, de reais positivos, temos

k k
lim sup Z a, log b, < log ( lim sup Z anbn>

k—o00 —1 k—o0 o

~ k ~
Demonstra¢ao. Tomando oy := >~ _, a,, da afirmagao 5 temos

n=1

k k k k
a a 1
E Qp, log bn = Yk § — IOg bn < Yk IOg § _nbn = Yk lOg — + % IOg § anbn
n=1 Tk n=1 Tk Tk

n=1 n=1

Como limy_ o 7 = 1, temos que limy_,o, % log(1 /) = 0, portanto,

k k k
lim sup Z ay log b, < limsup log Z anb, = log ( lim sup Z anbn> .

k—00 o k—o00 o k—o00 n=1

Segue a afirmacao: O]
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Se ayb, = a,f paratodon € N, entao trivialmente Y7 | a, logb, =log> 7 a,b, =
log 8. Portanto, podemos assumir que dado f € R existem naturais n; < ng, tais que
A by # Ap B € apyby, # an,B, donde a,, # 0 # a,, € by, # by,. Se ap, +a,, =1 da

o0

equagao (4.1) segue o resultado. Portanto, podemos assumir que v := Y ">~ a, — (an, +

an,) > 0. Dali, da afirmagao 6, temos que

k
lim sup Z aplogb, = ay, logb,, + a,,logb,, + vlimsup Z fn log b,

koo k=00 (1, kN {n1,n2}

< ap, log by, + an, log by, + v log (hm sup Z %@1)
K20 ne 1,k fnm2)

Tomando o = a,, + a,,, da Equagao (4.1), temos que

Qny 108 by, + an, log b, = a (% log b + % log b2) < alog <%b1 + %bz)

Portanto,

k
lim Supz a, logb, < alog (a(? by + %Im) + vlog (hm sup Z @m)
k=00 e Ednime} |

k—o0 =1

N J/
-~

*

pela afirmacgao 5, temos que

k
a a a
* <log [ a| =2b+—2by |+~ limsu b, = log | limsu anby,
S TR D S8 ) B T oy

ne{l,..k}\{n1,n2} n=1
Portanto, 1imsupy, ., S_r_; anlog by < log(limsup, .o Yn_; anbn)- O

Proposigao 4.2. Sejal C N e {8, }neL uma sequéncia de reais positivos tal que Y, .1 Bn <
oo, definindo (k) = LN {1,...k}. Se {an}neL € [0,1] € tal que Y, a, = 1, entdo
lim sup Z Qnp, log(ﬂn/an) < 1Og Z 6n
k=00 eL(k),an#0 nel.

Além disso,

Fn >0Vn € L.

s fon) = 3 = 0 = =

nel nelL

Demonstrag¢ao. Trocando as sequéncias {a, }ner, € {Bn tner pOr {a, }nen € {5 }nen se ne-

cessario, podemos assumir que . = N. Onde

a, sen €l

0 sen¢gl

3~
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g - B, sen €l
0 sen¢l

Essa proposi¢ao é uma aplicacao do lema 4.1 a sequéncia {b, },en, onde

Bn se a, # 0

bTL = an

1 se a, =0

Suponha que existe n; # ny € N tal que a,, # 0 # a,, e b,, # b,,. Nesse caso,
do lema 4.1:

k k
lim sup Z a, log(B,/a,) = limsup Z aplogb, < log (llm sup Z bn)
n=1

k—o0 1<n<k,an=0 k—o0 k—o0

= log Z ﬁnﬁlOgZﬁn

neN,an,#0

Suponha agora que existe § > 0 tal que a,b, = a,f3, e todo € N. Nesse caso,

Bn = a,f sempre que a, # 0. Dai,

Yo Bu= >, apf=8

neN,a,#0 neN,a,#0
E
> anlog(Bu/an) = aylog(B) =logB=log Y B
neN an,#0 n=1 neN,a,#0

Donde se a,, # 0 Vn € N:

Z Qp, 10g<5n/an) = log Z ﬁn

neN neN

_ B
ZmEN ﬁm

Se a,, = 0 para algum n natural, tal que £, > 0

> 0Vn € N.

Ay —

limsup Y aglog(Ba/an) = ) anlog(Bu/an) =log ) ﬁn<log25n

k=00 han#£0 nEN,an#£0 nEN,an£0

provando a proposicao. O
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4.2 Entropia de aplicacoes de Markov induzidas com-

pletas.

O objetivo dessa secao é a obtencao de uma probabilidade F-invariante vy que

possui entropia normalizada maxima. Os célculos dessa secao foram originalmente obtidos

por [21].
Para todo r > 1 defina:
A, = {{an}neN;an >0VneNe Zan <1<r< Znan}
n=1 n=1
Além disso, seja H[0, 1] — [0, 1] dado por
0 sex =0
H(z) =
xlog(l/z) sex #0
Lema 4.3.

rli_}rilo (sup { nll_rgo (%) {an} € AT}> =0. (4.2)

Demonstragdo. Para todo n € N defina U, = {j € N;j7 Y > q; > j7"} e Ny =
{j € NjU; # 0}. Note que {Up;n € Ng} é uma partigao de N. ou seja N = |J
e U, NU, = 0 sempre que n # m. Para todo n € Ny, defina u,, = minlf,. Ou seja,

TLGNO

u, ¢ o menor natural j tal que a; € (Jin,](n%l)) Escreva Ng = {n; < ny < ...}, com
ny<ng<ng<.... Notequeunj > 7.

Vamos achar uma cota superior para o numerador da equagao (4.2). Se ny < 3
e j € U,, temos que como a; > j ™, temos que H(a;) = a;log(1/a;) < nya;log(j) <

3ajlog(j). Definindo I's :== {k € N;n; < 3}, temos que #I'3 < 3, portanto

> < > H(g ) < QZajlog (4.3)
m}

kel's \ jeln, N{1,...,

ng—1)

Suponha agora nj > 4. Nesse caso, para todo j € U,,, como a; < j¢ e

a; > j~™ temos que H(a;) = ajlog(1/a;) < nglog(5)j~ ™Y < nyj~(=2). Donde

1 >~ 1

jeunk jeunk .7>unk

1 1 \"7 1\
=Ny n + ng—3 <2 I — <8| —
(Up,, + 1) (ng — 3)unt™ N — 3\ Up, U,

como u,, > k temos que 8(u1 )3 < (%)nk -3 < ( )E=3. Dat,
Tk

> (ZH(an)>§8 > (%)_ <8 i( >_ §8<1+§:G)k_3>:4o

keNo\I's \ jeUy, keNo\T's




56 Capitulo 4. Medidas de maxima entropia para uma aplicagao de Markov induzida completa.

Portanto,
> ( > H(an)> < 40 (4.4)
keNo\I's \ j€Uy,

Das equagoes (4.3) e 4.4 temos que
Zm_l H(an) o Znerggﬁ{l,...,m} H<a7’b) I ZnE{l,...,m}\F:; H(U,n)

D et Ml D et Ml D ney N
< 923:1 a, log(n) 40 < 92;’;1 a, log(n) N 40
B DU D DU (D Dy 1 r

Portanto,

" H(a, 40 " oapl
0< sup{ lim (M) {an} € Ar} < —49 sup{ lim (Zn:lma 0g(n)> {an} € AT}

Assim, para terminar a prova do lema, precisamos apenas mostrar que

. . Z;nzl an log(n) ) _
E&GW{ﬁﬂ( S na, ) e )20

Note que para todo 1 < mg < m e {a,}, € A,, temos que

Zan log(n) < log(my) ( Z_ an> + Z a, log(n)

n=1 n=1 n=mgq
<1
- log(n) log(my)
< log(myg) + Z nan—- < log(my) . 231 n
n=my n—
Donde .
anlman log(n) < lon%(mo) + log(mo) < log(myo) + log(myo)
Do M T D0 nay mo r mo
Assim, dado € > 0 seja myq tal que % < €. Donde, para todo m > my, temos
que
m 1
Yu, aulog(n) _ los(my)
Do NGy r
Portanto,
m n 1
0 < lim (sup{ lim (Zn:lma og(n)) i{a,} € Ar}> <eVe>0
r—00 m—»o0 Zn:l na,,
concluindo a demonstragao do lema. O

Seja (F, B,P) uma aplicacao de Markov induzida completa para uma aplica¢ao

f e tempo induzido R. Dado [ € N seja P; o cilindro de ordem [ de C. Ou seja,

-1
Pi=\/ F/(P).
j=1
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Observe que (F!, B, P;) é uma aplicagao de Markov induzida completa para uma aplicacao
f, pela observacao 2, F'! possui tempo induzido dado por

-1

Ri(z) =Y RoF"(z).

n=0
Seja v € MY(F) e U uma partigao e r : U — N tal que para todo n natural temos
que #{P € U;r(P) < n} < co. Defina:
H(v(P

o) — ey Sretsrca H(P)
n—00 ZPEZ/I,T(P)STLT(P)V(P)

Note que, se ) py, H(v(P)) < 00, entao
_ > pau H(W(P)) c

> peur(P)v(P)

mesmo se Y, 7(p)v(P) = oo (Nesse caso H,(U,r) =

2 peu HW(P)).

Definigao 4.4 (Entropia normalizada). A entropia normalizada de p € M(F) € definida

(4.5)

R

H,(U,r)

0). Denotaremos H,(P) =

como

h,(F,R) := inf{H,(P,, R));l € N}

Definicao 4.5.
MLF) :={ve M (F);H,(P) < oo}

Para todo p € ML(F) temos que

H, (P, R) = [f}ézly) = Tij%(;z) (4.6)

Como P é uma partigao geradora para F', a sequéncia o, = H,(P,;) é subaditiva

e pela equacao (4.6), temos que

inf, +H,(Py) ~ hy(F)

ho(F, ) = [Rdv [ Rdv

, Vv e M, (F) (4.7)

Dado v € M!(F), temos que {H,(P,, R);l € N} D {H,(Pu, Ru);l € N}, e
portanto para todo n € N e v € M (F) temos que

ho(F, R) < hy(F™, R,,). (4.8)

Seja MY(f,F) o conjunto de todas as probabilidades de Borel f-invariantes e

F-levantaveis. Defina:

h(f, F) = sup{h,(f);p € M'(f, F)}
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Lema 4.6. h,(F,R) < H,(P,R) < h(f,F)VYv € M'(F)
Demonstragdo. Dado v € M'(F), seja v, a probabilidade de Bernoulli gerada pela dis-
tribuicao de massa m,, : P — R dada por

B v(PN{R < n})
mP) = =R <))

v(PN{R<n
observe que, como ZPeP,R(P)gn m,(P) = ZPEQR(P)S” % = 1, temos que

H,(P)=) Hw(P)= Y  Hw(P)

PeP PeP,R(P)<n

g e ORI =)

PEP,R(P)<n

1 1
i} <u<{R <a) PEP%@H“’(P”) -5 (=)

1
Rdv,, = ——— Rdv.
/ V({R S ’I’L} R<n

H,(P) _ Zrerrm<n HW(P))  Hw({R < n}))
| Rdv, f{Rgn} Rdv f{Rgn} Rdv

Além disso,

Donde

Como

tirando o lim sup na Equagao (4.9) obtemos

. H,,(P)
H,(P,R) =1 d
(PR = s T,

Como [Rdv, < n < oo, v, é 0 F-levantamento de uma probabilidade f-

invariante

My = L['R%fo(yn|l%>j> € M1<f, F)
L

Portanto, pela formula de Abramov generalizada (provada no teorema 5.1 de [28]), temos
que hy,, (F) = h,,(f) [ Rdv, < co. Como v, é probabilidade F-invariante de Bernouli
gerada pela partigao P, temos que h,, (F)= H,, (P) e, portanto,

H, (P) h,(F)
TRav, ~ [ Raw, ~ wel) SRULE)nEN

dai, h,(F, R) = inf, H,(F', B)) < H,(P,R) < h(f, F) O
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Corolério 4.7. h(f, F) = sup{h,(F,R);v € M (F)}

Demonstragio. Dado p € M(f,F) existe i € M'(F) tal que [Rdjp < oo e p =
ﬁ > oo 11 (2] R>j). Pela formula generalizada de Abramov (provada no teorema 5.1
de [28]), temos que h;(F) = h,(f) [ Rdii < oo. Donde i € M (F). Portanto, usando a

equacao 4.7 e o lema 4.6 temos que

(S, F) = sup{(£); MP(f, F)} = sup { e MU F)}

= sup{ha(F, R);p € M'(f, F)} < sup{h,(F, R);v € M'(F)} < h(f, F)

donde
h(f, F) = sup{h,(F, R);v € M'(F)}

provando o corolario. O

Teorema 4.8. Se (F,B,P) é uma aplicagao de Markov induzida completa, com tempo
induzido R entdo Y oo | #{R = n}e "I = 1 ¢ eziste uma nica probabilidade F-
mvariante vy, tal que

huo (F, R) = h(f, F) (4.10)

Além disso,

1. vy € a probabilidade de Bernoulli dada por vy(P) = e MHIEP) - parg todo P € P,

em particular suppvy = Upep P

2. se [ Rdyy < oo, entao

(a). o= m Z?io fi (I/O‘R>j) ¢ uma probabilidade f-invariante
(b). 0(F) == ypge 2ass Hvo({R = n})) € (0, h(f, F))

(¢c). Para todo t > h(f,F)— 6(F) existe C; tal que [ Rdp < Cy onde i é o F-
levantamento de uma probabilidade p € M*(f, F) com h,(f) >t

3. se limsup, . ~log#{R = n} < h(f,F), entio [ Rdvy < oo e a medida o dada

pelo item 2(a). possui decaimento exponencial de correlagdes.

Demonstracao. Defina N(k) = {1 < n < k+ 1;{R = n} # 0}. Seja v probabilidade
F-invariante, das defini¢oes de H, (P, R) ¢ h,(F, R), temos que

_ Hv(P
hl/<F7 R) S HV(P; R) = hm sup ZnEN(k) ZR(P)inVPEP ( ( >)
k=00 > nengyy W { R =n})

v~
*

(4.11)

J
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Agora, vamos encontrar estimativas para a razao dada por (x). De fato, a ex-

pressao dada por (x) é limitada pela soma das equagoes

ZneN(k) H(v({R =n}))
ZnEN(k) nv({R =n})

(4.12)

S eny (VUR = 01 Eporonper HGHET))
ZneN(k) nv({R =n})

As equagoes (4.12) e (4.13) refletem a comparagao entre a complexidade do conjunto

(4.13)

{R = n} e a distribui¢oes dos niveis. Pela concavidade estrita da funcao log, temos que

a equacao 4.13 é limitada por

ZneN(k) v({R = n})log #{R = n}

> o WL = 1)) e
e a igualdade vale se e somente se
_v({R=n}) _
v(P) = ZR=n}’ VP € P com R(P) = n. (4.15)
Portanto,
S nes V(LR = n}) (log #{R = n} — log({R = n}))
(4.12) + (4.13) < (4.16)

2 nen (1R =n})

E a igualdade ocorre se e somente se v for dada pela equagao (4.15).
Para k € NU {oo}, defina:

A(k) = {{an}n;an €10,1)Vn € Nya,, = 0Vn & N(k), e Z a, = 1}.
neN(k)
Para todo A = {a,}, € A(c0), seja v4 a probabilidade de Bernoulli F-invariante gerada
pela distribui¢ado de massa m(P) para todo P € P com R(P) =nen € N(oo)

dai, definindo

pu— —a/'n
F{R=n]’

{ : > nen(r) n(log #{R = n} —loga,)
c:=sup< limsup
k—o0 ZnGN nay,

Hantn € A(oo)},
das equagoes (4.11) e (4.16), O lema 4.6 e coroléario 4.7, temos que
c=sup{H,,(P,R); A € A()} = sup{H, (P, R);v € M (F)} = h(f, F). (4.17)

Além disso,

sup { lim sup Z an(log #{R =n} —nc—loga,); {a,}n € A(oo)} =0 (4.18)

k=00 eNk)
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Dado k € N, defina t;, = YF_ e ™#{R = n} < oo, e defina {7,}, € A(c0)
como
cU#BE sen e A(k)

173

0 sen & A(k)

Yn =

Da equagao (4.18), temos que

0> > ymllog#{R=n}—nc—logy,) = > nlogty =logt,
neN(k) neN(k)
donde ¢ < 1, Vk € N. portanto ¢t := > ° e #{R = n} < 1. Assim, pela pro-
posigao 4.2, para L(k) = N(k) e 8, = #{R = n}e~. Temos que, se a, € A(c0),

entao

lim Sup Z a”fl<log #{R - n}_nC—IOg an> = lim sup Z Qp, log (6 #iR - n}>

k=00 L eN(k) k=00 L eN(K),an£0 n

<log (Z e "#{R = n}) =logt,

n=1

lim sup Z an(log#{R =n} — nc—loga,) =logt <— a, = #{R :tn}e )

k=00 eN(k)
Em particular, usando a equagao (4.18):

k—o0

logt = sup { lim sup Z an(log#{R =n} — nc—logay,);{a,}, € A(oo)} =0,
neN(k)

donde .
Z e "#{R=n}=1,
n=1

portanto, se a,, € A(c0):

lim sup Z an(log#{R=n} —nc—loga,) =0 <= a,=¢ "#{R=n}. (4.19)

k=00 eN(k)

Das equagoes (4.15), (4.16), (4.19) e (4.17) temos que, se v € M (F), entao
H,(P,R) = h(f,F) <= v(P) = "WDEP)yp c P, (4.20)

Em particular, se nuy é a probabilidade de Bernoulli F-invariante, definida pela
distribuicao de massa m(P) = e "SPEP) yP ¢ P da equacio (4.20), temos que g é a
unica probabilidade de Bernouli F-invariante, satisfazendo 4.10. Portanto, foi provada a

seguinte afirmacao:
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Afirmacao 7. Dada uma aplicagao de Markov induzida completa (F’, B, 75), de tempo in-
duzido R, a probabilidade de Bernoulli F-invariante v dada por v(P) = e‘h(ff)R(P), VP e
P € a tnica probabilidade F-invariante de Bernoulli, satisfazendo H(P, R) = h(f, F).

Seja v € M (F) que satisfaz (4.10), com v # 1y, entdo, existe [ > 1 e um
elemento de P € P, tal que v(P) # vy(P), seja  probabilidade de Bernoulli, F!-invariante,
obtida pela distribuicdo de massa m(P) = v(P) nos cilindros P € P,. Observe que
vy é probabilidade de Bernoulli Fl-invariante. Da equacao (4.8) temos que h,(F, R) <
h,(F', R)) e hy,(F,R) < h,,(F', R;). Da definiciao de  temos que H, (P, ;) = H, (P, R;).
Usando o lema 4.6 e o corolario 4.7, obtemos que h(f, F) = h(f, F"), donde

h(f’ Fl) = h(f7 F) = hl/(F7 R) S hu(FlaRl) S HI/(PlaRl) = Hp(Pl,Rl) S h(fv Fl)?
similarmente;
h(fa Fl) = h(fv F) = hVo(F’ R) < hVo(Fl’Rl) < Huo(PlaRl) < h(fa Fl)7

portanto,

H,o (P Ri) = h(f, F') = H,(Py, Ry). (4.21)

Assim, como 7,14 sao probabilidades F'-invariantes de Bernoulli distintas, a equacao 4.21
contradiz a Afirmacao 7. Portanto, vy é a tinica probabilidade em M!(F) satisfazendo
H,(P,R) = h(f, F), provando o Item 1.

Suponha, agora, [Rdyy < oco. O item (a) ¢ um resultado conhecido (vide
segdo 1.10); o item (b) vem do fato de 0(F) < }fl"f{fﬁz = H,,(P,R) = h(f,F). Seja
t € (h(f,F)—0(F),h(f, F)), considere a sequéncia {/y}; € M(f, F), tal que h,,(f) > t.

Seja iy € MY(F) o F-levantamento de p;. Suponha que limHoofRdﬁl = 00, pelo

- (znem) H(p({F = n}>>> .

lema 4.3,

l—00 k—00

anzl niy({R = n})

E, pelas equagoes (4.11), (4.12) e (4.14), e a defini¢ao de vy, temos que

. haey o Dnengy F({R = n})log #{R = n}
= zlggo [ Rdp, 0+ llggo klgrolo > nengpy M({ R =n})
- Ypenpm({R=n})log#{R=n}  p, B
RS ST N bR

Absurdo, provando, assim, o Item 2.
Como Y%7 e MAFgl R =n} =1, temos que

limsupl log#{R =n} <h(f,F)

n—oo 1
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Além disso, como vy({R = n}) = e M ALR = n}:

/Rduo = Zne‘h(ﬁF)”#{R =n}
n=1

dai, definindo r := limsup,, ., %log #{R =n} < h(f, F), e tomando € > 0, tal
que r < h(f, F) — ¢, existe ng > 1, tal que

vo({R >n}) =) ke "VIRLIR =k} <Y ke MR <

k>n k>n

tn

Z ke—ek‘ S Z e—Ek/Q — 1_6;676/27 \V/TL Z Un (422)

k>n k>n
donde [ Rdyy < oo, e o decaimento exponencial das correlagdes estd associado a Equagao (4.22).

]



Capitulo 5

Unicidade dos estados de equilibrio

expansores

O objetivo desse capitulo é apresentar os resultados sobre estados de equilibrio
expansores de aplicagoes C''" fortemente transitivas, obtidos por [21]. Nessa segao serd
demonstrado que se M ¢é uma variedade riemaninana, f : M — M é uma aplicagao
O, nao-flat e fortemente transitiva, entdao f possui no maximo um estado de equilibrio
expansor. Além disso, serd demonstrado que as defini¢oes de medidas expansoras 1.8 e 3.5
sao equivalentes para uma aplicacao C1*, nao-flat, fortemente transitiva, definida em uma

variedade riemanniana.

Definigao 5.1 (n-variacao). Seja (F, B,P) uma aplica¢io de Markov induzida completa,

dada uma fungdo ® : Jpep P — R, defina a n-variag¢ao de ® por

Vo (@) = sup{|®(z) — 2(y); 7,y € Q e Q € Pp}.

Definigao 5.2. Um potencial ® possui variagio somdavel se Y Vo (P) < o0.

5.1 Shift topoldgico de Markov e Pressao Gurevich.

Nessa secao, mostraremos a definicao da pressao de Gurevich de um potencial
definido em um shift topolégico de Markov, que sera instrumental para a prova da pro-
posi¢ao 5.9. Nessa sec¢ao seguiremos [26] na defini¢ao de pressao de Gurevich.

Ao longo dessa segdo S serd um conjunto enumeravel e A = (t4)sxs serd uma
matriz, tal que ¢, € {0, 1} além disso A nao possui nenhuma coluna ou linha preenchida

apenas com Zeros.

Definicao 5.3 (Shifts topoldgicos de Markov.). O shifts topoldgicos de Markov (STM)

com um conjunto de estados S e uma matriz de transicio A = (ta)sxs € 0 conjunto

Sh={r eSO
64

= 1,Vi > 0}.
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equipada com a topologia gerada pela colecao de cilindros
lag,at,...an1] ={x € ;z;=0a;,0>i>n—1} ,neN eagp,ay,...a,_1 €S

e possuindo uma aplica¢ao de deslocamento a esquerda o : (xg,x1,...) — (1,22,...). Se
a matriz A = (ta)sxs ndo possuwir entradas nulas entao a STM serd chamada de shift

completo.

Definigao 5.4 (Palavras). Uma palavra de comprimento n € N em um alfabeto S é
um elemento (ag,...,a,—1) € S™. A palavra é dita admissivel com relagao a uma ma-
triz de transicao A se o cilindro que a palavra define é nao vazio ou, equivalentemente,

. ., -1
(ag,...,an—1) € admissivel se e somente se H?=1 ta;_ta; = 1.

Notacao 3. Seja a,b € S, escreveremos a — b se existir uma palavra admissivel de

comprimento n+ 1 que comega em a e termina em b.

Lembre-se que uma aplicacao continua h : Y O, definida em um espago topologico
Y é topologicamente mizing, se para todo o par de abertos U,V C Y existe ng € N
dependendo apenas de U e V, tal que, se N > ng, entdo U N T~™(V) # (. Diremos
que o STM X} seré topologicamente mizing, se o deslocamento a esquerda o : 3} O for
topologicamente mizing. Pela proposi¢ao 1.1 de [26] se ¥} ¢ um STM com um conjunto
de estados S e matriz de transi¢ao A = (ta)sxs, entao ZX é topologicamente mizing se
e somente para todo a,b € S existe n,;, tal que, se n > n, ), entao a 2 b. Em particular,

todo shift completo é topologicamente mizing.

Exemplo 2 (Aplicagdo de Markov induzida completa.). Seja (F, B, P) uma aplica¢ao de
Markov induzida completa, de tempo induzido R, seja By = ﬂ;’io F7(B) e{P,P,...}
uma enumerac¢ao de P. Defina a fungao h: By x NU {0} — NU{0}:

h(z,n)=j—1 se F"(x) € F;

como lim;_, diam(P;(z)) = 0. entdo h(x,n) = h(y,n) para todo n € N se e somente
se x =y, e como F(P;) = B D Pyy1, para todo j, k € N, entao, dados j,k € N eziste
x € BoN P; tal que h(x,j) = k. Defina agora ¥ = {(h(z,0), h(x,1),h(z,2),...;2 € By)}.
Observe que % € um shift completo com conjunto de estados N possuindo um deslocamento

a esquerda dado por
o (h(x,0),h(z,1),h(x,2),...) = (h(F(x),0),h(F(x),1), h(F(x),2),...)

. Em particular, como ¥ € um shift completo, entao € topologicamente mixing. Temos
ainda que 0" ((h(x,0), h(z,1), h(z,2)...)) = (h(z,0), h(z,1), h(x,2)...) se e somente se
F™(z) = .
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Definiremos a n-variagio de uma funcio ¥} — R como
V(@) := sup{|®(z) — ®(y)|;x,y € L, 2 = y;, V0 < i <n—1}.

E & serd Somaével se ) V,(®) < oo. Observe que essas defini¢oes sao andlogas as

definigoes 5.1 e 5.2. Definiremos ainda a soma n-ergédica da funcao ® : 3f — R como
n—1
P, (x) = Z ®,, 00(x)
j=1

Definigao 5.5 (Condigao de Walters.). Uma fungao ® definida em uma STM ¥} satisfaz

a condicao de Walters ,se para todo k > 1 sup,s1{Vinir)(Pn)} < 00 Esup,s{Vutr(P)} —
= = —00

0.

Pelo lema 1.1 de [26] temos que toda fungao somavel é Walters.

Definigao 5.6. Dada uma fung¢io ® : ¥f — R euma € S, a fungao n-particao é definida
por

Zn(q)7 [CL]) - Z eq)n(z)]l[a]‘

o (z)=x
Observagao 9. Se V,, = {x € X];0™(x) £z} ¢
O(x) sex gV,

U(x) =
0 sex eV,

, entdo Z, (P, [a]) = Z,(V, [a]).

Pelo teorema 1 de [27] temos que se X4 é uma STM topologicamente mizing e
® : X} — R é uma funcio Holder, entdo o limite
1
lim —log Z,(®
Jim —log Z,,(%, [a])
existe e independe de a.

Por fim, estamos em posicao de definir a pressao de Gurevich.

Definigao 5.7 (Pressio de Gurevich.). Seja % € uma STM topologicamente mizing e
® : XL — R € uma fungao Holder, defina a Pressao de Gurevich de ® como:
1
Pg(®) := lim —log Z,(®, [a]).
n—,oo N,

Observacao 10. Definindo V,, como na Observagao 9, V = ﬂn21 V. e

O(x) sex gV
W)= 1A
0 sex eV
entio Pg(®) = Pg(V). Assim, se v € V, entdo x nao contribui para a pressio de

Guverich.
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Observacao 11. Como mostrado no exemplo 2, uma aplicacao de Markov induzida com-
pleta (F, B,P) em By = mj:o F~I(B) pode ser interpretado como um shift topoldgico de
Markov, entao dado um potencial Holder ® definido em By defina a pressao de Gurevich

de ® como

Pg<q)) = Pg(\p)
onde U : (h(x,0), h(z,1),h(x,2),...) — O(z).

Observando ainda que se x € B\ By entio x ¢ Per(F). Temos que x nao
contribui para a pressao de Gurevich. Assim, dado um potencial Holder ® definido em B

definiremos a pressao de Gurevich de ® como

Pa(®) = Pa(®] ).

5.2 Pressao induzida e estados de equilibrio de po-

tenciais Holder.

Definigao 5.8 (Pressao induzida). Dado um potencial continuo ¢ : X — R e uma

aplicagao de Markov induzida completa, defina a pressao F-induzida de ¢ por
Plo 8. F)i=sup () + [ wduin e M5 P)}:

Proposicao 5.9. Seja (F, B, P) uma aplica¢ao de Markov induzida completa, de tempo
induzido R. Se ¢ : X — R € um potencial continuo com P(p, f,F) < 0o e ¢ € somduvel,

onde ¢ é o F-levantamento de @, entao existe no mdzimo um p € M (f, F), tal que

hu(f) + /sodu = P(p, [, F) (5.1)

Além disso, se p € MI(f, F) satisfaz a Equagao entdo ju possui um tinico F-levantamento

v, v € F-ergodica e suppy = Jpp P.

Demonstragdo. Se Au € M(f, F) satisfazendo a Equacao (5.1), nada temos a provar.
Assim, assumindo a existéncia de p € M!(f, F) satisfazendo (5.1). Defina @o=¢ —
P(p, f, F), note que

P(go, f, F') = sup {hu(f) + /wodu;u e M!(f, F)} =0

Seja &(x) = Zf:(:g)fl woo f(x) Pelos teoremas A.14 e A.15 a pressao de Gurevich
de ¢ é dada por

Pg(®) = sup {hn(F) + /@dn;n e MY(F)En{R <n} =1, paraalgum n € N < oo}

—sup{hn(F) —i—/@dn;n e M'(F)e /@dn < oo}. (5.2)
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Afirmagao 8. P;(P) =0

Demonstragio. Seja v o F-levantamento de . Como [ Rdv < oo temos que

o[- /Rd,,(WH /%dﬂ) o

Como [ @dv = ([ Rdv) [(podu) = ([ Rdv)(ewdp — P(p, f,F)) < co. Da segunda igual-
dade da Equacao (5.2) temos que Pg(®) > 0.
Seja I = min{j € N;{R < j} # (0}, temos que {R < n} é um shift completo
e compacto para todo n > [, dai F | (R<n) possui um tunico estado de equilibrio v, €
1(F|{R§n}) para @, Vn > [. Da primeira igualdade da equacao (5.2) temos que h,, (F')+
[ ®dv, — Pg(®) > 0 quando n — oo. Suponha que Pg(®) > 0, entdo existe ng > [ tal
que h,, (F) + [ ®dv,, Yn > ng. Como [ Rdv, <n < oo, temos que

1 .
Hn = WZJE <Vn’{R>j}> e M'(f,F)
Jj=>0

E
0< hyn(F)+/<I>dun:/Rdy (hun(f)+/soodu> <0
N—— ~ ]
>0 <0
o que é um absurdo, dai Pg(®P) = 0. O

Afirmacgao 9. sup® < oo

Demonstragdo. Como Pg(®) =0 < oo e Y Vo(®) = > . Val(®) < oo, temos que
Vi(P) < oo e & é Walters. Do teorema A.16 & admite uma probabilidade Gibbs F-
invariante 1. Como Pg(®) = 0, existe K > 1 tal que

1 _n(P) .
C <L <KVsePEPEP.
donde
O(x) <log(Kn(P)) <log(K) < o0
para todo x € (Jpp P. O

Como sup® < o0, > Va(P) < 0o e Py < o0, do teorema A.17 temos que

neN
existe um tnico v € M (F) tal que h,(F) + [ ®dv estd bem definido e é maximal. Ou

seja,

h,,(F)+/ Ody = sup {hn(F)—i-/(bdn;n e M'(F)e hn(F)—l—/CI)dn estd bem deﬁnido}.
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Além disso,
h,(F) + /(I)dl/ = P;(®) =0,

pelo teorema A.18
suppv = U P

peP

donde fi = v para todo F-levantamento de uma medida p satisfazendo (5.1). Portanto,
1 ;
— J 1
Jj=0

¢ a unica medida satisfazendo (5.1). O

Lema 5.10. Seja ¢ um potencial (C,a)-Hélder e (F,B,P) uma aplicagao de retorno
(o, 0,1)-Zooming, onde a = {a,}, € uma contragio Zooming Lipschitz a,(t) = ant e
an < ay para todon > 1. Sejar =Y >, Cla,)* < oco. Se ¢ é o F-levantamento de ¢,

entao
r

neszn(@) < 1_—(a1)a(diam(3))“ < 0.

Demonstracao. dado P € P e x,y € P, temos que

R(P)—1 R(P)—1 R(P)—1
6(z) — ¢ly)| = Z po fi(z) - Z po fily| < Y Cdist(f/(x), f(y)"
R(P)-2
< (P FO) + 3 (ammdis(Flo). F)*) <
R(P)—1
0(1 + Z (an)a>dist(F(x),F(y))a < r(dist(F(z), F(y)))*

suponha agora que n > 2 e para todo 0 < k < n — 1 vale que

[@(x) = @(y)] < r(ar)™(dist(F*(x), F*(y)))"

para todo z,y € P e P € P.

Sejax,y € Pe P€P,,com P=PNF Y P)N---NF"Y(P)eP,cPVl<
i <n—1. Como z,y € P, em particular z,y € Q, onde Q = PLNFYP)N---N
F~@=2(P,_,). Da:

[@(x) = @) < ra)™™ D (dist(F" (), " (y))"
como z,y € F"1(P,) temos que

diSt(Fn_l((L’), Fn—l (y)) S aR(Pn)diSt(fR(Pn)—l—z?;O? RoFJ(x) ($)7 fR(Pn)—I—Z;L;OQ RoF(y) (y))
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note agora que, como F"~!(z), F""!(y) € P, entdao Ro F"'(x) = R(P,) = Ro F" !(y),
donde

dist(F" (@), F" () < arep,dist(f25=0 "7 (@), 2020 00 (y)) = apqp, dist(F" (2), F" (1))
,portanto, como a, < ay, Vn > 1:

[@(x) = ()] < r(a)™ D (ar,dist(F" (x), F"(y))* < r(a1)™ (dist(F" (), F"(y)))”

note, no entanto, que, para todo n € N dist(F"(x), F"(y)) < diam(B), dai Vn € N se
x,y € P,e P e P,, temos que

p(x) = o(y)| < r(a1)™ (diam(B))*,

donde
V(@) < r(ar)™(diam(B))",

e, portanto

]

Lema 5.11. Suponha que f é uma aplicagcao fortemente transitiva e ¢ : X — R € um
potencial Holder. Se pu € E(f,1) é um estado de equilibrio expansor ergédico para p, 1 > 1,
entao p € E*(f,1).

Demonstra¢ao. Como p € E(f,1), entdo p é uma probabilidade («, 9, [)-zooming, para
alguma contracdo zooming exponencial o = {a, }, e algum § > 0. Seja A tal que a,(r) =
e’'r, note que Y oo (e7*)"/? < oo, portanto, pelo teorema 3.10, existe uma aplicagio

A2y tal que Jpep P = B, e u

(F, B,P) de retorno (&,0,1)-zooming, com &,(r) = e
possui um unico F-levantamento v.
Pelo lema 3.12, temos que toda medida F-levantavel é (&, §/2,1)-zooming. Como

a é contracao zooming exponencial, segue que
M(f,F) C E(f). (5.3)

Como e™* < e Vn, pelo lema 5.10 temos que >V, (@) < oo. Onde ¢ é o F-
levantamento de . Da proposic¢ao 5.9 e da Equagao (5.3) temos que v = v, com vy sendo
a probabilidade satisfazendo a equacao (5.1). Donde suppr = suppry = m = B.
Portanto, u € £*(f,1). O
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5.3 Unicidade de estados de equilibrio para aplicacoes

fortemente transitivas.

Nessa se¢ao, mostraremos os resultados obtidos por [21] acerca da unicidade dos
estados de equilibrio de um potencial Holder. Além disso, estes resultados dao condicoes
suficientes para a existéncia dos estados de equilibrio.

Ao longo dessa se¢ao, X serd um espago métrico compacto e denotaremos LZ( f)

como o conjunto de todas as medidas Lipschitz Zooming.

Observacao 12. Se u € um estado de equilibrio expansor, pelos teoremas da decom-

posicao ergodica e de Jacobs temos que

Pi(p) = hu(f) +/<pdu= /IEX [h%(f) + (/godnmﬂdu

onde 1, sao probabilidades invariantes ergodicas e expansoras p-quase todo x € X. Ob-

serve que se A € conjunto Boreliano, tal que

o (1) + / odn, < Py(p),

entdo u(A) = 0. Assim, se u € um estado de equilibrio expansor, podemos assumir a
existéncia de ao menos um estado de equilibrio expansor ergodico. Similarmente, se e
Lo sao dois estados de equilibrio expansores distintos, podemos assumir a existéncia de

pelo menos dois estados de equilibrio expansores ergodicos distintos.

Teorema 5.12. Suponha que LZ(f) = E(f). Se f € fortemente transitiva e ¢ € um

potencial Holder, entao f possui, no maximo, um estado de equilibrio expansor para .

Demonstracao. Usando a proposicao A.13 e usando o mesmo argumento do corolério 3.15
trocando f por f!, se necessario, podemos assumir que f" é fortemente transitiva para
todo n € N.

Seja g e u € E(f) dois estados de equilibrio expansores para ¢, pela observacao 12
podemos assumir que i, g € ./\/lérg(f), suponha que po € E(f, k1) e p € E(f, ko). Seja k =
mmc(ky, ko) temos que pu € E(f, k). Como (f*)" é fortemente transitiva para todo n € N,
mudando f por f* se necessério, jy e p pelas componentes f*-ergédicas normalizadas de
o € [i, Tespectivamente, podemos assumir que g, 4 € € sao probabilidades ergddicas.

Considere agora A, 0 e a aplicacao de retorno (3, A, 1)-zooming (F, BP) dada pelo
teorema 3.17, onde 8 = {Bp}n € Bu(r) = eV e py seja F-levantével. Seja fig o F-
levantamento de py. Como LZ(f) = E(f), pelo lema 3.12, toda medida F-levantavel é
Lipschitz-zooming, temos que M!(f, F) C E(f).

Pelo lema 5.10, temos que )V, (@) < oo, portanto, pela proposigao 5.9 e do
fato de M(f, F') C E(f), po é o unico estado de equilibrio para ¢ que é F-levantdavel. No
entanto, do lema 5.11 p € £*(f, 1), portanto pu é F-levantavel, provando que p = pg. O
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Corolario 5.13. suponha que LZ(f) = E(f). Se f € aplicagdo fortemente transitiva,
sup,ex e Df(2) < 0o e ¢ € um potencial Hélder satisfazendo hy,(f) + [ pdv < Pegp)()
Vv e MY )\ E(f), entao f possui apenas um estado de equilibrio para .

Demonstragdo. seja p, € E(f). tal que hy, (f) + [ @du, — Pep(p). Tomando uma
subsequéncia, se necessario, podemos assumir que g, — g para algum p € M(f).
Como MY(f) 5 v — f pdr é uma aplicacao continua, do coroldrio 3.20, temos que
h(f) + | ¢dp = Pe(y). Pela hipétese do coroldrio p € E(f). Provando a existéncia do

estado de equilibrio expansor para ¢. A unicidade desse estado vem do teorema 5.12. [J

Teorema 5.14. Suponha que LZ(f) = E(f). Se f € fortemente transitiva, sup,exc Df(z) <
oo e f possui uma medida expansora de entropia mdzima po. Entao, existe o9 > 0, tal que
f possui apenas um estado de equilibrio jus para todo potencial Holder ¢ com oscilagdao

menor que dg.

Demonstracao. Como na prova do teorema 5.12, podemos assumir que f" é fortemente
transitiva para todo n € N. Mudando f por f' se necessario podemos assumir que
po € E(f,1). Seja (F, B,P) a aplicacao de primeiro retorno (3,0, 1)-zooming dada pelo
teorema 3.17. Com § > 0 8 = {Buln, Bu(r) = e V" para algum A > 0 e pq seja
F-levantavel.

Pelo teorema 4.8, o F-levantamento de p é v9. Em particular, f Rdyy < oo. Seja

d(F') conforme definido no teorema 4.8, tome
7= 50(F)

Se um potencial Holder ¢ possui um estado de equilibrio expansor, pelo teo-
rema 5.12 ele precisa ser tinico. Entao,assuma que que existe uma sequéncia de funcoes
Holder {t} tais que osc(¢r) — 0 e 1, nao possui um estado de equilibrio para todo
k € N. Pelo lema 5.10, temos que para todo k natural ), V. (¢x) < oo. Tomando
ar = inf,ex Yp(z) defina as fungoes de Holder ¢ = ¢y, — a,, > 0, como osc(1)) — 0 temos
que ||@k|lsup — 0. Além disso, Y Va(pr) < 00 e ¢ ndo possui estados de equilibrio
para todo k natural.

Como LZ(f) = E(f) e f é uma contracao Lipschitz zooming, do lema 3.12,
que MI(f, F) C £(f). Portanto, como ; nao possui um estado de equilibrio, podemos
escolher {u,}, € M (f, F), tal que h,, (f) + [ ordp, > P(oy, f,F) —1/n — h(E(f)) se
n,k — oo, e

Rdji, > n (5.4)
/

onde fi, é o F-levantamento de p,. Como [ ¢dji, — 0 quando k — oo, temos que
hy, (f) = h(E(f)). Donde existe ny € N, tal que hy,,(f) >t := h(E(f)) — v para todo
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k > ko. Pelo teorema 4.8, temos que [ Rdji, < C; para algum C; > 0 e todo n > ny.

contradizendo a equagao (5.4). O

Coroldrio 5.15. Suponha que LZ(f) = E(f). Se f € fortemente transitiva, sup,exc Df(z) <
oo € hy(f) < R(E(S)) para todo n € MY (f)\ &, entao existe by > 0, tal que se p € um

potencial Holder de oscilagdao menor que g, entao f possui apenas um estado de equilibrio

o Para Q.

Demonstragao. Seja {p,}n € E(f) tal que lim, h,, (f) = h(E(f)). Tomando uma sub-
sequéncia se necessario podemos assumir que lim,, o i1, = i € M(f). Pelo coroldrio3.20
temos que h,(f) > lim, o0 by, (f) = R(E(f)). Como estamos assumindo que h(E(f))
para todo n € M!(f)\ &, temos que u € E(f) e h,(f) = h(E(f)) é medida de maxima

entropia, dai aplicando o teorema 5.14 obtemos o resultado do coroldrio. [

5.4 Unicidade de estados de equilibrio em variedades

riemannianas.

Ao longo dessa segdo, M serd uma variedade riemaninana, f : M\C — M serd um
difeomorfismo local C'*, com extensdo continua f : M O, tal que # f~(x) < oo, Vo € M,
C seré o conjunto critico/singular nao degenerado de f (vide defini¢ao 1.6). E imediato
que f satisfaz todas as condig¢oes de um homeomorfismo local bi-Lipschitz.

Nessa segao mostraremos os resultados originalmente obtidos por [21] acerca da
existéncia e unicidade dos estados de equilibrio de um potencial Holder em uma varie-
dade riemanniana. Para tanto, [21] provou casos particulares dos teoremas 5.12 e 5.14
e corolarios 5.13 e 5.15. Inicialmente é necessario mostrar que os expoentes de Liap-
nov positivos implicam em medidas nao uniformemente expansoras (NUE). Depois, [21]
provou que medidas que possuem apenas expoentes de Lyapunov positivos, sao medidas

Zooming associadas a uma contracao zooming exponencial. Por fim, é necessario mostrar

que LZ(f) = E(f).

Lema 5.16 (Oliveira). Seja M uma variedade riemanniana compacta, f : M\ C — M
um difeomorfismo local C'*, e C o conjunto critico/singular nio degenerado de f. Se
pw € MY f) é uma medida expansora (sequndo a Definigio 1.8), com todos os expoentes
de Lyapunov maiores que algum A > 0 entao existe | € N tal que
A
4

n—1
1 .
Jim E OlogH(Df (@)~ 2 (5:5)
J:

para p-quase todo x € M.
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1
erg

Demonstragao. Inicialmente suponha p € M. (f), pela condi¢ao 1 da Definicao 1.6

temos que
[log [[(Df(x))~'|| | < log B + f|logdist(x,C)|,

defina M’ := {x € M;dist(z,C) > 1}, dali,

| Mo (D) ldn <log B+ 5 | |1ogdist(,0)ld
M M

=logB + 5(/ | log dist(z, C)|dp +/ |logdist(x,C)|du>
M M\M’

note que se x € M’', entao 0 < logdist(z,C) < logdiam(M) e se Lypap € a fungao carac-
teristica de M \ M’, entao [logdist(x,C)|1ynnr = disti(z,C) < 0, dai, pela recorréncia

lenta ao conjunto critico (vide defini¢ao 1.8):

/ |log |[(Df(x)) 7] |du < log B —|—ﬁ(diam]\/[ —/ logdistl(x,C)du> < 00.
M M

Portanto, log ||(D f(z))7!| é u-integravel. Agora, prosseguiremos como o lema 3.5 de [15].
Como todos os expoentes de Lyapunov de p sao maiores que A > 0, entao para p-quase
todo z existe no(x), tal que, se n > ng(z), entdo |Df™(x)v| > eM2"|v|, para todo
v e T,M. Defina Ay = {x € M;ng(z) < k} e A = M\ A;. E claro que p(AS) — 0

quando k — oco. Observe ainda que

1 B 1 _ 1 _
/ Drog | Df* ()Y |y = / Lrog | Df* () |y + / L rog 1D ()l dy
K Wk o B

<—uta) + | log | D) di (5:6)

1 _ A 1
FloB 1D @) dn <=5+ [ 4
A

: ag k
Como p(A§) — 0 quando k — oo e log||(Df*(z))™"|| é u-integravel entdo existe

lo, tal que, se | > [y, entao

1 A
—log [|Df*(z) 7 ||du| < =
|/Z,€ogn @)l < 7
portanto, pela equagao 5.6
1 - A
[ JloglDf @) dn < -5, (5.7
M

Usando o teorema ergddico de Birkhoff e a Equacgao 5.7, obtemos o resultado.
Supondo agora que p € M(f)\ ML _(f). temos que, pelo teorema da decom-

erg

posicao Ergddica, p pode ser escrito como

uz/ Nydp
yeM

onde 7, sao probabilidades invariantes ergddicas e expansoras j-quase todo y € M.
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Afirmagao 10. Se A é um conjunto Borel-mensurdvel entdo u(A) = 0 se e somente se

ny(A) = 0 para p-quase todo y € M.

Demonstragao. Ao longo da prova B = {y € M;n,(A) > 0}, e B* = M \ B. Observe
que, pelo teorema da decomposigao ergodica, B é mensuravel.
(=) Se u(A) =0, entao

0=u) = [ iz [ ndyduzo

yeB

Como 7, (A) > 0 para todo y € B, entao u(B) = 0.
(<= ) Se para p-quase todo y € M n,(A) =0, entdo como pu(B) = 0 temos que

u(A) = / = [ (=0

yeB®

]

Pela afirmagao 10 que 7, possuird todos os expoentes de Lyapunov maiores que

A > 0 para p-quase todo y € M. Pois, por hipdtese,
,u({x € M;JLIEO%log|Df”($)U| < )\}) =0,
, portanto, pela primeira parte da prova para p-quase todo y € M:
1 =1 -1 < A
Jim — jzzglog D )T = 7

ny- quase todo x € M. Donde

n—1
n({ € M 1 %;mgnwfﬂ(x»-ln* <2 =0

para p quase todo y € M. Assim,usando novamente a afirmacao 10, obtemos o resultado.
]

Coroléario 5.17. Seja M uma variedade riemanniana, f : M\ C — M um difeomorfismo
local C**, e C o conjunto critico/singular ndo degenerado de f. Se y € MY(f) é uma
medida expansora (sequndo a Definicdo 1.8), entdo p é uma medida zooming com uma

contracao zooming exponencial.

Demonstrag¢ao. Do lema 5.16, temos que vale a equacao (5.5) para p-quase todo © € M.
Assim, seja x € M, tal que a Equagao (5.5) é valida, existe N € N tal que se ng > N,

entao
no—1

> tog (D (@)1 = Sno
=0
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daf, seja A = sup{log |[(Df7(z)) 7|71 < j <ne} a1 = % e co = 4, pelo lema de Pliss
(A.19), temos que, se Oy = ‘=22, entao existem k > Oonp e 1 < ny...,n; < ng, tais que:
n;—1 )\
Z log ||[(Df7 ()|t > 1—6(nZ —n)V0<n<nel<i<l.
j=n
portanto,
Mg ) - )\
~log (H|<Dfﬂ<x>> 1||> > <)
=0
[T IO ()] < em o,
=0
Assim, prosseguindo como na prova dos itens (1) e (2) da proposigao 1.2 de [17], obtemos
o resultado. O

Corolario 5.18. Seja M uma variedade riemanniana, f : M \C — M um difeomorfismo
local C** e C o conjunto critico/singular nao-flat de f. Entao, toda medida invariante
possuindo apenas expoentes de Lyapunov positivos é uma medida Zooming com contracao

zooming exponencial.
Demonstracao. Vide observagao 1 O]

Lema 5.19. Seja M wma variedade riemanniana, A C M um conjunto magro, e g :
M\ A — M um difeomorfismo local C*. Se p € M'(g) é uma medida zooming associ-
ada a uma contracao zooming Lipschitz, entao todos os expoentes de Lyapunov de p sao

Positivos.

Demonstra¢ao. Suponha que p é uma medida (o, d,1)-z0oming para alguma contrac¢do
Lipschitz zooming, 6 > 0 e [ € N. além disso, pelo teorema de Jacobs vamos assumir que
1€ M, (g) Seja 0 < a, < 1, tal que o, (r) = a,r, para todo n € N. Do teorema 2.31
temos que existe uma aplicagao induzida de retorno («, d,1)-zooming (G, B, P), de tempo
induzido R, tal que p é G-levantdvel para algum v € M(Q).

Como a, — 0, existe ng tal que a,, < a; Vn > ny, seja a,, = max{ay,...,an,},
note que (G|,)"

N0 G(B) e v € T, M, definindo s, = Z;’:(} Ro G (x):

¢ uma, a,,-contracao para todo P € P. Portanto, dado = € By :=

1 nl n 1
—log |Dg*"® = ——log|DG" > — .
(@) og |Dg** (x)v| s og | (x)v] = P

Como lim,, ;o 7= = fédu > 0 para v-quase todo x € By e pu-quase todo x € B.

Como p(By) > 0, existe um conjunto de medida p-positiva tal que lim sup,,_, . % log |Dg"(x)v| >

o 1
A= an, [ Rdv
1, temos que todos os expoentes de Lyapunov sao positivos. O

> ( para todo v € T, M. Portanto, pela g-ergodicidade e g-invariancia de
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Dos lemas 5.16, 5.19 e do corolarios 5.17 é possivel obter resultados analogos para

o teorema 5.12, coroldrio 5.13, teorema 5.14 e coroldrio 5.15, respectivamente.

Teorema 5.20 ([21]). Se f : M\ C — M ¢é um difeomorfismo local C**, fortemente
transitivo com regiao critica/singular nao degenerada C, entao f possui no mdzimo um

estado de equilibrio expansor p, para todo potencial Holder .

Corolério 5.21 ([21]). Se f : M\ C — M ¢é um difeomorfismo local C**, fortemente
transitivo com regiao critica/singular nao degenerada C, e sup,eppc ||Df(7)|| < oo, entdo

[ possui um tinico estado de equilibrio p, para todo potencial ¢ Hélder e expansor (ou
seja, h,(f) + [ odv < Pepy (o) Yv € M)\ E(S)).

Teorema 5.22 ([21]). Se f : M\ C — M ¢é um difeomorfismo local C**, fortemente
transitivo com regido critica/singular nao degenerada C, e sup,cpnc||Df(z)|| < oo. Se
f admite uma medida de entropia expansora mdzima, existe o9 > 0 tal que f possui um
tnico estado de equilibrio expansor pi, para todo potencial ¢ Holder com oscilagao menor

que dg.

Coroldrio 5.23 ([21]). Se f : M\ C — M ¢ um difeomorfismo local C**, fortemente
transitivo com regido critica/singular nao degenerada C, e sup,cpnc||Df(z)|| < oo. Se
h(f) < W(E(Sf)) para todo uw € MY(f)\ E(f), entao existe &g > 0 tal que f possui um

tnico estado de equilibrio p, para qualquer potencial Holder ¢ com oscilagdao menor que
-

Os teoremas 5.20 e 5.22 sdo os teoremas A e C de [21], respectivamente, e 0s

coroldrios 5.21 e 5.23 s@o os coroldrios B e D de [21], respectivamente.

5.5 Suporte de uma medida ergoédica expansora

Nessa se¢ao seguiremos [21], secdo 7.3 na decomposigao do suporte de uma pro-
babilidade ergddica em dois subconjuntos disjuntos. O primeiro sera um conjunto aberto
e denso, chamado de "pontos livres”e um conjunto compacto e magro, chamado de ”pon-
tos confinados”. Na componente livre, segundo [21], o Formalismo termodinamico é bem
entendido. J4 na componente confinada, nao se pode obter, no geral, muitas proprieda-
des relevantes, no entanto existem alguns casos especiais (como aplicagoes definidas no
intervalo) em que podemos obter algumas informagoes sobre a componente confinada.

Ao longo dessa secao M sera uma variedade riemanniana e A serd um conjunto
fechado tal que A = interior(A) e f : A — A serd um difeomorfismo local C** em A\ C,

com C sendo a regiao critica/singular, nao-flat de f.
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Dado x € A, defina a regiao nao critica do conjunto a-limite do ponto x € A,
denotado por a(}(x), como todos os pontos y € A tal que existe sequencia dos naturais
n; — oo ex; € f~"(x), tal que {x;, f(z;),..., [ z;)} NC =0 elimj,nx; =y. Ou

seja, definindo fj : entao af(x) = ag, () (vide definigao 3.1).

- f}A\C’

Defini¢ao 5.24 (Pontos livres e confinados.). Um ponto x € A € f-confinado se a?(x) #*
A, do contrdrio x € chamado de ponto f-livre. O conjunto de todos os pontos f-livres

serd denotado por F(f).

Lema 5.25. Se f € transitiva e interiorF(f) # 0, entao F(f) é um subconjunto aberto
e denso de A, tal que f(F(f)\C) = F(f). Em particular, f‘f\c ¢ fortemente transitiva.

Além disso,
1. O(F(f)) € o conjunto de todos os pontos f-confinados;
2. ay(z) C O(F(f)) para todo x € I(F(f));
3. ON C O(F(f));
4. se f ¢ fortemente transitiva, entdo N C O(F(f)) C OF(C).

Demonstragao. Inicialmente provemos a seguinte afirmacao:

Afirmacgao 11. Dado x € F(f) existe aberto V-.C F(f), com VN C =0 tal que f(V) é

vizinhanc¢a de aberta de x.

Demonstragio. Como x € F(f), entdo ay(z) = A, daf, dado p € interior(F(f)), temos
que existe sequéncia z; € f™(x), tal que x; — p. Assim, existe jo, tal que, se j > Jjo,
entdo z; € interior(F(f)). Defina ¢ := z;,. Assim, f(¢) = z e ¢ € interior(F(f)).
Fixe ¢ > 0 suficientemente pequeno, tal que B.(q) C interior(F(f)) e ij‘B (@ € um

homeomorfismo. Definindo W := f%(B,(q)), temos que W é um conjunto aberto contendo

x. Além disso, como fj‘)’ Be(a) ¢ um homeomorfismo, obtemos que para todo y € B(q)
a$(f(y)) D a}(y) D A donde W C F(f). Similarmente, V' = f%~!(B(q)) é um aberto
contido em F(f), talque VNC=0e f(V)=W > x. O

Segue imediatamente da afirmagao 11 que F(f) é aberto e f(F(f)\C) = F(f).
Pela transitividade de f e, como F(f) é um conjunto positivamente invariante e aberto,
entao F(f) é denso em A. Como para todo y € F(f)\C temos que Oé%}‘(f)\c (y) = af(y) =
A D F(f), donde f‘]—'(f)\c é uma aplicagao fortemente transitiva. Como F(f) é um
conjunto aberto e denso, por defini¢ao O(F(f)) = A\ F(f), dai, (F(f)) é o conjunto de

pontos confinados.
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Seja x € A, tal que of(x) N F(f) # 0, entao existe p € F(f) e n € N, tal
que f"(p) = z. Assim, usando o mesmo argumento da prova da afirmagao 11, podemos
concluir que x € F(f). Dai, a}(z) C O(F(f)) para todo = € O(F(f)).

Da afirmacao 11 e da defini¢ao de A, temos que A N F(f) = 0, donde A C
OF(f)).

Por fim, suponha que f é uma aplicacao fortemente transitiva, seja z € 9(F(f)),
como ay(z) = A e x & F(f), entao O (p) NC # 0, donde p € OF (C). O

1
erg

Lema 5.26. Seja a contragao Zooming, § > 0. Se u € M., (f) € uma medida fracamente

(a, 0, 1)-zooming com interior(suppu) # 0, entdo, definindo

U = {x € suppp; ay(x) D suppp}

contém um conjunto aberto e denso de suppp, com p(U) =1 e f*(U) =U. Em particular,

f ‘U ¢ fortemente transitivo.

Demonstrag¢ao. Deninindo V' = interior(supppu). como f*(suppp) C suppu e f* é aplicagao
aberta, temos que f*(V) C V, dai, pela f-invariancia e f-ergodicidade de pu, temos que
u(V) =1

Defina

wz(x) = {y € M;y = lim f"(x) comn; = occex € 2, (a,9, 1)}
j—o0

Ou seja, wz é o conjunto formado pelos pontos de acumulacao dos iterados de x nos
tempos (a, 0, 1)-zooming. Da observagao 5 e do lema A.8 obtemos a existencia de um
compacto Az tal que wz,) = Az p-quase sempre. Como V' é aberto, p é fracamente
zooming e pela contragao no passado nos tempos Zooming temos que para p-quase todo
x € V, existe n tal que V,,(a,0,1) C V. Assim, pela invariancia de V', e pelo fato de todo

ponto Az ser acumulado pelo centro das bolas zooming de raio d, garantem que
Bs(Az) .= {x € M;dist(z, Az)} C V.

Dai, podemos construir uma aplicagdo de primeiro retorno (a9, 1)-zooming (F, B, P),
onde B = B}(p) para um ponto p € Az e r € (0,9/2) suficientemente pequeno. Note que
B C Bgr(p) C B,(p) C Bs(Az) sao subconjuntos abertos de suppp. Dai, ay(z) D ap(z) =
B, para todo z € B. Da invariancia e ergodicidade de j, temos que ,u( Unzo f‘"(B)) =1.
Como ay(z) D ,»¢ fT"(B) para todo z € B, temos que a(z) D suppyu para todo x € B.
Dai U D B.

Afirmacgao 12. Dado x € U, existe conjunto aberto W C U com WNC = 0 tal que f(W)

€ vizinhanca aberta de x.
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Demonstragao. Dado x € U, como ay(x) D supppu, temos que existe jp > 0 e ¢ € B tal
que z = f*(q), dai, prosseguindo como na afirmagiao 11 obtemos a prova da presente

afirmacao. O]

Assim, da afirmacao 12 que U é aberto e f*(U) = U. Como pu é ergddica, f-
invariante e p(U) > 0 temos que p(U) = 1. Portanto, U é denso em suppp. O

Definicao 5.27. Uma funcao continua ¢ : A — R € um potencial livremente expansor,

se

)+ [ i < Peggy (@), Vi MUNE(f )

Teorema 5.28. Seja M uma variedade riemanniana, f : M — M uma aplica¢io C'F
com um conjunto critico nao-flat C. Seja p uma probabilidade ergddica invariante e ex-

pansora com suporte gordo. FEscrevendo g = f‘ temos que F(g) € um conjunto aberto

suppp’

e denso de suppu, com uw(F(g)) =1 e tal que g(F(g)\C) = F(g). Em particular, g!I(g)\c

¢ fortemente transitiva. Além disso,
1. O(F(g)) € o conjunto de todos os pontos g-confinados;
2. ag(z) C I(F(g)) para todo x € O(F(g));
5. dsuppp C O(F(g));
4. Se g € fortemente transitiva entio dsuppp C O(F(g)) C OF(C);

5. Se p € potencial Holder entdo g possui no mdzrimo um estado de equilibrio expansor
[y com suppp, = suppu. Além disso, se v é um estado de equilibrio expansor

ergddico para @, com suppv < suppp, entdo suppy C I(F(g));

6. Suponha que g possui uma medida de mdxima entropia com suporte gordo. Se p €
um potencial Holder com oscilagao suficientemente pequena , entdao existe apenas
um estado de equilibrio expansor p,, tal que suppp, = suppp. Além disso, se v

¢ um estado de equilibrio expansor ergdodico para @, com suppy C suppp, entdao
suppr C O(F(g));

7. Dado um potencial Holder ¢ ewiste g € M'(g), tal que hy,(9)+ [ dpo > Peg), ) ()

8. Se ¢ € potencial Holder livremente expansor para g, entao g possui apenas um estado

de equilibrio ji, para . Além disso, ji, € E(g) € suppp, = Suppi.

Demonstragcao. Tome gy = g| temos que p é uma probabilidade gg-invariante,

suppp\C”’

go-ergddica e expansora. a Além disso interior(suppu) # . Como af(z) = ag,(x), do
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lema 5.26, temos que F(g) é um subconjunto aberto e denso de suppy (portanto g é
transitiva) com u(F(g)) =1e g(F(g)\C) = F(g).
Prova dos itens 1 até 6: Como interior(F(f)) # 0 e g é transitiva em supppu

temos que os itens 1 ao 4 seguem diretamente do lema 5.25, como ¢; : é uma

= dlrne
aplicacao fortemente transitiva, temos pelo teorema 5.20 que g; possui no maximo um
unico estado de equilibrio expansor p, para um potencial Holder ¢ dado. Note agora que
se v € ML, (g)\ M'(g1) entdo v(F(g)) = 0 ou v(C) = 1, dai, se v € E(g) N (M, (g) \
M(g1)) entao v(F(g)) = 0, pelo lema 5.11 todo estado de Equilibrio expansor e ergddico
de g1 pertence a £*(g1), dal suppuy O F(g), e como F(g) é denso em supp(u) temos que
supp(po) = supp(p), e, assim, obtemos o item 5. Pelo mesmo argumento e teorema 5.22,
obtemos o item 6.

Prova dos item 7: Dado um potencial Holder ¢, seja a sequéncia de medidas
fn € E(g), tal que p,(F(g)) = 1 e tal que hy, (9) + [ @wdpn — Peg,,)(¢). Tomando
uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir que lim,, ., t, = fo para algum gy €
M (g). Como E(g1) # 0,Per(g1) # 0, pela proposigao A.13 substituindo g; por h := gi|
onde | = min{j > 1;Fix(¢g]) # 0} e V é aberto, tal que (¢7)! C V, temos que h" é

fortemente transitiva para todon > 1, e ﬁﬂv € E(h,1), Além disso,

1 1 1
M (g1) v WV|V e M'(h)

¢ bijegdo mandando £(g1) em E(h).

1
Nn(V)

existe uma sequéncia 7, € £*(h), tal que d(v,,7,) — 0,

Escrevendo v, = “"}V ey = Zé;%@ o gj, da proposicao 3.14, temos que
f@dyn—fﬁdﬁn‘ — 0 e

liminf,, o by, (h) > liminf, .o h,, (k). Como sup |Dh| < max|Dg!| < oo, pelo item 7

do teorema 3.17, temos que existe contracao zooming Lipschitz § e § > 0, tal que
7, é uma probabilidade (3,4, 1)-zooming para h. Portanto, 1, := %Zé;ﬁ v,0q7 €
M1 (g) é uma sequéncia de probabilidade (8, d, 1)-zooming para g, tal que d(ji,, 11,)) — 0,
| [ edp, — [ godﬁn‘ — 0 e liminf, ,o hz (h) > liminf, . hy,,. Como i, — po € M (g),
do lema 3.19, temos que h,, > liminf,_, hﬁn(h) > liminf, . hy,, pela continuidade da
aplicacao 1 +— [ pdn em M (g), temos que hy,(g9) + [ wdio > Pe(giz,) (9)-

Prova do Item 8: A existéncia do estado de equilibrio vem do fato da de-
finigdo 5.27 e o item 7 implicarem que existe u, € M(g), tal que hu, + [ pdu, =
Pg(g|F(g))(go), a unicidade vem do fato de que se n € M*(g) é estado de equilibrio, entao
n e &(g) e n(F(g)) = 1, donde suppn ¢ 9(F(g)), assim, suppn = suppp e pelo Item 5
segue que 1 = [i,. [



Capitulo 6
Aplicacoes no intervalo.

O Item 8 do teorema 5.28, provado originalmente por [21], mostra a existéncia e
unicidade dos estados de equilibrio de uma dinamica C* restrita ao suporte de uma pro-
babilidade ergédica para um potencial livremente expansor ¢ dado (vide defini¢ao 5.27).
Assim, esse resultado fornece um bom entendimento do Formalismo termodinamico na
regiao livre de f restrito ao suporte de uma probabilidade ergédica (vide definigao 5.24), no
entanto nao podemos dizer muito sobre o comportamento do Formalismo termodinamico
na regiao confinada de f.

O objetivo desse capitulo é a obtencao da existéncia e unicidade de estados de
equilibrio para um dado potencial Holder ¢ satisfazendo algumas propriedades. Assim,
focaremos em aplicagoes transitivas, C'* definidas em [0, 1], pois, nesse caso, é possivel
obter propriedades geométricas sobre a regiao confinada de f que permitiu [21] generalizar
o resultado obtido no Item 8 do teorema 5.28. No contexto de dinamicas C' na reta,

faremos a seguinte definicao:

Defini¢ao 6.1 (Pontos periédicos expansores). Um ponto periddico p, de periodo n, serd

expansor se |(f™) (p)| > 1.

Observagao 13. Se f : [0,1] O € uma aplicagio C** fortemente transitiva de conjunto
critico nao-flat, tal que E(f) # O usando o teorema 3.10, conforme discutido na ob-
servacao 8, podemos encontrar infinitos pontos periodicos em um determinado elemento
da particio P € P, tal que F"(p) = p, assim, definindo k = Z;:ll Ro Fi(P), temos que
lp — x| < e ™2|fE(x) — fF(p)|, com A > 0, para todo x € P. Assim, se § > 0 € tal que
(p—9,p+0) C P, entao para todo x € (p—9,p+0) \ {p} teremos que

|5 (z) = f*(p)] > k2
lz—pl T

portanto, |(f*) (p)| > €*? > 1. Se 0 j € o periodo de p, entio k = j mod (0). Assim,

pela regra da cadeia teremos que |f7(p)| > 1.
82
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6.1 Aplicacoes transitivas mondétona por partes no

intervalo.

O objetivo dessa secao é exibir a prova de que toda aplicacao transitiva no in-
tervalo é fortemente transitiva. Usaremos a demonstracao presente em [20], no entanto,
antes, é necessario a apresentacao de algumas propriedades de fungoes transitivas no in-

tervalo.

Definigao 6.2 (Fungoes mondtonas por partes). Diremos que f : I O é mondtona por

partes, se existir um conjunto finito de intervalos distintos {Iy,..., Iy}, tais que I, ¢ I;

sen#j, U?Zlfj =1 esex,y €I, comz <y, entio f(z) < f(y) ou f(x) > f(y).

Lema 6.3. se f € uma funcao continua, transitiva e mondtona por partes, com intervalos
de monotonicidade {I, ..., Iy}, entio #{x € [0,1]; f(z) = z} < k.

Demonstracdo. E necessario provar apenas que {z € I; f(x) = x} < 1, para todo j €
{1,...,k}. Fixe I}, o caso em que f‘lj ¢ monotona nao crescente é imediato, e, de fato,
nao necessita da transitividade de f, pois, se p,q € I;, com p < g, tais que f(p) =pe
f(q) = q. Nesse caso, terfamos que p < ¢ = f(q) < f(p) = p, o que é um absurdo.
Supondo agora que f | I ¢ monotona nao decrescente, sejam p,q € I;, com p < g,

tais que f(p) =p e f(q) = g, Nesse caso, se z € [p,q|, entdo p < f(p) < f(z) < f(q) = ¢.
Ou seja, f([p,q]) C [p,q], contradizendo a transitividade de f. ]

Definicao 6.4. Um Ciclo de intervalos € uma uniao disjunta de intervalos fechados J =

JiU---Ud, , com int(Jy) # 0, tal que J é positivamente invariante e f|J € transitiva.

Observe que se f : [0,1] © é uma funcao transitiva, entao [0,1] é um ciclo de
intervalos. No lema 6.5, iremos supor que m > 2. O caso m = 1 é equivalente a provar
que se f: X O é uma aplicagao transitiva, entao f(X) = X. Esse resultado pode ser visto
no lema 3.12, de [1].

Lema 6.5. Se f : [0,1] O € uma func¢dao continua e J = Jy U ---U J,, € um ciclo de
intervalos para f, entao para todo x € J;, i € {1,...,m}, temos que m é o tempo de
primeiro retorno de x para J;. Além disso, para todo k,i € {1,...,m}, com k # i, existe

apenas um 1 < mn;, < m, tal que frir(J;) = Jj.

Demonstragao. Pelo fato de f(J) C J, temos que, paratodox € Jen € N, existe 1 < k <
m, tal que f"(x) C Ji, pela continuidade de f e pelo fato dos intervalos Ji, ..., J,, serem
disjuntos, temos que se z € J;, n € N sao tais que f"(x) € Ji, entdo f"(y) € Ji para todo
y € J;. Observe que pela transitividade de f|J para todo i € {1,...,m} existe m; < m,
tal que f™i(J;) C J;, pois seja x € J;, tal que {f(z), f>(x)..., f™(z)} N J; = 0, entao
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existem k,ny,ng € {1,...,m}, com k # i e ny < ng, tais que f"(x), f"2(z) € Ji. Assim,
fremm(fm(x)) € Jg, portanto f"2"1(Jy,) C Ji. Além disso, para todo 1 < n < ng —mny
temos que f"(Jx) N J; = (0, do contrério existiria 1 < n; < nz < ny < m, tal que
[ (x) € (J;). Assim, como f"27"1(Jg) C Ji:

(UﬂmmmOmmmzﬂ

Jj=0
contradizendo a transitividade de f ! 7 Agora basta provar que nao existe m; < m,
tal que f™i(J;) C J;. Suponha que exista tal m;, entao existe 1 < k < m, tal que

(Uﬂ@ﬂ@ﬂmm@:&

Jj=0
contradizendo mais uma vez a transitividade de f ‘ ;- Provando, assim, a primeira parte
do lema.

Suponha que existem ¢, k& que nao possuem tal n; , < m, entao existiriam n;,ny €
{1,....m — 1}, com ny < ng e ky € {1,...,m}, com k; # k e ky # i, tais que
(), f2(J;) € Jy, e, portanto, f"7"™(Jg,) C Ji,, como ny — ny < m obterfamos
uma contradigao com a primeira parte do lema. Suponha agora que esse n;; < m nao
é tinico. Entdo, existiriam nj, < n;x < m, tais que frik(J;), frik(J;) C Jy e, portanto,
f”i”“_nivk((]k) C Ji. Contradizendo, mais uma vez, a primeira parte do lema.

Observe que f"(J;) C Ji, se e somente se n = ny;+jm. Assim, pela transitividade

de f‘J, temos que

U freesim () = g

j=0
assim, para todo aberto V' C Jj, existe j, tal que f™ ™ (J)NV # (), mas foi+tm(J;) C
fmi(J;), e, portanto, f™i(J;) NV # 0. Assim, f™i(J;) é denso em J,. Como J;

é
compacto e f é continua, entdo f"i(.J;) é compacto, e portanto, f"i(J;) = Jg. O

Como consequéncia do lema 6.5, se f : [0, 1] O é uma fun¢ao continua e J = J; U
-+ +UJ,, é um ciclo de intervalos para f, a menos de renumerar os intervalos {Ji, ..., Ju},
podemos assumir que f(J;) = Jip1se 1 <i<m—1e f(J,)=Ji. No lema 6.6,podemos

assumir que m > 1.

Lema 6.6. Se f : [0,1] O € uma func¢do continua e J = J; U---U J,, € um ciclo de
intervalos para f, se U C J € um aberto entao para todo n € N int(f"(U)) # 0.

Demonstracao. Provaremos o lema por indugao em n, suponha por absurdo que U C J é
aberto tal que int(f(U)) = ), seja U’ C UNJ; aberto, conexo e nao vazio, se int(f(U")) = ()
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pelo lema 6.5, podemos assumir que f(J;) = Ji, onde

1+1 set<m

1 set=m

entao, pela continuidade de f, existe z € Jy, tal que f(U’) = z, ébvio que, se m =1 U’
nao pode ser denso em J, do contrario F'(J) = {x}, contradizendo a transitividade de
f‘J. Como

Jrw) =1

=0
temos que OF () é denso em J \ U'. Seja V' C J\ U’ aberto, pela transitividade de f}J
existe i € N, tal que f{(V)NU’" # 0. Assim, seja y € V, tal que fi(y) € U’, como U’ e V
sao abertos e f é continua, existe € > 0, tal que (y—e,y+¢) € Ve fi((y—e,y+e)) CU.
Como e Oj[(:v) ¢ denso em J\ U’, existe j € NU{0}, tal que f/(x) € (y — ¢,y +¢), donde
fTHHx) = x e & € Per(f) e, portanto, #O5 (x) < 00, 0 que é um absurdo. Portanto,
int(f(U)) 2 int(f(U")) # 0.

Suponha que o resultado é vélido para n — 1. Entao, seja V' C J aberto dado

por V :=int(f""1(U)) # 0. Como int(f(V)) # 0, temos que int(f*(U)) D int(f(V)) # 0.

Completando a inducao. m

Proposicao 6.7. Se f : [0,1] O € uma funcao continua, mondtona por partes e J =

JiU---UJy, € um ciclo de intervalos para f, entdao f‘J ¢ fortemente transitiva.

Demonstracao. Pelo lema 6.5, podemos definir a fungao de primeiro retorno F' : J; O,
com F' = f™. Observe que F' é transitiva, pois sejam W' W C J; abertos, temos que
existe n, tal que f"(W')NW # (), no entanto, como f*(W’') C J;, se e somente se
n = jm, para algum j € NU{0}, entao F/(W') = f*(W') e FI(W')NW # (), provando a
transitividade de F'. Além disso, pela segunda parte do lema 6.5, temos que F(J;) = Ji.
Seja (a,b) C Ji, se U = J,5o F"((a,b)) # J1, seja V a componente conexa de U contendo
(a,b), como F(U) C U temos que para todo n € NU{0} F*(V) C V ou F*(V)NV = 0.
Pela transitividade de F, existe [ € N, tal que FE(V)NV =0sek <le FI(V)C V.
Observe que U =V U F(V)U---UF=YV).

Seja agora F a extensdo continua de F' para [, 3] := V, ou seja, I : [, 3] —
[, B] é dado por F(z) = F'(z), observe que F(x) é uma funcio transitiva, e portanto
sobrejetiva, note que ao menos um ponto de {«, 5} nao pertence a U. Do contrério, V/
seria compacto e como U = VUF(V)U- - -UF"=Y(V), entdo U seria um conjunto compacto,
positivamente invariante contido propriamente em .J;, contradizendo a transitividade de
F. Assim, {a, B}\ F((o, 8)) D {a, B}\ F (V) # 0, assim, pela sobrejetividade de F', temos
que F?(a) = a ou F?(B) = 3 (e caso {a, B} N F(V) =0, entdo F?(a) = a e F?(8) = 3).

Vamos supor que a € V', pois os demais casos sao andlogos.
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Observe que F? é transitiva, pois F é transitiva em um dominio conexo e monétona
por partes|]. Assim, pela transitividade de F2, temos que existe ¢ > 0, tal que, se
x € (a,a + €), entdo F?(z) > x. Do contrério, como F? é mon6tona por partes e transi-
tiva, pelo lema 6.3, temos que #{z € [, B]; F?(z) = z} < oo, assim existiria € > 0, tal
que a < F?(z) < ¥ < a+e para todo z € (o, a+e€), contradizendo a transitividade de F2.
Ou seja, a é um repulsor topoldgico de F2. Seja 6 = inf{F?(z);x € [a+e¢, B3]}, observe que
§ > a, do contrério existiria sequéncia py, € [a+e, 3], tal que limy_,o F%(pr) = o, mudando
para uma subsequéncia, se necessario, podemos assumir que pr — p € [a+e, 8], donde, pela
continuidade de F?2, terfamos que F%(p) = a, o que seria uma contradicdo. Assim, seja
r = min{d — a,e}. Temos que F?([6,3]) C [0, 3], pois, se € = r, entdo [d, 8] C [ + ¢, ]
e, portanto, F2([6,]) C [6,8]. Se € > r, entdo, para todo = € [J,a + €) temos que
§<x<F*z)<Besexrcaxclatef], entaod < F(z) < f,assim F%([§,5]) C [4, ]
contradizendo, mais uma vez, a transitividade de F2. Para evitar essas contradicdes,
U = J; e F' é fortemente transitivas em J;.

Resta provar que a transitividade forte de F' implica na transitividade forte de
f‘J. Seja W aberto de Ji, k =1,...,m, entao, pelo lema 6.5, existe 0 < j, < m, tal que
(W) C J;. Além disso, pelo lema 6.6 temos que W’ := int(f7*(W)) # (. Assim, pela

transitividade forte de F:

U fanrjk(W) D U Fn(W/) _ Jla
n=1 k=1

usando novamente o lema 6.5, temos que fi1(J;) = J;, para i = 1,...m e, portanto,

J; = fifl(Jl) _ fifl ( G fmn+jk(W)) — D fanrijrifl(W), Vi=1...m

n=1 n=1

ou seja,
J=Jrmw),
n=1
provando a proposicao. L]

Como corolario imediato da proposicao 6.7:

Corolario 6.8. Se f :[0,1] — [0, 1] € continua, mondtona por partes e transitiva, entao

f € fortemente transitiva.

6.2 Entropia topolégica de aplicagoes transitivas.

O objetivo dessa secao é exibir a prova de que toda aplicacao transitiva no in-

tervalo possui entropia positiva. Para tanto, é necessario que toda aplicagao transitiva
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no intervalo possua um n, tal que f" possui uma 2-ferradura. Portanto, antes de exi-
birmos o resultado principal da presente secao, vamos mostrar algumas propriedades de
s-ferraduras.

Ao longo dessa segao, C°([0,1]) serd o conjunto das funcoes continuas que vao de
[0,1] em [0,1]. Inicialmente, apresentaremos a alguns resultados sobre s-ferraduras pre-
sentes em [6]. Observamos que, com poucas alteragoes nas defini¢oes abaixo, os resultados

apresentados serao vélidos para gréficos, conforme definido por [6].

Definigao 6.9. Seja I, J intervalos fechados contidos em [0,1] e f € C°([0,1]), diremos
que I f-cobre J, se existe um subintervalo fechado L C I, tal que f(L) = J.

E claro que I f-cobre J se e somente se f(I) D J. De fato, se I f-cobre J, entao
existe subintervalo fechado L C I, tal que f(L) = J, donde f(I) D f(L) = J. Suponha
agora que f(I) D J, onde J = [a,b], com a < b, seja ¢,d € I, tal que f(c) =ae f(d) =0,
considere ¢ < d (o caso ¢ > d é andlogo), seja por ¢; = sup{z € [¢,d]; f(z) = a} e dy =
inf{x € [c1,d]; f(z) = b}, observe que pelo teorema do valor intermediario f([c1,d;]) D J,
e, se existe x € [c1,dy], tal que f(x) > b (respectivamente f(z) < a), entdo, pelo teorema
do valor intermedidrio, existe y € (¢1, ), tal que f(y) = b (respectivamente, y € (z,d;)
tal que f(y) = a), contrariando que d; é o menor elemento de [c1,d] tal que f(d;) = b
(respectivamente, contrariando que ¢; é o maior elemento de [c, d], tal que ¢; = a). Dai

f([e1,d1]) C J e, portanto, f([c1,dq]) = J.

Definigao 6.10 (s-ferradura). Seja f em C°([0,1]) e s > 2. Uma s-ferradura para
f € um intervalo fechado J C [0,1] e subintervalos fechados Jy,Js,...,Js de J, com
int(J;) NVint(Jy) =0 se it £ k e f(J;) = J para todo 1 <i < s.

Notagao 4. Ao longo da presente secao, denotaremos D = {.Jy,...,Js}, € a s-ferradura

apresentada defini¢ao 0.10 serd denotada por (J, D).

Definigao 6.11 (s-ferradura forte). Se a s-ferradura (J, D) satisfaz J; C int(J), para
todo1<i<seld;NJ,=0sei#k, entio (J, D) serd uma s-ferradura forte.

Com essas defini¢oes em maos, provemos alguns lemas auxiliares devido a [0].

Lema 6.12. Seja (J,D) uma s-ferradura para uma f € C°([0,1]). Entdo, para toda
sequéncia finita J = {jx}}—y dos elementos de {1,...,s}, existe um intervalo fechado
J7, tal que f'(J7) C J;, para 0 <i<n—2e f*""YJ;7) = J

n—1"°

Demonstracao. O lema sera provado por indugao em n, se n = 1 nada temos a provar.
Suponha que o resultado vale para toda sequéncia de comprimento n—1, tomando

J = {jx}iZs e I = {jx}7—] existe um intervalo fechado J, tal que f(J5) C Jj,.,, para

0<i<n-—2e f"YJzp)=J;

In—1"

Como f(J;,) =J D J1 D Jz, temos que J;, f-cobre
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J 7, dal, existe um intervalo fechado L C Jj,, tal que f(L) = Jz. tomando L = Jg7,

obtemos o resultado. O

Lema 6.13. Se f € C°([0,1]) possui uma s-ferradura, entdo, para todon € N, f™, possui

uma s"-ferradura.

Demonstragao. assuma que f possui a s-ferradura (J, D), fixe n € N seja J sequéncia
finita de {1,...,s} de comprimento n e J; satisfazendo as propriedades obtidas no
lema 6.12. Observe que J; é um subintervalo de J, tal que f*(Js) = J. Seja J o
subintervalo fechado minimal (com respeito a inclusao) de J7, satisfazendo estas propri-
edades. Defina

D,, = {J%; J é sequéncia de {1,...,s} de comprimento n}

Agora, basta mostrar que (J,D,) é ferradura, para tanto sejam J7,.J’, € D,, com
J'; # J’,, suponha que int(J;) Nint(J’,) # 0 (observe que com isso int(.J) # (). Como
J # J' existe i € {0,...,n—1} , tal que f'(J%) C Jy e f'(J}) C Jp, com k # m. Dali,
fiint(J%) Nint(J%)) C Jp N Jp. Mas #(J; N Jp) < 1. Contradizendo a minimalidade
de Ji, e Jh,. O

Lema 6.14. Se f possui uma s-ferradura e s > 4, entdo f possui uma (s — 2)-ferradura

forte.

Demonstragao. Seja (J, D) uma s ferradura para f, assuma, sem perda de generalidade,
que cada J; € D nao possui subintervalo fechado, tal que f(J;) = J. Portanto, os pontos
extremos de J; sdo levados por f nos pontos extremos de J. Seja J; = [a;, b;] e J = [a, b,
sem perda de generalidade, podemos assumir que b; < a; < b; < a,, para todo 1 <17 < s.
Escolha ¢ € int(J;) e d € int(J;). Assim, Jo,...,Js_1 C (¢,d). Observe que, como
para todo i € {2,...s — 1} f(J;) = J = [a,b], existem subintervalos J! de J; tais que
f(J) =led]. Seike€2,...s—1, comi# k, note que J/NJ;, C J;NJy C{a;, b, ar, by},
mas f({a;, b, ar,br}) = {a,b} e f(J)) = f(J}.) = (¢,d), como (¢,d) N {a,b} = (), entdo
JINJ, = 0. Assim, se D' = {J},...,J._}, entdo ([¢,d],D’) é uma s — 2-ferradura forte
para f. O

Lema 6.15. Se f € C°(|0,1]) possui uma s-ferradura forte, entao hip(f) > logs.

Demonstragao. Assuma que (J, D) é uma s-ferradura forte para f. Defina A; = ([0, 1] \
Ui_, J)UJje A ={A,..., As}. Observe que A é cobertura aberta de [0, 1]. Assim, defina
A™ conforme a equagao 1.7. Seja J = { jk}z;é uma sequéncia finita, de comprimento n
dos elementos de {1,...,s}, escolha um intervalo J; satisfazendo as propriedades do

lema 6.12. Seja z € J7. Como para todo i € {0,...,n — 1} f(z) € J; e como (J,D)
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é uma s-ferradura forte, entao J; é o tnico elemento de D contendo f*(x). Assim, o
tinico elemento de A" contendo z é (), ' f ~i(Aj,). Como existem s" sequéncias finitas de
comprimento n dos elementos de {1, ..., s}, temos que N(A") = s". Donde

h(f,A) = lim —logs = log s.

n—oo N

e, portanto, hip(f) > log(s). O
Por fim, estamos em posicao de provar o seguinte teorema:
Teorema 6.16. Se f € C°([0,1]) possui uma s-ferradura entao hyy(f) > log s.

Demonstra¢ao. Suponha que (J, D) é uma s-ferradura para f. Como s > 2 entao s" > 4,
para todo n > 2. Assim, pelo lema 6.13, temos que f" possui uma s"-ferradura, Vn € N,

pelo lema 6.14, se n > 2, entao f" possui uma s — 2-ferradura forte. Assim, pelo lema 6.15
B(f") > log(s" — 2). Como h(f) = (1/m)h(f")

h(f) > lim 1 log(s™ — 2) = log(s).

n—oo 1

]

[5] provou que se f € C°([0,1]) é transitiva, entao f? possui uma 2-ferradura
e o teorema 6.16 implica que hyp(f) > 0. No entanto, mostraremos a prova de um
resultado levemente diferente devido a [2] (que implica em hyop(f) > 0 para toda funcao
f € C%0,1]) transitiva).

Notagao 5. Seja P C [0, 1] defina (P) como o menor conjunto conezo fechado que contém
P. Para fins de notagdo ao invés de escrever ({x,y}), escreveremos (x,y). Observe que

para todo P C [0,1] (P) € um intervalo.

Teorema 6.17. Seja f € C°(|0,1]). Assuma que existe um conjunto finito P C [0, 1], tal
que o conjunto |J, > ["(P) seja denso em [0,1]. Entdo, hiop(f) > 0.

Demonstragao. Suponha que hyop(f) = 0. Para todo = € [0, 1] defina

K(z) = (hminf f"(z),limsup f”(x)),

n—00 n—o0

e L(x) = U,so (K (z)). Observe que se K(z) # (), entdo wy(r) € K(x). Como

liminf f"(x),limsup f"(z) € wy(z),

n—00 n—00

existem yy,y2 € wy(z), tais que f(y1) = liminf, o f*(x) e f(y2) = limsup,_, f"(z).
Assim, pela continuidade de f. K(x) C f({y1,y2)) C f(K(z)), suponha agora que

YK (x)) C fM(K(x)), entaose w; € f*(K(x)) existe wy € f" (K (z)) C f*(K(x)), tal
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que f(wy) = wy. Assim, w; = f(wy) € f"7(K(z)), donde f*(K(x)) C f*(K(z)). Por-
tanto, {f"(K(x))}52, é uma sequéncia nao decrescente de intervalos. Assim, f(L(z)) =
U,s1 f*(K(z)) = L(z). Observe ainda que L(z) é um intervalo ndo necessariamente
fechado com intL(x) # (.

Observe que, como #P < 0o e |5, f"(P) é denso em [0, 1], existe a0 menos um
w € P\{z € P; K(x) =0}. Além disso, J,>, f"(P\{z € P; K(z) = 0}) continua sendo
denso em [0, 1]. Portanto, trocando P por P\ {x € P; K(x) = 0}, se necessario, podemos
assumir que K(z) # () para todo x € P. Seja J' C [0,1] um intervalo positivamente
invariante. Observe que J,, f"(P) N J" # 0, pois {5, f"(P) é conjunto denso. Assim,
seja r € J,5o f"(P)NJ". Pela invariancia positiva de J', temos que L(z) C J'. Como P é
um conjunto finito existe w € P, tal que L(w) A L(z), para todo x € P, defina J := L(w).
Como w € P, entao int(J) # (). Além disso, como f(L(w)) = L(w), entdao J é intervalo
proprio, assim, se x € {5, f"(P) N J, entdo L(z) C J como L(f"(y)) = L(y) para todo
y € [0,1] e para todo x € |, f"(P) existe y € P e n € N, tal que f"(y) = x e portanto
L(y) = L(x), jd que L(y) ¢ L(w) = J, temos que L(x) = J para todo z € (J,5o f"(P)NJ.
Suponha que J = [a, b].

Observe que f tem que ter um ponto fixo z no interior de J. Do contrario,
todo o grafico de f ‘int( 7 estaria de um lado da diagonal, suponha acima da diagonal (o
caso abaixo da diagonal é anélogo), entao terfamos que f(y) > y para todo y € int(J), e,
portanto, para todo y € int(.J) a sequéncia { f"(y)}, é monétona, ndo crescente e limitada
pelos pontos extremos de J. Dai, existe o limite

lim f"(y),

n—oo

pela continuidade de f, se ¢ = lim,,_,~, f"(y), entao

flq) = lim f"(y) =q,

n—oo

assim, ¢ = b. Assim, seja Q = {z € P;Of (z)Nint(J) # 0}, como #P < 00 e 5 f"(P)
é denso em [0,1], entdo 0 < #Q < oo, defina também k, = min{k € N; f*(z) €
int(J) com z € Q}. Seja ¢ = min{f*(z);2 € Q}. Como @ é um conjunto finito
a<q. EU,s f"(P)N(a,q') = 0. Pois, se z € P\ Q, entdo f"(z) ¢ int.J para todon € N
e, se x € @, entdao f(x) <asen <k,e f"(r)>q sen >k, Masissoéimpossivel pois
Upso f7(P) é denso em [0, 1].

Suponha que y € int(J) é tal que y # z mas f(y) = z. Entado, o intervalo
aberto int((z,y)) contém x € {J,5o f"(P). Defina N = U, (f"((z,2)) N f"({z,9))).
Note que K(x) C N. Observe que Vn € N f*({(z,y)) N f"((z, z)) D {z} # 0, dai, como
f € continua e N é a uniao de intervalos nao vazios com interse¢oes nao vazia, dai, N

é um intervalo. Note ainda que J = L(z) C N. Assim, existe n, tal que {y,z} €
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f"((z,2)) N f*({x,y)). Portanto, pela continuidade de f, f"({x, z)) N f*((z,y)) D (2, 1),
assim, os intervalos {(x,y) (z,2)} f™-cobrem (z,y). Ou seja, f" possui uma 2-ferradura
e, portanto, hp(f) > (1/n)log2 > 0.

Como nao existe y € int(J), tal que y # z, mas f(y) = z, entdo, se J; = {t €
Jit <z} e Jy ={t € J;t > z}, entdo, existe uma aplicagdo p{1,2} — {1,2} tal que
f(Ji) = Jya), comi € {1,2}, pois, se existe ¢, d € J;\{z} (respectivamente c,d € Jo\{z}),
tais que f(c) € Jy (respectivamente f(c) € Ja) e f(d) € Jo (respectivamente f(d) € Jy),
entdo existe. ¢ € (c,d), tal que f(¢) = z. Ou seja, existe p{1,2} — {1,2}, tal que
f(Ji) € Jy@). Além disso, como f(J) = f(L(w)) = L(w) = J temos que para todo y € J;
(respectivamente y € Jy), existe y' € J, tal que f(y') = y. Ou seja, ¢ é sobrejetiva em
{1.2} e f(Ji) 2 Jp

Suponha (i) = i, com i = 1,2. Seja x € P tal que (9?(95) NJy # 0 ek tal
que f*(x) € Jy entdo, como f(Jy) = J; temos que se n > k entdao f"(z) € J;, assim
K(z) C Ji, portanto, para todo n € N f*(K(z)) C Jy, donde L(z) C J; C J = L(w), o
que é um absurdo, portanto, (1) =2 e ¢(2) = 1.

Defina o intervalo J' = [J,5, f*"(int(J1)). Observe que J = Jie fAJ) = J.
Além disso, o conjunto J,~, f**(P’) ¢ denso em J'. Onde P’ = P U f(P). Definindo
L'(z) = Upso f"(K(2)), entdo para todo = € [, f**(P') N J' temos que L'(z) = J'.
Pois, como J’ é um intervalo positivamente f2-invariante e x € J' entao L'(z) C J', e, se
L'(z) C J" entdo existe y € P tal que L(y) = L'(x) UU,5o [T ((K(2))) C LU Jy = J.
O que seria um absurdo. Pois ndo existe y € P tal que L(y) C J. Como estamos
assumindo que hiop(f) = 0, entdo hiop(f?) = 0. Aplicando o argumento anterior para
f? e J ao invés de f e J podemos encontrar um ponto fixo de f2, z;, tal que f? leva
{t € J;t <z} em {t € J;t > 2} e vice-versa. No entanto, z € {t € J;t > 2} mas
f(z)=2¢ m O que é um absurdo, completando a prova. O]

Segue como corolario imediato do teorema 6.17:

Corolario 6.18. Se f € C°([0,1]) € uma funcao transitiva, entio hy,(f) > 0.

6.3 Conjuntos confinados de aplicacoes no intervalo.

O objetivo dessa se¢ao é obter informagoes sobre a regiao confinada de f a partir
das propriedades de uma aplicacao C1* transitiva com um conjunto critico nao-flat C. Em
primeiro lugar, é importante notar que todo difeomorfismo local C' com conjunto critico
nao-flat é mondtono por partes. pois, definindo zg = 0, x,11 = 1 e C = {z1,...,2,},
teremos que se [; = [x;_1,2;], com j =1,2,...,n+1 entao f}lj ¢é estritamente crescente ou

decrescente, assim, pela proposigao 6.7, temos que f é fortemente transitiva. Como f é em
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particular O, temos pela desigualdade de Margulis-Ruelle que, se v é medida ergédica, f-
invariante com entropia positiva, entao possui todos os expoentes de Lyapunov positivos.

Como C é nao-flat da observacao 1 temos que
veML(f)eh, >0 = ve&(f). (6.1)

Pelo corolério 6.18 temos que hiop(f) > 0. Em particular, pelos teoremas A.5 e de Jacobs
existe uma medida ergddica f-invariante de entropia positiva. Assim, pela equagao (6.1),
temos que E(f) # (. Portanto, pela observagao 13, temos que f possui infinitas érbitas
periddicas expansoras. Como C é ndo-flat e f estd definida em [0, 1], entdo #C < oc.
Observe que se g € C, entao OJT (¢) contém, no maximo, uma orbita periédica expansora
e, como #C < 00, temos que existe ponto peridédico expansor p tal que p & (’);[ (C). Assim,
pela proposi¢ao 6.7 e teorema A.20, temos que existe probabilidade uy € ML, (f) tal que

erg

supppy = [0,1]. Assim, usando o teorema 5.28 temos que F(f) é um aberto denso de
[0, 1].

erg

Lema 6.19. Definindo S := Mérg(f}@}'(c)) = {v e ML (f);v(05(C)) > 0}, entio

n—1

1
NS, 2
veS < v ”jzo i) (6.2)

para algum q € (’);{(C) en €N tal que f"(q) = q. Em particular, #S < #C e h,(f) =0,
para todo v € §. Além disso,

e ML (f) entio n(F(f)) =1 oup€S. (6.3)

Demonstra¢ao. Suponha v € S, entao, como (’);{ (C) é enumerdvel existe q € (’)JT(C) tal que
v(q) > 0. Dali, pela invariancia de v, para todo n € N terfamos que v(f"(q)) > v(q) > 0,
e, assim, se todos os f"(p) forem distintos, teriamos que 1 = v([0,1]) > I/(O}_(q)) = 00.
O que é um absurdo. Assim, #O}’(q) < o00. E, consequentemente, existe ¢ € O(q)
tal que f*(¢') = ¢, sejam 0 < j < k < n, observe que f*7I(f/(¢")) = f*(¢'), donde
V(Fi(g)) < v(FH(e), e FHe) = Fi(g), donde v(f3(q))) > v(f*(g)). Portanto
v(fi(¢)) = v(f*(¢')). Observe ainda que, se | € N, ¢; € {¢, f(¢')..., " H¢)}, entdo
para todo boreliano A C f~'(q) \ {¢, f(¢) ..., " (q)}, teremos que u(A) = 0, pois,
seja 0 < k < n tal que f'(f*(q1)) = q, entdo, pela invariancia de v e pelo fato de
v(f¥(q1)) = v(q1), teremos que

v(f* (@) = v(a) = v(f (@) 2 v(A) +v(ff (@) = u(A) =0.

Em particular, como ¢’ € O}r(q) e v(q) > 0 obtemos que ¢ € {¢,..., " Y¢)}. E

como (9;{ (¢) é um conjunto invariante, a menos de medida nula teremos pela ergodicidade
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de v e do fato de I/(O}“(q)) > 0 que (O (¢)) = 1. Além disso, como v(q) = v(f’(q))
para todo 0 < j. Assim, se v € S temos que v obedece a equagao 6.2. Como para todo
g € C, temos que (’);f (¢) contém no maximo uma orbita periddica, entao é imediato que
#S < #C. O fato de h,(f) = 0 para todo v € S segue imediatamente da equagao (6.2),
isto é mostrado no exemplo 1. Se p € M} (f) é tal que pu(F(f)) # 1, entdo teremos
que existe um conjunto boreliano A, com p(A) > 0, tal que ay(z) # [0,1] para todo
z € A. No entanto, como f é fortemente transitiva, temos que ay(z) = [0, 1], portanto

z € 07 (C), donde A C OF(C) e, portanto, 1 € S. O

6.4 Resultado Principal

O resultado principal consegue uma prova unificada para potenciais, satisfazendo
a condicao 1 ou 2. E, de fato, existem resultados similares ao teorema 6.20 na literatura,
provando o resultado, apenas para uma das condigoes ou trabalhando com o potencial
nulo. A exemplo de [13], que demonstrou o resultado supondo que ¢ é hiperbélica para f
(como definido em [13]), ou mais geralmente se sup, ¢ < P(f, ), note que qualquer uma
das condigoes implica que sup{ [ pdu; p € M'(f)} < P(f, ), dai, a condi¢do 2 ¢ mais
fraca que a as condigbes trabalhadas em [13].

Um outro resultado similar ao 6.20, foi obtido por [8]. Seja P™ como definido
na Equagao (1.8) e V,,(¢) conforme a Defini¢ao 5.1, se f é uma func¢ao topologicamente
mizing (como definido em [3]), ¢ satisfaz a condigao 1 do teorema 6.20 e V,,(¢) — 0,
entao existe um tnico estado de equilibrio y,.

Note que o potencial nulo satisfaz as condigoes do teorema 6.20, assim, se @ é
o potencial nulo, conforme explicado na subsecao 1.5 , P(f,¢) = hwop(f) €, assim, o
teorema 6.20 apresenta uma prova alternativa para o resultado obtido por [11], para o

caso que f é C''" e nao-flat, onde o autor estudou o conjunto de medidas u € M!(f) que
satisfaz h,,(f) = hiop(f)-

Teorema 6.20. Seja f : [0,1] O wma aplicagdo transitiva com um conjunto critico

nao-flat C, se @ € um potencial Holder, tal que pelo menos uma das condigoes € satisfeita:
1. sup @ —inf o < heoy(f);

2. [@du < P(f,¢) para todo i € M(f).

Entdo, f possui apenas um estado de equilibrio p, para . Além disso, h,,(f) > 0 e
suppp, = [0, 1].

Demonstragao. Inicialmente, assuma que ¢ satisfaz a condicao 2. Observe que

= Sup{/tpdu;ue/\/ll(f)} < P(f, ), (6.4)
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do contrario, existiria uma sequéncia {p, }, € M*(f) tal que lim,, o, [ @du, — P(f, ) e,
portanto, existiria u € M*(f) tal que p = limy_ye0 pi, € [ = limy oo [ pdu = P(f, 0),
contradizendo a condicao 2.

Note que pelas equagbes (6.1), (6.2) e (6.3), temos que h,(f) = 0 para todo
1€ ML (F)\E(flr))- Portanto, Pe(s. ) (¢) = P(f,¢). Dai,

half) + / it < Pe, () Vi € MY\ Ef 7).

ou seja,  é um potencial livremente expansor. Usando o item 8 do teorema 5.28, obtemos
que ¢ possui apenas um estado de equilibrio p,. Além disso, pu, € E(f) e suppp, =
suppus = [0, 1].

Assuma agora que ¢ satisfaz a condi¢ao 1. Nesse caso, considere ¥ dado por

Y(x) = p(z) — inf . Observe que ¢ é potencial Holder
0 <(x) < hiop(f) YV € [0, 1].

Note que o potencial nulo satisfaz a condigao 2 e portanto, f possui apenas um o € M*(f)

possuindo entropia maxima. Temos ainda que py € E(f) e uo(F(f)) = 1. Portanto, se

hy =0, entdo 0 < hy(f) + [vdp = [Ydp < heop(f) = o (f) < huo(f) + [ dbdpo <
Pe (117 (). Ou seja,

e M(f) e ha(f) =0 = hu(f) + / byt < Pesi(9).

Portanto,pelas equagoes (6.1), (6.2) e (6.3), obtemos que:

hu(f) + /wdu < Pefirn (@) Vi€ MM\ EflFp),

Assim, ¥ é potencial livremente expansor. Utilizando novamente o item 8 do teorema 5.28
obtemos que 1 possui apenas um estado de equilibrio p,. Além disso, py, € E(f) e
suppiy = supppy = [0, 1]. Observando que p € M'(f) é um estado equilibrio para ¢ se

e somente se ¢ um estado de equilibrio para ¢ concluirmos a prova do teorema. O]



Apéndice A
Resultados Importantes

Nessa se¢ao apresentaremos alguns resultados auxiliares para o desenvolvimento
dos topicos discutidos nessa dissertacao. As demonstragoes desses resultados nao serao

apresentadas.

Lema A.1 ([10] pg.235-237). Sejam P e Q e S parti¢des de entropia finita. Entdo, as

sequintes afirmagées sio verdadeiras:
1. H,(PVQ/S)=H,P/S)+ H,(Q/PVS);
2. Se P < Q entio H,(P/S) < H,(Q/S) e H,(S/P) > H,(S/P);
3. P < Q se e somente se H,(P/Q) = 0.

Lema A.2 ([10]). Seja X um espago métrico compacto e f uma transformagao continua,
se a e 3 sio duas coberturas abertas de X, entio H(aV ) < H(a)+H(B) e H(f'(a)) <
H(a). Além disso, se [ € sobrejetiva entio H(f~(a)) = H(a)

Lema A.3 ([10],pg 318). A sequéncia a, = log P,(f,p, ) é subaditiva

Proposicao A.4. Seja X um espag¢o métrico compacto e {a,}, uma sequéncia de cober-

turas abertas de X com diama,, — 0 quando n — oco. Entao,
htOp(f) = sup h(fv Odn) nh—>I20 h(fa an)

Teorema A.5 (Principio variacional,[10] pg 320-326). Seja f : X O uma transformagao

continua em um espagco métrico compacto, para todo potencial p : X — R,

P =sw {nln) + [ v e min)

Lema A.6. Se Z ¢ uma colecao E-encaixada de abertos e conexos e seja Py e Py £-
pré-imagem de dois elementos de Z, com Ord(Py) # Ord(P;) entdo Py e P ndo sao

ligados
95
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Nos lemas A.7 e A.8, fixaremos a medida p finita e definida nos conjuntos de
Borel.

Lema A.7 (Atratores ergddicos,[18]). Dada uma componente ergédica U C X, existe um
unico atrator A C X que atrai quase todos os pontos de U. Além disso, w(x) = A para

quase todo ponto de U.

Lema A.8 ([18]). Seja U = {U(z)}rev uma colecao assintoticamente invariante definida
em uma componente ergodica U, seja A C X o atrator dado pelo lema A.7. FExiste um
conjunto compacto Ay C A tal que wyy = Ay para quase todo v € U. Além disso, se
U = {U(x)}rev tem frequéncia positiva, entdo existe um compacto Ay C Ay tal que

Wi ru = Ay, para p-quase todo ponto x € U.

Teorema A.9 ([19]). Seja (X, A) um espago mensurdvel, f : X — X uma aplicagdo

injetiva e bimensurdvel e F': A — X uma aplicagdo f-induzida, com tempo induzido R.
Se p € probabilidade f-invariante, entio Zp = (5o F" (F‘J(X)) sao conjuntos

mensuraveis tais que F(Zp) C Zr e u(Zr \ F(Z£)) = 0. Além disso, as sequintes

afirmacoes sao equivalentes:
1. ,u(Zf) > 0.

2. W(Zp) >0 ev:= ¢ probabilidade F-invariante.

1
M(ZF)’u|ZF

3. Existe probabilidade invariante v < p.

Corolario A.10 ([19]). Seja f um automorfismo que preserva a medida em um espago
de probabilidade (X, A, ) e F : A — X uma aplicagcdo f-induzida, de tempo induzido R
e A € A supondo f bimensurdvel e injetiva, i f-ergddica e F-levantdvel. Se F € orbita
coerente, seja Zp = (5o F"(F (X)), entio temos que p(Zs) > 0 e v := @u}% é
F-ergodica e € o unico F-levantamento de .

Proposicao A.11 (Rokhlin,[19]). Se u € probabilidade f-invariante, entao a probabili-
dade i definida em Xy dada por i(U) = lim,, oo pu(7,(U)), para todo U C X mensurdvel,

¢ a nica probabilidade f-invariante tal que p = ..

Lema A.12 (Continuidade do conjunto vazio,[19]). Seja (X, A, 1)) um espago de probabi-

lidade. Se A1 D Ay D ... € uma sequéncia de conjuntos mensurdveis, entao ,u( N1 An) =

lim,, oo pt(Ay).

Proposigao A.13 ([21], Proposicao 8.4). Se f € fortemente transitiva e Per(f) # 0, seja

[ = min{n € N; Fiz(f™) # 0}, entao existe um conjunto aberto tal que

L. VUfFV)U---U(fHEYV) DX\ C;
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2. (f)'V)cv;
3. fU|, € fortemente transitivo Vj > 1.

Teorema A.14 ([27],teorema 2). Seja (X, F') um deslocamento de Markov enumerduvel,
e ® um potencial Holder. Entao,
Fe(®) =

sup{P(®|y, F); (Y, F) C X é um deslocamento de Markov finito e topologicamente mizing}

Teorema A.15 ([12],teorema 2.10). Seja (X, F') um deslocamento de Markov enumerdvel

® um potencial de variacao somdvel. Entao,

Pg(®) = sup {hM(F) + /@du;u c M{(F) E /min{@,()}du < oo}.

Teorema A.16 ([20],teorema 4.9). Seja (0, F) um deslocamento de Markov enumerdvel,
com o conjunto de estados S e matriz de transi¢io (t;;)sxs. Um potencial Walters @

admite uma medida Gibbs se e somente se
1. 3by, ... by, € S tal que Va € S existem i, j € (1,n9) NN tal que ty,alay, = 1;
2. Pe(®) < 00 e V1(P) < 0.

Teorema A.17 ([10],teorema 1.1). Seja (X, F') um deslocamento de Markov topologica-
mente transitivo e enumerdvel. Suponha que ® : ¥ — R satisfaz sup < oo, Pg(X) < oo
e satisfaz Y, -, Vo(p) < 0o. Eziste, no mdximo, uma probabilidade F-invariante p tal

que h,(F)+ [ ®du estd bem definido e é mazimal.

Teorema A.18 ([10],teorema 1.2). Seja (X, F) e ® como no teorema A.17, se existe u
tal que h,(F) + [ ®du é mazimal. Entdo existe uma fungdo continua positiva h e uma
medida de Borel finita v em casa [a], a € S, totalmente suportada tal que para algum
A>0 Loh = Mh, Ly =v e [ hdv =1. Além disso, du = hdv

O lema a sequir possui significativa importancia para a obtencgao de resultados das dinamicas

hiperbdlicas. Uma das provas para esse lema pode ser encontrada no lema 3.1 de [7].

Lema A.19 (lema de Pliss). Dado A > ¢o > ¢; > 0, seja Oy = %. Entao, dado

qualquer sequéncia finita real a, ..., ay, tal que

no
Zaj >N ea; < AV1 < j < ny,
=1

entao existe k > Ogng e 1 <nq < --- < n, < ng tal que

ng
Z a;j>ci(ni—n)v0<n<n; el <i<lI.
j=n+1
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Teorema A.20. ([18] teorema 5). Seja M uma variedade riemanniana f : M — M uma
aplicacio C** com regido critica C, se f € fortemente transitiva e existe ponto periddico
repulsor p € M\O;{ (C), entao algum iterado de f admite um conjunto ndo enumerdvel de

probabilidades expansoras, nao invariantes e ergodicas cujo seu suporte € toda a variedade.
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