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Resumo

Apresentamos um exemplo de um difeomorfismo C'-robustamente transitivo introdu-
zido por P. Berger e P. Carrasco em 2014. Tal exemplo é um skew-product parcialmente
hiperbédlico com ac¢ao nao trivial ndo hiperbdlica na homologia, dinamicamente coerente
e as fibras na direcdo central ndo admitem uma decomposicdo dominada em dois sub
fibrados.

Palavras chaves: Parcialmente Hiperbdlico, dinamicamente coerente, robustamente

transitivo.
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Abstract

We present an example of a C'-robustly transitive diffeomorphism introduced by P.
Berger and P. Carrasco in 2014. The example is a partially hyperbolic skew-product
with non-trivial, non-hyperbolic action on homology, dynamically coherent and its fiber

directions cannot be decomposed into two dominated expanded/contracted bundles.

Keywords: Partially hyperbolic, dynamically coherent, robustly transitive.

Title: Contribution to the Theory of Robustly Transitive Diffeomorphisms
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Introducao

Uma das principais motivagoes em Matematica é tentar descrever fendomenos que apa-
recem de forma natural em diversas areas, como na fisica, quimica, biologia e outras mais.
O presente trabalho é na area de Sistemas Dindmicos, um ramo da Matematica originada
pela pesquisa do comportamento assintético de solucgoes de equagoes diferenciais. Em
particular, estamos interessados em estudar fendmenos que possam gerar comportamen-
tos dinamicos interessantes. Claramente, interessante é uma questao relativa. Em nosso
caso, buscamos propriedades nos sistemas que persistem mediante perturbacoes, isto é,
propriedades robustas.

Antes de continuar, fixemos o contexto no qual iremos trabalhar. Sejam M uma vari-
edade Riemanniana compacta sem bordo e Dif f(M) o espago dos C*-difeomorfismos em
M, munido da topologia C'. Dado um difeomorfismo f € Dif f(M) buscamos entender
como se comportam as érbitas geradas por este sistema dinamico, estudar as propriedades
topolégicas (dindmicas) de f e se as mesmas persistem para difeomorfismos suficiente-
mente préximos a f. Uma das propriedades mais estudadas, e que serd o principal foco
de nosso estudo, ¢ a transitividade. Concretamente, f ¢é transitivo se existe x € M tal que
Of (z) = {f"(x) : n € Z"} é denso em M.

Vamos comentar brevemente sobre o estado atual da arte da teoria dos Sistemas
Dinamicos. Pode-se dizer que o comportamento das 6rbitas é muito bem entendida para
os chamados sistemas uniformemente hiperbolicos. Um conjunto compacto f-invariante
A C M é hiperbdlico se para todo p € A, o espago tangente em p admite uma tnica
decomposicao, T,M = E; & Ep, como soma de espagos D f-invariantes, onde a menos de
adaptagao da norma, a derivada contrai uniformemente em FE; e expande uniformemente
em E. A teoria da hiperbolicidade foi introduzida por S. Smale, D. Anosov e Y. Sinai,
ver, por exemplo, [Il, 2] para detalhes. Em particular, os difeomorfismos cujo o conjunto
hiperbélico é toda a variedade sao conhecidos como Difeomorfismos de Anosov.

Uma propriedade importante para classificar difeomorfismos uniformemente hiper-
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bolicos é o conceito de estabilidade estrutural. A noc¢ao de estabilidade estrutural foi
inicialmente apresentada por Andronov e Pontryagin em 1937, e posteriormente foi ge-
neralizada. Falando a grosso modo, estruturalmente estéavel implica que as propriedades
topoldgicas de um sistema dindmico sao robustas. Um resultado classico da dindmica
hiperbdlica é a equivalencia entre estruturalmente estavel e as propriedades Azioma A
mais transversalidade forte. Ver defini¢oes 2.10, 2.11]

Os Difeomorfismos de Anosov tem a propriedade de minimalidade, isto é, as folheacoes
estaveis e instaveis sao densas no espago ambiente. Além disso, as suas variedades estaveis
e instaveis se intersectam transversalmente (transversalidade forte). Esses sistemas sao
estruturalmente estaveis e, portanto, sao robustamente transitivos. Sugerimos ao leitor
ver detalhes no Capitulo [2]

As propriedades da teoria de hiperbolicidade nao eram tao universais quanto se foi
pensado. No intuito de abordar mais modelos com comportamento dindmico que nao
poderiam ser descritos como hiperbodlicos, mas que ainda mantinham essa propriedade
em parte do seu comportamento, por volta dos anos 70, foi formulado uma nocao mais
fraca de comportamento hiperbélico. A teoria de difeomorfismos parcialmente hiperbolicos
originou-se no trabalho de M. Brin e Y. Pesin, ver [4]. Uma nogao relativamente parecida,
normally hyperbolic, foi introduzida antes por M. Hirsch, C. Pugh e M. Shub em [7].

Existem diversos exemplos de difeomorfismos robustamente transitivos parcialmente
hiperbdlicos (ndo hiperbdlicos). Alguns desses exemplos tem a propriedade de minimali-
dade das folheacoes instavel e estavel. O primeiro exemplo foi introduzido por M. Shub em
T4 em 1971, ver [14]. Este exemplo é parcialmente hiperbélico e homotépico a um difeo-
morfismo de Anosov. Em particular, possui acao nao hiperbélica na homologia, sendo ele
o primeiro exemplo de difeomorfismo parcialmente hiperbdlico robustamente transitivo.
Outro exemplo classico é devido ao R. Mané, conhecido como o Derivado de Anosov, em
T3, ver [T0]. Neste trabalho nao iremos apresentar esses exemplos, no entanto sugerimos
ao leitor que gostaria estuda-los ver [12].

P. Berger e P. Carrasco introduziram recentemente um exemplo de difeomorfismos
robustamente transitivos parcialmente hiperbélicos em T, ver [3]. Concretamente, defi-

niram o seguinte difeomorfismo

fn: T? x T? — T? x T?

(,y, 2,0) = (sn (@, y) + Pp 0 AN (z,0), APNI (2, w)),
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onde sy é o Standard map dado por

s, : T? — T?

(r,y) — (2rsinz + 2x — y, x),

A € SL(2,7Z) é uma matriz hiperbdlica, P,(x,y) = (,0), e [N] é a parte inteira de N.

Este exemplo é um skew-product de classe C'! parcialmente hiperbélico, com acao nao
trivial nao hiperbdlica na homologia. Uma propriedade importante é que suas fibras nao
admitem uma decomposi¢io dominada, isto é, a dire¢ao central (bidimensional) ndo admite
uma decomposi¢do como soma direta de dois sub espacos invariantes. Ver Definicao [2.16
e Observagao [3.1] para detalhes.

Foi provado em [3] que, para N suficientemente grande, fy é nao uniformemente
hiperbolico, isto €, seus expoentes de Lyapunov sao Lesbesgue quase todo ponto nao
nulos. Em [IT], D. Obata provou que esses mapas sao ergddicos com relagdo a medida
de Lesbegue. Em [6], P. Carrasco e D. Obata provaram que estes difeomorfismos sao
robustamente transitivos.

Nosso objetivo principal é estudar as propriedades deste exemplo. Mais precisamente,
vamos provar que esses difeomorfismos sao parcialmente hiperbélicos, dinamicamente co-

erentes e robustamente transitivos. Concretamente, provaremos o seguinte resultado.

Teorema Principal (Carrasco-Obata’2021). Para N suficientemente grande, fn € ro-
bustamente topologicamente transitiva. Ainda mais, fy € robustamente topologicamente

MITINg.

Para provar o teorema ¢ feita uma abordagem diferente a realizada na prova da tran-
sitividade dos difeomorfismos de Anosov no toro, a qual é baseada na propriedade de
minimalidade das folheagoes estaveis e instaveis. De fato, neste exemplo nao é sabido se
as folheacOes estaveis e instaveis sao densas, apesar de termos um comportamento de tipo
hiperbodlico em grande parte da variedade.

A dissertagao foi divida em quatro capitulos, tentando que seja autocontido. O leitor
que ja tiver uma base em dindmica hiperbdlica e parcialmente hiperbodlica, pode pular
diretamente ao Capitulo[3] A organizagdo do texto ficou da seguinte forma. O Capitulo(]]
¢é dedicado a preliminares, onde introduziremos as nogoes e resultados bésicos necessarios
envolvidos. No Capitulo [2] introduzimos as nogoes de hiperbolicidade e parcialmente

hiperbdlico, e apresentamos os Difeomorfismo de Anosov e provamos que esses sistemas sao
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robustamente transitivos. No Capitulo [3} introduzimos o exemplo construido por Berger-
Carrasco e apresentamos algumas propriedades relevantes deste exemplo. Finalmente, o
Capitulo [ é dedicado a prova do Teorema Principal, isto é, provamos que o exemplo

Berger-Carrasco é robustamente transitivo.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduziremos nogoes e resultados que precisaremos ao longo deste
trabalho. Estudaremos exemplos de difeomorfismos de classe C!, f : M — M, onde
M é uma variedade diferenciavel e f detém algumas propriedades que sao preservadas
em uma vizinhanga que a contém. Mais precisamente, seja Dif f(M) o espago dos C'-
difeomorfismos f : M — M munido da topologia C'. Diremos que f € Diff(M) tem
uma propriedade C"-robusta se existe uma C"-vizinhanca de f de modo que todo elemento
desta vizinhanca satisfaz tal propriedade. Daqui em diante, fixaremos M como variedade

Riemanniana e f : M — M como difeomorfismo de classe C*.

1.1 Conceitos gerais de Dinamica

Nesta se¢ao vamos definir conceitos gerais de dinamica.

Definigao 1.1 (Conjunto Invariante). Seja M wum espago topoldgico, f : M — M e

U C M. Dizemos que U € f-invariante para o futuro se
fU) cu,
e invariante para o passado se
f(U)cu.
Se f € invertivel, diremos que U € f-invariante se o for para o futuro e passado.

Definicao 1.2 (()rbita). A orbita positiva de x em relagio a f é o conjunto
Of (z) = {f"(x)n ez},

Se f é invertivel, definimos a orbita negativa de x em relagio a f como o conjunto
07 (2) = { " wrn € 27},

1
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e chamamos de orbita completa de x com relagdio a f o conjunto

Op(x) = {f"(x);n € Z} .

Definigao 1.3 (Ponto fixo e periédico). Seja M um espago topoldgico e f: M — M uma
aplicagao. Dizemos que x € M é um ponto fizo de f se f(x) =x, e é um ponto periddico
de periodo n se n é o menor inteiro positivo tal que f™(x) = x. Denotamos por Per(f) o

conjunto dos pontos periodicos de f.
Definigao 1.4 (w-limite e a-limite). Seja f: M — M invertivel. O conjunto w-limite e
a-limite de x em M sao definidos da sequinte maneira, respectivamente,

w(z, f) ={y € M;3ny — oo, f™(z) =y},

a(w, f) = {y € M;3ny, — o0, f ™ (x) = y}.

Definigao 1.5 (Conjunto limite). Seja f : M — M invertivel. O conjunto limite de f

L(f) € definido da sequinte maneira

L(f)= U w(z, f)Ua(z, ).

xeM
Defini¢ao 1.6 (Ponto nao-errante). Um ponto x € M é dito nao errante, em rela¢io a

f:M — M, se para toda vizinhanca aberta U de x, existe n € N, tal que
Muynu £ 0.
O conjunto dos pontos nao errantes de f é denotado por £2(f).

Proposicao 1.1. Se f: M — M é um homeomorfismo, entao

Per(f) C L(f) € £2(f).

Demonstragio. Seja x € Per(f), entao existe n € N tal que f™(z) = x. Tomando nj = nk
temos que ny — oo e f™(x) — x. Logo, x € L(f).

Seja x € L(f) e U um aberto contendo x. Temos que existe p € M tal que

UNnw(p, f)#0 ou Unalp, f)#0.

Sem perda de generalidade, suponha que U Nw(p, f) # 0. Dal existe ny — oo tal que
f™(p) — z, disso decorre que existe ko, tal que nj > ny, implica que f™(p) € U. Assim

temos que ™ (U)NU # () para todo k > ko o que conclui a prova. ]
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Defini¢ao 1.7 (Transitividade). f € topologicamente transitivo se existe x € M tal que

a drbita positiva OF (x) é densa em M.

A proposicao seguinte caracteriza transitividade em espacos métricos completos e sem

pontos isolados.

Proposicao 1.2. Seja M um espaco métrico completo sem pontos isolados e f: M — M

um homeomorfismo. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
1. f € topologicamente transitivo.
2. Dados dois conjuntos aberto U,V C M, existe ng € N tal que f"™(U)NV # 0.

3. Eziste um conjunto residual Ry C M tal que w(zx, f) = M, para todo x € R;.

R C M ¢ residual se R = (), cyy An, onde A, € aberto e denso, para todo n.
4. Existe um conjunto residual Ry C M tal que o(z, f) = M, para todo x € Ry.

Demonstracao.

(1) = (2) Seja x € M tal que Of (z) = M. Pela densidade da 6rbita dado dois abertos
U,V C M existem n,m tal que f"(x) € U e f™(x) € V. Suponha por absurdo que para
n fixo satisfazendo f"(x) € U, tem-se que m < n, sempre que f™(x) € V . Terfamos
entao uma quantidade finita de elementos na intersecao O}“(m) NV. Como M é Haus-
dorff podemos separar os elementos da interse¢ao por um cole¢ao finita de abertos dois a
dois disjuntos contidos em V', porém como O?(:c) ¢ denso em M conseguimos um outro
conjunto aberto em V', disjunto dos abertos da colecao, e que intersecta O;{(ac), o que ¢
um absurdo. Com isso basta tomar k =n —m > 0. Logo f™(z) € U e f*(f™(x)) € V,
portanto fX(U) NV # 0.

(2) = (3) Seja B={B, : n > 1} uma base enumeravel da topologia de M. Defina

An = U fm(Bn)

mEZ

Para cada m € Z, f™(B,,) é aberto, pois f é homeomorfismo. Por outro lado, f(A4,) =

A,,. Dai dado U aberto em M, por (2) existe k tal que
FHA) NU #0.

Como A, = f¥(A,), temos que A, NU # (). Portanto, A,, é denso em M.
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Considere Ry = (N A,,. Se x € Ry, entdao w(x, f) = M. De fato, como A,, é invariante
nez
por f segue de (2) que A, N A,, # 0, para todo n, m € Z, o que implica que R; # (). Seja
z € M, tomemos By /;(z) as bolas abertas de raio % com centro em z, e B; C Bi(z) um
J
aberto da base contendo z. Como z € A,, para todo n, existe n; € Z para cada j tal que
f"i(x) € B;.
Pela densidade de A, podemos considerar n;; > n;. Logo f"(x) — =z, quando
n — 00, isto é, z € w(z, f).
(3) < (4) Segue diretamente do fato de f ser homeomorfismo em M.
(3) = (1) Dado x € Ry, temos w(zx, f) = M. Portanto para U C M aberto, existe n;, tal

que f™ () € U, logo a orbita OF (x) é densa em M. O

Definic¢ao 1.8 (Topologicamente mixing). Uma aplicagio f: M — M é topologicamente
mizing se dado dois conjuntos aberto U,V C M, existe ng € N tal que f*(U)NV # 0,

para todo n > ny.

Vimos anteriormente caracteristicas topolégicas de um sistema dinamico, as quais
podem ser herdadas por outros sistemas dinamicos. Introduziremos uma nova nogao que

vai nos permitir estabelecer quando dois sistemas tém as mesmas propriedades topologicas.

Definigao 1.9 (Conjugagao topoldgica). Sejam (M, ) e (N, T) espagos topoldgicos. Se-
jam f M — M e g: N — N. Diremos que f e g sao topologicamente conjugadas, se

existe um homeomorfismo h : M — N tal que
goh=nhof.

Observagao 1.1. Sejam f : M — M e g : N — N, entdo por inducio, temos que
g"oh=¢g" tohof=---=ho f" para todon € N.

A proposicao a seguir mostra que se f e g sao topologicamente conjugadas, podemos

transmitir algumas informagoes topoldgicas de uma para outra.

Proposicao 1.3. Sejam M e N espacos métricos completos e sem pontos isolados. Sejam

f:M— M eg: N — N topologicamente conjugadas. Entdo verifica-se:

1. p € ponto periddico de f de periodo n, se e somente se, h(p) é ponto periddico de g

de periodo n.

2. h(w(x, f)) =w(h(x),g) para todo x € M.
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4. [ transitivo <= g transitivo.
5. f topologicamente mixing <= g topologicamente mizing.

Demonstragio. A prova do item (1) decorre da observacao . Vamos provar apenas o
item 4. A prova do item 5 seguird de maneira andloga ao (4).

(4) Seja g topologicamente transitivo. Sejam U e V' abertos de M, existem U’ e V' abertos
em N tal que h(U) =U" e h(V) =V, como g é topologicamente transitivo, existe ng tal

que g™ (U") NV’ (). Disso decorre que

g oh(U)NA(V)#£0) —
0#h™ (g™ o h(U)NA(V)) = b~ (ho f7(U) N R(V)) = f(U) N (V).

O que prova que f é topologicamente transitivo. A outra implicagao é analoga. O

1.2 Variedade Riemanniana

Nesta secio o objetivo é construir o toro T? como espaco quociente, daremos a ele

uma estrutura diferenciavel, para isso vamos definir as nog¢des envolvidas.

Definigao 1.10 (Atlas). Seja M um espago topolégico Hausdorff, com base enumerdvel.
M é uma variedade diferencidvel de classe C* e dimensdo n se existe uma colecio de

difeomorfismos C* tal que A = {¢o : Vo — U, } a qual chamamos de atlas de M, tal

acA’

que
1. Vo, C M, U, CR™ e ¢po(V,) = U,.

2. U U, € uma cobertura aberta de M.
acA

3. Para ¢o : Uy — Vy € ¢ : Uz — Vg com U, NUg # 0, tem-se que as composigoes
Pa' 005 05 (Va NV3) = 65 (Ua NUp),
¢ 0 b5 1 ¢a(Us NUa) = dp(Us N U),

sio C*-difeomorfismo entre abertos do R™.

Chamamos o aberto V, de vizinhanga coordenada, e o par (¢,, V) de carta coordenada
ou apenas carta. Diremos que uma carta (¢4, V,) contém p € M, ou parametriza p, se

p e V,.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 6

As composigoes do item 3 acima sdo chamadas de mudangas de coordenadas, e dizemos

que duas cartas sdo C*- compativeis se as mudancas de coordenadas sao C*.

Exemplo 1.1. R" é uma variedade diferencidvel de classe C*°. Visto que é Hausdorff,
com base enumerdvel e para cada p € R™, basta tomar qualquer aberto U contendo p e a

carta id : U — U.

Exemplo 1.2. S" = {z € R"™;||z|| = 1} é uma variedade diferencidvel de dimensio n,

com a topologia induzida de R™.

Exemplo 1.3. Se M e N sdo variedades diferencidveis, entao M x N também € uma

variedade diferencidvel. As cartas sio da forma

¢QX¢BIUQXU5—>VQXVB
(p1,p2) — (¢a(171),¢f3(]72)),

onde (¢o,Us) € uma carta de M e (¢g,Upg) € uma carta de N.
Note que T? = S' x St ¢ uma variedade. Mais geral, T" = S' x St x --- x S 0 produto

cartesiano de n circulos St € uma variedade diferencidvel.

Definigédo 1.11 (Aplicacio Diferencidvel). Sejam M e N C*-variedades diferencidveis de
dimensao m e n, respectivamente. Seja f : M — N uma aplicacao continua. Diremos que
f € uma aplicagio de classe C* ou C*-aplicagio em p € M, se para cada carta (¢q, Vy)
e (¢, V) com V, e Vg contendo p e f(p) respectivamente, tem-se que ¢§1 ofoaqp, €de
classe CX em ¢ 1(p). Diremos que f é uma C*-aplicacio se for de classe C* para todo

p e M.

Se uma C*-aplicacdo f : M — N é invertivel e sua inversa f~' é de classe C*, entdo
f é um difeomorfismo de classe C*, ou C*-difeomorfismo. Denotamos por C*(M, N) o
conjunto de todas as Ck-aplicagoes de M em N, e Dif f*(M) o conjunto de todos os

C*-difeomorfismo em M.
O lema a seguir nos da condigbes suficientes para que um espaco topoldgico munido
da topologia quociente seja uma variedade diferenciavel.

Lema 1.1. Sejam M uma superficie de dimensio m e classe C*, ~ uma relagio de

equivaléncia sobre M e m : M — M/ ~ a aplica¢io quociente. Se para todo x € M/ ~,
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existe uma vizinhanga U contendo x tal que 7=1(U) = U A,, onde A, C M sdo abertos
neN
disjuntos, |4, ¢ injetivo e (w|4,) " om|a, € de classe C*, entdo M/ ~ é uma variedade

de dimensdo n e classe C*.

Demonstragio. Sejald = {U C M/ ~; satisfaz hip6tese do Lema}, entdo U é um cober-
turade M/ ~, e {m=1(U) : U € U} é uma cobertura de M. Como M tem base enumerével
e é localmente compacto, podemos extrair uma subcobertura enumeravel Uy, ..., U,,...
em {7 1(U): U € U}. Como M tem base enumerdvel, existe um atlas A’ C A de classe
C* tal que #A" < #N. Por hipétese, para cada U,, temos que 7= 4(U,) = U Apm.

meN
Assim, defina

B = {” 0 Plo-1(Im(@)nAnm) - @ € A e Im(¢) N Ay # @} ,

Note que todos os elementos de B sdo homeomorfismos e U Im(®) = M/ ~. Por
#CB

hipotese temos injetividade local. Logo M/ ~ é Hausdorff. Por outro lado, como #B <

-1
#N e M tem base enumeravel segue que M/ ~ tem base enumeravel. <7T A, m) omla

s n,l
C* implica que B é atlas C*, isso mostra que M/ ~ é uma variedade diferencidvel de

dimensao n e classe C*. O

Definigao 1.12 (Métrica Riemanniana). Seja M wma variedade diferencidvel. Uma
Strica Ti ' ] déncia C* d t M ' :
métrica riemanniana € uma correspondéncia que a cada ponto p € associa gy :

T,M x T,M — R, onde g, é uma aplicag¢io bilinear, positiva definida e simétrica.

Definicao 1.13 (Variedade Riemanniana). Uma variedade Riemanniana é uma variedade

diferencidvel munida de uma métrica Riemanniana.

1.3 Espaco Tangente

Na construcao que fizemos de variedade nao necessariamente teremos uma estrutura
de espaco vetorial. Como queremos estender o conceito de aplicacao diferenciavel para
qualquer variedade, a qual em R"™ é uma transformacao linear, precisamos associar um
espaco vetorial a variedade. Chamaremos esses espacos de Espaco tangente a variedade.

Mais concretamente, seja p € R". Um vetor tangente em p é um par (p,v), onde
v € R". Denotamos o par por (v,). O conjunto de todos os vetores tangentes em p é
chamado de Espago Tangente em p, o qual é denotado por 7T,R". O Espaco Tangente em

p é um espago vetorial onde a operagao de soma é dado por (p,v) + (p,w) = (p,v + w).
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O fibrado tangente de R™ ou espaco tangente de R", o qual denotamos por TR", é

uniao disjunta de todos os espacos tangentes nos pontos de R™. Isto é,
TR" = {(p,’l)) peR"ev € TpRn} — R" x R"

Vamos estender esse conceito para variedades diferenciaveis. Definiremos o que é vetor
tangente de uma maneira diferente do caso em R”, usando curvas.

Seja M uma variedade diferenciavel e p € M. Defina

Cp={7:(=e,e) = M; v € C'((—e,€), M) e7(0) = p} .

Podemos definir uma relacao de equivaléncia ~, sobre C, dada por, v ~, 9 se e
somente se existe uma carta (¢, V) tal que p € ¢(U) =V e (¢ 07)(0) = (¢~ 0 1) (0),
onde p* = ¢, (p).

Definimos o espago tangente em p € M por T,M = {[v],;7 € C,}.

Muniremos 7, M com uma estrutura de espaco vetorial. Tome (¢, U) uma carta con-

tendo p. Defina
¢:T,M — R"
[a]p = (67" 0a)'(0)
Claramente ¢ estd bem definida. Observe também que ¢ é uma bijecdo. De fato,
(61 09)(0) = (¢ o) (0) «= a~, B = [a], =[5],

Logo, ¢ é injetiva.
Verifiquemos que ¢ é sobrejetiva. Dado v € R™, sejam

Y(t) =97 (p) +tv,

a(t) = po(t).

Disso temos que ¢([a],) = (¢~ o a)'(0) = v. Portanto, ¢ é sobrejetiva.

Note que dada (¢, U’) outra carta contendo p temos que

(W™ 09) (07 (p)-d(lady) = (W1 0 0) (67 (0))(¢7 0 @)/ (0) =
= (¥ 0 a)'(0) = ¥([aly)-

Com as seguintes operagoes
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T,M tem estrutura de espacgo vetorial. Essas operagoes nao dependem da carta que para-
metriza p. Com essa construgdo do espago tangente alguns objetos ganham as seguintes

propriedades

1. ¢:T,M — R" se torna isomorfismo linear.

2. T, M se torna um espago vetorial de dimensao n.

3. {ag)—g)(p); 1< < n} = {$_1(ei); 1<:< n} ¢ uma base para T,M.

Seja M uma variedade de dimensdo n e classe C*. Definimos o fibrado tangente de

M, denotado por T'M, como
TM ={(p,v);pe MeveT,M}.

O fibrado tangente de M tem uma estrutura de variedade condicionada por M. Mais
precisamente, a colecao de cartas {@4; ¢ ¢ carta de M}, tal que @ : Dom(¢) xR* — T'M
¢ dado por @(z,u) = (¢(x), ¢'(x)-u) fornece uma estrutura de variedade diferencidvel para
TM de dimensao 2dim(M).

Agora que temos um ambiente com estrutura de espago vetorial podemos definir a
diferencial de uma aplicacao diferenciavel numa variedade.

Sejam M e N variedades diferenciaveis e f : M — N diferencidavel em p € M. A
derivada de f em p é a transformacao linear

f'(p) : T,M — TypyM
[a], = [f o &)

f'(p) estda bem definido. De fato, seja o ~,, 8 e 9 outra carta contendo p, entao

(@ tofoa)(0) =@ ofogogtoa)(0)= (¥ o foa) (¢ (p)(¢ ! 0a)(0)
=@ o foa)(e™ (p)(¢ 0 B)(0) = (¥ o fop)(0).
Portanto f o a ~y) fo 3. Também denotamos f'(p) por D f(p).

O teorema a seguir mostra a diferencial de uma composigao de fungoes, cuja a igual-

dade ¢ analogo ao caso no R".

Teorema 1 (Regra da Cadeia). Sejam M, N, e P variedades diferencidveis, f : M — N
diferencidvel emp e g : N — P diferencidvel em f(p). Entao gof : M — P é diferencidvel
emp e (go f)(p) =g (f(p)f (D)

Os Teoremas da Funcao Inversa, Funcao Implicita, Formas Locais da Submersao e

Imersao, e Teorema do Posto possuem versao andloga para variedades.



CAPITULO 1. PRELIMINARES 10

1.4 Subvariedades

A seguir veremos quando um subconjunto de uma variedade com estrutura proveniente
dela também é uma variedade, e exibiremos também em quais condi¢oes a imagem de um
funcao diferenciavel é uma subvariedade.

Seja M uma variedade de dimensdo m e de classe C*. N C M ¢é dita subvariedade de
M de dimensao n < m e de classe C*, se para todo p € N existe uma carta (¢, V) de M

contendo p, tal que
P((R™ x {0}) NV) = Nng(V).
Seja i : R® — R™, onde i(z) = (z,0) e A um atlas C* de M. Entdo a colegao
{¢ 0 i|;-1(Dom(e)N (R x {0}) P € A} :
é atlas C* da subvariedade N.

Proposicio 1.4. Sejam M e N variedades C* com N C M. Entio N é subvariedade de
M se, e somente seinc: N — M, onde inc(x) = x, € de classe C* e (inc)'(x) é injetiva,

para todo x € N.

Demonstragio. Dado p € N, seja (¢, V) carta de M contendo p, tal que (¢* = ¢ o, V")

é uma carta de N contendo p. Entao

6~ inco ¢*(z) = ¢4 0 9(2,0) = (v,0).

Portanto ¢! o inco ¢* =i é de classe C* e (inc)'(z) é injetiva para todo z € N.
Reciprocamente, suponha que inc : N — M C* e (inc)'(z) é injetiva, para todo x € N.
Entéo, existe B: Vi CR™ - U; C Nea: U, C M = V, C R™ Ck-difeomorfismos tais
que p € Im(p), inc(p) =p € Uy e acinco 3 =1i. Logo, f = a ' oi. Note que a é carta,
de M e 3 é carta de N. Portanto, N é subvariedade. O

Uma maneira de construir uma subvariedade ¢ através de mergulhos, que veremos

mais precisamente a seguir.

Definigao 1.14 (Imersao, Submersao e Mergulho ). Seja f : M — N um aplicagio de

classe OF, entdo f ¢é
o Imersao se f'(z) € injetiva para todo x € M.

o Submersao se f'(x) € sobrejetiva para todo x € M.
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o Mergulho se f'(x) € injetiva para todo x € M (imersao) e é homeomorfismo sobre

a tmagem.

Teorema 2. Sejam M e N wariedades C* e f : M — N mergulho C*. Entio f(M) é

subvariedade de N de dimensdio dim(M) e classe C*.

Demonstracdo. Seja f : M — N um mergulho, entao para cada p € M, existe uma
vizinhanga V' contendo p, dominio de uma carta (¢, V'), tal que f|,, é mergulho. Portanto,
f(V)=U é aberto em f(M). Dai, as aplicagoes ¢* = ¢o (f|y)~! — R™ formam um atlas
para f(M), e portanto, f(M) é uma subvariedade. O]

Observagao 1.2. De maneira natural podemos incluir T,N C T,M (i'(p)T,N C T,M).

Seja f : M — N uma aplicacdo de classe C*. Um ponto ¢ € N diz-se valor regular de
f se, para cada p € f~1(c) a derivada f'(p) : T,M — T.N ¢é sobrejetiva. Em particular,

temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.5. Seja c € N um valor reqular de uma aplicacio f : M — N de classe C*.
Entio ou bem f~1(c) é vazio ou f~*(c) é uma subvariedade (m—mn)-dimensional de M, de

classe C*. O espago tangente a f~'(c) em cada ponto p é o nicleo de f'(p) : T,M — T.M.
Demonstragio. Omitiremos a prova que pode ser encontrada em [9]. ]

A seguir definiremos uma particdo de uma variedade M em subconjuntos, os quais sao

variedades imersa em M.

Definigao 1.15 (Folheagao). Seja M uma variedade Riemaniana compacta de dimensdo
n. Diremos que uma particao W de M é uma folheagio de M com folhas suaves, ou

apenas folheagio de M, se existe § >0 ek € N (k <n) tal que para x € M:
1. a folha W, € W que contém x é uma subvariedade imersa suave de dimensao k;

2. existe um mapa continuo ¢, : Bs(x) — C'(By, M), onde By é uma bola unitdria, tal

que para qualquer y € W, N Bs(x), a variedade V,, é a timagem de ¢,(y) : By — M.
Observacao 1.3. 1. W, é chamado de folha global da folheagdo.

2. A componente conexa de W, N Bs(x) que contém x é chamado de folha local em z,

a qual € denotada por V,.

3. A fungdo ¢.(y,z) = ¢.(y)(2) € chamada de carta coordenada da folheagdo.
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4. A fungio ¢.(y,z) € continua e possui derivada continua com relag¢io a z.

Um subfibrado E em T'M ¢ integravel se existe uma folheacao W de M tal que
E, =T, W, para todo x € M. Ainda mais, dizemos que é unicamente integravel se existe
uma folheacdo W em M com folhas suaves de dimensao k tal que para qualquer curva
o : R — M de classe C" satisfazendo o/ (t) € Eqo(), para todo ¢, a estd contida em Wy g).

Em particular , temos que T, W, = E,, para todo x € M.

1.5 Toro n-dimensional

Nesta se¢do vamos construir o toro n-dimensional particionando o R™ em classes de
equivaléncia. A topologia quociente dada pela projecao de R™ nas classes de equivalén-
cia nos fornecera uma estrutura de variedade diferenciavel difeomorfa ao toro visto com
superficie euclidiana. Considere a relagdo em R" dada por x ~y <= x; —y; € Z para

1<i<n,ondez = (z1,...,2,) ey = (Y1, -, Yn) -

A relagdo acima é uma classe de equivaléncia. De fato, vale que

(Reflexiva) z; — x; = 0 € Z, para todo 1.

(Simétrica) x; — y; € Z, entdo y; — x; = (—1)(x; — y;) € Z, para todo .

(Transitiva) ~ é transitiva pois se x; —y; € Z e y; — w; € Z, entdo x; — w; =
(x; — yi) + (yi — w;) € Z, para todo i.

Seja 7 : R? — T? dada por 7(x) = [z], a projecdo canonica de R? em T?. Munindo
T? com a topologia quociente temos que 7 é uma aplicacdo continua. Geometricamente,
a relacdo estd levando o espaco R? em um quadrado de lado 1, onde seus lados opostos

estao identificados pela relagao de equivaléncia.

Proposicao 1.6. Seja 7 : R? — T?, e T? munida pela topologia quociente T,. Entdo:
1. T? ¢é compacto.
2. 7. € metrizdvel e a métrica é dada por d([z], [y]) = min{||x —y|| : z € 7 ([z]), y € 7' [y]}.
3. Dado x € R?, existe € > 0 tal que 7(B.(x)) = B([z]).

4. Para todo [z] € T?, existe U contendo [x] tal que 7= (U) = U V;, onde V; sio
el

abertos em R? dois a dois disjuntos, para todo i € N. Ainda mais, 7|y, é um

homeomorfismo.
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5. O conjunto [Q* = 7(Q?) € denso em T?.
6. T? é enumerdvel.

Demonstracao.

1. Sabemos que 7. é a topologia mais fina tal que 7w é continua. Como a imagem de

um compacto por fungio continua é compacto, segue que 7(C) = T? é compacto, onde

C = 0,12

2. Seja U € 7. e [z] € U. Entao 771 (U) = V ¢ aberto em R? e existe z € V tal que
m(z) = [z]. Assim, existe ¢ > 0 tal que B(x,¢) C V. Podemos assumir e suficientemente
pequeno de modo que B(z,€) esteja contido em um quadrado de lado com tamanho 1.
Neste caso, temos que W = 7(B) = B([z],¢) C U.

Reciprocamente, tome € > 0 e [z] € T?. Defina W = B([z],¢€), queremos que 7~ (W)
seja um aberto em R2. Para isso, vamos dividir a prova em trés casos. Sejam z € 7! ([z])
e C' é um quadrado centrado em z. Suponha que € > v/2/2, entdo 7~ *(W) = R2. Se
1<e< ?, entdo 71 (W) é a uniao de conjuntos da forma H = B(z,e)NC. Pela escolha
de C temos que 71 (W) = U (k+ H) o qual é aberto. Se € < %, entdo a prova se resume

keZ?
ao item 3.

3. Dado z € R?, tome C' um quadrado de lado 1 centrado em z. Tome € > 0 e B =
B(z,e) C C, de modo que B nao intersecta os lados de C. Seja [z] € w(B), entdo
existe um tnico y € 7 ([z]) N C tal que ||y — x| < e. Logo, d([z],[y]) < e. Portanto
7(Be(x)) C Bc([z]). Reciprocamente, seja [z] € B.([z]), entdo existe um tnico y tal que

yem ([z])NC com ||y — z|| < e. Logo, Bc([z]) C 7(Bc(z)).

4. Sejam [z] € T? e 2 € 7 !([z]). Pelo item anterior temos B.([z]) = 7(B(z)) para al-
gum € > 0 suficientemente pequeno. Dai tomando U = B.([z]), temos que 7~ }(U) =
UQ(lH—BE(a:)). Note que pelo item anterior 7 : (k+ B.(z) — B(|z])) é sobrejetiva e pela
I(C:(E)flstru(;éo claramente é injetiva. A continuidade da inversa decorre do fato da topologia

ser relativa a R? e pelo item anterior.

5. Sejam € > 0, [x] € T? e y € 7 '([z]). Como Q? é denso em R?, existe yo € Q? tal que
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ly — yol| < €. Logo, d([z], [yo]) < €. Disso decorre que [Q?] é denso em T2

6. Como [Q?] é denso em T?. Temos que o conjunto de bolas abertas centradas nos pontos

de [Q?%] com raio racional é uma base enumeravel. O
Proposicao 1.7. T? é uma variedade diferencidvel de dimensdo 2.

Demonstragdo. Para esta prova vamos utilizar o Lema Com efeito, R? é uma superfi-

cie C'° de dimensao 2. Pela Proposicao item 4, para todo [z] € T?, existe U contendo

[z] tal que 7 1(U) = U V;, onde V; sdao abertos em R? dois a dois disjuntos, para todo
il

. , -1 , ~ 7 .
i € Ne |y, ¢ um homeomorfismo. (r|y,,)”" o7|y, é uma translacio, portanto é C*. Disso

decorre que T? ¢ uma variedade C* de dimenséao 2. O

Podemos fazer uma construcao andloga para mostrar que S! = % é uma variedade dife-
renciavel. Como o produto cartesiano finito de variedades diferenciaveis é uma variedade
diferencidvel, temos que T" = S' x S! ... x S! é uma variedade diferenciavel.

Seja f: T" — T", entao existe um levantamento F': R™ — R"” tal que
mol = fom,

onde 7 : R" — T" é a projecao canonica dada pela relagdo de equivaléncia e F(x + j) =
F(z)+j, para todo z € R" e j € Z". Dados f,g: T" — T" duas aplicagdes de classe C",

a distancia entre f e g é definida por
di(f,9) = {d(f om(x),gom(x)),|D'Fy = D'Gl| s 2 = (21,...,2,) ER", 0 <2, <Tel <i <,

onde d é a distancia entre pontos de T". A distdncia definida acima determina uma

topologia em C"(T"™), chamada de topologia C".

1.6 Transversalidade

Nesta se¢ao veremos condigoes suficientes para que a interseccao de duas subvariedades

seja uma variedade.

Defini¢ao 1.16 (Transversal). Dados E; e Ey subespagos vetoriais de E. Diremos que

Ey € transversal a Ey, o qual denotaremos por Ey h Ey, se By ® Ey = E.

Podemos estender essa definicao para um contexto de subvariedades.
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Defini¢ao 1.17 (Variedade Transversal). Sejam M e N subvariedades da variedade L.
Diremos que M e N sao transversais em p € L, que denotamos por M th, N, sep ¢ MNN
ousepe MNN el ,M®T,N =1T,L. Se para todo p € L, M th, N, entdo dizemos que

N e M sao transversais e denotamos por M N.

Sejam M e N variedades C", r > 1 e S C N uma subvariedade C". Se f: M — N
é uma aplicacdo C*, k > 1, entdo dizemos que f é transversal a S em p € M, que

denotaremos por f M, S, se p ¢ S ou se
Ime(p) () Tf(p)S = Tf(p)N.

Dizemos que f é transversal a S se, para todo p € f~1(S), f é transversal a S em p.

Exemplo 1.4. 1. Seja S = {c}, entdao f ¢é transversal a ¢ se e somente se ¢ € valor

reqular de f.

2. Se f é uma submersao, entao f é transversal a S, para qualquer subvariedade S C

N, pois f'(p)T,M = Ty N.

Observagao 1.4. Se f(M)NS # 0 e f é transversal a S, entio dim(M) + dim(N) >
dim(S5).

Por definicdo, se S é subvariedade de N de classe C*, entdo para cada q € S, existe
um difeomorfismo de classe C*, ¢ : R® x R"** — V onde V é um aberto de S contendo
qge ¢ (VNS) C R x {0}. Seja M uma variedade diferencidvel e f : M — N uma,
aplicacao transversal a S. Seja U C M tal que f(U) C V e considere a projegao na

segunda coordenada 7y : R® x R"™% — R"7%. Nessas condic¢oes vale o seguinte lema.

Lema 1.1. A aplicagio f : M — N ¢é transversal a S nos pontos de U N f~1(S) se e

somente se, 0 € R"™* é valor reqular de my 0 ¢~ Lo (fly) : U — R™"75.

Demonstragio. Sejam p € UN f71(S) = [mpo0d ' o (f|lr)]7'(0) e ¢ = f(p). Entao pela
regra da cadeia temos que

(¢~ o /) (T, M = [¢71(a) f (p)T,M = E,

[0 (¢)T,S = R* x {0}.

Como [¢~ ' (q) : T,N — R* x R"™* é isomorfismo segue que as seguintes afirmagoes sao

equivalentes
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L. f'(p)IT,M +1T,S=T,N
2. E+R* x {0} =R* xR"*
3. my(E) =R""*
4. [mo ¢ o (flu)) (p)T,M = R"™*.
O que conclui a demonstragao. O]

Proposicao 1.8. Sejam M e N wariedades de classe C* e f : M — N uma aplicagio

transversal a uma subvariedade S C N de classe C*. Entdo

o fHS) =0 ou f71(S) é uma subvariedade de classe C* de M, cuja codimensdo em

M ¢ igual a codimensao de S em N.
o Neste caso, T,(f1(S)) = f'(p) " (Tfw))S, para todo p € f~1(S).

Demonstragio. Seja p € f71(S) e ¢ = f(p) € V. Considere ¢! : V — R* x R"*
de classe C* como no Lema anterior. Tome U um aberto em M contendo p tal que
f(U) C V. Entéo segue da hipétese de transversalidade, do Lema e da Proposicao
que 1NV =[mo0¢ o (f|y)]1(0) é uma subvariedade de M, de dimensao m — (n — s)
e classe C*. O espaco tangente a f~1(S)NU em p é o nticleo de [y 0 ¢~ o f]'(p), o qual

é a imagem inversa de [f'(p)]~*T,S, o que conclui a prova. O

Corolario 1. Sejam N e S subvariedades de M de classe C*. Se N e S sdo transversais,

entao N NS é uma subvariedade de M cuja dimensdo é n+ s —m.

Demonstracio. Se N é transversal a S, entdao a inclusao i : N — M é tranversal a S.
Portanto, pela proposicio anterior i~1(S) = S N N é uma variedade de classe C* cuja

dimensao é dim N + dim .S — dim M. O

Proposicao 1.9. Sejam M uma variedade diferenciavel compacta ¢ N uma variedade
diferencidvel. Dado S C N wuma subvariedade fechada. Se f € CF(M,N), k > 1,
é transversal a S, entdo toda g € C*(M,N) suficientemente prozima de f também é

transversal a S.

Demonstragio. Seja f € C*(M, N) transversal a S. Para ¢ € S tome uma vizinhanga
Vg Como S é subvariedade podemos tomar um difeomorfismo ¢ : V, — R® x R"™* tal

que ¢(V, NS) = R x {0}. Para cada p € f'(g), tome uma vizinhanca U, de modo
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que f(U,) CV, e a derivada de m 0 ¢, o f é sobrejetiva para todo ponto em U,. Como
sobrejetividade é uma propriedade aberta para aplicagoes lineares, temos que existe uma
vizinhanca de f, B(f) C C*(M, N), tal que para todo g € B,(f) a derivada de my0 ¢, 0 g

é sobrejetiva em U,. Note que

U U,

pef=1(9)
forma uma cobertura de f~'(S). Como S ¢ fechado, tem-se que f~!(S) é fechado em M.
Logo, é compacto. Portanto, podemos extrair uma subcobertura finita U,,, ..., U,,. Tome
U* = LlJ Uy, e V¥(f) = (l] B(f)p,- Disso decorre que se g € V*(f), entdo g é transversal
a S e;;lpontos de U*. l:Clomo (M —U) é compacto e f(M —U)NS = ) temos que,
diminuindo V*(f) se necessario, g(M — U) N S = (), para todo g € V*(f). Logo, todo

g € V*(f)é transversal a S como queriamos demonstrar. O

Observe que, mesmo que S C N nao seja fechada, a proposicao continua valendo para
suas partes fechadas. Mais precisamente, se S’ C S é um subconjunto fechado em N,
entdo o conjunto das aplicagdes f : M — N transversais a S em f~1(S’) é aberto em

C*(M, N).



Capitulo 2

Hiperbolicidade e Hiperbolicidade
Parcial

Neste capitulo estudaremos difeomorfismos definidos numa variedade Riemanniana M,
a qual possui um subconjunto compacto A, invariante pelo difeomorfismo, de modo que
o fibrado tangente do conjunto pode ser decomposto em soma de sub-fibrados invariantes
pela derivada do difeomorfismo. Quando obtemos a decomposicao ThM = E°*@® E", onde
a derivada é contragao uniforme em E°® e expansao uniforme em E", diremos que esse
conjunto é hiperbdlico. No caso em que o fibrado sobre /A admite uma decomposicao
em trés subespacos, isto é, B* ® E°® E* = Ty M, onde a derivada do difeomorfismo é
contracao uniforme em E?, expansao uniforme em E*, e a taxa de contracdo e expansao
da derivada em FE° controlado pelas taxas em E" e E®, diremos que A é parcialmente

hiperbodlico. Veremos alguns exemplos e propriedades destes difeomorfismos.

2.1 Hiperbolicidade

Nesta secao veremos a nocao de difeomorfismo hiperbdlico. Apresentaremos algumas
propriedades, exemplos e nos aprofundaremos no caso de difeomorfismo Anosov no Toro.

Considere M uma variedade Riemaniana e f : M — M um difeomorfismo.

Definigao 2.1 (Conjunto Hiperbdlico). Seja A C M um subconjunto invariante e com-
pacto. Diremos que A € hiperbolico com relagdo a f se para cada p € A, o espaco tangente
de p em M, € a soma direta de dois espagos T,)M = E} @ E;, invariantes pela derivada,
isto €,

Df(p)(Ey) = Ejyy, Df(p)(E,) = B},

18
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e existem 0 < A <1 e C > 1, tal que para todo n € N,

IDf" ()W) < CA"[[o*], Vo € Ej

P

IDF ()W) < CA™[[v"]], Yo" € E.

Em particular, Df™(p)

By € uma contragao e Df™(p) By € expansora para algum p.
Note que a constante C' determina o numero de iterados de f que sdo necessarios para
que os vetores sejam contraidos (respectivamente, expandido) no subconjunto ES, (respec-
tivamente, Ey). Um conjunto invariante que satisfaga as condigoes acima é dito ter uma

estrutura uniformemente hiperbolica se as constantes, A e C, e assim o numero de iterada

p, sao independentes do ponto p.

Definigao 2.2 (Ponto fixo hiperbélico). Seja p € M um ponto fizo de f : M — M.
Entdo p é um ponto fizo hiperbolico se D f(p) nao possui autovalores com valor absoluto
1. Um ponto periodico p de periodo k € hiperbéolico se for um ponto fixo hiperbélico para
fr
Exemplo 2.1 (Matriz hiperbdlica). Seja A € GL,(R) = {M € M, ., (R); det(M) # 0}.
Dizemos que A é uma matriz hiperbolica se seus autovalores \; € C tem valor absoluto
diferente de 1.

Se A € GL,(R) é uma matriz hiperbdlica, entio podemos escrever R* = E5 & EY,
onde E% é a soma direta dos autoespagos gerados pelos autovalores \; com |N\;| < 1, e EY

¢ a soma direta dos autoespacos gerados pelos autovalores \; com |N\;| > 1. EY% e E sdo

invariantes por A, e A|ps € uma contragio e A|Eg ¢ expansora.

Proposigao 2.1. Seja A um conjunto hiperbolico com relagao ao difeomorfismo f: M —
M. Os espagos E, e E variam continuamente com relagio a p e a dimensao € localmente

constante.
Demonstragio. A prova pode ser encontrada em [5]. ]

Proposigao 2.2. Seja A um conjunto hiperbolico com relagdo ao difeomorfismo f: M —

M. Se f € transitiva em A, entdo os espagos E; e B tem dimensao constante em A.

Demonstracio. Sejam p,q € A. Por hipdtese, existe z € M, tal que (’)?(2) = A. Por
outro lado, existem U, e U, vizinhancas de p e ¢, respectivamente, tais que

dim(E,,) = dim(E;), Vp' € Uy,

dim(E,,) = dim(E;), V¢ € U,
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logo, existem n < m, tal que f"(z) € U,NAe f™(z) € U, N A. Portanto
dim(E}. ;) = dim(E}),
dim(Efn,)) = dim(E;).
Como D f ¢é isomorfismo segue que
dim(Efn(,)) = dim(Efni,))-
Isto implica que
dim(E}a ;) = dim(Efm,) ).

Assim, dim(E;) = dim(E;). O resultado segue de maneira analoga para o espago instavel.

]

Um método utilizado para encontrar a decomposicao hiperbdlica para um difeomor-
fismo é utilizando o conceito de cones que veremos a seguir, através de métodos mostra-
remos que os difeomorfismos de Anosov formam um conjunto aberto. Para isso, apresen-

taremos algumas nocoes envolvidas primeiro.
Definicao 2.3 (Forma bilinear). Seja A C M

1. Uma forma bilinear B definida em A é uma aplica¢io que associa a cada v € A uma

aplicacao bilinear B, : T,M x T,M — R.

2. Dizemos que B €é nao-degenerado se B,(u,T,M) = B,(T,M,u) = R, para todo
uwe€ T, M etodox e A

3. B € simétrica se B(u,v) = B(v,u), para todo u € T, M e todo x € A.

4. Uma forma quadrdtica Q) definida em A C M é uma aplicacio Q : TyM — R dada
por Q. (v) = B,(v,v), para todo x € A e para todo v € T,M, onde B é uma forma

bilinear simétrica definida em A.
5. Q) é nao degenerada se B for nao degenerada.

6. Uma forma quadrdtica Q@ em A é chamada definida positiva se Q,(v) > 0 para todo
x € A e para todov € T,M — {0}.
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Defini¢ao 2.4 (Cones). Um cone C' em T, M é um subconjunto para o qual existe uma

forma quadrdtica Q). ndao degenerada tal que
C={vel,M:Q.>0}.

Em particular, se A C M é um conjunto f-invariante tal que se tem a decomposicdo de

T.M = E®F. Define-se o campo de cones associado a decomposicdo da sequinte maneira
Co=C(x,F,a) ={v e T, M : a|vr| > ||vell};

e o cone complementar
Cr=C(x,E,a) ={v e T,M : allvg|| > ||vr]}.

A dimensdo do cone € a maior dimensdo entre o subespago contidos no cone, a qual

denotamos por dimg e,

Definigao 2.5 (Campos de Cones). Um campo de cones definido em A C M ¢é uma

aplicacio que associa a cada v € A um cone Cy, C T, M.

A proposicao a seguir nos proporciona condi¢des necessérias e suficientes para deter-

minar quando um conjunto é hiperbdlico.

Teorema 3 (Equivaléncia Hiperbodlica). Sejam f: M — M um difeomorfismo e A C M

um conjunto compacto, f-invariante. As sequintes afirmacoes sio equivalentes:
1. A € um conjunto hiperbolico.

2. FExiste uma forma quadrdtica @ continua ndo degenerada definida em A tal que
a. dimepne(Co, +) = dimwne(C’Qf(x),Jr) para todo T € A;
b. a forma quadrdtica f*Q) — Q € positiva definida.
3. Ezistem campo de cones C* e C* em A tais que:
a. dim(C?) + dim(C¥) = dim(M), para todo x € A;
b. a dimensao dos cones é constante ao longo da orbita, isto €, para todo x € A.

dimame (C’;) = dimcone (C;(a:) ) ’
dimcone (C;:L> = dimc‘me <C}L(x) ) ;
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¢. Df(x)(C2) C C(a) e D) (C2) C Ty,

d. existe A\ >1 em >0 tal que

(D™ ex)THIT = A,
I(Df™

c) T = A

Demonstracao.

(1 = 2) Como A é hiperbélico, existe a decomposicao TyM = E* @ E". Pela compacidade
de A e continuidade da decomposicao, existe ¢ > 0 tal que para todo x € A, v € T,M

temos [|v||maz > @, onde ||v]|mae = max {||v%, |[v"]|}e v = v* + 0" € E* & EY.
Seja A > 1 tal que A\ — % > Cv/2. Trocando f por f™ se necessério for, temos
—1—-1 1
I(DFe) 17 > A>1> - > [[Df]e:l.
Seja Qz(v) = [[v]|* = [Df~(z)v]|*, note que se

veEy—{0} = Q.(v) >0
veE —{0}=Q.(v)<0

Assim temos que (), é uma forma quadratica continua nao degenerada e dimg,,, =
(Co,.+) = dim(EY). Portanto dim,m.(Cq, +) ¢ constante ao longo da érbita de z. Mos-

tremos agora que a forma quadratica ¢ = f*Q — ) é definida positiva. De fato, se

[0]lmax = [[0"[| entao

IDf @)l 2 IDF ()|~ |1Df )|
1
> Al = 511l

v

1. . 1
O = T = 4= 2l e

1 1
> (A== .
> (3= 3ol
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Logo
(£Q ~ Q)ulv) =Qsn(DF()0) — Qulv)
=(IDF @l = lol?) = (el = D7 @)l
> D (el ~ 2l
—(IDf()oll = VEIo DS @l + Vol
>(-(= 1) = VOIRIIDF ol + VElwll) > 0
Por outro lado, se ||v]|max = ||v¥]| entao
IDF @l = M| - 5o
1, . 1,1
> (= Dol > 0= Dl
Assim,

(f'Q = Q)o(v) = D (z)vl* = 2||v]®
= (I1Df(@)vll = V2l )(IDf (@)v] + v2]lo])

> (L= 3) =~ VOIIIDS @)l + Vol > 0.

No caso de trocar f por f™, podemos tomar ) = Z;”:_Ol(fj)*Q.

De modo andlogo (f~1)*Q — @ ¢ definida negativa para todo x € A.

(2 = 3) Seja g = f*Q — Q e considere

§= m€1}11 {¢z(v) : ||v]| =1,v e T,M} > 0. (2.1)

Como ¢, (v) = ||v||*q.(7%), temos que para todo v € T, M, e todo x € A

[l

¢=(v) Z 0l|v]*,

tomando ||Q|] = max,ea {Q(v) : ||v]| = 1,v € T, M} temos que

v

Qx(v) = HvHQQx(m) < lQllvl?*, Yz € A, Vv € T, M,

portanto

Qz(v)
Q[

lol* >

YvoeT, M, v e A (2.2)
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Note que
n—1
(/") Q@a(v) = Qulv) + X () 0)a(v)
=0
Afirmamos que se Q,(v) > 0, entao || Df"(z)v|* > ”%HHU’P para todo n > 0. De fato,

se @Q(v) > 0 entao
(/") Q)2(v) = Qu(v) + ¢u(v) = ¢z(v) = 8[|

Disso decorre que

n 2 (Df”(x)v)
[Df"(x)v|* > Qf"(l) Q]
(/™ Q)z(v)

>
1103 (4]
Mostremos que Df(z)Cq,+ C Cg,,+ ¢ Df(z)Cq,,- C Cq,_,, ,~ Por hipétese Q

lv]f?

é nao degenerada, os cones tém dimensoes complementares e a dimensao é constante ao

longo da érbita.

Como ¢ = f*Q — @ ¢é definida positiva, segue

vECH = Caui = Qr(Df(a)0) > Qulv) > 0= DF@)CE C Clyy. (23)

Analogamente,
vECI=Com =02 Quv) 2 Qpr(DF (@) = DF @)C3 C Corgyye (24)
Afirmamos que
L. se Qu(v) > 0, entdo || Df"(x)v]| = 5y llvllvn — oo,
2. se Qu(v) <0, entdo ||Df"(x)vl| = Zyllvllv/n — oo
De fato, se Q,(v) >0
IDf"(@)vll* > IIQIIan o (Df"(x)v)

1 n—1

= W(Qx(m + ;)(fj*q)ac(v))

381D )l

s ololl
2 ”” "Gar)

vV

@‘H E‘H
Il |

»—lO —

: .

v
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Tomando § = —(f Q- Q) e 6" = minge4 {q,(v) : |[v]] = 1, v € T, M}, segue de maneira

andlogo para o caso em que Q,(v) < 0.

(3 = 1) Podemos assumir que ||(Df|ce)H|T' > A>1> 1> ||Df

Cs
Definamos
E*(x) = Npso D" (f 7" (2))Cniay,
E*(x) = NusoDf (" (2)) Cny

Note que

Df(x)E*(x) = Df(x) Nnzo D" (f"(2))Chn(y
= Nzt DF V(71 (2)) O i)
= Nz Df " (f"(2))Chn(yay) = £°(f(2)).

Analogamente, temos que D f(z)E*(x) = E*(f(z)).

Df"(z)v
[Df™(z)v]]

que [|[Df~"(f"(x))v,|| > A™. Como v € E*(x), segue que || Df"(z)v]| > A". Levando em

Agora suponha que v € E*(x)NE"(z), entdo v, = € E*(f™(z)), o que implica

consideracao que v = Df~"(f™(z))Df"(z)v temos que

Joll = D @) 5 e D)o
. —n( i, Dfn(.fll)'l] 2n v

portanto [|v|| = 0, logo E*(z) N E*(z) = {0}.
Por tltimo mostremos a unicidade da decomposicao. Seja x € A. Para cada n € N escolha

um subespago E,(z) C C fn(z) de dimensao maxima, e tome
Sn(x) = Df " (f" () En(x).

De modo andlogo, considere F,,(x) C C’}tn(x) subespaco de dimensao maxima, e
Un(x) = Df*(f"(x)) Fu(x).

Sejam S, e U, subespagos limites de S, (z) e U,(z), respectivamente. Entao S, C E*(x)

e U, C E%(z). De fato, seja {v,}, uma sequéncia convergente, onde v, € S,(z), entao

lim v, =v €S,
n—oo
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Suponha por absurdo que v ¢ E*(x). Entdo existe [ > 0 tal que v ¢ Df~'(f'(z)) i)
Como Df(fl(x)) fi(x) € fechado, existe ng € N tal que

vy, ¢ Df’l(fl(a:))CJsu(m), Vn > no.
Porém
Suw) € DF(F(@)Ciugey € D (F@)Chry, ¥ =1

O que é contradi¢ao. O outro caso é analogo.

Note que S, e U, tem dimensoes complementares e a interseccao é o vetor nulo.

Afirmamos que S, = E*(z) e U, = E"(x). De fato, suponha por absurdo que v €
E*(z) — S;. Seja v = v® +v*, com v® € S, v* € C¥. Veja que se v° € S, entao existe
{v;} tal que v} € S,(z) e vi — v°. Escrevendo
ve = Df (")), an € Ey(x)

n

Temos que para n suficientemente grande
S 1 —n n 1 n
[o*]] = SIDF(F (@ anll = 53"l

Portanto a,, — 0 quando n — co. Logo D f"(z)v® — 0 quando n — oo.

Assim,
IDf"(@)oll = [[Df"(@)v"|| = [[Df"(x)v*]| = oo,

quando n — oco. O que é contradi¢do. Logo S, = E*(x) ¢ de modo andlogo E"(z) =

Us. ]

Lema 2.1. Sejam f: M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto hiperbélico, tal
que TAM = E°* @ E*. Entdao existem campos de cones continuos estiveis A > x — C5 e

instdveis A 3 x — CY¥ bem adaptados a A. Isto é,
1. E*(x) C C%, para todo x € A e a = s,u;
2. dim(E*(z)) = dim(C?), para todo x € A e a = s,u;

3. Df(@)(C2) C Ch(x) e Df(x) (CL) C Cloay;
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4. Eziste € > 0 tal que

dist(S, N Df(z)C2, S, NCY,) > e,

dZSt(Sm N Df_l(x)C'i, Sx N 50;71(33)) 2 €,

para todo x € A, onde S, = {v € T, M : ||v| = 1};
5. Ezxiste A\ >1 em > 0 tal que

(D™ ex)7HITH = A,
I(Df™

c) T = A

Demonstracao. Pelo teorema |3| existem campos de cones continuos

T CQw7+,

T Cer?

Os quais, C¥ = Cg, +, C; = Cq, — satisfazem os itens 1,2, 3,5. Provemos o item (4).

T

Usando a construgao feita na prova da implica¢ao (2) = (3) do Teorema [3| temos que

(f* Qs — Qa)(v) = qu(v) >0, Vv e Cq,+ NSy,
onde § = minges {g.(v) : |Jv]| =1, v e T, M}. Assim, para todo v € C¥ NS, temos

Df(x)v v o
Q1 (an(x)vn) = (HDf(a:)vn) = i@~

Segue da continuidade de @, que

e = inf {dist(Df(z)v), Syz) N 6C},y : v E S, NCEz € A}
O que conclui a prova para Cy. De maneira analoga vale para C;. n

Teorema 4. Sejam f : M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto hiperbélico,
tal que TAM = E* @ E*. Entao existem vizinhanca V de A , e uma vizinhanga de f U C
Dif f"(M), e campos de cones continuos estdveis V' > x — C% e instdveis V > x — C¥

tais que
1. E*(x) C C%, para todo x € A e a = s,u;

2. dim(E%(z)) = dim(C?), para todo v € A e v = s,u;
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3. Dg(z)(Cy) C Cyyy e Dg(x) 1 (Cy) C Cyr,y para todo g € U e todo x € V;

g(x

4. Eziste € > 0 tal que dist(S; N Dg(x)Cy, Sy N6CH ) > € € dist(S;NDg ! (x)C%, S, N
0C;-1(y)) = € para todo x € V' e para todo g € U, onde S, = {v € T, M : [jv]| = 1};

5. Eziste A\ >1 em > 0 tal que

I(Dg™ )17+ = A,
I(Dg™™les) M = A

para todo x € V' e para todo g € U.

Demonstragio. Sejam A > x — C* e A 5 x — C¥ campos de cones continuos bem
adaptados ao conjunto f- hiperbélico A, como no Lema 2.1} Seja ¢y > 0 dado pelo Lema
I e X > 1, m >1 tal que

DS ew) 7 = Ao,
(Df

C;)_IH_I Z AO?

para todo = € A, dado pelo item (5) do Lema Trocando a métrica ou f por f™,
podemos supor que

1D flew) ™ = Ao,

I(Df ez) 7M™ = N,

para todo z € A.

Seja dg > 0. Para cada x € A, considere uma carta local isométrica de M
¢s = Bs,(0) C RF — Bs, (z) € M,

com k = dim(M), e ¢,(0) = x.
Seja 0 < €1 < € tal que /Ag — ¢ > 1. Sejam 0 < §; < 0y e U uma vizinhanca de f
em Dif f"(M), tal que para todo p € A,

ID(874) © 90 @)(@) = D65y 090 8) D) < 5 (2.5)

(§
I(Dgley) 171 = 4/ A, (2.6)
1(Dg™ og) 7M™ > /Ao, (2.7)
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para todo a,b € B;, (0) C R* para toda g,h € U. A existéncia de d;, d; decorre do
fato de A ser compacto, da continuidade de Df e por U ser vizinhanga suficientemente
pequena de f na topologia C".

Considere 0 < § < d; tal que

9(Bs(x)) € By (g()).

para todo x € Bs,(A) e para toda g € U.
Sejam pq,--- ,ps € A, tal que

AcCU= O Bg(pj).

j=1

Seja ¢ : U — {1,--- s} dada por

Y(z) =min{j : @ € Bs(p;)}.

Dado = € U, defina
Cfc = D¢pw(z)( _wl(z) (x))D ;wl@) (pw(z))czw(@’
Ci = Dop,,, ( z:wlu)(x))D gj(m(pw(x))cgw(w)'

Seja x € U, v € C¥ com ||v|| = 1. Seja vy € Gy tal que

Como as cartas sao isométricas, temos que ||v|| = ||vg|| = 1. Dado g € U, p € A, seja G,

a aplicagao g escrita nas cartas locais ¢, e ¢y, isto &,
Gp:(bflogogbp.
Na carta local ¢, . ., Dg(x)v se escreve
-1 -1 -1
e Dg(py(a))vo se escreve como

Assim,

€ _ €
lwo —wn | < gOHD%j(x)(pw(fC))voH = gl~ (2.8)
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Como w; € Sy, ) N Dg(ps(z))Cy () €scrita na carta local, temos que

Py
dist (w1, So — (So N Dby} e D@Pp(@))Col ) = €1 (2.9)
Note que
5
MMxm)<5éMﬂ()ﬂm@»<§. (2.10)

Por 2.5] temos que

u u €
dist (o= (S0 1 DGy, (9P6() ity So = (So N DG (Gulg@))Cy ) < 5
(2.11)
De[2.9e segue que
. _ y 2
dist (wl, So — (So N D¢p¢1(g(z))(pw(g(w)))cpw(g(z))) > gel. (2.12)

Logo, por 2.8 e

dist(Dg(z)v, Sya) — (Sy(x) N Cgry)) = dist (wo, So— (So N Dgzﬁ;;(g(x))(pqp(g(x))C';‘w(g(x))))
2 1 1

Z (g —_ 6)61 = 561.

Defina € = 5,

entdo seguem os itens (1), (2), (3) e (4). Tomando A = /Ao — % > 1, 0
item 5 segue das equagoes [2.5] 2.6, e da construgao de C* e C*. O

Corolario 2. Sejam f : M — M um difeomorfismo e A C M um conjunto hiperbélico,
tal que TyM = E3 @ EY. Entdo existem vizinhanga V- de A compacta, uma vizinhanga de
fUCDiff (M), e uma forma quadrdatica continua nao-degenerada QQ em U e b > 0 tal
que, se g € U entao

(9°Q — Q)zv > bljv|?

para todo x € g~Y(U)NU. Em particular, o conjunto mazimal invariante
Ay=(g"(U
de g em U ¢ hiperbolico.

Demonstragio. Seja @ forma continua nao degenerada dada pelo Teorema[3] @ pode ser
estendida a toda M de forma continua. Note que existe uma vizinhanca compacta V; de
A tal que @ é nao-degenerada em V;. Como f*(Q) — () é definida positiva em A, podemos

supor que também pe definida positiva em V;. Em particular existe a > 0 tal que

(fQ — Q)zv > aljv|)?



CAPITULO 2. HIPERBOLICIDADE E HIPERBOLICIDADE PARCIAL 31

para todo z € U;.

Por outro lado, existe uma vizinhanca U; de Id tal que se h € U; entao

Q= Qo = Il DA}l > ol

Seja U = f o U;. Podemos supor para U, que existe V C V; vizinhanca compacta de A,
tal que se g € U, entdo g(V) C 1.
Se x € U, tem-se que g = foh € U, entao

(9°Q = Qv = ('Q = Qo (Dh(a)0) + (W Q = Qv
> al| Dh(x)o]* + ol

> Sl + Sl > Sl
Escolhendo b = 5 segue o resultado. O

No caso de um difeomorfismo de Anosov f : M — M, temos que A = M. Para todo
g numa vizinhanca U de f suficientemente pequena, e para toda vizinhanca compacta V'

contendo M (nesse caso V = M), segue que

N g"(V)=[)g"(M) =M.

neZ neL

Logo, os difeomorfismo de Anosov formam um conjunto aberto em Dif f(M).

Defini¢ao 2.6 (Conjunto Estavel e Instavel). Seja A C M hiperbdlico em relagio ao
difeomorfismo f : M — M. Dado p € A, chamamos de conjunto estdvel e instdvel de p,

respectivamente, 0s sequintes conjuntos

Wi(p) = {y € M;d(f"(p), f"(y)) — 0, quandon — oo},
Wip) ={y € M;d(f"(p), f"(y)) = 0, quandon — oo}.

Defini¢ao 2.7 (Conjunto Estavel e Instavel Local). Seja A C M hiperbdlico em relagio
ao difeomorfismo f: M — M. Dado p € A, chamamos de disco estdvel e instavel de p

de raio € > 0, respectivamente, os sequintes conjuntos

Wi(p,e) = {q € M;d(f"(p), f"(q)) <€, Vn € N},
Wi(p.e) ={q € M;d(f"(p), [ "(q)) <€ VneN}

Teorema 5 (Teorema da Variedade Estéavel). Seja f € Dif f(M) e A C M um conjunto

hiperbolico. Entao existe € > 0 tal que
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1. Wj?(p, €) é uma variedade mergulhada de classe C* que varia continuamente com p.

2. T.(W:(p,e)) = E;.

p

8. Para todo g € W;(p,€) tem-se d(f"(q), f"(p)) < A\"d(q,p).
Demonstra¢io. A demonstracao pode ser encontrada em [15]. O

Definigao 2.8 (Difeomorfismo de Anosov). Seja M uma variedade Riemaniana compacta.
Um difeomorfismo f : M — M é um difeomorfismo de Anosov se M ¢é hiperbdlico com

relagdo a f.

Proposicao 2.3. Seja f : M — M um difeomorfismo de Anosov, entdo as sequintes

afirmagoes sdo equivalentes:
1. Q(f) = M;
2. Wi(p) € denso em M, para todo p € M;
3. W}‘(p) ¢ denso em M, para todo p € M;
4. [ € topologicamente transitivo;
5. f € topologicamente mizing.
Demonstragio. Omitiremos a prova que pode ser encontrada em [§]. O

Proposigao 2.4. Seja f: M — M um difeomorfismo de Anosov, entao a decomposi¢ao

TM = E"® E* € unicamente integrdvel.

Demonstracio. Como f é um difeomorfismo de Anosov, entdao M é um conjunto hiper-
bolico. Segue do Teorema |5, que para todo p € M, T,W;(p) = E; e T,Wi(p) = E}, as
quais formam uma folheagao estavel com as folhas sendo as variedades estaveis em cada

ponto e uma folheacao instavel sendo as folhas as variedades instaveis em cada ponto. [

Dada uma matriz hiperbdlica que preserva volume podemos induzir uma aplicacao no
toro T™, a qual tem estrutura hiperbodlica em toda a variedade, e possui infinitos pontos
periodicos.

O exemplo a seguir é um caso de difeomorfismo Anosov no toro T?, induzido por uma

matriz hiperbdlica.
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Exemplo 2.2. Considere a matriz quadrada

(1)

e a transformacao linear associada a matriz L dada por

L:R?> 5 R?

(z,y) = 2z +y,z+y).

Veja que os autovalores de L sao \y = % >1elt =)= 3_2‘/5 < 1. Note que

L ¢é simétrica, portanto os autovetores sio ortogonais. Como det L = 1, seque que L €

A |
(4 7)

Por outro lado, como L € invertivel e seus autovalores sao diferentes de 1, L é hiperbolica.

invertivel, e temos que

Podemos escrever os autoespagos associados como

E; = {UGRQZL('U):)\lU} = {(m,y) ERQ:y:_Z_lx};
E} = {UERQIL(U) :/\gv} = {(x,y) ER?:y= \/52_ 11:}.

Observe que se v € Ef N E} entao

)\1L(U)
A

L(v) = M\v = — (M—A\)L(v) =0 <= Lv)=0 < v=0.

Como L € uma transformacao linear, temos que a matriz jacobiana de L em v €

DL(U):<% UZL.

Lembremos que os autoespacos associados aos autovetores sao invariantes por L, portanto
Ej e EY sio invariantes por DL(v), para todo v € R2.

Projetando a transformacdao linear L no toro podemos definir a sequinte aplica¢do

Fp:T? -T2

(z,y) = 2z +y,x+y) mod l.

Como L € invertivel, Fr também é, e sua inversa é a aplicacio Fi-1 associada a L™!, a

qual tem entradas inteiras.
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Proposicao 2.5. Os pontos periodicos de Fr, sdo densos. Ainda mais, seus unicos pontos

periodicos sao os pontos com entrada racional.

Demonstragiao. Mostraremos que um ponto com entradas racionais é ponto periddico de

Fr. Seja (x,y) € T? tal que z = Pey= 2 onde p, q,t € Z. Entao

2p+t p+1t
FL(‘ray> - <p7p>

q q
o qual é um ponto racional tal que suas coordenadas tem denominador ¢q. Observe que
existem no méaximo ¢? pontos tal que as entradas sdo racionais com denominador ¢, e a

érbita Op, (z,y) esta contida no conjunto destes pontos. Logo, existem n, m tal que

Fr'(p) = FL(p).

Como Fp, é invertivel segue que F7' ™ (z,y) = (z,y). O que conclui a prova.

Agora vamos provar que os pontos com coordenada racional sdo os tinicos periddicos.
Seja FN(z,y) = (z,y). Observe que F{ (z,y) = (ax+by, cx+dy) mod 1, onde a,b,c,d €
Z. Assim,

axr +by =x +k,

cx+dy =y +1,

onde [,k € Z. Como 1 nao é autovalor para L™ podemos determinar (x,y) unicamente

por a,b, c,d, k,l. Mais precisamente,

(A= Dk—bl
T la—Dd-1 -
(a— 1)l —ck

Y la—Dld—1)—a

portanto z,y sao pontos com entradas racionais. ]
Proposicao 2.6. F}, ¢ topologicamente transitiva.

Demonstragdo. Sejam ¢, ¢ constantes. Considere as familias de retas

5—1
yz\/_Q T+,

~V5-1

=———=x+c¢
y 2

Sejam U e V abertos de T?. Como os pontos peridédicos sdo densos em T?, tome p € U e

q € V pontos periédicos e n seu periodo em comum, isto é, F}'(p) = pe F]'(q) = q. A reta



CAPITULO 2. HIPERBOLICIDADE E HIPERBOLICIDADE PARCIAL 35

da primeira familia passando por p é invariante por F7', a qual a expande por uma taxa de
AT > 1. Similarmente, a reta da segunda familia passando por ¢ é I} € invariante e contrai.
Seja r um ponto da interseccdo dessas duas retas, entdo FFf"(r) — ¢ quando k — oo e
FF*(r) — p quando k — —oo. Daf para k suficiente grande e positivo F;*(r) € U e

FF(r) € V, disso decorre que F2(U) NV # (), como queriamos demonstrar.

Agora de maneira mais geral, considere uma matriz hiperbdlica
Ae SL(n,Z) ={M € M,,xn(Z);det(M) = 1} .

Seja Ly : R" — R™ a aplicagdo linear associada a matriz A. Como as entradas de A
sdo inteiras temos que L4(Z") = Z". Note também que, como det A = 1, A~! s6 tem
entradas inteiras e L,1 = L;'. Considere a projecao candnica 7 : R® — T", L, induz
uma aplicacao em T" dada por
faom :R" —»T"
p— 7o La(p),

fa estd bem definida. De fato, dado z,2’ € R" tal que 7(z) = n(2') entdo x = 2’ + 1
onde [ € Z. Dai La(x) = La(a’ +1) = La(2") + L(l), onde La(l) € Z™. Aplicando a
projecao temos que w(L4 (1)) = 0. Logo wo La(x) = 7o La(z), 0 que prova a afirmagao.
Observe que f4 ¢ um difeomorfismo onde f;' = f4-1. Tais aplicacoes sdo conhecidas
como automorfismos hiperbélicos no toro.

Teorema 6. Seja fa um automorfismo hiperbolico no toro. Entdo valem as sequintes

afirmacgoes

a) Os pontos periédicos de fa sdo densos no toro.

b) fa tem estrutura hiperbdlica em todo o toro, onde E°, E* sdao os auto-espagos gene-

ralizados estavel e instdvel de A.
¢) By e B sao translagoes de E° e E* em T,T", respectivamente.
d) Se m(p) = p, entao W; (p) = 7(p + E*) e W, (p) = 7(p + E).

Demonstragio. (a) Fixe k inteiro e considere Rac(k) como o conjunto dos pontos em T"

cujo as coordenadas sao racionais com denominador k, isto é

Rac(k)—w{(%,...,%) ET":pjeZ,v1§j§n}
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Lembremos que L4(Z") = Z"™. Assim, para p € {(%, e %) eT:pjeZvV1<j< n},

temos que

Lalp) = La(D),

ondepeZe %f) = p. Disso decorre que

La(p) € 27,
e
1 " »
kLA(p)G{(lza---,];) ET”:ijZ,Vlgjgn},
portanto
LA<{(12,...,Z;:> E']I‘”:méZ,‘v’lﬁan}) C{(%,,%) e']I‘":ijZ,‘vqngn}.

Logo, fa(Rac(k)) C (Rac(k)). Como Rac(k) tem no maximo k" pontos distintos, se-

gue que para todo x € Rac(k), existe algum m € Z, tal que f}'(xz) = x. Por outro lado,

Q"] = ‘EJZ Rac(i) é um conjunto denso, o que implica que os pontos periddicos sdo densos.
i

(b) Lembremos que a projecao canoénica é sobrejetiva. Dado U C T™ aberto e ¢y, ¢o :

U — R" duas cartas em U, cuja inversa é 7, entdo ¢p 0 ¢;' = T + [, onde | € Z. Logo,

para p € T™ o espago tangente pode ser representado como 7,,T" = {p} x R™.

Note que as coordenadas locais f4 é dado por Ly, e como L4 é linear temos que
DLa(p) = 4,

portanto, Dfa(p) = A, a qual é uma aplicagao de T,T" = {p} x R" em T}, T" =
{fa(p)} x R™.

Observe que se n = 2, entao os autoespacos gerados pelos autovetores de A formam a
direcao instavel e estavel para A. Para n > 2, considere os subespacos estavel e instavel
E®, E* dados em [2.1] formados pelos autovetores de A, cujo os autovalores associados tem
valor absoluto menor que 1 para o estdvel e maior que 1 para o instavel. Assim, existe

C>1,0<pu<le0<A<1tal que

| A¥ s || < CpF, VE > 1
|A™*|gu|| < CATF, VE > 1.

Para todo p € T", defina os subespacos em p como a translacdo dos espacos estavel e

instavel £* e E* de A, Es = {p} x E* e E = {p} x E*. Dai, parap € T", v € E; e
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T E EZ tem-se

IDfAp)v] = |A%]| < Cuflo],
IDfR* vl = [IA™ ]| < CAF|lvl],

portanto temos contracao em IE; e expansao em IE;. O que prova que f4 tem estrutura

hiperbdlica em T". Logo, f4 é Anosov.

(d) Sejam p = w(p) e ¢ = 7(q). Para € > 0, considere B(q,¢) C R" e U(q,€) = nB(q,¢) C
T". Note que para e suficientemente pequeno, f1'(U(fa(q),e€)) ndo intersecta os bordo

do toro. Assim, temos que

fa (U(fala), ) NU(q.€) = 7[L3 (B(La(q),€)) N B(g,e)].

Portanto, a variedade estavel local de p é dado por

W3, (p.e) = [ fa"(U(fi(p).€))

n>0

=7[() Li"(B(L4(P),€))]

n>0

=7[p+ () A7(B(L4(0,6))].

n>0

Por linearidade segue que
b+ E*(C™e)] € Wi, (p,€) C mp+E(e)],
logo a variedade estavel em p é dada por

Wi, (p) = U f2" (W}, (£ilp), €))-

n>0
=n[p+ E°].

A prova para a variedade instavel é analogo. O

Corolario 3. Para todo p € T", W} (p) e W¢ (p) sdo densas em T" e se intersectam

transversalmente, e os pontos da interseccao sao homoclinicos.

Demonstracio. Para n = 2, como a inclinacao das retas E*, E* C R? sao irracionais
tem-se que
W3, (p) = n(p+ E°),

Wi, (p) =n(p+ E"),
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sao densas em T? e a interseccao é transversal.
Para n > 2, considere os subespacos instavel e estavel. Entao as variedades estavel e

instavel de L4 em § sao dadas por

WIS/A(Q’> =q+ L,

WL, @ =a+ B,
respectivamente. Tome ¢ um ponto periédico de periodo p com levantamento §. Entao
Wi, (0) intersecta W7, (g) em um ponto z. Seja z = 7 (%), tal que z € W ((0)) NW7, (q)
e dist(f4(z), fi(q)) tende a 0, quando n tende ao infinito. Entao, W, (7(0)) se acumula
em ¢ nos pontos fi"(z).

O conjunto dos pontos periédicos é denso em T", portanto W (7(0)) é denso em T".
Como W (m(0)) e W, (m(0)) sdo projegdes de espacos complementares arbitrariamente
proximo a g, tem-se que eles se intersectam transversalmente. Disso decorre que os pontos
homoclinicos sdo densos em T". Para qualquer p € T", W7, (p) e W} (p) sdo translagoes

da variedade de 0, logo sao densos em T" e as intersec¢oes homoclinicas para p sao densas

em Tm.

O seguinte resultado generaliza a Proposi¢ao [2.6]
Teorema 7. f4 ¢é topologicamente transitivo.

Demonstragdo. Sejam U,V € T" abertos. Como a variedade estavel W3 (m(0)) é densa em
T™, ela intersecta U em um ponto ¢g. Tome J = w(g+ E"(r)), onde r > 0 é suficientemente
pequeno, de modo que J C U. Seja A a cota inferior dos autovalores instaveis, entao a k-
ésima iterada do disco f5(.J) contém um disco de raio no minimo C~'Nr em W¥, (f4(q)).
Quando k cresce, o raio de f%(J) se torna suficientemente grande, entao f%(J) se acumula
em pedagos compactos de W, (m(0)). Portanto f4(.J) intersecta V para algum iterado k.

Para este iterado k,
0# fA()NV C fiu)nv.

Isto implica que OF, (U) NV # . Similarmente O (U) NV # 0. Assim, f4 é topologi-

camente transitivo. O
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Na verdade temos um resultado ainda mais forte. Concretamente,
Teorema 8. f4 é Ct-robustamente transitivo.

Para provar o teorema acima precisamos definir algumas nogoes.

Definigao 2.9 (Estabilidade Estrutural). Diremos que f € Dif f(M) é C'-estruturalmente
estdvel se existe uma vizinhanga U de f na topologia C* tal que se g € U entdo g é topo-

logicamente conjugado a f.

Defini¢ao 2.10 (Axioma A). Diremos que f é Azioma A se

o. Per(f) = Q)
b. 2(f) € hiperbolico.

Defini¢ao 2.11 (Transversalidade Forte). f € Dif f(M) satisfaz a condi¢ao de transver-
salidade forte se para todo p € M as variedades estdvel e instdvel de p sdo transversais

em p.

Proposigao 2.7. Se f é Axioma A e satisfaz a condi¢io de transversalidade forte, entdao

f é C-estruturalmente estdvel.

Demonstragio. Para o caso de difeomorfismo de Anosov foi provado em [I], para o caso

geral foi provado em [13]. O

Prova do Teorema[2.9. O difeomorfismo de Anosov f4 é Cl-estruturalmente estavel, visto
que é Axioma A e possui a propriedade de transversalidade forte. Pela proposicao [1.3
temos que a conjugacao preserva a propriedade de transitividade. Como f4 é estrutural-
mente estavel, existe uma vizinhanga U de f4 onde g € U é conjugado a f4. Logo, fa é

robustamente transitivo. O

2.2 Hiperbolicidade Parcial

Nesta secao daremos uma defini¢ao precisa de difeomorfismo parcialmente hiperbdlico,

e veremos algumas propriedades.

Defini¢ao 2.12 (Hiperbolicidade Parcial). Um difeomorfismo f € Dif f(M) é parcial-

mente hiperbolico se existe uma decomposigio do espago tangente TM = E3* & Ef @ £,
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em subespacos D f-invariante e uma métrica Riemanniana em M tal que, para qualquer

peM

IDfFP) @l <1< I[(DfP)epem) 117

1DF®) 5 mll < 1DFB)o560) ™ 17 < IDF@ s | < NDF D) )17

Denotamos por PH(M) o subconjunto dos difeomorfismos parcialmente hiperbolicos de

Diff(M).

No caso hiperbdlico, pelo Teorema da Variedade Estavel os subespagos da decomposi-
¢ao sao sempre integraveis. Para o caso parcialmente hiperbdlico nem sempre é verdade.
Mas o teorema seguinte nos garante que a direcao estavel forte e instavel forte sdo inte-

graveis.

Teorema 9. Seja f: M — M um difeomorfismo parcialmente hiperbélico tal que TM =

E¥ @ Es © EY. Entao Ef e EY" sao unicamente integrdveis.
Demonstragio. A prova pode ser encontrada em [7]. ]

Observacao 2.1.

1. Denotamos as folheagoes de E3* e E* por F3* e Fi* respectivamente. Para p € M
denotamos por W;S(p) a C'-folha de F3* contendo p, e a chamamos de variedade estdvel
forte de p. Analogamente, denotamos por W}‘“(p) a Cl-folha de Fi" contendo p, a qual

chamamos de variedade instdvel forte de p.
2. Denotamos por B = E5 @ E}* a diregao centro estdvel, e E" = E5 @© EY" a diregao
centro instdvel.

3. Quando a diregao central € unicamente integrdvel, denotamos por F§ a folheagio central

associada a Ef e W§(p) as folhas de F§ contendo p.

4. Para v > 0 denotamos por W*(p;r) o disco de tamanho r centrado em p, medido pela

métrica intrinseca em Wi (p), para * = ss, uu, c.

Seja T : V. — W um operador linear limitado entre espagos vetoriais normados.

Denotamos por m(7') a conorma dada por

|wwmw%0}

m(T) = min {

o]
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Proposicao 2.8. Seja f € Dif f(M) um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico. Entao
existe um aberto U contendo f na topologia C" e constantes 0 < A < Ay < p < pg < 1,
fungoes continuas E** : U — C(M,TM), E°: U — C(M,TM) e E* : U — C(M,TM)
tal que para cada g € U ep € M,

1. existe uma decomposicio em subespacos nao triviais
T,M = E(p) ® Eg(p) ® Eg*(p),

onde cada subespaco € invariante por Dg;

2. IDg(p)|essmll < A1 e |1Dg(p)Hpsull < Ais

5. <m(Dg(p)|ee)) € 1DgP)memll < A1

Essa proposi¢ao nos mostra que o conjunto PH (M) é aberto, e numa vizinhanga de um

difeomorfismo parcialmente hiperbdlico as cotas de expansao e contragdo sao as mesmas.

Defini¢ao 2.13 (Difeomorfismo Dinamicamente Coerente). Seja f € PH(M). Dizemos
que [ € dinamicamente coerente se existem duas folheagoes invariantes F¢* e F§*, com Ct-
Jolhas, tangentes a E* e E5" respectivamente. Dessas folheagoes obtemos outra folheagio
invariante F§* N F5 = F7, com C'-folhas, a qual é tangente a E$. Chamamos essas

folheagoes de centro estavel, centro instavel, e central, respectivamente.

Definicao 2.14 (Leaf Conjugated). Sejam f,g € PH(M) dinamicamente coerente. Di-
zemos que f e g sao leaf conjugated ou conjugado por folha se existe um homeomorfismo

h: M — M que leva folhas de F§ em folhas de F; e para qualquer L € F§ tem-se que

Teorema 10. Suponha que f € PH(M) possui uma folheagio central diferencidvel. En-
tao existe um aberto Uy C Dif f(M) contendo f tal que qualquer g € Uy € parcialmente
hiperbolico, dinamicamente coerente, e leaf conjugated a f. A conjugacao depende conti-

nuamente de g.
Demonstragio. A prova pode ser encontrada em [7]. O

Observacao 2.2. Da prova do Teorema temos para R > 0 fizo, que se f satisfaz

as hipoteses do Teorema entao para g suficientemente C"-prozima a f, para algum
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p € M, Wi(p, R) é C"-préximo a Wi(p, R). Em particular, se a folheagio central é
uniformemente compacta, entao para todo g suficientemente C"-proxima a f, para todo

m € M, tem-se que W§(p) é C-prozimo a W (p).

Sejam V' e M variedades compactas. Diremos que f € PH(V x M) é um skew-product

parcialmente hiperbélico se

f(p.q) = (Fy(p), A(q)), (p.q) €V x M,

tal que A : M — M é um difeomorfismo hiperbdlico, para cada ¢ € M tem-se que

F,:V — V é um C'-difeomorfismo o qual depende continuamente de ¢ e

1Al | < I(DFy() 17 < IDF W)l < (Al pwuig) 17, ¥(p,q) € V x M.

55
Eq

Se f € PH(V x M) é um skew-product parcialmente hiperbélico, entdo f é dinami-

camente coerente com folheagao central dada por F§ = {V x {z}: 2z € M}.

Definigao 2.15 (Normalmente Hiperbélico). Seja f € PH(M). A folheagao central é
r-normalmente hiperbolica se para todo p € M, existem constantes \* (p) e A%.(p), onde

*x = Ss,uu, c, tal que

AZ(p) <m(Df(p)

|l < Xy (p),

;) < 1D f(p)

Ai(p) < (AZ(p))",
(AZ(p))" < AL(p).

Alguns exemplos classicos de difeomorfismo parcialmente hiperbélico robustamente
transitivo sdo o exemplo do Shub em T, introduzido no artigo [I5], e um exemplo em T3
introduzido por R.Mané em [10].

Mostraremos um exemplo de difeomorfismo parcialmente hiperbdlico no proximo ca-
pitulo que satisfaz as definigbes mencionadas anteriormente.

Uma propriedade interessante sobre a decomposicao do fibrado tangente é se ela ad-
mite uma decomposicao em conjuntos invariantes, onde os elementos se comportam de
maneira dominada pelas outras fibras. Essa nogao é mais geral do que a de parcialmente

hiperbdlico. Veremos uma definicdo mais concreta a seguir.
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Definigao 2.16 (Decomposi¢ao Dominada). Seja f : M — M e K C M um conjunto
compacto f-invariante. Uma decomposicio Ty M = Ey @ --- ® E; ¢ uma decomposicio

dominada se,
1. para cadap € K e 1 <i <1 tem-se Df(p)(E;i(p)) = Ei(f(p));

2. existem constantes C' >0 e A € (0,1) tal que dado p € K, 1 <i <[ —1, para todo
u € E;i(p) — {0} ev € Ei11(p) — {0}, tem-se para todo n > 1

IDF @I _ oy IDS I

] o]



Capitulo 3

Exemplo Berger-Carrasco

Neste capitulo apresentamos um exemplo introduzido por Pierre Berger e Pablo D.
Carrasco, no artigo [3]. Este exemplo construido em T* ¢ um C'-skew product robusta-
mente transitivo, parcialmente hiperbélico em T#, com acdo nao hiperbélica na homologia.
Ainda mais, nos artigos [3] e [11], foi provado que este skew product é conservativo, er-
gbdico, ndo uniformemente hiperbdlico e suas fibras centrais nao admitem decomposicao
dominada em duas fibras.

Considere a familia de difeomorfismos em T? dada por
s, 1 T? — T2
(r,y) — (2rsinz + 2x — y, ),

a qual é uma familia de mapas conservativos conhecido como Chirikov-Taylor maps ou

Standards maps. A orbita (x,,z,_1) de s corresponde a solugao da equagao em diferenca
A%z, = 2,y — 2%, + 2,1 = ksin(2ma(t)),

a qual é a versao discreta da equacgdo do péndulo 2”(t) = K sin(2rz(t)). Apenas para
valores de r suficientemente pequeno esta dindmica se aproxima do fluxo de fase do pén-
dulo, visto que o péndulo ¢ sempre integravel para todo r e o standard map ¢é integravel
apenas para k = 0.

Seja A € SL(2,7Z) uma matriz hiperbdlica . Para cada N > 0, definamos o difeomor-

fismo
fn: T? x T? — T? x T?
(@, y,z,w) = (sn(z,y) + Ppo AN (z,w), APV (2, w)),

onde P,(z,y) = (x,0) e [2N] é a parte inteira de 2N.

Para N suficientemente grande, fy ¢ um skew-product parcialmente hiperbdlico.

44
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Pierre Berger e Pablo D. Carrasco introduziram este exemplo no artigo [3], onde pro-
varam que fy é ndo uniformemente hiperbélico. Isto é, fy : T* — T* é nao uniformemente
hiperbdlico com respeito a medida de Lebesgue p se para u-quase todo ponto p € M vale,

para todo v € T, T*

1 .
Jim -~ log [|df* (v)]| # 0.

Nosso trabalho é baseado no artigo [6], onde mostram que fy é robustamente topo-
logicamente transitivo. Uma propriedade importante deste exemplo é que ele nao possui

decomposicao dominada nas fibras centrais. A seguir apresentamos o resultado principal.

Teorema Principal. Para N suficientemente grande, fn é robustamente topologicamente

transitiva. Ainda mais, fy € robustamente topologicamente mizing.

A prova do teorema sera feito no Capitulo 4, secdo 4.1. A seguir mostraremos algu-
mas propriedades de fy, entre elas provaremos que é parcialmente hiperbdlico para N

suficiente grande.
Considere {e®,e"} a base ortonormal formada pelo autovetores correspondente aos

autovalores A < 1 < % do Anosov A.

Proposicao 3.1. Para N suficientemente grande, fy € parcialmente hiperbélico, com a
diregio central E¢ = R? x {0}, e subespacos unidimensionais que vio gerar as diregoes
estavel e instavel E° e E", respectivamente. Ainda mais, existe uma campo vetorial
diferencidvel

M > pr (ap,e") € R* x R?
tal que:
e Para todop € M, Dfy(ay, €)= >N (o), €") e (ap, e*) é tangente a E*.
o llap = ANPy ()] < A
Um resultado similar vale para a direcao estdvel E*.

Demonstragio. Calculando a derivada de fy em p = (x,y, 2, w) € T* obtemos

Dfn(p) = [ DsNéx,y) PZSNA ] ’

onde

2Ncosx +2 —1
Dsy(p) = l ] 0 1 .
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Assim, para v = (v,,0,0) € £, (p) segue que D fy(p)v = (Dsy(z,y)ve, 0,0). Como sy é

invertivel, temos que 5 < ||Dsy|| < 2N. Portanto,

| = ||Dsn|| < 2N.

EJSN

1 1y 1oy
s < IDsa It = IDfwlst 7 < D

Por outro lado, para p € M considere

0
ap =M 3" NND sy Dy s (Pal(e)),

k=—00

onde (z;,;, 2, w;) = fi(p). Observamos que
E*(p) = Ry, "),
é uma campo de linha diferencidvel em M, visto que ||\*N Dsy|| < % < 1, e similarmente

para as derivadas. Note também que

logy = A Po(e")[| < A,

D, fn(ay, e") = (D(xmyo)sNap + uNPgt(e“)7 ,uZNe“) = L.

De fato

D:v SN, + NPJ,‘ e
(zo,y0) NMPQN p ( ) = )\QN(D(IO’yO)SNOép +,UNPz(eu)>

é equivalente a

0
/\NPOC<6U) + )‘QND(J?o,yO)SN()‘N Z )‘ZNkD(Iflvyfl)SN T D(I—kyy—k)SNPw(eu))

k=—o00

0
= )‘NPx(eu) + AN Z )‘ZN(k—i_l)D(wo,yo)SN T D(wfk,yfk)SNPx(eu)) = Qfn(p)-

k=—0o0

Concluindo o resultado. O

Observacao 3.1. Note que a a¢ao na homologia
(2 1) m (TR) - B (T5R

de sy € unipotente, e portanto a a¢ao na homologia de fx nao é hiperbolica. Logo fx ndao
¢ hiperbolica. Note que as fibras horizontais nao admitem decomposicio dominada, visto
que D fx|r2xq0y = Dsn, e agdo na homologia de Dsy se comporta como wm mapa do tipo

twist e por isso nao pode ter nenhum subfibrado invariante de dimensdo 1 na central.
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Sabemos que um difeomorfismo parcialmente hiperbdlico nem sempre tem o espaco

central integravel. Porém a direcao central de fy é integravel, como mostrado a seguir.
Proposicao 3.2. fy é dinamicamente coerente.

Demonstragao. Tomando W (p) = {T? x {p}}, temos que
W5, (0) = T,T2 x {0} = E<(p).
Logo fn é dinamicamente coerente e sua folheagao central é
J?:{TQX{Z}:ZGTQ}.
[

Observacao 3.2. fy € 2-normalmente hiperbolico, para N suficientemente grande. Visto

que N2V < (2N)~%, para N suficientemente grande.

Proposigao 3.3 (Conjugado por folhas). Dado € > 0 pequeno, para N suficientemente
grande, existe uma C?*-vizinhanca Uy contendo fy tal que se g € Uy, entdo g é dina-
micamente coerente, suas folhas centrais sao C?-subvariedades, g é conjugado por folhas

para fy, e para todo p € T*, a C*-distancia entre Wg(p) e WE (p) € menor que e.

Demonstragio. Como vimos na observagao [3.2, para N suficientemente grande, fy é 2-
normalmente hiperbdlico, dai por [7], temos que fx é plaque expansive. Assim, segue do
Teorema que existe uma C?-vizinhanca Uy de fx, tal que se g € Uy, entdo ¢ ¢ dinami-
camente coerente, conjugado por folhas a fy e suas folhas centrais sdo C?-subvariedades.
Como as folhas centrais de fy sao uniformemente compactas, temos, pela observagao [2.2]
que se Uy é suficientemente pequeno, entdo para todo g € Uy e p € T* as folhas centrais

W(p) e Wi, (p) sdo e-proximas na topologia C2. O

Considere a involugio Z(x,y, z,w) = (y,x, z,w) para (z,y, z,w) € T*. Uma caracte-

ristica importante do mapa fy é dada pelo seguinte lema.

Lema 3.1. O mapa fy' é conjugado ao mapa

pela involucao I.
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Demonstragio. Considere as involugoes

R(z,y) = (y, ),

J(z,y) = (2,22 —y + Nsinx).
Podemos reescrever sy da seguinte maneira,
Ro J(x,y) = R(x,2x —y+ Nsinz) = (2r —y + Nsinz, x) = sy(z,y).
Portanto sy' = .J o R. De fato,
JoR(z,y)=J(y,z) = (y,2y — x — Nsiny) (3.1)
Aplicando R o J temos
Ro J(y,2y —x+ Nsiny) = R(y,2y — (2y — z + Nsiny) + Nsiny) = R(y,z) = (z,y).
Considere
(a,b,c,d) = (sy(x,y) + Py o A=W (2 w); APN (2, w)).
Note que (z,w) = A7?N(¢, d). Disso decorre que

(2,y) = sy ((a,b) = Py o A% (z,w)) = s5'((a,0) — P, o A™(c, d))
= J(R(a,b) — P,o Ro A"V (c,d)).

Como

J((3,5) — (0,k)) =(i,2i — j + k + Nsind) = (i,2 — j + Nsind) + (0, k)
=J(i,j) + (0, k)

Segue que
J(R(a,b) — P,o Ro A™N(c¢,d)) = J o R(a,b) + P,o Ro A~N(c,d).
Com isso temos que
fx'(a,b,e,d) = (J o R(a,b) + P,o Ro AN (c,d), A= (¢, d)).
Tomando a involuc¢do R*(a, b, c,d) = (R(a,b), c,d) segue que

R*o fy'o R*(a,b,c,d) = (sy(a,b) + Poo Ro AV (c,d)), A= (¢, d)).
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Com este lema poderemos extrair propriedades para fy e fy' , uma vez que a involucao
T nos diz que fy e fy' se comportam da mesma maneira, apenas mudando as coordenadas

Tey.

Lema 3.2. Para N suficientemente grande, existe uma C*-vizinhanca Uy de fy tal que
para qualquer g € Uy, para qualquer ponto p € T* e para qualquer vetor unitdrio v =

(ULmUy)Uza Uw) € E;m(p) temos
AV (IPo(eM)]| = 3AY) < Jug| < AV([|Po(e®)]| + 3AM).

Demonstra¢io. A prova se encontra em [3]. Pelo Lema e considerando P,(z,y) =

(0,y), obtemos um resultado analogo para a diregao forte estével. n



Capitulo 4

fn € Robustamente Transitivo

Neste capitulo vamos mostrar que o difeomorfismo fy introduzido no Capitulo 3 é
robustamente transitivo, mais ainda é robustamente topologicamente mixing. Esta pro-

priedade para fy foi provado por Pablo D. Carrasco e D. Obata em [6].

Para p € T*, identificaremos T,T* = R*. Uma vez que a fibra central E° de fy ¢é

tangente as fibras horizontais, por um abuso de notacao, escrevemos
E°=R?x {0} = R%

Definimos m, : T? x T? — T? e proj, : R* — E¢ como as projecoes correspondentes. Da
mesma forma, uma vez que as dire¢oes hiperbélicas E5 e E% de A em T? sdo constantes,
por abuso de notagdo, escreveremos E* C R % = s, u, para as dire¢des que determinam

em R*. Se v € RY, escrevemos v = (v, vs, v, ) usando a decomposicio
R'=E°‘® E5 © EY.
Para o > 0, defina o cone estavel de tamanho « sobre p por
Ci(p)=A{ve Tp"]I‘4 20 = (Vey Vs, V) = Ve + v]| < s}

Note que C2 = {C3(p) } per+ ¢ um campo de cones continuo sobre p. Analogamente defini-

mos o campo de cones instavel C* de tamanho «,
Chp) = {v € TyT : v = (Ve, s, V) : ||ve + 4| < vy}

Lema 4.1. Fize a > 0. Se N for suficientemente grande, existe uma vizinhanga aberta
Un de fx em Dif f(M) tal que para cada g € Uy, a diregdo estdvel forte E3* de g estd

contida em Cj. Da mesma forma, a diregio forte instdvel E;" de g estd contida em Cy.

20
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Demonstracao. Note que

1
ﬁ < m(DSN) < HDSNH < 2N7

M <m(P, o AN) < ||Pyo AV < A7V,

Por outro lado a taxa de expansdo e contracao de A2Y é A72V e A2V respectivamente. A
qual é exponencialmente maior que a estimativa anterior. Por um simples calculo obtemos
o desejado para fy. Como as cotas valem para uma C'-vizinhanca de fu, o resultado

segue. O

Considere I(N) = (—QNIT?,2NIT?) e C = {g + [(N)} U {37” + [(N)}. Definimos

Crit* = C x St x T?,
Crit® =S x C' x T?.

Chamaremos de regiao boa os conjuntos G* = (Crit*)¢, onde * = s, u.

PJI\Q
OTitu CTitu
o ey G
[
n s
2 2

Figura 4.0.1: Regiao Boa Instavel
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Observacao 4.1. Se p = (z,y,z,w) € G*, entao |cosx| > N7,
Definicao 4.1. Para 6 > 0, definimos os cones horizontal e vertical de tamanho 6 como

Co” = {v = (vz,vy) € E°: [l || < Ol|vall},
Co” = {v = (va,vy) € E - Jlug|| < Olfvy |-
A partir daqui fixe 0 = N7,
Lema 4.2. Para N suficientemente grande, existe uma C*-vizinhanca Uy de fy tal que
sege Uy epe G, entao

or - or 1
v € Cy”" = proju(Dg(p)v) € G e [|Dg(p)v]| > N=|v]l.

Ainda mais, se y é uma C*'—curva contida numa folha central satisfazendo

dy(t)

o ) € Chom para todo t;

1. proju(
2. o comprimento de v é maior que N7,

Entao a curva g o~ tem comprimento maior que 47 e sua projecao horizontal € tangente

a Ch‘”".

Demonstragio. Seja p € G* e v = (u,v) € Ci", temos que

Jul

, NTo ,
>0|u| (N]cosx] —-2- 4N§> > 0u| (NZO —-2- 4N§)

N7 N1

Agora, seja v = (u,v) € CI°" unitdrio, temos

O(|Ncosz + 2||u] — |v|) =0]ul| <|Ncosx +2| — ||> > Olu| (|Ncosx +2| — )

1D (p)(u, v)l| = ([Ncosz + 2u| — |v]) = [u] (|Ncosz + 2 — 0)

H( )H (|Ncosx +2| —60) > ;(|Ncosx+2\ —0)

w

Com isso se 7y ¢ uma curva satisfazendo a hipotese entdo I(fy(7)) > N2NT

4.

8l

I

E
Y
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Lema 4.3. Para N suficientemente grande, existe uma C'-vizinhanca Uy de fy tal que

se g € Un wale que:

1. Se~" C F," € uma curva ndo trivial, entio existe um ponto p € ¥* e um nimero

n, > 0 tal que g"(p) € G*, para todo n > n,,.

2. Se y* C F;* € uma curva nao trivial, entao existe um ponto p € ¥* e um nimero

ns > 0 tal que g~ "(p) € G*, para todo n > ng.

Demonstracao. Seja N suficientemente grande e Uy um conjunto aberto contendo fy
satisfazendo o Lema |3.2] Tome g € Uy e v* uma curva nao trivial contida na variedade
instdvel de g. Note que quanto maior ¢ N menor é AN (||P.(e*)|| + 3AY)~1, com isso
tome n, > 0 o0 menor inteiro tal que g™ (7*) tem comprimento maior que A~V (|| P, (e)|| +
3AV)~L. Pelo Lema [3.2] temos que
(ym, NG")
()

Podemos entao tomar uma curva v, ., C 7, conexa, compacta, contida em G*, com
u u

~1—10NT.

1

comprimento maior que ;. Veja também que para N suficientemente grande e qualquer

curva 7 contida numa variedade instavel forte com comprimento maior que % tem-se que
Ug(7) > AV ([Po(e)]] +3A) 7,

disso decorre que I(y% 1) > A N(||P.(e*)] + 3AY)"'. Assim, obtemos uma sequéncia

decrescente de curvas compactas:

u u u
e ’Ynu+3 C rYnu—l—Q - I)/nu—&—l?

tais que ¢/(v% ,,,) C G*, para j =1...n— 1. Tome

P € () Yusn:
neN

por construcao, basta tomar p = g™ (p") para concluir o lema. O

Lema 4.4. Existe uma constante R > 0 com as sequintes propriedades: Para N sufici-
entemente grande, existe uma C*-vizinhanca Uy de fn tal que para g € Ux e quaisquer

dois pontos p,q € T*, temos que para todo z, € Wi(p), existe zg € WS(q) tal que

W, (2p; R) N W5 (245 R) # 0.
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Demonstragiao. Vamos provar o resultado primeiro para fy com NN suficientemente grande,
e depois usaremos o fato da transversalidade ser uma propriedade robusta para concluir
que vale para uma vizinhanca Uy de fy.

Considere 7, : T* — T? a projecdo no segundo toro. Como A?Y : T? — T? é Anosov,
temos que existe By > 0, tal que para qualquer p,q € T? as variedades W3(p; R;) e
W(q; Ry) se intersectam transversalmente. Pelo Lema existe Ry > R tal que para
p €T,

Wi(my(p); Ri) C mo(Whi (p; Ra)).-

Para todo p € T*, considere as seguintes C'~'-subvariedades
WepiRy) = U Wi(g; Ry,
a€Ws, (p)
Wity Ry) = |J  Wpi(g; Ra),
qeWs, (p)
pela escolha de Ry, Ry, para todo pi,ps € T4, as variedades W (p1; Ra) e WEL(p2; Ry) se
intersectam transversalmente. Logo pelo Corolério (1] esta intersec¢ao é uma subvariedade.
Ainda mais é uma folha central, o que conclui a prova para fy.
Como W*(+; Ry) e Wit(+; Rg) variam continuamente com relagio a g, existe uma

vizinhanga Uy tal que se g € Uy, entdo a interseccao das variedades

We(psRe) = | We(q; Ra),

qgEWE(p)
Wit(pi Re) = | W™ (g; Ra).
qEWE(p)
é transversal, o que conclui a prova. O

Proposicao 4.1. Para N suficientemente grande, existe uma Cl-vizinhanca Uy de fy
tal que para todo g € Uy e todo aberto U C T*, existe um niimero n’, > 0 com as sequintes

propriedades: para todo n > n! , existe uma C'-curva v, C g"(U) satisfazendo:

1. v esta contida numa folha central;
2. mu(h) € tangente ao Cho";
3. vt tem comprimento maior que 4w;

4 U Wgt(g R) C g"(U).

a€vt
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Analogamente, existe um nimero n’, > 0 tal que para todo n > n’,, existe uma curva ot

v C g ™(U) satisfazendo:
1. v, estd contida numa folha central;
2. wn(7,) € tangente ao CJ°";

3. 7, tem comprimento maior que 4m;

4. U W@ R) c g(U).

qE€EYn

Demonstragio. Tome N e Uy que satisfacam os Lemas [£.3] e 4.4l Seja g € Uy. Dados U
e V abertos em T* escolha uma curva instével v* C U. Pelo Lema existem n, > 0 e
2z, tal que ¢g"(z,) € G*, para todo n > n,. Defina z := ¢g™(z,). Como g"(U) é aberto e
2t € g"(U), podemos escolher uma curva v+ C g"(U) N G* N W (2") centrada em 27,
tal que sua projegao horizontal 7y, (") é um segmento horizontal no toro T?. Segue do
Lema que m,(g(7")) é tangente a C2" e I(g(v")) > N2l(F).

Defina W' (27) = g"(y"). Para todo p € W,/ (27), se p € G* e T,W,/(2T) C C}r
entao Ty Wi (21) C Cj°", visto que o cone horizontal de tamanho 6 ¢ invariante pela
derivada de ¢g nos pontos de G*. Lembremos que a distancia entre os bordos de G* é
N~

Observe que Wy (27) = 4T estd contido em G* e projh(%(t)) € Chor Vt. Pelo item 2
do Lemal[d.2] segue que TW; (2+) C Cp". Assim, se p € G* e (u,v) € CJ*" vetor unitario,
entao

IDg(p)(u,0)]| > N2

Seja k € N o maior nimero tal que ¢’(y*) C G, para todo 1 < j < k. Como a

. . 1
derivada nos pontos de G* expandem os vetores em CI°" por no minimo N2 e preserva

o cone Cho" | tem-se que ¢’(yT) satisfaz as condigoes do item 2 do lema [4.2 para todo
1<j<k

Suponha que ko é o menor inteiro tal que dG* N W,/ (27) # 0. Defina ~; como a
componente conexa de W,:FO N G contendo g (z1), tal que a componente intersecta dois
bordos de G*.

Observe que ’y,:g tem comprimento de no minimo N ’%, estd contida em G" e T’yl:; C

Chor. Logo, pelo lema
(i) > 4,
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Crit" Crit"
+
Yk
< o
G = G
° [ ]
Figura 4.0.2

Te(vy,) C Cp,

9(72;) C WI;E-H'

Lembremos que
G = {(x,y,z,w) €T 2N~ < |z — g] <ON“H ou 2NTT|z— 77‘ < 2N—i‘o}.

Note que cada componente conexa de G" tem dois bordos. Como a regiao critica so
depende da coordenada z, tem-se que a derivada Dg(p) expande qualquer vetor em Cg;r
por N%, para todo p € G".

Vamos construir as curvas v,” C (1) para n > ko + 1. Primeiramente faremos
para n = ko + 2. Veja que Py(m (v ,,)) = S'. Considere 7, , a componente conexa da

interseccao G* N~} ,1(z"), a qual intersecta os dois bordos de uma componente conexa

de G*. Defina v, (") = g(7{, ,1), por construcéo

((Vyra(27)) > dm e Tg(y2(27)) C G,

seguindo esta construcao indutivamente, obtemos as curvas v, (z") satisfazendo o dese-
jado. De maneira andloga constroi-se as curvas 7, (z1).

Considere n; > 0 tal que para n > n;, existe uma C'-curva 7" C ¢"(y") com
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comprimento maior que 47 e m,(y") é tangente a Cpo". Tome r > 0 tal que

U wy"(@r) c g™(U).

a€vt
Fixe ny € N tal que para p € 7© e n > ny, temos W;"(g"(q); R) C g"(W;"(q;7))-

Tomando n!, = max {ny,ns}. Entdo para n > n! temos

U Wy (@ R) c g"(U),

IS

o que conclui a prova para a curva v, . Para o segundo caso basta tomar g—'. [

Seja Fper = {{2} x T?: 2 € T?} a folheagao vertical. Para cada p, a interse¢do de
Wi (p) e {z} x T? é um tnico ponto. Portanto, para g C'-préximo a fy temos que W (p)
intersecta cada folha {z} x T? em um tnico ponto, para todo p € T*. Dai para p;, ps € T?,

podemos definir o seguinte mapa

ho oyt We(p1) — Wi(p2)

p1,p2

p = W;(pQ) N -Fve’r(p>'

Veja que hzfﬁ 1, € 0 mapa identidade, independente de p1, ps.

Para p,q € M com g € W}? (p) defina a holonomia estdvel entre p e g por

Hy ™ = Wi, (p) = Wi, (9)

p.q

w = Wi (w) N W5 (q).

Definimos a holonomia com relacdo a g de maneira similar. Assim como definimos simi-

larmente a holonomia instavel considerando a variedade forte instavel.

Sejam X e Y dois subconjuntos nao vazios de um espago métrico (M, d). Lembremos
que a distancia Hausdorff dy (X,Y") é dada por

dy(X,Y) = max {sup inf d(x,y), sup in)f( d(x,y)} :

zeX YEY yeY TE€

Lema 4.5. Para todo € > 0, existe Ny := Ny(e) com as sequintes propriedades: Para
N > Ny existe uma Ct-vizinhanca Uy de fn tal que se g € Uy, p€ T e q € W (p; R),

entdo deo(hy ., H>9) < e.
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Demonstragio. Fixe e > 0. Provemos primeiramente para fy, com N suficientemente

grande. Considere as diregoes
R* = E°@ ES @ EY4.

Defina X* = {0} x e® como o campo vetorial, tal que e* é o vetor unitirio que gera a
direcao estavel do Anosov Linear A. Seja {X}}, o fluxo gerado por X*. Como fy é um

skew-product temos que
ma (W3 () = Wilma(p)).

Em particular, para p € T* e g € W2 (p; R), existe um tnico T'(¢) € R tal que Xé(q)(.) é
um difeomorfismo entre W§, (p) e Wy, (q). Note que por construcao h/¥(p) = X7, para
m € W¥ (p).

Segue do Lema , tomando v < 5, para N suficientemente grande, £ esta contido
no cone C¢ de tamanho a em volta da dire¢do {0} x E%. Logo, para cada p € T, a
distancia de Hausdorff entre a variedade estével W7 (p, R) e o pedaco de rbita X rj(p)

é menor que €. Pela defini¢ao de H;”JN concluimos que dCO(hng, H;;({N ) < e ]

4.1 Prova do Teorema Principal

Nesta secao provaremos o [leorema Principall Lembrando que provaremos que para N

suficientemente grande, fy é robustamente topologicamente transitiva. A ideia da prova
é utilizar as curvas obtidas na Proposicao para obter duas sequéncias de curvas que se
intersectam a partir de um certo iterado. Lembremos também que os resultados obtidos

anteriormente valem para uma vizinhanga de fy, isto é, as propriedades sao robustas.

Demostragao do Teorema Principal. Tome € > 0 suficientemente pequeno e N suficien-
temente grande satisfazendo os Lemas [{.4] [£.5] e a Proposigdo 4.1l Sejam g € Uy e
U,V C T* abertos quaisquer.

Aplicando a Proposi(;éoa U para o futuro e a V para o passado obtemos n!,, n’, > 0
e pu,qn € T4, tal que existe uma curva ’y:;u C Wepa) N g"«(U) quase horizontal e uma
curva v, C W¢(gn) N g™"(V) quase vertical, para cada n > n/,.

Pelo Lema existe z, € T* tal que

Wgcu(pu; R)N W;S(Qn; R) = W;<Zn; R).
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s,g9 —
an.zZn ( )

-~
‘n

W (an)

Figure 1: Intersection between Hg?. (v, ) and H ;:‘(‘];n(",v::‘)

Figura 4.1.1: [Carrasco-Obata’2021]

Note que a imagem hJ _ (v, ) ¢ C-préxima a uma curva vertical de comprimento 4.

5,9 ) A A O_ A i

Portanto, pelo Lema Hy9, (7, ) € também uma curva C”-préxima a uma curva verti

cal. De modo andlogo, H9, (v, ) é uma curva C°-préxima a uma curva horizontal. Como

ambas as curvas estao contidas na folha central W (z,, R), tem-se H>9_ (v, ) intersecta
In ) ) dn,Zn \ I

u, —
Hpu?zn (7n> em um ponto m,,.

Pela Proposicao , temos que m,, € ¢"«(U) N g~™(V), disso decorre que
g (U NV £ 0.
Assim, concluimos que, se n > n, + n.,, entao
g (U)NV #£0.

Portanto, g é topologicamente mixing, para todo g € Uy. Assim, fy é topologicamente

mixing. Em particular, fy é robustamente mixing.
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