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Resumo

Toda distribuicao de probabilidade conjunta traz consigo informacgoes a respeito do com-
portamento individual de cada variavel (distribuigdes marginais) e da estrutura de depen-
déncia que guia a relagao entre elas. A modelagem estatistica por meio de fungoes coépula
proporciona uma analise individual, possibilitando o estudo minucioso das estruturas de
associagao que orientam um vetor aleatério. Uma cépula de interesse (e objeto de estudo
desta dissertagao) é a copula Power Variance Function (PVF). Ela parte da distribuigao
PVF univariada de trés parametros, derivada como uma extensao da distribuicao estavel
positiva. A classe de cépulas PVF abarca uma familia de cépulas Arquimedianas, que
inclui as copulas de Clayton, Gumbel e Gaussiana Inversa como casos especiais. Inicial-
mente, neste trabalho foi exposta uma revisao geral sobre copulas, contendo as principais
defini¢oes, propriedades basicas, teorema de Sklar, limitantes de Fréchet-Hoeffding, medi-
das de dependéncia/associacao e familias paramétricas, bem como identificar os principais
resultados conhecidos a respeito da cépula PVF, tanto no caso bivariado como multiva-
riado. Além das medidas de dependéncia usuais (7 de Kendall e p de Spearman), outras
medidas como ( de Blomqvist e v de Gini foram investigadas; neste sentido, simula-
¢oes das medidas de dependéncia da cépula PVF com diferentes valores (isto é, diferentes
combinagoes de pardmetros) foram realizadas. Em adigao, foram desenvolvidas discussoes
sobre a relacao da copula BB9 com a copula PVF, apresentando também uma demons-
tracdo de que a cépula PVF é uma subclasse da classe de cépulas Arquimedianas. Por
fim, foram expostos trés métodos para a geracao de dados a partir da copula PVF e seus
casos especiais, e realizados um estudo de simulacdo e um estudo de caso (aplicacdo a

dados reais).

Palavras-chave: copula BB9, copula PVF, familia Arquimediana, medidas de concor-

dancia.



Abstract

Every joint probability distribution brings with it information about the individual beha-
vior of each variable (marginal distributions) and the dependency structure that guides
the relationship between them. Statistical modeling through copula functions provides
an individual analysis of these elements, enabling a detailed study of the association
structures that guide a random vector. A copula of interest (and object of study of this
dissertation) is the Power Variance Function (PVF) copula. It starts from the univariate
three-parameter PVF distribution, derived as an extension of the positive stable distri-
bution. The PVF copula class comprises a family of Archimedean copula that includes
Clayton, Gumbel and Inverse Gaussian copulas as special cases. Through a methodologi-
cal approach of literature review, it was possible to present in this work a general review
of copulas, containing the main definitions, basic properties, Sklar’s theorem, Fréchet-
Hoeffding bounds, dependence/association measures and parametric families, as well as
identifying the main known results regarding the PVF copula, both in the bivariate and
multivariate cases. In addition to the usual dependency measures (Kendall’s 7 and Spear-
man’s p), other measures like Blomqvist’s  and Gini’s  were investigated; in this sense,
simulations of the PVF copula dependence measures with different values (i.e., different
combinations of parameters) were performed. In addition, discussions were developed
about the relationship of the BB9 copula with the PVF copula; specifically, we presented
a demonstration that the PVF copula is a subclass of the Archimedean copula. Finally,
three methods for generating data from the PVF copula and its special cases, as well as

simulation and case studies, were provided.

Keywords: BB9 copula, PVF copula, Archimedean family, concordance measures.
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Capitulo 1
Introducao

Na &area da Estatistica, uma copula desempenha um papel crucial ao formular
uma distribuicao multivariada que pode representar diversos tipos de dependéncia. A
construcao dessa distribuicao envolve a utilizagao de uma cépula juntamente com uma
transformacao simples aplicada a cada varidvel. Essa transformagdo tem como objetivo
garantir que cada variavel, apds ser transformada marginalmente, siga uma distribuicao
uniforme. Uma vez realizada essa transformacdo marginal, a estrutura de dependéncia
pode ser expressa como uma distribuicdo multivariada sobre as variaveis uniformes obti-
das. Em esséncia, uma cépula é precisamente isso: uma distribuicao multivariada sobre
variaveis aleatorias uniformes. (Nelsen, 2006)

Nos tltimos anos tem crescido o interesse por modelos que incorporem mais in-
formagoes no sentido de modelagem de eventos conjuntos. Como consequéncia, o uso da
teoria de cépulas tem se tornado popular, uma vez que permite ligar distribui¢oes mar-
ginais univariadas para formar uma distribuicdo conjunta. As cépulas tém sido bastante
utilizadas para a modelagem de dependéncia entre dados multivariados, principalmente
nas areas biolégicas, ciéncias atuariais e financas (ver, por exemplo, Embrechts et al.,
2003; Cherubini et al., 2004; Nelsen, 2006; Kolev et al., 2006; Jaworski, 2010). Gakes
(2001) e Goethals et al. (2008) exibem algumas relagoes entre modelos com fragilidade e
modelos de copulas.

Ja que uma cépula é uma fungao que liga as distribui¢oes marginais das varidveis
aleatorias a sua distribuicao conjunta, em diversos casos, as distribui¢goes marginais sao
conhecidas (ou podem ser estimadas) e a distribui¢ao conjunta é desconhecida (ou pode
ser dificil de estimar).

A copula de interesse do presente estudo é a cépula Power Variance Function,
também conhecida como cépula PVF. Essa é uma cépula versatil, por possuir casos par-
ticulares (Clayton, Gumbel e Gaussiana Inversa) comumente utilizados nos estudos de

modelagem. Apesar dessa versatilidade, diante dos materiais pesquisados, pouco se en-



contra sobre essa copula, como, por exemplo, suas medidas de dependéncia (além do 7 de
Kendall). Este estudo realizou uma revisao bibliografica sobre a cépula PVF, de forma a
reunir todos os materiais (desde o ano de 2017) que desenvolveram estudos dessa cépula

ou qualquer mengao sobre a mesma.

1.1 Objetivos

Neste trabalho serd apresentada uma analise do comportamento da copula PVF
e dos seus casos especiais e limitante, das medidas de dependéncia usuais (7 de Kendall
e p de Spearman) e de outras medidas como ( de Blomqvist e v de Gini. Além disso,
seréd investigada a relacdo da cépula BB9 com a copula PVF, buscando entender se essas
copulas sdo iguais e, caso sejam, qual a correspondéncia entre seus parametros. Por fim,
serd exibida uma demonstracao de que a cépula PVF é uma subclasse da classe de copulas

Arquimedianas.

1.2 Organizacao do Trabalho

O presente trabalho esta dividido em sete capitulos, sendo estruturado da seguinte

forma:

e O Capitulo 2 contém uma breve revisao dos conceitos basicos de fungoes cépula,

bem como suas medidas de dependéncia e concordancia;

e O Capitulo 3 apresenta a distribuicio PVF e seus casos especiais, bem como a
copula PVF e suas medidas de dependéncia e concordancia. Também prova-se que
a copula PVF é uma subclasse da classe de cépulas Arquimedianas e discute-se a

relacao entre a copula PVF bivariada e a copula BB9 bivariada;

e O Capitulo 4 aborda dois métodos comumente utilizados para a estimac¢ao de mo-

delos de copulas: maxima verossimilhanga e inferéncia para as marginais;

e O Capitulo 5 inicia com a exposicao de trés diferentes abordagens para a geracao
de dados utilizando a cépula PVF e seus casos especiais e limitante; em seguida,
apresenta um estudo de simulagao feito para avaliar o comportamento dos estima-
dores dos parametros da copula PVF, bem como uma aplicagao a dados reais, para

analisar a qualidade do modelo PVF' e seus casos particulares;

e O Capitulo 6 apresenta as consideracoes finais deste trabalho, além de propostas de

trabalhos futuros.



Capitulo 2
Conceitos Basicos

Este capitulo inicia com a definicao de coépula, bem como um breve contexto histo-
rico. Em seguida, apresenta-se a definicao de cépula bivariada e multivariada, o teorema
de Sklar e os limitantes de Fréchet-Hoeffding. Por fim, sao descritas as principais medi-
das de dependéncia: coeficiente de correlacao linear, 7 de Kendall, p de Spearman, [ de
Blomqvist, v de Gini e dependéncia de cauda.

De acordo com os dicionarios Michaelis (2008) e Priberam (2021), a palavra cépula

origina-se do latim copula, possuindo os seguintes significados:
i) unido, jungao;
ii) ato sexual, coito, copulagao.

De acordo com Lloréns (2017), a cépula é “o que resta” de uma fungao de distri-
bui¢ao conjunta, dada a exclusdo do comportamento marginal das variaveis aleatorias.

A primeira referéncia em um artigo de Estatistica, usando a palavra “copula” no
titulo ou como uma palavra-chave, ocorreu em 1981, por Schweizer e Wolff (ver Schweizer
e Wolff, 1981).

Sob a perspectiva estatistica e matematica, Nelsen (2006) define cépulas inicial-
mente de maneira simples, indicando elas como func¢oes que juntam ou acoplam funcoes
de distribuigao multivariadas (ou multidimensionais) as suas fungdes de distribui¢ao mar-
ginais univariadas (ou unidimensionais). De forma alternativa, ele compreende cépulas
como sendo fungoes de distribuicao multivariadas, cujas marginais unidimensionais sao
uniformes no intervalo (0, 1).

De acordo com Fischer (1997), as cépulas sdo de interesse de estatisticos, visto que,
por meio delas, é possivel estudar medidas de dependéncia livres de escala (free-scale);
e também por elas constituirem um ponto de partida para a construcao de familias de

distribui¢oes multivariadas.



2.1 Definicao e Propriedades

Nesta secao, baseada em Cherubini (2004) e Nelsen (2006), serd apresentada a
definicdo analitica de funcdo cépula e suas propriedades fundamentais, para os casos

bivariado e multivariado.

Coépula Bivariada

Uma cépula bivariada (cépula bidimensional ou 2-cépula) é uma funcao
de distribuigao bivariada C' : [0,1]* — [0,1] com distribui¢gdes marginais U(0, 1), isto &,
C(u,v) =P(U < u,V <w), com U,V ~ U(0, 1).

Uma copula possui as seguintes propriedades:
(1) Yu € [0,1], C(u,0) =0 = C(0,u);
(2) Yu € [0,1], C(u,1) =ue C(l,u) = u;
(3) Desigualdade retangular: Yuy, us, vy, vy € [0, 1], tais que u; < us e vy < v9, tem-se:

C(U,Q,Ug) — C(U,Q,Ul) — C(Ul,’l)g) + C’(ul,vl) Z O

Coépula Multivariada

Sejam S, ...,5; subconjuntos nao vazios de , H uma funcao real de d varidveis
tal que o dominio de H é DomH = S; x Sy X -+ x Sy, e seja também B = [a,b] =
([a1,b1] X [ag,bs] X -+ X [ag, bg]) um cubo d-dimensional em que os vértices estao contidos
em DomH e a < b, para todo a; < b,, k =1,2,...,d. Entao, o H-volume sobre o cubo

d-dimensional, B = [a, b], é dado pela aplicagao sucessiva do operador diferenca, isto é,
Volg(B) = AYH(z) = AL A2 - Azdd H(xy,xo,...,14),

em que os pontos sobre os quais sao aplicadas as diferengas sdao os vértices do cubo d-
dimensional.
Uma cépula multivariada ¢ uma funcio de distribuicio d-dimensional C': [0, 1]¢ —

[0, 1], em que as marginais sao U(0, 1), e satisfaz as seguintes propriedades:

(1) C(uq,...,uq) é crescente e continua em cada um de seus componentes u;, para todo
1=1,...,d,;

(2) Yu € [0,1]¢, C(u) = 0 se pelo menos uma coordenada de u tende a zero, e C'(u) = 1

se todas as coordenadas de u tenderem para 1;

(3) VOIC(Sl,...,Sd) Z O,VS]c = (ak,bk] g I= [0, 1], k= 1, Ce ,d.



Um importante teorema que relaciona as distribui¢oes multivariadas com as fun-
¢oes copula é o de Sklar.

O teorema de Sklar estabelece que qualquer funcao de distribuicdo multivariada
pode ser decomposta em duas partes: a funcao de distribuigao marginal de cada variavel
e uma copula que descreve a estrutura de dependéncia entre as variaveis.

Essa decomposicao é extremamente 1til, pois permite tratar separadamente a mo-
delagem das marginais e a modelagem da dependéncia. As marginais podem ser ajustadas
independentemente, usando distribui¢oes univariadas adequadas para cada varidvel. A cé-
pula, por sua vez, pode ser escolhida de acordo com a forma desejada de dependéncia,

permitindo uma flexibilidade maior no modelo.

Teorema de Sklar (Sklar, 1959): Seja H(x1,xs,...,z4) uma funcao de distribuigao
multivariada (ou d-variada) com distribui¢oes marginais Fy(z1), Fo(xa), ..., Fa(xg). Se

estas forem todas continuas, entdo existe uma tnica cépula C : [0,1]¢ — [0, 1], tal que:
H(zy,...,xq) = C(Fi(21),..., Fa(zq)),

para todo (z1,...,74) € (—o0, +00)?. Considerando Fj(z;) = u;, com u; € [0, 1], obtém-

se xj = Fjl(uj), j=1,2,...,d. Dai, segue a copula:

Clu, . ug) = H (F (), .., Fy ' (ua)
para todo (ui,...,uy) € [0,1]%
No caso bidimensional, tem-se:
H(ZEh.TQ) == O(F1<.T1),F2(l'2)> - O(U17u2) == H(Fl_l(ul),F2_1(u2)) .

Utilizando o teorema de Sklar, é possivel separar a distribuicao bidimensional H

em duas partes:
« O conjunto das distribui¢des marginais: Fi(z1) e Fo(xq);

o A cépula C, que contém as informagoes sobre a estrutura de dependéncia de H.

Os Limitantes de Fréchet-Hoeffding sdo propriedades tedricas importantes que se
aplicam as copulas. Esses limitantes estabelecem condigoes sobre a fungao de cépula que
garantem a sua viabilidade e coeréncia.

Para qualquer copula existem dois limites entre os quais a cépula é verificada. O
primeiro limitante, chamado de limite inferior de Fréchet (W), estabelece que qualquer

copula deve ser nao decrescente em cada uma de suas varidveis marginais. O segundo



limitante é o limite superior de Fréchet (M), o qual estabelece que qualquer cépula deve
ser limitada superiormente por uma fungao linear (Nelsen, 2006).

Se C' é uma copula d-dimensional qualquer, entao segue que:
W(u) < Clu) < M(u),

coml:

W(u) = max {ZUj_d+1,0} e M(u)= min {u;},

= 1<j<d

para u € [0, 1]<.

No caso da cépula bivariada, segue que:

W(u,v) =max{u+v—1,0} e M(u,v)=min{u,v}.

2.2 Medidas de Dependéncia e de Concordéancia

As medidas de dependéncia quantificam o grau de relacao estatistica entre as va-
riaveis aleatérias. Cada medida de dependéncia aborda uma particularidade da interagao
entre as variaveis, verificando a forca e a direcao da relacdo entre elas. Essas medidas
variam de -1 a 1, em que -1 indica uma dependéncia negativa perfeita, 1 indica uma
dependéncia positiva perfeita e 0 indica auséncia de dependéncia.

As medidas de concordéncia sao definidas por Scarsini (1984) como sendo medidas
que satisfazem algumas propriedades necessarias para examinar uma provavel associacao
entre variaveis aleatérias. Essas medidas sao utilizadas para avaliar a concordancia ou
similaridade entre as variaveis aleatoérias, medindo o grau de concordancia nas ordens
das observagoes entre as variaveis, consequentemente mensurando o ajuste da copula aos
dados e sua capacidade de modelar a relagao conjunta entre as variaveis. A ideia intuitiva
dessa definicdo é que duas variaveis aleatorias, X; e X, sdo concordantes quando altos
(baixos) valores de X estao associados com altos (baixos) valores de Xj.

Tais medidas sao mais robustas e invariantes a transformagoes estritamente cres-
centes das variaveis aleatorias; dessa forma, apresentam menos limitagoes em compa-
racao as medidas de dependéncia. Além disso, as medidas de concordancia nao levam
em consideragao as informagoes das marginais das varidveis, focando exclusivamente na
concordancia relativa entre os valores observados.

A seguir é apresentada/descrita uma medida de dependéncia (coeficiente de Pe-
arson) e, posteriormente, medidas de concordancia (7 de Kendall, p de Spearman, 5 de

Blomgqvist e 7 de Gini).

Coeficiente de Correlacao de Pearson



O coeficiente de correlacao linear, ou coeficiente de Pearson, é uma medida de de-
pendéncia paramétrica. E importante destacar que ele ndo é uma medida de concordancia,
ja que nao satisfaz as propriedades de simetria e normalidade (ver segao “Concordéancia”).
Esse coeficiente mensura apenas a relacdo linear entre as varidveis e nao captura outras
formas de associagao, como relagoes nao lineares ou dependéncias mais complexas.

Seja (X,Y) um vetor de varidveis aleatdrias com variancias finitas. O coeficiente

de correlagao linear de (X,Y") é definido como:

. Cov]X,Y]
v/ Var[X]Var[Y]

em que Cov[X,Y] é a covaridncia entre X e Y, Var[X]| e Var[Y] sdo as variancias de X
e Y, respectivamente.

Esse coeficiente varia no intervalo de -1 a 1, em que -1 indica uma correlacao perfei-
tamente negativa, 0 indica auséncia de correlagao e 1 indica uma correlacao perfeitamente

positiva.

Concordéancia

Sejam (z1,%1) € (22,y2) duas observagoes do vetor (X,Y) de varidveis aleatdrias
continuas. Entao, (z1,y1) e (22, y2) sdo ditas concordantes quando (z; — x3)(y1 — y2) > 0
e discordantes quando (z7 — x2)(y1 — y2) < 0.

Entao, qualquer fungdo r de uma distribuicdo bivariada de varidveis aleatérias

(X,Y) é uma medida de concordancia se satisfaz as seguintes propriedades:
(1) Simetria: 7(X,Y) =r(Y, X);
(2) Normalidade: —1 <r(X,Y) <1;

(3) Comonotonicidade: 7(X,Y) = 1 se, e somente se, X e Y sdo comonotonicas, ou

seja, tém correlacao positiva maxima.

7 de Kendall

O 7 de Kendall é uma medida definida em termos da concordancia, pela diferenca
entre a probabilidade dos pares concordantes e discordantes.

A versao populacional do 7 de Kendall é obtida por meio da fun¢ao de distribuicao

de uma copula d-dimensional C' da seguinte forma:

1 d

com ug, ..., uq € [0,1].



Para d = 2, obtém-se:

1 1
Ty = 4/ / C(uy, ug)c(uq, ug)duydus — 1 =4E[C(U, V)] — 1,
o Jo

p de Spearman

O coeficiente de correlagao de postos de Spearman (ou p de Spearman) representa
uma das medidas mais conhecidas para quantificar o grau de associacao entre duas ou
mais varidveis e foi primeiramente estudado por Spearman (1904).

Cherubini (2004) indica que o p de Spearman pode ser interpretado como um valor
esperado normalizado e que representa correlagao de classificagao.

Seja (X, Y) um vetor aleatdério com cépula associada C'. Entao, a versao populaci-
onal do p de Spearman (ou coeficiente de Spearman), p(X,Y"), do vetor aleatério (X,Y),

em termos da copula equivalente C, é dada por:

11
p(X,Y) = 12/ / C(u,v)dudv — 3. (2.1)
0 Jo
A versao amostral p, de p(X, Y) é dada por:
12 & 3 1
ZRXiRYi _ M’
n—1

i=1

Pn =
nd—n

em que Ry, e Ry, sao os postos de X; e Y;, respectivamente.

A versao multivariada (d-dimensional) do coeficiente p de Spearman é dada por:

= d u)du —
p(C) = hy(d) {2 /[0,1]d C(u)d 1} :
em que h,(d) = (d+1)/[2¢ — (d + 1)].

£ de Blomqvist
A medida 8 de Blomqvist é também chamada de coeficiente de correlagao medial.

No caso bivariado, o 8 de Blomqvist de uma cépula C' é definido no centro de [0, 1]> como
11
e
Be 53

No caso multivariado (ou d-variado), o # de Blomqvist é dado por:

Bc e expresso como:

24C(1/2,1/2) — 1
2-1_1

em que d refere-se a dimensao.
Embora o 8 de Blomqvist dependa da copula apenas através de seu valor no centro
de [0,1]%, ele pode, ainda assim, fornecer uma aproximagao precisa tanto para o p de

Spearman quanto para o 7 de Kendall.



~v de Gini
De acordo com Jaworski et al. (2009), define-se a medida v de Gini para o vetor
(X,Y) como:
ve =2E[U+V 1] -|U-V]],
emque U=F(X)eV =G(Y), com F e G denotando as fungoes de distribuicio de X e
Y, respectivamente.

A medida vy de Gini ainda pode ser reescrita da seguinte forma:
Yo =2 /[o . (Ju+v—1|—|u—2|)dC(u,v —4// M (u,v) + W(u,v)| dC(u,v) — 2.
Ubeda-Flores (2022) apresenta outra maneira de definir o coeficiente v de Gini:
—4/ (u,u) + C(u, 1 — u)]du — 2. (2.2)

Para a extensao multivariada do v de Gini, define-se a fungao A(u) = [M(u) + W (u)] /2,
€ [0,1]¢, com a fungdo de sobrevivéncia correspondente A. Dessa forma, o coeficiente

sera dado por:

(C) = M [/[0,1]«1 [A(U) + A(U)} dC(u) — a(d)} .

em que as constantes de normalizagdo a(d) e b(d) sao dadas por:

1 1 d qd\ 1
o) = 057 T 2 +2.(=1) (z) (i +1)!

=0

2.3 Dependéncia Caudal

Os coeficientes de dependéncia nas caudas sao medidas de associacao locais que
mensuram o grau de dependéncia entre duas variaveis aleatérias reais quando elas assu-
mem ao mesmo tempo valores extremos (muito elevados ou muito pequenos). Em outras
palavras, a dependéncia caudal descreve como as probabilidades extremas em uma copula
estao relacionadas a dependéncia entre as variaveis aleatérias.

Existem algumas familias de cépulas Arquimedianas que possibilitam a modelagem
de diferentes niveis de dependéncia tanto para caudas inferiores quanto superiores. Essa
caracteristica é especialmente relevante em aplicacoes financeiras, uma vez que eventos
extremos negativos geralmente apresentam um efeito distinto dos eventos extremos positi-
vos. Com efeito, a assimetria na dependéncia das caudas manifesta-se como um elemento

fundamental na escolha de uma copula para a modelagem em cenérios financeiros.
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O coeficiente de dependéncia caudal é derivado como uma probabilidade condi-
cional, de modo que esteja entre 0 e 1. Além disso, é invariante sob transformacoes
estritamente crescentes de X e Y (Embrechts et al., 2001).

Sejam X e Y variaveis aleatorias com fungbes de distribuicdo u = F(z) e v =
G(y), respectivamente, e distribui¢do conjunta dada pela cépula C. Os coeficientes de
dependéncia nas caudas superior e inferior, Ay e Ap, respectivamente, podem ser definidos

Como:. 1 c c
Mo=2— tim L2y gy, Gl

SR ) w0t u

se ambos os limites existirem.

Os coeficientes de dependéncia na cauda tém as seguintes propriedades:
(1) Adve AL €0,1];

(2) Se Ay €]0,1], entdo X e Y sdo assintoticamente correlacionados na cauda superior.

Se A\y = 0, entdo X e Y sao assintoticamente independentes na cauda superior;

(3) Se AL, €]0,1], entdo X e Y sdo assintoticamente correlacionados na cauda inferior.

Se A\, = 0, entao X e Y sao assintoticamente independentes na cauda inferior.



Capitulo 3

Cépula Power Variance Function
(PVF)

Neste capitulo serao apresentadas trés versoes da funcao densidade de probabi-
lidade da distribuicado PVF, sua transformada de Laplace, casos especiais e limitante.
Posteriormente, serd exposta a copula PVF, sua densidade bivariada, condicionais biva-
riadas e medidas de concordancia. Dois resultados do presente estudo serao apresentados
neste capitulo: a prova de que a copula PVF é uma subclasse da classe de cépulas Arqui-
medianas e as relagdes entre os parametros da copula BB9 bivariada e os parametros da
copula PVF.

3.1 Distribuicao PVF

A distribui¢do Power Variance Function, também conhecida como familia PVF ou
funcao de variancia de poténcia, ¢ uma familia de distribuicoes estatisticas que foi proposta
como uma alternativa flexivel para modelar dados com caudas pesadas e assimetria. Por
possuir a variancia como sendo uma funcao de poténcia da média, essa familia recebeu o
nome de Power Variance Function (Hougaard, 2000).

O estudo da distribuicao PVF teve inicio em 1982 com Morris. Posteriormente,
em 1984, Tweedie apresentou uma analise mais abrangente dessa familia, especificamente
a versao univariada de trés parametros. Em 1986, Hougaard derivou a familia PVF como
uma extensao da distribuicao estavel positiva.

Ja em 2006, Mallick e Ravishanker desenvolveram uma abordagem Bayesiana para
o modelo de fragilidade PVF, considerando distribui¢oes exponenciais para o risco basal.
Hougaard (2000), Duchateau e Janssen (2008) e Wienke (2010) também exploraram a,
familia PVF utilizando abordagens cldssicas em suas pesquisas.

Por fim, Hanagal (2009) apresentou uma mistura bivariada de Weibull-PVF. To-
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dos esses marcos historicos contribuiram significativamente para o avanco do estudo da
distribuicao PVF.

A distribuicdo PVF univariada é uma familia de distribuigoes estatisticas utilizada
para modelar uma unica variavel aleatoria, caracterizada por ter a variancia como uma
funcao de poténcia da média. Essa distribuicao apresenta trés parametros, «, ¢ e 8, sendo
denotada por PVF(a, d,6). (Romeo, 2017 e Biondo, 2020)

Seja W uma varidvel aleatéria com distribuicdo PVF(a, 4, 0), entdo a fun¢ao den-
sidade de probabilidade (FDP) da PVF, descrita por Hougaard (1986), é expressa da

seguinte forma:

«@ 00 wo k
flwl|a,6,0) = —1w exp { —Ow + 00 } > k:a + Y ( 5) sin(akT),
m

=1 o

paraw >0,0<a<1,0>0e6>0.
Considerando que a fun¢ao gama pode ser escrita como I'(k + 1) = k!, Mallick e
Ravishanker (2005) reescreveram a FDP da PVF como:

1 {—9w+59a} = D(ka+ 1) (—waa F
— exp

fwl|a, 6,0) = — kZ::l T+ 1) ) sin(ak). (3.1)

« «

Para valores fixos de « e 4, a familia PVF ¢é dita exponencial natural em 6. Para
a fixo, ela é um modelo exponencial de dispersao (Hougaard, 1986).

A FDP (3.1) ¢ a mais utilizada na literatura, mas uma outra versao dessa fungao
também foi apresentada por Aalen (1992). Essa FDP é dada por:

v(u 1 1 & (v/0)% (u/p)*»=IT (1 — k(v — 1)) sin(rk(v — 1))
Julw) = exp {_9< )}Xm; - Kl (v — 1)k ’

_l’_
uwoov—1

compu>0,0>0e0<v<1.

A Figura 3.1 apresenta o grafico da FDP da distribuigdo PVF descrita por Mallick
e Ravishanker (2005), considerando k£ = 10, « = 0,5, 6 =2 e § = 1. Ja a Figura 3.2 exibe
o grafico das curvas de nivel da FDP da distribuigao PVF (Mallick e Ravishanker, 2005),

em que foi fixado o parametro a = 0,4 e variou-se os parametros d e 6.

3.1.1 Transformada de Laplace, Casos Especiais e Limitante

Considerando W ~ PVF(«, 4, 0), Hougaard (1986) mostrou que a transformada de
Laplace da PVF, Ly (s) = Elexp{—sW}], é dada por:

)
Lw(s) = exp {— <a> [(0+ s)* — 0“}} : (3.2)
Calculando a primeira e segunda derivadas de (3.2), tem-se, respectivamente:
L (5) = Lw(s)(=0)(0 + )
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Figura 3.1: Grafico da FDP da distribuigdo PVF (Mallick e Ravishanker, 2005), conside-
rando £k =10, a =0,5, 0 =2e 0 = 1.

Fonte: Autoria prépria.
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Figura 3.2: Gréfico da FDP da distribuigao PVF (Mallick e Ravishanker, 2005), em que

foi fixado o pardametro o = 0,4 e variou-se os parametros 0 e 6.

Fonte: Autoria propria.

L3 (s) = 2Ly () (0 + )22 = 6Ly (s)(a — 1)(6 + 5)* 2.

Se # > 0, todos os momentos existem e os valores da esperanca e varidncia sao

expressos, respectivamente, por:

E[W] = (-1)£5)(0) = 6%

Var[IV] = £2(0) - [-£W(0)] = 6(1 - a)p*2.

A partir da escolha especifica dos parametros na distribuicao PVF, sdo obtidos

dois casos especiais:
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o Distribuigao Estével Positiva: Se § = 0e § = «, entdao W ~ Estavel Positiva(«),
sendo Ly (s) = exp{—s*}. Além disso, E[WW]| =0 e Var[W] = 0;

« Distribuicao Gaussiana Inversa: Se a = 1/2, entao W ~ Gaussiana Inversa(d, 6),
com Ly (s) = exp {—26 [(0 + s)"/? — /2] }. Ademais, E[W] = 660~/ e Var[W] =
507 (0+0712/2—1).

Além de indicar os casos especiais acima, Hougaard (1986) apresentou outro caso,

o qual denominou de caso limite ou limitante:

+ Distribui¢do Gama: Se o — 0, entdo W ~ Gama(d, ), sendo Ly (s) = 6°(s +
0)=°. Aqui, E[W] = §0-' e Var[W] = 4.

A transformada de Laplace da familia PVF, expressa por Aalen (1992), é dada

L(s) = exp {9(11/_1/) [1 — (1 + 058)”1]} :

Duchateau (2008) mostrou que a relagdo entre a parametrizacao de Aalen (1992)

por:

e a de Hougaard (1986) ¢ a seguinte:

ag=1-—uv, 5H:,u1_”<%)y e QHZ:Q~
Ao trabalhar com modelos de fragilidade, Hougaard (2000) propés, ao discutir a
familia PVF, uma restricdo nos parametros dessa familia, em virtude do problema de
identicabilidade (em que a média tem que ser igual a 1), e a variancia interpretada como
uma medida de heterogeneidade da populacao. Dessa forma, como a média da PVF ¢é
E[W] = 60°7!, tem-se a restricio: § = #'~*. A fim de facilitar a compreensao de quando
a restricao esta sendo aplicada, é estabelecido um novo parametro, representado por 7.
Consequentemente, 6 =n'"* e § =7, com a € (0,1) e n > 0. (Romeo, 2017)

Com essa parametrizacao, o valor da média sera:
E[W] =80 =n""n"1 =1
e a expressao da variancia sera:

Var[W] =6(1 —a)0* 2 = *(1 —a)np®? = (1 —a)y .

3.2 Coépula PVF

Em dados de sobrevivéncia multivariados, um modelo de fragilidade é usado para

incorporar a heterogeneidade nao observada entre os individuos, a qual pode influenciar
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os tempos de sobrevivéncia. Essa heterogeneidade é frequentemente modelada por meio
de uma variavel latente chamada de fragilidade, que captura as diferencgas individuais na
suscetibilidade aos eventos de interesse.

De acordo com Oakes (1989), qualquer modelo de fragilidade para dados de sobre-
vivéncia multivariados possui uma representagao via coépula Arquimediana.

A representagao via copula Arquimediana ocorre ao considerar a relagao entre a
fragilidade latente e os tempos de sobrevivéncia observados. Tal copula é uma escolha co-
mum para esse tipo de modelagem devido as suas propriedades matematicas e flexibilidade
na representacao de diferentes tipos de dependéncia.

Sejam T1, ..., T, variaveis aleatérias continuas nao negativas com fungoes de sobre-
vivéncia Sy,...,5;. Se Ti,..., Ty sao condicionalmente independentes dado uma variavel
aleatoria IV, ndo negativa, em um modelo de fragilidade, tem-se (Romeo, 2017 e Biondo,
2020):

S(ty, ... tgw) = Esj(tj|w) = 1:[ (Git)]"

em que G; sao as fungoes de sobrevivéncia basais. Dessa forma, a funcao de sobrevivéncia

conjunta tem a seguinte representacao de copula Arquimediana:
d
S(tb v 7td> = C¢ (Sl<t1)7 ey Sd<td)> = (bil [Z¢ (Sj(t]))] ’
=1

com o gerador da cépula Cy dado por ¢ = Ly, isto é, a inversa da transformada de Laplace
de W. Essa expressao ¢é observada a partir da representacao da copula de sobrevivéncia

(Romeo, 2017):
Clus,. - vua) = S (ST w), ., S (ua))

St ta) = H [ 1G] fw ()
~ [ e w]zd:llog (@j(tg))}fw(w)dw
R [exp {w z log (G; @)H
— Lw (—jzd:llog (éj(t])))
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Considerando que a copula PVF é uma copula Arquimediana, tem-se que a trans-
formada de Laplace de W ~ PVF(a,n), utilizando as restrigoes dos pardmetros apresen-

tadas por Hougaard (2000), é dada por:

¢~ '(s) = exp {; (' (n+ ) — 77]} :

A média e a variancia de W sdo, respectivamente:
EW]=1 e Var[W]=(1-a)p .
Considerando os casos especiais e o caso limite da distribuicio PVF, segue que:
« Distribuicao Estavel Positiva:
Sen=0eac(0,1), entdo Ly (s) = exp{—s"}. Nesse caso,

E[W] # 1 e Var[W] = 0;

« Distribuicdo Gaussiana Inversa:
Se a = 1/2, entdo Ly (s) = exp {2y [1 — (14 sn~)*/?]}. Nesse caso, E[W] # 1 e
Var[W] > 0.
e Distribuicao Gama:
Se a — 0, entdo Ly (s) = (1 + sn) /™. Nesse caso, E[W] =1 e Var[W] =75 > 0.
Romeo (2017) apresentou a inversa da transformada de Laplace de W, indicada por

g(s) = n® — an®Llog(s), e o gerador da cépula PVF, expresso como ¢(s) = [g(s)]”* — 1.

Por conseguinte, a funcao cépula multivariada PVF é expressa por:

Conp(ut, ..., uq) = exp {—; [771_“ (Z[g(uj)] —(d— 1)77) — 77] } ,

j=1

Ql~

com u; = Sj(t;). No caso bivariado, tal cépula é escrita como:

Conlir,u) = exp { = [~ (lgw)]* + o)} —n)" —a] . (33)

Na Figura 3.3 pode-se observar o comportamento da cépula PVF por meio de gra-

ficos e curvas de nivel, considerando trés diferentes combinacoes de valores dos parametros
a e 1. Nos painéis (a) e (b) foram utilizados a = 0,9 e n = 10; visualmente, o grafico
e a curva de nivel para essa combinacao de parametros refletem uma dependéncia forte,
com curvas mais acentuadas, indicando uma variacao rapida ou uma maior sensibilidade
nas mudangas de valores da varidvel representada. Nos painéis (c) e (d) foram conside-

rados @ = 0,5 e n = 0,001. Por fim, nos painéis (e) e (f) foram escolhidos o = 0,001 e

15



n = 0,01; o gréfico e a curva de nivel para essa combinacao de parametros exibem uma
dispersao uniforme dos pontos ou curvas quase paralelas aos eixos, ndo havendo uma in-
clinagao acentuada ou uma concentracao notavel de pontos em uma area especifica, o que
representa uma dependéncia muito fraca ou quase inexistente entre as variaveis. Ainda
pode-se verificar na Figura 3.3 que as curvas de nivel da copula PVF sao convexas, com
uma forma de “U” voltada para cima. Isso significa que a dependéncia entre as variaveis

aumenta a medida que se aproximam dos extremos.

00 0z D4 06 08 10

(b) PVF(0.,9:10) - Curva de ni-
(a) PVF(0,9:10). vel.

04 06 08 10

0o 0z

(d) PVF(0,5:0,001) - Curva de
(c) PVF(0.,5:0,001). nivel.

00 0z 04 06 08 10

00 02 04 06 03 0

(f) PVF(0,001:0,01) - Curva de
(e) PVF(0,001:0.01). nivel.

Figura 3.3: Graficos e curvas de nivel da cépula PVF, considerando diferentes combinagoes

de valores dos parametros « e 7).

Fonte: Biondo (2020).

Casos Especiais da Cépula PVF
A cépula PVF possui alguns casos especiais que podem ser tteis em diferentes con-

textos de modelagem. Esses casos especiais referem-se a valores especificos dos pardmetros

16



da copula PVF, que levam a formas particulares da funcao de dependéncia.

A familia de cépulas PVF possui como casos especiais as copulas de Gumbel e
Gaussiana Inversa, e como caso limitante a copula de Clayton. Isso se torna uma van-
tagem para o uso da cépula PVF, ja que essa flexibilidade permite ajustar a funcao de
dependéncia de acordo com as necessidades e particularidades de cada analise.

Um ponto a ser destacado é o fato das cépulas de Gumbel (n — 0) e Clayton
(v — 0) serem obtidas quando se estd na borda do espago paramétrico. De acordo
com Hougaard (1986, 2000) e Romeo (2017), seguem as expressoes dos casos especiais e

limitante da copula PVF:

« Coépula (bivariada) de Gumbel:
Calun,uz) = exp { = ([~ log(e)]* + [~ log(uz)}* ) " }
o Coépula (bivariada) Gaussiana Inversa:
Cyom,w2) = exp {2 |k (1) + D) —n)* =]}
com b(s) =n"/? — (1/2)n~"/* log(s);
« Coépula (bivariada) de Clayton:
Cylur,uz) = (up "+ uy " — 1)_%’ .

Conforme a defini¢do expressa por Oakes (1989), é a partir da fun¢ao geradora e
sua inversa que é possivel escrever a funcao cépula de uma distribuicdo. A Tabela 3.1
apresenta, de forma resumida, a funcdo geradora e sua respectiva inversa, para a copula

PVF e seus casos especiais e limitante.

Tabela 3.1: Funcao geradora e inversa da geradora da copula PVF e de seus casos especiais

e limitante.

Distribuicao de W o 1(s) o(s)
PVF(a,n) exp{—a [0 (n+5)* — ]} lg(s)]"/* —n
Estével positiva(a) exp{—s®} [log(—s)]'/«
Gaussiana Inversa(n'/2,n) exp {2n[1 — (1 +sp~ )2} in~'[log(s)]* — log(s)
Gama(n~',7") (14 sm) =/ nH(sT" = 1)

Fonte: Romeo (2017).
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3.2.1 Copula PVF e Cépulas Arquimedianas

As cépulas Arquimedianas sdo um tipo de copulas largamente usado na modelagem
de dependéncia entre varidveis aleatérias. Elas sdo chamadas de “Arquimedianas” em
funcao da sua relacdo com fungdes Arquimedianas, que sdo fungoes decrescentes, nao
negativas e convexas.

Tais copulas sao caracterizadas por uma funcao geradora Arquimediana, também
conhecida como funcao de copula, que descreve a relacao entre as distribui¢cbes marginais
e a copula conjunta das variaveis. Essa funcao de copula é utilizada para modelar a
dependéncia entre as variaveis, independentemente de suas distribui¢oes marginais.

As copulas Arquimedianas sao de grande relevancia, visto possuirem uma ampla
variedade de aplicagoes (por exemplo, em Econometria, Financas e Estatistica), facili-
dade de construcao, expressoes analiticas extremamente simples para a maioria de seus
momentos e parametros de dependéncia, além de varias familias de cépulas pertencerem
a essa classe (Nelsen, 2006).

Alguns exemplos de cépulas Arquimedianas sao: Clayton, Ali-Mikhail-Haq (AMH),
Gumbel, Frank e Nelsen. Na aplicacao a dados financeiros, destacam-se as copulas de
Clayton e Gumbel, pois permitem a modelagem de diversas formas de dependéncia, in-
cluindo assimetria e dependéncia nas caudas. A copula de Clayton apresenta apenas
dependéncia de cauda inferior e a copula de Gumbel modela dependéncia de cauda supe-
rior.

A familia de copulas PVF foi considerada como uma subclasse das cépulas Ar-
quimedianas por Romeo (2018). Nesse contexto, serd apresentada uma demonstracao de
que a copula PVF é, de fato, Arquimediana, usando o teorema de Ling (Ling, 1965).
Nessa prova, a singularidade reside no fato de que nao se encontrou qualquer indicio se-
melhante nos materiais pesquisados. Portanto, seguem o enunciado do teorema de Ling

e a demonstragao para a copula PVF.

Teorema de Ling (Ling, 1965): Seja C' uma cépula associativa, tal que C(u,u) < u
para todo u € (0,1). Entao, C' é Arquimediana.

Prova para a copula PVF. Seja C' uma cépula PVF. Entao, segue que:

€ (,Clw.w) = o { = [ (lg(w)]"* +1g (o))~ )" ~n]}.
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Como g(u) = n*—an* 'log(u) e g (C(v,w)) = ([g(v)]V* + [g(w)]"/* = 1)", entéo:
@] + o) + o) —n—n)" — ]}

o] + [g()]"* —n) + [o(w)] 7 —n)" — 1]}

€ (w Cww)) =esp { = [ (o
1 -«
= exp {_a [77 (([

= C (C(u,v),w).

Portanto, a copula PVF é associativa.

Além disso, considerando a funcio geradora da cépula PVF, ¢ = [g(s)]"/* —n, e

sua pseudo-inversa, ¢~ (s) = exp {—a ' [n'7%(n + 5)* — 1]}, tem-se:

Clu) = exp { 1[5 (2lg()]*)" —n]} = 67 2(6(w)).

(07

Para 0 < u < 1, seguem 2 casos:
Caso 1: Para 2¢(u) < ¢(0), tem-se que: ¢! (2¢(u)) < ¢~ (p(u)) = u;
Caso 2: Para 2¢(u) > ¢(0), tem-se que: ¢! (2¢(u)) = ¢~ *(¢(0)) =0 < w.

Logo, C(u,u) < u.
Assim, como C' é associativa e C'(u,u) < u, para todo u € (0, 1), entdo a cépula
PVF é Arquimediana. n

A familia de cépulas PVF estda em uma classe conhecida como LT-Archimedean
copulas (Joe, 2015). A classe LT-Archimedean copulas refere-se a uma classe de cépulas
Arquimedianas que sao definidas em termos da transformada de Laplace. Por isso, como
a familia de copulas PVF possui uma representagao definida a partir de transformada de

Laplace, justifica-se o fato dela pertencer a essa classe.

3.2.2 Copula PVF Bivariada versus Cépula BB9 Bivariada

Durante o periodo de 2000 a 2022, autores como Hougaard (2000), Romeo (2017),
Biondo (2020) e Cantoni (2021) produziram materiais com mencao a cépula PVF. No
ano de 2019, Jones e coautores, em seu artigo intitulado “A bivariate power generalized
Weibull distribution: A flexible parametric model for survival analysis”, afirmaram que a
copula BB9 de Joe (1997, 2015) é a prépria copula PVFE. Com excegao de Jones et al.
(2019), nenhum outro artigo desse periodo (dentre os que foram encontrados no presente
estudo) se refere a cépula BB9 como sendo a prépria cépula PVE.

Ao desenvolver a expressao da copula PVF (Equagao (3.3)), obtém-se:

SCARIEY

Q=

Con(ur, us) = exp {— {(Z - log(ul))‘i + <ﬁ — log(uz)>

(07
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A partir da Equacao (3.4), é possivel estabelecer a relagdo entre os pardametros
empregados para a copula BB9 com os apresentados na expressao da cépula PVF retratada
por Romeo (2017). Além das duas nomenclaturas citadas anteriormente, PVF e BB9,
Carole (2014) propds uma terceira nomenclatura que também modifica os parametros.
Com base nessa constatacao, o presente estudo propoe, pela primeira vez na literatura
sobre o assunto, uma comparacao entre os trés autores, concluindo que, de fato, trata-se da
mesma copula, embora com diferengas nos pardmetros. Vale ressaltar que Carole (2014),
além de utilizar a nomenclatura BB9, também apresentou a nomenclatura Crowder. A
Tabela 3.2 apresenta a relacao entre os parametros das cépulas BB9 e PVF, ndo somente
para a expressao da cépula de Jones et al. (2019), mas também para aquelas de Carole
(2014) e Joe (1997, 2015), que exibem a BB9 com pardmetros distintos.

Tabela 3.2: Relagdo entre os parametros das copulas BB9 e PVF.

Autores Parametros da BB9 Relacao com parametros da PVF
Joe (1997, 2015) v,0 v=1/a, 5 =0a/n
Carole (2014) 5,0 d=n/a,0=1/a
Jones et al. (2019, 2020) A, w A=n/a, w=«

Fonte: Autoria propria.

3.3 Densidade da Cépula PVF

Em uma coépula bivariada, a densidade é uma funcao de duas varidveis e esta
relacionada as probabilidades de ocorréncia conjunta dos eventos. A densidade de uma
copula fornece informagoes sobre a relacdo de dependéncia entre as variaveis aleatérias
em questao.

Se as fungdes de distribui¢do marginais, Fx(x) e Fy(y), sdo continuas com respeito
as fungoes densidade marginais, fx(z) e fy(y), entdo a fun¢ao densidade conjunta de X

e Y pode ser escrita como:

2

o (o9) = g P (o,) = e(Fx(o), e (0) () o),

em que c(Fx(x), Fy(y)) representa a densidade da copula, que pode ser calculada da

seguinte forma:
92
Ouq0us
Se a segunda derivada da cépula C existir, ela pode ser entendida como uma
medida de dependéncia local (Cardoso, 2009).

c(uy, ug) = C(uy,uz), para (ui,uz) € [0, 1]2.
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Assim, a densidade da copula PVF, definida em (3.3), pode ser expressa como:

82
Ca,n(ub Ug) = mca,n(ula u2)
1 1 1 1

= golral (gi + 7»&)&72 [77 (qi tra — n)a — (a— 1)7}0‘]

Uiy
{n—nl“" (g/a+ i*/_—n)a}

X exp

Y

com ¢ =1*"" [ — alog(ur)] e r =1*"" [ — alog(uz)].
A Figura 3.4 ilustra o comportamento bivariado da densidade dos casos especiais

e limitante da cépula PVF.

0049

o

\ ’/i 0s
-~ 02
0 o

Figura 3.4: Gréaficos da densidade das cépulas de Clayton (painel superior esquerdo),

Gumbel (painel superior direito) e Gaussiana Inversa (painel inferior).

Fonte: Biondo (2020).

3.4 Copula Condicional Bivariada da PVF

A copula condicional bivariada se apresenta como uma poderosa ferramenta para
a modelagem de dependéncia condicional entre duas varidveis aleatoérias. Ela possibilita
uma analise mais aprofundada e uma compreensao mais completa das relagoes entre as
variaveis condicionadas em diferentes condigoes ou cenarios.

Por meio da funcao copula, é possivel obter a distribuicao condicional. A copula

condicional bivariada é definida da seguinte forma:

Cuy (U2) = a—mC’(ul,UQ) e Cyyup) = a—UQC’(ul,UQ).
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Logo, a copula condicional bivariada da PVF é dada por:

I 1.4/ 1 1 a—1 n nt-e (qi 1ora — n)a
C“l(u2>:aqa <qa + ro —7]> exp o -
e 1 1 1 1 a—1 77170[ (qé + ré — 77>a
Cup (U1) = U?q;—l (qE +ro — 7]) exp g — - 7

com g = n*"'[n — alog(ui)] e r = n*~1[n — alog(us)].
Uma aplicacao interessante da copula condicional bivariada da PVF serd apresen-
tada na Secao 5.1, no que diz respeito ao desenvolvimento de algoritmos para a geracao

de dados pela distribuicao condicional.

3.5 Classificacao da Cépula PVF

A cépula pode ser classificada de acordo com a expressao matematica que a des-
creve e a estrutura de dependéncia por ela captada. Cardoso (2009) apresenta essa clas-
sificacdo, e a partir dela, pode-se classificar a cépula PVF como sera visto a seguir.

Segundo a expressao matematica que descreve a copula, a familia PVF é classifi-
cada como copula explicita, uma vez que possui forma fechada de apresentacdo. Além
disso, como a sua expressao matematica é indexada por parametros, pode-se afirmar que
a copula PVF é uma cépula paramétrica. A vantagem da cépula PVF ser do tipo
explicita reside no fato dela permitir uma representagao clara e precisa da dependéncia
entre as variaveis aleatorias. Através da especificacdo dos parametros, é possivel contro-
lar e modelar diferentes tipos de dependéncia, como dependéncia positiva, negativa ou
nenhuma dependéncia.

A classe de copulas PVF engloba trés familias de copulas com diferentes e variadas
caracteristicas. Assim, cada familia apresenta uma dependéncia de cauda especifica. Con-
forme a estrutura de dependéncia por elas captadas, a copula PVF e a copula Gaussiana
Inversa nao possuem classificacdo, uma vez que nao apresentam dependéncia de cauda.
Em contrapartida, a cépula de Gumbel, com coeficiente de dependéncia de cauda superior
positivo, é dita copula do tipo “J” e a cépula de Clayton, com coeficiente de dependéncia
de cauda inferior positivo, é dita cépula do tipo “L”.

Além disso, as copulas também podem ser classificadas como concavas ou convexas
com base em sua forma. Como a cépula PVF é uma cépula Arquimediana, entao ela é
uma cépula convexa (conforme ja observado na Figura 3.3). A convexidade das curvas de
nivel da copula PVF reflete sua capacidade de modelar dependéncia positiva e nao linear
entre as variaveis aleatérias. Essa caracteristica é particularmente ttil quando se deseja

capturar relagoes nao lineares ou assimetrias nos dados.
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3.6 Medidas de Concordancia

Nesta se¢ao sera calculada e apresentada a expressao matematica e feitas algumas
consideracoes sobre as medidas de concordancia para a copula PVF e para seus casos

especiais e limitante.

7 de Kendall
Para cépulas Arquimedianas, o coeficiente 7 de Kendall pode ser obtido a partir da
funcao geradora ¢. No caso da copula PVF, esse coeficiente ndo possui uma expressao de

forma fechada, mas pode ser calculado numericamente e é expresso como (Romeo, 2017):

L g(t) 4 gt)]Ye —n
r=ted O J g

sendo ¢'(s) = —n*g(s)]/* 1571,

O modelo de cépula PVF somente admite modelagem da dependéncia positiva.

As variaveis aleatérias bivariadas (e.g., tempos de sobrevivéncia bivariados) (71, T3) sao
independentes se &« — 1 para todo n € R*, ou quando n — oo para todo o € (0,1).
A cépula de comonotonicidade (cépula especial que caracteriza a dependéncia positiva
perfeita, isto é, 7 = 1) é obtida quando ambos os parametros (a, ) tendem a zero (Romeo,
2017).

A Figura 3.5 mostra quatro graficos de dispersao de 1.000 simulagoes da copula
PVF para os seguintes valores do coeficiente 7: 0,9; 0,7; 0,5 e 0,2 (sendo os dois primeiros
valores correspondentes a uma associacao forte e os seguintes, a associacao moderada e
fraca, respectivamente).

Para os casos especiais e limitante da copula PVF| seguem os respectivos coefici-

entes:

e Copula bivariada de Gumbel:
T=1—-aqa.

Observa-se que, para o — 1, sdo obtidas cépulas independentes. Ja para a — 0, é

obtido 7 = 1, ou seja, é gerada a copula de comonotonicidade;

e Copula bivariada de Clayton:

_n
T=—
n—+ 2

Nota-se que, para n — 0, sao obtidas cépulas independentes. Ja para n — oo, o

coeficiente 7 tende a assumir valor 1, ou seja, é gerada a copula de comonotonicidade;

23



u2

Figura 3.5: Gréficos de dispersao da cépula PVF com: 7 = 0,9 (painel superior esquerdo),
7 = 0,7 (painel superior direito), 7 = 0,5 (painel inferior esquerdo) e 7 = 0,2 (painel

inferior direito).

Fonte: Biondo (2020).

o Coébpula bivariada Gaussiana Inversa:

Diferente dos dois casos anteriores, o coeficiente 7 de Kendall para a cépula bivariada
Gaussiana Inversa pode ser expresso numericamente considerando az — 1/2. Dessa

maneira, o valor de 7 estd no intervalo (0,1/2).

Observa-se que, para n — oo, sao obtidas cépulas independentes. Ja para n — 0,

tem-se que: T — 1/2.

p de Spearman

Conforme a Equac@o (2.1) para o cédlculo do p de Spearman e a Equacdo (3.3)
da cépula bivariada PVF, o valor para o calculo do coeficiente p de Spearman foi obtida
utilizando o software R. Ao fazer uma combinacao dos parametros a e n, obteve-se valores
para o coeficiente p. Desse modo, seguem algumas consideragoes sobre o comportamento

do p, de acordo com as combinagoes feitas:

e A medida que aumenta-se, de forma simultanea, os parametros « e 7, foi possivel

observar que o coeficiente p tende a assumir o valor 0;
e Ao assumir para o parametro « valores tendendo a zero pela esquerda e mantendo o
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sobre

valor do parametro 7 fixo (igual a 1), foi possivel observar que o coeficiente p tende

a assumir o valor 0,5;

Ao assumir para o parametro « valores tendendo a 1 pela direita e mantendo o
valor do parametro 7 fixo (igual a 1), foi possivel observar que o coeficiente p tende

a assumir o valor 0.

Para os casos especiais e limitante da copula PVF, seguem as seguintes observagoes

0s seus coeficientes:

Cépula bivariada de Gumbel: Quando o — 0, o coeficiente p tende a assumir o
valor 1. Quando « assume valores préximos a 1 pela esquerda, o p se aproxima do

valor zero;

Cépula bivariada Gaussiana Inversa: Ao considerar valores de 7 — 0, observa-
se que o coeficiente p tende a assumir o valor 0,68 e estabilizar nesse valor. Ao fazer

1n — 00, entao o valor do p — 0;

Coépula bivariada de Clayton: Quando o parametro n — 0, entdo o coeficiente
p tende a 0. Mas um ponto interessante a se notar é que, quando 7 se aproxima de

130, o valor de p tende a 1; e depois do valor 130, o coeficiente p comega a diminuir.

£ de Blomgqvist

Considerando o caso bivariado da cépula PVF, a expressao para o calculo da

medida $ de Blomqvist sera:

11
50:4(’(2’2)‘1

= dexp {—+ [ (lo(/20* + [o(1/2)F —n)" — ]} 1

= 4exp {—; <771_0‘ [2 (no‘ + 0,6931470417“_1)1/a — n}a — 17)} -1,

utilizando log(1/2) = —0,693147.

Ao fazer a combinagao dos pardmetros «a e 17 da copula PVF| foi possivel encontrar

os seguintes valores para o coeficiente 5 de Blomqvist, dispostos na Tabela 3.3.

entes:

Para os casos especiais e limitante da copula PVF, seguem os respectivos coefici-

e Copula bivariada de Gumbel:

Be = dexp{—2% x 0,693147} — 1.
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Tabela 3.3: Valores de ¢, considerando diferentes combinagoes dos parametros « e 1 da
coOpula PVF.

& n Bc
a—-0 n—=0|0c—1

a—0 n—oo| fc—0
a—1 n—01|pc—0

a—1 n—oo| fc—0

Fonte: Autoria propria.

Verifica-se que, quando a — 0, tem-se: S — 1. E, quando o« — 1, tem-se: o — 0;

e Coébpula bivariada Gaussiana Inversa:
2 1/2
5024@@{—2GW2P(Mﬂ+03MEM)—m} —n)}—h

e Copula bivariada de Clayton:
Bo=4(2m —1)7" -1,

Verifica-se que, quando 7 — oo, tem-se: S — 1. E, quando n — 0, tem-se: Sc — 0.

A principal vantagem de conhecer a medida S- de Blomqvist para a copula PVF,
é por essa medida ser robusta a outliers e nao faz suposi¢oes especificas sobre a forma da

distribuicao.

~v de Gini

A partir da Equagao (2.2) do v de Gini e da Equagao (3.3) da cépula bivariada
PVF, foram realizadas varias combinagoes utilizando os parametros « e 7, registrando-se
os valores resultantes do coeficiente v, de modo que foram feitas algumas observacoes

ilustradas na Tabela 3.4.

Tabela 3.4: Valores de v¢, considerando diferentes combinagoes dos pardametros « e 1 da
coOpula PVF.

@ n Yo

a—1" n=1|v% —09

a—0 n=1|v% —09

Fonte: Autoria propria.
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Para os casos especiais e limitante da copula PVF, seguem os respectivos coefici-

entes v de Gini e observagoes:

o Coébpula bivariada de Gumbel:

O coeficiente v serd calculado pela expressao:
1 «
Yo = 4/0 [exp {2%log(t)} + exp {— ([— log(t)]"/ + [~ log(1 — t)]l/a> H dt;

e Coébpula bivariada Gaussiana Inversa:

Para essa copula, o v de Gini apresenta um comportamento peculiar: para valores
de 1 menores ou iguais a 1,1, o valor do v tende a ser 1; porém, caso o 7 passe de 1,1,
entdo o valor de v ultrapassa o valor de 1, nao sendo assim um valor do coeficiente

a ser considerado e analisado;

o Coépula bivariada de Clayton:

O coeficiente v serd calculado pela expressao:
1
o = 4/ (@7 =) [ (1) — 1) de - 2.
0

A principal vantagem de conhecer a medida v de Gini para a copula PVF é por ela
ser util para avaliar a assimetria ou desigualdade na dependéncia das cépulas, indicando

se as maiores mudancas em uma variavel estao associadas a maiores mudancas na outra.

3.6.1 Dependéncia de Cauda

De acordo com Nelsen (2006) e Romeo (2017), a dependéncia de cauda, no caso
bivariado, esta associada a intensidade de dependéncia entre duas varidveis aleatérias na
cauda inferior ou cauda superior conjunta de uma distribuicao bivariada.

Para as cépulas Arquimedianas, a dependéncia caudal pode ser expressa em ter-
mos dos geradores. Uma propriedade interessante é que a funcao geradora controla a
intensidade da dependéncia caudal. Dependendo do comportamento especifico da funcao
geradora, a cépula pode exibir diferentes graus de dependéncia de cauda. Dessa forma,
para as copulas Arquimedianas, a dependéncia de cauda superior (Ay) e a dependéncia

de cauda inferior (\) podem ser expressas, respectivamente, da seguinte forma:
(¢71) (2s)

AU:2—2hmm e AL =2 lim 227
=0 (¢71) (s) 7 (971) (s)

sendo que, para a céopula PVF,

¢ (s)=exp{—a " [ *(n+s)*—n]},
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donde segue que:

s+n
G0 oxp - Lrtizs o — ot} (FE22)
Logo, tem-se que:
Ay =2~ 2l (@_?fj)) — 220 Ly~ o1} (1) =0

AL = 2 lim M:Qx()x(l/z)l—azo.
7 (¢71) (s)

Pelos calculos acima, como ambos os valores dos coeficientes de cauda, superior e
inferior (respectivamente, Ay e Ar), assumem valor zero, concluimos que a cépula PVF
nao apresenta dependéncia em nenhuma das caudas.

As Figuras 3.6 e 3.7 apresentam graficos de dispersao da cépula PVF gerados com
amostras de tamanho 1.000, para diferentes valores de 7 e combinacoes dos parametros «
e 7, a fim de ilustrar o comportamento da cauda da PVF. Na Figura 3.6, parte superior,
foi considerado o coeficiente 7 no valor de 0,5 e, na parte inferior, 7 = 0,33; 0,20 e
0,05 (seguindo da esquerda para a direita, respectivamente); pode-se observar que, numa
associacao positiva moderada entre as variaveis e os parametros tendendo a zero, existe
uma tendéncia na cauda inferior da cépula PVF. Ja na Figura 3.7, os quatro graficos
de dispersao mostram a simulacao de variaveis que possuem um grau de dependéncia
positiva forte (7 = 0,9, considerando («,n) = ({0,1,0,001},{0,01,0,05} ,{0,097,0,0001}),
nos painéis superiores e 7 = 0,7, com (a,n) = ({0,01,0,20} ,{0,20,0,05} ,{0,29,0,001}),
nos painéis inferiores) e nessas imagens fica nitida uma tendéncia nas caudas inferior e
superior também quando os parametros se aproximam do valor zero. Em ambos os casos,
¢ exatamente o momento em que a cépula PVF passa a ser a copula de Clayton (caso
n — 0) ou de Gumbel (caso o — 0).

Similarmente a coépula PVF, os coeficientes de dependéncia de cauda da cépula
Gaussiana Inversa sdo iguais a zero. Em contraste, de acordo com Cherubini (2004),

segue que:

o Coébpula de Clayton: A estrutura de dependéncia da cépula de Clayton é definida
por exibir apenas dependéncia de cauda inferior; isso quer dizer que a chance da
ocorréncia de eventos extremos na cauda inferior da distribuicdo é maior que na
cauda superior. A expressao para o calculo do coeficiente de dependéncia na cauda

inferior é dada por:
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Figura 3.6: Graficos de dispersao da copula PVF, considerando amostras de tamanho
1.000 e 7 = 0,5, além de diferentes combinagoes de a e ) (painéis superiores). Nos painéis
inferiores (da esquerda para a direita), 7 = 0,33; 0,20 e 0,05.

Fonte: Romeo (2017).

Figura 3.7: Graficos de dispersao da copula PVF, considerando amostras de tamanho
1.000 e 7 = 0,9, além de diferentes combinagoes de a e ) (painéis superiores). Nos painéis

inferiores, 7 = 0,7, considerando diferentes combinagoes de a e 7.
Fonte: Romeo (2017).
AL, = 2-1/n,

Pode-se observar que, a medida que o valor de n — 0o, A;, tende a assumir valor
igual a 1.
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e Copula de Gumbel: Ja para a cépula de Gumbel, a estrutura de dependéncia
é caracterizada somente pela dependéncia de cauda superior. A expressdo para o

calculo desse coeficiente da cauda é dada por:
Ay =2 — 2%

Analisando a expressao de Ay, pode-se verificar que conforme o« — 0, entdo Ay — 1.

E, quando temos o — 17, ocorrera Ay — 0.

A Figura 3.8 apresenta uma simulagao com quatro graficos de dispersao ilustrando
a dependéncia de cauda das copulas de Gumbel e Clayton. Em ambas as copulas, foi
utilizado o valor do coeficiente 7 de Kendall igual a 0,4 (grau de associagao positiva fraca
a moderada) e 0,8 (grau de associagao positiva forte; isso significa que hd uma tendéncia
de comportamento conjunto nas caudas das varidveis). Ainda é possivel perceber que a
copula de Gumbel manifesta um comportamento de assimetria com uma maior dependén-
cia na cauda superior. Ja a copula de Clayton também apresenta-se de forma assimétrica

e revela uma maior dependéncia na cauda inferior.

Gumbel copula: ¢ = 0.4 Clayton copula: ¢ = 0.4

R Ty Rt s B, 13 of

ek
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Figura 3.8: Graficos de dispersao das cépulas de Gumbel e Clayton, para 7 = 0,4 e 0,8.

Fonte: Romeo (2017).
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3.6.2 Funcao Cross-Ratio

A funcao cross-ratio, também conhecida como razao cruzada, é uma medida de
concordancia local comum que, em Anédlise de Sobrevivéncia, fornece informagoes sobre
a dependéncia entre as variaveis de sobrevivéncia ou os tempos de falha, permitindo uma
melhor compreensao dos padroes de sobrevivéncia e da relacdo entre os eventos de falha
(Romeo, 2017).

Seja (11,T,) o par de tempos de falhas absolutamente continuos. A fungao cross-
ratio de Ty e Ty (Clayton 1978; Oakes 1989) é expressa por:

hg(t2|T1 = t1> _ hl(t1|T2 = tg)
hg(t2|T1 > tl) h1<t1|T2 > t2)7

X* (tl, tg) -

em que h; e hy sao fungoes de risco condicional para (77, 7T3), respectivamente.
A partir dessa definicdo, para copulas Arquimedianas, a funcao cross-ratio pode

ser escrita da seguinte forma (Romeo, 2017):

_U(b//(U)
@'(v)

X(S(t1,t2)) = X(v) =

No caso da c6épula PVF, considerando ¢”(v) = n° ‘[g(v)]a v, segue que a

fungao X(v) é decrescente em (t1,1s), e a expressdao da cross-ratio é dada por:
- 1 1ae
o fg)] (A = a)[g()] T 4+ 1

e Hg(v))a ot
= (1 =a)lgw)] " + 1.

X(v)=—v

Logo,
-«

MO ot =

Considerando que X(v) = X(S(t1,t2)), a Tabela 3.5 apresenta a expressao da
funcao cross-ratio X (v) para os casos especiais e limitante da cépula PVF, além de ob-

servacoes sobre o comportamento dessas fungoes.

Tabela 3.5: Funcao cross-ratio para os casos especiais e limite da cépula PVF.

Cépula X(v) Observagao

Gumbel 1—(1—a)lalog(v)]” Funcdo decrescente em (ty,t,)
Gaussiana Inversa 1 — [log(v) — 2] Funcao decrescente em (1, t2)
Clayton n~t+1 Funcao constante

Fonte: Autoria propria.
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Capitulo 4
Estimacao de Coépulas

A funcao de distribui¢ao populacional pode ser caracterizada por um niimero finito
de termos denominados parametros. Neste sentido, a distribuicao é dita paramétrica.
Para cépulas, o processo de estimacao dos pardmetros pode ser feito por meio do método
de méaxima verossimilhanca e também pelo método de inferéncia para as marginais.

Este capitulo exibe, de forma resumida, essas principais abordagens paramétricas,

presentes na literatura, para se estimar os parametros do modelo de copula.

4.1 Estimacao por Maxima Verossimilhanca

O método de maxima verosimilhanca é empregado para estimar, de forma conjunta,
os parametros das distribui¢oes marginais e os pardmetros de uma coéopula C'. A estimacao
por méaxima verossimilhanga é baseada na maximizacao da fun¢ao de verossimilhanga (ou
de log-verossimilhanga).

Assumindo independéncia, a fun¢ao de verossimilhanga de 6, associada (ou ainda,
condicional) ao vetor de observagoes = (1, 2, . .., Tp), pode ser escrita como: L(0|x) =

P f(x;]0), sendo f(x;|0) a FDP de X;.
No caso das copulas, pelo teorema de Sklar, a densidade do vetor aleatorio X pode

ser escrita da seguinte forma:

p
[z, 20, .. 3p) = c(ur, ug, ..., up) [ filzi), (4.1)
i=1
em que c(ug,us,...,u,) ¢ a densidade associada a cépula, uy = Fi(21]601),...,u, =

F,(z,|0,), sendo 6; o vetor n;-dimensional de pardmetros da i-ésima marginal, i =
1,2,...,p.

O logaritmo da fungao de verossimilhanca, resultante da Equagao (4.1), é dada
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por:

6(017"'70;0790"’317"'7 ZlOg Fl xl] ‘ 01) P(xpj’0p>’00>)

+Z:zi: 0g fz 371]‘0 ))

em que 0. é o vetor de parametros da copula e 6; é o vetor de parametros da i-ésima
distribuigdo marginal, i = 1,...,p. O estimador de maxima verossimilhanga (EMV) de
Y =(04,...,0,,0,), ¥, é expresso por:

7,7) = arg%}lgélcf(el, oo 0,,0. 2, ),

em que U é o espaco paramétrico de ¥ e arg maxyey £ (01, ...,0,,0 |z, ..., x,) é definido

como o valor de ¥ em que o logaritmo da fungao de verossimilhanca ¢ (04, ..., 0,,0.|z1, ..., x,)

assume seu valor maximo.

Dada a forma analitica da funcao de verossimilhanca, o EMV pode ser obtido
tomando a primeira derivada do logaritmo da fun¢do de verossimilhanga em relacao a 1,
e igualando os valores das derivadas parciais a zero (vetor nulo). Dessa forma, os EMVs

sao as solucoes das equacgoes a seguir:
ol (01, ey Op, 06’331, Ce ,mn)

=0
00, ’
00(64,...,0,,0.|z,,... ,z,)
00,
85(01,...,017,06’331,...,wn) -0
00, -

sendo que as segundas derivadas parciais sao negativas.
Assumindo que as condigoes de regularidade sao satisfeitas, o EMV é consistente,

eficiente e assintoticamente normal, isto é,

Vi (=) = Nuw (0,171 (1)) . (4.2)

em que m é a dimensao do vetor 1, I(¢,) é a matriz de informacdo de Fisher e ¥, é o
verdadeiro valor do vetor de parametros 1.

Para modelos paramétricos, o EMV dos pardmetros pode ser obtido analiticamente
ou numericamente usando algoritmos iterativos, como o método de Newton-Raphson.

Pode-se também calcular intervalos de confianga (ICs) para cada um dos pardme-
tros. Os ICs sao uma medida da incerteza em torno das estimativas dos parametros e
fornecem uma faixa de valores em que supoe-se um determinado nivel de confianca de
que o verdadeiro valor do parametro esteja contido. No caso, a construcao de ICs para os
parametros das marginais e da copula pode se basear na distribuicao normal assintética
do EMV, dada em (4.2).
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4.2 Meétodo de Inferéncia para as Marginais (IFM)

Outro método adotado para estimacao dos pardmetros do modelo de copula é o
Inference Function for Margins, conhecido como método IFM. Nele, é feita, inicialmente,
a estimagao dos pardmetros das marginais (6;,7 = 1,...,p) e, posteriormente, a estimagao
dos parametros da copula (0.) (Joe e Xu, 1996; Yan, 2007). Dessa maneira, a estimagao

dos vetores de parametros pelo método IFM, nas duas etapas, é expressa por:

1. Estimar os parametros das marginais, fazendo a estimacao das distribui¢bes margi-

nais univariadas:

7

0, = arg moaX]Zl log (fi(2;]6:)) ,
parat=1,...,p;

2. Estimar os pardmetros da fungao cépula, condicionando nas estimativas obtidas

anteriormente para as marginais:

c

6. = arg max > log (¢ (Fl(x1j|91), . ,Fp(xpj|ép)|96)) :
=1

Portanto, o estimador obtido pelo método IFM (ou estimador IFM) é descrito
como um vetor P = (04,...,0,,0.).

Joe (1996) demonstrou que o estimador IFM, sob condigoes de regularidade, é
consistente, eficiente e satisfaz a propriedade de normalidade assintotica.

No que tange a obtencao de ICs para os parametros das marginais e da copula,
Joe e Xu (1996) combinaram os métodos IFM e jackknife (reamostragem) para o calculo
de estimativas dos erros padroes das estimativas dos parametros do modelo multivariado.
Com isso, as derivadas analiticas ndo se tornam mais necessarias para calcular a inversa
da matriz de informagdo de Godambe (veja, por exemplo, Joe, 1997, p. 301-302, para
esta forma matricial), que é a matriz de covaridncia assintética associada a 1) sob certas
condigoes de regularidade. Por sua vez, Louzada e Ferreira (2015; 2016) propuseram o
uso de métodos bootstrap (e.g., percentil e béasico) para a construcao de ICs.

E importante ressaltar que ambos os métodos (maxima verossimilhanga e IFM)
tém suas vantagens e limitagoes. Assim, a escolha entre eles depende das caracteristicas
dos dados, das suposi¢oes sobre as marginais e das propriedades especificas da copula em
analise.

No contexto da cépula PVF, este estudo optara por realizar a estimacao dos pa-
rametros por meio do método de maxima verossimilhanca. Essa escolha é fundamentada

na capacidade deste método em proporcionar flexibilidade na modelagem da dependéncia
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entre variaveis aleatérias. A utilizacdo da maxima verossimilhanca permitira explorar di-
versas familias de copulas, oferecendo uma abordagem versatil para capturar e representar
diferentes formas de interdependéncia entre as variaveis consideradas. Essa flexibilidade
é essencial para abranger a variedade de estruturas de dependéncia que podem surgir em
diferentes conjuntos de dados, contribuindo assim para uma andalise mais abrangente e

adaptavel no contexto da copula PVF.
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Capitulo 5
Simulacao e Aplicacao

Neste capitulo serdao apresentadas, inicialmente, trés abordagens de algoritmos
para simular variaveis aleatorias bivariadas a partir da cépula PVF. Tais abordagens
foram baseadas em Genest et al. (1986), Embrechts et al. (2003), Nelsen (2006) e Mai
et al. (2012). Em seguida, serdo exibidos e discutidos os principais resultados do estudo
de simulacao, realizado com o objetivo de avaliar as propriedades assintéticas do EMV
dos pardmetros da cépula PVF, e a aplicagao bivariada do modelo PVF (e dos seus casos
especiais e limitante), a fim de ilustrar sua utilidade pratica e para mensurar a qualidade

e simplicidade de um modelo estatistico proposto.

5.1 Abordagem pela Distribuicao Condicional

Essa abordagem refere-se a geragao de pares de variaveis aleatérias uniformemente
distribuidas no intervalo [0, 1], em que uma cépula bivariada C' serd a distribuigao con-
junta, com pardmetro(s) conhecido(s). Tal método pode ser aplicado a copulas cuja fungao
inversa apresenta solucao analitica.

No caso da cépula PVF| é possivel a geragao de dados pela distribuicao condicional,
de forma fechada, apenas para o seu caso limite: a cépula de Clayton.

Assim, considerando a cépula de Clayton, o algoritmo para a geragao de um vetor

aleatério (u,us), a partir da amostragem condicional, seré:

1. Simular um par de variaveis aleatorias independentes (v, v9) de U(0, 1);

2. Fazer uy = vq;

()

(671) (er)’

1

-0 -0 ~%

_ _ u;l Fu, — 2

d(ur) + dlug) = uy " +uy " — 2. Logo, vy = <129> — 1.
Uy

3. Fazer vy = C(uglvy). Assim, vy = comec; = ¢(ug) =u"—1ecy =
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Portanto, a segunda variavel do par, amostrada da cépula de Clayton, é:

_ 0 -
Uy = {vlg <v2 o 1> - 1}

Para a aplicacao do método da distribuicao condicional para a copula PVF, é ne-

=

cessario uma abordagem numérica, ja que a inversa da condicional nao pode ser resolvida
explicitamente de forma fechada. Portanto, Romeo (2018) propds o seguinte algoritmo

de geracao de dados para a copula PVF:

1. Simular uy ~ U(0,1) e ¢ ~ U(0, 1);

9
8uQ

Aqui, é necessario encontrar as raizes da equacao de forma numérica, isto é, F, 521 (q)—

2. Calcular Fy,(uq) := Clui,ug) e uy = F@I(Q)-

q = 0, uma vez que u; = F§21(q) nao possui solugao em forma fechada;

(0)

2.1. Definir um valor inicial u; "’ = wq;
9 0? -
o , , .
22, Faser ™ =) — (20 (w0 12) ) | -0 ()|

(3+1),

2.3. Se ‘ugjﬂ) — ugj) < €, retornar u; = uy ' ’;

3. Retornar (uq, us);

4. Repetir os passos anteriores n vezes para obter uma amostra de n pares da copula
PVEF.

O passo 2 pode ser implementado de forma direta usando, por exemplo, a fun¢ao

uniroot no software estatistico R.

5.2 Algoritmo para Cépulas Arquimedianas em Ge-

ral

Como a distribuicao condicional da cépula PVF nao é diretamente inversivel, uma
alternativa seria usar um algoritmo para copulas Arquimedianas em geral, baseado no

teorema a seguir.

Teorema (Leal, 2015): Sejam U; e U, varidveis aleatérias U(0, 1), com distribuigao
bivariada definida por uma cépula Arquimediana com funcao geradora ¢. Entao, a fungao
de distribuicdo de C(Uy, Us) é dada por K (t) =t — ¢(t)/¢ (t).

O algoritmo de geracao para a cépula PVF é entao descrito a seguir.
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1. Simular duas varidveis aleatérias U(0, 1) independentes, (s, q);
o(t)
¢'(t)

endo ¢(s) = [g(s)]"/* —n, entdo K.(s) = lg(s)]V/* —n )
Sendo 6(s) = [g(s)]'/* — 1, entio K.(s) t<1+na_1_[g(8)]1/a__

3. Repetir os passos anteriores n vezes para obter uma amostra de n pares da copula
PVF.

2. Fazer t = K7 '(q), em que K.(t) =t —

Cc

Para a copula PVF, a equacio t = K !(g) nao apresenta solu¢io em forma fechada.
Desse modo, uma saida seria resolver numericamente a equagao K.(t) — ¢ = 0.
Romeo (2018) aponta que a solugdo numérica da equagao K.(t) — g = 0 seguiria o

algoritmo da distribuicao condicional apresentado na Secao 5.1. Isto é:

2.1. Definir um valor inicial ¢ = ¢,

: , , e _
2.9, U+ — () _ [t(a) <1 + l9(s)] " ) — q];

O

2.3. Se [tV — 0| < ¢, retornar t = tUTY;

3. Retornar o par (uj,ug), em que u; = ¢! (s¢(t)) e ug = ¢~ ((1 — 5)é(1)).

5.3 Abordagem de Marshall e Olkin

Conforme comentado anteriormente na Secao 3.2.1, a cépula PVF faz parte de
uma classe de copulas conhecida como LT-Archimedean copulas, a qual possui uma re-
presentacao definida a partir da transformada de Laplace. A inversa da funcao geradora
da coépula, ¢, possui uma representacao a partir de uma transformada de Laplace de uma
distribuicao G, isto é,

¢ =LV(G).

O método apresentado por Marshall e Olkin (1988) envolve a transformada de
Laplace e sua inversa. O algoritmo baseado na representacao a partir de transformadas

de Laplace é expresso por:

1. Definir uma varidvel V ~ G = LY (), com a transformada de Laplace de G dada
por (t) = ;7 e”dG(x), para t > 0;
2. Simular duas variaveis aleatérias U(0, 1) independentes, (vq,v2);

_ log(v;)
V

3. Fazer Ui:¢< ),parai:1,2;
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4. O vetor (uy,uy) possui distribuigdo associada a cépula com fungao geradora ¢ = 1p~1.

A tnica desvantagem desse método refere-se a exigéncia de simular uma variavel
a mais, V, o que nem sempre ¢ facil de obter, como no caso da céopula PVF. Porém, para
o0s seus casos especiais, Clayton e Gumbel, é possivel aplicar esse método. Assim, seguem

os respectivos algoritmos.
e Copula de Clayton:
1. Definir uma varidvel aleatéria V' ~ Gama (1,1/n), cuja transformada de La-

place é dada por ¢(t) = (1 + t)_%;

2. Simular duas varidveis aleatérias U(0, 1) independentes, (v1, vs);

_ log(vi)
V

3. Fazer ui:w( >,paraz’:1,2.

e« Coébpula de Gumbel:

1. Definir uma variavel aleatéria V' ~ Estavel Positiva (1/«a), cuja transformada
de Laplace é dada por 9 (t) = exp {—té};
2. Simular duas varidveis aleatérias U(0, 1) independentes, (v1,vs);

_ log(v:)
V

3. Fazer uizz/z( ),paraizl,Z.

5.4 Simulacao

O estudo de simulagao deste trabalho envolve a geracao de dados simulados com
base no modelo estatistico da cépula PVF bivariada. Para tanto, o modelo da cépula

PVF é expresso como:

Confir, ) = exp {~ [~ (o] + [o(us)] —n)" ]}

«

Esta simulagao foi realizada com o auxilio do software R, onde foram geradas
b = 1.000 amostras (réplicas) da cépula PVF bivariada, de tamanhos n = 50, 100 e
500. Para avaliar o grau de dependéncia entre as distribui¢coes marginais, foi feita uma
combinacao dos parametros o e 7. Para analisar uma associagdo fraca (7 = 0,25), os
parametros escolhidos foram: a = 04 e n = 0,6. Ja para uma associacdo moderada
(1 =0,5), a combinagao foi: a = 0,25 e n = 0,2. Por fim, para investigar uma associagao

forte (7 = 0,75), a escolha foi: « = 0,1 e n =0,1.
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5.4.1 Resultados e Discussao

A Tabela 5.1 exibe os resultados das simulagbes para as diferentes combinagoes
de parametros o e 7, apresentando o valor médio, o vicio e o erro quadratico médio
(EQM) de cada estimativa dos pardmetros do modelo PVF, obtidos através do método
de maxima verosimilhanca, segundo os graus de dependéncia fraca, moderada e forte,
respectivamente.

De acordo com a Tabela 5.1, é possivel fazer as seguintes observagoes:

e Para um mesmo valor de « e diferentes valores de n, o valor médio nao apresenta

diferencas consideraveis, variando em torno de 0,01;
o Para 7 igual a 0,2 e 0,1, o valor médio nao apresenta diferencas notérias;

o« Para n = 0,6, o valor médio vai crescendo a medida que o valor de n também
aumenta, porém, para n = 500, ocorre uma mudanca brusca, na qual a média cai

mais de 5 unidades.

Além disso, verifica-se que o viés e o EQM do pardmetro «, em todas as suas
diferentes combinagoes com 7, tendem a se aproximar de zero a medida que n aumenta,
o que é desejado/esperado, ja que o viés representa a diferenga entre o valor estimado
e o valor verdadeiro. Assintoticamente, pode-se ver que o EMV do pardmetro « é nao
viesado e EQM consistente.

Nota-se também, na Tabela 5.1, que para a combinacao a = 0,4 e n = 0,6, ocorre
uma instabilidade na estimagao do paramentro n quando n < 500. J& nos casos de
dependéncia moderada e forte, o vicio e 0 EQM tendem a se aproximar de zero a medida
que n aumenta, indicando, assim, que o EMV do parametro n é nao viesado e eficiente,
fornecendo estimativas precisas e confiaveis a medida que o tamanho da amostra aumenta.

Ademais, o EQM apresenta-se como consistente.

Tabela 5.1: Média, vicio e EQM das estimativas dos parametros do modelo de cépula
PVF (caso bivariado).

n = 50 n = 100 n = 200 n = 500
Parametro Média Vicio EQM Média Vicio EQM Média Vicio EQM Média Vicio EQM
a =04 0,3696  —0,0304 0,0790  0,3752  —0,0248 0,0594 0,3728  —0,0272 0,0384 0,3797  —0,0203  0,0191
n=20,6 5,4719 4,8719 5.876,60 4,7105 4,1105 10.215,36 6,3606 5,7606 31.856,28 0,6714 0,0714 0,1441
a = 0,25 0,2392  —0,0108 0,0162 0,2462  —0,0038 0,0080 0,2465  —0,0035 0,0039 0,2480 —0,0020  0,0016
n=20,2 0,2287 0,0287 0,0296 0,2123 0,0123 0,0132 0,2069 0,0069 0,0060 0,2027 0,0027 0,0021
a =01 0,0984  —0,0016 0,0021 0,1003 0,0003 0,0010 0,0996  —0,0004 0,0005 0,0997  —0,0003  0,0002
n=0,1 0,1026 0,0026 0,0018 0,1002 0,0002 0,0008 0,1003 0,0003 0,0004 0,1001 0,0001 0,0002

Fonte: Autoria propria.
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5.5 Aplicacao

Nesta segao, o modelo PVF (e seus casos especiais e limitante) é aplicado a um
conjunto de dados reais sobre explora¢ao de urdnio (Cook e Johnson, 1986), disponivel
no pacote copula (Yan, 2007) do software R pela nomenclatura de uranium.

Esse conjunto de dados é formado por concentragoes logaritmicas de sete elementos
quimicos em 655 amostras de dgua coletadas perto de Grand Junction (do quadrangulo
de Montrose, no oeste do Colorado, Estados Unidos da América). Tais concentragoes
foram calculadas para os seguintes elementos quimicos: uranio (U), litio (Li), cobalto
(Co), potassio (K), césio (Cs), escandio (Sc) e titanio (Ti).

Para selecionar duas variaveis do referido conjunto de dados, visando a aplicacao
bivariada do modelo PVF e de seus casos especiais e limitante, analisou-se quais variaveis
estavam mais correlacionadas/associadas entre si, de acordo com o coeficiente 7 de Kendall
(versao amostral). Os valores de 7, para todas as combinacoes duas a duas entre as

variaveis, estdao apresentados na Tabela 5.2.

Tabela 5.2: Coeficiente 7 de Kendall para todas as variaveis do conjunto de dados uranium,

tomadas duas a duas.

U Li Co K Cs Sc Ti
U 1,00000000 - - - - - -
Li 0,13259055  1,000000000 - - - - -
Co 0,05958400 0,006097769  1,000000000 - - - -
K 0,19311832  0,111016779  -0,099387712  1,00000000 - - -
Cs 0,47026041 0,125019408  0,166577514 0,20741073  1,0000000 - -
Sc  0,09233127 0,102180954  0,535117949  -0,13684047  0,2328236  1,00000000 -
Ti 0,13451850  0,002773836 0,364747010 0,04060148 0,3039988  0,43551173  1,000000000

Fonte: Autoria propria.

Analisando a Tabela 5.2, observa-se que as varidveis Co (numérica - concentracao
logaritmica de cobalto) e Sc (numérica - concentragao logaritmica de escandio) sao as que
apresentaram a melhor (isto é, maior) relagdo de associacdo, com coeficiente 7 de Kendall
igual a 0,535117949, sendo assim um grau de dependéncia positiva moderada.

Pode-se ainda visualizar como as variaveis Co e Sc estao correlacionadas, por meio
do grafico da Figura 5.1. Nota-se, em geral, um aumento no valor da variavel Co quando
a outra varidvel, Sc, também aumenta (e o contrario também). Ou seja, hd uma relagdo
positiva entre essas variaveis.

De posse das duas variaveis selecionadas, parte-se para a avaliacdo da qualidade e
obtenc¢ao de uma métrica para comparacao e selecao entre os modelos PVFE e os seus casos
especiais e limitante. Pode-se utilizar, por exemplo, o Critério de Informagao de Akaike
(AIC) (Akaike, 1977), pois este fornece uma medida relativa de goodness-of-fit (qualidade
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Figura 5.1: Grafico de dispersao das variaveis Co e Sc.
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Fonte: Autoria prépria.

do ajuste) do modelo estatistico. Considerando distribuigdes marginais nao paramétricas
(acumuladas empiricas) para as varidveis envolvidas, a Tabela 5.3 exibe o valor do AIC

dos modelos candidatos: PVF, Clayton, Gumbel e Gaussiana Inversa.

Tabela 5.3: Valores AIC dos modelos PVF, Clayton, Gumbel e Gaussiana Inversa.

PVF Clayton = Gumbel Gaussiana Inversa
-501,9077 -399,3757 -455,4856 -455,3962

Fonte: Autoria propria.

Observa-se pela Tabela 5.3 que, dentre os quatro modelos candidatos, o que obteve
um melhor desempenho em termos de ajuste aos dados observados, considerando o equili-
brio entre a complexidade do modelo e a qualidade do ajuste, foi o modelo da copula PVF,
visto que apresentou a menor pontuagao de AIC (—501,9077). Dessa forma, comprova-se
que, com o modelo PVF, ha menos informacoes perdidas, portanto, uma maior qualidade
do ajuste, ou seja, um bom ajuste do modelo bivariado de cépula.

Para o modelo da copula PVF, o parametro « estimado foi 0,3840549, o qual
influencia a forma da cauda da distribuicao. J4 para o pardmetro 7, a estimativa foi de

0,04898758, o que impacta a intensidade da dependéncia.
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Capitulo 6
Consideracoes Finais

No presente estudo obteve-se novos resultados para a copula PVF, como a de-
monstragao de que a copula BB9 é a prépria copula PVF, apenas com diferenciagao na
sua parametrizacdo. Dessa forma, foi exibida a relacdo entre os parametros da copula
PVF e os da BB9, na forma como eram apresentadas por diferentes autores. Além disso,
utilizando o teorema de Ling, provou-se que a cépula PVF é uma coépula Arquimediana.

Ademais, foram apresentados alguns conceitos referentes as funcoes copula, com
destaque para a cépula PVF. Por meio de uma revisao bibliografica, conseguiu-se reunir
informacgoes disponiveis sobre a cépula PVF e seus casos especiais e limitante, além de
apresentar, de forma inédita, outras medidas de concordancia para ela (p de Spearman,
£ de Blomqvist e v de Gini).

Foi realizado um estudo de simulacao com o objetivo de expor o bom comporta-
mento das estimativas de maxima verossimilhanca dos parametros da cépula PVF, com
base no vicio e EQM. Por meio dessas simulagoes, também foi verificado que, com dife-
rentes tamanhos amostrais, ha existéncia de uma instabilidade do EMV do parametro n
(quando a correla¢ao é moderada) no momento em que o tamanho da amostra é menor
do que 500.

Por fim, o modelo de cépula PVF, que tem como casos particulares os modelos
de copula de Clayton, Gumbel e Gaussiana Inversa, foi aplicado a um conjunto de dados
disponivel no pacote copula do software R. Dentre os modelos candidatos, o modelo
PVF foi o que apresentou o melhor ajuste. A comparacao/selecdo de modelos foi feita
utilizando o critério AIC.

Para um trabalho futuro, pretende-se realizar pesquisas mais aprofundadas na lite-
ratura, visando confirmar o ineditismo de alguns dos resultados aqui desenvolvidos, bem
como estudar/investigar mais detalhadamente o comportamento do EMV do pardmetro
7, e realizar uma abordagem multivariada do modelo PVF e seus casos particulares e

limite. Intenciona-se também realizar a estimacao da cépula PVF utilizando o método
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IFM, comparando sua efetividade em relagao ao método da maxima verossimilhanca. Se-
ria interessante realizar uma abordagem Bayesiana, podendo assumir prioris hierarquicas
ou dependencia condicional entre alpha e eta. E por ultimo, outra possibilidade para
estudo futuro seria exibir uma generalizacdo da familia de copulas PVF com base em

construgoes quadraticas de copulas e em algumas formas de convexidade.
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