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Resumo

Nosso objetivo neste trabalho é estudar o classico e célebre Teorema de Slice. Provado
inicialmente por Koszul, o Teorema de Slice diz que dada uma acao prépria de uma grupo
de Lie em variedade existe um slice passando por cada ponto em M, ou seja, uma subvari-
edade transversal a orbita passando pelo ponto dado com algumas propriedades especiais.
Esse teorema é uma ferramenta fundamental na Teoria dos grupos de transformacgoes. Tal
resultado permite reduzir o estudo de uma acao de grupo de Lie proximo a uma orbita
ao estudo da geometria transversal a orbita.

Palavras-chaves: Grupo de Lie, agao propria e Slice.



Abstract

Our goal in this work is to study the classic and celebrated Slice Theorem. Initially
proven by Koszul, the Slice Theorem states that given a proper action of a Lie group
on a manifold, there exists a slice passing through each point in M, i.e., a submanifold
transversal to the orbit passing through the given point with some special properties.
This theorem is a fundamental tool in the Theory of Transformation Groups. This result
allows us to reduce the study of a Lie group action near an orbit to the study of the
geometry transversal to the orbit.

Keywords: Lie Group, proper action and Slice.
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Introducao

O objetivo da presente dissertacao ¢ estudar o classico e célebre teorema de Slice.
Provado inicialmente por Koszul, o teorema de Slice é uma ferramenta fundamental na
teoria dos grupos de transformacgdes. Tal resultado permite reduzir o estudo local de uma
acao de grupo de Lie ao estudo da geometria transversal a orbita. Uma consequéncia
importante é a existéncia de vizinhanga tubular de uma érbita.

Grupo de Lie é, a grosso modo, um grupo que possui uma estrutura suave de variedade
tal que as operacoes do grupo sao aplicagoes suaves, vide definicao |3.1. Tal conceito foi
introduzido por Sophus Lie em 1870 para estudar propriedades de equagoes diferenciais.
As aplicagbes sao intimeras, por exemplo, é usado no estudo de grupos de simetria e na
invariancia das Leis de movimento de Newton em referenciais inerciais.

Uma acao de um grupo de Lie G em uma variedade M ¢, a grosso modo, uma aplicagdo
suave « : G X M — M que de certa forma preserva a operacao do grupo, vide defini¢ao
.1 Por exemplo, a aplicacdo que associa a cada matriz ortogonal de ordem 2 a rotagao
induzida em R2. A érbita da agao passando por p € M é o conjunto G(p) de pontos que
sao aplicados a p por meio de um difeomorfismo o, com g € G. No exemplo anterior, a
érbita passando por p coincide com o circulo centrado na origem e raio [|p|.

O slice de uma acao o : G x M — M em xy € M é uma subvariedade mergulhada
transversal a 6rbita G(x) com propriedades que capturam informacoes do comportamento
das orbitas proximas de G(zg). Mais precisamente, se « : G x M — M é uma agdo,
um slice em xy é uma subvariedade mergulhada S,, contendo x satisfazendo as seguintes

propriedades:
1. Ty M = Ty, G(0) ® Ty Sy € TuM = TyG() + TySay, ¥ 2 € Sy
2. S,, ¢ invariante por Gy, i.e, se x € Sy, € g € Gy, entdo ag, x) € Sy,.
3. Se g € G deixa S,, invariante (ou seja, a(g,x) € Sy, YV € Sy, ), entao g € G, .

O teorema de Slice garante a existéncia de Slice para qualquer agao propria, Teorema [1.2]

Esta dissertagao esta organizada em quatro capitulos. No capitulo 1 e 2, estudaremos
conceitos indispensaveis para o desenvolvimento dos demais capitulos. Apresentaremos
topicos de variedades diferenciaveis e geometria Rimanniana. No capitulo 3 introduzi-
remos os grupos de Lie. E finalmente tendo definido os grupos de Lie, podemos falar
a respeito das acgoes de grupos de Lie, definir agoes proprias, para entao enunciarmos

teorema de Slice e demonstra-lo, objetivo principal desse trabalho.



1 Conceitos Preliminares

Neste capitulo apresentaremos os tépicos de Variedades e Geometria Rimanniana.
Ressaltamos que os topicos a seguir tem por intuito realizar uma breve introducao e
desenvolver ferramentas necessarias para compreensao dos conceitos basicos da teoria de

Grupos de Lie e do Teorema de Slice.

1 Variedades Diferenciaveis

Intuitivamente uma variedade diferenciavel é uma uniao de conjuntos deformados do
R™. As variedades diferencidveis permitem expandir conceitos do calculo para estrutu-
ras mais gerais que o R"™, por exemplo, nocao de diferenciabilidade de fun¢oes, campos

7

vetoriais, Teorema da Func¢ao Inversa. As referéncias aqui utilizadas serdo [2] e [4].

1.1 Definicdo e Exemplos

Definicdo 1.1 Um espaco topolégico M é uma variedade diferencidvel de classe C* e
dimensao n se for Hausdorff com base enumerdvel e admitir uma estrutura diferencidvel
de classe C*, ou seja, uma famidlia {U;, p;}, denominada atlas, onde {U;} é uma cobertura
por abertos de M e p; : V; CR™ = U; C M € um homeomorfismo satisfazendo a segquinte
condig¢ao: se U;NU; # 0, entdo

p;t o (UinT;) — o7 (UiNTy)
¢ uma aplicacdo diferencidvel de classe C*, denominada funcio de transicdo.

U;NU;

Pj N
@ Uinu;)
4
-1
. P e I
_ ,
J

i

o 1U; N U

Figura 1 — Fonte: [2].
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As aplicacoes p; e goj_lscio referidas como parametrizacao e carta local respectivamente.

Exemplo 1.1 O espago R™ = {(xy,...,x,);x; € R} € trivialmente uma variedade suave

de dimensao n que possui um atlas com apenas a identidade como parametrizacao.

Exemplo 1.2 Superficies parametrizadas do R? sdo variedades de dimensdo 2, mais pre-
cisamente, a imagem de uma imersio ¢ : U C R* — R3 (ou seja, dy, € injetor para

qualquer p € U, sendo U aberto de R?).

Exemplo 1.3 (Gréafico de Fungao) Dada func¢io suave f : U C R" — R seu grifico
G(f):=A{(p, f(p));p € U)} € uma variedade n — 1 dimensional, que possui uma parame-

trizagio global o= : U — G(f), ¢ ' (p) = (p, f(p)).

Exemplo 1.4 (Esfera) A esfera de raio r > 0 é definida como o conjunto

n+1

Sn(r) = {(xlv '“rrn—‘rl) € Rn—f—l; Z 'I'LQ — 7‘2},

i=1

Uma estrutura diferencidvel para S™(r) dada pelas aplicagoes oy, : {(T1,...,Tn); S0 22 <

ry = 5"(r),

@i(@1, oo ) = (1, ooy Thm, [T — D T2, Ty ooy Ty
i

para k € {1,...,n}.

Exemplo 1.5 (Superficie de revolugao) Dada curva uma suave e reqular v : (a,b) —
R3 com v(t) = (r(t),0,h(t)) e r(t) > 0 defina a aplicagio ¢ : [a,b] x [0,27) — R por

o(t,0) = (r(t)cos(0),r(t)sen(0), h(t)).

A imagem S = Imy é uma variedade bidimensional (superficie) denominada superficie
de revolugao. Em particular, se y(t) = (a + rcos(t),0,rsen(t)) para 0 < r < a, entdo S €

o toro de revolugado.
Exemplo 1.6 (Toro) A imagem da aplicagio ¢ : R x R — C? dada por
¢<w1’ xQ) = (eim’ eim)

¢ uma variedade suave de dimensdo dois, cuja a estrutura diferencidvel pode ser tomada
como algumas restricoes da aplicagcdo ¢. Fssa variedade € difeomorfa ao toro de revolucao

e denotada por T?.

Exemplo 1.7 (Espago Hiperbolico) Em R""! defina a aplicagio bilinear simétrica

nao-degenerada

q
<l‘7 y>1 - leyz = Tn+1Yn+1,
=1
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denominada métrica de Lorentz. O par L™ = (R™™ (,);) é um espago de Lorentz, que
¢ o espaco modelo da teoria da relatividade.

Agora defina o conjunto
H"(r) = {x € R"™; (z,2); = —r® e x,, > 0}.

Verifica-se que H™ € uma variedade suave. Considere B = {z € R™;(z,x); < le x,, = 0}
e a aplicacao
¢ : By — H"

que associa a cada ponto T € B o unico ponto na intersegao de H"™ com a reta que liga
—ent1 = (0,...,0. = 1) a . Mostre que ¢ € uma bijecio e que é um homeomorfismo se
considerarmos em H™ a topologia induzida de R™"'. Em particular, @ induz uma estrutura
de variedade suave em H".

Outra maneira de induzir uma estrutura de variedade diferencidvel é definir a aplicagdo
0 :R™ — R"™ dada por 0(xy, ..., xn) = (T1, ..o Tny /T2 + 01 72) € notar que H" coincide

com o grifico de 6.

1.2 Espaco tangente

Seja M uma variedade diferenciavel n-dimensional. Um vetor tangente a M em p é
uma derivacao sobre D,(M) a algebra das fungdes de M diferenciaveis em p, ou seja, é
uma aplicacao R-linear

v:D,(M)—R

que satisfaz a regra de Leibniz:

v(f.g) = g)v(f) + f(p)v(g)

para f,g € D,(M). O conjunto dos vetores tangentes a M em p denotado por T,M é

denominado espaco tangente de M em p.

Exemplo 1.8 Se M = R", entao os vetores tangentes v € T,M sao da forma v =
(p,v) = v, com v € R". E nesse caso a derivagiao é a conhecida derivada direcional de

funcoes diferencidveis em R™

of) = dpy) = W2

Dados r € R e u,v € T,M definimos em 7, M naturalmente uma soma e uma multi-

plicagdo por escalar da seguinte forma:

L (u+0)(f) = u(f) +v(f)
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para qualquer f € D,(M). Com essas operagoes T, M ¢é um espaco vetorial.

Dada uma carta ¢ : U C M — V C R", obtemos um isomorfismo de algebras
(p* : Dp(M) — D@(p) (Rn)

definido por
P (f)=foy™,
ou seja, ¢* é um isomorfismo linear tal que ¢*(f.g) = ¢*(f)¥*(g).

Agora considere a aplicagao
Py - TpM — Tsp(p)Rn

que associa a cada vetor tangente v € T, M o vetor tangente ¢,(v) definido por

p:(0)(f) = v(fop)
onde f € D,(R").
A aplicacao ¢, é um isomorfismo linear cuja inversa associa a cada y € T,y R" o vetor
! (y) € T,M definido por o (y)(f) = y(f o ¢™") para f € Dy(M).
Como consequéncia da discussao acima, concluimos que 7,M ¢é um espago vetorial
n-dimensional e {p, (e1), ..., 0. (e,)} é uma base, onde {ey,...,e,} é a base canodnica
de T,,)R". Explicitamente, dada funcao f € D,(M)

(b D) = eilf 057 = (097 olp)

coincide com a i-ésima derivada parcial da fungao fop ! em ¢(p). Por essa razao usaremos

a notacao
a L —1

Portanto dado v € T,,M existem unicos escalares vy, ..., v, € R tais que

v = szai(p)

i
Ou seja, {a%l(p), s %(p)} ¢ uma base de T, M canonicamente associada a carta local ¢.

Existe uma interpretacao fisica ou cinética muito 1til do conceito de vetor tangente.
Dada curva suave v : (—e, €) — M o vetor velocidade de v em ty ( ou vetor tangente a ~y

em tg) é a derivagao
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Pela Regra da Cadeia temos que

d d
V(o)) = = (Fer) = (foptopon)
t=0 t=0

= d(fo 90_1)@(7(0))((90 © 7),(0)) = (po ’Y)/(O)(f o 30_1) =v(f)

onde v = ¢, '((¢ 07)'(0)). Consequentemente, 7'(ty) € Tyu,)M. Reciprocamente, se
v € T,M, existe uma curva 7y : (—¢,€) — M suave tal que y(0) = p e v = 7/(0). De
fato, se y = . (v) € TypM e alt) = ¢(p) + yt, verifica-se que v(t) = ¢! o a(t) satisfaz
v =7(0):

FOf) = lemald 097 00y = (0)(f 007) = () 0 67) = u(f).

Em particular, v = +/(0) = ¢, (c/(0)).
Agora suponha que v : I — M é uma curva diferenciavel e

n

a(t) =pov(t) = (x1(t), ... za(t)) = D zi(t)e;.

i=1

Entao
7(0) = ¢ (@ 0) = X a0 ) = L4 0) 5 (0)

i=1 i=1

Exemplo 1.9 Para qualquer p € R" seque que T,R" = p x R" x R". Comumente iden-

tificamos T,R™ com R", como nos cursos de cdlculo.

Exemplo 1.10 O espago tangente a uma variedade produto M x N em (p,q) € isomorfo
a soma direta T,M ©T,N.

Exemplo 1.11 O espago tangente a esfera S™(r) em p coincide (a menos de uma trans-
lagio) com o subespaco ortogonal ao vetor posi¢io p com respeito ao produto interno

canonico de Rt

1.3 Diferencial de Funcdo, Teoremas da Funcdo Inversa, da Imersdo e Sub-

mersao

Dada aplicacdo f : M™ — N™ entre variedades de classe C* e p € M definimos a
aplicagdo diferencial de f em p como a aplicacao linear df, : T,M — T, N que associa

a cada v € T,M o vetor
dfy(v) = (f 0 @)'(0),
onde a: (—€,€) — M é curva tal que o/(0) = v. Ou equivalentemente,

(dfp(v))g = v(go f),

para qualquer g € C°(N).
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Lema 1.1 (Regra da Cadeia) Se f: M — N e g: N — P sao fungoes diferencidveis

em p e f(p) respectivamente, entao go f: M — P € diferencidvel em p e seu diferencial

¢ dado por d(go ), = dgsp) o dfp.

Sejam (U, ) e (V, p) sistemas de coordenadas respectivamente de M em torno de p e de
N em torno de f(p). Sejam {(%i(p)} e {a%j(f(p))} bases d~e T,M e Ty N respectivamente
dadas por seus sistemas de coordenadas. Considere a f(z) = (fi(z), ..., fu(z)) € p(V)

e v = Tlviﬁ(p) a representagdo local de f e v nessas coordenadas, com x(t) =

(x1(t),...,xm(t)) € @(U) representacao local de a.. Logo a representacao local do vetor

dfp(v) é

d = ( = (@) =g, |
o) = i) = 5 (S ugl @) a0 = 3| £ Fhw A,

A representacdo matricial de df,,, denominada matriz Jacobiana, com respeito as bases
citadas acima é a matriz Jf(p) = [a;j(p)] € Mpuxm(R) com entradas a;;(p) = g—ﬁ(gp(p)).

Uma aplicacdo f : M — N é um difeomorfismo de classe C* se for uma aplicacio de
classe C* que possui uma aplicacdo inversa também de classe C*. Dizemos que f é um
difeomorfismo local se para todo p € M existe vizinhanga aberta U C M de p tal que
flv : U — f(U) é um difeomorfismo.

A funcio f(z) = x? ¢ diferencidvel, mas nao ¢é bijetora. Ja a funcao f(z) = z® é uma
bijegao diferencidvel, porém sua inversa é a aplicagao g(z) = x%, que nao é diferenciavel
em x = 0.

Existe alguma condi¢ao para que uma aplicagao seja um difeomorfismo local? Se uma
aplicagao é um difeomorfismo local, pela regra da Cadeia, em cada ponto seu diferencial é
um isomorfismo linear. A reciproca é um importante e fundamental resultado conhecido

como Teorema da Funcao Inversa.

Teorema 1.1 (da Fungao Inversa) Seja f : M — N uma aplicacio de classe C*.
Se em p € M o diferencial df, : T,M — TN € um isomorfismo linear, entdo existem
U C M eV C N vizinhangas abertas de p e f(p) tais que f|y : U — V € um difeomorfismo

de classe C*.

Uma aplicagao f : M™ — N" diferencidvel é uma imersio em p € M quando df, :
T,M — N é uma aplicagao injetora, em particular m < n. Dizemos que f é uma imersdao
quando f é uma imersao em qualquer p € M.

Por exemplo, a inclusio i : R" — R""* que associa a cada z € R™ o ponto (x,0) € R**k
é trivialmente uma imersao. O resultado abaixo é consequéncia do teorema da Funcao

Inversa e afirma que localmente qualquer imersao é difeomorfa a uma inclusao.
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Teorema 1.2 (Forma Local das Imersées) Sejam f: M™ — N™ aplica¢io de classe
Ck (k> 1)exg € U tal que df,, é uma aplicagio linear injetora. Entio existem sistemas
de coordenadas de M e N em torno de p e f(p) tais que a representagio local de f é da

forma

f(z) = (x,0) € R™ x R".

Uma aplicacao f : M™ — N™ diferencidvel é uma submersio em p quando df, :
T,M — T,N é uma aplicagao sobrejetora, em particular m > n. Dizemos que f é uma
submersao quando for uma submersao para qualquer p € U.

Por exemplo, a projecao canonica 7w : R" @ R™ — R™ dada por w(z,y) = y é tri-
vialmente uma submersao. O resultado abaixo também é um corolario do teorema da

Funcao Inversa e afirma que localmente qualquer submersao é difeomorfa a uma projecao

canonica.

Teorema 1.3 (Forma Local das Submersées) Seja f: M™ — N™ uma aplica¢io de
classe C* (k> 1). Se f é uma submersio em py, entio existem sistemas de coordenadas

em torno de p e f(p) tais que a representagao local de f € da forma

flz,w)=w
com (z,w) € R™ x R™.

Os Teoremas Forma Local das Imersdes e Submersoes sao teorema de posto maximo

e podem ser sintetizados pelo Teorema do Posto.

1.4 Subvariedades

Seja f : M — N uma funcdo de classe C*. Um valor ¢ € N é um valor regular se f

é uma submersio em p € f~1(q).

Corolario 1.1 Seja f : M™ — N" aplicacdo de classe C*. Se q é valor reqular, entio
f~Y(q) é uma subvariedade mergulhada de M de classe C* e dimensdo m—mn. Além disso,
T, *(q) = Ker df, para qualquer p € f~'(q).

Exemplo 1.12 Superficies de R® sio subvariedades de codimensio 1 de R3.

Exemplo 1.13 (Esfera) A esfera S™(r) de raio r > 0 pode ser visto como pré-imagem

do valor regular r* da fungio f: R™"™ — R dada por f(z) = (z,x). Logo
T,S(r) =p* = {v € R""; (v, p) = 0}

para qualquer p € S™(r).
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Exemplo 1.14 (Espago Hiperbdlico) Analogamente a esfera, verificamos que —1 é
valor reqular de f(x) = (x,x); e H* = f~1(=1) é variedade de dimensdio n tal que
TH" = {v € R""; (v, p); = 0}

para qualquer p € H"™.

1.5 Fibrado Tangente

Defina o conjunto T'M como a uniao disjunta de todos os espacos tangentes a M:
TM = UpenT,M. E também a projecao canonica m : T'M — M que associa a cada
v € T,M o elemento p € M.

Proposicao 1.1 Se M ¢é uma variedade diferencidvel C*, entdo TM admite uma estru-
tura de variedade diferencidvel C* de dimensdio 2n = 2dimM tal que 7 : TM — M ¢

uma submersio C* cuja fibra 7=*(p) coincide com T,M.

Demonstragao: Seja A = {¢, : U, — V,} um atlas diferenciavel de M. Para
qualquer «, considere a seguinte aplicacdao 4, : TU, — V,, x R* C R?" dada por
Pa(Vp) = Pa(p; v) = (Pa(@), (Pa):(v)) = (Pa)s(vp)-
Tal aplicagao ¢ uma bije¢ao, pois possui uma inversa dada por @, (y.) = (¢a)s *(Yz)-
Provaremos que {(pa)s : TU, — Vi x R"} é um atlas diferencidvel. E imediato
verificar que TM = U,TU,. Suponha que TU, NTUz # 0. Dado g € Dy, o) (R*™)

temos
(Pao @z )@, 9)(9) = @5 (W)(g0Pa) =Yulg0Pa0ps')
= d(g0pa0 05" )a(y) = dgy e (r)d(Pa 0 05 )2y
= (pa o9z (2),dPa o w5 )ey)(9)-
Logo
(Pa 0 @32, y) = (a0 05" (2),d(Ya 0 05" )ay)
e portanto ¢, o @El é suave.
Dado v € TM tal que 7(v) = p, seja ¢ : U — V tal que p € U. Considere ¢ : TU —

U x R"™ carta de T'M associada a ¢. Logo a representacao local da projecao canonica com

respeito a essas cartas é

pomo@ (z,y)=pom(p (z),do () =pop (z) =z (1.1)

e portanto 7w é uma submersao.

O

Defini¢ao 1.2 A tripla (TM, M, ) é o fibrado tangente, que referenciaremos por m :
TM — M ou apenas por T'M.

Exemplo 1.15 O fibrado tangente de R™ é identificado com R™ x R".
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1.6 Campos de vetores, Fluxo e colchete de Lie

Uma se¢ao do fibrado tangente é uma aplicacao X : M — T'M tal que

moX(p) = p,

para qualquer p € M. Um campo de vetores de classe C* é uma secdo de classe C* do
fibrado tangente, ou equivalentemente, para qualquer funcio de classe C* em M, X(f) é
uma funcdo de classe C* em M.

Uma familia de campos suaves { X1, ..., X,,} definidos em um aberto U de M é deno-
minada referencial local se {X1(p), ..., Xn(p)} é uma base de T,M para qualquer p € U.
Dado sistema de coordenadas (U, ¢ = (x;)) temos que para qualquer i € {1,...,n}
aii (p) = dpg,ei

d

= = o Ho(p) +te;), peU
t=0

define um campo de vetores suave em TU, onde {e;} é o referencial canénico de R™. O
conjunto {a%i} ¢ um referencial local denominado referencial local associado ao sistema
de coordenadas. Assim, dado X € I'*(TU), existem fungoes z; : U — R de classe C* tais
que
- 0
X(p) = >_i(p)5—(p)

=1

para qualquer p € U. Note que
i(p) = dxi(X(p)) = X (p)(2:)

onde z; : U — R ¢ a submersdo dada por x; o ¢ !(xy,...,z,) = z; As fungoes {x;} sdo
denominadas fungoes coordenadas de X com respeito a carta ¢. Com isso, X é um campo
de vetores de classe C* se, e somente se, as funcdes coordenadas de X com respeito a
qualquer carta sdo funcdes de classe C* .

O conjunto dos campos de vetores suaves em M sera denotado por I'(T'M). Outra
notagao comumente utilizada é X(M).

Naturalmente definimos soma de vetores e uma multiplicagdo por escalares: (X +
Y)(p) = X(p) +Y(p) e (AX)(p) = AX(p) para quaisquer X,Y € ['(TM) e A € R.
Verifica-se que (I'(T'M),+,-) é um espago vetorial infinito dimensional, cujo elemento

neutro da adigao é a secao nula, denotada por "0".

Exemplo 1.16 Existe uma relagio biunivoca entre TF(TR™) e C*(R™, R"). Basta notar
que campos em R™ sao da forma X (z) = (z, f(x)) € T,R"™ para alguma fung¢io f : R" —
R™.
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Exemplo 1.17 Em R"™ os campos canonicos sao

er(x) = (z,(1,0,...,0)), ...,en(z) = (,(0,...,0,1)),
que formam um referencial ortonormal globalmente definido.

Exemplo 1.18 Seja M o grifico da fungio f:U C R?* — R. As aplicagoes

X, (p) = (p. (1.0, 551(@)) — (1.0, i{l(x)) e X,(p) = (p. (1,0, ;‘i)(x)) — (1.0, (,fi(x»

com p = (x, f(x)) definem campos vetoriais ao longo de M que constituem um referencial

globalmente definido.

Exemplo 1.19 A aplicagio X (z,y,z) = (—y,z,0) define um campo vetorial suave em
S2.

Seja X um campo vetorial de classe C* em uma variedade diferencidvel M. Dado

p € M existe uma tnica curva 7, : I, — M de classe C**! tal que 7,(0) =p e

() = X (3 (1))

para qualquer ¢ € I,,. Ademais existe um aberto D C M xR ((p, t) € D se, e somente se,
te Ip) e uma aplicacdo X : D — M de classe C* tal que

P (p,t) = @i (t) = (1)
Essa aplicacao ¢ o fluro de X.

Exemplo 1.20 Em S? considere o campo X (p) = €(—p2,p1,0) para € € R. Seu fluzo é

(cos(et)py — sen(et)pa, sen(et)py + cos(et)ps, p3)
€ €

(recos(=t + to), rsen(—t + tg), p3),
r r

wr (p)

onde p = (p;) = (rcos(ty),rsen(ty), p3). De fato, oX(p) =p e

d x

%1 (p) = (=(sen(t)pr + cos(t)p2), cos(t)pr — sen(t)ps, 0) = X (/" (p))-

Proposicio 1.2 Seja o* : D — M o fluzo de um campo vetorial X . Entdo

o) = 7 o X (p)

sempre que (p, s), (p,t + s), (X (p),t) € D. Ademais fivado t € I, existe uma vizinhanga
aberta U C M de p tal que o : U — M é um difeomorfismo na imagem.
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Proposicao 1.3 O espago dos campos vetoriais em uma variedade diferencidvel M coin-
cide com o espago das derivagoes da dlgebra C*°(M), ou seja, o espago das aplicacoes
lineares D : C°(M) — C>®°(M) tal que

D(fg) = D(f)g+ fD(g).

Em geral, a aplicagdo XY : C*(M) — C>(M) dada por f — X(Y(f)) ndo neces-
sariamente satisfaz a regra de Leibniz e consequentemente nao ¢ um campo de vetores.
Porém XY —Y X é uma derivagéo De fato, dado referencial holonémico {%}7 escrevendo

X =Yuz-2 e, €Y = Zy] - temos para qualquer funcao f € C*(M)

5 9 N, 0
XY(f) - ina:Ci(Zyjaxj(f)):in(M(yj)%(f)+yj%g%)
) 0 0’ f
_ Z(mi%(yj)aij(f)ﬂ%i%m)’
0 0*f
YX() = Sug, (Cag 0= Sulg @5 () + g 50)

- 0 o2 f
= %(yjaxj<xi>ag;-<f)+iji(9xj8:ci)'

(2

Portanto, pelo Teorema de Schwartz

(XY =YX = Slaig-) = w (a5

i,J

Chamamos colchete de campos ou colchete de Lie a aplicacao

[, : T(TM) x T(TM) — T(TM)
(X,Y) — [X,Y]:=XY -YX.

Por construcao, o colchete de Lie mede a nao comutatividade dos campos.
Proposicao 1.4 O colchetes de campos é uma aplicacao R-bilinear e satisfaz
1. [X,Y] = —[Y, X], ou equivalentemente, [X, X] =0 (anticomutatividade);
2. [aX +bY, Z] = alX, Z] + bY, Z] (linearidade);
3. ([ X, Y], Z]+ [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi);
4. [ X, 9Y] = fglX, Y]+ FX(9)Y — gV () X;

com X,Y,Z campos vetoriais em M, a,b sdo nimeros reais e f, g sao fungoes diferencid-

veis. Em particular, (U(TM),+,-,[,]) € uma dlgebra de Lie.
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Dois campos X,Y € I'(T'M) sao comutativo ou comutam quando [X,Y] = 0. Por
exemplo, se (U, ¢) é um sistema de coordenadas, entdo os campos referenciais sdo comu-

tativos.

Lema 1.2 Sejam {X1,..., X,,} definidos em U aberto de M. Entao tais campos comu-
tam dois a dois se, e somente se, {X1,..., X} € referencial local para algum sistema de

coordenadas.

Sejam f : M — N é uma aplicagao diferencidvel, X € T'(TM) e Y € T'(T'N) campos

suaves. Dizemos que X e Y sao f-relacionados se df (X) =Y o f.
Lema 1.3 Se f : M — N é um difeomorfismo, entao [ X, Y] é f-relacionado a [df (X), df (Y)].

Lema 1.4 Dado dois campos vetoriais X,Y , temos

d . t
(X, Y], = %h:odw}ft(ng((p)) = lim “Ot ,

t—0

onde X € o fluro de X.

1.7 Fibrado cotangente

Seja M uma variedade n-dimensional. Dado p € M, o espago dual a T,M ¢ o conjunto
dos funcionais lineares em 7T, M, denotado por (7,M)*. Defina T'M* como a uniao disjunta

dos espacos duais a todos os espacos tangentes a M:
TM* = Upen(T,M)".

Podemos definir canonicamente uma aplicagdo 7* : TM* — M que associa a cada o €
TM* o tinico p € M tal que a € (T,M)*. Tal aplicacao também é denominada projecao

canonica.

Proposiciao 1.5 Se M é uma variedade diferencidvel C*, entdo TM* admite uma estru-
tura de variedade diferencidvel C* de dimensdo 2n = 2dimM tal que ©* : TM* — M ¢

uma submersio C* cuja fibra 7= (p) coincide com (T,M)*.

A tripla (TM*, M, 7*) é o fibrado cotangente. Uma secdo de classe C* é uma 1-forma
de classe C*, ou seja, uma aplicacio o : M — TM* de classe C* tal que 7* o a = Idy.

Um correferencial local de M definido em um aberto U é uma familia de 1-formas
{B1, ..., B} tal que {(51)p, .., (Bn)p} € uma base de (T,M)* para qualquer p € U. Como
consequéncia uma aplicagdo f : U — (TU)* é uma l-forma em U se, e somente se,
existirem funcoes by,...,b, : U — R tais que § = > b;4;. Essa func¢oes sdo unicamente

determinadas.
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Em R" o correferencial {dx1,...,dz,} definido por
dl‘i(ej) = 5ij

¢ denominado correferencial canonico. Considerando o produto interno canénico de R",

verifica-se que
dx;(v) = (e, ).

Dada 1-forma a em R" existem tnicas funcoes aq, ..., a, : R — R tais que
) M) n
a= Z a;dx;.
i

Note que a;(z) = a(e;). Por exemplo, se f : R” — R é uma funcao diferenciavel, entao
df € (TR™)* e

df = Z dxz

Dado um referencial local {Xl, ..., X} definido em uma aberto U, definimos o corre-
ferencial associado { X7, ..., X*} por

J

Por exemplo, o correferencial canénico {dz;} de R™ é o correferencial associado ao refe-
rencial canonico {e;} de R™.

Dado o € (TU)* existem tnicas fungoes ay,...,a, : U — R tais que a = > a; X}.
Verifica-se que a;(p) = a,(X;). Por fim note que podemos interpretar X : TM — R

como a projegao na i-ésima coordenada, pois se v = 3_, v; X, entao

X (v) =,

)

por linearidade e por definicao.
Suponha que {X; = 8%1_} ¢ um referencial associado a uma carta ¢ : U — R" (referen-
cial holonémico). Note que

0

)" =dz; odp = p*(dx;)

ERY
Bxi)
por dz; e denominaremos o {dxy,...,dz,} correferencial associado a ¢ correferencial ho-

onde {dx;} é o correferencial canénico de R"™. Por essa razao também denotaremos (

lonémico).
Sejam ¢, ¢ : U — R" duas carta locais de M e {dz;} e {dy,} respectivos correferencial

associados. Entao
dy; = dr; ode = dv;odpodp ' odp=dzod(p ' o¢)= (o' op)dz,

onde {dx;} é o correferencial canonico de R™.

Logo e como -2~ = d(¢p~" 0 ¢)-2 5
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Exemplo 1.21 Se f : M — R € uma funcio de classe C* entdo df : TM — R é uma

I-forma de classe C*~'. Entdo dado um referencial local ¢ temos que

df = Z dx,,

o @ representagdao local de f.

onde 2 3

Exemplo 1.22 Seja M uma superficie de R* munida com a primeira forma fundamental

g. Entao a aplicacao l : TM — TM* dada por
v = (w) = g(v,w)

¢ um difeomorfismo tal que 7 ol =7 e ||l,||* = ||v||, onde ||.||* é a norma dual a norma
||| = /g. Consequentemente essa aplicagio explicita uma relagio biunivoca entre campos

de vetores e 1-formas diferenciais.

1.8 Orientacao

Seja V' um espaco vetorial de dimensao finita. Dizemos que duas bases B e C de V
sao coerentes ao operador mudancga de base se possui determinante positivo. Verifica-se
que esta definicao estabelece uma relacao de equivaléncia que possui apenas duas classes
de equivaléncia. A escolha de uma dessas classes é uma orientacao de V. Dizemos que
uma base C é positivamente orientada se estiver na classe de equivaléncia da orientacao
escolhida.

Dizemos que uma variedade M é orientdvel se existir um atlas A = {¢, : Uy, — V,}

tal que
det(d(pq gpgl)) >0

— -1
sempre que U, N Ug # 0. Nesse caso, {ag’;l (p), s 86“‘;1 (p)} e { o ( ),...,a(;%(p)} a0

bases coerentes de T, M uma vez que d(p3? 5 ©%a) € o operador linear que aplica uma base

na outra. Uma orientacao em M ¢ a escolha de um atlas com a propriedade acima. Note
que a escolha de uma orientacao em M implica naturalmente uma orientacao em cada

espaco tangente.

Teorema 1.4 Seja M uma hipersuperficie em R"1. Entdo M ¢é orientdvel se, e somente

se, existe N campo normal unitdrio ao longo de N.

Lema 1.5 Sejam M, N variedades com M conexa e f: M — N um difeomorfismo local

sobrejetor. Se M ¢é orientdvel, entao N € orientdvel.

Lema 1.6 O fibrado tangente de uma variedade é orientdvel.
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Exemplo 1.23 O espago euclidiano R™ € trivialmente orientdvel, pois qualquer variedade
com uma unica carta é orientdvel. E consequentemente o espaco hiperbolico é orientdvel,
pois ¢ difeomorfo a um espaco euclidiano. E a esfera é orientdvel pois trivialmente existe

um campo normal unitario globalmente definido.

1.9 Formas diferenciais

Seja M uma variedade diferencidavel n-dimensional. Uma k-forma diferencial de classe

C*® é uma aplicacao w de classe C* que associa a cada p € M uma aplicacao k-linear
wp : TyM x ... x T,M — R
que satisfaz

Wp (V1 oy Viy Vi1 oy Vi) = —Wp (V15 oey V1 Vi ooey Uk (1.2)

para qualquer p € M. A condicao de diferenciabilidade significa que dados campos

vetoriais de classe C*, { X, ..., Xi}, definidos em um aberto U de M, a fungao
p €U wy(Xi(p), ..., Xk(p)) €R

é de classe C”.
Uma k-forma diferencial suave sera referida apenas por k-forma. O espago das k-

formas em M serd denotado por A*(M). Convencionamos que uma 0-forma ¢ uma fungao

suave. Assim A = C*°(M).

Exemplo 1.24 Em R? a aplicacio

Ty T2
W(%?/) = 21Y2 — T2y = det ( >
Yy Y2

define uma 2-forma.

Note que A¥(M) tem uma estrutura de médulo sobre o anel das fungoes suaves. Mais
precisamente, definido as operagoes + : AF(M) x A¥(M) — A¥(M) e - : C®°(M) x
AF(M) — A¥(M) respectivamente por

(w1 + wa)p(ur, .., ug) = wy (U, ..., ug) + waus, ..., ug)

(fw)p(u, ...;ur) = f(p)wp(us, ..., ug)

a tripla (A¥, +,.) satisfaz as seguintes propriedades:

1. (A*(M),+) é um grupo comutativo, onde naturalmente o elemento neutro é a k-

forma identicamente nula e o oposto de w é -w;
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2. se Idy; é a identidade, entao Idyw = w;
3. (fg)w = flgw);

4 flwr +w2) = fur + fws;

5. (f+ 9w = fw+ gw.

onde f,g € C®(M) e w,wy,wy € A¥(M).

Denotando por A’;j (M) a restricdo de AF¥(M) a T, M, ou seja, o espago das aplicagoes
k-lineares em T, M satisfazendo a Equacao podemos concluir que (A¥(M),+,.) é um
espago vetorial sobre R.

O produto wedge (A) de 1-formas 1, ..., Ox é a k-forma definida por

(/\leﬁi)p(ul, ) = (B A A B)p(ua, s ug) i= det(Bi(uj))

ondep e M e wuy,...,u, € T,M.
Considere uma carta local ¢ : U — R". Para facilitar a notagdo considere o conjunto
A=Al = (i1, ...,15);1 < iy < ... <ip <n} e defina

drp = dx, N ... \Ndx;,

para I = {i; < ... < it} € A, onde {dz;} é o coreferencial associado a ¢. Por vezes

, 9 _ (.0 d
convém denotar 7 - = ( Bar 0 Do ).

Lema 1.7 Seja ¢ : U — R™ uma carta de M. A familia {(dx;),; I € A} é uma base

de A*(T,M) (espago das aplicagoes k-lineares alternadas em T,M ) para qualquer p € U.
|

Em particular, dim A*(T,M) = < Z ) = k'(nn—k)' Ademais dado w € N*(U) existem

unicas fungoes suaves {fr; 1 € A} tais que

W = Z f]d.l?]. (13)

IeA

O produto wedge de uma k-forma w = > f;dxr; com uma s-forma n =3 ; g;dx; é a
(k + s)-forma
WAN= Zf;gj(da:[ Adzxy)

onde dry Adxy = dx;, A ...dx;, Ndxj, A ... ANdxj,.

Proposigdo 1.6 Sew € A*(M), p € A5(M) e § € A"(M), entdo
1. (WAe)ANO=wA (pAN0)
2. wAp=(=1)k(pAw)

3. wA(p+0)=wAp+wAb, ser =s.
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Seja f : M™ — S! aplicacdo suave entre variedades. Dada k-forma w em S definimos

a k-forma f*w em M, denominada pull-back de w por f, por
()plt1, ey t) 2= ) (), ey Afp(r)):
Em particular f*(dg) = d(g o f) para qualquer g € C*(S).
Proposigao 1.7 Se f: M — S é aplicagio suave, w,p € A¥(S) e g € A°(M), entdo
L fflw+e)=fw+ [
2. f(9)=gof
3. [*(gw) = f*(9)f*w
4. Se h: S — N éuma aplicacio suave, entdao
(ho f)w= f*(h'w)
5. Se o1, ..., o0 € N (M),

Jror Ao ANpw) = ffor A A [

Seja f : R" — R"™ uma aplicacdo diferencidvel. Considere {by,...,b,} outra base

ortonormal de R" e {dy, ..., dy,} base dual associada. Entao
f(dyr A ... Ndyy) = det(df)dxy A ... A dzx,.
Sep:UC M —V CR" é uma carta, entao verifica-se que
(") da; = e,
onde {ey,...,e,} é a base candnica de R™. Note que e} em geral também é denotado por

dz;. Logo a representagdo local de w = Y frdx; pode ser vista com o (¢~ )*w =3 fres.

Definicao 1.3 Uma forma volume em wma variedade diferencidvel M n-dimensional
¢ uma n-forma diferencial w tal que para qualquer p € M a aplicagao n-linear w, :

(T,M)" — R ndo ¢é identicamente nula.

Exemplo 1.25 Em R", dzi A ... A dx, é uma forma volume. Se f : R" — R é uma

é
é

fungdo suave tal que f(p) # 0 para qualquer p € R™, entdo w = fdxy A ... N dzx, € uma

forma volume.

Exemplo 1.26 Seja S uma superficie parametrizada por uma aplica¢io o : U C R? —

R3. Se E,G e F sdo os coeficientes da primeira forma fundamental, entdo
w=VEG— F2dx| N\ dxs,

onde {dxy,dxs} € o coreferencial associado a parametrizagio .
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Como a dimensdo de A7 (M™) é 1, se w é uma forma volume, entdo dada uma n-forma

1 qualquer existe uma funcao suave f : M — R tal que n = fw.

Teorema 1.5 Uma variedade M com dimensao n é orientdvel se, e somente se, existir

uma forma volume.

1.10 Integracao de formas diferenciais

Através da condicao de cociclo transportamos o calculo diferencial do R™ para a va-
riedade diferenciavel M. Assim por meio do pulback das cartas ¢; temos uma definigao
de forma diferencial em M que cumpre todas as propriedades das formas diferenciais no
espaco Euclidiano. Agora vamos definir uma nocao de integragao de formas em varieda-
des diferenciaveis, que generaliza a integral multipla do R"™, para isso é necessario uma
condicao, a orientabilidade.

Seja w uma n-forma diferencial em M tal que seu suporte estd contido em uma vizi-

nhanca coordenada ;(V;) = U;. Neste caso defina a integral de w por

/Mw::/‘/igp;“w, (1.4)

onde a integral a direita ¢ a integral multipla em R".

Teorema 1.6 Se M ¢ variedade diferencidvel n-dimensional orientdvel, ¢; : U; — Vi,

@; : Uj = V; sao cartas coerentes com a orientagdo e w € uma n-forma em M, entdo

g = 0. 1.5
/ L= e (1.5)

Demonstracao: Pelas propriedades de pull-back
—1\x* -1 RTINS s .
i) W= i O \P5 0¥ W= i O Pi ) w.
Lo ere=[ (eteleoeru=[ (eo0 (e

Suponha sem perda de generalidade que (goj_l)*w = fdxi A ... Ndz, e denote p;o @; ! por
g. Logo

g (fdzy N ..oNdxy,) = (fog)det(Jg)dxy A ... Adzxy,
= (fog)|det(Jg)|dxy A ... ANdx,

pois det(Jg) > 0. Portanto pelo Teorema de Mudanga de Variaveis de R"

—1\* —1\* —1\* —1\*
;o ;) (; wz/ ©; w=/ 0 ) w,
/mU)( ! J'(e;) wjoso;lwiw))( i) «:j(U)( i)

terminando a prova. U
Para definir integracdo de uma forma diferencial precisamos de um importante objeto:

particio da unidade. Seja {U;} cobertura de uma variedade diferenciavel M. Uma familia



Capitulo 1. Conceitos Preliminares 20

de aplicagbes © = {p; : M — R} é uma particio da unidade subordinada a {U;} quando
para cada i o suporte p; esta contido em U; e para qualquer x € M existe apenas um

numero finito de fungdes em O tais que = pertence ao suporte e além disso

> pi(x) =1.

Teorema 1.7 Qualquer cobertura por abertos de uma variedade diferencidvel admite uma

particio da unidade subordinada.

Dada w uma n-forma diferencidvel em M variedade diferenciavel n-dimensional orien-

tavel definimos sua integral por
/, ;/U/’ ;/ww(p ) Xi:/vi(p Pi)p

onde © = {p;} é uma particio da unidade subordinada a um atlas {y;, U;} orientével. E
possivel verificar que essa defini¢cao independe do atlas e da particao da unidade escolhidos.
Com efeito, se {@; : U, — f/l} é outro atlas coerente com a orientacdo e © uma particio
da unidade subordinada © = {p:}, entdo segue das propriedades que definem a parti¢ao

da unidade a seguinte equacao
w = W = 0j)piw = 0j it
E/Uf ;/Mp ;/M@mp ;;/Mw
implicando na convergéncia da segunda série e portanto
D;pi = 0w = 0;W.
;;/MW Zj:/Mpg Zj:/Ujpg
As duas ultimas equacdes implicam a afirmacao.

Teorema 1.8 (Teorema de Mudanca de Variavel) Se f: M — N ¢é um difeomor-

fismo entre variedades diferencidveis n-dimensionais, entdo

/ w:/ ffw,
f(u) U

para qualquer aberto U de M.
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?2 Geometria Riemanniana

Geometria Riemanniana é o estudo de variedades dotadas de métricas Riemannia-
nas,que sao, a grosso modo, regras para medir comprimentos de vetores tangentes e an-
gulos entre eles. Foram assim nomeadas em homenagem ao grande matematico alemao

3

Bernhard Riemann (1826-1866). As referéncias aqui utilizadas serao [3] e [2].

1 Meétricas Riemannianas

Seja M uma variedade n-dimensional. Uma métrica Riemanniana é uma aplicacao
g suave que associa a cada p € M um produto interno g, (isto é, uma forma bilinear
simétrica, positiva definida) em T, M. A suavidade significa que para quaisquer campos de
vetores X,Y € I'(T'M) a funcdo p — g,(X(p), Y (p)) é suave. O par (M, g) é denominada
variedade Riemanniana.

Se (U, ¢) é um sistema de coordenadas e {a%i} referencial associado entao a represen-

tacao local de g é

ij=1

onde g;; = g(a%i, a%j) sao as fungoes em U. Se x = in&%i ey = Zyja%i sao representa-

coes locais de vetores de T),M, entao
9p(@,y) = Y1yl lgi; N[22 20]" =D 913 (D)9
'hj

onde [g;;(p)] é uma matriz quadrada simétrica de ordem n. A condigdo de suavidade

descrita acima equivale dizer que as funcoes g;; sao suaves.

Exemplo 2.1 O exemplo mais elementar é o R™ munido com um produto interno, por

exemplo, o produto interno canénico

<$7 y> = Z TilYq

para T = (X1, ..., 2T,),y = (Y1, -.-,Yn) € R™. Observe que nesse caso identificamos canoni-

camente T,R" com R" para qualquer p € R™.
Exemplo 2.2 Considere uma fung¢io suave f : R™ — R tal que f(p) > 0. A aplicagio

gp(uv U) = f(p) <u7 U)

para quaisquer p € R" e u,v € T,R"™ define uma métrica Riemanniana em R".
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Exemplo 2.3 (Métrica Pull-Back) Se f : M — N ¢é um difeomorfismo e h uma

métrica Riemanniana em N, podemos definir uma métrica Riemanniana em M por
e *
g T f ha
denominada métrica pull-back.

Exemplo 2.4 Se S é uma superficie de R?, trivialmente a primeira forma fundamental

é uma métrica Riemanniana.

Exemplo 2.5 (Espaco Hiperbdlico) Considere o espago hiperbolico H"(r) . Para cada
p € H"(r) a aplicagio
gp(”? U) = <U’7 U>1

para quaisquer u,v € T,H" define uma métrica Riemanniana em H"(r).
Teorema 2.1 Toda variedade admite pelo menos uma métrica Riemanniana.

Demonstracao: Seja (U,, ¢,) um atlas de M. Para cada carta (U,, p,) defina g, em
U, a métrica pull-back da métrica canonica de R™ via ¢. Por fim considere uma particao
da unidade {p,} subordinada a cobertura {U,} e defina a seguinte métrica Riemanniana
9 = 2o Pafa- O

Seja (M, g) variedade Riemanniana. Definimos em C, espaco das curvas suaves por
partes em M, dois funcionais, a saber: o funcional comprimento L : C([a,b]) — R e o

funcional energia que associam a cada v : [a,b] — M em C' os valores reais nao negativos
b / 1 b / /
L) = [0 @ldt e B =3 [ g0,/ ®)d,

onde [|v|| = 1/g(v,v) é o mbdulo associado & métrica g.

Os funcionais comprimento e energia sao invariantes por reparametrizagoes, ou seja,
se A : [¢,d] — [a,b] é uma aplicagdo suave entdo L(yo A) = L(y) e E(yo \) = E(7).
Além disso, se v é a concatenacao das curvas « e 3, entdo L(y) = L(a) + L(B) e E(y) =
E(a) + E(B).

Definigao 2.1 Sejam (M, g') e (Mo, g*) variedades Riemannianas.Um difeomorfismo

f: (M, g") — (Ms, g*) é uma isometria se
I (dfp(w), dfy(v)) = g, (u, v)
para quaisquer p € My e w,v € T, M.

Lema 2.1 Se f: (M, g') — (Ms, g*) é uma isometria entre variedades Riemannianas e
v : [a,b] = My € uma curva diferencidvel por partes, entao = fo~y:[a,b] = My é uma

curva diferencidvel por partes que possui o mesmo comprimento e energia que 7.
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Definigao 2.2 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana n-dimensional. A forma volume

canénica (ou Riemanniana) associada a métrica Riemanniana g € definida por
W (v1, ..., vy) = \/det(gy(vi, v;))
para quaisquer p € M e vy, ...,v, € T, M.
Exemplo 2.6 Para o espago euclidiano (R™,(,)), entdo
wd =dxi A ... Ndx,.

Se M é uma superficie parametrizada por ¢ de R® com a primeira forma fundamental
Y

g =1, entao

w9 =V EG — F?dxy A dxo,

onde E,G e F sao os coeficientes da primeira forma fundamental.
Lema 2.2 Se f: (M, g") — (Ma, g%) é uma isometria, entio f*w? = w9,

Demonstragao: Segue direto das definigoes. O

2 Conexoes Riemannianas

A escolha de uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidavel M determina

uma conexao afim que permite-nos derivar campos de vetores em M.

Defini¢ao 2.3 Uma conezdo afim V em uma variedade diferenciqvel (M, g) é uma apli-
cacao
Vi X(M)xX(M)+— X(M)
(X,Y) — ViV

satisfazendo as propriedades:
1. VxY é C*®-linear em X, isto é,Vf, g € C*(M)

Vixitgx.Y = fVxY +gVy,Y.
2. VxY éR-linear em Y, ou seja, Va,b € R,
Vx(aY) +bY3) = aVxY) +bVxYs.
3. V satisfaz Leibniz, Vf € C*(M),
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Dizemos que V é simétrica quando
(X, Y] =VxY —VyX

para quaisquer X,Y € X(M). E dada métrica g a conexao afim V é compativel com
métrica quando

para todo X,Y, Z € X(M).

Quando V for simétrica e compativel com métrica g, dizemos que V é uma Conexdo
Riemanniana de (M, g).
Exigir que uma conexao seja compativel com a métrica nao determina uma tunica

conexao em (M, g). Para tanto, definiremos agora a conexao de Levi-Civita.

Teorema 2.2 (Levi-Civita) Em uma variedade Riemanniana (M, g) existe tuinica conexao

afim V compativel com a métrica g e simétrica.

Demonstragao: Suponha a existéncia de tal conexao. Entao, seguindo do fato que a

conexao é compativel com métrica, temos:
L. Xg(Y,Z) = g(VxY,Z) +g(Y,VxZ)
2. Y9(Z,X)=9(VyZ,X)+ g(Z,VyX)
3. Zg(X,Y)=g(VzX,Y)+ g(X,VzY)
Somando 1 com 2, subtraindo 3, obtemos, usando a simetria de V,
XgV,Z)+Yg(Z,X)— Zg(X,Y)

= g(VxY, Z) + (Y, VxZ) + g(Vy Z, X) + ¢(Z.Vy X) — (V2 X,Y) — g(X,VY)
Adicionando ¢(Z, Vy X) 4+ g(Z, Vy X). obtemos

g([X, Y]>Z> —|—g([X, Z]>Y) —i—g([Y, Z]’X) + 29<Zv VYX)
Donde segue que,
g(Z, VYX> - ;{XQ(Y, Z)_'_YQ(Z?X)_Z.Q(X? Y)_g([X>Y]7Z) > _g([X7 Z],Y)—g([y7 Z]7X>}

A equagao acima, mostra que V esta determinada pela métrica g. Portanto, caso exista
sera unica.

Por fim, note que a expressao acima define uma conexao. 0
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Proposicao 2.1 Seja M wvariedade com conexdo afim V e vy : I — M curva suave.

Seja v*I'(T'M) o conjunto dos campos vetoriais suaves ao longo de . Ezxiste unica cor-

D
respondéncia que, para cada X € I'(v*'TM), associa um outro campo %X e I'v*TM)
denominado derivada covariante de X ao longo de vy, satisfazendo

1. Linearidade, isto é: ¥ X,Y € I'(y*TM)

D D D
—(X+Y)=—-X+-=-Y
dt( +Y) dt * dt

2. Leibnz : VX € I'(v*TM) e f € C*(1)

D df

D
%(fX) = $X+f%(X)

8. Se X for induzido por um campo vetorial X € X(M), ou seja, X(t) = X (y(t))
entao
D

~—X=V.,X
dt 7

A proposicao acima garante para cada conexao a existéncia de derivada covariante
para campos ao longo de . Se considerada conexao de Levi-Civita, definimos a derivada

covariante de forma unica.

Exemplo 2.7 Se L é uma subvariedade de uma variedade Riemanniana (M,g), entdo
hy(u,v) = g,(u,v) para p € L e u,v € T,L define uma métrica Riemanniana em L.

Entao a conexao Riemanniana de h €
V];(Y = (VXY/)T

para quaisquer campos vetoriais X,Y em L, onde X e Y sdo campos vetoriais em M que
estendem respectivamente X e Y e ' denota a projegio ortogonal de T,M em T,L com

respeito a métrica g.

3 Geodésicas

A geodésica é um conceito fundamental da Geometria Riemanniana, serdao elas as

curvas que possuem aceleracao nula, conforme veremos a seguir.

Defini¢ao 2.4 Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. Uma curva parametrizada v
I — M ¢é uma geodésica em ty se V)Y = %’y’(to) =0 em ty; sey é geodésica em t,

para todo t € I, dizemos que v é uma geodésica.

Exemplo 2.8 Geodésicas em R™ sao retas, ou seja, sio curvas da forma v(t) = p + tv

com p,v € R. De fato, v(t) = (z1(t), za(t), x3(t)) € geodésica se, somente se, x!(t) =0
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Teorema 2.3 Dado v € T,M existe unica geodésica maximal vy, : I — S tal que v,(0) =
pe7,(0) =wv.

Proposigao 2.2 Seja [ : (My,q1) — (Ma, g2) isometria. Se 1 € uma geodésica de
(My, q1), entao f o~ € geodésica de (Ms, gs).

Lema 2.3 Seja v : I — M uma geodésica, entdo o comprimento do vetor tangente ~' é
constante.

Demonstragdo: Sendo v : I — M uma geodésica, temos que

d, , | D
. — 2 / / — 0
777 =227
ou seja, o comprimento do vetor tangente v € constante. 0
Suponhamos sem perca de generalidade que ||7'|| = ¢ # 0, excluindo assim os casos

em que as geodésicas se reduziriam a pontos. O comprimento de arco s de v é dado por

s(t) = [ 1t = et o)

Assim, o pardmetro de uma geodésica é proporcional ao comprimento de arco. Para o

caso em que ¢ = 1, dizemos que a geodésica v esta normalizada.

Exemplo 2.9 Considere a parametrizacao do cilindro X : U — R? dada por X (u,v) =
(cosu,sinu,v), onde U = {(u,v) : 0 < u < 2m,—00 < v < oo}. Vamos determinar
as geodésicas do cilindro, mais precisamente, veremos que as curvas v : R — X da
forma v(t) = (acos(t),asin(t), bt) sio geodésicas. Primeiro considere os sequintes campos

vetoriais:
X, = (—sinu,cosu,0)

X, = (0,0,1).
Assim X, x X, = (cosu,sinu,0) e || X, x X,|| = Vcos?u +sin?u = 1. Logo

N(u,v) = (cosu,sinu,0)

é um campo normal unitdrio. Por outro lado, v" = (—asin(t),acos(t),b) ey" = (—acos(t), —asin(t),

v = (—asin(t),acos(t),d)
'7” (_a CcoS t), —a Sin(t), 0)

= —a(cos(t),sin(t),0) = —aN

D
Portanto —| +' = (¥")T =0, como desejdvamos.

dt

t=to
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Proposicao 2.3 Dado p € M, existem vizinhanca aberta V de p em M e €, > 0 tais

que esta bem definida a aplicagdo suave

v :(=0,0) x {v € TM, || v < e}
onde 7y, € a unica geodésica com e 7, (0) = v.
Essa proposigao garante que dado |v| < €, entdo existe v, geodésica em um intervalo e

é tnica. O Lema a seguir permiti aumentarmos a velocidade de uma geodésica reduzindo

seu intervalo, ou vice-vesa.

Lema 2.4 (Homogeneidade) Sejam vy, : (—9,0) — M geodésica e a € R. FEntdio a
geodésica 4, estd definida em (|_|, ||) e Yau(t) = Yo (at).
al’ la

-0 0
Demonstracao: Considere a curva h : (M, W) — M dada por h(t) = 7,(at). Entao
R (t) = av.(t). Logo h'(0) = av e
Doy D o Doy
Doty = Do) = ayie) =0

Assim, h é uma geodésica. Por unicidade de geodésicas concluimos que h(t) = v,,(t) O

Segue do Lema anterior e Proposicao [2.3| resultado a seguir:

Proposicao 2.4 Dado p € M, existem vizinhanca V de p em M e € > 0 tais que a
aplicagao
vi(=2,2) x{veTM,|v]|<e — M
(v,1) — Yl(t)

estd bem definida e € suave.
Demonstracao: Segue da teoria padrao das Equagoes Diferenciais Ordinérias. U

Definicao 2.5 Dado p € M, pela homogeneidade, existe aberto U, vizinhanga aberta de
0 =0, em TM tal que para qualquer v € U, a geodésica vy, estd definida em 1. Entdo a
aplicagdao exp : U, — M ¢é definida por

exp(v) = 7,(1).

A aplicacdo exponencial é diferencidvel pela Proposicao 2.4, Utilizaremos a restrigao
de exp a um aberto do espago tangente T, M, isto é, exp, : B.(0) ¢ T,M — M definindo
exp,(v) = exp(q,v). Onde B((0) uma bola aberta de centro na origem 0 de T, M e de raio

€.

Proposicao 2.5 Dado q € M, existe um € > 0 tal que exp, : B(0) C TyM — M ¢
difeomorfismo de B.(0) sobre aberto de M.
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Demonstragao: Calculemos d(exp,)o:

d

Aexp )o(v) = expy ()| _, = S lD)] = Soult)]| | =24(0) = v

Logo, para qualquer p € M temos que d(exp,)o = I sendo I identidade de T, M. Assim,
pelo teorema funcdo inversa, exp, ¢ difeomorfismo local numa vizinhanga de 0. U

Se exp, : U, C T,M — M é um difeomorfismo sobre a imagem U = Imexp |y,,
dizemos que U ¢é uma vizinhanca normal de p. Se U, = B.(0), entao B.(p) = exp, Bc(0)
¢ denominada bola normal de centro p e raio e.

Observe que por defini¢ao para qualquer ¢ € B,(p) existe um tnico vetor v € B.(0) C
T,M tal que 7v,(1) = g. Note que L(7y|0,1)) = ||[v]| < €. E mais, usando o Lema de Gauss
|, podemos concluir que d(p, q) = L(7|[0,1])-
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3 Grupos de Lie

Um grupo de Lie é um grupo que possui uma estrutura de variedade tal que as opera-
¢oes do grupo sao suaves. Em uma série de artigos da década de 1874 a 1884, o matematico
noruegués Shophus Lie iniciou o estudo dos grupos de Lie e sua algebra de Lie (identificada,
com o espago tangente a identidade). A motivagao original de Lie foi o estudo do grupo
das transformacao de um espago como um analogo continuo do grupo das permutacoes de
um conjunto finito. A relagdo entre teoria de grupos, topologia e algebra linear tornou os
grupos de Lie e algebras de Lie ramos da matematica particularmente ricos e vibrantes.

Nesse capitulo introduziremos brevemente os conceitos e resultados iniciais da teoria
dos grupos de Lie com o intuito de desenvolver o tema principal da presente dissertacao:

o Teorema de Slice. As referéncias aqui usadas foram [5] e [I].

1 Definicao e Exemplos

Defini¢ao 3.1 Uma variedade suave G € considerada um grupo de Lie se G é um grupo
e as aplicacoes
(9,h) eGXG —ghedG
ge G — g led

Sa0 suaves.

Observacao 3.1 Denotaremos o elemento neutro de um Grupo de Lie pelo simbolo e,
a nao ser para grupos mais comuns, como a identidade do grupo das matrizes I, ou O

elemento neutro da adicao do R".

Proposicao 3.1 Se G é uma variedade suave com estrutura de grupo tal que (g,h) €

G x G —— gh™! suave, entdao G é grupo de Lie.

Demonstragao: Denote m(g,h) = gh™! e defina por i a aplicagio inversao, entao
i(h) =h~' =eh™' =mf(e, h).

Como m suave, concluimos que a inversa i(h) = h™! é suave. Semelhantemente defina
n(g,h) = gh, dai
gh = n(g,h) = m(g,i(h))

uma vez que m, 4 sao suaves, temos que aplicagao n também é suave. O

Exemplo 3.1 O conjunto GL(n,R) das matrizes invertiveis n x n com entradas reais

munido com a multiplicacdo de matrizes é um grupo de Lie. Note que como determinante
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é continuo e GL(n,R) = {A € M,(R) : det A # 0} = det " (R \ {0}), seque que GL(n,R)
subconjunto aberto de R™ ¢ portanto variedade. E conhecido que GL(n,R) é grupo. Como

produto de matrizes é aplicagcao suave, temos que GL(n,R) é grupo de Lie.

Exemplo 3.2 Seja S = {z € C : |z| = 1} o circulo unitdrio. Definindo a aplicagio
f(z,y) = 2® +y* — 1, observe que f, =2x e f, =2y onde p = (x,y). Logo, fr = f, =0
se, e somente se p = (0,0). Logo (0,0) é dnico ponto critico. Em particular 0 € valor
reqular de f, pois (0,0) ¢ f~1(0). Assim, concluimos que S' ¢é variedade. Qualquer
elemento p € S, pode ser escrito como p = € = (cosf,sinf),0 € R onde § € R. Assim,

podemos definir em S' a sequinte multiplicacio

eigle’iez — 6i(91+92)‘

Verifica-se que (S1,-) é um grupo de Lie cuja identidade é ¢° = (1,0) e a inversa de e®

é e,

Exemplo 3.3 O n-Toro T" = S x ... x S* munido com a segquinte multiplicacio

(e ..., ew”)(ei%, e = (ei(elﬂol), ei(9"+9”"))

Y

¢ grupo de Lie.

1.1 Meétricas Bi-invariantes

Definicao 3.2 Seja G um grupo de Lie. Dado um elemento g € G definimos as transla-

coes a esquerda e a direita Ly, Ry : G — G respectivamente por:
Ly(h) = gh ¢ Ry(h) = hg.
A aplicacao L, pode ser expressa como composicao de aplicagoes suaves
moiy: G — G

onde i,(h) = (g,h) e m aplicacdo produto. Segue que L, é suave para qualquer g € G.
Analogamente R, também ¢é suave. Ademais L, e R, sao difeomorfismos de G, pois L,

e R, sdo respectivamente suas inversas.

Definicao 3.3 Uma métrica Rimanniana (,) em um grupo de Lie G € invariante a es-

querda se Ly é uma isometria para todo g € G, isto €, se para todo g,h € G e X, Y € T,,G,
<d(Lg>hX7 d(Lg)hY>gh = (X, Y ).

Similarmente, uma métrica invariante a direita sio aquelas para as quais a translagdo
a direita R, € isometria. Note que dado um produto interno <,>. em T.G, é possivel

definir uma métrica invariante a esquerda, para todo g € G e X,Y € T, G, por

< XY >p=<d(Ly1)yX,d(Lg-1),Y >,
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caso invariante a direita € andlogo.

Definicao 3.4 A métrica bi-invariante (Q em um grupo de Lie é uma métrica Rimanniana

que € simultaneamente invariante a esquerda e a direita.

A extensdo natural desses conceitos para k — formas é que uma k — forma w € Q%(G)
é invariante a esquerda se coincidir com seu pullback por translagoes a esquerda, ou seja,
Liw = w para todo g € G. Formas invariantes a direita e bi-invariantes sao definidas ana-
logamente. Mais uma vez, dada qualquer w, € A*(T,G), é possivel definir uma k—forma

invariante a esquerda w € Q(G), para todo g € G e X; € T,G,
Wy(X1, .o, Xn) = we(d(Lg—1)g X1, ... d(Lg-1) g Xk).
O caso invariante a direita ¢ analogo.

Proposicao 3.2 Todo grupo de Lie compacto admite uma métrica bi-invariante ().

Demonstracgao: Seja w uma forma volume invariante a direita em G e <,> métrica

invariante a direita. Defina para todo X,Y € T,,G
QX,Y), = / < dL,X,dL,Y >4 w
G

Primeiro afirmamos que @) ¢é invariante. Fixe X,Y € T,G e considere a fun¢ao f : ¢ — R
dada por f(g) ;=< dL,X,dL;Y >, . Entao,

Q(ALy X, dLyY )py = Jg < dLg(dLpX),dLy(dLpY) >gihey w
= fG < dLghX, dLghY >(gh)m w
= Jo flgh)w = Jq B} (fw) = Jo fw
= Jo <dL,X,dL,)Y >g,= Q(X,Y),,

isso prova que () é métrica invariante esquerda a esquerda. Temos também
QUARLX,dRLY he = Jo < dLy(dRyX),dLy(dRLY) > g(hay w

= Jo < dR,dLyX,dR,dLyY >(gnye w
= [o<dL,X,dL,)Y >, w=0Q(X,Y),,

o que prova que () é invariante a direita, concluindo a prova. [l

1.2 Homomorfismos de Grupos de Lie

Sejam G e H grupos de Lie. Chamaremos homomorfismo de grupo de Lie de G
em H uma aplicacdo F' : G — H suave que é também um homomorfismo de grupos. E
chamamos isomorfismo de grupo de Lie se adicionalmente a aplicacao F' for difeomorfismo,

ou seja, tem inversa que é também homomorfismo de grupos de Lie.
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Exemplo 3.4 Considere R e R* grupos de Lie com operacdo de adigdo e multiplicacao
respectivamente. A aplica¢do
exp: R —R*
t — e

¢ homomorfismo de grupo de Lie.
Teorema 3.1 Todo homomorfismo de grupos de Lie tem posto constante.

Demonstracgao: Seja F': G — H um homomorfismo de grupo de Lie, denotemos ¢ e é
identidades de G e H respectivamente.
Suponha go € G arbitrario. Mostraremos que dFy, tem mesmo posto que dF,. Como F

homomorfismo, temos que Vg € G

F(Lgy)(g) = F(goog) = F(g0)F(g) = Lr(g)(F(9))

Em outras palavras (F(Lg,))e = (Lp(gy)(F)e- Calculando diferencial em ambos os lados
ngo © d(L(go))6 = d(LF(go))é odF,

Como d(Lg,)e € d(Lp(gy))e sao difeomorfismos e composicao com difeomorfismo nao altera
posto de aplicagao linear, segue que (dF,,). tem posto constante.
U

Corolario 3.1 Um homomorfismo de grupo de Lie é isomorfismo de grupo de Lie se,

somente se, for bijetivo

Demonstracgao: Segue teorema do posto, pois garante que um homomorfismo bijetivo é

um difeomorfismo. O

1.3 Subgrupos de Lie

Definicao 3.5 Um subgrupo de Lie de um grupo G é um subgrupo dotado com uma

topologia e estrutura suave, tornando-o uma subvariedade imersa de G.

Proposicao 3.3 Seja G um grupo de Lie, suponha H C G um subgrupo que é também

uma subvariedade mergulhada. Entdo, H € subgrupo de Lie.

Lema 3.1 Suponha G um grupo de Lie e H C G um subgrupo aberto. FEntao, H é
um subgrupo de Lie mergulhado. Além disso, H ¢é fechado, por isso é uma unido de

componentes conexas de G.

Proposicao 3.4 Seja F' : G — H homomorfismo de grupo de Lie. O ker de F é um

subgrupo de Lie, cuja a codimensdao € igual ao posto de F'.
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Exemplo 3.5 GL"(n,R) C GL(n,R) descrito no Exemplo ¢ subgrupo aberto, logo

um subgrupo de Lie mergulhado.

Exemplo 3.6 O conjunto SL(n,R) de n x n de matrizes com determinante igual a 1, é

chamado grupo especial linear.

1.4 Algebras de Lie

Introduziremos agora, de forma breve, a definicao de algebra de Lie, alguns exemplos

e definiremos a algebra de Lie associada a um grupo de Lie.

Definicao 3.6 Uma dlgebra de Lie g é um espaco vetorial dotado por uma aplicagao

bilinear [-,+] : @ X g — @, chamado colchete de Lie, satisfazendo para todo X,Y,Z € g,
(i) [X,Y] = —[Y, X] (anti-simetria)

(i) [[X, Y], Z]+ Y, Z],X]| + [[Z,X],Y] =0 (identidade de Jacobi)

Exemplo 3.7 Seja g um espago vetorial e definamos o colchete como [X,Y] = 0 para
quaisquer X,Y € g. Note que, dados X,Y,Z € g a propriedade anti-simétrica € satisfeita
pois [X,Y] =0= —[Y, X|, da mesma forma, nao é dificil verificar a identidade de Jacobi

nesse exemplo.
Exemplo 3.8 Uma dlgebra associativa arbitraria A com colchete de Lie definido por

[z,y] = 2y — yz,

para quaisquer x,y € A, € uma dlgebra de Lie. De fato, vale bilinearidade pois tomando

a,b € A e um escalar arbitrdrio «, entdo para todo x € A fixado, temos

[a(a+0b),z] = ala+b)y—yala+b) =aay + aby — yaa — yab
= aay — yaa + aby — yab = aay — aya + aby — ayd
= afay —ya+ by —yb) = a([a,y] + [b,y])

Além disso, dados a,b € A, temos
—[b,a] = —(ba — ab) = —ba + ab = [a, b),

verificando a anti-simetria.Por fim, verifiquemos a identidade de Jacobi. Dados a,b,c €

A

7

[[a, 0], c] + [[b, ], a] + [[c, a], b] = [ab — ba, c] + [bc — ¢b, a] + [ca — ac, b]
= (ab — ba)c — c(ab — ba) + (bc — cb)a — a(bc — ¢b) + (ca — ac)b — b(ca — ac)
= abc — bac — cab + cba 4 bca — cba — abc + acb + cab — acb — bca + bac = 0.

Exemplo 3.9 O conjunto dos campo de vetores de uma variedade suave munido com o

colchetes de campos é uma dlgebra de Lie de dimensao infinita.
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Dado um grupo de Lie G considere g o conjunto dos campos de vetores invariantes a
esquerda. Se X,Y € g, entao [X,Y] € g, pois [dL,X,dL,Y]| = dL,[X,Y] para qualquer
g € G. E consequentemente, g ¢ uma algebra de Lie quando munida com o colchete de
campos. Tal algebra de Lie é a algebra de Lie associada ao grupo de Lie G.

Considere a aplicacao F' : g — T.G dada por F(X) = X(e). Verifica-se que F' é um
isomorfismo linear, cuja inversa associa a cada v € T,G o campo invariante a esquerda

dado por
Xo(g) = d(Lg)e(v),

para qualquer g € GG. Assim a algebra de Lie de um grupo de Lie coincidem o espaco

tangente a identidade munido do colchete [u, v] := [X,, X,].
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4 Acoes de Grupos de Lie

Neste capitulo falaremos a respeito das ag¢oes de grupos de Lie e alguns resultados
relacionados a elas, com intuito de realizarmos a demonstracdo do Teorema de Slice.
Acbes em grupos de Lie sao aplicagoes diferenciaveis entre um grupo e uma variedade
diferenciavel dada por o : G x M — M, satisfazendo algumas propriedades. A grosso
modo, a acao de um grupo de Lie GG sobre uma variedade M ¢é uma aplicagdo suave que
associa a cada elemento do grupo um difeomorfismo de M tal que a composi¢ao de tais
difeomorfismos dialoga bem com a operagao do grupo. A referéncia [I] serviu inspiragao

para escrita deste capitulo.

1 Acoes de Grupos de Lie: Definicoes e Exemplos

Definicao 4.1 Seja G um grupo de Lie e M uma variedade diferencidvel. A aplicacao

diferenciavel o : G x M — M ¢é chamada agao a esquerda de G em M, se:
(i) ale,z) =e-x =uz,Vr € M.
(ii) al(gr, (g, x)) = algr - g2, 2)Vag1, 90 € G Vx € M.

De forma analoga, chamamos de acao a direita de GG sobre M a aplicagao diferenciavel

a: M x G — M que satisfaz as condigoes do enunciado.

Observagao 4.1 Frequentemente denotamos a(g,p) = g - p.

Exemplo 4.1 Considere G = GL(n,R), M = R" e a aplicagio a(A,x) = Ax. Observe
que o € uma aplicacao suave, uma vez que € produto de matrizes. Temos ainda que a

aplicacao o satisfaz

1. a(ly,x) =1, -x =z,Vr € R"

2. a(A,a(B,z)) = a(A, Bx) = A(Bzx) = (AB)r = a(AB,z),VA,B€ G eVx € M,
provando que aplicagcdo o é uma agao de grupo de Lie.

Um fato importante a respeito das agoes de Lie é que sempre podemos converter uma
acdo a direita em uma acao a esquerda através do truque de definir ¢ - p por p- g~ !, o
mesmo vale para convertermos uma agao a esquerda a uma acao a direita. Diante disso,

nao héa perca de generalidade em focarmos nas ac¢oes a esquerda.

Proposicao 4.1 Considere a agdo suave o : G x M — M.
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(i) Cada X € g induz um campo vetorial suave em M, chamado agao campo, por

X*(p) i= S alexp(tX).p)

t=0

Em particular, X* é tangente as orbitas.
(ii) O fluzo de X* € dado por o = a®PtX),

Demonstragao: Dada funcao suave f em M, f o a(exp(tX),p) é uma fungao suave de

R x M e portanto
X() = 9(f o afexp(tX).p)
é suave.
Dado p € M defina v,(t) = a®PX)(p) = a(exp(tX), p). Note que ¥(0) = a(e,p) = p.

Além disso,

a(exp((t +t0)X),p)

, d d
) = G| wtn =]

dt |-
% t:oa(exp(tX)> a(eXp(toX),p))

= X"(a(exp(toX),p)) = X" (7p(to))

logo 7, é curva integral de X* passando por p e isso implica o item (ii). O
Definicao 4.2 Seja a: G x M — M uma agdo a esquerda e x € M. O subgrupo

G, ={9eG:a(g,z) =2} CGE
¢ chamado grupo de isotropia ou estabilizador de x € M. E o conjunto

G(z) ={alg,x):ge G} C M

¢ chamado de orbita de o passando por x € M. Se G(x) = {z} chamamos x de ponto

fixo em uma agdo.

Observagao 4.2 Qualquer grupo de isotropia de uma ag¢io o : G X M — M € um

subgrupo fechado de G.

O subgrupo N, G é chamado ntcleo ineficaz da agdo. No caso em que esse subgrupo
é trivial {e}, a acdo ¢é eficaz. Além disso, se G, = {e}, para todo = € M, chamamos de
agao livre. E ainda, se para todo z,y € M, existe g € G com a(g,z) = y, a agdo ¢é dita
transitiva. Observe que o grupo de isotropia GG, de um ponto fixo é todo grupo G, e uma
acao com pontos fixos nao pode ser livre.

Fixados g € G e x € M definimos as seguintes aplicacoes suaves auxiliares:

a9 M — M a, G — M
y — a(g,y) h +— a(h,z).
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. , . . -1, . , , .
Verifica-se que af é um difeomorfismo, pois af  ¢é sua inversa, que é suave. Além disso,

verifica-se que a 6rbita G(z) coincide com imagem da aplicacao a.

Exemplo 4.2 Seja G = SO,. Vamos determinar as orbitas e os subgrupos de isotropia
da acao
a:GxR? — R?
(A,z) — Az
Uma vez que matrizes ortogonais determinam rotacoes em R2, a orbita dessa acdo
passando por v € R?* é G(z) = {y € R? : ||z]| = ||y||}, que é o circulo em R? centrado na
origem de raio r = ||x||.
Se x € ndo nulo, o grupo de isotropia G, coincide com o unitdrio da unidade {I}.
Verifiquemos essa afirmagao. Considere uma base ortonormal § = {z,y} e A € G,. Note

que Az = e
Ay = (Ay, )z + (Ay, y)y = (Ay, Az)z + (Ay, y)y = (y, o)z + (Ay, y)y = (Ay, y)y

Essa equacao implica em particular, que

(Ay,y)* = (Ay, Ay) = (y,y) = 1.

Logo (Ay,y) = +£1. E como (Azx,y) = (Ay,z) = 0. Temos

A= Youlla=(, )

Por outro lado, det A > 0, pois A € SO,, e portanto [Alg = I. Para o caso em que x = 0,
x € ponto fixo da agdo, ou seja, a(A,x) = x para qualquer A € G. Logo G(0) = 0 e
Go = {A € SO, : Oé(A,O) = O} = S0,.

Exemplo 4.3 Consideremos agora a ac¢io de G = SOz em M = R?® dada por a(A,p) =
Ap. Com raciocinio semelhante ao exemplo [4.3 temos que a drbita de o passando por
p=(2,9,2) € R® serd G(p) = {(z,y,2) € R® : 22 + y? + 22 = ||p||*} que € a esfera de
raio ||p|| centrada na origem. Em particular, se p = 0, entao a orbita é a origem. Por
outro lado, se p # 0, entdao o grupo de isotropia G, € isomorfo a SOs. De fato, considere

W = pt. Inicialmente verifiguemos que W é A-invariante: dado v € W

(Av,p) = (Av, Ap) = (v,p) =0

e portanto Av € W, como desejdvamos.
Consideremos agora 8 = {p = ﬁ,ul,m} base ortonormal positivamente orientada

com uy,us € W. Considere a matriz que representa A na base 3

(Ap,p)  (Auy,p)  (Aug,p) 1o
[A]B = <A257 U1> <AU1,U1> <AU2,U1> = (F’T)
(Ap,us) (Auy,ug) (Aug,us)
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onde A := A € Myys € (R). E assim, det A = detA >0 e
(Au, Av) = (Au, Av) = (u,v),

para qualquer u,v € R%  Note que no sequndo termo, identificamos u = (uy,uz) com
(0,uy,uz) e 0 mesmo para v. Portanto, A € SOy. Defina as aplicagoes suaves ¢ G, —
SOy e ¢ : SOy — G, respectivamente por ¢(A) = Alw e

i)

Observe que ¢~' = ¢, e em particular, ¢ é um difeomorfismo. Por fim note que ¢p(A.B) =
$(A).0(B). E portanto ¢ é um isomorfismo de grupos de Lie.

Exemplo 4.4 Sejam G = SOy X R e oA, (21, 19,23)) = (A(x1,22), 23+ b)

A érbita de o de p = (1,9, 23) € R3 serd um cilindro de raio r = \/23 + 23 se (v, 12) #
0, e serd o eixo x3 caso contrdrio. O grupo de isotropia G, de v = (x1,x2,23) € isomorfo
a SOy se (x1,x22) = 0. E caso contrdrio G, = {I}. De fato, por itens anteriores temos
que A(x1, 1) = (11,29) <= A =1 exs+b =123 < b =0, que formam o elemento
neutro (1,0) do grupo G.

Exemplo 4.5 Considere a a¢io o de G = SOy em M = R? dada por a(A, (1,12, 23)) =
(A(z1,22),23). Se x = (x1,x2,x3), entdo a orbita G(x) coincidird como o circulo de raio
r = y/z} + 23 e centro (0,0,23). Em particular, se (x1,22) = 0, G(x) = x. Utilizando

argumentos analogos aos casos anteriores, concluimos que o grupo de isotropia G, = I.

Definicao 4.3 Considere oy : G x My — My e an : G X My — My agoes a esquerda.
Uma aplicagio f: My — My é chamada equivariante se as(g, f(x)) = f(aa(g, z)), para
quaisquer v € My e g € G.

Exemplo 4.6 Seja o : G X M — M uma acao. Verifiquemos que @ : G X TM — T'M
definida por a(g, (p,v) := (a(g,p),d(a?),v) é uma agio de G em TM, e que a projecio
candnica 7 : TM — M, dada por m(p,v) = p é uma aplicagio G-equivariante. De fato,

a € uma agao, pois
(i) a(l,(p,v)) = (a(I,p),d(a’),v) = (p,v)

(ii) @(g1,@(g2, (p,v))) = @(g1, (g2, ), d(a??),v)) = (a(g1, a(g2, ), (da") (g, p) (d??)v) =
(a(g192,p), d(a®* 0 a%)v) = @(g192, (p, v)).

Como a aplicagio 7 satisfaz a condigio da definigao [£.5,
m(alg, (p,v))) = 7((alg, p), d(a?)pv)) = (a(g, p) = alg, 7 (p, v)),

concluimos que w é G-equivariante.
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Exemplo 4.7 Seja o : G x M — M agdo a esquerda. Observe que o grupo de iso-
tropia G, muda por conjugag¢io conforme x se move ao longo de sua drbita G(x). Mais
precisamente, Gogn) = 9G.g~". De fato, fitemos h € Goya), Seque por definicio que
a(h,a(g,z)) =alg,z) & hgr=gr < g thgr =g 'lg & g thgr=x & h e g 'G,yg

Proposicao 4.2 Se a é uma acao a esquerda em uma variedade M, entdo
ker d(aw)go =Ty, (90G)-

Se a agdo a direita, entdo ker d(oy) g, = Ty (G190)-

Demonstracao: Dado v € T,,(goG,) tome v = gy} curva suave em G onde vy, é uma

curva suave em G, tais que v(0) = go e 7/(0) = v. Logo

da,(v) = ;i\t:ooz(V(t),x) = Z’t:o&(go"yo(t)’ z)
N ccilt‘tzoa(go’a(%(t)’x)) = £|t=004(90,33) =0

e portanto v € ker d(ovy),-

Por outro lado, dim d(ay),, = dim G — dim Im d(a,)4, €
dimImd(a,)y = dimG(z) = dim G — dim G,.
Logo dim d(a )y, = dim Ty, (goG), pois dim G, = dim Ty, (goGy)- O
Definicao 4.4 Uma a¢io o : G x M — M € propria se a aplica¢ao
GxM>(g,2) — (alg,z),x) € M x M (4.1)

¢ propria, isto €, se a pré-imagem de qualquer subconjunto compacto de M x M sobre[4.]]

é subconjunto compacto de G x M.

Como a pré-imagem de (x,z) € M x M sob a aplicacao acima é G, x {z}, o grupo

de isotropia ¢ um fechado de G, e quando a agdo « for prépria, GG, é compacto.

Proposicao 4.3 Uma acao o : G x M — M ¢ propria se, e somente se, para qualquer
sequéncia {g,} € G e qualquer sequéncia convergente {x,} € M tal que {a(gn,x,)} €

convergente, entio {g,} admite subsequéncia convergente.

Teorema 4.1 Seja o : G x M — M uma agao a esquerda e defina & : G/H — M por
Qyp O P = Q,

onde H = G, é o grupo de isotropia dep € M e p: G — G/H ¢é a aplicagio quociente.
Entao &, é uma imersao injetora G-equivariante cuja imagem coincide com a orbita G(p).

Em particular, uma drbita G(p) € uma subvariedade imersa tal que

T,G(p) = day(g)-

Se adicionalmente o for uma agdo préopria, entio G(p) € subvariedade mergulhada.
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Demonstracao: Vide [1J. O

Definicao 4.5 Seja (M, (,)) uma variedade Riemanniana. Uma agdo o : G X (M, (,)) —
(M, (,)) € uma agao isométrica se para qualquer g € G a aplicagcao oy é uma isometria

de (M, (,)).

Exemplo 4.8 A agio candnica de qualquer subgrupo de O(n) no espago Euclidiano R™

€ uma acao isométrica.
Observagao 4.3 Seja a: G X M — M wuma a¢ao a esquerda. As orbitas
Fo ={G(p);p € M}

formam wma particio de M por subvariedades imersas, pelo Teorema [{.1 A Proposi-
¢ao a particio Fg constitui uma folheagao singular. Em particular, se G, = Id
para qualquer p € M, entao Fg € uma folheacdo regqular, que é dada localmente como
pré-imagem de submersao.

Se (M, (,)) € uma variedade Riemanniana e o € uma ag¢do isométrica em (M, (,)),
entao a folheacao Fg € uma folheacio Riemanniana singular, ou seja, é uma folheacdo
singular tal que qualquer geodésica que € ortogonal a uma orbita, seque ortogonal a qual-
quer orbita que encontrar. Quando Fg é uma folheacdo regular, localmente é dada por

uma submersao Riemanniana.

2 Teorema de Slice

Nesta secao falaremos a respeito do Teorema de Slice Esse teorema foi provado inici-
almente por Koszul e tem sido ferramenta fundamental na Teoria dos grupos de transfor-
magcoes. Tal resultado permite reduzir o estudo de uma acao de grupo de Lie proximo a
uma 6rbita ao estudo da geometria transversal a 6rbita. E outra consequéncia importante

é a existéncia de vizinhanga tubular de uma érbita. A referéncia aqui usada sera [IJ.

Definicao 4.6 Seja o : G x M — M uma agao. Um slice em xq € uma subvariedade

mergulhada S, contendo xy e satisfazendo as sequintes propriedades.
1. TpoM =T, G(x0) ® TyySuy € TuM = T,G(x) + TpSuy, V x € Sy
2. Sy, € invariante por Gy, i.e, se ¥ € Sy € g € Gy, entao ag, ) € Sy, .
3. Se g € G deiza S,, invariante (ou seja, a(g, ) € Sy, VT € Sy, ), entdo g € G, .

Exemplo 4.9 Considere a acao

a: (SO, xR) xR — R3
((A,r),x) — (A(x1,29), 25+ 1)
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Vamos construir um slice passando por x para essa acao. Suponha inicialmente o ponto
x = (0,0,x3). Considere uma curva suave y = (v,0,g(v)) comv € (—¢,¢€) tal que v(0) = x
e g(—v) = v. Agora defina a superficie de revolu¢io gerada pela curva vy em torno do eizo
xT3.

o(u,v) = (vecosu,vsinu, g(v)). (4.2)

Verifica-se que tal superficie é um slice passando por x.

Lema 4.1 Seja o : G x M — M agao a esquerda. Dado xog € M, existem U wvizinhanca
aberta de xy e A = { X1, ..., X} campos em U tais que

1. A € linearmente independente;
2. Ap) ={X1(p), ..., Xu(p)} C T,G(p),V p € U;
3. AN(zo) € base para T,,G(x).
Demonstragao: Segue da Proposigao e por continuidade. 0

Teorema 4.2 Seja a: G X M — M uma agdo propria e xog € M. Entao existe um slice

Sy, MO ponto .

Demonstracgao: Sejam « : G x M — M uma acao propria, H subgrupo de isotropia
em z( e w uma forma volume invariante a direita em H. Considere a métrica Riemanniana
definida por:

(X,Y), = /H < dogX, dagY Sa(pp) W

onde <, > é uma métrica Rimanniana arbitraria em M. Afirmo que a subagao do grupo

de isotropia H = GG,, é uma agdo isométrica. De fato, se f: H — R é dada por
f(g0) =< dag,(X), dag,(Y) >>a(ge,p) (4.3)

para qualquer (go,p) € H x M e X,Y € T,M fixados, entdo pelo Teorema Mudanga de
Varigvel [L.§

(dogy (X), dagy(Y))agop) = Ju <K dag(dog,X), dag(dog,Y) >ag.a(g0p) W
= Jy < d(agoay)(X)),d(ag o ago)(Y)) >a(g.gep) @
= Jy < d(ag.g)(X)), d(agg)(Y)) >a(g.go) @

Jn < d(aRgo(g))(X))7 d(aRgO(g))(Y)) > a(g-g0.p)) FgoW

Ju f(Rgo (9))RZOW

= fu R;O (fw)

= ngo(H) (fw)

= [y fw

Sy < day(X), dayg(Y) >a(p w
= (X,Y),.
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Temos ainda que dado g € H, o operador linear d(ay)y, : TyoM — Ty M deixa o
espago tangente 1,,G(zo) invariante. De fato, dado v € T,,,G(x), existe v : (—¢,€) —
G(xo) tal que v(0) = x¢ e 7/(0) = v. Logo

d

day (v) = day (7 (0) =

(0.

Observe que oy, (o) = o € ay(v(t)) € G(xg), portanto

d

dorg(v) = dt

B ag(PY(t)) S TxoG('x())'

Ademais doy(T,,G(x0)) = TG (20), pois o, é difeomorfismo e pelo Teorema do Ntcleo e
Imagem, dim day (T, G(z0)) = dim T, G(xo).

Portanto, como H age por isometrias, concluimos que o diferencial day, em z( deixa
invariante o complemento ortogonal a T,,G(z() com respeito a métrica <, >>.

Vamos agora definir um candidato a slice em xy por
Szy = €xp,, (B) (4.4)

com B = B.(0) N (T,,G(x0))* onde B.(0) C T,,M é uma bola normal.
Verificaremos nesse paragrafo a condi¢ao 1 da defini¢ao Dado z € S, seja v =

exp, (z) C B. Logo, por construgao,

1,5, = d(exp,,)s(T,B)
= d(expr)U(TxoG(xO))L-

Em particular, para z = zy temos que d(exp,, )o = I. E portanto Ty, Sy, = (TyG(20))" €
TwOG(LU()) S5 TIOSxO = TxQM~

Para concluirmos a prova do item 1 da definigao [4.6], precisamos verificar que temos uma,
soma para qualquer z € S,: T,M = T,G(x¢) + TS, Seja {Yii1, ..., Yiis} referencial
local de S, em torno de zy, ou seja, existe V vizinhanca aberta de z, em Sy, tal que

{Yi1(2), ..., Yiys(2)} é base T, S,,, para todo x em V. Sejam X7, .., Xj, campos definidos
0 0

no Lema [4.1. Agora considere X X,

Defina

} referencial local de M em torno de zg.

f :VnU — R
p — det(aij),

onde a;; : V — R sao fungoes suaves tais que X; para 1 = 1,....,k e

0
=2 “HX,

0
Y=Y, Gij g Para i=k+1,..,n. Note que f(xg) # 0, pois por construgao
J

{X1(20), ..., Xi(20), Yis1(20), -y Yigs(w0) }



Capitulo 4. Ac¢oes de Grupos de Lie 43

é base para T,,M. Por continuidade, existe V' vizinhanca aberta de zy em S,, tal que
f(z) #0, Vo eV.Logo {X1(2), ..., Xp(2), Yis1(2), ..., Yiys(2)} é linearmente indepen-
dente e como dim M = k + s concluimos que também é base para T,M, para todo
r €V CS,. Como por constru¢ao {Xi(z),..., Xp(x)} C T,G(x) e {Yis1(2), ..., Yirs(x)}
¢ base de T,.5,,, concluimos que T,M = T,G(xo) + T Sa,-

Verifiquemos agora a condigao 2, isto é, S,, é invariante por H. Dado z € S, existe
v € B tal que x = ,(1), onde §,(t) = exp(tv) é a geodésica com f3,(0) = v e 5,(0) = xo.
Dado g € H defina a curva

B(t) = ay(B(1)):

Note que $(0) = agy(xg) = 2. Além disso, como «, é isometria e d(ay),, deixa B

invariante, temos que 3 é a geodésica tal que

B(0) = day(8,(0)) = day(v) € B.

Consequentemente 3 estd contida em Sy, por definicao. Portanto

pois 5(0) € B. Assim concluimos que () € S, .

Suponhamos que o item 3 nao é valido para todo ¢ > 0, em particular para ¢ = 1
Logo existem sequéncias {z,} € Sy, € {g,} em G tais que &(gn,,) € Sy € gn ¢ ?I
Como consequéncia

Tp— 2o e a(gn, Ty) — To. (4.5)

Uma vez que « é agdo propria, segue da Proposicao que existe subsequéncia conver-
gente de {g,}, digamos
gn—> g € G.

Por continuidade e pela equagao temos que
xo = lim a(gp, xo) = a(lim g,, ) = a(g, xo).

Logo g € H. Defina a sequéncia {g,} := {¢"'g,}. Entao,

O‘(énaxn) = oz(g_lgn,xn) = a(g_la a(gna xn))

como g~ € H e a(gn, T,) € Sy, concluimos pelo item 2 da defini¢do que (g, z,) € Sy -
Nosso intuito agora ¢é utilizar o Teorema da Funcao Inversa para mostrarmos que
a(Gn, Tpn) & Suy, que é contradigdo. Observe que por construgdo ¢, ¢ H,limg, = e e
lim(g,, x,) = xo.
Sejam W subespaco de T,.G de modo que T,.G = W@ T, H e C' = exp U é subvariedade
de G contendo e para alguma subvariedade aberta U C W com 0 € U.



Capitulo 4. Ac¢oes de Grupos de Lie 44

Afirmacgao 4.1 Para todo g, proximo da identidade, existem c, € C e h, € H tais que
Gn = Cphy,.

Demonstragdo: Considere a fungio f : Cx H — G dada por f(c,h) = c.h. Note que
df, € um isomorfismo linear. Logo pelo Teorema da Funcao Inversa, existem vizinhancas
abertas Uy de p em TG eV de e em G tais que f|Up) : Uy — Vo € um difeomorfismo.
Isso nos permite concluir a afirmagao.

O

Além disso, considere aplicacao

p:CxSyy — M
(9,2) — alg,2).

Afirmacgao 4.2 A aplicago dpe ) : Texo)(C’ X Szo) — Ty M € isomorfismo linear.
Demonstragdo: Seja dpe ) @ Tien)(C X Szy) — TogM, onde Tie40)(C X Sgy) =

(T.C x {0}) + ({0} x T3, S4). Calculemos dp(egy)(X) com X = (x1,22). Para isso,

consideremos uma curva y(t) = (g(t),z(t)) C (C'x Sy,) tal que v(0) = (e, z0) e ' (0) = X.
Caso 1: Suponha que xo = 0. Nesse caso, podemos tomar v(t) = (g(t),zo), assim

¥(t) = (¢'(t),0) e para t =0 concluimos ¢'(0) = x1. Logo

dgp(e,z’o)(X> - C(;t - Oz(g(t),l'()) = C;i B awo(g(t)) = d(a:vo)e(xl)'
Portanto,
AP e,20) (TeC % {0}) = d(0wy)e(TeC) (4.6)

Caso 2: Suponha que x1 =0 e tome v(t) = (e, z(t)) com x(0) = xy e 2'(0) = x5. Logo

dpe,z0)(X) = ;it ale, z(t)) = 2'(0) = x,.
t=0
Portanto,
dp(e,0) ({0} X Ty Sp) = 1. (47)
Note que,

d@(ewo)(T(eﬂvo)(C X Sxo)) - dgp(ewo)(TeC X {O}) 2] dgp(e,wo)({o} X TSEOSCEO)
= d(0gy)e(TeC) & Ty S

Por outro lado, seque da Proposigao que ker(day,) = T.H. Assim,

d(ap)e(T.C) = d(ay,)e(TeH + T.C)
= d(ag,)(T.G)

Seque do item (1) da definicao que

dgp(e,ﬂvo)(T(e,Io)(C X Sxo)) = d(awo)€<T€G) D THIOSIO
TxOM
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Logo, dp (e, € sobrejetora. Provemos agora que dp(ea,) € injetora. De fato, seja

0= dso(e,aro) (ZEl, Ig) - damo (xl) + o

d

—|  alg(t),xy) € TpyG(x0) € como
dt|,_,

Logo dov,(z1) = —x9 € TyySzy, porém dog,(z1) =
To Sz N 1oy G(0) = {0} segue que

0 =129 = d(ay,)e(x1)

Logo z; € ker(day,).NT.C = {0}. Pois ker(doy,) =T.H ¢ T.G =T.H ®T.C. Portanto,
= (z1,22) = (0,0). O

Segue do Teorema da Funcao Inversa que existe U = U x V vizinhanca aberta de
(e,z0) em C x S, tal que
ol U XV — U x V)

é difeomorfismo local. Assim, sendo ¢,, # e, pois ¢, ¢ H e h, € H e lim (¢, a(hy, x,)) =

g, temos que
a(gnaxn) = &(Cnhwuxn) = @(Cnack(hmxn))
= p(cn, alhn, zn)) & S,

que ¢é contradicao. Finalizando assim nossa prova. 0
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