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Resumo

Inspirado nos trabalhos matemáticos desenvolvidos na Mecânica Estatística não Aditiva, com
suas funções, álgebra e trigonometria extensamente aplicadas a sistemas complexos, são re-
alizadas duas propostas nesta tese que implicam em consequências no contexto de sistemas
dinâmicos não lineares e na termodinâmica de eletrólitos, que orbitam entorno da modelagem
da digestão anaeróbia em reatores. A primeira contribuição trata da proposição de um algo-
ritmo extremum seeking modificado com uma função oriunda da 𝑞-trigonometria de Borges
com consequência no aumento da velocidade da busca ao extremo e minimização às pertur-
bações externas. Esse resultado é demonstrado analiticamente pela apresentação da estabil-
idade assintótica no sentido de Lyapunov. A segunda proposta, está no contexto das inter-
ações de longo alcance tipicamente apresentada pelo comportamento em soluções eletrolíticas
e modeladas pelo potencial de Debye-Hückel, sendo este potencial generalizada pela função 𝑞-
exponencial, que permite, de forma simples, representar as propriedades de tensão superficial e
coeficiente de atividade iônica médio, importantes para muitas aplicações em sistemas quími-
cos, biológicos e ambientais. Na investigação das hipóteses termodinâmicas simplificadoras
adotadas no ADM1 para o equilíbrio do biometano, verifica-se que são suficientes para repre-
sentar o sistema do estudo de caso, diferente do comportamento do dióxido de carbono que é
dependente das reações de equilíbrio químico e de eletrólitos. Adicionalmente, é confirmado
o aumento de velocidade, abrangência do domínio de busca e redução da perturbação residual
pela aplicação do algorítimo extremum seeking generalizado. Por fim, é demonstrado como o
potencial de Debye-Hückel generalizado é capaz de estimar propriedades como a tensão su-
perficial e o coeficiente de atividade iônica médio para faixas amplas de concentrações iônicas.

Palavras-chave:Não extensividade, Busca Extremal, Reatores Anaeróbios, Interações de Longo
Alcance
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Abstract

Inspired by themathematical works developed in Nonadditive StatisticalMechanics, with their
functions, algebra and trigonometry, extensively applied to complex systems, are realized two
proposals in this thesis which imply in consequences in the context of the non- linear dynamic
system and in the thermodynamic of electrolytes, that orbit surround the anaerobic digestion
in reactors. The first contribution talks about the proposition of an algorithm extremum seek-
ing modified by a function from 𝑞-trigonometry of Borges with consequence in the increase
of the speed in the search of the extreme and the minimum of the external disturbances. This
result is analytically demonstrated by the presentation of the asymptotic stability according
to Lyapunov. The second proposal, is in the context of the long-range interaction context
typically presented by the behavior in electrolyte solutions and modelled by the potential of
Debye-Hückel, which this potential is generalized by the 𝑞-exponential function, which al-
lows, in a simple way, to represent the superficial tension properties and mean ionic activity
coefficient, important to many applications in chemical, biological and environmental sys-
tems. In the investigation of thermodynamic hypothesis simplifying adopted in the ADM1 to
the balance of the biomethane, it is verified that they are enough to represent the system of
the study case, different from the behavior of the carbon dioxide, which is dependable from
the chemical and electrolyte equilibrium reactions. In addition to that, it is confirmed the in-
crease of velocity, the breadth of the domain and the reduce of the residual disturbance of the
application of the generalized extremum seeking algorithm. Lastly, it is demonstrated how
the potential of generalized Debye- Hückel is capable of estimate properties such as the su-
perficial tension and the average of mean ionic activity coefficient to the wide ranges of ionic
concentrations.

Keywords: Non extensivity, Extremum Seeking, Anaerobic Reactors, Long Range Interactions
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1 Introdução

Quel ch’ella par quando un poco sorride, non si pò dicer né tenere a mente, sì è novo miracolo e
gentile.

Dante Alighieri soneto da Vita Nuova

1.1 Justificativa

A Conferência das Nações Unidas sobre Meio Ambiente e Desenvolvimento (ECO-92), reali-
zada em 1992 no Rio de Janeiro, é um marco internacional para o estabelecimento de compro-
missos ambientais, sendo materializada na adoção do documento Agenda 21, instrumento de
planejamento de uma sociedade sustentável fruto dos principíos previamente estabelecidos no
relatório Brundtland de 1987, que foi iniciado desde 1983 pelo World Commission on Environ-
ment and Development (WCED) fruto do reconhecimento de problemas ligados a pobreza do
hemisfério Sul e àqueles ligados aos padrões de consumo emodos de produção doNorte. Quase
quatro décadas após a definição de marcos conceituais e regulatórios de práticas ambientais
mais sustentáveis, o século 21 tem um quinto dos seus anos marcados pela intensificação das
mudanças climáticas e principalmente pela alta perda de biodiversidade, como inicialmente
apontado pelo rompimento dos limites planetários seguros para a humanidade, metodologia
desenvolvida por (ROCKSTRöM et al., 2009). Nesta tese é investigado um dos principais gases
de efeito estufa (GEE), o metano, sendo que a redução da sua emissão para a atmosfera é um
dos principais caminhos para limitar o aumento de temperatura até 1, 5° C em relação a média
pré-industrial.

O metano é um gás constituído de estrutura molecular geométrica tetraédrica, possuindo
um átomo de carbono central e quatro de hidrogênio dispostos de forma equidistante, a molé-
cula de metano embora aparentemente simples, está presente em diversos processos naturais,
seja de natureza físico-química, biológica ou geológica. Também é insumo de diversas rotas
produtivas, por exemplo para a síntese de uréia (DAVEY; WURZEI, 2010), na qual o metano
que compõem o gás natural é reagente convertido a 𝐶𝑂2. Seu papel como recurso energético
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tem destaque entre os biocombustíveis, seja pelo alto poder calorífico, disponibilidade no gás
natural e atualmente em maior escala presente na digestão anaeróbia de resíduos sólidos ou
pela rota de tratamento de efluentes industriais.

Segundo a Agência Internacoinal de Energia ( em inglês, International Energy Agency ), os
biocombustíveis tem relevância na matriz energética brasileira, contudo esta parcela identifi-
cada como Bio/waste é constituída das contribuições de biodiesel, etanol, biogás de aterros e
biometano, obtidos a partir do tratamento de esgoto ou efluentes industriais (AGENCY, 2021).
Dados disponibilizados pela Empresa Energética Brasileira (EPE), demonstram que a reparti-
ção da oferta interna de energia para o ano de referência 2020 é formada por fontes de energia
renováveis 48, 4%, enquanto que 51, 6% são de fontes não-renováveis. Deste total, 7, 7% é for-
mado por Outras fontes renováveis1 das quais apenas 1, 4% corresponde ao biogás2. Entre as
Outras fontes renováveis o biogás está na segunda posição quanto ao avanço da produção de
energia em toneladas equivalente de petróleo (tep), com variação estimada de 15, 7%, enquanto
a energia solar aumentou 61, 4%.

A ampla importância do biogás na economia mundial, particularmente biometano, não
esconde os riscos pelos quais as suas emissões na atmosfera são igualmente importantes. O
balanço de metano realizado por meio de métodos bottom-up e top-down fez com que (KIRS-
CHKE et al., 2013) concluisse que embora sejam conhecidas as fontes e sumidouros de metano,
há elevada incerteza quanto à concentração na atmosfera. Para ajudar na compreensão do
recorte desta tese adotou-se a classificação de (KIRSCHKE et al., 2013) quanto à origem do me-
tano, portanto é possível agrupá-lo nas categorias biogênico, termogênico e pirogênico quando
se trata do balanço global na atmosfera:

• biogênico - oriundo de processos de degradação biológica natural de resíduos sólidos
presentes na natureza, seja na fase líquida ou sólida;

• termogênica - formado por milhões de anos por meio de processos geológicos;

• pirogênico - resultante da queima incompleta de florestas e carbono presente no solo,
bem como biomassa ou combustíveis fósseis.

Nesta tese é lançado o olhar sobre o metano que biogênico, particularmente pela aplicação
deste conceito como princípio elementar dos reatores anaeróbios. Ou seja, o foco principal
dá-se no sentido industrial da produção metano e as tecnologias entorno do processo de trata-
mento de efluentes e resíduos, não exatamente como um simples processo biológico natural.

O importante papel do metano na natureza em diferentes escalas temporais e diversos pro-
cessos de formação e consumo, bem como os custos ambientais da sua presença na atmosfera,

1Outras fontes renováveis é formada por: lixívia, biodiesel, eólica, outras biomassas, solar, biogás, gás indus-
trial de carvão vegetal.

2Balanço Energético Nacional - Relatório Síntese 2021/Ano Base 2020
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tem sido fonte de mobilização internacional para tornar seu uso mais eficiente do ponto de
vista da produção e ambiental. O metano (𝐶𝐻4) é considerado um dos mais importantes gases
of greenhouse effect (GHG)3 , tendo potencial de aquecimento global 28 vezes pior que o 𝐶𝑂2
(POSSETTI et al., 2019). Segundo Mannina et al. (2016 apud TREICHEL; FONGARO, 2019),
cerca de 9% das emissões totais de metano para atmosfera, devido à ação antrópica, ocorrem
nas estações de tratamento de efluentes (ETE).

O relatório de Avaliação Global de Metano4 afirma que uma redução de 45% nas emis-
sões deste gás seria necessária para o ano de 2030, para que assim a temperatura média do
planeta não ultrapasse a marca de 2° C. De acordo com o Programa Ambiental das Nações
Unidas e a coalizão do Clima e Ar Limpo (2021) existem medidas de controle direcionadas
prontamente disponíveis que podem reduzir mais de 30% das emissões de metano antropogê-
nicas projetadas nesta década. Um passo importante foi dado durante a 26ªConferência das
Nações Unidas (COP26) para formar uma framework para a Convenção das Nações Unidas
sobre Mudanças Climáticas, realizada em Glasgow em 2021. Pela primeira vez, uma quanti-
dade expressiva de países (105) assinou o Compromisso Global de Metano voluntário e não
vinculativo. Esses países prometeram cortar seu metano em pelo menos 30% até 2030. Entre
os signatários estão os 15 maiores emissores de metanos tais como o Brasil, Nigéria e Canadá
(PRISECARU, 2021). Ao longo dos anos, pesquisadores e técnicos destacaram que um dos prin-
cipais benefícios da aplicação em larga escala do tratamento anaeróbio de águas residuais é a
possibilidade de recuperar energia do biometano. O poder calorífico inferior (PCI) do metano
(𝐶𝐻4) é 35, 9𝑀𝐽 .𝑁𝑚−3 (LOBATO; CHERNICHARO; SOUZA, 2012), baseado num percentual
de metano entre 70-81% presente no biogás, estima-se que o PCI do biogás está aproximada-
mente entre 25, 1 e 29, 1𝑀𝐽 .𝑁𝑚−3, ou seja, de 78, 9% e 91, 5% do PCI do gás natural típico que
é 31, 8𝑀𝐽 .𝑁𝑚−3 (BRASIL, 2021).

Depois da remoção dos contaminantes, biometano de digestores anaeróbios tem a mesma
qualidade como gás natural e pode ser fornecido a usinas e indústrias via infraestrutura de
suprimento de gás natural (REPELE et al., 2014). Devido a possibilidade de substituição de to-
tal ou parcial do suprimento de gás natural por biometano na Europa, (STüRMER et al., 2019)
concluiram que é possível transportar grandes quantidades de gás natural e biometano via os2.2 milhões de quilômetros da rede de gás sobre toda a Europa a baixo custo. (BARGIACCHI
et al., 2021) afirma que entre todas a rotas de energia por combustível, energia por biometano
é considerado como uma das mais promissoras e eficientes caminhos e sua implantação em
larga escala pode permitir um vasto e imediato descarbonização de vários setores da sociedade.
Mesmo quando se considera seu alto potencial como fonte de energia renovável, há gargalos
que precisam ser superados a fim de tornar a recuperação de energia biometano atraente do

3gases de efeito estufa
4<https://www.unep.org/resources/report/global-methane-assessment-benefits-and-costs-mitigating-

methane-emissions>
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ponto de vista econômico. (STüRMER et al., 2019) analisaram os custos de produção dos exis-
tentes do biometano e plantas de tratamento de efluentes sanitários numa região austriaca, e
os resultados apresentam alto valor de produção (150, 4 e /𝑀𝑊ℎ−1) quando comparado com
o custo médio de produção do gás natural. Estudos econômicos sobre a viabilidade do uso
de energia de biometano gerado por digestão anaerobia necessita considerar as rotas logico-
técnicas, escala, infraestrutura logística, incentivos econômicos e outros aspectos ao nível local
e regional. Entretanto, é consenso que, analisando estritamente do ponto de vista econômico,
é muito difícil para produtores de biometano competir com o preço do gás natural, especial-
mente nas regiões com disponibilidade de gás de xisto, o que leva a exigência de incentivos
econômicos (GUSTAFSSON; SVENSSON, 2021).

1.2 Delimitação da pesquisa

Segundo a Nota Técnica (SANTOS et al., 2021) produzida pelo INCT ETEs5 há muitos desa-
fios ligados à produção de metano no tratamento de esgotos sanitários, que incluem desde os
custos de equipamentos para monitoramento da produção, perda de poder calorífico ligado à
formação de dióxido de carbono e nitrogênio, problemas de corrosão pela formação de vapor
d’água e sulfeto de hidrogênio bem como contaminates como a formação de siloxano que tem
efeitos abrasivos sobre os equipamentos de combustão. Adicionalmente, há problemas opera-
cionais como as emissões fugitivas e rotas de conversão de matéria orgânica que interferem na
qualidade final do biometano. Alinhado a esta configuração técnica, observa-se dois problemas
centrais na produção de metano via digestão anaeróbia:

• perda de metano dissolvido na corrente líquida de efluente tratado e

• máxima eficiência de produção de metano.

A dedicação sobre a redução das perdas na origem foi priorizada, com aprofundamento no
sentido da força motriz da perda desse metano dissolvido. Um dos principais desafios é reduzir
as ocorrências de emissões fugitivas (TAUBER et al., 2019), principalmente de biometano das
correntes líquidas de reatores. Souza, Chernicharo e Aquino (2011) identificaram altos per-
centuais de perda de biometano com valores acima de 41% (22 𝑚𝑔.𝐿−1) do total de biometano
produzido num reator anaeróbio de leito fluidizado de fluxo ascendente6 para tratamento de
efluente sanitário no Brasil. (YEO et al., 2015) reportaram 76% de perda de biometano na cor-
rente líquida de Biorretaores Anaeróbios de Membrana (AnMBR) num experimento realizado
em escala laboratorial. (CRONE et al., 2016) avalia um conjunto de publicações que apresen-
tam os valores médios de metano perdido na corrente líquida dos reatores UASB num intervalo

5Instituto Nacional de Ciência e Tecnologia - Estações de Tratamento de Efluentes Sustentáveis
6Up Flow Anaerobic Sludge Blanket Reactor (UASB)
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entre 11% e 100%. Os autores concluem que o fenômeno de transferência de massa governa
este sistema, resultado de anomalias nas condições operacionais tais como:

• variação de temperatura repentina,

• carga orgânica aplicada,

• idade do lodo,

• tempo de retenção hidráulico ou

• composição do efluente.

Os modelos desenvolvidos para a representação da digestão anaeróbia consideram frequen-
temente condições limite, seja para as leis cinéticas associadas ao comportamento biológico,
os aspectos ligados aos fenômenos de transporte e principalmente às características termodi-
nâmicas dos sistema multifásico que se constitui a mistura do sistema anaeróbio. O principal
modelo conhecido para representação do processo de tratamento de efluente líquidos pela rota
anaeróbia é o Anaerobic Digestion Model Nº1 (ADM1), que baseia-se em desenvolvidos pré-
vios realizados para digestão de resíduos sólidos (BATSTONE et al., 2002), esta características
demonstram a ampla dificuldade de construção fenomenológica de tais sistemas. Portanto,
parte desta tese discutirá o limite da adoção de hipóteses da idealização da solubilidade de
metano no modelo ADM1, aplicado à avaliação do esgoto sanitário após tratamento em reator
anaeróbio (BIJOS et al., 2022).

Constitui parte do problema de digestão anaeróbia a influência da concentração de eletróli-
tos no comportamento das reações e nas condições de equilíbrio de fases e químico. Pesquisas
na área de sistemas de plasma tem investigado interações de longo alcance baseado na equa-
çao de Debye-Hückel. Entretanto nem todos os sistemas de plasma respeitam Debye-Hückel.
Assim, a modificação de Debye-Hückel para a modelagem da blindagem e fator de penetração
foi proposto por Quarati e Scarfone (QUARATI; SCARFONE, 2007). Inspirado nesse trabalho,
proponho a modificação da equação de Debye-Hückel, aplicada ao problema de soluções de
eletrólitos. Como consequência, o coeficiente de atividade iônico médio é derivado dessa modi-
ficação, que implica nas concentrações de espécies iônicas e relações de equilíbrio químico de
tais espécies. Batstone et al. (2012) salienta que os modelos bioquímicos da International Water
Association (IWA) apresentam limitações chave, especialmente quanto ao papel dos solventes
nas relações com os processos bioquímicos. Assim, soluções que apresentam comportamento
não ideal, podem ter suas parcelas de contribuição consideradas por meio da correção dos co-
eficientes de atividade, seja de espécies iônicas ou não iônicas. Segundo Batstone et al. (2012)
há relevâncias nessa abordagem, sendo exemplificados alguns simuladores capazes de corrigir
parcialmente os efeitos dessas correções para diferentes níveis de força iônica das soluções,
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contudo, apesar da importâncias dessas correções os procedimentos se tornam mais comple-
xos, sendo necessários atender diferentes propriedades e balanços de espécies iônicas. A inter-
dependência das propriedades físico-químicas resultam num complexo sistema de equações
algébrico diferencial (DAE) de difícil solução numérico computacional, que pode ser resolvido
por métodos como Newton-Raphson multidimensional reforçado por métodos como Simula-
ted Annealing (FLORES-ALSINA et al., 2015). A proposta dessa tese limitou-se à proposição
da equação para o coefeciente de atividade iônica médio, obtida por meio da generalização
da equação de Debye-Hückel anteriormente mencionada, portanto não sendo associada ao
modelo ADM1.

Quanto a este segundo problema, que orbita entorno da produção máxima do biometano,
também já foi vastamente investigado na literatura, contudo, dada a variedade de cargas orgâ-
nicas de efluentes, aspectos de inibição, seja de natureza fisico-química ou mesmo de natureza
biológica, não se trata de uma investigação completamente finalizada. Esta complexa cons-
tituição de populações de bactérias, concentrações de sais orgânicos e inorgânicos, lipídios,
carboidratos e tantos outros componentes presentes nas misturas de efluentes líquidos e sóli-
dos torna este problema suficientemente complicado e sua representação pormeio de equações
diferenciais como um sistema fundamentalmente não linear no sentido clássico.

No que tange o objetivo de maximização da produção de metano, existem modelos mais
simples que o ADM17, formado por um número baixo de equações diferenciais não lineares,
baseado nas equações cinéticas de Monod ou Haldane. Tais modelos são comumente utili-
zados para representar a cultura contínua de microorganismos (WANG et al., 2017) ou apli-
cado especificamente para a representação do sistema de digestão anaeróbia (WEEDERMANN;
WOLKOWICZ; SASARA, 2015). Tais sistemas de equações são analisadas quanto a sua esta-
bilidade no sentido de Lyapunov e estratégias de controle adaptativo em tempo real são pro-
jetadas para alcançar o ponto de operação ótimo (WANG; KRSTIć; BASTIN, 1999; TITICA;
DOCHAIN; GUAY, 2003). Em geral, há uma divisão das abordagens de controle dada por es-
tratégias baseada em modelos ou aquelas que dispensam modelos. Nesta tese foi adotada a
segunda abordagem, por meio de uma técnica chamada extremum seeking (ES) conhecida pela
vasta aplicação em sistema não lineares. É crucial para compreensão dos capítulos que seguem
neste documento que os desenvolvimentos realizados utilizam modelos calibrados com dados
experimentais (MENDES; ESQUERRE; QUEIROZ, 2016), como modelos nominais, mas os al-
goritmos desenvolvidos não são baseados em modelos. Trata-se de uma classe de problemas
baseado no framework desenvolvido por (TAN et al., 2009; TAN; NEšIć; MAREELS, 2008), no
qual é possível selecionar um dither, um sinal de perturbação para a busca extremal, adequado
para o projeto do controlador. Observando especificamente este elemento do algoritmo ES,
constatou-se que é possível implementar um grupo de funções oriundas da Mecânica Estatís-

7Sistema algébrico diferencial não linear
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tica Não-Extensiva8 (TSALLIS, 1988), definidas com base em funções circulares e hiperbólicas
(BORGES, 1998). Os benefícios do uso das funções baseadas no formalismo de Borges como
dither do ES incluem a facilidade de implementação, estratégias de sintonia herdadas dos mé-
todos clássicos, adição de apenas um parâmetro de sintonia adicional e rápida convergência
(PESSOA et al., 2019).

1.3 Objetivos

Objetivo Geral

Avaliar a aplicação de funções 𝑞-trigonométricas como candidatas à funções dither para pro-
mover a aceleração da busca extremal e desenvolver modelos termodinâmicos modificados por
funções 𝑞-exponenciais para representação de soluções eletrolítica. E investigar o problema
do metano dissolvido na corrente líquida de reatores anaeróbicos.

Objetivos específicos

• Avaliar diferentes estruturas de extremum seeking baseada nas funções 𝑞-circulares.
• Demonstrar a prova de convergência analítica para projeto de controles extremum see-
king generalizado.

• Analisar as implicações analíticas da generalização da função de perturbação sobre a
velocidade convergência.

• Investigar as consequências da aplicação do extremum seeking generalizado sobre o
efeito de mudanças paramétricas do modelo ADM1.

• Comparar as estimativas de concentração de metano na fase líquida do modelo ADM1
sem correção do coeficiente de atividade iônica com modelos termodinâmicos com con-
tribuições de interações de longo alcance e curto alcance.

• Propor equações de potencias eletrostáticos modificado pela 𝑞-exponencial para as geo-
metrias esférica, plana e cilíndrica.

• Comparar o desempenho do modelo de potencial de Debye-Hückel modificado pela 𝑞-
exponencial para a estimativa de tensão superficial e coeficiente de atividade com mo-
delos clássico e modificado.

8Uma reinterpretação das consequências da entropia de Tsallis verificou que o termo adequado para definição
da área é Mecânica Estatística Não Aditiva (TSALLIS, 2009)
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1.4 Estrutura do trabalho

Este documento está organizado em função de dois artigos públicos dos quais sou autor do
primeiro e coautor do segundo:

• Pessoa, R.W. S., Mendes, F., Oliveira, T. R., Oliveira-Esquerre, K., Krstic, M. (2019). Nume-
rical optimization based on generalized extremum seeking for fast methane production
by a modified ADM1. Journal of Process Control, 84, 56–69. <https://doi.org/10.1016/j.
jprocont.2019.09.006>

• Bijos, J. C. B. F., Pessoa, R. W. S., Queiroz, L. M., Oliveira-Esquerre, K. P. S. (2022).
Methane liquid-gas phase distribution during anaerobic sludge digestion: A thermody-
namic approach. Chemosphere, 298, 134325. <https://doi.org/10.1016/j.chemosphere.
2022.134325>.

Adicionalmente, são incluídas propostas de generalização de potenciais eletrostáticos que
podem auxiliar em novas interpretações no comportamento de soluções iônicos. As informa-
ções desses textos estão distribuídas e reescritas para que facilite a leitura da tese no contexto
do problema da digestão anaeróbia e as contribuições em função da matemática oriunda da
Mecânica Estatística não Extensiva.

Numa breve introdução no Capítulo 1, é descrito o contexto da demanda por energia e de
emissões de gases de efeito estufa, bem como a definição do escopo principal da tese em busca
da definição de um algoritmo de otimização baseado em ES por meio de uma trigonometria
generalizada e de forma complementar as propostas de modificação do cálculo de coeficiente
de atividade de eletrólitos por meio de potenciais baseado em 𝑞-exponencias. Na sequência,
o Capítulo 2 é dedicado à definição dos principais conceitos da álgebra, trigonometria e cál-
culo oriundos da Mecânica Estatística Não Extensiva e seus recentes avanços, enquanto que o
Capítulo 3 apresenta os principais teoremas da teoria de estabilidade de sistemas não lineares,
definição de algoritmos de busca extremal e inclui a proposta baseada nas funções circulares
generalizadas. No Capítulo 4 são apresentadas as propostas de generalização da equação de
Debye-Hückel em três diferentes geometrias. No Capítulo 5 são explorados os modelos de
digestão anaeróbia, passando pelos mais elementares, baseados na cinéticas de Monod e Hal-
dane até àqueles de parâmetros concentrados como ADM1 e suas modificações, ainda neste
capítulo são discutidos os principais aspectos termodinâmicos investigados segundo o olhar de
modelos de composição local. O Capítulo 6 dedica-se aos resultados e discussões de aplicações
dos modelos de capítulos antecessores. Por fim, o texto da tese finaliza com o Capítulo 7 de
conclusão e proposição de trabalhos futuros.
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2 Funções oriundas da Mecânica
Estatística não Extensiva

A explicação do comportamento macroscópico da matéria por meio dos seus constituintes mi-
croscópicos é uma abordagem que compete à Mecânica Estatística (PATHRIA; BEALE, 2022).
Esse ramo da física tem sido desenvolvido desde a segunda metade do século XIX, sendo su-
portado pela Teoria Cinética dos Gases. As Leis da Mecânica de Newton são associados aos
componentes da matéria e suas interações, sendo possível reconstruir os resultados observa-
dos experimentalmente de propriedades da Termodinâmica, bem como as relações de transfor-
mação. Gibbs, Maxwell e Boltzmann estabeleceram os principais fundamentos da Mecânica
Estatística. Enquanto Maxwell propunha a necessidade de elementos de aleatoriedade na des-
crição dos sistemas físicos, foi Boltzmann quem propôs a associação da entropia de equilíbrio
com o número de microestados acessíveis (Ω)

𝑆 = 𝑘𝐵 logΩ ,
onde Ω é uma função de número de constituintes (N), volume (V) e energia (E), recuperando
a forma de Clausius como destacado por Pinho et al. (2011). Entre as contribuições de Gibbs
está a criação da Teoria de Ensembles na Mecânica Estatística de Equilíbrio. Destaca-se ainda
os avanços da Mecânica Estatística de não Equilíbrio desenvolvidas por Chapmann e Enskog
e o papel de Onsager nos modelos de flutuação dissipação Pinho et al. (2011). Tais abordagens,
em geral, tratam de problemas de sistemas simples, nos quais a entropia é extensiva e aditiva.

Tsallis (1988) define a sua primeira proposta de entropia generalizada de Boltazmann-Gibbs
na sua forma discreta 𝑆𝑞 = 𝑘𝐵𝑞 − 1 𝑊∑𝑖=1 𝑝𝑖(1 − 𝑝𝑞−1𝑖 ) , (2.1)

onde 𝑘𝐵 é a constante de Boltzmann, que por convenção é definida positiva, e a probabilidade
deve respeitar a restrição ∑𝑊𝑖=1 𝑝𝑖 = 1. Para a definição da entropia generalizada dada pela
Equação 2.1 foi necessário violar a aditividade presente em Boltzmann Gibbs. Essa definição
geroumuitas consequências que permeiam uma ampla classe de problemas na área de sistemas
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complexos1. A entropia de Boltzmann-Gibbs pode ser recuperada para o limite 𝑞 → 1, bem
como a sua natureza aditiva.

Um resumo suficientemente detalhado das aplicações da entropia não extensiva, agora
mais precisamente chamada de entropia não aditiva, é apresentado por Tsallis em seu livro de
introdução ao tema (TSALLIS, 2009). Deve-se destacar o prefácio escrito por Tsallis (2009), que
trata da desambiguação dos termos aditividade e extensividade.

A apresentação de propostas de equações de entropias generalizadas não é reservada aos
trabalhos daMecânica Estatística não Aditiva, um trabalho de grande notoriedade que também
tem gerado explicações na Mecânica Estatística é a definição de Kaniadakis (2002). Entretanto,
a escolha do arcabouço oriundo da entropia de Tsallis tem como referência principal no desen-
volvimento dessa tese devido à simplicidade e generalidade da álgebra e cálculo desenvolvidos
nesta área. Recentemente, por meio de teoria de grupos, Gomez e Borges (2021) unificaram as
entropias generalizadas de Tsallis e de Kaniadakis. Como consequência foi definida a𝐺-álgebra
que respeita os axiomas de Shannon-Kinchin além do axioma de composibilidade. Tais desen-
volvimentos permitem a obtenção de diferentes álgebras, incluindo a 𝑞-álgebra e 𝜅-álgebra
oriundas respectivamente das entropias de Tsallis e Kaniadakis.

A Mecânica Estatística não Aditiva possui algumas expressões, funções, operadores ma-
temáticos que possibilitam novos estudos e aplicações em diversos campos do conhecimento,
extrapolando os limites da física clássica. Neste capítulo, serão apresentados as principais pro-
priedades e limites dos seus parâmetros e variáveis.

Há um conjuntos de resultados desta área que se conectam com os problemas de controle
adaptativo em tempo real (importantes para as aplicações demonstradas no Capítulo 3), a pri-
meira refere-se à definição da generalização de funções circulares e hiperbólicas, seguida das
definições de operadores algébricos e cálculos generalizados inspirados naMecânica Estatística
não Aditiva. Também serão desenvolvidas as principais propriedades das funções oriundas da
mecânica estatística não aditiva que estão relacionadas aos problemas de interações de longo
alcance apresentados no Capítulo 4.

2.1 Propriedades da função 𝑞-exponencial
A função 𝑞-exponencial é definida por:

exp𝑞 𝑥 = [1 + (1 − 𝑞)𝑥] 11−𝑞+ , (2.2)
1Uma lista suficientemente completa de artigos científicos que aplicam a entropia de Tsallis bem como todo ar-

cabouço teórico da área é atualizada e disponibilizada pelo próprio autor no link <https://tsallis.cbpf.br/TEMUCO.
pdf>
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onde o símbolo [𝐴]+ como [𝐴]+ = 𝐴, se 𝐴 > 0, e [𝐴]+ ≡ 0 se 𝐴 ≤ 0. A diferença entre a função𝑞-exponencial e exponencial está no comportamento da cauda da função, sendo a primeira com
caimento lento para 𝑞 > 1, e abrupto com desaparecimento para 𝑞 < 1, enquanto a segunda
tem cauda exponencial.
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Figura 2.1 Comportamento da função 𝑞-exponencial exp𝑞(𝛼𝑥), com 𝛼 = −1.
Na figura 2.1 são apresentados gráficos da função 𝑞–exponencial para diferentes valores do

parâmetro 𝑞. Neste gráfico é demonstrado os casos particulares como o valor de 𝑞 = 1 (linha
vermelha) recupera-se exp1(−𝑥) = exp(−𝑥). A condição de cut-off para 𝑞 > 1 é 𝑥 > 1/(1 − 𝑞)
e para 𝑞 < 1 é 𝑥 < 1/(1 − 𝑞). Por exemplo, a linha vertical tracejada representa a divergência
para 𝑞 = 0. Para o limite 𝑞 → −∞, a 𝑞-exponencial é representada pela linha azul e para 𝑞 → ∞
pela linha preta.

A função inversa da 𝑞-exponencial é definida por
ln𝑞 𝑥 ≡ 𝑥1−𝑞 − 11 − 𝑞 . (2.3)

As equações (2.3) e (2.2) apresentam propriedades similares às funções logaritimo e expo-
nencial, e.g. ln𝑞 1 = 0 and exp𝑞 0 = 1, ∀𝑞, e a derivada da 𝑞-exponential é dado por𝑑(exp𝑞 𝑥)𝑑𝑥 = (exp𝑞 𝑥)𝑞 . (2.4)

Em geral, (exp𝑞 𝑥)𝑎 ≠ exp𝑞(𝑎𝑥), exceto para 𝑞 = 1. As funções 𝑞-exponencial e 𝑞-logarítimo
levam à definição da álgebra 𝑞-deformada não distributiva (NIVANEN; MéHAUTé; WANG,
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2003), (BORGES, 2004). Operações algebricas generalizadas (𝑞-adição 𝑥 ⊕𝑞 𝑦, 𝑞-difença 𝑥 ⊖𝑞 𝑦,𝑞-produto 𝑥 ⊗𝑞 𝑦, 𝑞-razão 𝑥 ⊘𝑞 𝑦) são definidas como

𝑥 ⊕𝑞 𝑦 ≡ 𝑥 + 𝑦 + (1 − 𝑞)𝑥𝑦, (2.5)

𝑥 ⊖𝑞 𝑦 ≡ 𝑥 − 𝑦1 + (1 − 𝑞)𝑦 , (𝑦 ≠ 1𝑞 − 1), (2.6)

𝑥 ⊗𝑞 𝑦 ≡ [𝑥1−𝑞 + 𝑦1−𝑞 − 1] 11−𝑞+ (𝑥, 𝑦 > 0), (2.7)𝑥 ⊘𝑞 𝑦 ≡ [𝑥1−𝑞 − 𝑦1−𝑞 + 1] 11−𝑞+ (𝑥, 𝑦 > 0). (2.8)

Com estas 𝑞-operações, a 𝑞-exponencial segue as propriedades:exp𝑞 𝑥 exp𝑞 𝑦 = exp𝑞(𝑥 ⊕𝑞 𝑦),exp𝑞 𝑥/ exp𝑞 𝑦 = exp𝑞(𝑥 ⊖𝑞 𝑦),exp𝑞 𝑥 ⊗𝑞 exp𝑞 𝑦 = exp𝑞(𝑥 + 𝑦),exp𝑞 𝑥 ⊘𝑞 exp𝑞 𝑦 = exp𝑞(𝑥 − 𝑦). (2.9)

A 𝑞-álgebra tem sido aplicada em contextos diferentes da Mecânica Estatística não extensiva,
particularmente o 𝑞-produto foi aplicado ao teorema limite central e a transformada de Fourier
(TSALLIS, 2005),(UMAROV; TSALLIS; STEINBERG, 2008a),(JAUREGUI; TSALLIS, 2011), e es-
tas são evidências que ela é conectada à distribuição 𝑞-Gaussiana 𝑝(𝑥) = 𝐴(𝑞)√𝛽 exp𝑞(−𝛽𝑥2)
(MOYANO; TSALLIS; GELL-MANN, 2006), onde 𝐴(𝑞) é o fator que garante a normalização da
distribuição de probabilidades 𝑝(𝑥), agora dependente do parametro 𝑞. Algumas propriedades
de 𝑞-funções e 𝑞-algebra podem ser encontradas em (YAMANO, 2002),(NAUDTS, 2002),(CAR-
DOSO et al., 2008),(TSALLIS, 2009), e outras citadas por eles.

A importância da álgebra e das funções que compõem o arcabouço da mecânica estatís-
tica não extensiva pode ser observada em sistemas com memória e aqueles com interações de
longo-alcance, estes resultados são comumente obtidos pelo abandono de propriedades que
frequentemente são importantes para versões nas quais são conhecidas as soluções analíti-
cas. No contexto da mecânica estatística, a função 𝑞-exponencial generaliza o fator de Boltz-
mann (TSALLIS, 1994), é sabido no entanto que as restrições tem papel relevante sobre as distri-
buições obtidas na resolução dos funcionais construídos neste formalismo (TSALLIS;MENDES;
PLASTINO, 1998).

As contribuições matemáticas realizadas na área de Mecânica Estatística não Extensiva
tem gerado consequências importantes na interpretação de estatística de novos fenômenos ob-
servados em aceleradores de partículas, como a representação do comportamento de energias
subatômicas por meio do momento transverso resultado do choque de partículas subatômi-
cas (AZMI; CLEYMANS, 2014) no Large Hadron Collider (LHC) ou em fenômenos observa-
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dos no campo da astronomia como chuvas de meteoros ou flashs lunares representado por𝑞-exponencias (BETZLER; BORGES, 2015).
Para a compreensão de quais efeitos são obtidos pela generalização 𝑞-exponencial no for-

malismo de Tsallis, foi apresentado na Figura 2.1 com diferentes casos particulares da funçãoexp𝑞(−𝑥) para diferentes valores de 𝑞 e na Figura 2.2 são apresentados os casos especiais de
três diferentes funções: 1/𝑥 , exp𝑞(−𝑥) e exp𝑞(−𝑥)/𝑥 . Devido a presença da variável 𝑥 no deno-
minador, as funções 1/𝑥 e exp𝑞(−𝑥)/𝑥 divergem para 𝑥 → 0+. Estas características foram im-
portantes, por exemplo, para a investigação de blindagem de elétrons em plasmas astrofísicos
pormeio da generalização do potencial eletrostático de Debye-Hückel (QUARATI; SCARFONE,
2007) como será explicado no Capítulo 4 desta tese.
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Figura 2.2 Comparação entre as funções 1/𝑥 , exp𝑞(−𝑥) e exp𝑞(−𝑥)/𝑥 .
De acordo com a expansão em série de Taylor da exp𝑞(𝑥) obtém-se:

exp𝑞(−𝑥) = 1 + ∞∑𝑛=1 1𝑛!𝑄𝑛−1(−1)𝑛𝑥𝑛 𝑄𝑛(𝑞) = 1𝑞(2𝑞 − 1)(3𝑞 − 2)… [𝑛𝑞 − (𝑛 − 1)] , (2.10)

o que torna mais simples verificar a superposição entre 1/𝑥 e exp𝑞(−𝑥)/𝑥 observada na fi-
gura 2.2, quando 𝑥 ≈ 0 e a Eq. (2.10) é truncada para 𝑛 = 1, estas funções tem a mesma
expressão analítica. Alternativamente, a igualdade destas expressões é recuperada fazendolim𝑞→∞ exp𝑞(−𝑥)/𝑥 = 1/𝑥 .

As aplicações da 𝑞-álgebra e 𝑞-funções se apresentam em amplo conjunto de problemas do
contexto de interesse da engenharia. Destaca-se, por exemplo, o problema da difusão anômala
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resolvido por Tsallis e Bukman (1996), que obtiveram a solução da equação de Fokker-Planck
na forma de densidade de probabilidade de acordo com a 𝑞-gaussiana,

𝑝𝑞(𝑥, 𝑡) = 1/√𝜋𝐴𝑞 exp𝑞(−𝑥2/𝐴𝑞) ,
onde 𝐴𝑞 é uma constante dependente do parâmetro 𝑞 e da função Gamma (TSALLIS, 2009
apud COMBE et al., 2015). Esse problema obteve sua validação experimental por meio de
ensaios de cisalhamento plano quase-estático de um sistema de material granulado confinado,
confirmando a escala de Tsallis-Bukman dada pela relação da variância da posição com uma
lei de potência do tempo ⟨𝑥2⟩ ∝ 𝑡𝛼 e 𝛼 = 2/(3 − 𝑞).

Na Termodinâmica há avanços por meio da generalização de modelos em regras de mis-
tura por meio do 𝑞-produto (ver Equação 2.7) para equações de estado para sistemas sobre
altas pressões (SOUZA; BORGES; PESSOA, 2015), bem como na generalização de modelos de
composição local como Wilson, Uniquac e NRTL por meio da mudança do parâmetro de inte-
ração binário implicando nas definições de (BORGES, 2012). É incluída a essa lista de modelos
termoestatísticos, O cálculo de propriedades do petróleo por meio de uma versão generalizada
da equação de Weibull (REGUEIRA et al., 2019).

A função densidade de probabilidade 𝑞-Weibull (PICOLI; MENDES; MALACARNE, 2003)
definida para 𝑞 < 2 por:

𝑓𝑞(𝑡) = (2 − 𝑞) 𝛽𝜂 − 𝑡0 ( 𝑡 − 𝑡0𝜂 − 𝑡0)𝛽−1 exp𝑞 [−( 𝑡 − 𝑡0𝜂 − 𝑡0)𝛽] , (2.11)

tem um papel mais destacado no contexto da confiabilidade (ASSIS; BORGES; MELO, 2013;
NEGREIROS et al., 2020; ASSIS et al., 2020), principalmente por contemplar a curva da banheira.
Contudo, Xu et al. (2017) chama atenção para a pouca popularidade desses métodos devido
a dificuldade de estimação de parâmetros, assim, propõem a aplicação do método híbrido de
híbrido adaptativo baseado nameta-heurística de colônia artificial de abelhas, que aumentam a
velocidade de estimação de parâmetros, respeitando a teoria de convergência assintótica para
a máxima verossimilhança. Recentemente, no campo de modelos de otimização em redes
neurais do tipo Long Short-Term Memory - LSTM, Jia et al. (2023) propuseram a modificação do
algoritmo de estimação de momento adaptativo (Adaptive Momentum Estimation - Adam) por
meio da modificação do operador derivada, resultado da generalização do cálculo (BORGES,
2004) 𝐷(𝑞)𝑓 (𝑥) = [1 + (1 − 𝑞)𝑥]𝑑𝑓 (𝑥)/𝑑𝑥 , portanto, alcançaram melhores resultados para a
estimativa do estado de carga de baterias de lítio.

Associado às ferramentas analíticas aplicadas a área de sistemas dinâmicos e controle de
processos, pode-se listar os seguintes subcampos nos quais as 𝑞-funções tem muita relevância,
como a Transformada de Laplace (LENZI; BORGES; MENDES, 1999), Transformada de Fourier
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(UMAROV; TSALLIS; STEINBERG, 2008b), Sistemas Caóticos (LATORA et al., 2000).

2.2 Aspectos da 𝑞-trigonometria

A trigonometria generalizada desenvolvida por Borges (BORGES, 1998) define funções circu-
lares e hiperbólicas sobre formas generalizadas derivadas da estatística de Tsallis (TSALLIS,
1988). Nesta seção são apresentados alguns avanços realizados no contexto desta trigonome-
tria que são aplicados a uma classe de métodos de otimização de sistemas dinâmicos (PESSOA
et al., 2019).

A função seno generalizada pode ser apresentada pela expansão

sin𝑞(𝑥) = ∞∑𝑗=0 (−1)𝑗𝑄2𝑗𝑥2𝑗+1(2𝑗 + 1)! , 𝑞 > 1, (2.12)

onde 𝑄 é a função:

𝑄𝑛(𝑞) = 1𝑞(2𝑞 − 1)(3𝑞 − 2)… [𝑛𝑞 − (𝑛 − 1)] , 𝑞 > 1. (2.13)

As equações (2.12) e (2.13) tem garantia de convergência para

|𝑥| = |1 − 𝑞|−1 , 𝑞 > 1. (2.14)

A equação (2.12) pode ainda ser apresentada na sua forma compacta

sin𝑞(𝑥) = 𝜌𝑞(𝑥) sin1[𝜙𝑞(𝑥)] , (2.15)

com 𝜌𝑞(𝑥) dado por: 𝜌𝑞(𝑥) = exp𝑞((1 − 𝑞)𝑥2) 12 . (2.16)

O índice 1 representa o caso usual, isto é, sin1(𝑢) = sin(𝑥). Além disso, é observado que𝑢 = (1 − 𝑞)𝑥2. O argumento da função seno, é definido como:

𝜙𝑞(𝑥) = arctan1[(1 − 𝑞)𝑥]1 − 𝑞 . (2.17)

De forma similar a função seno, a função cos𝑞(𝑥) é associada a trigonometria generalizada
por: cos𝑞(𝑥) = 1 + ∞∑𝑗=1 (−1)𝑗𝑄2𝑗−1𝑥2𝑗(2𝑗)! . (2.18)

15



Esta função também pode ser representada na forma compacta em função das equações (2.17)
e (2.16): cos𝑞(𝑥) = 𝜌𝑞(𝑥) cos1[𝜙𝑞(𝑥)]. (2.19)

A figura 2.3 ilustra o comportamento da sin𝑞(𝜔𝑡) para diferentes valores de 𝑞 (note que 𝑞 > 1).
A linha vermelha continua representa o caso 𝑞 = 1 que recupera sin1(𝜔𝑡). Enquanto que para
valores de 𝑞 > 1 esta função reduzem a amplitude a medida que aumenta a variável 𝑡 e tem o
número de ciclos limitados, como observado por Borges (BORGES, 1998). Estas características
são mais evidentes para valores de 𝑞 cada vez maiores.
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Figura 2.3 A função sin𝑞(𝜔𝑡) versus 𝑡. A curva vermelha representa sin1(𝑢) = sin(𝑥), curvas traceja-
das são para valores de 𝑞 > 1. Quando 𝑞 = 1.00001 a curva praticamente sobrepõem o caso usual. A
curva com linha sólida preta representa 𝑞 = 1.5 com apenas um ciclo.

Por meio da definição do teorema generalizado de De Moivre é possível calcular a integral∫ exp(±𝑖𝑥)𝑑𝑥 e, para evitar notações complicadas, considerar apenas exp𝑞(𝑖𝑥). Inicialmente,
foi utilizado o método da substituição e obteve-se a base da função 𝑞–exponencial como:

∫ [𝑢] 11−𝑞 −𝑖1 − 𝑞 𝑑𝑢 = −𝑖2 − 𝑞 [exp𝑞(𝑖𝑥)]2−𝑞 . (2.20)

Relembrando a propriedade

[exp𝑞(𝑥)]𝑏 = exp1−(1−𝑞)/𝑏(𝑏𝑥) , (2.21)

é possível expressar a função 𝑞-exponencial como:

− 𝑖2 − 𝑞 [exp𝑞(𝑖𝑥)]2−𝑞 = − 𝑖2 − 𝑞 [1 − (1 − 𝑞)𝑖𝑥] 2−𝑞1−𝑞 . (2.22)
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A expansão da Eq. (3.30) através da generalização de De Moivre (ver a Eq. (3.31)) é usada para
demonstrar que a integral da 𝑞–exponencial é composta pelas integrais de sin𝑞(𝑥) e cos𝑞(𝑥):

− 𝑖2 − 𝑞 (cos𝑞(𝑥) + 𝑖 sin𝑞(𝑥))2−𝑞 = …= − 𝑖2 − 𝑞 (cos1− 1−𝑞2−𝑞 ((2 − 𝑞)𝑥) + 𝑖 sin1− 1−𝑞2−𝑞 ((2 − 𝑞)𝑥)) . (2.23)

Assim, sendo definidas como:

∫ sin𝑞(𝑥)𝑑𝑥 = ℑ{− 𝑖2 − 𝑞 (cos𝑞(𝑥) + 𝑖 sin𝑞(𝑥))2−𝑞} , (2.24)

∫ cos𝑞(𝑥)𝑑𝑥 = ℜ{− 𝑖2 − 𝑞 (cos𝑞(𝑥) + 𝑖 sin𝑞(𝑥))2−𝑞} . (2.25)

Consequentemente,

∫ sin𝑞(𝑥)𝑑𝑥 = − 12 − 𝑞 cos1− 1−𝑞2−𝑞 ((2 − 𝑞)𝑥) , (2.26)

∫ cos𝑞(𝑥)𝑑𝑡 = 12 − 𝑞 sin1− 1−𝑞2−𝑞 ((2 − 𝑞)𝑥)) . (2.27)

2.3 Propriedades das funções 𝑞-trigonométricas

Recentemente, Umarov e Tsallis (2022) revisitaram os principais fundamentos de Mecânica
Estatística não Extensiva, particularmente há uma importante observação à respeito sobre as
propriedades de funções 𝑞-trigonométricas quanto às aplicações a variáveis reais ou complexas.
Destaca-se aqui algumas propriedades das funções 𝑞-trigonométricas que foram investigadas
por Costa e Borges (2019) para aplicações em mecânica quântica não linear. Nesta seção é
dedicada a atenção à forma de funções de 𝑞-trigonométricas que preservam a amplitude da
função circular como o seno ou cosseno em detrimento da frequência variável. A proposta de
Costa e Borges (2019) parte do cos21(𝜑𝑞(𝑢)) dado pela equação:

cos21(𝜑𝑞(𝑢)) = cos𝑞(𝜑𝑞(𝑢)) cos2−𝑞(𝜑2−𝑞(𝑢)). (2.28)

A função 𝜑𝑞(𝑢) definida no contexto da função cos𝑞(𝑢) trata-se de uma função arcotangente
convenientemente ponderada por uma constante (1 − 𝑞) na abscissa e (1 − 𝑞)−1 na ordenada:

𝜑𝑞(𝑢) = arctan[(1 − 𝑞)𝑢]1 − 𝑞 , (2.29)
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ao realizar o limite 𝑞 → 1, é recuperado o argumento 𝑢 da função sin(𝑢):
lim𝑞→1 arctan[(1 − 𝑞)𝑢]1 − 𝑞 = 𝑢. (2.30)

Para compreender a equivalência apresentada na equação 2.28, deve-se reorganizar a equa-
ção 2.31 para 𝑞∗ = (2 − 𝑞), com alguns passos apresentados a seguir:

𝜑∗𝑞(𝑢) = arctan[(1 − 𝑞∗)𝑢]1 − 𝑞∗ , (2.31)

substituindo 𝑞∗ = 2 − 𝑞 na equação 2.31,

𝜑2−𝑞(𝑢) = arctan[(1 − (2 − 𝑞))𝑢]1 − (2 − 𝑞) (2.32)

e reorganizando os termos, observa-se a estrutura,

𝜑2−𝑞(𝑢) = arctan[−(1 − 𝑞)𝑢]−(1 − 𝑞) , (2.33)

como a função arcotangente é ímpar (− arctan(𝑢) = arctan(−𝑢)) é obtida a relação:
𝜑2−𝑞(𝑢) = −𝜑𝑞(−𝑢), (2.34)

ao analisar o segundo termo conclui-se igualmente que:

𝜑2−𝑞(𝑢) = 𝜑𝑞(𝑢) (2.35)

assim, a partir desta relação é possível retomar a proposta da equação 2.28, como:

cos21(𝜑𝑞(𝑢)) = cos1(𝜑𝑞(𝑢)) cos1(𝜑2−𝑞(𝑢)) . (2.36)

Para a aplicação dessemesmo procedimento em relação a função 𝜌𝑞(𝑢) e 𝜌2−𝑞(𝑢) são obtidos
as seguintes equações: 𝜌𝑞(𝑢) = [1 + (1 − 𝑞)2𝑢2] 12 11−𝑞 , (2.37)

𝜌2−𝑞(𝑢) = [1 + (1 − (2 − 𝑞))2𝑢2] 12 11−(2−𝑞) , (2.38)

e 𝜌2−𝑞(𝑢) = [1 + (1 − (2 − 𝑞))2𝑢2] 12 −11−𝑞 (2.39)

dessa forma é verificado o seguinte produto:

𝜌𝑞(𝑢)𝜌2−𝑞(𝑢) = 1 , (2.40)
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que pela substituição das equações anteriores resulta em:

[1 + (1 − 𝑞)2𝑢2] 12 11−𝑞 [1 + (1 − (2 − 𝑞))2𝑢2] 12 −11−𝑞 = 1, (2.41)

substituindo este produto na equação (2.36), recupera-se a proposta inicial da equação (2.28).

2.4 Transformadas de 𝑞-Laplace e aplicações às funções circu-
lares

Entorno do contexto da tese é oportuno apresentar os resultados de transformadas generaliza-
das também oriundas do contexto da mecânica estatística não extensiva. Os primeiros desen-
volvimentos foram realizados por (LENZI; BORGES; MENDES, 1999), que a partir da definição
da transformada de Laplace {𝑓 (𝑡)} = 𝐹(𝑠):

𝐹(𝑠) = ∫ ∞
0 𝐾(𝑠, 𝑡)𝑓 (𝑡)𝑑𝑡 (2.42)

apresentaram três possíveis núcleos para compor a generalização da transformada de Laplace:

𝐾𝐼 (𝑞; 𝑠, 𝑡) = exp𝑞(−𝑠𝑡),𝐾𝐼 𝐼 (𝑞; 𝑠, 𝑡) = [exp𝑞(−𝑡)]𝑠,𝐾𝐼 𝐼 𝐼 (𝑞; 𝑠, 𝑡) = [exp𝑞(𝑡)]−𝑠.
A opção adotada por Lenzi, Borges e Mendes (1999) foi o núcleo 𝐾𝐼 𝐼 (𝑞; 𝑠, 𝑡), enquanto que

Naik e Haubold (2016) desenvolveu a partir do núcleo 𝐾𝐼 (𝑞; 𝑠, 𝑡). Recentemente, Mohammed
et al. (2022) demonstraram a construção da transformada de Laplace e sua inversa pelo mé-
todo de Post-Widder. Nestes trabalhos citados, há uma ampla demonstração de aplicações de
transformadas para as funções mais utilizadas na área de controle e suas versões generalizadas,
adicionalmente as propriedades fundamentais são equacionadas. Contudo, de forma objetiva,
há o interesse nos desenvolvimentos acerca das funções circulares que são incluídas nesta
subseção para facilitar o entendimento do leitor.

Lenzi, Borges eMendes (1999) aplicam a transformada 𝑞-Laplace utilizando o núcleo𝐾𝐼 𝐼 (𝑞; 𝑠, 𝑡)
à função 𝑞-exponencial e obtiveram a seguinte expressão:

{𝑒𝑞′ (𝑎𝑡)} = 1𝑠 + 1 − 𝑞 − 𝑎 { 𝑠 > 𝑎 + 𝑞 − 1 ∶ 𝑞 > 1𝑠 < 0 ∶ 𝑞 < 1 , (2.43)

sendo 𝑞 ′ = 1 + (1 − 𝑞)/𝑎. No mesmo trabalho, Lenzi, Borges e Mendes (1999) apresentam
os desenvolvimentos de transformadas de 𝑞-Laplace que permitem construir relações para
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generalização de funções trigonométricas hiperbólicas {cosh𝑞(𝑡)} e {sinh𝑞(𝑡)}. No entanto,
é mais pertinente para o objetivo desta tese conhecer estas relações para funções circulares
{cos𝑞(𝑡)} e {sin𝑞(𝑡)} que não foram desenvolvidas para o 𝐾𝐼 𝐼 (𝑞; 𝑠, 𝑡). Assim, a partir desse
ponto são consideradas as relações obtidas por Mohammed et al. (2022) com núcleo 𝐾𝐼 (𝑞; 𝑠, 𝑡)
para as funções circulares representadas por meio de funções hipergeométricas confluentes:

𝑓 (𝑡, 𝑞 ′) = (𝛼𝑡)𝛿0𝐹1 (12 (− 11 − 𝑞 ′ + 𝛿) , 12 (− 𝑞 ′1 − 𝑞 ′ + 𝛿) ; 12 + 𝛿; −(1 − 𝑞 ′)2𝛼2𝑡2) (2.44)

= { 𝑐𝑜𝑠𝑞′ (𝛼𝑡) ∶ 𝛿 = 0𝑠𝑖𝑛𝑞′ (𝛼𝑡) ∶ 𝛿 = 1 , (2.45)

onde 𝛿 pode assumir os valores 0 ou 1, e a equação resulta respectivamente nas funções cos𝑞(⋅)
e sin𝑞(⋅).

Logo, as transformadas de 𝑞-Laplace para estas funções circulares são equacionadas por:

𝐹𝑞(𝑠; 𝑞 ′) = 1𝑠 (𝛼𝑠 )𝛿 1𝑄𝛿+1(2 − 𝑞) × (2.46)

2𝐹3 (1, −𝑎 + 𝛿2 , −𝑎 + 1 + 𝛿2 ; 𝑏 + 𝛿2 ; 𝑏 + 1 + 𝛿2 ; −(1 − 𝑞 ′)2𝛼2(1 − 𝑞)2𝑠2 ) (2.47)

= { 𝑞{𝑐𝑜𝑠𝑞′ (𝛼𝑡)} ∶ 𝛿 = 0
𝑞{𝑠𝑖𝑛𝑞′ (𝛼𝑡)} ∶ 𝛿 = 1

sendo 𝑎 = 1/(1 − 𝑞 ′) e 𝑏 = 1/(1 − 𝑞) + 2. A função 𝑄𝑚(𝑞) = ∏𝑚𝑗=1(1 − (1 − 𝑞)𝑗) 𝑗 ≥ 1
emerge da definição de (MOHAMMED et al., 2022).

Neste capítulo foram explorados os principais aspectos matemáticos entorno das funções
circulares que norteiam a estruturação de dithers generalizados aplicados a algorítimos extre-
mum seeking que são discutidos nos próximos capítulos.
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3 Algoritmos Extremum Seeking
Generalizados

3.1 Problema geral de controle de sistemas dinâmicos

A busca pelo boa junção dos compromissos operacionais, de segurança, ambientais e viabili-
dade econômica tem promovido dentro do escopo da teoria cl[assica de controle o desenvol-
vimento de um conjunto de estratégias de controle e arquiteturas de controle mais flexíveis,
adaptativas e otimizadas quanto a trajetória de variáveis de controle bem como capazes de
atender restrições de variáveis controle e manipuladas com mais precisão, estabelecidas de
forma preditiva por meio de ações de controle otimizadas. Ao mesmo tempo que arquiteturas
baseadas na auto sintonia permanecem como problema aberto e em desenvolvimento, explo-
rando performance e robustez na boa relação das variáveis de processo e ações de controle
(FONTES; MARTINS; ODLOAK, 2019).

As técnicas baseadas emmodelos comoOtimização emTempo Real (RTO) são responsáveis
pelo estabelecimento da conexão entre as decisões da organização em termos do planejamento
da produção e o processo físico, por meio da definição de objetivos econômicos que são envi-
ado para camadas inferiores de controle, responsáveis pela trajetória ótima de variáveis custo
submetidas à restrições de variáveis de controle e ações de controle otimizadas para um de-
terminado horizonte de tempo. Uni-se a este grupo, por exemplo, técnicas não lineares como
Controle Preditivo Econômico Baseado emModelo (Economic Model Predictive Control - MPC),
que apesar do tempo necessário para o desenvolvimento de modelos ainda permanecer longo,
a barreira computacional já não existe como desafio técnico. Além disso, novas oportunidades
apresentam-se como aplicações de aprendizado de máquina dedicado à descrição de relações
complexas de processos industriais Schwenzer et al. (2021).

Nas últimas duas décadas tem se notabilizado a abordagem de controle auto-otimizável
(self-optimizing Control - SOC) que trabalha off-line para transformar os objetivos econômi-
cos em objetivos de controle (STRAUS; KRISHNAMOORTHY; SKOGESTAD, 2019). Apesar da
perda de desempenho quanto a função custo, essa abordagem não promove a intensiva recon-
dução dos objetivos de controle em função de perturbações no sistema. Em paralelo à definição
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da abordagem SOC de Skogestad (2000), o algoritmo extremum seeking tem sua prova rigorosa
apresentada por Wang e Krstic (2000) seguido de um grande número de aplicações. O extre-
mum seeking clássico, livre de modelo, está sujeito a perturbações, variações do gradiente e
atua em busca da maximização da sua saída. Neste sentido, Straus, Krishnamoorthy e Skoges-
tad (2019) argumentam que tais abordagens são complementares, complementa com críticas
as abordagens anteriores que não fazem a separação de escala de tempo para esta aplicação
combinada desses algoritmos. Há que se destacar uma divisão teórica apontada por Ferreira,
Oliveira e Krstic (2023) que diz a seguinte frase: "o método de extremum seeking é um método
de otimização por controle mas não é um método de controle ótimo". Essa compreensão ajuda
a distinguir as escalas de tempo de cada campo atuação. Para o extremum seeking deve-se
otimizar um mapa estático no limite de tempo infinito. Enquanto que em controle ótimo não
é a saída que é otimizada, é definida uma norma temporal adequada, para um determinado
horizonte de tempo e assim é minimizada a relação da representação do sistema por modelo
em espaço de estados com suas medições.

A proposta apresentada nesta tese ao longo deste capítulo, tem o objetivo de reduzir o
tempo para alcançar o extremo em consonância com a capacidade do sistema mitigar per-
turbações externas, mantendo a busca ativa para o extremo. Salienta-se que apesar disso, é
possível aperfeiçoar a aplicação por meio do uso combinado da aplicação SOC com a versão
generalizada o extremum seeking proposta neste capítulo.

3.2 Introdução ao Extremum Seeking

Em 2022, completou um século desde a definição do primeiro algoritmo de extremum seeking
do qual se tem nota de uma publicação científica, Maurice Leblanc (LEBLANC, 1922) propôs
a primeira forma dessa solução. Sabe-se que muitas ideias matemáticas importantes surgiram
de aplicações de engenharia, assim, com o foco no problema da 1eletrificação de ferrovias, Le-
blanc desenvolveu um arranjo de circuitos que equivalem ao esquema do algoritmo extremum
seeking. Tem sido ressaltado (GUAY; ZHANG, 2003; RODRIGUES; OLIVEIRA; HSU, 2021) que,
apesar do desenvolvimento realizado por Leblanc, a prova rigorosa de estabilidade dessa abor-
dagem só foi alcançada no final do século XX (KRSTIć; WANG, 2000).

Duas décadas após a demonstração da prova de estabilidade do esquema de retroalimenta-
ção por busca extremal (KRSTIć; WANG, 2000), as aplicações de tais algoritmos permanecem
bastante difundidas e combinadas a diferentes paradigmas computacionais como explorados
por (BENOSMAN, 2016).

No editorial da revista International journal of Adaptive Control and Signal Processing (BE-
NOSMAN et al., 2021) é apresentada uma perspectiva a respeito das incertezas e mudanças

1https://gallica.bnf.fr/ark:/12148/bpt6k6581422w/f319.item
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ambientais que justificam a necessidade de aplicação de controladores adaptativos. É proposta
uma classificação desses modelos em três grupos; controle adaptativo baseado emmodelo, con-
trole baseado em aprendizado que se baseia ambas as técnicas, modelo e orientada a dados e
por fim, um grupo de algoritmos de controle livre de modelos com interação direta entre mo-
delo e sistema. A abordagem de controle adaptativo desenvolvida nessa tese está classificada
entre os problemas de controle adaptativo livre de modelo.

Recentemente, alguns trabalhos tem abordado diretamente os problemas ligados à redução
das oscilações residuais provocadas pelo dither2. A proposta de Pokhrel e Eisa (2021) consiste
na estimativa dos estados por filtro de Kalman via sistemas representados por Lie Bracket que
obtem a atenuação do sinal. A estratégia adotada por Abdelgalil e Taha (2020) também aplica
as aproximações dos Lie Bracket que resulta na atenuação do sinal, sendo necessário relaxar
pressupostos desta teoria, contudo, sem limitar as amplitudes e frequências do sinal.

As aplicações dessas abordagens não se limitam aos problemas convencionais de busca e
regulação entorno de um extremo. Apesar da ampla maioria dos problemas tratados nesta
área se concentrarem em aplicações livre de modelo, é a partir de modelos que as hipóteses
de estabilidade podem ser avaliadas. Portanto, o desenvolvimento de algoritmos nesta área
tem sobre o seu processo metodológico o uso de sistemas como mapa estático não lineares,
equações diferenciais não lineares, sistemas de equações diferenciais parciais e equações di-
ferenciais ordinárias. Particularmente este último grupo dedica-se aos problemas de reação,
advecção e difusão (OLIVEIRA; KRSTIC, 2023).

Recentemente, um artigo de revisão (DEWASME; WOUWER, 2020), dedicou-se ao con-
junto de aplicações de diferentes esquemas de controladores de busca extremal, demonstrando
uma aplicação para fotobiorreator de algas em escala laboratorial. Um dos principais proble-
mas identificados por esses autores para a aplicação do extremum seeking clássico trata-se da
dificuldade de separação das escalas de tempo presentes nos problemas biológicos. Ainda há
críticas aos modelos de extremum seeking por dispensarem análises em sistemas reais e não
trabalhar com restrições presentes em sistemas reais.

O foco dessa tese é originado na abordagem de Tan et al. (2010), que explora os limites
de estabilidades não locais para propriedades do controle por busca extremal. E os trabalhos
oriundos da 𝑞-trigonometria de Borges (1998).

Nas próximas seções, há a introdução das notações usuais na literatura de extremum seeking
control sendo organizados os principais teoremas e provas para mapas estáticos e sistemas
dinâmicos não lineares.

2Neste contexto dither refere-se ao sinal de perturbação do algoritmo extremum seeking.
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3.2.1 Teoria da estabilidade

3.2.2 Definições de notações e normas

A priori, defineremos um conjunto de notações que são necessárias para o desenvolvimento do
algorítimo extremum seeking clássico. Aqui, é definido um sistema não linear genérico como𝑑𝑥𝑑𝑡 = 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝜖), onde 𝑥 ∈ ℜ𝑛, 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝜖) é periódica em 𝑡 com o período 𝑇 e domínio 𝐷 ⊂ ℜ, como
segue Equação (3.1):

𝑓 (𝑡 + 𝑇 , 𝑥, 𝜖) = 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝜖), ∀(𝑡, 𝑥, 𝜖) ∈ [0, ∞) × 𝐷 × [0, 𝜖0] . (3.1)

Como provado por Khalil (2002), tomando a média de 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝜖) para um 𝜖 suficientemente
pequeno e positivo |𝜖|, é possível aproximar a solução deste sistema para a solução do seguinte
sistema médio apresentado pelas Equações (3.2) e (3.3):𝑑𝑥𝑎𝑣𝑔𝑑𝑡 = 𝑓𝑎𝑣𝑔(𝑥) , (3.2)

𝑓𝑎𝑣𝑔(𝑥) = 1𝑇 ∫ 𝑇
0 𝑓 (𝑡, 𝑥, 𝜖)𝑑𝜏 . (3.3)

Como definido por (KHALIL, 2002), um função vetorial 𝑓 (𝑡, 𝜖) ∈ ℜ𝑛 é da ordem de 𝑂(𝜖)
sobre um intervalo [𝑡1, 𝑡2] enquanto houver uma constante positiva𝐶 e 𝜖∗ tal que a Equação (3.4)
é válida: 𝑓 (𝑡, 𝜖) ≤ 𝐶|𝜖|, ∀|𝜖| ∈ [0, 𝜖∗], ∀𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]. (3.4)

Será possível quantificar 𝑂(𝜖) conhecendo os valores estimados de 𝐶 e 𝜖∗ , caso contrário é
aceito que 𝑂(𝜖) é uma relação de ordem de grandeza, válida para 𝜖 suficientemente pequeno.

3.2.3 Extremum seeking

Mapa Estático

A demonstração da ideia básica de um algoritmo extremum seeking considerando a forma bá-
sica de um mapa estático quadrático 3 com uma entrada e apenas uma saída é apresentado na
Figura 3.1. Nesta figura, existem três parâmetros diferentes:

• 𝜃∗ é o ótimo desconhecido do mapa;

• 𝜃̂(𝑡) é o valor estimado em tempo real de 𝜃∗ e
• 𝜃(𝑡) é o valor da entrada do mapa.

3O mapa estático é a representação do sistema em espaço de estados com matrizes invariantes no tempo,
próximo ao ponto de convergência e variável de saída em termos da matriz Hessiana.
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A Equação (3.5) representa o mapa apresentado no diagrama esquemático:

𝑦 ∶= 𝑓 (𝜃) = 𝑓 ∗ + 𝑓 ′′2 (𝜃 − 𝜃∗)2 . (3.5)

Figura 3.1 Diagrama esquemático do Extremum seeking para um mapa estático de entrada única.

Os valores numéricos de 𝑓 ∗, 𝑓 ′′ e 𝜃∗ não são necessariamente conhecidos somente o sinal
da matriz Hessiana 𝑓 ′′ , o que determinará se o mapa tem um máximo (𝑓 ′′ < 0) ou um mínimo(𝑓 ′′ > 0), e consequentemente definirá a escolha do sinal para a adaptação do ganho 𝑘 tal que𝑘 = −𝑓 ′′ . Adicionalmente, o valor da frequência 𝜔 deve ser escolhido maior que os valores
escolhidos para 𝑎, 𝑘, e 𝑓 ′′ . Neste esquema, o sinal pertuba a entrada 𝜃(𝑡), usualmente escolhida
como onda senóidal, para estimar o gradiente 𝑓 ′′(𝜃 − 𝜃∗) do mapa 𝑓 (𝜃).

Este sinal de pertubação não tem que ser uma onda senoidal, mas deve ser um sinal de
média zero. Usando o integrador 𝑘/𝑠 com o ganho de adaptação 𝑘 é estimado 𝜃̂(𝑡)), o qual é
responsável pelo controle da velocidade de estimação.

É definido que 𝜃̃(𝑡) é o erro entre 𝜃̂(𝑡) e 𝜃∗:
𝜃̃(𝑡) = 𝜃̂(𝑡) − 𝜃∗ , (3.6)

e o algoritmo extremum seeking é considerado bem sucedido desde que o referido erro convirja
para zero.

Observando o diagrama na Figura 3.1, pode ser visto que 𝜃 é obtido pelo estimado 𝜃̂ aditi-
vamente pertubado com a função senoidal, assim, é obtida a expressão desse erro,

𝜃 − 𝜃∗ = 𝜃̃(𝑡) + 𝑎 sin(𝜔𝑡). (3.7)
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A simples substituição algébrica da Equação (3.7) na expressão do sistema expandido em
série de Taylor na Equação (3.5) resulta em:

𝑓 (𝜃) = 𝑓 ∗ + 𝑓 ′′2 (𝜃̃(𝑡) + 𝑎 sin(𝜔𝑡))2 . (3.8)

De acordo com o diagrama apresentado na Figura 3.1, a perturbação 𝑓 (𝜃) é multiplicada
por um sinal sin(𝜔𝑡), sendo integrado e portanto, 𝜃̂(𝑡) é estimado por:

𝜃̂(𝑡) = 𝑦𝑘𝑎 sin(𝜔𝑡) . (3.9)

A substituição da Equação (3.8) do sistema na Equação (3.9) apresenta-se como:𝑑𝜃̃(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑘𝑎 sin(𝜔𝑡) [𝑓 ∗ + 𝑓 ′′2 (𝜃̃ + 𝑎 sin(𝜔𝑡))2] . (3.10)

A análise dessa desse sinal depende da expansão dos termos do lado direito da Equação (3.10),
que resulta na expressão:𝑑𝜃̃(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑘𝑎𝑓 ∗ sin(𝜔𝑡) + 𝑘𝑎3 𝑓 ′′2 sin3(𝜔𝑡) + 𝑘𝑎𝑓 ′′2 sin(𝜔𝑡)𝜃̃(𝑡)2 + 𝑘𝑎2𝑓 ′′ sin2(𝜔𝑡)𝜃̃(𝑡). (3.11)

A Equação (3.11) reescrita a partir de relações trigonométricas é apresentada como𝑑𝜃̃(𝑡)𝑑𝑡 = 𝑘𝑎𝑓 ∗ sin(𝜔𝑡) + 𝑘𝑎3 𝑓 ′′2 sin(𝜔𝑡) [1 − cos(2𝜔𝑡)2 ] + 𝑘𝑎𝑓 ′′2 sin(𝜔𝑡)𝜃̃(𝑡)2 +
+ 𝑘𝑎2𝑓 ′′ [1 − cos(2𝜔𝑡)2 ] 𝜃̃(𝑡) . (3.12)

Aproximadamente, o comportamento médio do sistema ao longo do tempo pode ser mais
facilmente analisado pela Equação (3.12), que possui parcelas com funções e cosseno com mé-
dia temporal zero. Esta análise simplifica a expressão, que resulta no sistema médio exponen-
cialmente estável apresentado a seguir:𝑑𝜃̃𝑎𝑣𝑔𝑑𝑡 = 𝑘𝑓 ′′𝑎22 𝜃̃𝑎𝑣𝑔 . (3.13)

A teoria do sistema médio (KHALIL, 2002) garante que, para um valor grande o suficiente
de 𝜔, a estimativa inicial 𝜃̂(0) estará perto o suficiente de 𝜃∗ tal que o seguinte limite superior
é válido: |𝜃(𝑡) − 𝜃∗| ≤ |𝜃(0) − 𝜃∗| exp(𝑘𝑓 ′′𝑎22 𝑡) + 𝑂 ( 1𝜔) + 𝑂(𝑎), ∀𝑡 ≥ 0 . (3.14)
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Esta desigualdade garante que há um 𝜔 suficientemente grande, que escolhendo um pe-
queno valor de 𝑎 resultará na entrada de 𝜃(𝑡) convergindo para um pequeno intervalo entorno
do ótimo 𝜃∗, consequentemente, a saída 𝑓 (𝜃(𝑡)) convergirá para a proximidade de seu valor
ótimo 𝑓 ∗.
Sistemas de equações diferenciais

Nesta seção será apresentada a aplicação do extremum seeking para um sistema de equações di-
ferenciais. Neste caso, ele será feito com poucas adaptações para o algoritmo de mapa estático,
como apresentado por Ariyur e Krstic (2003).

A busca pela maximização (sem perda de generaldiade) de uma saída arbitrária, desconhe-
cida e mapa dinâmico não linear, pode-se considerar a seguinte representação geral:

𝐱̇ = 𝐟(𝐱, 𝑢), (3.15a)𝑦 = 𝑔(𝐱) , (3.15b)

onde 𝐱 ∈ ℜ𝑚 é o vetor de estado𝑚-dimensional , 𝑢 ∈ ℜ e 𝑦 ∈ ℜ representa os escalares entrada
e saída, respectivamente, e 𝐟 ∶ ℜ𝑚 × ℜ → ℜ𝑚 bem como 𝑔 ∶ ℜ𝑚 → ℜ são suaves (KRSTIć;
WANG, 2000). Estabelecendo uma lei de controle suave 𝛼∶ ℜ𝑚 × ℜ → ℜ

𝑢 = 𝛼(𝐱, 𝜃) (3.16)

parametrizada por um parâmetro escalar 𝜃 agindo sobre a planta 4, obtém-se o sistema em
malha fechada

𝐱̇ = 𝐟(𝐱, 𝛼(𝐱, 𝜃)). (3.17)

Seu equilíbrio, caracterizado pelo parâmetro 𝜃, são especificados por meio das seguintes
hipóteses (KRSTIć; WANG, 2000).

Hipótese A1: Existe um campo vetorial suave 𝐥∶ ℜ → ℜ𝑚 tal que

𝐟(𝐱, 𝛼(𝐱, 𝜃)) = 𝟎 (3.18)

se e somente se

𝐱 = 𝐥(𝜃) . (3.19)
4Por simplicidade, foi assumido que há uma lei de controle com retroalimentação de estado; seria trivial

estender o resultado para feedback de saída dinâmico, já que 𝑦 = 𝑔(𝐱) na (3.15b) (KRSTIć; WANG, 2000).
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⌟

Hipótese A2: Para todo os valores do parâmetro 𝜃 ∈ ℜ, o equilíbro local do sistema (3.17) é
exponencialmente estável com decaimento e overshoot constantes uniforme em 𝜃. ⌟

Hipótese A2 é não restritiva desde que em um contexto geral pode abranger uma ampla
classe completa de plantas não lineares dadas por (3.15a)–(3.15b). Basicamente, assume-se que
há uma lei de controle (3.16) a qual é robusta em relação aos seus próprios parâmetros 𝜃 no
sentido que ele estabiliza exponencialmente qualquer um dos equilíbrios que 𝜃 pode produzir.
Significa simplesmente que temos uma lei de controle projetada para estabilização local e essa
lei de controle não precisa ser baseada no conhecimento de modelagem de nenhum dos dois𝑓 (𝑥 , 𝑢) ou 𝑙(𝜃).

Assim, é assumido que a saída do mapa de equilíbrio é

𝑦(𝑡) = 𝑔(𝐥(𝜃(𝑡))) , (3.20)

de acordo com as Hipóteses A1 e A2.
Definindo 𝑓 ∶ ℜ → ℜ como a composição de um função de saída 𝑔 de um sistema SISO na

(3.15b) e a função de vetor de estados 𝐥 na (3.52)
𝑓 (⋅) = (𝑔 ◦ 𝐥)(⋅) , (3.21)

foi formulado o problema de otimização como

max𝜃∈ℜ 𝑓 (𝜃(𝑡)) , (3.22)

onde o valor máximo correspondente é denotado por 𝜃∗, de acordo com a próxima hipótese.
Hipótese A3: Existe 𝜃∗ ∈ ℜ no interior de um intervalo (local) fechado 𝜃 ∈ [𝑎 , 𝑏] tal que𝜕𝑓 (𝜃)𝜕𝜃 ||||𝜃=𝜃∗ = 0 , 𝜕2𝑓 (𝜃)𝜕𝜃2 ||||𝜃=𝜃∗ = 𝑓 ′′ < 0 , (3.23)

para maximização por extremum seeking. ⌟
Então, é assumido que a saída do mapa de equilíbrio 𝑦 = 𝑓 (𝜃) tem um máximo para 𝜃 =𝜃∗, e o objetivo é o desenvolvimento de um mecanismo feedback no qual maximiza o estado

estacionário para 𝑦, mas sem conhecer 𝜃∗ nem as funções 𝑔 e 𝑙.
Sob as condições acima, a busca extrema se estende de maneira relativamente direta de

mapas estáticos a sistemas dinâmicos, desde que a dinâmica seja estável (ou estabilizada pela
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lei de controle 𝑢 = 𝛼(𝑥, 𝜃)) e os parâmetros do algoritmo de busca de extremos são escolhidos
de modo que a dinâmica do algoritmo seja mais lenta que a da planta em malha fechada. Na
presença de dinâmica, o mapa de equilíbrio (3.20)–(3.21) satisfará pelo menos as mesmas con-
dições que nomapa estático (3.5) e, portanto, a convergência é garantida. A principal diferença
é que o limite superior para |𝜃(𝑡) − 𝜃∗| no (3.14) conteria um termo exponencial com taxa de
decaimento mais lenta e o conjunto residual de ordem 𝑂(1/𝜔) é substituído por um termo de
ordem 𝑂(𝜔).

A análise de estabilidade na presença de dinâmica emprega perturbações médias e singu-
lares, em uma ordem específica. As diretrizes de projeto para a seleção dos parâmetros do
algoritmo seguem a análise. Embora as diretrizes sejam muito longas para serem declaradas
aqui, elas garantem que a dinâmica da planta esteja em uma escala de tempo rápida, as pertur-
bações estejam em uma escala de tempo média e o algoritmo de busca extrema esteja em uma
escala de tempo lenta (KRSTIć; WANG, 2000).

3.3 Extremum Seeking generalizado

Há muitos artigos que demonstram a aplicabilidade do Extremum Seeking Control, particu-
larmente aqueles aplicados a dinâmica de reatores biológicos. O projeto desses controladores
tem sido investigado pela modificação de filtros, adaptabilidade da amplitude de dithers (ATTA;
GUAY, 2019), e a modificação do algorítimo ES (GUAY; DOCHAIN, 2017).

A adaptabilidade (LETCHINDJIO et al., 2019) e a busca semi-global e global envolvendo
uma classe especial de dithers (TAN et al., 2009) foi dado destaque na literatura recente. Neste
contexto, é proposta nesta tese, uma alternativa para uma função de excitação geral, para pro-
mover flexibilidade aos movimentos do sinal do dither da busca extremal, enquanto minimiza
a oscilação da entrada e saída e assim alcança o estado ótimo. A trigonometria proposta por
Borges (1998) apresenta um conjunto de funções que possuem as propriedades necessárias e
justificadas por Tan et al. (2010). A função sin𝑞(.) apresentada na seção 2.2 é utilizada aditiva-
mente a uma função sin(.), compondo o sinal de perturbação como demonstrado no diagrama
da Figura 3.2. Portanto, a equação do desvio do parâmetro 𝜃 é dada por:𝑑𝜃𝑑𝑡 = 𝑘(𝑎𝑞 sin𝑞(𝜔𝑞 𝑡) + …𝑎1 sin1(𝜔𝑡)) [𝑓 ∗ + 𝑓 ′′2 (𝜃̃ + (𝑎𝑞 sin𝑞(𝜔𝑞 𝑡) + 𝑎1 sin1(𝜔𝑡)))2] , (3.24)
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com parâmetros 𝑎𝑞 = 𝑎1 , 𝜔𝑞 = 𝜔1 e 𝑞 > 1. O limite quando 𝑡 tende ao infinito é dado por:

lim𝑡→∞ 𝑑𝜃𝑑𝑡 ≈ 𝑓 ∗𝑘𝑎1 sin1(𝜔𝑡) + …𝑓 ′′2 𝑘𝑎1 sin1(𝜔𝑡)𝜃̃2 + 𝑓 ′′𝑘𝑎21 sin21(𝜔𝑡)𝜃̃ + 𝑓 ′′2 𝑘𝑎31 sin31(𝜔𝑡). (3.25)

Para o caso em que cada parcela contribui com os parâmetros de amplitude 𝑎𝑞 = 𝑎2 , 𝑎1 = 𝑎2 e𝑞 → 1, obtém-se a expressão:

lim𝑞→1 𝑑𝜃𝑑𝑡 = 𝑘𝑎2(sin1(𝜔𝑡) + …
sin1(𝜔𝑡)) [𝑓 ∗ + 𝑓 ′′2 (𝜃̃ + 𝑎24 (sin1(𝜔𝑡) + sin1(𝜔𝑡)))2] . (3.26)

Rigorosamente, a proposta de modificação do extremum seeking control deve atender não so-
mente às propriedades da abordagem clássica, mas também garantir a convergência exponen-
cial. Para compreender as contribuições desta proposição, a Equação (3.24) foi expandida e
reagrupada em termos de sin(⋅) e 𝜃 de mesma potência:𝑑𝜃̃𝑑𝑡 = 𝑓 ∗𝑘𝑎𝑞 sin𝑞(𝜔𝑡) + 𝑓 ∗𝑘𝑎1 sin1(𝜔𝑡) + …𝑓 ′′2 𝜃̃2𝑘𝑎𝑞 sin𝑞(𝜔𝑡) + 𝑓 ′′2 𝜃̃2𝑘𝑎1 sin1(𝜔𝑡) + …𝑓 ′′ 𝜃̃𝑘𝑎2𝑞 sin2𝑞(𝜔𝑡) + 𝑓 ′′ 𝜃̃𝑘𝑎21sin21(𝜔𝑡) + …2𝑓 ′′ 𝜃̃𝑘𝑎𝑞 sin𝑞(𝜔𝑡)𝑎1 sin1(𝜔𝑡) + …𝑓 ′′2 𝑘𝑎3𝑞 sin3𝑞(𝜔𝑡) + 𝑓 ′′2 𝑘𝑎31 sin31(𝜔𝑡) + …3𝑓 ′′2 𝑘𝑎2𝑞 sin2𝑞(𝜔𝑡)𝑎1 sin1(𝜔𝑡) + 3𝑓 ′′2 𝑘𝑎21 sin21(𝜔𝑡)𝑎𝑞 sin𝑞(𝜔𝑡). (3.27)

A função de pertubação proposta deve atender a propriedades específicos do extremum
seeking, como listadas por Liu (LIU; KRSTIC, 2012), com média zero (1/𝑇 ∫ 𝑇0 𝑓 (𝜔𝑡)𝑑𝑡 = 0) e
função média quadrada positiva (1/𝑇 ∫ 𝑇0 𝑓 2(𝜔𝑡)𝑑𝑡 > 0).

Para aplicar o teorema da média temporal sobre a Equação (3.27), entre outros procedimen-
tos, deve-se calcular ∫ 𝑇0 sin𝑞(𝜔𝑡)𝑑𝑡. O teorema generalizado deDeMoivre é então utilizado para
demonstrar como obter esta integral. Para exemplificar, consideramos a integral

∫ exp(±𝑖𝑥)𝑑𝑥
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Figura 3.2 Diagrama do extremum seeking generalizado.

e, para evitar notações complicadas, consideramos somente exp𝑞(𝑖𝑥). Inicialmente, nós utiliza-
mos o método da substituição e obtivemos a base da função 𝑞–exponencial:

∫ [𝑢] 11−𝑞 −𝑖1 − 𝑞 𝑑𝑢 = −𝑖2 − 𝑞 [exp𝑞(𝑖𝑥)]2−𝑞 . (3.28)

Lembrando da propriedade [exp𝑞(𝑥)]𝑏 = exp1−(1−𝑞)/𝑏(𝑏𝑥) , (3.29)

nós obtemos: − 𝑖2 − 𝑞 [exp𝑞(𝑖𝑥)]2−𝑞 = − 𝑖2 − 𝑞 [1 − (1 − 𝑞)𝑖𝑥] 2−𝑞1−𝑞 . (3.30)

A expansão da Equação (3.30) por meio da equação geral de De Moivre (ver Equação (3.31))
é usado para demonstrar que a integral da 𝑞–exponencial é composta pelas integrais de sin𝑞(𝑥)
e cos𝑞(𝑥):

− 𝑖2 − 𝑞 (cos𝑞(𝑥) + 𝑖 sin𝑞(𝑥))2−𝑞 = …= − 𝑖2 − 𝑞 (cos1− 1−𝑞2−𝑞 ((2 − 𝑞)𝑥) + 𝑖 sin1− 1−𝑞2−𝑞 ((2 − 𝑞)𝑥)) . (3.31)

Assim, foi analisado o comportamento da equação (3.27) quando submetido ao sistema mé-
dio em média temporal. As Figuras 3.3(a–f) apresentam a média do sistema através de uma
abordagem numérica. A integração numérica do sin𝑞(𝜔𝑡) observada na Figura 3.3(a), equi-
vale ao resultado analítico de uma função cos𝑞∗(.) reparametrizada no resultado analítico da
Equação (2.24), em que o termo de frequência aparece no denominador:1𝑇 ∫ 𝑇

0 sin𝑞(𝜔𝑡)𝑑𝑡 = − 1𝜔𝑇 (2 − 𝑞) cos1− 1−𝑞2−𝑞 ((2 − 𝑞)𝜔𝑡)|𝑇0 , (3.32)
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ainda é possível simplificar esta equação como1𝑇 ∫ 𝑇
0 sin𝑞(𝜔𝑡)𝑑𝑡 = − 1𝜔𝑇 (2 − 𝑞) cos 12−𝑞 ((2 − 𝑞)𝜔𝑡)|𝑇0 . (3.33)

Como demonstrado na Equação (2.19), a função cos𝑞∗(𝜔𝑡) tem os componentes,

𝜌𝑞∗(𝜔𝑡) = [1 + (1 − 𝑞∗)2(𝜔𝑡)2]1/(2(1−𝑞∗))
e cos1(𝜙𝑞∗(𝜔𝑡)).
Estas funções são usadas (definidas) para um tempo limitado sobre (𝑡 𝑙) aproximado por:

lim𝑡→𝑡 𝑙 𝜌𝑞∗(𝜔𝑡) ≈ |(1 − 𝑞∗)(𝜔𝑡)| 11−𝑞∗
lim𝑡→∞𝜙𝑞∗(𝜔𝑡) = 𝜋2 |||| 11 − 𝑞∗ |||| . (3.34)

Uma lei de potência aproximada governa o decaimento da Equação (3.33) para um amplo
intervalo de tempo. Uma avaliação do parâmetro 𝑞 de 1.0 para 1.5, o decaimento da cauda da
Equação (3.33) tem dependência ≈ 𝑡−1 para alcançar ≈ 𝑡−3. Similarmente, as outras integrais de
ordem superior tem comportamento mais rápido que o valor usual 𝑞 = 1, isto é, o termo corres-
pondente para 1𝑇 ∫ 𝑇0 sin𝑞(𝜔𝑡)𝑑𝑡 tende para um valor constante e a média da equação diferencial
dado pela Equação (3.27) torna-se: 𝑑𝜃̃𝑎𝑣𝑔𝑑𝑡 = 𝑘𝑓 ′′𝑎212 𝜃̃𝑎𝑣𝑔 . (3.35)

Ao analisar este sistema para um pequeno intervalo de tempo, fora da região estática, é
possível observar as contribuições dessa abordagem. Considerando os termos quadráticos da
Equação (3.27), é obtido:𝑑𝜃̃𝑑𝑡 ≈ 𝑓 ′′ 𝜃̃𝑘𝑎2𝑞 sin2𝑞(𝜔𝑡) + 𝑓 ′′ 𝜃̃𝑘𝑎21sin21(𝜔𝑡) + 2𝑓 ′′ 𝜃̃𝑘𝑎𝑞 sin𝑞(𝜔𝑡)𝑎1 sin1(𝜔𝑡)𝑑𝜃̃𝑑𝑡 ≈ 𝑓 ′′ 𝜃̃𝑘(𝑎𝑞 sin𝑞(𝜔𝑡) + 𝑎1 sin1(𝜔𝑡))2. (3.36)

Para a primeira linha em (3.36) e o sin𝑞(𝜔𝑡) definido em (2.15)–(2.16), obtém-se o seguinte
modelo médio na escala temporal 𝜏 = 𝜔𝑡:

𝑑𝜃̃𝑎𝑣𝑔𝑑𝜏 = 𝑘𝑐𝑓 ′′ [𝑎2𝑞exp𝑞((1 − 𝑞)𝜏2) + 𝑎21] 𝜃̃𝑎𝑣𝑔 , (3.37)
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Figura 3.3 As figuras (a)–(f) representam o comportamento dos termos das integrais de média tem-
poral da equação Equação (3.36), onde 𝑇 denota o período da função de perturbação (sendo 𝜔𝑞 = 𝜔1).
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para uma constante apropriada 𝑐 > 0. Observe que ao fazer o limite 𝑞 → 1, os termos entre
colchetes tornam-se Equação (3.35).

Então, a comparação entre (3.13) e (3.37), nós podemos concluir que o novo projeto de
controlador aplicando o conceito de dithers generalizados permite acelerar a taxa de conver-
gência (dominada pelo fase transitória) pelo termo exp𝑞((1 − 𝑞)𝜏2) > 0, dado que o termo é
monotonicamente decrescente para algum instante de tempo finito 𝜏∗. Existe solução analí-
tica para a Equação (3.37) por meio da representação das funções 𝑞–exponential e 𝑞-gaussian
ser expressada em termos de funções hipergeométricas.

A função hipergeométrica 𝑝𝐹𝑞(𝑎1, … , 𝑎𝑝; 𝑏1, … , 𝑏𝑞 ; 𝑥) pode ser escrita em função do símbolo
de Pochhammer é definido por:

(𝑎)𝑛 = 𝑎(𝑎 + 1)(𝑎 + 2)… (𝑎 + 𝑛 − 1) = (𝑎 + 𝑛 − 1)!(𝑎 − 1)! , (3.38)

A hipergeométrica aplicada neste seção é dada pela equação:

2𝐹1(𝑎, 𝑏; 𝑐; 𝑥) = ∞∑𝑛=0 (𝑎)𝑛(𝑏)𝑛(𝑐)𝑛 𝑥𝑛𝑛! . (3.39)

A exp𝑞((1 − 𝑞)𝜏2) deve ser expressada em termos das funções hipergeométrica generalizadas2𝐹1(𝛼, 𝛽, 𝛾, 𝑧) obtidas de Gradshteyn5:

2𝐹1(−𝑚, 𝑏; 𝑏, −𝑧) = (1 + 𝑧)𝑚, (3.40)

onde 𝑧 = (1 − 𝑞)2𝜏2 e 𝑚 = 1/(1 − 𝑞), assim
exp𝑞((1 − 𝑞)𝜏2) = 2𝐹1 ( 1𝑞 − 1, 𝑏; 𝑏; −(1 − 𝑞)2𝜏2) . (3.41)

A abordagem deste trabalho requer a representação integral para resolver a integral da
equação de convergência do parâmetro 𝜃̃𝑎𝑣𝑔 . Isto é possível pelo uso da equação hipergeomé-
trica6 para resolver o primeiro termo dentro dos colchetes da equação diferencial (3.37):

∫ 𝑢
0 𝑥𝜇−1𝑑𝑥(1 + 𝛽𝑥)𝜈 = 𝑢𝜇𝜇 2𝐹1 (𝜈, 𝜇; 1 + 𝜇; −𝛽𝑢) , (3.42)| arg(1 + 𝛽𝑢)| < 𝜋, ℜ{𝜇} > 0.

A integração do primeiro termo da Equação (3.37) foi calculada pelo rearranjo dos termos
numa representação integral das funções hipergeométricas (3.42), com 𝑥 = 𝜏2, 𝜈 = 1/(𝑞 − 1),

5ver equação nº9.121 1.8 na referência (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007)
6ver equação nº3.194 1. na referência (GRADSHTEYN; RYZHIK, 2007)
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𝛽 = (1 − 𝑞)2 and 𝜇 = 1/2:
∫ 𝜏∗
0 exp𝑞((1 − 𝑞)𝜏2)𝑑𝜏 = 𝜏∗2𝐹1 ( 1𝑞 − 1, 12; 32; −(1 − 𝑞)2𝜏∗2) ,||1 + (𝑞 − 1)2𝜏∗2|| < 𝜋 , (3.43)

tal que ||||| 𝜃̃𝑎𝑣𝑔(𝜏) − 𝜃∗𝜃̃𝑎𝑣𝑔(0) − 𝜃∗ ||||| ≤ exp(𝜏𝑘𝑐𝑓 ′′ (𝑎2𝑞2𝐹1( 1𝑞 − 1, 12; 32; −(1 − 𝑞)2𝜏2) + 𝑎21)) , (3.44)0 ≤ 𝜏 < 𝜏∗ .
3.4 Sintonia e adaptabilidade à perturbações

A metodologia utilizada para avaliação do desempenho do controlador consiste na aplicação
de um sistema representado por um conjunto de equações diferenciais. Particularmente, no ca-
pítulo 5 desta tese, será apresentado o modelo ADMN°. 1 previamente parametrizado para um
reator CSTR. Sendo aplicado comomodelo nominal, numa abordagem extremum seeking livre
modelo. Ou seja, as únicas variáveis observadas são aquelas previstas na função objetivo do
controlador, enquanto a atuação do algoritmo ocorre sobre a variável de decisão do problema.

Tan, Nešić eMareels (2005) propuserammétodos para sintonizar que permitiriam ampliar o
domínio de busca das condições iniciais; entretanto, aqui é demonstrado que é possível contro-
lar o comportamento de regime, varrendo grandes regiões da variável de decisão. O sin𝑞(𝜔𝑞 𝑡)
tem umnúmero de ciclos limitado que depende dos parâmetros𝜔𝑞 e 𝑞. Neste sentido, é possível
projetar o intervalo de tempo de dissipação do sinal.

Dado o sistema sob a qual serão realizados os testes do algoritmo extremum seeking gene-
ralizado, o próximo passo envolve a sua sintonia. Inicialmente, a abordagem segue a sintonia
do algoritmo extremum seeking clássico (WANG; KRSTIC, 2000). Sendo que todo sistema fe-
edback, ou seja, sistema (neste caso modelo nominal), funções de perturbação e filtros devem
seguir três escalas de tempo, mais rápida, média e mais lenta, respectivamente. Portanto, a
planta com a estabilização do controlador deve ter a escala de tempo mais rápida, enquanto
a função de perturbação periódica obedece uma escala de tempo média e por fim a escala de
tempo mais lenta é obedecida pelo esquema de filtro de busca do pico. Esta descrição pode
ser resumida em termos matemáticos como (1) >> 𝜔 >> 𝜔ℎ , 𝑎 , 𝑘 (ver Figura 3.2). Ou seja,
para o caso clássico, os parâmetros tem os valores 𝑞 = 1 e 𝑎𝑞 = 0. Assim, com as devidas
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provas apresentadas por Krstić e Wang (2000) define-se o resultado principal das discussões
apresentadas no teorema:

Teorema 1: Considere o sistema feedback emmalha fechada apresentado na Figura 3.2. Assume-
se que a velocidade da dinâmica do sistema é mais rápida que as perturbações senoidais e a sin-
tonia dos parâmetros satisfaz:

(1) >> 𝜔 >> 𝜔ℎ , 𝑎 , 𝑘 , (3.45)

então, a lei de adaptação para o parâmetro de entrada é dada por:

𝐷̇(𝑡) = 𝑘𝑎 sin(𝜔𝑡)𝜉(𝑡) + 𝑎 sin(𝜔𝑡) (3.46)

garante a maximização da variável de saída, consistente com a Hipótese A3 o qual deve atender
as seguintes propriedades:

1. para 𝐷 num intervalo [𝐷1, 𝐷2], existe um equilíbrio 𝐸(𝐷) que depende suavemente sobre𝐷,
2. cada equilíbrio 𝐸([𝐷1, 𝐷2]) é exponencialmente estável com uma taxa de decaimento (1),
3. o valor de equilíbrio da saída 𝑦 sobre 𝐸([𝐷1, 𝐷2]) é uma função suave de 𝐷 com valor

máximo 𝑦∗ para 𝐷∗.
⌟

Baseado no Teorema 1 como referência à sintonia supracitada do algoritmo clássico do
extremum seeking, é possível estabelecer de forma comparativa os benefícios gerados pela
aplicação do algoritmo Extremum Seeking generalizado. Assim, é proposta uma avaliação na
qual apenas a parcela da perturbação generalizada é considerada, ou seja, fazendo 𝑎𝑞 ≠ 0 e𝑎1 = 0 para o algoritmo. E uma última investigação numérica que é constituída da combinação
da contribuição das duas funções de perturbação com 𝑎𝑞 ≠ 0 e 𝑎1 ≠ 0.

É importante notar que o valor de sintonia da amplitude 𝑎 para o extremum seeking clássico
deve ser usado como referência para manter a ordem da magnitude do domínio da variável de
decisão, portanto, é estabelecida a condição 𝑎𝑞 + 𝑎1 ≈ 𝑎. Enquanto que para promover o efeito
de aceleração, reduzindo a amplitude de oscilação da resposta entorno do valor de pico, uma
segunda condição é estabelecida, 𝑎𝑞 ≫ 𝑎1, logo, deve-se respeitar a um procedimento de ajuste
prévio do esquema do extremum seeking clássico e incorporar o efeito do sinal dissipativo sem
violar as condições limítrofes da variável de decisão. Então, é possível alcançar mais rápido a
vizinhança do ponto máximo e mantê-lo nesta região reduzida, em última análise limitada por𝑎1 ao invés de 𝑎, devido a dissipação do 𝑠𝑖𝑛𝑞(𝜔𝑡) e a persistência do sinal sin1(𝜔𝑡).
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Os principais resultados obtidos na seção 3.3 são destacados no teorema a seguir: Teorema

2: Considere o sistema feedback em malha fechada apresentado na Figura 3.2. Assume-se que a
velocidade da dinâmica do sistema é mais rápida que a soma das perturbações senoidais clássica
e generalizada e a sintonia dos parâmetros satisfaz:

(1) >> 𝜔 >> 𝜔ℎ , 𝑎 , 𝑘 , (3.47)

𝑞 ≥ 1 , (3.48)

deve obedecer as condições:

𝑎𝑞 + 𝑎1 ≈ 𝑎 , (3.49)𝑎𝑞 >> 𝑎1 , (3.50)𝜔𝑞 = 𝜔1 = 𝜔 , (3.51)

então, a lei de adaptação para o parâmetro de entrada é dado por:

𝐷̇(𝑡) = 𝑘(𝑎1 sin1(𝜔1𝑡) + 𝑎𝑞 sin𝑞(𝜔𝑞 𝑡))𝜉(𝑡) + (𝑎1 sin1(𝜔1𝑡) + 𝑎𝑞 sin𝑞(𝜔𝑞 𝑡)) (3.52)

e garante a maximização da variável de saída, consistente com a Hipótese A3, a qual deve
atender as seguintes propriedades:

1. para 𝐷 num intervalo [𝐷1, 𝐷2], existe um equilíbrio 𝐸(𝐷) que depende suavemente sobre𝐷,
2. cada equilíbrio 𝐸([𝐷1, 𝐷2]) é exponencialmente estável com uma taxa de decaimento ace-

lerada em relação ao caso clássico, superior a (1),
3. o valor de equilíbrio da saída 𝑦 sobre 𝐸([𝐷1, 𝐷2]) é uma função suave de 𝐷 com valor

máximo 𝑦∗ para 𝐷∗
⌟

As discussões e teoremas desenvolvidos nesta seção embasam a apresentação dos resulta-
dos apresentados na Parte I do Capítulo 6 Resultados e discussões.

37



4 Modelos generalizados de interações de
longo alcance

Os trabalhos sobre tensão superficial em soluções de eletrólitos tem obtido resultados atra-
vés de diferentes modelos que descrevem o comportamento na interface entre uma solução
de eletrólitos e outra fase em equilíbrio (MARKIN; VOLKOV, 2002; LEVIN; Dos Santos; DI-
EHL, 2009). Tais desenvolvimentos estão no contexto da teoria de Wagner (1924), que discute
o efeito da imagem do íon sobre o incremento da tensão superficial em sistemas constiuídos
por uma fase de solução de eletrólitos e ar que apresentam grande diferença de valores de
permissividade elétrica (LEVIN, 2000). A hipótese de depleção de íons nesta interface foi for-
mulada por Wagner (1924) através de uma relação implícita entre o potencial eletrostático e
a concentração de íons e posteriormente, Onsager e Samaras (1934) alcançaram uma equação
explícita para tal relação. Entre as aproximações realizadas por Onsager e Samaras destaca-se
o tratamento do coeficiente de atividade iônico médio como negligenciável para este cálculo,
pois a sua variação não é significativa para a condição de solução diluída.

Modelos recentes consideram significativo o efeito do coeficiente de atividade sobre pro-
priedades tais como a tensão superficial. A propriedade da tensão interfacial de soluções con-
centradas de eletrólitos inorgânicos tem sido investigado na literatura de teoria de sistemas
físico-químicos por diferentes modelos, destaca-se a equação de Schmutzer modificada que
utiliza a equação da isoterma de Gibbs sem aproximações, além disso, são incluídos efeitos de
especifidade dos íos dependente da concentração na camada bulk bem como o coeficiente de
atividade, densidade, constante dielétrica e a contribuição da energia de hidratação. Os resul-
tados de tais modelos de tensão superficial estima uma grande variedade de soluções de sais
inorgânicos.

Embora esta abordagem seja consistente, é necessário ponderar o aumento do número
de parâmetros. A representação do potencial eletróstático em soluções eletrolíticas pode ser
calculada pela solução da equação diferencial de Poisson-Boltzmann e suas modificações, a
equação de Debye-Hückel é solução para versão linearizada da equação de Poisson-Boltzmann.
Também é possível obter o potencial pela solução numérica da equação diferencial não linear.
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Detalhes sobre os efeitos estéricos são discutidos por Borukhov et al. (BORUKHOV; AN-
DELMAN; ORLAND, 1997) e Alijó et al. (ALIJÓ; TAVARES; BISCAIA, 2012). A equação de
Poisson-Fermi é uma alternativa em relação a limitação da equação de Poisson-Boltzmann em
relação ao tamanho finito dos íons (LIU; LI, 2019). Também conhecido como modelo de Bi-
kerman, a equação de Poisson-Fermi obedece a distribuição de Fermi-Dirac Horng, Tsai e Lin
(2017) ao invés da distribuição de Boltzmann. Em geral, o efeito estérico de cada íon sobre as
propriedades: coeficiente de atividade, permissividade elétrica, pressão osmótica e tensão in-
terfacial tem sido o foco principal destes trabalhos. Embora esta teoria seja bastante avançada
no tratamento de solução de sais inorgânicos, a complexidade de solventes orgânicos de cadeia
longa e ou líquidos iônicos tem gerado novos dados experimentais que requeremmodelos mais
robustos (LIMA et al., 2013).

Uma rota diferente para obtenção do potencial eletrostático numa solução de eletrólitos
pode ser realizada pela modificação direta da equação de Debye-Hückel (DH), o que permite
alcançar resultados mais eficientes em termos da modelagem de dados experimentais. O com-
primento de Debye não está restrito aos grupo de sistemas de soluções eletrólitos. Pesquisas
na área de sistemas de plasma tem investigado interações de longo alcance baseado na equa-
çao de Debye-Hückel. Entretanto nem todos os sistemas de plasma respeitam DH. Assim, a
modificação de DH para a modelagem da blindagem e fator de penetração foi proposto por
Quarati e Scarfone (QUARATI; SCARFONE, 2007) e depois amplamente explorado por Livadi-
otis (LIVADIOTIS; MCCOMAS, 2014) e (LIVADIOTIS, 2019). Especialmente, no trabalho de Ait
Gougam (Ait Gougam; TRIBECHE, 2011), a modificação foi realizada na equação de Poisson-
Boltzmann, atribuindo uma lei de potência ao invés do fator de Boltzmann. Este procedimento
tem sido adotado na grande área de meios dielétricos para a a modelagem de propriedades de
Monolayer-protected clusters em soluções de eletrólitos por meio da inserção da dependência
sobre uma lei de potência ao invés da hipótese básica de distribuição de Boltzmann (CERVERA;
MAFÉ, 2008) e (GARCIA-MORALES; MAFÉ, 2007). Estes trabalhos foram realizados no con-
texto da Mecânica Estatística não Extensiva. Além disso, neste capítulo, nós exploramos os
métodos desta área como forma de generalização da versão do potencial de Debye-Hückel que
são mais eficientes na representação de propriedades como a tensão superficial em soluções
eletrolíticas.

4.1 Potencial de Debye-Hückel

A equação de Poisson ∇2𝜓 = − 𝜌𝜖𝑟𝜖0 representa a relação entre o potencial eletrostático 𝜓 e a
densidade de carga 𝜌 em meios dielétricos 𝜖0 é a permissividade elétrica no vácuo e 𝜖𝑟 é a
permissividade relativa do meio que rigorosamente é uma função da molalidade 𝐶𝑚. Sob as
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condições que os íons seguem a distribuição de Boltzmann, Debye-Hückel definiram a equação
de Poisson-Boltzmann como:

∇2𝜓(𝑟) = − 1𝜖𝑟𝜖0 𝑛∑𝑖 𝑧𝑖|𝑒|𝑐𝑖,∞ exp(−𝑧𝑖|𝑒|𝜓(𝑟)kB𝑇 ) , (4.1)

onde 𝑐𝑖,∞ é o número de íons de cada espécie 𝑖 por volume na camada bulk, 𝑧𝑖 é a valência
de cada espécie 𝑖, 𝑒 é a carga elementar, kB é a constante de Boltzmann e 𝑇 é a temperatura.
O procedimento de linearização da equação (4.1) adotado por Debye-Hückel (DEBYE; HÜC-
KEL, 1923) (ver referências (ROBINSON; STOKES, 2012; FOWLER; GUGGENHEIM, 1956)) com|𝑒||𝑧𝑖𝜓(𝑟)|

kB𝑇 ≪ 1 e condição de eletroneutralidade (∑𝑖 𝑐𝑖𝑧𝑖 = 0) resulta em:

∇2𝜓(𝑟) = 𝑒2 ∑𝑛𝑖 𝑐𝑖𝑧2𝑖𝜖𝜖0kb𝑇 𝜓(𝑟)= 𝜅2𝜓(𝑟) (4.2)

onde 𝜅−1 é o comprimento de Debye,

𝜅2 = 𝑒2∑𝑛𝑖 𝑐𝑖𝑧2𝑖𝜖𝜖0kB𝑇 . (4.3)

A solução obtido por Debye-Hückel,

𝜓(𝑟) = 𝐴𝑟 exp(−𝜅𝑟) (4.4)

com a condição de contorno usual 𝜓(∞) = 0 e 𝜕𝜓𝜕𝑟 |𝑟=∞ = 0, tem-se o valor de 𝐴 = 𝑧𝛼 |𝑒|4𝜋𝜖𝑟𝜖0(1+𝜅𝑎) .
Um possível caminho para a determinação do parâmetro 𝐴 e para o conhecimento do valor

do potencial sobre a superfície 𝜓𝑠(𝑎) é realizado considerando apenas os primeiros termos da
expansão em série da equação 4.4:

𝜓(𝑟) = 𝐴𝑟 − 𝐴𝜅. (4.5)

Para o limite de 𝑙𝑖𝑚𝑁𝑖→0𝜅 = 0, e o potencial na superfície para um único íon é dado por𝜓𝑠(𝑎) = 𝑧+𝑒4𝜋𝜖𝑟𝜖0𝑎 , logo, 𝜓(𝑟) = 𝑧+𝑒4𝜋𝜖𝑟𝜖0𝑟 − 𝑧+𝑒𝜅4𝜋𝜖𝑟𝜖0 . (4.6)

Alternativamente, é possível seguir esta estimativa pela definição da indução elétrica da
carga sobre o íon 𝛼 na direção radial, que é dada por:

−𝜖𝑟𝜖0𝜕𝜓𝜕𝑟 = 𝑧𝛼 |𝑒|𝑎2 , (4.7)
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para resolver o lado esquerdo dessa equação, substitui-se a equação 4.4 que resulta em:

−𝜖𝑟𝜖0𝜕𝜓𝜕𝑟 = 𝜖𝑟𝜖0𝐴𝑟2 exp(−𝜅𝑟)(1 + 𝜅𝑟) (𝑟 ≥ 𝑎) (4.8)

logo, 𝜖𝑟𝜖0𝐴𝑎2 exp(−𝜅𝑎)(1 + 𝜅𝑎) = 𝑧𝛼 |𝑒|𝑎2 (4.9)

que permite que o parâmetro𝐴 seja resolvido e substituído na equação (4.4) que parametrizada
torna-se: 𝜓(𝑟) = 𝑧𝛼 |𝑒|4𝜋𝜖𝑟𝜖0𝑟 exp(−𝜅(𝑟 − 𝑎))1 + 𝜅𝑎 . (4.10)

Ao assumir valor 𝑟 = 𝑎, é obtido o potencial sobre a superfície do íon na direção radial:

𝜓𝑠(𝑎) = 𝑧𝛼 |𝑒|4𝜋𝜖𝑟𝜖0 11 + 𝜅𝑎 (4.11)

e o potencial exercido pelo íon 𝛼 dado por:

𝜓𝛼(𝑎) = − 𝑧𝛼 |𝑒|4𝜋𝜖𝑟𝜖0 𝜅1 + 𝜅𝑎. (4.12)

Este método será útil para a estimativa de parâmetros do potencial generalizado apresen-
tado nas seção a seguir.

É importante notar que num caso mais geral, há dependência da permissividade elétrica
sobre a concentração dos íons, i.e., localmente 𝜖 = 𝜖(𝑟). Neste capítulo, é adotado o valor
da permissividade como a condição da camada bulk 𝜖(∞), ou seja, invariável na condição de
equilíbrio.

Nas seções a seguir é abordado o problema de eletrólitos sob a perspectiva da generalização
da equação de Debye-Hückel nas seguintes geometrias e sistemas:

• a geometria esférica, considerando a formulação desenvolvida porQuarati e Scarfone (QUA-
RATI; SCARFONE, 2007);

• geometria plana (o problema da camada dupla), na qual nós generalizamos a solução da
analítica da equação de Poisson-Boltzmann obtida separadamente por Gouy e Chapman
e

• a geometria cilíndrica, por meio da generalização da equação de Poisson-Boltzmann re-
solvida por Manning (MANNING, 1969) para o problema de condensação de contraíons.

Tais desenvolvimentos foram realizados pela substituição do fator exponencial do poten-
cial eletrostático de Debye-Hückel pelo fator generalizado 𝑞-exponencial que está definido no
contexto da Mecânica Estatística não Extensiva (TSALLIS, 1988).

41



4.1.1 Geometria esférica

A função exponencial é comumente encontrada emmodelos termodinâmicos que decorrem do
fator de Boltzmann, geralmente falham quando interações de longo alcance estão presentes no
sistema. A Mecânica Estatística não Extensiva generaliza o fator de Boltzmann através da 𝑞-
exponential (ver equação (2.2)) (TSALLIS, 1994),

exp𝑞(𝑥) = [1 + (1 − 𝑞)𝛼𝑥] 11−𝑞+ (𝑥, 𝑞, 𝛼) ∈ ℝ (4.13)

onde [1 + (1 − 𝑞)𝛼𝑥]+ ≡ max{[1 + (1 − 𝑞)𝛼𝑥], 0} representa um cutoff.
De acordo com a expansão em série de Taylor da exp𝑞(𝑥) (ver equação 2.10), obtém-se de

forma simples a superposição entre 1/𝑥 e exp𝑞(−𝑥)/𝑥 observada na figura 2.2, quando 𝑥 ≈ 0
e a equação (2.10) é truncada para 𝑛 = 1, estas funções tem a mesma expressão analítica.
Alternativamente, a igualdade destas expressões é recuperada fazendo lim𝑞→∞ exp𝑞(−𝑥)/𝑥 =1/𝑥 . Estas funções e os casos particulares são fundamentais para as próximas seções.

Quarati e Scarfone (QUARATI; SCARFONE, 2007) generalizaram o potencial de Debye-
Hückel para a geometria esférica no contexto da astrofísica de plasma,

𝜓(𝑟) = 𝐴𝑞𝑟 exp𝑞(−𝜅𝑟) . (4.14)

A estimativa do parâmetro 𝐴𝑞 nessa equação, para atender o problema de eletrólitos, pode ser
realizada por meio da condição de contorno dada pela equação da indução elétrica na direção
radial, como demonstrado na seção anterior para o potencial de Debye-Hückel. Portanto, é
substituída na equação (4.7), a derivada do potencial generalizado, dado pela equação (4.14) e
com alguns passos algébricos é possível conhecer a expressão de 𝐴𝑞 e finalmente, substituí-la
na equação do potencial generalizado, sendo obtida a equação parametrizada como:

𝜓𝑞(𝑟) = 𝑧𝛼 |𝑒|4𝜋𝜖𝑟𝜖0(1 + 𝜅𝑎(exp𝑞(−𝜅𝑎))𝑞−1)𝑟 exp𝑞(−𝜅𝑟)exp𝑞(−𝜅𝑎) . (4.15)

A figura 4.1 compara o potencial adimensionalizado Ψ𝑞(𝑥) = |𝑒||𝑧𝛼𝜓𝑞(𝑟)|
kB𝑇 para diferentes va-

lores de 𝑞. Para valores de 𝑞 < 1 o potencial decai mais rápido ao longo da distância quando
comparado com o potencial eletrostático de Debye–Hückel. Enquanto para que 𝑞 > apresenta
resultado oposto.

4.1.2 Geometria Plana

Uma superfície plana eventualmente carregada por cargas positivas ou negativas, com uma
das faces de contato com uma solução de eletrólitos forma duas camadas, a primeira, a camada
de Stern, a qual é constituída essencialmente por cargas opostas as da parede, ou seja, com
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Figura 4.1 Potencial admensionalizado como função da distância adimensional 𝑥 = 𝜅𝑟 para a ge-
ometria esférica equação (4.15). Linha vermelha sólida: caso ordinário (𝑞 = 1) para a equação (4.14);
linha pontilhada preta com 𝑞 < 1 e linha tracejada preta para 𝑞 > 1.
cargas opostas aos coíons; a segunda é conhecida por camada difusa, na qual os íons são mais
dispersos, sendo possível ter distribuição de coíons e contraíons.

A solução da equação de Poisson-Boltzmann para a geometria plana é

𝜓 = 2kB𝑇𝑧𝑒 ln(1 + 𝑡0 exp(−𝜅𝑥)1 − 𝑡0 exp(−𝜅𝑥)) , (4.16)

sendo 𝑡0 = tanh( 𝑧𝑒𝜓𝑜4kB𝑇 ) e 𝜓𝑥 o potencial relativo ao plano central. Detalhes sobre a solução
analítica obtida por Gouy (1910) e Chapman (1913) podem ser verificados em trabalhos mais
recentes como Israelachvili (2011) ou Bard e Faulkner Larry R. (2000).

O trabalho de Gouy (1910) apresenta uma solução mais geral para este problema, sendo a
equação (4.16) apenas um caso particular para íons de mesma valência.

O trabalho desta seção da tese consiste no procedimento de generalização da Equação de
Gouy-Chapman pela substituição direta da função exponencial pela exp𝑞(𝑥) (ver Equação 4.13),
e assim, é proposta a equação de Gouy-Chapman generalizada como:

𝜓𝑞(𝑥) ≡ 2kB𝑇𝑧𝑒 ln(1 + 𝑡0 exp𝑞(−𝜅𝑥)1 − 𝑡0 exp𝑞(−𝜅𝑥)) , (4.17)

sendo 𝑡0 = tanh (Ψ𝑜4 ) and Ψ𝑜 = 𝑧𝑖 |𝑒|𝜓𝑜kB𝑇 .
O problema de dupla camada resolvido por Gouy (1910) (GOUY, 1910) e Chapman (1913)

(CHAPMAN, 1913) não está restrito às hipoteses de Debye-Hückel. Embora, a equação de
Debye-Hückel seja um caso particular da solução obtida na equação (4.17), para 𝑞 = 1 e a
condição Ψ ≪ 1 obtém-se 𝜓1 = 𝜓0,1 exp1(−𝜅𝑥).

A figura 4.2 exibe o comportamento do potencial como descrito pela equação (4.17) para
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os casos 𝑞 < 1 e 𝑞 > 1. A figura 4.2a apresenta a escala linear-linear, e o cut-off claramente
percebido para 𝑞 < 1, assim como a longa cauda para 𝑞 > 1. A figura 4.2b apresenta escala
log-linear, para a qual o caso ordinário (𝑞 = 1) aparece como uma reta.
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Figura 4.2 Potencial admensionalizado como função adimensional para a geometria plana, equa-
ção (4.17). Linha sólida vermelha: Caso ordinário (𝑞 = 1), equação (4.16); linha pontilhada preta: 𝑞 < 1;
linha tracejada preta: 𝑞 > 1. (a) escala linear-linear; (b) escala log-linear.
4.1.3 Geometria Cilíndrica

A formulação da teoria de condensação de contraíons desenvolvida por Manning (1969) (MAN-
NING, 1969) para a solução de eletrólitos permanece relevante na explicação do comporta-
mento de suas propriedades coligativas. Manning tratou este problema com as seguintes hipó-
teses:

• A cadeia polimérica é substituída por uma linha infinita uniformemente carregada;

• A interação entre dois ou mais poli-íons são negligenciadas;

• O solvente é considerado comomeio contínuo e a constante dielétria é considerada como
a mesma do solvente puro para a mesma temperatura;

• Numa solução diluída um número suficiente de contraíons condensará sobre o poli-íon
para reduzir a densidade de carga do polieletrólito que o mantém acima do valor do
parâmetro de estabilidade 𝜉 ;

• Íons não condensados são tratados pela aproximação de Debye-Hückel.

Seguindo a abordagem de Manning, cada elemento infinitesimal do poli-íon interage de
acordo com o potencial de Debye-Hückel. A integração deste efeito de interação ao longo de
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toda a cadeia infinita, alcançamos a equação do potencial 𝜓(𝜌) para o meio difuso em relação
ao polieletrólito para a distância 𝜌 dado por

𝜓(𝑢) = 2𝛽𝜖 ∫ +∞
1 exp(−𝜅𝑢𝑡)√𝑡2 − 1 𝑑𝑡 , (4.18)

onde 𝛽 é uma densidade de carga linear do polieletrólito. Considerando a representação inte-
gral da função modificada de Bessel de segundo tipo e ordem zero (GRADSHTEYN et al., 2014),
o potencial fica escrito como

𝜓(𝑢) = 2𝛽𝜖𝐾0(𝑢). (4.19)

O critério de divergência na função de partição 𝜉 ≥ |𝑧𝑖𝑧𝑝|−1 implica na hipótese 4 de Manning
e garante a estabilidade de Manning. Para os casos que não atendem este critério, Manning
formulou a teoria de condensação de contraíons. Respeitando o critério de Onsager, define-se
nesta tese a versão generalizada da função modificada de Bessel de segunda espécie tomando
como base a sua representação integral e por conseguinte substituindo a função exponencial
pela função 𝑞-exponencial 𝐾0,𝑞(𝑢) = ∫ ∞

1 exp𝑞(−𝑢𝑡)√𝑡2 − 1 𝑑𝑡. (4.20)

e assim, define-se a versão generalizada do potencial para a geometria cilíndrica

𝜓𝑞(𝑢) = 2𝛽𝜖𝐾0,𝑞(𝜅𝑢). (4.21)

A figura 4.3 ilustra o comportamento do potencial generalizado do poli-íon para a geome-
tria cilíndrica. A equação (4.21) foi adimensionalizada de forma similar ao trabalho de Lampert
e Crandall (1980), sendo definida como:

Ψ𝑞(𝑢) = Ψ∗𝐾0,𝑞(𝜅𝑢)/𝐾0,𝑞(𝜅𝑎) , (4.22)

onde Ψ∗ é um número positivo arbitrário.
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Figura 4.3 Potencial adimensionalizado como função da distância para a geometria cilíndrica, equa-
ção (4.21). Linha sólida vermelha: caso ordinário (𝑞 = 1), equação (4.16); linha pontilhada preta: 𝑞 < 1;
linha tracejada preta: 𝑞 > 1. (a) Escala linear-linear (b) Escala log-linear.
4.2 Tensão Superficial e Coeficiente de Atividade

Onsager e Samaras simplificaram os cálculos de Wagner e demonstraram analiticamente uma
equação explícita entre a tensão superficial e a concentração de íons para eletrólitos fortes
para a condição limite de diluição (ONSAGER; SAMARAS, 1934). O resultado obtido considera
uma hipótese adicional, a invariância do comprimento de Debye com a distância radial 𝜅2(𝑧) =𝜅2(∞).

A equação fundamental da termodinâmica aplicada à superfície de interface entre duas
fases consideradas homogêneas na distribuição dos componentes até alcançar este limite é
dada por: 𝑑𝐹 𝑆 = −𝑆𝑆𝑑𝑇 + 𝜎𝑑𝐴 + 𝜇2𝑑(Γ(1)2 𝐴) + 𝜇3𝑑(Γ(1)3 𝐴) + … , (4.23)

onde 𝐹 𝑆 é a energia livre na superfície, 𝐴 a área de adsorção, 𝜇(1)(𝑖≠1) é o potencial química na
superfície, enquanto que Γ(1)(𝑖≠1) é a quantidade de partículas adsorvidas da espécie 𝑖 na superfície
em relação ao solvente 1. Substituindo a relação de Euler para energia livre, 𝐹 𝑆 = −𝜎𝐴 +𝜇2Γ(1)2 𝐴 + 𝜇3Γ(1)3 𝐴 + …, na Equação 4.23 é obtida a equação análga à relação de Gibbs-Duhem:

𝐴𝑑𝜎 = −𝑆𝑆𝑑𝑇 − 𝐴Γ(1)2 𝑑𝜇2 + 𝐴Γ(1)3 𝑑𝜇3 + …
, (4.24)
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fazendo 𝑇 constante e expressando o potencial químico em termos do coeficiente de atividade
(𝜇𝑖 = 𝜇𝑜 + 𝐾𝐵𝑇 ln(𝑎𝑖)) obtém-se a isoterma de adsorção de Gibbs:

Γ𝑖 = 1
kB𝑇 ( 𝜕𝜎𝜕 ln 𝑎𝑖)𝑇 ,𝑃 , (4.25)

onde 𝜎 representa a tensão superficial e 𝑎𝑖 a atividade da espécie 𝑖. Onsager e Samaras de-
monstraram numericamente que a parcela da integral para o cálculo da tensão superficial cor-
respondente ao coeficiente de atividade iônia médio é negligenciável, logo, a equação (4.25) é
simplificada para Γ𝑖 = 1

kB𝑇 ( 𝜕𝜎𝜕 ln 𝑐𝑖 )𝑇 ,𝑃 . Para o cálculo da tensão superficial foi seguido o mesmo
procedimento apresentado por Onsager e Samaras exceto pela substituição do potencial de
Debye-Hückel pelo potencial generalizado. Para a inteira compreensão deste passo, será inici-
almente apresentado a versão de Onsager e Samaras. O potencial eletrostático, equação (4.15),
permite definir o potencial da força da imagem como:

𝑢𝑖𝑚𝑞 (𝑧) = (𝑧𝛼 |𝑒|)24𝜋𝜖𝑟𝜖0(1 + 𝜅𝑎(exp𝑞(−2𝜅𝑎))𝑞−1)4𝑧 exp𝑞(−2𝜅𝑧)exp𝑞(−2𝜅𝑎) . (4.26)

Enquanto a distribuição da energia de interação para interface segue a distribuição deMaxwell-
Boltzmann, assim a equação é escrita como:

Γ𝑧=0𝑖 (𝑐𝑖, 𝑞) = 𝑐𝑖 ∫ ∞
0 (exp(−𝑢𝑖𝑚𝑞 (𝑧)/kB𝑇 ) − 1)𝑑𝑧 . (4.27)

Finalmente, substitui-se a equação (4.27) na isoterma de Gibbs simplificada e pela integração
dessa equação é obtido o incremento da tensão Δ𝜎 com 𝑐𝑖:

Δ𝜎 = −kB𝑇 ∑𝑖 ∫ 𝑐𝑖
0 Γ𝑖(𝑐𝑖, 𝑞)𝑑 ln 𝑐𝑖 . (4.28)

Esta formulação é completamente baseada na versão de Onsager e Samaras e é facilmente recu-
perada para 𝑞 = 1. Embora o coeficiente de atividade iônica médio tenha sido negligenciado na
estimativa da tensão superficial, seu comportamento devido a equação de Debye-Hückel pode
ser calculado através de uma abordagem numérica pelo processo de carga de Guntelberg (RO-
BINSON; STOKES, 2012). Como consequência o potencial da atmosfera em relação a um íon é
obtido como: 𝜓𝑞𝑏,𝛼 = 𝑧𝛼 |𝑒|4𝜋𝜖𝑟𝜖0(1 + 𝜅𝑎(exp𝑞𝑏(−𝜅𝑎))𝑞𝑏−1)𝑎 − 𝑧𝛼 |𝑒|4𝜋𝜖𝑟𝜖0𝑎 , (4.29)
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onde o parâmetro 𝑞𝑏 é identificado com a letra 𝑏 para diferenciar do parâmetro 𝑞 utilizado na
aplicação da tensão superficial e a energia livre é calculado por:

𝐹 𝑒𝑙 = ∫ 1
0 ∑𝛼 𝜓𝑞𝑏,𝛼(𝜆)𝑧𝛼𝑑𝜆 . (4.30)

Para o cálculo do potencial é necessário ainda fazer:

𝜇𝑒𝑙 = 𝜕𝐺𝑒𝑙𝜕𝑁𝑖 , (4.31)

desde que 𝐺𝑒𝑙 = 𝐹 𝑒𝑙.
4.3 Ajuste de parâmetros do modelo

Na seção 4.2 foi demonstrado que os trabalhos de Onsager e Samaras (ONSAGER; SAMARAS,
1934) e Schmutzer (SCHMUTZER, 1955) adotam a hipótese de termo do coeficiente de ativi-
dade iônica médio negligenciável para o cálculo da tensão superficial, o que permite definir a
integração numérica da Equação (4.27) para o potencial 𝑢𝑖𝑚𝑞 Eq.(4.26) que resulta no cálculo da
adsorção iônica.

Enquanto o modelo de Slavchov e Novev (2012) baseia-se num framework dependente do
ajuste de parâmetros empíricos com dependência com a concentração para cada uma das pro-
priedades; permissividade elétrica, coeficiente de atividade e massa específica, e a condição
de hidratação da camada de íons da camada de interface entre solução e ar, a proposta apre-
sentada nesta tese envolve apenas o ajuste de um parâmetro 𝑞 para representar uma ampla
faixa de variação da tensão com a concentração. Este único parâmetro 𝑞 representa somente a
curvatura côncava para o incremento da tensão superficial Δ𝜎, contudo, o modelo de Slavchov
não se limita a esta condição.

Os problemas de energia livre de hidratação e a depleção de íons nas vizinhanças da inter-
face tem sido consistentemente investigado (MANCIU; RUCKENSTEIN, 2001; RUCKENSTEIN;
MANCIU, 2002; LEROY et al., 2010; LEROY; LASSIN, 2014; SLAVCHOV; NOVEV, 2012). Es-
pecialmente, numa abordagem que considera o número de coordenação, Manciu, Manciu e
Ruckenstein (2016) exploram esta propriedade com um fator de correção para a tensão super-
ficial. Além disso, a abordagem desta tese representa uma medida alternativa de desvio da lei
limite Onsager e Samaras, a qual inclui o efeito de especificidade iônica pela adição de apenas
um parâmetro para uma ampla faixa de concentração investigada.

A estratégia adotada para o ajuste do parâmetro 𝑞 da equação (4.28) se limita, tão somente,
a atender uma melhor representação dos dados experimentais da tensão superficial em relação
ao ajuste adota por Slavchov e Novev (2012). Sendo a escolha de um conjunto de soluções de
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eletrólitos simples monovalentes para uma ampla faixa de concentração adequada para esta
avaliação.

Na seção 6.3, o cálculo da tensão superficial é comparado aos resultados experimentais
para seis soluções de eletrólitos e ao modelo proposto por Slavchov e Novev (2012).

A aplicação do modelo do coeficiente de atividade, derivado da equação 4.31, envolve a de-
terminação do parâmetro 𝑞𝑏, que é submetido ao critério da representação do comportamento
dos coeficientes de atividade iônica médio. Apesar da existência de propostas que atendem
a representação do coeficiente de atividade iônica médio para altas concentrações de eletró-
litos (LI; CHOU; LIU, 2023; SHILOV; LYASHCHENKO, 2019), a proposta apresentada neste
capítulo tem o objetivo de observar, de forma concisa, a natureza do desvio da equação de
Debye-Hückel. Assim, é apresentado na seção 6.3 um conjunto de resultados do ajuste do pa-
râmetro 𝑞𝑏 para a representação dessa propriedade a partir da condição de diluição infinita até
o máximo concentração eletrólitos na qual o coeficiente de atividade decresce.
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5 Modelos de digestão anaeróbia

5.1 Sistemas biológicos

Neste capítulo, são apresentados alguns modelos de sistemas biológicos utilizados em aplica-
ções industriais como produção de alimentos, vacinas e tratamento de efluentes. Em geral,
podem ser representados por sistemas de equações diferenciais e/ou algébrico diferenciais. Os
desenvolvimentos desse capítulo concentra-se em alguns sistemas de equações algébrico dife-
renciais que auxiliam no desenvolvimento da investigação da solubilidade demetano e também
fornece ummodelo nominal para a avaliação do desempenho de algoritmos extremum seeking
propostos no Capítulo 3 desta tese.

Os desenvolvimentos realizados nessa tese necessitam de dois tipos distintos de modelos, o
primeiro formado por equações diferenciais a parâmetros concentrados que dedica-se à repre-
sentação da dinâmica do sistema e o segundo focado na representação de estados termodinâ-
micos por meio de equações algébricas não lineares que representam as relações de equilíbrio
químicos e de fases.

5.1.1 Cinética de Monod-Haldane

Jacques Lucien Monod em parceria com François Jacob e André Lwoff realizaram descobertas
sobre controle genético da síntese de enzimas e vírus, trabalho que foi reconhecido pela premi-
ação do Nobel em Fisiologia ouMedicina em 1965. Contudo, foi ao final da década de 40 (século
XX) que Monod apresentou uma ampla discussão sobre a dinâmica dos microorganismos em
função de substrato limitado (MONOD, 1949). Naquele trabalho, concluiu-se que a taxa de
crescimento da cultura de bactérias pode seguir uma equação similar a isoterma de adsorção
ou equação de Michaelis. Apesar das diferenças observadas na expressão desse crescimento
em termos de concentração do número de bactérias ou densidade de bactérias, tal dinâmica
pode ser representada pela equação:

𝜇1 = 𝜇1,𝑚𝑎𝑥𝑆1𝐾𝑆1 + 𝑆1 , (5.1)
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onde 𝜇1 é a taxa de crescimento da concentração, 𝜇1,𝑚𝑎𝑥 é a taxa limite do crescimento da
concentração, 𝐾𝑆1 é concentração de substrato orgânico para a qual a taxa é metade do valor
máximo e 𝑆1 é a concentração de nutrientes. O modelo de Monod é base para o desenvol-
vimento de outros sistemas de equações dedicados à modelagem de digestão anaeróbia. A
literatura de reatores biológicos é vasta, bem como os avanços de equações diferenciais não
lineares. O balanço material do reator tanque com agitação contínua (Continuous Stirred Tank
Reactor (CSTR)) para a condição de digestão anaeróbia, constituída das reações de hidrólise
e metanogênese, incluindo a cinética com termos que representam a inibição propostas por
Haldane, foi apresentado por (ANDREWS, 1968) como:

𝑆̇1 = 𝐷(𝑆1𝑓 − 𝑆1) − 𝑘1𝜇1(𝑆1)𝑋1 , (5.2)

𝑋̇1 = 𝜇1(𝑆1)𝑋1 − 𝑎𝐷𝑋1 , (5.3)

𝑆̇2 = 𝐷(𝑆2𝑓 − 𝑆2) + 𝑘2𝜇1(𝑆1)𝑋1 − 𝑘3𝜇2(𝑆2)𝑋2 , (5.4)

𝑋̇2 = 𝜇2(𝑆2)𝑋2 − 𝑎𝐷𝑋2 . (5.5)

Onde a variável 𝑋1 corresponde à concentração de bactérias acidogênicas, que consumem os
substratos orgânicos 𝑆1 e tem como resultado o substrato secundário 𝑆2, termo que representa
a concentração de ácidos orgânicos voláteis. Tais substratos secundários são consumidos pe-
las bactérias metanogênicas que tem sua concentração dada por 𝑋2. A variável 𝐷 é a taxa de
diluição do reator e o parâmetro 𝑎 representa uma combinação entre um reator ideal de leito
fixo e um CSTR, sendo suas versões específicas quando assume os valores 0 ou 1, respectiva-
mente (LARA-CISNEROS; AGUILAR-LóPEZ; FEMAT, 2015). Enquanto a função 𝜇1(.) é suave
e monótona, a cinética de Haldane é definida pela função não monótona,

𝜇2 = 𝜇2,𝑚𝑎𝑥𝑆2𝐾𝑆2 + 𝑆2 + 𝑆22/𝐾𝐼2 , (5.6)

onde 𝐾𝐼2 é a constante de inibição, 𝜇2,𝑚𝑎𝑥 é a taxa limite do crescimento da concentração do
microorganismo associado ao consumo do substrato secundário e 𝐾𝑆2 é concentração de nu-
triente para a qual a taxa é metade do valor máximo. O termo quadrático no denominador
é ponderado pela constante de inibição, que representa a relação do microorganismo com o
excesso de um específico nutriente. É comum encontrar na literatura a análise de estabilidade
desses sistemas de equações diferenciais constituídos por dois estágios (HANAKI et al., 2021).
Tais análises são fundamentais para aspectos de controle de sistemas não lineares. É possí-
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vel identificar regiões para as quais as reações são mais favoráveis à produção do biogás ou
aquelas que promovem a inibição. Esta modelagem dada pelas equações (5.2–5.5), apesar de
ser um sistema equações diferenciais de um reator biológico com apenas duas reações, pode
gerar comportamentos não lineares, a depender das condições de taxa de diluição, concentra-
ção de substratos e quantidade de microorganismos. À medida que esses modelos tornam-se
mais detalhados, ou seja, mais aspectos fisíco-químicos (equilíbrio de fases e eletroquímico,
propriedades coligativas etc.) e mais reações químicas ou biológicas são considerados – com
diferentes populações de microorganismos – bem como os fenômenos de transporte, aumenta
significativamente o número de parâmetros e complexidade para estima-los, pois dependem
das medições de muitas variáveis (BERNARD et al., 2001). Além disso, a aplicação de mode-
los de digestão anaeróbia apresenta um desafio que se expressa na determinação dos níveis
de incerteza dos parâmetros do modelo, como avaliado por (BATSTONE et al., 2004), sendo
distribuído entre os problemas de correlação entre parâmetros, dificuldade na determinação
de parâmetros e na execução de testes dinâmicos adequados ao processo. Na próxima seção
é apresentado o Modelo de Digestão Anaeróbia n. 1 (ADM1) que é formado por mais reações
químicos e mais relações físico-químicas.

5.2 Modelo de Digestão Anaeróbia n. 1 (ADM1)

O Modelo de Digestão Anaeróbia n. 1 (ADM1) tem sido utilizado tradicionalmente para repre-
sentar a remoção de carbono. Este modelo considera sete grupos de bactérias e constituintes
responsáveis pela solubilização intracelular e extra-celular com processos extra-celulares res-
ponsáveis pela solubilização de matéria orgânica em substrato solúvel, enquanto o processo
intracelular é responsável para a transformação deste substrato solúvel em vários produtos
químicos. A cinética de Monod descreve o processo intracelular, enquanto as cinéticas de
primeira ordem descrevem o processo extra-celular e decaimento de biomassa.

5.2.1 Dinâmica do modelo de um reator anaeróbio-anóxico para reações

de remoção de carbono e nitrogênio

De acordo comMendes, Esquerre e Queiroz (2016), o processo completo de digestão anaeróbia
com remoção simultânea de matéria orgânica carbonácea e nitrogênio amoniacal é composto
por:

1. Hidrólise de carboidratos

2. Hidrólise de proteínas

3. Hidrólise de lipídeos
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4. Acidogênese de açúcares

5. Acidogênese de aminoácidos

6. Acetogênese de ácidos graxos de cadeia longa

7. Acetogênese de propionato

8. Acetogênese de butirato e valerato

9. Metanogênese de propianato e

10. Metanogênese hidrogenotrófica

Consideradas as reações supracitadas, às equações de balanço de massa de um reator, com
comportamento aproximado de um CSTR, podem ser agrupadas pela degradação de substrato
solúvel no modelo ADM1 segue as seguintes equações:𝑑𝑆𝑙𝑖𝑞,𝑖𝑑𝑡 = 𝐷(𝑆𝑖𝑛,𝑖 − 𝑆𝑙𝑖𝑞,𝑖) − 19∑𝑗=1 𝜌𝑗𝜈𝑖,𝑗 ; 𝑖 = 1, … , 3; 𝑖 = 8, … , 12 . (5.7)

Omodelo baseia-se na avaliação de que butiratos, valeratos, propianatos e acetatos (𝑖 = 4, … , 7)
são doadores de elétrons na presença de N-óxidos, esta premissa é necessária para modificar o
balanço de massa dos referidos componentes (MENDES; ESQUERRE; QUEIROZ, 2016). Apli-
cando esta modificação para a Equação (5.7), obtém-se:𝑑𝑆𝑙𝑖𝑞,𝑖𝑑𝑡 = 𝐷(𝑆𝑖𝑛,𝑖 − 𝑆𝑙𝑖𝑞,𝑖) − 7∑𝑗=5 𝜌𝑗𝜈𝑖,𝑗 − 10∑𝑗=8 (𝜌𝑗 + 𝜌𝑗 ,𝑛𝑜𝑥)𝜈𝑖,𝑗 + …−𝜌11𝜈7,11𝐼𝑛𝑜𝑥 − 𝜌𝑗 ,𝑛; 𝑖 = 4, … , 7 . (5.8)

Os termos do lado direito da equação diferencial são, respectivamente:

• o balanço de massa do substrato para o um continuous stirred-tank reactor (CSTR);

• a equação do processo para a absorção de aminoácidos pela fermentação;

• acetogênese de componentes 𝑖 solúveis na ausência de N-óxidos pela desnitrificação;
• a metanogênese multiplicada por um fator de inibição de N-óxidos (𝐼𝑛𝑜𝑥 ) para contabili-
zar os efeitos inibitórios de N-óxidos sobre a metanogênese acetoclásticas;

• e a absorção de substratos solúveis por desnitrificação na presenção de nitratos e nitritos.
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A próxima equação para a utilização de butirato, valerato e propianato por anaeróbias
facultativos na ausência de N-óxidos é dada por:

𝜌𝑗 ,𝑛𝑜𝑥 = 𝑘𝑚,𝑗 𝑆𝑖𝐾𝑆 + 𝑆𝑖 [ 𝐾𝑆,𝑁𝑂3𝐾𝑆,𝑁𝑂3 + 𝑆𝑁𝑂3
𝐾𝑆,𝑁𝑂2𝐾𝑆,𝑁𝑂2 + 𝑆𝑁𝑂2 ] 𝑆𝑖𝑆𝑣𝑎 + 𝑆𝑏𝑢 + 𝑆𝑝𝑟𝑜𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥 , (5.9)

onde 𝐾𝑚,𝑗 é a taxa constante para a fermentação de processos 𝑗 e 𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥 é a população de
anaeróbios facultativas. O balanço de massa para N-óxidos (nitrato, nitrito e gás nitrogênio) é:𝑑𝑆𝑙𝑖𝑞,𝑖,𝑛𝑜𝑥𝑑𝑡 = 𝐷(𝑆𝑖𝑛,𝑖,𝑛𝑜𝑥 − 𝑆𝑙𝑖𝑞,𝑖,𝑛𝑜𝑥) + 𝜌𝑗 ,𝑛; 𝑖 = 25, … , 27 . (5.10)

O modelo assume que o gás nitrogênio obedece a lei do gás ideal e que existe uma tempe-
ratura que é equivalente a temperatura da fase líquida em volume constante (perfeitamente
misturado), a uma pressão de topo constante. A Equação (5.11) representa esta relação:𝑑𝑆𝑔𝑎𝑠,𝑁2𝑑𝑡 = 𝑞𝑔𝑎𝑠𝑉𝑔𝑎𝑠 𝑆𝑔𝑎𝑠,𝑁2 + 𝜌𝑇 ,𝑁2 𝑉𝑙𝑖𝑞𝑉𝑔𝑎𝑠 . (5.11)

A Equação (5.12) expressa a taxa de transferência de massa de gás nitrogênio 𝜌𝑇 ,𝑁2 e Equa-
ção (5.13) define a pressão parcial de gás nitrogênio 𝑝𝑔𝑎𝑠,𝑁2

𝜌𝑇 ,𝑁2 = 𝑘𝐿𝑎(𝑆𝑙𝑖𝑞,𝑁2 − 28𝐾𝐻,𝑁2𝑝𝑔𝑎𝑠,𝑁2) , (5.12)𝑝𝑔𝑎𝑠,𝑁2 = 𝑆𝑔𝑎𝑠,𝑁2𝑅𝑇 . (5.13)

As Equações (5.14) e (5.15) representam o comportamento dinâmico dos particulados na fase
líquida e subprodutos gasosos,𝑑𝑋𝑙𝑖𝑞,𝑖𝑑𝑡 = 𝐷(𝑋𝑖𝑛,𝑖 − 𝑋𝑙𝑖𝑞,𝑖) +∑𝜌𝑗𝜈𝑖,𝑗 ; 𝑖 = 13, … , 24 , (5.14)

𝑑𝑆𝑔𝑎𝑠,𝑖𝑑𝑡 = 𝑞𝑔𝑎𝑠𝑉𝑔𝑎𝑠 𝑆𝑔𝑎𝑠,𝑖 + 𝜌𝑇 ,𝑖 𝑉𝑙𝑖𝑞𝑉𝑔𝑎𝑠 ; 𝑖 = 𝐶𝐻4, 𝐶𝑂2 𝑎𝑛𝑑 𝐻2 , (5.15)

onde:

• 𝑞𝑔𝑎𝑠 é o fluxo de gás (𝑚3.ℎ−1),
• 𝑉𝑔𝑎𝑠 é o volume de gás no reator,

• 𝑆𝑔𝑎𝑠,𝑖(𝑚𝑜𝑙.𝐿−1) é a concentração do gás na fase gasosa do componente 𝑖 e 𝜌𝑇 ,𝑖 taxa de
transferência de massa de gás 𝑖 é dado por:

𝜌𝑇 ,𝑖 = 𝑘𝐿𝑎(𝑆𝑙𝑖𝑞,𝑖 − 𝐾𝐻𝑝𝑔𝑎𝑠,𝑖); 𝑖 = 𝐶𝐻4, 𝐶𝑂2 𝑎𝑛𝑑 𝐻2 . (5.16)
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O coeficiente global de transferência de massa multiplicado pela área de transferência
específica é numericamente igual a 𝑘𝐿𝑎. As Equações (5.17)–(5.20) descrevem as pressões
parciais de gás 𝑃𝑔𝑎𝑠,𝐻2 = 𝑆𝑔𝑎𝑠,𝐻2 𝑅𝑇16 , (5.17)

𝑃𝑔𝑎𝑠,𝐶𝐻4 = 𝑆𝑔𝑎𝑠,𝐶𝐻4 𝑅𝑇64 , (5.18)𝑃𝑔𝑎𝑠,𝐶𝑂2 = 𝑆𝑔𝑎𝑠,𝐶𝑂2𝑅𝑇 (5.19)

e 𝑃𝑔𝑎𝑠,𝐻2𝑂 = 0.00313 exp [5290( 1298 − 1𝑇 )] . (5.20)

Finalmente, as Equações (5.21) e (5.22) determinam a pressão de gás total e fluxo de gás,
respectivamente:

𝑃𝑔𝑎𝑠 = 𝑃𝑔𝑎𝑠,𝐻2 + 𝑃𝑔𝑎𝑠,𝐶𝐻4 + 𝑃𝑔𝑎𝑠,𝐶𝑂2 + 𝑃𝑔𝑎𝑠,𝐻2𝑂 , (5.21)𝑞𝑔𝑎𝑠 = 𝑅𝑇𝑃𝑔𝑎𝑠 − 𝑝𝑔𝑎𝑠,𝐻2𝑂 𝑉𝑙𝑖𝑞 (𝜌𝑇 ,𝐻216 + 𝜌𝑇 ,𝐶𝐻464 + 𝜌𝑇 ,𝐶𝑂2) . (5.22)

A produção de metano via digestão anaeróbia tem uma relevante redução de impacto
ambiental devido a produção industrial de energia verde. Logo, a maximização da pro-
dução de metano é fundamental para justificar o uso da digestão anaeróbia sobre outros
processos, tais como a oxidação aeróbia.

O estado de saída (3.15b) para a composição da função objetivo é convenientemente
definido como solução da equação diferencial𝑑𝑆𝐶𝐻4(𝑡)𝑑𝑡 = −𝑆𝐶𝐻4(𝑡) 𝑞𝑔𝑎𝑠𝑉𝑔𝑎𝑠 + 𝑉𝑙𝑖𝑞𝑉𝑔𝑎𝑠 𝜌𝑇 9(𝐷(𝑡)) , (5.23)

pela solução do sistema ADM1, no qual determina-se a concentração de metano a ser
maximizada. Em outras palavras, o estado, resultado da solução do sistemas de equações
algébrico diferenciais do ADM1, determina a concentração de metano 𝑆𝐶𝐻4(𝑡) e define a
saída que será alvo da busca extremal:

𝑦 = 𝑆𝐶𝐻4(𝑡). (5.24)
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Tabela 5.1 Matriz do balanço estequiométrico para componentes solúveis

i 4 5 6 7 25 26 27 30 𝜌𝑗 ,𝑛
Processo ↓ 𝑆𝑣𝑎 𝑆𝑏𝑢 𝑆𝑝𝑟𝑜 𝑆𝑎𝑐 𝑆𝑁𝑂3 𝑆𝑁𝑂2 𝑆𝑁2 𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥 (𝐾𝑔 𝐷𝑄𝑂 𝑚−3 ℎ−1)
Absorção
Valerato

𝑁𝑂3− −1 −(1−𝑌𝑐4 )1.14 −(1−𝑌𝑐4 )1.14 𝑌𝐶4 𝑘𝑁𝑂3 ,𝑣𝑎 𝑆𝑣𝑎𝐾𝑁𝑂3,𝑣𝑎+𝑆𝑣𝑎𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥 𝑆𝑁𝑂3𝑘𝑁𝑂3+𝑆𝑁𝑂3𝑁𝑂2− −1 −(1−𝑌𝑐4 )0.57 −(1−𝑌𝑐4 )0.57 𝑌𝐶4 𝑘𝑁𝑂2 ,𝑣𝑎 𝑆𝑣𝑎𝐾𝑁𝑂2,𝑣𝑎+𝑆𝑣𝑎𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥 𝑆𝑁𝑂2𝑘𝑁𝑂2+𝑆𝑁𝑂2
Absorção
Butirato

𝑁𝑂3− −1 −(1−𝑌𝑐4 )1.14 −(1−𝑌𝑐4 )1.14 𝑌𝐶4 𝑘𝑁𝑂3 ,𝑏𝑢 𝑆𝑏𝑢𝐾𝑁𝑂3,𝑏𝑢+𝑆𝑣𝑎𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥 𝑆𝑁𝑂3𝑘𝑁𝑂3+𝑆𝑁𝑂3𝑁𝑂2− −1 −(1−𝑌𝑐4 )0.57 −(1−𝑌𝑐4 )0.57 𝑌𝐶4 𝑘𝑁𝑂2 ,𝑣𝑎 𝑆𝑣𝑎𝐾𝑁𝑂2,𝑣𝑎+𝑆𝑣𝑎𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥 𝑆𝑁𝑂2𝑘𝑁𝑂2+𝑆𝑁𝑂2
Absorção
Propionato

𝑁𝑂3− −1 −(1−𝑌𝑝𝑟𝑜)1.14 (1−𝑌𝑝𝑟𝑜)1.14 𝑌𝑝𝑟𝑜 𝑘𝑁𝑂3 ,𝑝𝑟𝑜 𝑆𝑝𝑟𝑜𝐾𝑁𝑂3,𝑝𝑟𝑜+𝑆𝑝𝑟𝑜𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥 𝑆𝑁𝑂3𝑘𝑁𝑂3+𝑆𝑁𝑂3𝑁𝑂2− −1 −(1−𝑌𝑝𝑟𝑜)0.57 (1−𝑌𝑝𝑟𝑜)0.57 𝑌𝑝𝑟𝑜 𝑘𝑁𝑂2 ,𝑣𝑎 𝑆𝑣𝑎𝐾𝑁𝑂2,𝑣𝑎+𝑆𝑣𝑎𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥 𝑆𝑁𝑂2𝑘𝑁𝑂2+𝑆𝑁𝑂2
Absorção
Acetato

𝑁𝑂3− −1 −(1−𝑌𝑎𝑐)1.14 (1−𝑌𝑎𝑐)1.14 𝑌𝑎𝑐 𝑘𝑁𝑂3 ,𝑝𝑟𝑜 𝑆𝑝𝑟𝑜𝐾𝑁𝑂3,𝑝𝑟𝑜+𝑆𝑝𝑟𝑜𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥 𝑆𝑁𝑂3𝑘𝑁𝑂3+𝑆𝑁𝑂3𝑁𝑂2− −1 −(1−𝑌𝑎𝑐)0.57 (1−𝑌𝑎𝑐)0.57 𝑌𝑎𝑐 𝑘𝑁𝑂2 ,𝑣𝑎 𝑆𝑣𝑎𝐾𝑁𝑂2,𝑣𝑎+𝑆𝑣𝑎𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥 𝑆𝑁𝑂2𝑘𝑁𝑂2+𝑆𝑁𝑂2
Decaimento -1 𝑘𝑑𝑒𝑐,𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥𝑋𝑓 ,𝑛𝑜𝑥
5.3 Modelos Termodinâmicos

Uma extensão do modelo ADM1 proposto por (MENDES; ESQUERRE; QUEIROZ, 2016),
foi implementado no software Matlab® para modelar a digestão anaeróbia de lodo de
esgoto sob temperatura mesófilica em um digestor CSTR. Este modelo foi calibrado com
dados obtidos através de experimentos conduzidos em um reator de batelada sequencial
(SBR) em escala de laboratório alimentado com substrato sintético (1500𝑚𝑔𝐷𝑄𝑂.𝐿−1) e
inoculado com lodo floculante (500𝑚𝑔𝑆𝑆𝑉 .𝐿−1) de uma escala real do reator UASB. A
composição do substrato é mostrada na Tabela 1.

Tabela 5.2 Parâmetros da composição do efluente.

Símbolo Composto Concentração𝑆𝐼𝐶 Carbono Inorgânico 0, 08𝑆𝐼𝑁 Nitrogênio Inorgânico 0, 0197𝑋𝑋𝐶 Compósito 1, 183𝑋𝑎𝑎 Aminoácido 0, 7244𝑋𝐶4 Valerato + Butirato 0, 6141𝑋𝑝𝑟𝑜 Proteína 0, 4093𝑋𝑎𝑐 Acetato 0, 5116𝑋𝐻2 Hidrogênio 0, 614𝑆𝑐𝑎𝑡 Cátions 0, 045 (𝑘𝑚𝑜𝑙.𝑚−3)𝑆𝑎𝑛 Ânions 0, 004 (𝑘𝑚𝑜𝑙.𝑚−3)𝑆𝐻,𝑖𝑜𝑛 10−7(𝐾𝑚𝑜𝑙𝐻+.𝑚−3)
Concentração em termos de demanda de oxigênio (DQO- 𝑘𝑔.𝑚−31)
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Omodelo ADM1 compreende processos bioquímicos como acidogênese (a partir de ami-
noácidos e açúcares), acetogênese (a partir de LCFA, propionato, butirato e valerato) e
metanogênese (promovidas pelas Archaeas acetoclástica e hidrogenotrófica). Esse con-
junto de reações é baseado na atividade enzimática e na degradação de matéria orgânica
complexa em compostos assimilados por microorganismos. Além disso, o modelo ADM1
compreende fatores de inibição como pH, hidrogênio (para grupos acetogênicos) e amô-
nia livre (para metanogênios acetoclásticos).

A representação dos processos físico-químicos que normalmente ocorrem em reatores
anaeróbios compreende reações de associação/dissociação iônica (líquido-líquido) e de
transferência gasosa (gás-líquido). No modelo ADM1, as interações líquido-líquido são
muitas vezes referidas como reações de equilíbrio e podem ser representadas por equa-
ções algébricas que visam calcular as concentrações de íons de hidrogênio, amônia livre,
VFA e dióxido de carbono. A formação das espécies gasosas (hidrogênio, metano e dió-
xido de carbono) é representado pela equação:

𝑑𝑆𝑔𝑎𝑠,𝑖𝑑𝑡 = 𝑞𝑔𝑎𝑠𝑆𝑔𝑎𝑠,𝑖𝑉𝑔𝑎𝑠 + 𝜌𝑇 ,𝑖 𝑉𝑙𝑖𝑞𝑉𝑔𝑎𝑠 , 𝑖 = 𝐶𝐻4, 𝐶𝑂2 𝑒 𝐻2 . (5.25)

Nesta equação, pode-se perceber que é necessário incluir um termo de transferência de
gás 𝜌𝑇 ,𝑖. Portanto, é possível notar que os coeficientes globais determinam o fluxo de gás.
O termo 𝜌𝑇 ,𝑖 indica a taxa de transferência de massa do gás da espécie 𝑖, como pode ser
visto na Eq. (2):

𝜌𝑇 ,𝑖 = 𝑘𝐿𝑎(𝑆𝑙𝑖𝑞,𝑖 − 𝐾𝐻𝑝𝑔𝑎𝑠,𝑖). (5.26)

Esses aspectos tornam atraente a integração entre o modelo ADM1 e o Aspen Plus®. As-
pen Plus® é um programa de software de engenharia de processo integrado que executa
simulações de processo dinâmico e de estado estacionário. O software inclui cálculos
termodinâmicos, a capacidade de usar equilíbrios eletrolíticos e uma ampla gama de
operações unitárias. Portanto, Aspen Plus® pode ser aplicado com sucesso para simular
operações industriais como a digestão anaeróbia de diferentes substratos, incluindo as
propriedades dos componentes (MENACHO; MAZID; DAS, 2022).

Conforme explicado anteriormente, no modelo ADM1, a Lei de Henry é utilizada para
representar as interações líquido-gás durante o processo anaeróbio, ou seja, a principal
premissa é que o substrato é uma solução ideal. No entanto, substratos, como lodo de es-
goto, por exemplo, geralmente são compostos por vários grupos funcionais que possuem
diferentes tamanhos e estruturas moleculares. Esse aspecto afeta as interações entre as
moléculas e a tendência do biometano escapar da fase líquida para a gasosa em reatores
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anaeróbios. Portanto, em hipótese rigorosa, o sistema não poderia ser considerado ideal,
o que invalidaria a aplicação irrestrita da Lei de Henry associada à Lei de Raoult.

A abordagem termodinâmica desenvolvida pelo estudo de equilibrio entre as fases líquido-
gás permite avaliar se a condição de supersaturação do biometano na fase líquida pode
ser consequência da composição do substrato, e não exclusivamente das condições de
transporte de massa e difusão nos reatores. Especificamente, modelos de composição
local para soluções líquidas, que levam em conta diferenças no tamanho molecular e va-
riações nas forças de interação molecular, podem ser úteis. Por outro lado, para a fase
gasosa, os modelos termodinâmicos contabilizam o desvio da condição ideal do sistema
avaliando as variações volumétricas.

Portanto, os estados do sistema, obtidos em função da solução das equações diferenciais
não lineares do ADM1 são enviados por meio de uma plataforma de comunicação entre
o MATLAB e Aspen Plus®, no qual são avaliadas as condições de equilíbrio. No modelo
ADM1, essas equações foram resolvidas pelo método ODE15s, considerando tolerância
padrão de erro relativo equivalente a 10−3 e absoluto 10−6. A cada interação, o ADM1
avançava uma etapa na degradação do substrato e na produção de biogás, ou seja, os
ácidos orgânicos resultantes do metabolismo dos microorganismos fermentativos eram
convertida em substrato para os microorganismos acetogênicos, por exemplo.

Para aplicar a abordagem termodinâmica, a composição do substrato resultante de cada
etapa da rota de biodegradação anaeróbia do lodo de esgoto foi enviada instantanea-
mente para o software Aspen Plus®, onde as condições de equilíbrio termodinâmico
foram avaliadas instantaneamente com base nos métodos escolhidos.

𝐺∗𝐸𝑚𝑅𝑇 = 𝐺∗𝐸,𝑃𝐷𝐻𝑚𝑅𝑇 + 𝐺∗𝐸,𝐵𝑜𝑟𝑛𝑚𝑅𝑇 + 𝐺∗𝐸,𝑁𝑅𝑇𝐿𝑚𝑅𝑇 (5.27)

As simulações foram realizadas utilizando dois métodos disponíveis no software Aspen
Plus®: Elecnrtl e Ideal. O método Elecnrtl compreende a Equação de Estado de Redlich
Kwong, a Lei de Henry para gases não condensáveis e a equação de Excesso de Gibbs e-
NRTL. O excesso de energia livre de Gibbs pode ser decomposto de forma a representar
interações de curto, médio e longo alcance, como pode ser visto na equação 5.27.

Desvios da Lei de Henry podem ser observados quando espécies gasosas são altamente
dissolvidas na fase líquida, como ocorreu nos estudos de caso experimentais citados ante-
riormente. Espera-se que a solubilidade de um gás possa ser afetada pela solubilidade de
outras espécies químicas. A relação entre as solubilidades será abordada pelo coeficiente
de atividade (𝛾), que considera a tendência das moléculas escaparem da fase líquida para
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a gasosa (fugacidade) e a composição das espécies na fase líquida (POLING; PRAUSNITZ;
O’CONNELL, 2000).

Tanto o coeficiente de atividade quanto a composição são fundamentais para estimar o
Excess Gibbs Energy (𝐺) de um sistema, a fim de contabilizar o quão longe o comporta-
mento de uma solução real está de uma solução ideal. Os modelos Excess Gibbs, como
o e-NRTL, podem ser estendidos de misturas binárias para multicomponentes conside-
rando os parâmetros binários (POLING; PRAUSNITZ; O’CONNELL, 2000). Portanto, o
método Elecnrtl foi escolhido para verificar se o comportamento não ideal causado por
interações de longo e médio alcance poderia ser a fonte de um desvio significativo na so-
lubilidade de biometano, dióxido de carbono e hidrogênio, e as concentrações relatadas
na fase líquido.

O Caso 1 é definido por duas simulações. Uma para contabilizar o método Ideal e outro
para contabilizar o método Elecnrtl. As reações de acidogênese ([R1] e [R2]), acetogê-
nese ([R3] e [R4]), metanogênese ([R5] e [R6]) e ácido-base ([R7]–[R12]) foram repre-
sentadas no simulador. A molécula C5H7NO2 foi escolhida para representar a biomassa
conforme sugerido por Nguyen (2014). O Caso 1 foi elaborado sem integração entre o
modelo ADM1 e oAspen Plus®. O objetivo foi verificar se o processo anaeróbio de degra-
dação de substratos orgânicos, conforme proposto no modelo ADM1, foi representado
com precisão no Aspen Plus®. A composição do substrato foi definida no simulador. A
simulação foi considerada representativa e adequada quando os resultados obtidos no
simulador foram semelhantes aos obtidos no ADM1. Uma vez confirmada aproximação,
a integração entre o modelo ADM1 e Aspen Plus® foram estabelecidas.

No Caso 2, é definido pelas reações ácido-base e de equilíbrio para os ácidos butírico,
valérico e propiônico (ver reações [R7] a [R15]). O objetivo foi verificar a influência de
processos físico-químicos na solubilidade do biometano; portanto, as reações bioquími-
cas foram desconsideradas. O método Ideal foi utilizado nesta simulação para verificar
se os mesmos resultados seriam previstos pelo modelo ADM1 e pelo Aspen Plus®, con-
siderando apenas as reações de equilíbrio físico-químico.

O caso 3 aplica o método Ideal, porém, apenas as reações ácido-base (ver reações [R7]
a [R12]). O objetivo foi investigar se as reações dos ácidos graxos voláteis exercem in-
fluência na distribuição do biometano entre as fases líquida e gasosa.

O caso 4 aplica o método Elecnrtl e as reações ácido-base [R7] a [R16] foram conside-
radas para verificar o quanto o sistema se desvia da condição ideal. Os parâmetros e
propriedades físicas dos compostos do substrato foram obtidos principalmente da biblio-
teca do simulador, que se baseia nas publicações clássicas de (KNAPP; DECHEMA, 1982)
e NIST. Em relação às espécies carbônicas, as propriedades foram obtidas com base em
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(PERIS, 2011). Os ácidos voláteis foram representados pelos ácidos acético, propiônico,
butírico e valérico. No Aspen Plus®, as reações de equilíbrio ácido-base foram especi-
ficadas como equilíbrio para todos os casos. Outras reações foram especificados como
estequiométricos.

Reações de acidogênese

C2H5NO2 + H2 −−−→ C2H4O2 + NH3 [R1]C6H12O6 + 0,1115NH3 −−−→ 0,1115 C5H7NO2 + 0,744 C2H4O2 + …0,5 C3H6O2 + 0,4409 C4H8O2 + 0,6909 CO2 + 1,0254H2O [R2]

Reações de acetogênese

C4H8O2 + 0,0653NH3 + 0,8038H2O + 0,0006H2 + 0,5543 CO2 −−−→0,0653 C5H7NO2 + 1,8909 C2H4O2 + 0,446 CH4 [R3]C5H10O2 + 0,0653NH3 + 0,5543 CO2 + 0,8044H2O −−−→0,0653 C5H7NO2 + 0,8912 C2H4O2 + C3H6O2 + 0,4454 CH4 + 0,0006H2 [R4]

Reações de metanogênese

C4H4O2 + 0,022NH3 −−−→ 0,022 C5H7NO2 + 0,945 CH4 + …0,066H2O + 0,945 CO2 [R5]14,4976H2 + 3,8334 CO2 + 0,0836NH3 −−−→ 0,0836 C5H7NO2 + …3,4154 CH4 + 7,4996H2O [R6]
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Reações ácido-base

H2O −−−⇀↽−−− H+ + OH− [R7]C2H4O2 −−−⇀↽−−− CH3COO− + H+ [R8]CO2 + H2O −−−⇀↽−−− H2CO3 [R9]H2CO3 −−−⇀↽−−− H+ + HCO3− [R10]HCO3− −−−⇀↽−−− H+ + CO3−2 [R11]NH3 + H+ −−−⇀↽−−− NH4+ [R12]C3H6O2 −−−⇀↽−−− C5H9O2− + H+ [R13]C4H8O2 −−−⇀↽−−− C4H7O2− + H+ [R14]C5H10O2 −−−⇀↽−−− C5H9O2− + H+ [R15]CO2 + H2O −−−⇀↽−−− H+ + HCO3− [R16]

61



6 Resultados e discussões

Este capítulo divide-se em três partes principais, sendo a Parte I dedicada às aplicações
de busca extremal por meio dos modelos generalizados propostos no Capítulo 3 desta
tese. O modelo ADM1 utilizado nesta etapa é baseado em parâmetros ajustados por
meio de dados experimentais disponibilizados em Mendes et. al. (2016). Contudo, a
abordagem aplicada é clássica, extremum seeking livre de modelo. Em seguida, na Parte
II, são explorados os aspectos termodinâmico, particularmente as influências de espécies
iônicas e reações químicas específicas na determinação da distribuição do metano em
fases líquida e vapor, correspondente à modelagem do Capítulo 5.

Ao longo dessa seção são discutidos os principais resultados e incertezas dessa aborda-
gem que considera desvio da idealidade nas interações entre os componentes. Por fim,
na Parte III, são exploradas novas alternativas de cálculo de propriedades iônicas em
soluções eletrolíticas, por meio dos modelos generalizados de potenciais eletrostáticos
propostos no Capítulo 4 desta tese. Os resultados estão unidos por dois caminhos, o
primeiro que reuni as investigações do desempenho da produção de metano da Parte I
e a discussão sobre a real distribuição desse metano nas fases líquida e gasosa na Parte
II. Num segundo caminho unem-se as partes I, III devido a observação da aplicação de
modelos fundamentados na matemática oriunda da Mecânica Estatística não Aditiva.
Apesar da existência da conexão entre os resultados observados na Parte II e III, devido
aos efeitos dos eletrólitos sobre a condição de equilíbrio de fases, os modelos de coe-
ficiente de atividade desenvolvidos a partir do Debye-Hückel generalziados não foram
testados em misturas com presença de metano.
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6.1 Parte I: Extremum Seeking

Nesta seção são apresentados os resultados numéricos referentes à aplicação do algo-
ritmo extremum seeking generalizado. São comparadas diferentes sintonias dos parâ-
metros do algoritmo que demonstram os benefícios em relação a versão clássica. Adi-
cionalmente, são discutidos os resultados da adaptabilidade da resposta do algoritmo
extremum seeking generalizado frente aos diferentes níveis de variação de parâmetros
do modelo ADM Nº.1.

A revisão da literatura apresentada ao longo do Capítulo 3 demonstra uma ampla apli-
cação de algoritmos extremum seeking para alcançar máxima produção de metano em
reatores de digestão anaeróbia. Contudo, o benefício de atingir está máxima produção as-
sociada à baixa perturbação entorno desse ponto operacional é demonstrado como uma
lacuna. Portanto, é apresentado nesta seção por meio de resultados numéricos da simula-
ção de casos clássicos de extremum seeking e a versão generalizada proposta nesta tese.
Ambos os modelos foram implementados e investigados com base no Modelo ADM1
modificado (MENDES; ESQUERRE; QUEIROZ, 2016) representando o modelo nominal.

O algoritmo Extremum Seeking não exige a garantia da existência ponto ótimo, contudo,
com intuito de demonstrar numericamente que a região de busca das simulações preser-
vam as características necessárias para esta investigação, é demonstrado numericamente
a sua existência. É possível observar, de acordo com as Figuras 6.1 e 6.2, que o pico da
concentração de metano ocorre para uma taxa de diluição de 𝐷∗ = 4, 25×10−4𝑚3ℎ−1/𝑉𝑙𝑖𝑞
e concentração de metano máxima de aproximadamente 𝑦∗ = 0, 225 𝑘𝑔𝐶𝑂𝐷.𝑚−3.
Para atingir este ponto de convergência domapa, o algoritmo extremum seeking clássico
utiliza a seguinte sintonia de parâmetros de acordo Teorema 1 apresentado na seção 3.4:𝜔ℎ = 5 × 10−5, 𝜔 = 8 × 10−5, 𝑎 = 5 × 10−5, 𝑘 = 1.
Dado que os parâmetros de sintonias são os mesmos, são escolhidas duas condições ini-
ciais diferentes para aplicação do algoritmo extremum seeking: primeiro uma condição
inicial menor do que o valor ideal 𝐷0 = 0, 4ℎ−1 e outra condição com valor superior ao
valor ótimo 𝐷0 = 0, 6ℎ−1. O processo de busca pelo valor ótimo de vazão foi realizado,
portanto, para os limites do intervalo da taxa de diluição, ou seja, para as condições ini-
ciais de diluição abaixo e acima do valor ótimo, como pode ser observado na Figura 6.3,
enquanto a variável da concentração de metano tem sua dinâmica apresentada para am-
bas as condições nas Figura 6.4 e Figura 6.5, respectivamente. A análise destas figuras
apresenta que as simulações com a condição inicial mais baixa de diluição tem tempo
de processo de 223ℎ, enquanto a simulação com alto valor de diluição tem um tempo
de processo de 805ℎ, considerando uma incerteza de aproximadamente de 5%. Esta é
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Figura 6.1 Mapeamento da função objetivo, fluxo de metano em função da taxa de diluição.
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Figura 6.2 Comportamento do fluxo de metano em função do tempo.

uma melhoria de 18, 5% e uma melhoria da taxa de aproximadamente de 0, 1%ℎ−1 para a
primeira simulação e uma melhoria de 19% com uma taxa de 0, 03%ℎ−1 para a segunda
simulação. Apesar destas taxas de melhoria não serem tão significativas, elas são satis-
fatória (XUE; LI; XI, 2015). Contudo, modificando o processo do extremum seeking, o
conjunto de parâmetros pode resultar no desenvolvimento da melhoria das taxas. Es-
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colhendo condições iniciais mais próximas do valor ótimo 𝐷∗, levará também uma alta
melhoria da taxa, embora este tipo de abordagem esconda as potencialidades do esquema
da busca extremal.
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Figura 6.3 Avaliação numérica da região de convergência entorno do valor ótimo para as condições
de diluição dadas por 𝐷0 = 0, 4ℎ−1(esquerda) and 𝐷0 = 0, 6ℎ−1 (direita).

As Figuras 6.6 e 6.7 demonstram que os resultados numéricos para as diferentes sintonias
não promoveram diferenças significativas no comportamento de busca para os primeiros
ciclos da região inicial das simulações numéricas. Entretanto, para a sintonia em que𝑎𝑞 = 0 e 𝑎1 = 𝑎, ao realizar a avaliação do limite de 𝑡 vai para o infinito, as variáveis
alcançam um estado pseudo estacionário, o máximo local.

Observando as figuras 6.6 e 6.7, torna-se evidente que é possível limitar o sinal num inter-
valo planejado pelo uso da função sin𝑞(𝜔𝑡). Além disso, devido à sua natureza dissipativa,
esta função atua como acelerador para a redução do gradiente para a performance do
extremum seeking.

Adicionalmente, assumindo regiões comparáveis de convergência para a variável de de-
cisão, a aplicação do extremum seeking clássico para o mapa estático do modelos ADM1
alcança o valor ótimo após 800ℎ (Figura 6.5). Enquanto que a aplicação do extremum
seeking generalizado para o modelo ADM1 dinâmico não linear alcança a mesma região
entorno de 400ℎ (Figura 6.6).
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Figura 6.5 Tempo de resposta da diluição para diferentes condições iniciais de diluição.

Reatores são suscetíveis a diferentes tipos de perturbações, por isso, é necessário man-
ter a função sin1(⋅) no extremum seeking generalizado. Este sinal mantém a busca em
função do gradiente, desde que alterações das condições externas ao sistema promovam
perturbações ao sistema numa a ordem de grandeza da variável de saída, caso contrário,
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Figura 6.6 Comportamento da vazão de efluente para diferentes sintonias do extremum seeking ge-
neralizado. A curva vermelha representa a performance do extremum seeking clássico com amplitude𝑎1 = 2, 0×10−4 (𝑎𝑞 = 0). A curva azul representa a performance do extremum seeking generalizado com
parâmetros sintonizados 𝑞 = 1, 01; 𝑎𝑞 = 2, 0 × 10−4 e 𝑎1 = 0. A curva verde representa a performance
do extremum seeking proposto composto pelo sinal persistente e o transiente com 𝑎1 = 1, 0 × 10−5 ;𝑞 = 1, 01 e 𝑎𝑞 = 2, 0 × 10−4 . Em todos os casos, os parâmetros foram sintonizados como 𝜔 = 8 × 10−2,𝜔ℎ = 5 × 10−3 e 𝑘 = 1 .

permanece dentro dos limites esperados, garantidos pelas condições de convergência.
Para o caso de 𝑎1 = 0, não há ação sobre 𝜃 desde que a função sin𝑞(⋅) tende para 0 ao
longo do tempo, como apresentado na Figura 6.7.

As Figuras 6.8 (a), (b) e (c) apresentam três curvas tracejadas representando o mapea-
mento da função objetivo – 𝑆𝐶𝐻4 versus vazão de efluente 𝐷𝑉𝑙𝑖𝑞 – para três diferentes
condições paramétricas da concentração de 𝑆𝑖𝑛𝑎𝑎, 𝑆𝑖𝑛𝑣𝑎 e 𝑆𝑖𝑛𝑏𝑢. A curva tracejada preta re-
presenta a condição 𝑆𝑖𝑛𝑎𝑎 = 0, 𝑆𝑖𝑛𝑣𝑎 = 0 e 𝑆𝑖𝑛𝑏𝑢 = 0, as curvas tracejadas vermelha e azul
apresentam as condições de 50% e 100% dos valores máximos de referência destes parâ-
metros, respectivamente. A trajetória de busca sobre o intervalo de tempo de 2000 ℎ é
representado pela linha contínua azul. A diferença entre os gráficos é somente devido
aos valores distintos de sintonia do parâmetro 𝑎1, onde 𝑎1 = 1.0 × 10−5 para a Figura (a),𝑎1 = 2, 5 × 10−5 para a Figura 6.8(b) e 𝑎1 = 5, 0 × 10−5 para a Figura 6.8(c). Todos os parâ-
metros restantes são os mesmos adotados na Figura 6.6, com 𝑞 = 1, 01 e 𝑎𝑞 = 2 × 10−4. A
dinâmica correspondente de 𝑆𝐶𝐻4(𝑡) nas Figuras 6.8(a), 6.8(b) e 6.8(c) são comparados na
Figura 6.8(d). Inicialmente, o valor das concentrações dos parâmetros de três ácidos são𝑆𝑖𝑛𝑎𝑎 = 0𝑆𝑟𝑒𝑓𝑎𝑎 , 𝑆𝑖𝑛𝑣𝑎 = 0𝑆𝑟𝑒𝑓𝑣𝑎 e 𝑆𝑖𝑛𝑏𝑢 = 0𝑆𝑟𝑒𝑓𝑏𝑢 . Então, é gerada uma perturbação degrau (para o

67



0 500 1000 1500 2000

t(h)

0

0,05

0,10

0,15

0,20

0,25

C
o
n
c
e
n
tr

a
ç
ã
o
 d

e
 m

e
ta

n
o
 (

k
g
D

Q
O

.m
-3

) 
  
  

Figura 6.7 Comportamento da concentração de metano na saída do reator em função de três dife-
rentes configurações do extremum seeking generalizado. A curva vermelha representa a performance
do extremum seeking clássico com amplitude 𝑎1 = 2, 0 × 10−4 (𝑎𝑞 = 0). A curva azul representa a per-
formance do extremum seeking generalizado com parâmetros sintonizados 𝑞 = 1, 01; 𝑎𝑞 = 2, 0 × 10−4
e 𝑎1 = 0. A curva verde representa a performance do extremum seeking proposto composto pelo sinal
persistente e o transiente com 𝑎1 = 1, 0 × 10−5 ; 𝑞 = 1.01 e 𝑎𝑞 = 2, 0 × 10−4 . Em todos os casos, os
parâmetros foram sintonizados como 𝜔 = 8 × 10−2, 𝜔ℎ = 5 × 10−3 e 𝑘 = 1 .

tempo de 500ℎ até 2000ℎ) em tais parâmetros que as concentrações de ácidos tornam-se𝑆𝑖𝑛𝑎𝑎 = 0, 5𝑆𝑟𝑒𝑓𝑎𝑎 , 𝑆𝑖𝑛𝑣𝑎 = 0, 5𝑆𝑟𝑒𝑓𝑣𝑎 e 𝑆𝑖𝑛𝑏𝑢 = 0, 5𝑆𝑟𝑒𝑓𝑏𝑢 .
Cada uma das Figuras 6.8(a)–6.8(c) apresenta um estado ótimo correspondente, que são
mapeadas pela função objetivo 𝑦 = 𝑆𝐶𝐻4, devido à variação das perturbações externas.

Estes sinais de perturbação são performados como uma condição degrau em alguns com-
ponentes solúveis de reações intermediárias da digestão (𝑆𝑖𝑛𝑎𝑎 , 𝑆𝑖𝑛𝑣𝑎 e 𝑆𝑖𝑛𝑏𝑢 ). Torna-se evi-
dente pelos resultados numéricos que a busca pelo ponto ótimo comporta-se de acordo
duas ordens de magnitude, resultante dos efeitos das amplitudes correspondente aos
dithers com 𝑎𝑞 e 𝑎1. Depois de estabelecida uma condição padrão, a perturbação externa
é evoluída para 50% do valor máximo para as concentrações de amino ácidos, ácido valé-
rico e butírico, Primeiro para a valor padrão no qual tem sido utilizado 𝑎𝑞 = 2, 0 × 10−4 e𝑎1 = 1, 0 × 10−5 e as sintonias adotas na Figura 6.7, é representado que para a nova condi-
ção, devido à perturbação há deslocamento da superfície de otimização. Apesar de uma
perturbação relevante explorada para o sistema, com a presença do sinal permanentesin1(.), é possível preservar a condição de subótimo na curva tracejada vermelha. Com a
investigação da sintonia do parâmetro 𝑎1 (Figuras 6.8(a)–(c)), é possível notar uma perda
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(a) Comportamento da busca extremal para
mudança de ponto de operação e sintonia do
parâmetro 𝑎1 = 1, 0 × 10−5.
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(b) Comportamento da busca extremal para mu-
dança de ponto de operação e sintonia do parâ-
metro 𝑎1 = 2, 5 × 10−5.
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(c) Comportamento da busca extremal para mu-
dança de ponto de operação e sintonia do parâ-
metro 𝑎1 = 5, 0 × 10−5.
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(d) Comportamento da resposta para a mu-
dança do ponto de máximo.

Figura 6.8 Desempenho do algoritmo extremum seeking para sistemas sujeitos a perturbações nos
parâmetros do modelo ADM1.

de performance do máximo alcançado depois da aplicação da perturbação para o tempo
de 500ℎ. Entretanto, o elevado valor de 𝑎1, aumenta sua capacidade de adaptação à res-
posta do sistema à perturbações, e a velocidade de resposta na busca para o novo ponto
ótimo. No limite que 𝑎1 → 0, o sistema tende a não responder à presença de distúrbio
externo.
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6.2 Parte II: Equilíbrio termodinâmica

Os resultados obtidos nas simulações dos modelos de equilíbrio realizados no simulador
Aspen Plus® são demonstrados na Tabela 6.1, que contém os valores percentuais do gás
biometano na fase líquida do reator ao final do processo anaeróbio1. Considera-se que
o ADM1 apresenta um fluxo denominado gás metano (𝑆𝑔𝑎𝑠,𝐶𝐻4 ) que corresponde à fase
gasosa, e um fluxo de metano dissolvido em fase líquida, ou fase solúvel (𝑆𝐶𝐻4 ). O fluxo
de metano é enviado do ADM1 para o Aspen Plus®, que recalcula o equilíbrio. Neste
ponto, o simulador indica a distribuição da fase final e considera uma concentração de
líquido remanescente e uma concentração de fase gasosa remanescente para cada vazão
recebida. As simulações do Caso 1 foram realizadas considerando o método Elecnrtl e
depois o Ideal. Os valores percentuais de metano (% de 𝐶𝐻4) são resultado da avaliação
da base mássica do componente metano distribuído nas fases líquida e vapor, ou seja,
não representa a fração mássica de metano em relação a toda massa da fase líquida. Para
compreender a relação com as concentração da fase líquida é disponibilizado o valor da
concentração de metano (𝑔.𝑚−3 de 𝐶𝐻4 dissolvido).
As Figuras 6.9(a)–(b) mostram a comparação entre as previsões do modelo ADM1 e as
previsões do simulador para gás metano e 𝐶𝑂2, respectivamente.

Tabela 6.1 Percentual de metano dissolvido na fase líquida.

Total 𝐶𝐻4
(𝑘𝑔𝐶𝑂𝐷.𝑚−3) Método % de 𝐶𝐻4

dissolvido
(𝑔.𝑚−3) de 𝐶𝐻4
dissolvido

ADM1 0,2088 - 2,97 1,55

Caso 1 0,2100 Ideal 0,68 0,36
0,2090 ELECNRTL 1,82 0,95

Caso 2 0,2088 Ideal 0,69 0,36
Caso 3 0,2088 Ideal 0,36 0,19
Caso 4 0,2088 ELECNRTL 0,0034 1, 77 × 10−3

Em relação ao fluxo de metano na fase líquida, a concentração previsto pelo Aspen Plus®
é inferior ao previsto no ADM1 para ambos os métodos testados. Este resultado demons-
tra que o equilíbrio termodinâmico tende a redistribuir a composição do metano dissol-
vido na fase gasosa após os cálculos. A Figura 6.10 mostra a comparação do metano
solúvel previsto pelo modelo ADM1 (linha azul) e Aspen Plus® (linha preta e triângulo).

Os casos 2 e 3 foram testados por meio da aproximação da idealidade (Ideal). Os mesmos
resultados do Caso 1 foram obtidos para a concentração dos gases CH4,N2 eH2. O caso 2
considerou apenas reações ácido-base por meio da inclusão de reações de equilíbrio dos

1O fator de conversão de 𝑔𝐶𝑂𝐷 para a 𝐾𝑚𝑜𝑙 de metano está disponível em (RODRíGUEZ et al., 2006).
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Figura 6.9 Caso 1: Comparação da predição da concentração de gases nomodelo ADM1 e simulador.

Figura 6.10 Caso 1: Comparação da predição da concentração de metano para corrente líquida
(𝑆CH4 ) no modelo ADM1 e simulador.

ácidos butírico, valérico e propiônico. No ADM1, a previsão de dióxido de carbono foi
de 0, 0046𝐾𝑚𝑜𝑙.𝐶𝑚−3. Neste caso, a previsão de CO2 simulada no Aspen Plus® indicou
um valor da ordem de 10−5. A equação de equilíbrio do CO2 no Aspen Plus® foi repre-
sentada pela etapa de formação do H2CO3. A ionização deste ácido não foi indicada. A
diferença observada para a predição da concentração de CO2 pode ser atribuída ao fato
de o ADM1 considerar o HCO3− para o equilíbrio e não contabilizar a espécie H2CO3.
A porcentagem de metano dissolvido foi semelhante ao resultado observado no Caso 1,
quando aplicado o método Ideal. As Figuras 6.11(a)–(b) indicam as concentrações previs-
tas de CO2, HCO3− e as espécies iônicas presentes nas reações de equilíbrio. É possível
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Figura 6.11 Caso 2: Comparação da predição da concentração de CO2 e HCO3− entre o modelo
ADM1 e simulador.

notar a mesma tendência, e valores próximos. O aumento da concentração de HCO3− é
proporcional à diminuição da concentração de CO2, uma vez que se correspondem em
equilíbrio. O equilíbrio simulado revelou que a concentração da fase líquida dos ácidos
acético, propiônico, butírico e valérico foi consideravelmente menor do que as previsões
do modelo ADM1. Como não há reações bioquímica representadas nesta simulação para
indicar o consumo de compostos como CO2 e os Ácidos Graxos Voláteis (AGV), logo, a
condição de equilíbrio prevê maiores concentrações na fase líquida. Assim, a queda do
pH verificada na Figura 6.12, pode ser justificada uma vez que o pH precisa ser total-
mente controlado, com base nas reações de equilíbrio.

Para as definidas condições, uma concentração de 0, 2012 𝑘𝑔𝐶𝑂𝐷.𝑚−3 gás metano foi
atingida no Caso 2, sendo um valor ligeiramente inferior ao previsto no Caso 1 (método
Ideal de 0, 2024 𝑘𝑔𝐶𝑂𝐷.𝑚−3), o que pode ser uma influência da queda do pH. O caso 3
foi simulado com o método Ideal, apresentando uma concentração de CO2 maior que
a prevista pelo ADM1. Os AGV não foram considerados nas reações ácido-base desta
simulação. Na Figura 6.13, as previsões do íonHCO3− são comparadas. Este componente
é a forma ionizada do gás CO2 em meio aquoso.

Uma possível justificativa é que a equação de equilíbrio adicionada no simulador con-
tabiliza a concentração de HCO3− através dos íons CO32− e H+, conforme indicado na
Tabela 2. O valor de zero previsto pelo simulador indica que o Aspen Plus® distribui todo
o fluxo do composto HCO3− como CO2 na fase gasosa, enquanto o ADM1 considera o
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Figura 6.12 Caso 2: Comparação da predição do pH entre o modelo ADM1 e simulador.

íon presente na fase líquida como HCO3−. A concentração insignificante de HCO3− pre-
vista na simulação termodinâmica indica que o íon não está presente na fase líquida,
mas na fase gasosa como CO2. Devido a isso, a fase gasosa simulada apresenta uma alta
concentração de CO2. Os resultados obtidos em (BATSTONE et al., 2012) destacam a im-
portância de se calcular os coeficientes de atividade da substância ou composto químico
de cada efluente. Além disso, os autores estabelecem os limites de aplicação de cada nível
de molalidade da solução e apontam a relevância do sistema de carbono inorgânico, que
corrobora os resultados obtidos em nossas simulações. Os casos 1, 2 e 4 não contabilizam
o composto 𝐶𝑂32− e é evidente que o pH é ácido. Por outro lado, no Caso 3, o CO32− foi
considerado nas reações de equilíbrio (ver reação [R11]) e o pH era básico. É possível
concluir que este é um resultado direto da condição de equilíbrio de CO32− resultando na
formação de HCO3− e CO2, corroborando as observações de (BATSTONE et al., 2012).

O caso 4 apresentou correspondência com os demais casos quanto às concentrações dos
gases CH4, N2 e H2. O gás CO2 foi bem representado pelas condições de equilíbrio no
simulador e isso indicou o menor valor de metano dissolvido. Apesar disso, os valores
de pH previstos com base no ADM1, para o Caso 4, indicaram um meio básico, assim
como para o Caso 3. Em relação à distribuição de fases das espécies carbônicas, os re-
sultados obtidos no Caso 4 demonstram maior consistência com as previsões do modelo
ADM1, uma vez que as reações de equilíbrio para CO2 em Aspen Plus® representavam
as mesmas espécies consideradas no ADM1. Portanto, este caso é mais fidedigno a in-
ferência da vazão de saída do reator, devido à similaridade das reações de equilíbrio,
conforme afirmado por (BATSTONE et al., 2012). Além disso, considerando exclusiva-
mente o equilíbrio termodinâmico para espécies ácido-base, a previsão de biometano
dissolvido é menor do que nos outros casos quando se aplica o método Elecnrtl. Por-
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Figura 6.13 Caso 3: Comparação da predição da concentração de HCO3− entre o modelo ADM1 e
simulador.

tanto, os valores previstos de biometano dissolvido pela abordagem termodinâmica são
inferiores aos obtidos por meio da aplicação de reações bioquímicas.

Não foi possível observar diferenças relevantes quanto à concentração prevista de me-
tano dissolvido para os métodos Ideal e Eletrolítico. Contrariamente, o equilíbrio reali-
zado indicou variações relevantes para o gás CO2 com base em mecanismos ácido-base.

A utilização do método Elecntrl não implicou previsões diferentes, mesmo para uma
caracterização mais próxima das concentrações da fluxo de alimentação do reator. No
entanto, para cada simulação, a distribuição de fase dos compostos foi ligeiramente dife-
rente para o ADM1. Além disso, o fluxo de metano dissolvido de ADM1 foi redistribuído
na fase gasosa em Aspen Plus®.

Considerando a abordagem termodinâmica e as condições de equilíbrio, os valores de
biometano dissolvido previstos foram de 10−6 a 10−4, enquanto a maior parte do fluxo de
metano dissolvido do ADM1 estava presente na fase gasosa. Assim, foi possível verificar
que a consideração de leis de idealidade no ADM1 são admissíveis e que correções de
não idealidades não são necessárias.

De acordo com os resultados, o uso de equações rigorosas de equilíbrio líquido-vapor
(ELV) não interferiu na previsão final do biometano, nem na observação de supersatura-
ção desse gás emníveis críticos como indicado na literatura recente (TAUBER et al., 2019).
Ainda que sejam implementadas estratégias de recuperação do metano dissolvido (SAN-
TOS et al., 2022) e dos limites termodinâmicos não necessariamente serem a explicação
fundamental do seu aprisionamento na fase líquida, é necessário compreender os meca-
nismos pelos quais sua difusão para fase vapor não é completamente alcançada. Vale
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ressaltar que o substrato considerado não apresenta alta força iônica. Embora contenha
compostos de estruturas diferentes, a simplificação de comportamento de solução ideal
é válida.

Batstone et al. (2012) afirmam que é necessário realizar a correção de atividade para eflu-
entes concentrados, com altas forças iônicas, levando a desvios do comportamento da
solução ideal, e portanto justificando a necessidade da equação do coeficiente de ativi-
dade iônica médio de Debye-Hückel ou sua versão extendida. Apesar disso, a maioria
dos trabalhos sobre alta concentração de metano dissolvido relata um desvio conside-
rável do equilíbrio previsto pela Lei de Henry; (GIMéNEZ et al., 2012) verificaram con-
centrações de metano próximas aos valores de equilíbrio. No entanto, 43% do metano
produzido no reator foi perdido devido a limitações de transporte. (SCHAUM; FUND-
NEIDER; CORNEL, 2016) apontam o grande potencial de emissões demetano da digestão
de lodo enquanto poucos dados estão disponíveis. Os autores também indicam a falta
de dados sobre o grau de supersaturação de metano para este efluente, o que aumenta a
necessidade de investigações. Este é um fator importante, pois a falta de dados limita o
uso irrestrito de ferramentas de modelagem.

Os resultados mostraram que para predizer a geração de gás durante a digestão anaeró-
bia do lodo de esgoto, não é necessário considerar não idealidades. No entanto, estudos
anteriores que usaram o Aspen Plus® apenas para simular a etapa de purificação do bio-
gás concluíram que as considerações das não idealidades são obrigatórias (RAJENDRAN
et al., 2014). Os mecanismos de transporte de massa são influentes para as perdas de me-
tano, cuja representação em ferramentas de modelagem também é um desafio. Assim, de
acordo com os resultados verificados neste trabalho, a suposição de um comportamento
ideal é admissível e não revela informações sobre a supersaturação do metano. Nesse
sentido, a representação comum é adequada. No entanto, permanecem vigentes o desa-
fio de investigar os mecanismos que levam à perdas de metano no fluxo de líquido e sua
subsequente modelagem. Este tópico ainda requer mais investigação exploratória sobre
os principais mecanismos e abordagem adequada em ferramentas de modelagem.

Apesar das divergências de resultados encontrados da condição de equilíbrio para os
sistemas de digestão anaeróbia que possuem alta complexidade, mesmo o problema do
comportamento das soluções na presença de eletrólitos ainda permanece com lacunas
que tem sido exploradas na literatura recente. Portanto, é explorado na seção a seguir um
conjunto de resultados para esse problema baseado num desenvolvimento de equação
de coeficiente de atividade iônica para soluções simples.
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6.3 Parte III: Potenciais eletrostáticos

Na seção anterior foram apresentados os principais resultados de equilíbrio de fases com
soluções na presença de eletrólitos, aqui, são investigados os resultados da representa-
ção da versão generalizada da equação de Debye-Hückel para propriedades de soluções
aquosas de eletrólitos.

A tabela 6.2 apresenta o resultado do procedimento de ajuste para o incremento da tensão
superficial. Nestes casos onde 𝑟− > 𝑟+ (onde + refere-se aos cátions e − aos aniôns) e a
dissimilaridade entre catíons não é significativa como a diferença entre catíons e aníons
e que pode indicar correlação com o parâmetro 𝑞. Este comportamento indica correlação
entre a dimensão dos aníons e o parâmetro 𝑞.

Tabela 6.2 Parâmetro 𝑞 ajustado para dados de tensão superficial de solução de eletrólitos.
q 𝑟+ 𝑟−

NaCl 2, 15 1, 02 1, 81
NaBr 2, 65 1, 02 1, 96
NaI 1, 15 1, 02 2, 20
KCl 2, 20 1, 38 1, 81
KBr 2, 00 1, 38 1, 96
KI 1, 15 1, 38 2, 20

A Figura 6.15 compara o coeficiente de atividade iônico médio calculado pela derivada
numérica da Eq. (4.30) com os dados experimentais obtidos de Hamer e Wu (1972). Em-
bora alguns modelos semi-empíricos sejam eficientes no ajuste aos dados experimentais
do coeficiente de atividade iônico médio (PITZER, 1973), em geral, são baseado na equa-
ção de Debye-Hückel com correções ad hoc. Nesta tese é apresentado um caminho alter-
nativo para uma região de limitada de concentração na qual o coeficiente de atividade
decresce monotonamente com a concentração.

O valor do parâmetro 𝑞𝑏 é 3, 5 para soluções de sais de sódio com anions monovalen-
tes e 2, 5 para said de potássio também univalentes. Para os casos apresentados está
claro a limitação do uso do potencial de Debye-Hückel, com o uso do modelo 𝑞-Debye-
Hückel. Este resultado conduz à interpretação de que o efeito global de interações de
longo alcance na solução de eletrólitos pode ser explicado por potencial generalizado
como a equação (4.15). Isto também suporta o argumento de depleção de íons por causa
do comportamento monotônico para a tensão superficial medida na camada interfacial.
Logo, a tensão superficial é modelada como uma função da camada bulk, mas o compor-
tamento da tensão deve ser associado ao potencial da imagem pela versão generalizada
sob condições da concentração efetiva dessa camada.
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Figura 6.14 Comparação entre modelo de Schmutzer modificado (linha tracejada preta) e o modelo
generalizado da tensão superficial (linha tracejada vermelha). Os dados experimentais foram obtidos
das imagens do artigo (SLAVCHOV; NOVEV, 2012), Eles estão representados pelos quadrados rosa.
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Figura 6.15 Influência do parâmetro 𝑞𝑏 sobre o coeficiente de atividade iônico médio de acordo com
a derivada numérica da Eq. (4.30) na escala linear-log. Os dados experimentais foram obtidos de Hamer
eWu (1972). As linhas sólidas pretas os coeficientes de atividade iônico médio calculado de acordo com
a Eq. (4.30) para 𝑞𝑏 ≠ 1, linha tracejada vermelha para 𝑞𝑏 = 1 e a linha pontilhada vermelha correponde
a lei limite de Debye-Hückel (FOWLER; GUGGENHEIM, 1956). Todas as figuras tem os mesmo limites
de escala para a abcissa e ordenada.

Para a faixa de força iônica tipicamente investigada em digestores anaeróbios, o coe-
ficiente de atividade iônica médio, é tipicamente modelado considerando o potencial
de Debye-Hückel. Contudo, a literatura tem apresentado resultados que necessitam de
equações que consideram, por exemplo, a aproximação de Davies (SOLON et al., 2015)
que atende a uma ampla faixa de molalidade, contudo com uma equação que dificulta a
interpretação das interações desses íons no meio. Como demonstrado nessa seção, o uso
da definição do potencial generalizado de Debye-Hückel conseque explicar para ampla
faixa de valores o comportamento da tensão superficial e para íons simples monovalen-
tes com molalidades < 1𝑚𝑜𝑙/𝑘𝑔 é capaz de descrever o comportamento do coeficiente
de atividade iônica médio. Logo, essa proposta pode ajudar no aprofundamento de hi-
póteses a respeito das interações iônicas de longo alcance em misturas tão complexas
como as presente em digestores anaeróbios. Dada as múltiplas interações que constitui
misturas de digestão anaeróbia é importante condicionar tais estimaticas por métodos
como os apresentos por (SOLON et al., 2015; FLORES-ALSINA et al., 2015).
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7 Conclusões

7.1 Parte I: Extremum Seeking

Nesta tese, foi introduzida uma função seno generalizada oriunda da 𝑞-trigonometria de
Borges, para cumprir o papel de dither numa estrutura de busca extremal. As principais
características alcançadas por essa representação consistem na variação da amplitude
ao longo do tempo e o número limitado de ciclos. Esta proposição foi investigada à
luz do modelo ADM1, demonstrando que o modelo generalizado de extremum seeking
é capaz de alcançar velocidade de convergência duas vezes mais rápido que o modelo
clássico aplicado ao ADM1 linearizado. Adionalmente, ele reduz as oscilações na vizi-
nhança do ponto ótimo. Analisando os resultados numéricos, é evidenciado que a taxa
de diluição e a vazão de metano alcançam o valor ótimo num reator anaeróbio anóxico
com remoção simultânea de carbono e nitrogênio, sendo este resultado válido para va-
lores de condições iniciais inferirores e superiores ao ponto ótimo conhecido. Ambas
simulações alcançaram as vizinhanças do valor extremo, mantendo um sinal de oscila-
ção entorno de 3% do valor médio. Além disso, houve uma melhoria acima de 18.5% na
vazão de metano, um aumento significativo da produção, considerando que se trata de
remoção simultânea de carbono e nitrogênio. Embora o aumento da produção demetano
tenha sido satisfatório, o ADM1 revela sérios problemas com a incerteza na inferência
dos parâmetros e a consideração da leis físicas ideias. Por exemplo, o ADM1 considera
a lei do gás ideal nos cálculos termodinâmicos, o que pode resultar em valores menos
confiáveis de vazão de metano devido às condições de equilíbrio das fases líquida e va-
por. Finalmente, a adoção de modelos empíricos é sugerida quando há necessidade de
maior precisão da estimativa para a produção. Apesar das suas limitações, o ADM1 é
um modelo que permite a simulação de uma faixa ampla de condições operacionais.

ExtremumSeeking generalizado temmelhor comportamento quando sujeito a distúrbios
moderados, demonstrando que é necessário permanecer com o termo clássico além do
sinal dissipativo.
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Neste sentido, tem sido demonstrado que 𝑎𝑞 sin𝑞(.) é monotonicamente decrescente e
obedece uma lei de potência. A avaliação numérica da mudança do ponto ótimo leva
à conclusão de que é necessário manter o sinal 𝑎1𝑠𝑖𝑛1(.) para garantir o balanço entre
a velocidade de convergência e a capacidade da mudança de estado. Em investigações
futuras, as funções trigonométricas devem ser usadas para permitir a exploração e expan-
dir ferramentas de extremum seeking global e adaptativo. Além disso, as propriedades
das funções trigonométricas deformadas por Costa e Borges tem sido identificado como
opção interessante para sinais de dithers persistentes com frequência variável. Alterna-
tivamente, a trigonometria deformada de Kaniadakis pode ser explorada, dada sua carac-
terística de preservação da área unitária do círculo trigonométrico, contudo o efeito não
seria equivalente a 𝑞-trigonometria, portanto, depende de novos desenvolvimentos de
funções. Em relação ao critério de otimização, na avaliação de desempenho ambiental
global do sistema de digestão anaeróbia devem ser consideradas a maximização da pro-
dução de metano e a minimização do resíduo presente no efluente final. Embora o foco
tenha sido dedicado à produção demetano, ainda que a redução do desperdício não tenha
sido uma grande questão, foram consideradas baixas concentrações de contaminantes.
Assim, como tema de pesquisa futuras, deve-se considerar a inclusão de parâmetros de
qualidade ambiental nas estratégias de otimização das condições operacionais.

7.2 Parte II: Equilíbrio termodinâmico

Os resultados da distribuição de fases do gás biometano, simulado por meio de modelo
com contribuições de interações de curto e longo alcance, ainda que sejam consideradas
reações bioquímicas, não geram diferentes estimativas em relação ao modelo ADMNº. 1.
Portanto, não foi possível observar a supersaturação do biometano, embora as concentra-
ções obtidas estivessem de acordo com os valores esperados nas condições de equilíbrio.

As diferentes simulações termodinâmica apresentaram as seguintes porcentagens de bio-
metano dissolvido: de cerca de 0, 68% e 1, 82% para o Caso 1; 0, 69% e 0, 36% para os Casos
2 e 3, respectivamente e 0, 0034% para o Caso 04. Todos esses valores permanecem abaixo
do percentual de 2, 97% estimado usando o modelo ADM1. Devido à proximidade dos
resultados simulados pela aplicação de diferentes modelos termodinâmicos e as estima-
tivas previstas pelo modelo ADM Nº. 1, nas condições do sistema investigado é possível
afirmar que as aproximações relacionadas ao equilíbrio de fases adotadas por Batstone
et al. (2002) são suficientes para biometano.

Por outro lado, a distribuição de fases do CO2 foi consideravelmente afetada pelas es-
pécies definidas nas reações de equilíbrio. Esses resultados não foram obtidos por meio
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do ADM Nº. 1, pois ele representa um complexo sistema tampão aliado ao equilíbrio
ácido-base. Observou-se que as concentrações previstas no ADM Nº. 1 são semelhantes
às previstas em simulações com diferentes distribuições de fases para alguns compostos.
Os efeitos de um substrato de alta força iônica no ADM Nº. 1 provaram influenciar as
previsões. Assim, é indicado verificar as constantes de equilíbrio para espécies de forma
altamente não ideal.

7.3 Parte III: Interações de longo alcance

Foi desenvolvida a aplicação da equação generalizada do potencial de Debye-Hückel
para soluções de eletrólitos realizada em três diferentes geometrias: plana (problema de
camada dupla), cilíndrica e esférica, usando a função 𝑞-exponencial. Assim, ampliou-
se as alternativas de investigação do comportamento de eletrólitos em soluções de alta
concentração.

Particularmente, para a aplicação da geometria esférica generalizada, foi demonstrado
que os potenciais de Coulumb e Debye-Hückel são casos particulares, desde que esta-
belecidas condições adequadas. Para concentrações baixas, as curvas de potencial se
sobrepõem na forma linearizada (Debye-Hückel), independente do valor de 𝑞.
Além disso, como consequência dessa generalização, foi proposto nesta tese, um mé-
todo para o cálculo da tensão superficial baseado na formulação de Onsager-Samaras,
pela modificação do potencial da força da imagem, que resultou na representação para
uma faixa ampla de concentração de soluções de eletrólitos, com o benefício da redução
do número total de parâmetros empíricos de propriedades como permissividade elétrica,
massa específica e coeficiente de atividade. Também foi desenvolvida e demonstrada
a aplicação nesta tese, o ajuste do modelo generalizado do coeficiente de atividade iô-
nico médio em função da concentração para a faixa de decaimento monotônico dessa
propriedade.

A contribuição teórica desse trabalho é consistente ao argumento de depleção de íons
utilizado por Wagner. Os modelos desenvolvidos nesta tese mostram resultados de mo-
delagem da tensão superficial de sais de iodo para os quais outros modelos falham. A
partir dessa contribuição, é possível explorar sua aplicação em condições de equilíbrio
entre espécies iônicas presentes em leitos de digestores anaeróbios, permitindo o apro-
fundamento de hipóteses acerca dos potenciais eletrostáticos e interações de longo al-
cance, uma vez que a descrição rigorosa dessas espécies químicas é determinante em
estimativas de fatores de inibição das reações.
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7.4 Trabalhos futuros

A representação da digestão anaeróbia é um problema que não se reduz às questões
do metano dissolvido. A abordagem pode envolver elementos de modelagem e otimiza-
ção que estão além do controle médio das propriedades macroscópicas abordadas pela
termodinâmica do sistema como concentrações, temperatura, equilíbrio de fases ou re-
presentação dos seus potenciais eletrostáticos como introduzido nesta tese.

Uma possível linha de trabalho consiste na investigação da competição entre micoorga-
nismos por meio de abordagens oriundas de consenso de grupos adversários multiagen-
tes guiados por controle adaptativo por busca extremal (OLIVEIRA et al., 2021), aprofun-
dando no melhor conjunto de funções candidatas à dithers na perspectiva da mecânica
estatística não aditiva.

Trabalhos recentes tem demonstrado os benefícios de arquiteturas de controle baseadas
em self-optimizing Control - SOC e extremum seeking, nesse sentido, os avanços apresen-
tados nesta tese à respeito de dithers podem dar flexibilidade a esses arranjos que combi-
nam otimização e controle em escalas de tempo distintas. Adiconalmente, tem surgido
na área de aprendizado de máquina (JIA et al., 2023) e aprendizado reforçado (LEE et al.,
) um conjunto de algoritmos que dependem respectivamente 𝑞-cálculo e do princípio da
máxima entropia com aplicação da entropia de Tsallis em processo de Markov.

Quanto às linhas de trabalhos ligados aos potenciais eletrostáticos, para as geometrias ci-
líndrica e plana definidas nesta tese, há o interesse especial de observá-los em problemas
de polieletrólitos presentes em sistemas de digestão anaeróbio, compreender o comporta-
mento de tais partículas e aprofundar as pesquisas sobre as concentrações de contraíons
e seus efeitos sobre a digestão anaeróbia. Aliado a estas relações, pretende-se desen-
volver novas representações do coeficiente de atividade iônica médio, considerando o
potencial de Born e as correções do coeficiente de permissividade elétrica em função da
concentração iônica (SCHLUMPBERGER; BAZANT, 2017).

É incluído a lista de trabalhos futuros a exploração demodelos dedicados à representação
dos desvios da lei de Arrhenius desenvolvidos por Aquilanti et al. (2010) para explorar
comportamentos anômalos em reações químicas e bioquímicas.
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