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Resumo

Este trabalho descreve um método de solucao de sistemas lineares densos de grande porte,
positivo definido e bloco-estruturado, com multiplos lados direitos, que utiliza computacao
paralela de alto desempenho. A solucao do sistema é obtida através da recursao de Levinson
generalizada que utiliza a combinacao linear de solugoes menores, direta e reversa, associadas
aos subsistemas de menor ordem. A nova implementagao é descrita para computacao paralela
e baseada em um algoritmo de matriz particionada. O algoritmo foi separado em duas sub-
rotinas, a primeira que calcula a solugao reversa e a matriz da energia dos erros para as ordens
menores, e a segunda que calcula a solucao recursivamente. O algoritmo foi implementado
para trés tipos de sistemas: sistemas de memoria compartilhada, memoéria distribuida e para
sistemas com GPU. Em cada caso os sistemas de menor ordem foram calculados usando
bibliotecas apropriadas. No primeiro, foi utilizada a biblioteca OpenBLAS ou MKL, no
segundo SCALAPACK e finalmente para sistemas com GPU implementamos um algoritmo
OUT-OF-CORE, no qual os sistemas de menor ordem foram calculados utilizando MAGMA.
Nos trés casos, a solucao final é comparada com a solucao completa do sistema utilizando
LAPACK, SCALAPACK e MAGMA, respectivamente. Nos trés casos, a primeira parte do
algoritmo mostrou-se mais dispendiosa computacionalmente, comparada a decomposicao de
Cholesky. Porém a segunda parte que calcula a solugao, mostrou-se mais eficiente que a
solugao sucessiva de dois sistemas triangulares, quando o lado direito do sistema possui um
tamanho significativo, geralmente algumas vezes o valor de N. O erro no modelo estimado
nao apresenta variagoes significativas comparado com a solucao de referéncia. Finalmente
apresentamos a utilizacao do algoritmo na modelagem de ondas sismicas no dominio da
frequéncia, que envolve a solugao de grandes sistemas lineares esparsos. Estes resultados
mostram uma desvantagem do algoritmo em sistemas esparsos nao Toeplitz, ja que aumenta

o custo computacional e o consumo de memoria.

Palavras Chaves: Sistema linear denso, miltiplos lados direitos, GPU, Modelagem

sismica no dominio da frequéncia.



Abstract

This work describes a method for solving large, positive-defined, block-structured, dense
linear systems with multiple right-hand sides that uses high-performance parallel comput-
ing. The system solution is obtained through a generalized Levinson recursion that uses
the linear combination of smaller forward and backward solutions associated with lower or-
der subsystems. The new implementation is described for parallel computing and is based
on a partitioned matrix algorithm. The algorithm was separated into two subroutines, the
first that computes the backward solution and the error energy matrix for smaller orders,
and the second that computes the solution recursively. The algorithm was implemented for
three types of systems: shared memory systems, distributed memory systems, and GPU
systems. In each case, the lowest order systems were calculated using appropriate libraries.
In the first, the OpenBLAS or MKL library was used; in the second, SCALAPACK; and
finally, for systems with GPUs, we implemented an OUT-OF-CORE algorithm, in which
the lowest order systems were calculated using MAGMA. In all three cases, the final so-
lution is compared with the complete system solution using LAPACK, SCALAPACK, and
MAGMA, respectively. In all three cases, the first part of the algorithm proved to be more
computationally expensive compared to the Cholesky decomposition. However, the second
part that computes the solution proved to be more efficient than the successive solution of
two triangular systems when the right side of the system has a significant size, generally
a few times the value of N. The error in the estimated model does not present significant
variations compared to the reference solution. Finally, we present the use of the algorithm in
frequency-domain seismic wave modeling , which involves the solution of large, sparse linear
systems. These results show a disadvantage of the algorithm in sparse non-Toeplitz systems,

as it increases the computational cost and memory consumption.

Key words: Dense linear system, Multiples right-hand sides, GPU, frequency-domain

seismic wave modeling.
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Introducao

O desafio proposto consiste no desenvolvimento de uma metodologia computacional-
mente eficiente e robusta para a solucao de sistemas lineares de grande porte, aplicavel a
modelagem numérica em geofisica. A solucao de grandes sistemas lineares esta normalmente
associada a modelagem direta e inversa de dados geofisicos. Na modelagem direta tais sis-
temas resultam da discretizacao da equacao da onda quando realizadas através de métodos
de diferengas finitas ou de elementos finitos (2D e 3D). Na modelagem inversa eles ocor-
rem associados as estimativas de parametros, realizadas através dos métodos de Newton e
Gauss-Newton, na busca de modelos geofisicos que expliquem melhor os dados. Tanto na
modelagem direta quanto a inversa, a obtencao das solucoes representam normalmente um

alto custo computacional.

Outra limitacao frequentemente encontrada na modelagem e inversao 2D e 3D seria que
o volume de dados é tao grande que as matrizes associadas aos sistemas lineares (ou lineari-
zados) a serem resolvidos, ndo cabem na memdria de um tinico computador. Porsani et al.
(2010), propuseram um método para solugao de sistemas lineares de grande porte que efetua
a solucao em blocos de parametros resolvidos de forma independente em processadores e/ou
maquinas distribuidas. O método consiste numa generalizacao do método classico de solucao
recursiva de sistemas simétricos bloco-toeplitz, para sistemas bloco-particionados complexos
e nao necessariamente simétricos. A estrutura do algoritmo recursivo evolui partindo da
solucao de subsistemas menores para maiores, sendo naturalmente apropriada para tirar
proveito da computacao de alto desempenho através de méquinas com multiplos processa-
dores. Neste projeto é proposto a implementacao, teste e validagao da nova metodologia
para solucao de sistemas lineares hermitianos, positivos definidos (PD) e densos de grande

porte com multiplos lados direitos.

No capitulo 1 a forma de introducao, mostraremos um breve resumo sobre a solugao de
sistemas lineares além de uma introdugao a computacao paralela e ao ambiente de desenvol-
vimento utilizado neste trabalho com informacoes bésicas sobre equipamentos e bibliotecas

utilizadas.
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No capitulo 2 sao descritos os fundamentos tedricos e é apresentado um novo algoritmo
paralelo por blocos para a solucao de sistemas Hermitianos positivos definidos e densos com
varios lados direitos, onde a solucao do sistema é obtida recursivamente - usando a recursao
de Levinson - combinando linearmente as solugoes de menor ordem que estao relacionadas
aos subsistemas forward e backward das equacoes normais de menor ordem. Neste capitulo
sao apresentados os algoritmos originais serial e paralelo, assim como suas vantagens e des-
vantagens sao discutidas. Abordando precisamente a sua principal desvantagem (liberacao
ou desuso da capacidade de processamento a medida que o algoritmo avanga), é apresentada
a nova implementacao que permite a utilizagao de toda a capacidade de processamento em
todos os momentos. Destina-se ao uso em trés sistemas de computacao paralelos diferentes:
memoria compartilhada, memoria distribuida e com o uso de unidades de processamento
grafico (GPU) adicionais.

No capitulo 3 e no apéndice E sao apresentados os resultados numéricos das diferentes
versoes descritas no capitulo 2. Estes resultados sao comparados com um algoritmo de

referéncia, que permite validar a proposta.

No capitulo 4 apresentamos a utilizagao do algoritmo em um problema especifico de
geofisica, neste caso modelagem sismica na frequéncia. Este problema especifico envolve a
solugao de grandes sistemas lineares esparsos. Estes resultados mostram uma desvantagem
do algoritmo em sistemas nao Toeplitz, pois dada a forma recursiva como a solucao é obtida,
implica que as matrizes auxiliares (solugbes de ordem inferior) rapidamente se tornam em

matrizes densas, o que aumenta o custo computacional e o consumo de memoria.



O problema inverso e direto

Problemas inversos surgem em muitas aplicacoes em ciéncia e engenharia. O termo “pro-
blema inverso” é geralmente entendido como o problema de encontrar uma propriedade fisica
especifica, ou propriedades, do meio em investigacao usando medidas indiretas. Exemplos de
problemas inversos podem ser encontrados em varios campos no processamento de imagens
médicas (Bertero e Boccacci, 1998; Louis, 1992; Engl et al., 1996; Arridge e Hebden, 1997;
Arridge, 1999) e vérias dreas da geofisica, incluindo a exploracao de minerais e petréleo
(Kearey et al., 2002; Menke, 2012; Russell, 1988; Aster et al., 2011)

O estudo do interior da Terra na Geofisica consiste em fazer medigoes, em geral, de
alguma grandeza fisica segundo algum método geofisico, realizadas com equipamentos mo-
dernos na superficie da terra ou préoxima a ela. Estas medicoes sao influenciadas pela distri-
buicao interna das propriedades fisicas. A andlise pode revelar como é que as propriedades
fisicas (susceptibilidade magnética, densidade, condutividade elétrica, etc.) do interior da
Terra variam vertical e lateralmente (Kearey et al., 2002). Grande parte do conhecimento
terrestre, abaixo das profundidades que se podem atingir por intermédio de pogos (muito
custoso e que fornecem apenas informagao local), é proveniente de observagoes geofisicas.
A determinacao da geometria e distribuicao das propriedades fisicas da subsuperficie sao
estimadas por meio de medicao, andlise e interpretacao dos dados geofisicos. Isto constitui
o chamado problema inverso na geofisica, ou seja, a partir de dados, (observagdes, medi-
das geofisicas), e um principio geral, teoria ou modelo quantitativo, determinam estimativas
dos parametros do modelo que explicam os dados geofisicos medidos. Em contraposicao,
a modelagem direta (problema direto) é um procedimento no qual um conjunto unico de
observagoes geofisicas sintéticas é calculado (resposta geofisica) com base em algum modelo

geofisico e um conjunto de condigoes especificas relevantes (distribuigao de propriedade fisica

24
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conhecida) que representam os parametros da subsuperficie. Além de ser uma parte inerente
do processo de inversao, a modelagem direta desempenha um papel importante na concepgao
de pesquisas geofisicas e no teste de cendrios geoldgicos (Tarantola, 2005). Em resumo, no
problema direto, os valores dos parametros (geométricos e fisicos) do modelo sdo os dados e
os valores das quantidades observadas sao as incognitas, enquanto no problema inverso, os
dados sao as medidas geofisicas e as incognitas sao os valores dos parametros do modelo. A
analise e interpretacao dos dados geofisicos sao realizadas com o auxilio de modernos pacotes

computacionais.

Observe que o papel da teoria inversa é fornecer informacoes quantitativas sobre os
valores desconhecidos dos parametros que descrevem um determinado modelo geofisico, mas
nao fornecer o proprio modelo. No entanto, a teoria inversa pode muitas vezes fornecer um

meio para avaliar um determinado modelo ou de discriminar entre varios modelos possiveis
(Menke, 2012).

Os parametros do modelo que encontramos na teoria inversa variam de quantidades
numeéricas discretas, a fungoes continuas, de uma ou mais variaveis. Na geofisica, geralmente
os dados coletados e o nimero de parametros do modelo, sao representados como um con-
junto finito de valores numéricos discretos, isto é a teoria inversa discreta. Na pratica, é
possivel o estudo de fungoes continuas uma vez que geralmente podem ser adequadamente
aproximadas por um numero finito de parametros discretos. As parametrizagoes de funcoes
continuas sao sempre propriedades aproximadas e, em certa medida, arbitrarias, que langam
uma certa quantidade de imprecisao na teoria. No entanto, a teoria inversa discreta é um
bom ponto de partida para o estudo da teoria inversa em geral, uma vez que se baseia prin-
cipalmente na teoria de vetores e matrizes, em vez da teoria um pouco mais complicada de
funcoes e operadores continuos. Além disso, a aplicacdao cuidadosa da teoria inversa dis-
creta pode, muitas vezes, proporcionar uma compreensao consideravel do problema, mesmo

quando aplicado a problemas que envolvem parametros continuos (Menke, 2012).

1.1 Formulacao do problema

Na maioria dos problemas inversos os dados sao simplesmente uma lista de valores
numéricos, sendo representados por um vetor coluna. Se as M medicoes forem realiza-
das em um experimento particular, por exemplo, pode-se considerar essas medidas como os

M elementos de um vetor d,
d=1[d,...,dy]" (1.1)

onde T significa transposicao.
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O objetivo da andlise de dados é obter conhecimento através do exame sisteméatico de
dados. Analisamos os dados para inferir, da melhor forma possivel, os valores das quantidades
numéricas - parametros do modelo (Menke, 2012). Os parametros do modelo sao escolhidos
para serem significativos; ou seja, eles sao escolhidos para capturar o cardter essencial dos
processos que estao sendo estudados. Os parametros do modelo podem ser representados

como os N elementos de um vetor m,

m = [my,...,my]". (1.2)

A premissa bésica é que os parametros do modelo e os dados estao de alguma forma
relacionados. Essa relagao é chamada de modelo quantitativo (ou modelo, ou teoria). Nor-
malmente, o modelo assume a forma de uma ou mais formulas que os dados e os parametros
do modelo devem seguir. De um modo geral, os parametros de dados e modelos podem estar

relacionados por uma ou mais equagcoes implicitas, da forma

Fi(d,m)=0
2 d,m =
Fald,m) =0 (1.3)

onde k£ é o nimero de equagoes.
Essas equacoes implicitas podem ser escritas de forma compacta como a equacao vetorial
F(d,m) =0, (1.4)
que resume o que é conhecido sobre como os dados medidos, e os parametros do modelo
desconhecido, estao relacionados.

No problema direto, dado um modelo m, usando as equagcoes implicitas é possivel prever
os dados d por:
d =f(m). (1.5)

No problema inverso, o objetivo é resolver, ou “inverter”, essas equagoes para obtencao

dos parametros do modelo, a partir dos dados observados,

m = f~!(d). (1.6)

Os problemas inversos sao classificados em problemas inversos lineares ou nao-lineares
(Menke, 2012). Problemas inversos lineares fazem referéncia a problemas em que a relac¢ao en-

tre as medidas e os parametros do modelo obedecem a um relacionamento linear: d « m.
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Os problemas inversos nao-lineares surgem quando as medidas (dados) d, e parametros do
modelo, sdo descritas por um relacionamento nao-linear, d = f(m), onde f é uma fungao
nao linear em m. O operador f(m), que relaciona o modelo m e os dados d, contém as leis
fisicas conhecidas para governar o processo. Dependendo da aplicagao, f(m) pode ser a dis-
cretizagao de uma Equagao Diferencial Ordindria (ODE), uma Equacao Diferencial Parcial

(PDE) ou, se o problema for linear, um sistema de equagdes algébricas.

1.1.1 Problema bem e mal condicionados

No inicio do século passado, o matematico francés Jacques Hadamard (Hadamard, 1932)
definiu um problema matematicamente bem condicionado ( Well-posed), o que agora é co-

nhecido como a definicao classica, como sendo aquele que cumpre as seguintes condigoes:

1.1.1.1 Postulados de Hadamard

e Existéncia: Para cada dado, a solucao existe.
e Unicidade: Para cada dado, a solugao é tnica.

e Estabilidade: A solucao depende continuamente dos dados.

Se alguma dessas condigoes nao for atendida, problema ¢é classificado como mal con-
dicionado (Ill-posed). Infelizmente, seguindo os anteriores postulados, todos os problemas
inversos geofisicos (a maioria da matematica e a maioria dos problemas das ciéncias naturais)
sao mal condicionados (Zhdanov, 2002), porque suas solugdes nao sao tnicas (varios modelos
podem explicar igualmente o mesmo dado) ou sdo instéveis (uma pequena perturbacao dos

dados corresponde a uma perturbagao arbitrariamente grande da solugdo).

A estimacao de parametros nos problemas inversos é geralmente um problema dificil
de resolver, porque nao podemos garantir a existéncia da solucao, sua unicidade ou sua
estabilidade.

Problemas de inexisténcia da solucao podem surgir quando o funcional matematico que
reflete a fisica estd incompleto e, portanto, nao podemos gerar um modelo para explicar os
dados.

Problemas sem solucdo tinica (néo unicidade), também conhecidos como problemas sub-
determinados, aparecem comumente com problemas discretos quando se quer a inversao de
matrizes de posto deficiente, revelando um espaco nulo nao trivial. Assim, qualquer com-

binagao linear de modelos no espaco nulo do modelo nao altera os dados levando a uma
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situacao em que um grande ntimero de modelos oferece a mesma solugao, por exemplo, dis-
cretizacao das propriedades da terra, que sao fungoes continuas, pode causar diversidade de
solugoes. Dada uma série de solucoes possiveis, é preciso decidir qual escolher. Se possivel,
é necessario incluir informagoes adicionais que podem suavizar significativamente o modelo,

ou reduzir o seu contraste, ou compara-lo com um modelo a priori.

Finalmente, as instabilidades na inversao surgem muitas vezes devido ao fato de que
uma pequena alteracao na medicao leva a grandes mudangas no modelo, ou seja, os dados
reais sao sempre contaminados por ruido e os erros nos dados sao propagados em erros na
estimativa dos parametros do modelo seja por uma relagao nao-linear entre o modelo e os
dados ou instabilidade numérica quando resolvidas com precisao finita. Além disso, nao
queremos produzir um modelo que reproduza exatamente os dados observados, porque isso
também reproduzird o ruido. Portanto, os problemas inversos caracterizam-se por serem

mal-postos.

Hadamard considerava que um problema matematico mal colocado nao era fisica e/ou
matematicamente significativo. Felizmente, posteriormente foi descoberto que a opiniao de
Hadamard estava errada: problemas mal colocados sao fisica e matematicamente significa-
tivos e podem ser resolvidos (Zhdanov, 2002). Em meados do século XX, o matematico
russo Andrei N. Tikhonov desenvolveu os fundamentos da teoria das solugoes de problemas
mal condicionados. Ele introduziu um método de regularizagao na solugao de um problema
inverso que era baseado em uma aproximacao de um problema mal condicionado por uma
série de problemas bem condicionados (Tikhonov, 1963; Tikhonov e Arsenin, 1977; Tikhonov
et al., 2013; Menke, 2012).

As estratégias de solugao para resolver problemas inversos serao, portanto, dependentes
e especificas da classificacao do problema: linear, nao linear, mal posto, discreta ou continua
(Tarantola, 2005; Snieder e Trampert, 2000). Apés fazer uma breve descricao das cate-
gorias de classificacao, focaremos nas estratégias para resolucao de problemas lineares que

representam problemas inversos discretos.

1.2 Sistemas lineares

Os problemas inversos mais simples e melhor compreendidos sao aqueles que podem ser

representados com a equacao linear explicita da forma:

f(dm)=0=d—- Gm (1.7)
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ou seja

Gm=d (1.8)
onde G é um operador matricial, que mapeia fungoes no espaco do modelo para fungoes no
espaco de dados, G : M — D, de dimensao M x N que relaciona os M dados observados

aos N parametros do modelo

g1 Y12 -+ GIN
G | (19)
gmir 9m2 c° GMN

onde os elementos g;; podem ser ntiimeros reais ou complexos. A equacao 1.8 é uma forma

compacta do seguinte sistema de equacoes lineares com M equagoes e N incognitas
gumi + gioma + - + givmy = dy
ga1mi + gaama + -+ + ganmy = dy
(1.10)
grima + gaeMma + -+ gunmy = dyy

o vetor m = [my,...,my]? que satisfaga o sistema de equagoes 1.8 é chamado de solugao

do sistema linear.

Para resolver o problema inverso, é necessario que d seja alcancavel, isto é equivalente

st). Se o espago nulo de G estiver

a dizer que existe uma solu¢do (modelo estimado m
vazio (N(A) = 0), a solugao é tinica, de modo que os dados previstos d*® = Gm®", se
tornaram iguais aos dados observados d°**. Na geofisica isto geralmente nao acontece. A
diferenca entre os dados calculados e os dados observados é chamada de erro de predicao

e = dobs — dpre

A depender das caracteristicas do operador G o sistema podera ter:

e Uma tunica solugao, dada pelo vetor m, onde M = N e posto completo (r = M = N),
ou seja todas a equagoes sao linearmente independentes (todas as linhas ou colunas de
G s@o linearmente independentes). Este problema é chamado de determinado e se G

é inversivel, o modelo estimado é m®* = G~1d**

e Infinitas solugoes, ou seja, muitos vetores m satisfazem a equagao 1.8 (o erro de
predigao é zero), Isto acontece quando ou sistema de equages nao fornece informagoes
suficientes para determinar exclusivamente todos os parametros do modelo, o problema
¢ dito subdeterminado (M < N). Para obter uma tnica solucdo, é possivel incluir res-

tricoes adicionais.
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e Sem solugdo, ou seja, um sistema sobre-determinado (M > N), isto acontece quando
hé muita informacao contida na equacao Gm = d para que ela possua uma solucao
exata, portanto, nio é possivel obter um vetor m®’ tal que d”"® = d°* (e # 0).
Neste caso é possivel empregar minimos quadrados para selecionar a “melhor” solucao

aproximada.

Para diferenciar entre os problemas subdeterminados que tém erro de predicao igual a zero
(referidos anteriormente), com aqueles problemas subdeterminados que tém erro de predi¢ao
diferente de zero, é usado o termo misto-determinado (Menke, 2012). Um problema misto-
determinado é aquele em que alguns dos componentes da solucao estao sobre-determinados,
enquanto outros componentes estao sub-determinados, entao o problema tem erros devido
a medidas inconsistentes e parametros do modelo que nao podem ser determinados a partir
dos dados. Uma vez que o problema é pelo menos parcialmente subdeterminado, geralmente
havera algum erro entre os dados calculados a partir de um modelo d?™* = Gm?"® e os dados

observados d°%.

1.2.1 Solucgao de sistemas lineares

A matriz G s6 admite inversa se for quadrada e nao singular. Para os outros tipos de
matrizes, podemos usar outras técnicas para obter uma solucdo aceitavel. A seguir serao

descritas algumas delas.

1.2.1.1 Meétodo dos minimos quadrados

O método dos minimos quadrados é usado para fornecer uma solucao aproximada em pro-
blemas que nao tém uma solugao exata, como por exemplo um problema sobre-determinado,
quando o numero de equagoes é maior que o numero de incégnitas. A solucao obtida é tal
que o somatorio dos quadrados dos erro de predi¢ao é minimo. A partir do modelo linear, o

dado calculado é
d" = Gm (1.11)

onde m faz referéncia a ou modelo estimado (m.g), e lembrando que o erro de predigao, a

diferenga/residuo entre os dados medidos e os dados calculados, é dado por:
r=d* -Gm=d-Gm. (1.12)

O somatério do quadrado dos error de todos os dados ¢é calculado pela fungao escalar, que é

chamada de funcao objetivo:
S(m) =r’r. (1.13)
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A solugdo que procuramos (m = m.g), deve ser tal que o valor de S(m) seja minimo,

para isso, a equacao 1.13 pode ser escrita como:
S(m) = (d — Gm)T(d — Gm), (1.14)

onde T denota a transposta. Neste capitulo, assume-se que todos os vetores e matrizes
sao de valor real. No caso complexo, usa-se a transposicao conjugada ou adjunto (também é
conhecida como a matriz adjunta, Hermitiana adjunta ou Hermitiana-conjugada). A equagao

1.14 pode ser expandida como:
S(m) = (d¥ — mTG"T)(d — Gm) (1.15)
1.15
=d"'d -d"Gm - m"G"d + m"GTGm
Observe que os quatro termos na Eq. 1.15 sao escalares, além disso que o escalar mTGTd
¢ o transposto de dTGm, e portanto mTGTd = dTGm. A equacao 1.15 poder ser reescrita

Ccomao:

S(m) =d¥d — 2d"Gm + mTGTGm. (1.16)

Para minimizar S(m) em relagdo a m, podemos encontrar onde a derivada é zero para

m ou m’, mas m” é mais conveniente. A derivada da expressao anterior torna-se entao
0S
M) 9GTGm - 2GTd = 0 (1.17)
omT
produzindo
GTd = GTGm. (1.18)

Observe que a quantidade GTG ¢é uma matriz quadrada N x N e que multiplica um
vetor m de comprimento N. A quantidade GTd é também um vetor de comprimento N.
Esta equacao é, portanto, uma equacao de matriz quadrada para os parametros do modelo
desconhecido. Presumindo que (GTG)f1 existe, entao a estimativa para os parametros do

modelo que minimiza S(m) é:
m=m.; = (GTG)'GTd = G &d (1.19)

m.; é a solucao de minimos quadrados do sistema linear, Gm = d. A matriz G™8 é referida
como a inversa generalizada, e a forma exata do inverso generalizado depende do problema
em questao. A aplicacao direta da equacao 1.19, geralmente é usada quando as dimensoes
de G sao pequenas, (por exemplo, N e M menor do que algumas centenas), porém para
problemas de maiores dimensdes, o custo computacional do cdlculo de (GTG)™! pode ser
proibitivo. Neste caso, normalmente sao utilizados métodos iterativos, ou recursivos, que nao

requerem explicitamente a matriz inversa, a exemplo do algoritmo gradiente biconjugado
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(Menke, 2012). No caso em que GTG seja uma matriz singular, nao ¢é possivel obter a

inversa (GTG)™!. Nestes casos, pode-se usar a técnica dos minimos quadrados amortecidos

(MQA).
1.2.1.2 Minimos quadrados, problema subdeterminado

Suponha que um problema inverso Gm = d tenha sido identificado como puramente sub-
determinado. Por simplicidade, suponha que existam menos equagoes do que os parametros
do modelo desconhecido, isto é, M < N, e que nao existem inconsisténcias nessas equacoes.
Portanto, é possivel encontrar mais de uma solucao para a qual o erro de predicao, a di-
ferenga/residuo entre os dados medidos e os dados calculados, r, é zero. Embora os dados
fornecam informagoes sobre os parametros do modelo, eles nao fornecem o suficiente para de-
termina-los de forma exclusiva. Para selecionar uma solucao tnica para o problema inverso
devemos adicionar ao problema algumas informagoes nao contidas na equacao Gm = d.
Esta informacao extra é chamada de informagao a priori. As informacgoes a priori podem
assumir muitas formas, mas em cada caso, quantifica as expectativas (que os parametros
do modelo possuem um determinado sinal ou se encontram em um determinado intervalo)

sobre o carater da solugao que nao sao baseadas nos dados reais.

A origem e a qualidade das informacoes a priori sao determinantes no resultado final.
Um tipo de hipdétese a priori que podemos considerar inicialmente é a expectativa de que
a solucao para o problema inverso é simples, isto pode ser quantificado pelo comprimento

Tm. Portanto, uma solucao é definida como simples se L for

euclidiano da solucao, L = m
pequena, ou seja, sua energia é pequena. E certo que esta medida talvez nao seja uma medida
de simplicidade particularmente realista, mas pode ser 1til, ocasionalmente. Uma instancia
em que o comprimento da solucao pode ser realista advém quando os parametros do modelo
descrevem a velocidade de varios pontos em um fluido em movimento. O comprimento L
¢é entao uma medida da energia cinética do fluido. Em certos casos, pode ser apropriado
encontrar esse campo de velocidade no fluido que tenha a menor energia cinética possivel

dessas solugoes que satisfacam os dados (Menke, 2012).

Entao, precisamos encontrar o m.y que minimize L e o erro e seja zero. A nova funcao

objetivo usando o método de multiplicadores de Lagrange, seria:
Sm)=L+Ar=m"m+2T(d - Gm) (1.20)

derivando com respeito a m e X , temos

—3S(m) =2m — GTX (1.21)
om
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0S(m)

=7 _d-G 1.22
X m (1.22)
definindo as derivadas como zero:
1
m = §GTA (1.23)
d=Gm (1.24)
combinando as equacoes 1.23 e 1.24, temos
1
d= 5G,G,TA (1.25)
vamos assumir que GGT & inversivel. Entao
A =2(GGT)"'d (1.26)

substituindo esta ltima equacao em 1.23, da a solucao dos “minimos quadrados”:

m=GT(GGT)'d=G&d (1.27)
1.2.1.3 Minimos quadrados amortecidos MQA

No caso sobre-determinado, é minimizado rTr. No caso sub-determinado, minimizamos

T T

mTm. Outra abordagem é minimizar a soma ponderada: c;rTr + comTm. A solucdo m
depende da razao cs/c;, ndo em ¢y e ¢y individualmente. Esta abordagem é usada para
resolver problemas misto-determinados. Uma abordagem comum para obter uma solugao

inexata para um sistema linear é minimizar a funcao objetivo:
S(m) =rTr + emTm (1.28)

onde ¢ > 0, derivando S(m) com respeito a m, obtemos

9S(m) _ T T

=2GT(Gm —d) + 2em
igualando a derivada a zero,

dS(m) . T T
(GTG +el)m = G™d

entao, a solucao é dada por

m=(GTG +¢I)'GTd = G&d. (1.31)

Isso é referido como “carregamento diagonal” porque uma constante, ¢, é adicionada aos

elementos diagonais de GTG. A abordagem também evita o problema de posto incompleto
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porque GTG + €I ¢ inversivel mesmo que GTG nao seja. Além disso, a solucao 1.31 pode
ser usada em ambos casos: sub-determinado e sobre-determinado. A escolha do fator e
determina a importancia relativa dada ao erro de predicao e ao comprimento da solucao.
Se ¢ for grande, a solu¢do nao minimizard o erro de predigdo e nao serd uma estimativa
muito boa dos parametros do modelo verdadeiro. Se ¢ for muito perto de zero, o erro
de predicao sera minimizado, mas nenhuma informagao a priori sera fornecida para obter a
solucao dos parametros do modelo subdeterminados. No entanto, pode ser possivel encontrar
algum valor de € que minimizard aproximadamente o erro de predicao enquanto minimiza

aproximadamente o comprimento da parte sub-determinada da solu¢ao (Menke, 2012).

1.2.1.4 Minimos quadrados ponderados

Tm nao é uma medida muito boa de simplicidade de

H& muitos casos em que L = m
solucao. Uma forma de obter uma melhor solugao ¢ incluindo informagao a priori, por

exemplo, do modelo (m), entdao, uma generalizacao do L seria:
L= (m— (m))"(m — (m)) (1.32)

incluindo uma matriz de ponderacao W,,, podemos quantificar uma grande variedade de
medidas de simplicidade

L= (m — (m))"W,(m — (m)) (1.33)

A matriz W,,, pode ser tal que é capaz de impor restricoes ao respeito da suavidade da

solucao.

Medidas ponderadas do erro de predi¢ao também podem ser titeis. Muitas vezes, algumas
observagoes sao feitas com mais precisao do que outras. Neste caso, seria conveniente que o
erro de previsao r; das observacoes mais precisas tivesse maior peso na quantificacao do erro
geral E do que as observacgoes imprecisas. Para realizar esta ponderacao, definimos um erro
de predicao generalizado

E =r"W,r, (1.34)

onde a matriz W, define a contribuicao relativa de cada erro individual para o erro de

predicao total. Normalmente, W, é uma matriz diagonal.
Em resumo, temos as seguintes situacoes:
e Minimos quadrados ponderados: se o problema é completamente sobre-determinado,

entao pode-se estimar os parametros do modelo minimizando o erro de predi¢ao gene-

ralizado E = rTW,r . Usando o resultado da equacao 1.19

m=m,, = (GTW.G) 'GTW.d = G&d (1.35)
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e Energia minima ponderada: se o problema é completamente sub-determinado, em
algumas situagoes, é desejavel minimizar a energia ponderada, ou seja, minimizar L =
mTW,_ m, onde W,, é uma matriz diagonal, tendo em conta o procedimento para

obter o resultado 1.27, o modelo estimado seria:

m=W_'GT(GW_'GT)"'d = G&d (1.36)

e Comprimento minimo ponderado: Se a equagao Gm = d estiver completamente sub-
determinada, entao pode-se estimar os parametros do modelo escolhendo a solugao
mais simples, onde a simplicidade é definida pelo comprimento generalizado L =

(m — (m))TW,,(m — (m)) . Este procedimento leva a solucio (Menke, 2012):

m = (m) + W_'GT(GW_'GT) ' (d — G(m)) (1.37)

e Minimos quadrados ponderados amortecidos: Se a equagao Gm = d for ligeiramente
subdeterminada ou misto-determinada, pode ser resolvida minimizando uma com-
binacao de erro de predigao e comprimento da soluc¢ao, S(m) = E + AL. O parametro
A é escolhido por tentativa e o erro para produzir uma solucao que tenha um erro de
predicao razoavelmente pequeno. A equacao para a solucao, obtida ao minimizar S(m)

em relacao a m, é entao

m = (GTW,G + \W,,,) (GTW,.d + AW, (m)) (1.38)

1.2.2 Meétodos de solucao de sistemas lineares

A solucao de Sistemas lineares de grande porte estao presentes em varias areas do conhe-
cimento humano. Como exemplos em geofisica temos o processamento de dados sismicos,
modelagem de fluxo de dguas subterraneas, estimacao de velocidades do background e in-
versao de dados geofisicos entre outros. Um problema frequentemente encontrado na inversao
sismica e em outras aplicagoes de grande porte é que o volume de dados é tao grande que
as matrizes necessarias para a solugdo de minimos quadrados (LQ) ndo cabem na memdria
de um tnico computador. Grande parte do esforco computacional visa avaliar o operador

inverso generalizado G™8.

Os métodos de resolucao de sistemas lineares, que geralmente podem ser grandes, atin-
gindo milhares de incégnitas, esparsos, com diferentes tipos de simetria dependendo do
modelo matematico que os origina, podem ser agrupados em duas classes (Gardan, 1985;
Bjorck, 1996) o de métodos diretos e iterativos. Os métodos diretos caracterizam-se por

encontrar a solucao exata do sistema linear, exceto erros de arredondamento, através de um
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numero pré-definido de etapas. Os métodos iterativos buscam a solucao através de apro-
ximagoes sucessivas dos valores desconhecidos do sistema até que um limite de erro aceitavel

ou um numero maximo de iteracoes seja atingido.

Os problemas de minimos quadrados aparecem naturalmente quando se deseja estimar
valores de parametros de um modelo matematico a partir de dados medidos, que estao sujei-
tos a erros (Bjorck, 1996). Houve duas contribui¢oes fundamentais para a solugdo numérica
de problemas de minimos quadrados lineares no século passado: o primeiro foi o desenvol-
vimento da decomposicao QR que faz uma decomposicao de qualquer matriz quadrada real
G em um produto G = QR de uma matriz ortogonal Q e uma matriz triangular supe-
rior R, este método tem uma complexidade de O(n?). A depender das caracteristicas do
problema existem vérios métodos baseados em decomposicao QR (DQR) tais como: DQR
por transformagao Householder, Ortogonalizagao por Gram-Schmidt e seus variantes (tais
como Modificado de Gram-Schmidt, Gram-Schmidt com reortogonalizacdo), além de varias

implementagoes hibridas (Bjorck, 1996).

O segundo foi a decomposi¢ao em valores singulares (SVD) onde qualquer matriz G €
C™*" pode ser fatorada como G = UDVT, onde as matriz U € C™™ e V € C™" sdo
unitarias e D € R™*" é uma matriz com os valores singulares na diagonal principal e zero
nas demais entradas, o nimero de operacoes de ponto flutuante depende da implementacao

mas a complexidade esta na ordem de O(mn?).

No caso de uma matriz hermitiana e definida positiva, a decomposicao de Cholesky ou
fatoracao de Cholesky é uma boa opc¢ao, pois é aproximadamente duas vezes mais efici-
ente que a decomposicao LU para resolver sistemas de equagoes lineares, a complexidade

computacional das implementacoes do algoritmo ¢ da ordem O(n?) em geral (Bjorck, 1996).

O método de Gauss é um conhecido algoritmo direto de resolucao de sistemas de equacoes
lineares, cujas matrizes de coeficientes sao densas. Se um sistema de equagoes lineares é nao
singular, o método Gauss garante a resolucao do problema com o erro determinado pela
precisao do céalculo. O conceito principal do método é uma modificacao da matriz G por
meio de transformagoes equivalentes (que nao alteram a solugao do sistema) para uma forma
triangular. Depois disso, os valores das varidveis desconhecidas desejadas podem ser obtidos
diretamente de forma explicita. Outros métodos usados geralmente sao baseados na eli-
minacao Gaussiana, tais como: o método de Peters-Wilkinson para sistemas nao simétricos,
a solucao pseudo-inversa da decomposigao LU, o método do sistema aumentado (para evitar

o célculo explicito de GTG) entre outros.

Em principio, qualquer método iterativo para sistemas lineares definidos simétricos po-

sitivos pode ser aplicado ao sistema de equagoes normais (EN) GTGm = GTd. A formagcao
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explicita da matriz GTG pode ser evitada usando a forma fatorada das equacdes normais
GT(Gm — d) = 0. Trabalhar apenas com G e GT separadamente tem duas vantagens im-
portantes. Primeiro, assim como nos métodos diretos, uma pequena perturbacao em GTG,
por exemplo, por arredondamento, pode mudar a solugao muito mais do que perturbacoes

de tamanho semelhante na prépria G. Em segundo lugar, evitamos o calculo explicito de

GTG (Bjorck, 1996).

A principal desvantagem dos métodos iterativos é a sua fraca robustez e muitas vezes uma
gama limitada de aplicabilidade. Freqiientemente, um método iterativo especifico pode ser
considerado muito eficiente para uma classe especifica de problemas, mas se usado para outros
casos, pode ser excessivamente lento ou nao convergir (Bjorck, 1996). Métodos iterativos
pré-condicionados, baseados na fatoracao aproximada, podem ser considerados como uma

combinagao entre solucionadores diretos e iterativos.

O método do gradiente conjugado (GC) é um dos algoritmos iterativos mais conhecidos.
Este método pode ser usado para resolver um sistema linear simétrico positivo definido de
equagoes de alta dimensionalidade. Como na aritmética exata ele converge em no maximo n
passos (para um sistema n x n), foi inicialmente considerado um método direto. No entanto,
a terminagao finita nao se aplica ao arredondamento, e o método comegou a ser amplamente
utilizado em meados dos anos setenta, quando se percebeu que deveria ser considerado um
método iterativo. (Bjorck, 1996).

Outra classe de algoritmos sao os recursivos, onde destaca o algoritmo proposto por
Levinson, 1946, e melhorado por Durbin, 1960, que resolve recursivamente o sistema linear

Am = b, sendo A uma matriz n x n Toeplitz simétrica.

O algoritmo foi melhorado por Trench, 1964, para resolver o sistema linear em 4n?
operacoes e depois otimizado por Zohar, 1969, para 3n? multiplicacoes. A recursao de Le-
vinson (LR) é usada extensivamente na andlise de sinais e no processamento de dados em
Geofisica. A principal vantagem é sua eficiencia computacional. A maioria das aplicagoes
estao relacionadas com processamento de dados sismicos e de-convolucao preditiva (Robin-
son, 1957; Wiggins e Robinson, 1965; Treitel e Robinson, 1966; Peacock e Treitel, 1969;
Claerbout, 1976; Robinson, 1983; Berkhout, 1977; Porsani e Ursin, 2007).

Uma extensao do algoritmo de Levinson foi proposta por Porsani e Ulrych, 1991. Eles
desenvolveram uma modificagao da LR no qual o sistema de equacoes nao possuem esta
simetria especifica (nao-Toeplitz), em particular para as EN do problema de MQ. A ideia
fundamental desta extensao do algoritmo tipo-Levinson é o calculo de uma solugao de ordem
Jj baseada em duas solugoes independentes referidas a solugdes direta e reversa (F&B forward

and backward) de ordem j — 1 e qualquer combinagao linear delas, associadas a dois sub-
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sistemas de ordem menor. Esse novo algoritmo possibilita reutilizar as solugoes parciais de
um problema caso outro tenha colunas em comum, e evita o calculo da inversa de matrizes.
No caso em que a matriz dos coeficientes nao possui alguma estrutura especial, o niimero
de multiplicagoes e divisoes necessaria na inversao é n® — 2n? + 4n ou seja O(n?). Essa me-
todologia se reduz a LR classica sempre que a matriz dos coeficientes é Toeplitz simétrica.
Em resumo, usando o principio de Levinson para todos os subsistemas menores, Porsani e
Ulrych, 1991, desenvolveram uma abordagem tipo-Levinson para a solucao de sistemas de
equacoes que nao necessariamente possuem a estrutura Toeplitz. De acordo com o LR, a

solugao é obtida sem conhecer a inversa da matriz dos coeficientes.

Porsani et al., 2010, propuseram um método para solucao MQ de sistemas lineares bloco-
particionados, sobre-determinado ou subdeterminados, que apresenta grande potencial para
a utilizacao de multiprocessadores permitindo que a solugao do sistema possa ser obtida de
forma rapida. O método é particularmente 1til para o desenvolvimento de algoritmos para
resolucao de grandes sistemas, associados a problemas de geofisica direta e inversa. Esse
algoritmo tem como objetivo resolver problemas M(Q de grande porte, nos quais a meméria
de um unico computador nao suporta as matrizes envolvidas. Nesse caso, o principio basico
utilizado na recursao de Levinson também foi usada para possibilitar a construcao da solucoes
de maior ordem a partir das menores, permitindo assim o uso de multiplos processadores.

Este método serd abordado no capitulo 2 deste documento.

1.3 Ambiente de Desenvolvimento

Nesta secao é apresentado o ambiente computacional de desenvolvimento do trabalho.
Sao abordados aspectos bésicos relativos a arquitetura computacional e aos computadores
usados no desenvolvimento desta pesquisa, além de uma breve descricao das ferramentas

(APT e bibliotecas) de programagcao usadas.

A nova implementacao proposta nesse trabalho foi desenvolvida para uma exploracao
eficiente do paralelismo em sistemas SMP (Shared Memory multiProcessor), clusters de PCs
multiprocessados e especialmente para uso de GPU. Neste secao sao abordados, de forma
resumida, conceitos relativos a arquitetura utilizada, bem como as ferramentas usadas para

a exploracao do paralelismo.
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1.3.1 Computadores paralelos

Um computador paralelo é formado por um conjunto de processadores que trabalham

em conjunto na solu¢ao de um determinado problema (Foster, 1995).

O paralelismo pode ser introduzido em varios niveis e classificados em funcao de seu
nivel de acoplamento, desde os mais fortemente acoplados, aqueles que usam o paralelismo
no chip, até os mais fracamente acoplados (computacao em grade). Na Figura 1.1 é resumido

e ilustrado esse espectro (Tanenbaum e Austin, 2012).

Memoria
privada Computador
Memoria compartilhada X \
Coprocessador
Thread
\ \ CPU

) I%l 177 Inter-
$3 - et
CPU / /‘ C%:L'J @ >

CPU principal CPU

Fortemente acoplado Fracamente acoplado

_—; -

(@) (b) () (d) (e)

Figura 1.1: (a) Paralelismo no chip. (b) Um coprocessador. (¢) Um multiprocessador. (d)
Um multicomputador. (e) Uma grade

Quando duas CPUs ou elementos de processamento estao proximos, tém alta largura
de banda (bandwidth), baixo atraso entre eles, sdo computacionalmente intimos e estao
fortemente acoplados. Por outro lado, quando estao distantes, tém baixa largura de banda

e alto retardo e sao computacionalmente remotos, sao considerados fracamente acoplados
(Tanenbaum e Austin, 2012).

O paralelismo no nivel mais baixo (e mais fortemente acoplado), ele pode ser adicionado
ao chip da CPU (Figura 1.1a), usando, por exemplo, recursos especiais que permitam que
lide com vérios threads ! de controle ao mesmo tempo. Finalmente, varias CPUs podem ser

colocadas juntas no mesmo chip. No préximo nivel, placas de CPU extras com capacidade

'Uma thread pode ser definido como um fluxo de instrucdo independente (Chapman et al., 2008)
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de processamento adicional podem ser adicionadas a um sistema -Coprocessadores- (Figura
1.1b). Normalmente, essas CPUs plug-in tém fungoes especializadas, como processamento
de pacotes de rede, processamento de multimidia (como as GPU) ou criptografia. O préximo
nivel é logrado al replicar CPUs inteiras e fazer com que todas funcionem juntas de forma
eficiente. Essa ideia leva a grandes multiprocessadores e multicomputadores (computadores
em cluster, Figura 1.1c e d). Finalmente, agora é possivel unir organizagoes inteiras pela
Internet para formar grades de computagao fracamente acopladas (Figura 1.1e) (Tanenbaum
e Austin, 2012).

De acordo com a organizacao da memoria os computadores paralelos podem ser dividi-
dos em dois grupos: maquinas com meméria compartilhada (Figura 1.1c¢) e maquinas com
memdria distribuida (Figura 1.1d), nas quais cada processador possui uma memdria prépria
e a comunicacao entre os processadores é feita através de uma rede de interconexao. A
organizacao da memoria e a forma como os processadores se comunicagao entre si é de fun-
damental importancia para o projeto e desenvolvimento de aplicacoes paralelas, devido que
cada arquitetura é mais adequada para certos tipos de problemas e é nao é adequado para

outros tipos de problemas (Kaminsky, 2009).

Nas secoes 1.3.1.1 e 1.3.1.2 sao introduzidos conceitos sobre maquinas com meméria
compartilhada e maquinas com memoria distribuida, respectivamente. Na secao 1.3.1.4 sao
introduzidos conceitos sobre clusters de PCs hibridos, um dos ambiente de desenvolvimento
usado neste trabalho, uma vez que possuem memoéria compartilhada entre os processadores
de cada nodo e meméria distribuida entre os nés do clusters. Generalidades sobre as GPU
sao presentadas na secao 1.3.1.3 e na secao 1.3.2 sao apresentados os computadores usados

neste trabalho.

E perfeitamente possivel escrever programas paralelos usando uma linguagem de pro-
gramacao padrao e fungoes genéricas do kernel do sistema operacional. No entanto, os
programas paralelos geralmente nao sao escritos dessa maneira, por dois motivos. Primeiro,
algumas linguagens de programacao populares que se beneficiam da programacao paralela
(como Fortran e C para computacao cientifica) ndo oferecem suporte a programagao maulti-
thread e a programacao em rede. Em segundo lugar, o uso de bibliotecas de baixo nivel
para thread e soquet aumenta o esforco necessério para escrever um programa paralelo. E
preciso muito esforco para escrever o cédigo que configura e coordena os varios threads de um
programa paralelo SMP ou para escrever um codigo que configura conexoes de rede e envia e
recebe mensagens para um programa paralelo de cluster. Os usuarios de programas paralelos
estao interessados em resolver problemas de seu interesse, entao, para escrever um programa

paralelo, geralmente se prefere usar uma biblioteca de programacao paralela. A biblioteca
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encapsula o cédigo baixo nivel e de rede que é o mesmo em qualquer programa paralelo,
apresentando abstragoes de programagcao paralela de alto nivel e faceis de usar (por exem-
plo OpemMP para sistemas de memoria compartilhada e MPI para sistemas de memoria
distribuida). Entao, pode-se dedicar a maior parte do esfor¢o de programacao paralela para
resolver seu problema usando essas abstragoes (Kaminsky, 2009). Além disso, existem bi-
bliotecas de alto desempenho com fines especificos, como por exemplo SCALAPACK com
rutinas de algebra linear desenhadas para computadores com meméria distribuida que tem
encapsuladas todas as fungoes MPI (Dongarra, 1994). Na segao 1.3.3 é apresentado consi-

deracoes bésicas das bibliotecas usadas neste trabalho.

1.3.1.1 Computador paralelo com multiprocessador de memoria compartilhada
(SMP)

Um computador paralelo com multiprocessador de memoria compartilhada (Shared Me-
mory multiProcessor - SMP) é um sistema multiprocessador simétrico. Para obter ganhos
de desempenho além do possivel em uma unica CPU, os arquitetos de computador repli-
caram a CPU, resultando em um multiprocessador simétrico. E chamado de “simétrico”
porque todos os processadores sao idéenticos. Cada processador é uma CPU completa com
sua préopria unidade de instrugao, unidades funcionais, registros e cache. Todos os pro-
cessadores compartilham a mesma memoria principal e periféricos. O computador atinge
maior desempenho executando varios threads de execucao simultaneamente, um em cada

processador (Kaminsky, 2009).

O cache é um buffer de meméria pequena e de velocidade muito alta entre a meméria
principal e o processador. Os dados sao copiados da memoria principal para o cache e
retornados em blocos de dados contiguos, cujo tamanho depende da méquina. Um bloco de
dados ¢ armazenado em uma linha de cache e pode ser despejado do cache se outro bloco de
dados precisar ser armazenado na mesma linha. A estratégia para substituir dados no cache
¢é dependente do sistema. Como o cache é geralmente construido a partir de componentes de
memoéria muito caros, ele é substancialmente menor que a memoria principal. No entanto,
os tamanhos de cache estao crescendo e, em algumas plataformas, pequenos conjuntos de
dados podem caber inteiramente no cache. Sem o cache, um programa gastaria a maior parte
do tempo de execucao aguardando a chegada dos dados, ja que as velocidades da CPU sao
significativamente mais rapidas do que os tempos de acesso a memoria. Os computadores
podem ter varios niveis de cache, sendo que os mais proximos da CPU sao menores, mais
rapidos e mais caros do que os mais préoximos da memdria principal. Os dados sao copiados

entre os niveis (Chapman et al., 2008).
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A execugao de um programa paralelo em um computador paralelo SMP consiste em um
processo com varios threads, um thread em execucao em cada processador. O programa e
os dados do processo residem na memoria principal compartilhada. Como todos os threads
estao no mesmo processo, todos os threads fazem parte do mesmo espago de enderego (address
space), portanto, todos os threads acessam o mesmo programa e dados. Cada thread executa
sua parte do calculo e armazena seus resultados nas estruturas de dados compartilhadas. Se
os threads precisam se comunicar ou coordenar uns com os outros, eles o fazem lendo e

gravando valores nas estruturas de dados compartilhadas (Kaminsky, 2009).

O uso de memoria compartilhada permite uma transicao mais natural de ambientes
monoprocessados, menor custo de comunicacao e a eliminagao da necessidade de tarefas
como particionamento de dados e ferramentas predefinidas para o balanceamento de carga
(Chapman et al., 2008).

Virias APIs foram desenvolvidas para oferecer suporte para a criacao e manipulagao de
threads. Entre as quais, se destacam Pthreads e OpenMP; Pthreads (baixo nivel) requer
que o programador especifique explicitamente o comportamento de cada thread. O OpenMP
(alto nivel), por outro lado, as vezes permite ao programador simplesmente afirmar que um
bloco de cédigo deve ser executado em paralelo, e a determinacao precisa das tarefas e qual

thread deve executa-las é deixada para o compilador (Chapman et al., 2008).

1.3.1.2 Computador paralelo de memoéria Distribuida, Clusters

Em Computadores paralelos com memdria distribuida (multicomputadores), cada pro-
cessador possui uma memoéria propria, que nao pode ser acessada de forma direta por outro
processador (Tanenbaum e Austin, 2012). Cada processador esta conectado aos outros por
meio de uma rede dedicada de alta velocidade. Todos os processos executam o mesmo pro-
grama, uma cépia do qual reside na memoria de cada processo. Os dados do programa sao
divididos em partes; uma parte diferente reside no espaco de endereco de cada processo. Cada
processo executa sua parte do cédlculo e armazena seus resultados nas estruturas de dados
de sua propria memoria local. Se um processo precisa de um dado que reside no espago de
endereco de outro processo, o processo que possui os dados envia uma mensagem contendo
os dados por meio da rede para o processo que precisa dos dados. Os processos também

podem trocar mensagens para se coordenar entre si, sem transferir dados (Kaminsky, 2009).

A principal limitacao no uso do paradigma de troca de mensagens é o alto overhead *

na comunicacao e sincronizagao dos processos. O alto overhead dificulta, ao programador, o

20 owverhead descreve o perfodo de tempo em que um processador estd ocupado enviando ou recebendo
uma mensagem; durante esse tempo, nenhum outro trabalho pode ser executado por esse processador.
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desenvolvimento de aplicagoes de alto desempenho, podendo, até mesmo, tornar inviavel o
uso da troca de mensagens em aplicagoes com grande dependéncia entre as operagoes. Para
um méaximo desempenho, nao é suficiente equipar um cluster com processadores rapidos.
Também é importante que a rede do cluster tenha trés caracteristicas: baixa laténcia, ® alta

largura de banda * e alta largura de banda de bisse¢ao ° (Kaminsky, 2009).

Embora as aplicacoes que utilizam troca de mensagens sejam proprias para ambientes de
memoria distribuida, isso nao impede que sejam executadas em computadores paralelos com
memoria compartilhada. Porem, nao aproveitam a principal vantagem desse tipo de sistema,
que é o uso de uma memoria comum para a comunicacao entre os processadores. Apesar
do alto custo de comunicagao, o uso do modelo de troca de mensagens tem crescido muito
nos ultimos anos. Um dos maiores motivos pela difusao desse modelo é a disponibilidade de
um grande nimero de bibliotecas que oferecem servigos de troca de mensagens. Das quais

destaca-se o MPI (Message Passing Interface)

Para alguns autores, um outro problema do paradigma de troca de mensagens é que esse
¢ mais complexo e dificil de programar, quando comparado ao uso de meméria comparti-
lhada. Uma alternativa para esse problema é o uso de ferramentas que permitem simular um
ambiente de memdria compartilhada em ambientes com memdéria distribuida. Essas ferra-
mentas sdo chamadas de DSM (Distributed Shared Memory) e adicionam custos que podem

diminuir o desempenho da aplicagao (Tanenbaum e Austin, 2012).

1.3.1.3 Coprocessador: GPU (Graphics Processing Unit)

Um computador pode ser acelerado com a adi¢ao de um segundo processador especiali-
zado. Esses coprocessadores véem em muitas variedades, de pequeno a grande porte e atuam
em diferentes dreas, das quais se destacam: processamento de rede (para lidar com o trafego
de alta velocidade), multimidia (para lidar com processamento grafico de alta resolucao,
como renderizagao 3D fazendo uso de GPUs) e criptografia (para lidar com a computagao
necessaria para criptografar dados com seguranca, para transmissao ou armazenamento e,

em seguida, descriptografd-los mais tarde) (Tanenbaum e Austin, 2012).

Atuando como coprocessador da CPU principal, a GPU é um chip especializado que

lida com calculos de renderizacao de graficos em velocidades muito altas. A CPU envia co-

3Laténcia refere-se a quantidade de tempo necesséria para iniciar uma mensagem, independentemente do
tamanho; depende dos protocolos de hardware e software usados na rede, baixa Laténcia e o ideal.

4A largura de banda, medida em bit por segundo, é a taxa na qual os dados sdo transmitidos assim que
uma mensagem € iniciada, o melhor é uma grande largura de banda

5A largura de banda de bissecdo, também medida em bit por segundo, refere-se & taxa total na qual os
dados podem ser transferidos se metade dos nés no cluster estiver enviando mensagens para a outra metade.
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mandos de alto nivel a GPU para desenhar linhas e preencher formas com sombreamento e
iluminagao realistas; a GPU entao calcula a cor de cada pixel e direciona a exibicao. Como os
pixels podem ser calculados de forma independente, a GPU normalmente tem varios nicleos
de processamento e calcula varios pixels em paralelo. Os programadores perceberam que as
GPUs podem ser usadas para fazer calculos paralelos, além da renderizacao de pixels e até
criaram um acronimo para isso: GPGPU (General-Purpose computing on Graphics Proces-
sing Units), ou computagao de proposito geral em unidades de processamento grafico. Em
resposta, os fornecedores de GPU reempacotaram suas placas graficas como coprocessado-
res massivamente paralelos de uso geral, completos com memoria compartilhada on-board e

APIs para programagao paralela na GPU. (Kaminsky, 2009).

De modo geral, quando um usuario decide processar um programa em um acelerador

(por exemplo em uma GPU), o programa é processado em trés etapas (Kale, 2019):

e Primeiro, os dados necessdrios sdo transferidos para a memoéria do dispositivo (a

memoéria do acelerador).
e Entao, usando os dados na memoria do dispositivo, o acelerador executa o programa.

e Apos que os dados sao processados, e o acelerador retorna o resultado para a CPU.

A GPU é famosa por sua capacidade de processamento paralelo. Se um algoritmo requer
pouca ou nenhuma comunicagao entre os threads, a GPU pode oferecer um aumento signifi-
cativo de velocidade em comparacao com a CPU. A GPU néao é boa executando programas
com muitas ramificagoes e comunicacoes, alguns algoritmos nao otimizados podem até ser
mais lentos em uma GPU do que em uma CPU. O desempenho da GPU varia para diferentes
tamanhos de carga de trabalho. Se a carga de trabalho for muito pequena, a GPU nao sera

capaz de atingir seu potencial de desempenho total (Kale, 2019).

Quando se quer programar uma GPU, podemos escolher trés abordagens que diferem,
pelo nivel de controle que fornecem sobre o hardware e pelo nimero de linhas de cédigo
que voce precisa escrever: abordagens de baixo nivel, diretivas de compilador e bibliotecas.
Abordagens de baixo nivel, como CUDA, fornecem mais controle sobre o hardware. Para
programar o mesmo algoritmo, as abordagens de nivel superior nos permitem escrever menos
coddigo do que as abordagens de baixo nivel. Um ponto importante a ser mencionado é que
vocé nao precisa se comprometer com uma abordagem em vez de outra. Vocé pode misturar

abordagens diferentes, pois elas podem interoperar juntas.

1.3.1.3.1 Abordagens de baixo nivel, CUDA e OpenCL. NVIDIA CUDA é um

dos frameworks mais populares na categoria de baixo nivel. CUDA é uma plataforma para-
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lela criada e de propriedade da NVIDIA. Isso também significa que CUDA ¢é uma estrutura
proprietaria voltada apenas para plataformas de computacao NVIDIA. Agora, o OpenCL
permite programar diferentes GPUs e aceleradores, como DSPs (Digital Signal Processors)
e FPGAs (Field-Programmable Gate Arrays). O padrao, mantido por um consércio da
industria chamado Khronos Group ¢ , permite que os programadores escrevam seus progra-
mas de aplicativos em linguagens C/C ++ que s@o executados em uma ampla variedade de
dispositivos produzidos por diferentes fornecedores , alcancando portabilidade do cédigo do
aplicativo. Ele oferece suporte a modelos de computacao paralelos de dados e de tarefas

paralelas. CUDA e OpenCL tém muitos conceitos comuns (Kale, 2019).

1.3.1.3.2 Abordagens por diretivas de compilador. Na abordagem da diretiva do
compilador, o programador introduz anotagoes no cédigo, chamadas diretivas do compilador
ou pragmas, para informar ao compilador qual parte do cédigo deve ser executada na GPU. A
API OpenACC usa esta abordagem. OpenACC é semelhante ao OpenMP (para a aceleragao
en computadores com multiprocessadores e meméria compartilhada), mas visa a aceleracao

dispositivos como GPUs.

1.3.1.3.3 Abordagens por bibliotecas. Também existem bibliotecas que podem ser
usadas para programacao em GPU. As duas bibliotecas mais populares sao Thrust e Ar-
rayFore. Thrust é uma biblioteca C++4-, e é basicamente uma biblioteca padronizada C++
Standard (STL) para GPU. Além disso, ArrayFire é uma biblioteca de fungoes de cédigo
aberto abrangente com interfaces para C, C++, Java, R e Fortran. Ele se integra a qualquer

aplicativo CUDA e contém uma API baseada em array para facil programacao.

Tem outras para finalidades especificas, tais como: Bibliotecas Matematicas (CUDA
Math Library, cuBLAS, cuFFT, cuRAND, cuSOLVER, cuSPARSE, cuTENSOR, AmgX,
MAGMA, IMSL Fortran Numerical Library, CHOLMOD); Bibliotecas de aprendizado pro-
fundo (cuDNN, NVIDIA TensorRT, NVIDIA Jarvis, NVIDIA DeepStream SDK, NVIDIA
DeepStream SDK, NVIDIA DALI, OpenCV) entre muitas outras.

Neste trabalho, nos usamos a biblioteca MAGMA (Matrixz Algebra on GPU and Multicore

Architectures), da cual falaremos na se¢ao 1.3.3.8.

6Maiores informacoes em: https://www.khronos.org/opencl/
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1.3.1.4 Computadores Paralelos Hibridos

Um computador paralelo hibrido é um cluster em que cada processador é uma maquina
SMP. Em outras palavras, é uma combinagao de cluster e computadores paralelos SMP. Um
computador paralelo hibrido tem memoria compartilhada e memoria distribuida. Um com-
putador paralelo hibrido é programado usando uma combinacao de técnicas de programacao
paralela para cluster e SMP. Como um computador paralelo em cluster, cada computador
executa um processo separado com seu préprio espaco de endereco. Cada processo exe-
cuta uma copia do mesmo programa e cada processo possui uma parte dos dados. Por sua
parte, como um computador paralelo SMP, cada processo, tem varios threads, um thread
em execucao em cada CPU. Threads no mesmo processo compartilham o mesmo espacgo de
endereco e podem acessar suas proprias estruturas de dados compartilhadas diretamente.
Threads em processos diferentes devem enviar mensagens entre si para transferir dados (Ka-

minsky, 2009).

1.3.2 Computadores Utilizados

Nesta secao, daremos a conhecer as especificagoes técnicas mais relevantes dos compu-

tadores usados.

1.3.2.1 Marreca

A MARRECA é um computador do tipo SMP com um coprocessador GPU. Ela esta equi-
pada com um Processador Intel®) Xeon®) E5-2643 v3, e tem instalada 524 GB de memdria

RAM, na tabela 1.1 sao apresentados os principais especificacoes técnicas do processador.
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Item Valor
Architecture: x86_64

CPU op-mode(s): | 32-bit, 64-bit
Byte Order: Little Endian
Thread(s) per core: | 2

Core(s) per socket: | 6

Socket(s): 2

NUMA node(s): 2

CPU family: 6

Model name: Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2643 v3 @ 3.40GHz
Stepping: 2

CPU MHz: 1200.000
BogoMIPS: 6783.80
Virtualization: VT-x

L1d cache: 32K

L1i cache: 32K

L2 cache: 256K

L3 cache: 20480K

Tabela 1.1: Especificagoes técnicas principais do processador do computador MARRECA

A maquina esta equipada com um coprocessador (Acelerador) GPU NVIDIA Tesla K40c,

cujas caracteristicas principais sao observadas na Tabela 1.2.

Memory bandwidth for board (ECC off)

Item Valor

Peak double-precision floating point performance (board) 1.43 Ttlops
flopsPeak single-precision floating point performance (board) | 4.29 Tflops
GPU 1 x GK110B
CUDA cores 2,880
Memory size per board (GDDRS5) 12 GB

2,288 Gbytes/sec

Tabela 1.2: Especificagoes técnicas principais do coprocessador Tesla K40c do computador

MARRECA

1.3.2.2 Cluster Aguia

Cada maquina da AGUIA tem nds com processadores e memoria RAM diferentes, mais

nos testes s foram usados os nés com 24GB de RAM e com processadores com as seguintes

caracteristicas (Tabela 1.3):
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Item Valor
Architecture: x86_64

CPU op-mode(s): | 32-bit, 64-bit
Byte Order: Little Endian
Thread(s) per core: | 2

Core(s) per socket: | 4

CPU socket(s): 2

NUMA node(s): 2

model name : Intel(R) Xeon(R) CPU E5620 @ 2.40GHz
CPU family: 6

Model: 44

Stepping: 2

CPU MHz: 1600.000
BogoMIPS: 4799.88
Virtualization: VT-x

L1d cache: 32K

L1i cache: 32K

L2 cache: 256K

L3 cache: 12288K

Tabela 1.3: Especificagbes técnicas principais dos nds da Aguia

1.3.2.3 Cluster OGUN

O HPC OGUN é um cluster hibrido e heterogéneo (que usam mais um tipo de pro-
cessadores). Faremos referéncia sé a os nds que usamos neste trabalho: para os testes de
memoria compartilhada e distribuida usamos a particao (fila) standard, que tem CPU com
caracteristicas descritas no paragrafo 1.3.2.3.1; para os testes usando GPU, o cluster tem
uma particao (fila) especial chamada gpu que tem 2 CPU com caracteristicas descritas no

paragrafo 1.3.2.3.2.

1.3.2.3.1 No6s sem GPU, particao standard Esta particao tem 46 nés, onde cada
no estd equipado com um Processador Intel(R) Xeon(R) Gold 6148 (40 cores, 80 threads )
onde cada nodo tem instalada 196 GB de memoria RAM, na tabela 1.4 sao apresentados os

principais especificagoes técnicas do processador.

1.3.2.3.2 No6s com GPU, particao gpu Esta particao tem 2 nds, onde cada né esta
equipado com um Processador Intel(R) Xeon(R) CPU E5-2698 v4 (40 cores, 80 threads )
onde um dos noés tem instalada 260 GB e o outro 98GB de memodria RAM, na tabela 1.4 sao

apresentados os principais especificacoes técnicas do processador.
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Cada nodo esta equipado com um coprocessador (Acelerador) GPU NVIDIA P100
NVLINK, com 16GB de memoéria. As caracteristicas principais sao observadas na Tabela
1.5.

Item Valor (P standar) Valor (P gpu)
Architecture: x86_64 x86_64

CPU op-mode(s): 32-bit, 64-bit 32-bit, 64-bit
Byte Order: Little Endian Little Endian
Thread(s) per core: | 2 2

Core(s) per socket: | 20 20

Socket(s): 2 2

NUMA node(s): 2 2

Vendor ID: Intel(R) Intel(R)
Model name: Xeon(R) Gold 6148 CPU | Xeon(R) CPU E5-2698 v4
Stepping: 4 1

CPU MHz: 2401.0000 2473.539
CPU max MHz: 2401,0000 3600,0000
CPU min MHz: 1000,0000 1200,0000
BogoMIPS: 4800.00 4399.95
Virtualization: VT-x VT-x

L1d cache: 32K 32K

L1i cache: 32K 32K

L2 cache: 1024K 256K

L3 cache: 28160K 51200K

Tabela 1.4: Especificagoes técnicas principais dos nés com e sem GPU (Parti¢oes standar e
gpu) do super computador OGUM

Item Valor
Double-Precision Performance 5.3 teraFLOPS
Single-Precision Performance 10.6 teraFLOPS
NVIDIA CUDA®) Cores 3584

NVIDIA NVLink Interconnect Bandwidth | 160 GB/s

PClIe x16 Interconnect Bandwidth 32 GB/s
CoWoS HBM2 Stacked Memory Capacity 16 GB

CoWoS HBM2 Stacked Memory Bandwidth | 732 GB/s

Tabela 1.5: Especificagoes técnicas principais do coprocessador NVIDIA P100 NVLINK dos
n6s GPU do Supercomputador OGUN (SENAI SIMATEC)
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1.3.3 Bibliotecas de programacao

Na secao 1.3.1 foram descritos sistemas de memoria de compartilhada, de memoria dis-
tribuida, hibridos e acelerados com um coprocessador GPU. Para cada um dos sistemas o
paralelismo pode ser explorado de forma intra-nodal (SMP) , inter-nodal ( Clusters), usando
a capacidade do coprocessador ou todo junto. Existem diferentes bibliotecas que permitem
uma exploracao eficiente do paralelismo. Nesta secao consiste em fazer uma breve apre-

sentacao das bibliotecas adotadas neste trabalho para a exploracao do paralelismo.

1.3.3.1 BLAS

A biblioteca BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) sao rotinas de baixo nivel que
fornecem blocos de construcao padrao para realizar operagoes basicas de vetores e matrizes.
O BLAS de nivel 1 realiza operagoes escalares e vetoriais, ja o BLAS de nivel 2 realiza
operacoes de matriz-vetor e por ultimo o BLAS de nivel 3 realiza operacoes de matriz-matriz.
As rotinas tém ligagoes para C (“interface CBLAS”) e Fortran (“interface BLAS”). Como as
rotinas BLAS sao eficientes, portateis e amplamente disponiveis, eles sao comumente usados
no desenvolvimento de software de algebra linear de alta qualidade, LAPACK, por exemplo.
A interface foi padronizada pelo BLAS Technical (BLAST) Forum, cujo ultimo relatério
BLAS pode ser encontrado no site netlib (BLAS, 2021).

A maioria das bibliotecas que oferecem rotinas de algebra linear sao congruentes com
a interface BLAS, permitindo que os usuarios da biblioteca desenvolvam programas que
sao indiferentes a biblioteca BLAS que esta sendo usada. Exemplos de bibliotecas BLAS
incluem: BLIS 7 ,OpenBLAS ; ATLAS ® e Intel Math Kernel Library (MKL).

1.3.3.2 OpenBLAS

OpenBLAS é uma biblioteca de cédigo aberto (Open souce) que explora a paralelismo
usando processadores multi-core em sistemas SMP. E uma implementagao da biblioteca
BLAS otimizada manualmente para muitas das arquiteturas populares, incluindo Intel Sandy

Bridge, Loongson, Haswell entre muitas otras. OpenBLAS e baseado no GotoBLAS2, que

"BLIS (BLAS-like Library Instantiation Software) é uma framework de software portatil para instanciar
bibliotecas de dlgebra linear densa semelhante a BLAS de alto desempenho. A estrutura foi projetada para
isolar kernels essenciais de computagao que, quando otimizados, permitem imediatamente implementacoes
otimizadas da maioria de suas operacoes comumente usadas e intensivas em computacao. BLIS é escrito em
ISO C99. Ele esta disponivel em https://github.com/flame/blis .

8ATLAS (Automatically Tuned Linear Algebra Software) é uma biblioteca portétil que se otimiza auto-
maticamente para uma arquitetura arbitraria. No momento, ele fornece interfaces C e Fortran77 para uma
implementacao de BLAS portavelmente eficiente, bem como algumas rotinas do LAPACK. Disponivel em
http://math-atlas.sourceforge.net/
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foi criado por Kazushige Goto no Tezas Advanced Computing Center (Goto e Van De Geijn,
2008) ?.

Os desenvolvedores do OpenBLAS reportaram que para algumas fungoes de algebra li-
near (com matrizes densas) superam as implementagoes das bibliotecas Intel MKL e ATLAS,
nos processadores Intel Sandy Bridge e AMD Piledriver (Wang et al., 2013).

1.3.3.3 LAPACK

LAPACK (Acronimo para Linear Algebra PACKage) é uma biblioteca portatil (Original-
mente escrita en FORTRAN 77 e atualizada a FORTRAN 90 em 2008) de élgebra linear para
uso eficiente em uma variedade de computadores de alto desempenho, é usada para resolver
equagoes lineares, problemas de autovalores/autovetores, problemas de minimos quadrados
lineares e problemas de valores singulares. A principal metodologia para fazer os algorit-
mos rodarem mais rapido é reestruturd-los para realizar operagoes de matriz de bloco (por
exemplo, multiplicagdo de matriz-matriz) em seus loops internos. Essas operagoes de bloco
podem ser otimizadas para explorar a hierarquia de memoria de uma arquitetura especifica.
O LAPACK, foi projetado para explorar efetivamente a memoria caches em arquiteturas
modernas e, portanto, pode executar ordenes mais eficientemente, dada uma implementacao
BLAS optimizada (por exemplo OpenBlas) (Anderson et al., 1999; LAPACK, 2021). LA-
PACK também foi estendido para rodar em sistemas de memoéria distribuida em pacotes
posteriores, como ScaLAPACK e PLAPACK.

1.3.3.4 OpenMP

OpenMP (Open Multi-Processing) é¢ uma API ' para desenvolvimento de aplicagoes pa-
ralelas que fazem uso de meméria compartilhada (SMP) e fornece um conjunto de primitivas
para criagao, manipulagao e gerenciamento de threads. OpenMP nao é uma nova linguagem
de programagao. Em vez disso, é uma notagdo que pode ser adicionada (geralmente com
modificagoes minimas no c6digo) para especificar paralelismo de alto nivel em programas
sequenciais Fortran, C ou C +4 para descrever como o trabalho deve ser compartilhado
entre threads que serao executados em diferentes processadores ou nicleos e para solicitar

acessos a dados compartilhados conforme seja necessario (Chapman et al., 2008).

Em OpenMP o paralelismo pode ser obtido em dois diferentes niveis. Em um primeiro

nivel, através da paralelizagao de loops (loop level). Neste nivel basta informar ao compilador

9A biblioteca OpenBLAS esta disponfvel em: https://www.openblas.net/.
10Gerenciado pelo consércio de tecnologia sem fins lucrativos OpenMP Architecture Review Board ou
OpenMP ARB. Maiores informagoes em: https://www.openmp.org/
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o inicio e o fim do cédigo (loops) a ser paralelizado e o numero de threads que executarao o
loop. Nesta forma de paralelizacao a geracao do codigo paralelo é feita pelo préprio compila-
dor. Cabe ressaltar que, um loop no qual os resultados de uma ou mais iteragoes dependem
de outras iteracoes nao pode, em geral, ser corretamente paralelizado pelo OpenMP. E res-
ponsabilidade do programador definir o escopo das varidveis (refere-se ao conjunto de threads
que podem acessar a variavel em um bloco paralelo: compartilhada ou privada) e se o loop
precisa de alguma reducao intermediaria ou no final do loop, entre outras consideragoes. O
segundo nivel é uma paralelizacao de um bloco (parallel region) e é mais abrangente, e pode
ser utilizado para atribuir pecas distintas de trabalho aos threads individualmente. Essa
abordagem ¢é adequada quando calculos independentes e a ordem em que sao realizados é
irrelevante. Nesse nivel, tem-se uma programagao semelhante a biblioteca Pthreads (embora
facilitada pelas diretivas do OpenMP) cabendo ao programador o gerenciamento de segoes

criticas, cuidados com condigoes de corrida, etc. (Chapman et al., 2008).

1.3.3.5 MPI

MPI (Message Passing Interface) é um padrao que permite gerenciar processos e trocas
de mensagens, ela é usada para programar sistemas de memoria distribuida. E portatil e
(tem multiplas implementagdes, MPICH entre elas; um programa MPI correto deve ser capaz
de ser executado em todas as implementacoes MPI sem alteragoes. Assim como OpenMP,
MPI nao é uma nova linguagem de programagao. Ele define fun¢des que podem ser chamadas
a partir de programas escritos em C, C ++ e Fortran. A criacao de um programa paralelo
baseado en MPI normalmente requer uma grande reorganizacao do codigo sequencial original.
O esforco de desenvolvimento pode ser grande e complexo em comparacao com OpenMP.
MPI permite maior escalabilidade do que o OpenMP, no entanto MPI e OpenMP podem
ser usados juntos em um programa, o qual seria ttil se um programa for executado em
MPPs (Massively Parallel Computers) que consistem em varios SMPs (possivelmente com
véarios nucleos cada). Os motivos para fazer isso incluem explorar uma granularidade de
paralelismo mais fina do que a possivel com MPI, reduzindo o uso de meméria ou reduzindo

a comunicagao de rede (Chapman et al., 2008).

O principal objetivo da especificacao MPI é oferecer a os usuarios uma API eficiente,
portavel e funcional. Especificamente, os usuarios podem escrever programas portateis que
ainda tiram proveito do hardware e software especializados oferecidos por fornecedores indivi-
duais. A versao 3.1 inclui func¢oes para passagem de mensagens ponto a ponto, comunicacoes
coletivas, possibilita de criar de grupos e comunicadores, topologias de processos (define um

mapeamento especial das classificagbes em um grupo de e para a topologia), gestao, criagao



O problema inverso e direto 53

e gestao de processos, comunicacoes unilaterais, operacgoes coletivas estendidas, interfaces

externas, 1/0, entre outras.

1.3.3.6 SCALAPACK

ScaLAPACK ( Scalable LAPACK ), ¢ uma biblioteca de rotinas de édlgebra linear de
alto desempenho para computadores memoria distribuida através de passagem de mensa-
gens (por exemplo MPI). E uma continuacio do projeto LAPACK (Choi et al., 1992; Choi
et al., 1996a; Blackford et al., 1997). Ela oculta a maioria dos detalhes de comunicagao
com uma API baseada em objeto, onde cada informagcao do objeto da matriz é passada para
as rotinas da biblioteca. Essa escolha de desenho aprimora a programabilidade da biblio-
teca, permitindo que os cédigos sejam escritos de maneira semelhante a uma implementacao
LAPACK padrao. Os objetivos de ambos projetos sao eficiéncia, escalabilidade, confiabi-
lidade, portabilidade, flexibilidade (para que os usudrios possam construir novas rotinas a
partir de pegas bem projetadas) e facilidade de uso (tornando a interface para LAPACK e
ScaLAPACK o mais semelhante possivel). Esses objetivos sao atingidos ja que conta com
apenas duas bibliotecas externas (uma vez que PBLAS é considerado um modulo interno).
O primeiro é o sequencial BLAS, fornecendo especificacoes para as operagoes mais comuns
envolvendo vetores e matrizes (Se¢ao 1.3.3.1). A segunda é a BLACS (Basic Linear Algebra
Communication Subroutines), que, como o nome sugere, é uma especificacdo para tarefas

comuns de comunicagao matricial e vetorial (Anderson et al., 1991).

A biblioteca PBLAS (cuja interface é semelhante ao BLAS) é um médulo chave dentro do
ScaLAPACK. Ele compreende a maioria das rotinas BLAS reescritas para uso em ambientes
de memoria distribuida. Esta biblioteca é escrita usando uma combinacao da biblioteca
BLAS sequencial e da biblioteca BLACS. Assim como a biblioteca BLAS contém os blocos
de construcao primaria para rotinas LAPACK, a biblioteca PBLAS contém a base para as
rotinas em ScaLAPACK. A biblioteca PBLAS tem um duplo propédsito na biblioteca. Por
um lado, como a biblioteca PBLAS espelha em fungao ao BLAS (sequencial), o nivel superior
de cédigo nas rotinas ScaLAPACK principais parece basicamente o mesmo do que rotinas
LAPACK correspondentes. Por outro lado, a biblioteca PBLAS adiciona uma camada de
flexibilidade ao cédigo em relacao ao mapeamento de operagoes. Tradicionalmente, um
processo é atribuido a cada nicleo durante a execugdo, mas com PBLAS (em paralelo),
uma combinacao de processos e threads pode ser usada. Essa capacidade de ajuste oferece
mais opgoes ao mapear processos em nucleos antes do inicio da execucao do programa (Mais
detalhes sobre o PBLAS em e Choi et al., 1995 e Petitet e Dongarra, 1999).

A estratégia de armazenamento de dados em uma computagao de memoria distribuida
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tem um impacto significativo no custo de comunicacao e no equilibrio de carga durante a
computagao. Todas as rotinas ScaLAPACK assumem o chamado esquema de “distribuicao
ciclica em bloco” (Choi et al., 1996a; Choi et al., 1996b). Que envolve varios parametros
definidos pelo usuario, a escolha desses parametros € vital para construir uma implementacao
eficiente. O esquema de distribuigao ciclica em bloco envolve quatro parametros. Os dois
primeiros, mb e nb, definem o tamanho do bloco, ou seja, as dimensoes das submatrizes
utilizadas como unidade fundamental para a comunicacao entre processos. Apesar desta
flexibilidade, por simplicidade geralmente se usa mb = nb (o valor ideal vai depender das
caracteristicas do equipamento. Os dois tltimos parametros, normalmente chamados de P
e Q, determinam a forma da grade logica do processo, Quer dizer, quantos processos no
eixo x e quantos no eixo y. Para entender quais elementos de uma matriz de entrada A sao
armazenados em qual processo, podemos visualizar a matriz como sendo particionada em
blocos. No caso simples em que mbP e nbQ dividem m e n, respectivamente, cada bloco
tem tamanho uniforme. Cada bloco é composto por blocos P x (), cada um com tamanho
mb x nb. Finalmente, cada processo recebe uma posi¢gao na grade de blocos. O bloco nessa
posicao em cada bloco é armazenado no processo correspondente. Por exemplo, o bloco no
local (0, 0) de cada bloco pertence ao primeiro processo P0, o bloco no local (0, 1) de cada
bloco pertence ao segundo processo P1 e assim por diante. Nos usamos uma distribuicao

que procure que P seja igual a Q.

1.3.3.7 MKL

A biblioteca Intel MKL (Math Kernel Library) ( oneAPI MKL ) é uma biblioteca de
rotinas matematicas otimizadas para aplicacoes cientificas, de engenharia e estatistica, pro-
jetada para ajudar aos programadores a aproveitar as vantagens da computacao de alto
desempenho (HPC) usando vérios nicleos, multiprocessadores ou clusters. As fung¢oes ma-
tematicas principais incluem BLAS, LAPACK, ScaLAPACK, solucionadores de sistemas
esparsos, transformagoes rapidas de Fourier e matematica vetorial. Intel MKL é baseado
em Intel C ++ e Fortran usando OpenMP no threading. Esta biblioteca pode utilizar total-
mente os multi-nicleos e multiprocessadores considerando o equilibrio de carga. A versao
Intel MKL do ScaLAPACK ¢é otimizada para processadores Intel e usa a versao MPICH do
MPI, bem como Intel MPI (MKL, 2021).
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1.3.3.8 MAGMA

O projeto MAGMA (Matriz Algebra on GPU and Multicore Architectures '*) tem como
objetivo desenvolver uma biblioteca de alto desempenho para algebra linear densa seme-
lhante ao LAPACK, mas para arquiteturas heterogéneas/hibridas, comeg¢ando com os atuais
sistemas Multi-core + GPU. Isso significa que a CPU e a GPU estao envolvidas na execucao
do célculo. Esta técnica é comprovada para atingir um desempenho muito alto em problemas

de grande porte (Tomov et al., 2010).

A ideia por tras do desenvolvimento de MAGMA é que para enfrentar os desafios com-
plexos dos ambientes hibridos emergentes, as solucoes de software também terao que se
hibridizar, combinando os pontos fortes de diferentes algoritmos em uma unica framework.
MAGMA ¢é semelhante ao LAPACK em funcionalidade, armazenamento de dados e inter-
face, a biblioteca MAGMA permite migrar de software desenhado para LAPACK facilmente
e aproveitem as novas arquiteturas hibridas, além tem algumas rotinas com suporte para
carga de trabalho em lote (batched workloads) (MAGMA, 2021).

Para cada funcao, existem 2 interfaces do estilo LAPACK. O primeiro, denominado
interface da CPU, recebe a entrada e produz o resultado na memoéria da CPU. A segunda,
conhecida como interface GPU, obtém a entrada e produz o resultado na memoria da GPU.

Neste trabalho, foram usadas rotinas com interface GPU.

LA biblioteca esta disponivel em: http://icl.utk.edu/magma/



Solucao De Sistemas Lineares
Hermitianos, Positivos Definidos (PD)
E Densos De Grande Porte Com
Multiplos Lados Direitos: Contexto
Teobrico

Neste capitulo descrevemos os fundamentos tedricos e apresentamos um novo algoritmo
paralelo por blocos para a solucao de sistemas Hermitianos positivos definidos e densos com
varios lados direitos. A solugao do sistema é obtida recursivamente - usando a recursao
de Levinson - combinando linearmente as solugoes de menor ordem que estao relacionadas
aos subsistemas forward e backward das equagdes normais de menor ordem. A nova imple-
mentacao é descrita para computacao paralela e baseada em um algoritmo de matriz por
blocos. O algoritmo é separado em duas sub-rotinas, a primeira calcula a solu¢ao backward
para as ordens j = 1 ... L e a matriz da energia dos erros, a segunda calcula a solugao recur-
sivamente. Implementamos este algoritmo para sistemas multiprocessadores e para sistemas
com GPU. No primeiro caso, a solucao de sistemas menores foi calculada usando SCALA-
PACK. Para sistemas com GPU, implementamos um algoritmo OUT-OF-CORE, onde os
sistemas de ordem inferior foram calculados usando MAGMA. Em ambos os casos, a solu¢ao
final é comparada com a solucao do sistema completo usando SCALAPACK e MAGMA

respectivamente.

56
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2.1 O principio basico da recursao de Levinson para
sistemas simétricos

Originalmente a recursao de Levinson foi usada para resolver sistemas de equacoes nor-
mais (EN) simétricas Toeplitz (Levinson, 1946). A principal ideia por tras de um algoritmo
tipo-Levinson é o calculo de uma solugao de ordem j baseada na combinacao linear de duas

solugoes independentes de ordem 7 — 1, associadas a dois subsistemas de ordem menor.

A seguir, ilustramos como o principio basico de Levinson pode ser aplicado para resolver

um sistema nao-Toeplitz de EN (Porsani e Ulrych, 1991).

Nos consideramos um sistema 2 x 2 de EN |

F b= L t

A 2.1 pode ser escrita como,
1
—t v z 0
[—u z w] R [0] ’ (2.2)
a2 2
onde os coeficientes {as 1, as2} = {m1, ma} representa a solucao da Eq. 2.1.

A recursao comeca por resolver a;; e by, associadas a duas solugoes independentes,
a direita e a reversa (denotadas por F&B, forward and bacward), os dois subconjuntos de

equacgoes associadas a primeira linha de equagao 2.2,

1 0
[—t (% Z} aia bl,l = [0 0] . (23)
0 1
onde a;; = v~ e by = —v ™'z sdo as solugoes F & B de ordem 1 e qualquer combinagao

linear e qualquer combinagao linear dessas duas solugoes independentes satisfaca a primeira

equacao,

[t v 2] a%l b;l m — [0 0] m = 0. (2.4)

Podemos definir o = 1 e calcular 3, de modo que a tltima equacao de 2.2 esteja satisfeita:

o sl Lo ol [} 1= 80 @0 [} <o o5

onde Ay = —u+za1; e Q1 = 2zb11 +w.
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Resolvendo para (3, o resultado é:

8= S—— (2.6)

Ao usar as duas solugoes independentes e se definimos as 2 = 3, podemos completar a

solugao da equacao 2.2 como

1 1 0 1
az1| = |ain1 big [a } : (2.7)
Qg2 0 1 2,2

O mesmo procedimento pode ser usado para aumentar a solucao da ordem j — 1 a j.

2.2 Extensao do principio de Levinson para resolver
sistemas bloco-particionado de EN com N lados
direitos

Em seguida, é mostrado como a recursao de Levinson pode ser estendida para resolver o
sistema Hermitiano particionado de NE (nao necessariamente bloco-Toeplitz. Porsani et al.,

2010). O procedimento é uma generalizagao do algoritmo Porsani e Ulrych, 1991.

Considerando um sistema complexo sobre-determinado e nao singular de equagoes line-

ares expressado pela equagao com N lados direitos, NRH S por suas siglas em inglés.
GM = D, (2.8)

onde G € C™" é uma matriz grande (m > n sobre determinada), D € C™*NEHS § de
posto completo e representa os dados observados e M € C™*NRHS & 4 solucao do sistema
de equagbes normais 2.8 que representa os multiplos modelos. A estimativa da solucao

(modelos) de minimos quadrados no caso sobre-determinado ¢ dada por (Menke, 2012):

M =M, = (GTG)'GT™D = G ¢D (2.9)

O sistema pode ser particionado como

"M, ]

G, - G, - Gi]|M;|=D, (2.10)

M, |
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no qual as matrizes G; tém m linhas e N, colunas (N, é uma constante, o tamanho do bloco),
e os sub-matriz M; tém IV, filas e N RH S colunas. Como consequéncia do particionamento da
matriz G o sistema correspondente de equagoes normais (EN) terd uma matriz de coeficientes

de bloco-Hermitiana como é mostrado a continuagao para a ordem 7,

ITLT‘
% By Ap - Ay M,
=1 A (2.11)
%) B A, --- A.. :
J Jjl 77 ij

onde I, ¢ uma matriz identidade de tamanho NRHS, B; = G]D sao sub-matrizes N, X
NRHS, A, ; = G;G; sao matrizes quadradas N. x N.. O asterisco representa o transposta
conjugada e ) é uma matriz nula N. x NRHS. A;; sao matrizes quadradas hermitianas de
tamanho N, x N..

2.2.1 Recursao de Levinson para solugao de um sistema bloco-
Hermitiano de EN

Aqui é apresentado o algoritmo de tipo Levinson para solucao de um sistema de bloco-

Hermitiano (nao necessariamente Toeplitz) de EN (Porsani et al., 2010).

2.2.1.1 Solucao de EN de ordem j =2

Sendo: ;
9 -B:1 A Ap -
= M . 2.12
{@} |:_B2 Ay Ay Mll ( )
2,2

A recursdo comeca por resolver My; e 'Fyy, os dois subconjuntos de equacdes associadas &

primeira linha de equagao B.8:

I, o7F
[—Bl A Alz] M, ; 'Fi :[@ @}, (2.13)
%) I

onde @ é uma matriz N, X N, com elementos nulos e I é uma matriz identidade (N, x N.).
M, ;e 'F, sdo as solucdes F & B (forward e backward) de ordem 1. O superindicado da
direita 1 em 'Fy; é usado para indicar a solucio que tem a matriz de coeficientes Aj. M,

¢é calculada pela resolucao da equacao de menor tamanho:
A My, =By, (2.14)
e 'Fy; é calculada pela resolucio da equacao

AL'Fy=—Ap (2.15)
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Levando em consideracao as mesmas consideragoes usadas para as equagoes 2.4, 2.5 e

2.3; a recursao de Levinson para a ordem 2 pode ser representada como:

Inr Inr %, 1
Moi| = | M1 Fu [I\/Im ] (2.16)
M5 ¢ I 22

A pré-multiplicagao da equagao 2.16 pela matriz associada ao sistema de ordem 2 e
considerando os resultados obtidos pelas equacoes 2.13, ou dito de outra maneira, inserindo

a equacao 2.16 em a equacao B.8 é obtido

T
[@}_[—Bl Au Au} N [IW]_{ 0 e } {11 o1
0 —Bs Ay Ay @1’1 111 M, Ay lEFl M, |- '

onde a solucao da primeira equagao da Eq. 2.17 nao depende da matriz My 5.

A matriz A,y de tamanho Ne x NRHS e a matriz 'Epy sdo obtidas pela multiplicacéo

da solugao de ordem 1 com a tltima linha da matriz (Eq. 2.17), ou seja:

Ay =—Bo+ Ay M, (2.18)

"Bp = Ay'Fpy + Ay, (2.19)

onde 'Epy é a matriz de energia do erro da solucdo direta para o primeiro sistema 2 x 2 de

blocos.

Apenas a ultima parte da Eq. 2.17 deve ser resolvida para obter My s, portanto,

My = — ['Epm] " Ap. (2.20)

Finalmente, usando este resultado (Eq 2.20), na Eq. 2.16, obtemos a solu¢ao da ordem

2 para a equacao B.8.

2.2.1.2 Solugao das EN para um ordem j + 1

O sistema a ser resolvido para a ordem j + 1 é representado na equacao 2.21,

@ _Bl All T Alj Al,j+1 Inr
: : ) ) . M, 1,

(2.21)

9 -B;,  Ajp o Ay Ay
9 B Ajin o0 o Ay [ Myt
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Dos primeiros j subconjuntos de equacoes de 2.21 é possivel formar dois sistemas de

equacoes de ordem j,

0 & -B: Ay - Ay Ay 1, OF
o= r : M; 1F| (2.22)
0 & -B; Aj - Ay A L9 T

onde M, é o vetor solucao para os primeiros j blocos de EN formado por vetores M;; com
1=1,---,5de N.x NRHS:

M= 5] (2:23)
Mj;
e 1.7-"j representa a solugao reversa (backward) de ordem j formada por matrizes quadradas
1Fji com¢=1,---,5 de N. x N, elementos, ou seja:
1F}"
Fi=1| . (2.24)
I-Fle

A solucao reversa de ordem j é representada na equacao 2.25

S Ay - Ay Ajn

1 .
=1 : { JITJ] . (2.25)
® Ajr - Ay Ajin

O superindicado da direita 1 em 1.7-"j é usado para indicar a solucao que tem A;; como
o primeiro elemento na diagonal principal da matriz de coeficientes.

A solucao da equacao 2.21 pode ser obtida por meio da recursao de Levinson a partir de

uma combinagao linear das duas solugoes independentes representadas na equagao 2.22:

| Ly O |
ol =M LF { nr } 2.26
{Mﬂl] o 1| M (2:26)

Substituindo a equagao 2.26 na equacao 2.21 e considerando os resultados fornecidos na
equagao 2.22, pode-se verificar que apenas o ultimo conjunto de equacoes em 2.21 precisa

ser resolvido para o vetor m;; ;41 como mostrado na equacao 2.27,

Lo 071 0y I
O=[-Bj Ajr - Ajyn] (M F {M" }:[AMJ' 'Ep;] {M" }
%) I J+1,+1 Jj+1,5+1

(2.27)
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Analogamente a equacao 2.17, as quantidades A,,; e 1EFj sao obtidas multiplicando as

solugoes da ordem j pela tltima linha da matriz:

L.
Anj=[-Bj Ajrn o Ayl {M ] , (2.28)
J
1
F.
1EFj - [Aﬁl,l Aj+1,j+1] { I]} : (2.29)

A solugao da equagao 2.27 pode ser representada como

M 1501 = — ['Bry] ' Ay (2.30)

Usando 2.30 na equacao 2.26 obtemos a solucao da equacao 2.21.

Na préxima secao, é apresentado o procedimento para obter {1.7-"]-, 1EF]-} ,g=1,--- L—

1, que sao necessarios para obter a solucao completa.

2.2.2 Procedimento para obter a solucao reversa e a matriz de
energia do erro correspondente a solucao reversa

Para comecar é preciso resolver os subsistemas F & B (2 x 2) distribuidos ao longo da

diagonal principal,

[ A, A ] [Z I iFn} _ |:iEH1 i@ ] (2.31)
Aitii Ajpia| 'Hp I ©® Er
Calculando as matrizes "Hy; e ‘Fq; como
A Hyp = —Ag, (2.32)
Aii'Fi=—Aji, (2.33)

é possivel calcular as matrizes de energia de erro ‘Eg; e ‘Ep; no lado direito da equacao

para a solucao direita e reversa da Eq. 2.31 como:
‘Em = A+ Ai,z‘+1iH11, (2.34)

Bp = At + Ai+1,iiF11- (2.35)
2.2.2.1 Solugao dos subsistemas de ordem j
Os subsistemas F & B de ordem j sao representados abaixo

Ao Ai,H—j] [,I ifj]:rEHj .@jl (2.36)
Aipji = Aigjasg] M 1 & 'Er]’
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onde

iHjl Z'Fjj bu
O Hy=| |, @)= | ()®=|: (2.37)

'Hy; Fji Djj
a eq. 2.37(i) representa a solugao direita (F) de ordem j formada por j matrizes quadradas
(Ne x N.) "Hjj,; a Eq. 2.37(ii) representa a solucio reversa (B) de ordem j formada por j
matrizes quadradas (N, x N,) ‘Fj; a Eq. 2.37(iii) ¢ uma matriz formada por j matrizes

quadradas (N, x N.) nulas.

As solucoes F & B da equacao 2.36 podem ser obtidas a partir da recursao de Levinson

. I D )
I CF iy, i 1 Fy,
|:2Hj I :| - Hejal ?71 |:1Hjj I ) (238)
ou seja:
iHjl . .
7 R . _ Zijl H_lJT'.j,l I
we| =" T (2.9
Hj;
e .
iz | o= b e | |Fy
‘E - . . - |:ij_1 Z+1E_1:| [ I :| . (24())

Pré-multiplicando a Eq. 2.38 pela matriz de coeficientes dada na equacao 2.36 e consi-

derando as solugoes F & B jd disponiveis “H;_1, “H;_; o resultado é

i R, AL )
A, - Ai,i+j:| [ 1 .7:]} _ Hj—1 F=t [ I Fjj}. (2.41)

iij I D1 D1 H

Aivji o Aijing Ny B
J— J—

JJ

As matrizes "Ep;_1, ZHAFj_l, ‘Api_ie ZHEFj_l sao calculadas combinando a Eq 2.41

com a Eq 2.38, conhecendo previamente as matrizes “H;_; e er1]-},1.

Como consequéncia da propriedade hermitiana da matriz de coeficientes, pode-se verifi-

car que
HAp =AYy (2.42)

onde i
Api=A .+ Z Ay 1 (2.43)

k=1
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Combinando as Eq 2.36 e Eq 2.41, é obtida uma forma compacta e recursiva:

' Hj—1 ' Hj—1 1 [ I jj:| [Z uj @ ]
E A L Ey 1 Be S 2.44
T A Hi1 Z—HEijl IIjj I D EFj ( )

onde "Ep; e "Ep; correspondem as matrizes de energia do erro para as solugoes "H; e 'F;

respectivamente. A Eq 2.44 tem que ser resolvida para ZAHjj e Z'Fjj:
Ep'Hy; = —Apy, (2.45)
"Epj1'Fj; = —" A1, (2.46)
Ou seja, a solucao para ZAHjj e iFjj ¢é dada por:
Hy; =~ [TEpa] A, (2.47)
Fj; =~ [Buja] Al (2.48)

e esses resultados podem ser usados para atualizar as matrizes de energia de erro no lado

direito da equacao 2.44. As expressoes para atualizar as matrizes de energia do erro sao:
‘Eyj = ‘Epj1+'A%,_'Hj; (2.49)
"Epj = ""Ep;j_1 + 'Ap; 1'Fy;. (2.50)

Ao substituir a expressao para iHjj e iFjj dada por as Eqgs, 2.47 e 2.48 em a Eq 2.49
e 2.50, respectivamente, pode-se verificar se as matrizes de energia do erro também sao

Hermitianas.

Ao resolver para j = 1,...,.L—1ei=1,...,L —j — 1, todos os subconjuntos dos
sistemas formados ao longo da diagonal principal da matriz de coeficientes, pode-se obter as
solucoes 1.7-} e suas matrizes de energia do erro correspondentes, 1EF]-, que sao requeridas
nas equagoes 2.26, 2.27 e 2.30 para calcular a solugao do sistema de EN particionado da

ordem 1 até a ordem L.

A figura 2.1 ilustra a estrutura completa do algoritmo para a ordem L = 5. As setas e as
cruzes indicam a relagdo entre as duas solugoes da ordem j (no lado esquerdo), necessarias

para calcular a solucao da ordem j + 1 (no lado direito).

A Seguir, apresentamos a descricao dos parametros da figura 2.1

oMy, LT, {’7—[1, TLE, }, i =1,2,3 correspondem as solugdes dos subsistemas de ordem 1

que ocorrem ao longo da diagonal principal das EN.

oMy, 1 F, {ng, T, }, i = 1,2 correspondem as solugoes dos subsistemas da ordem 2.
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M,

2]:1

27_{1

3Jfl

3H1

4]:1

—

/!

M,

1:,1:2

1H2

2f2

27.(2

3]:2

Ms

'Fs

"Hs

2Fy

My

1.7:4 — Mr,

Figura 2.1: Representagao esquematica do algoritmo de tipo Levinson para solucao de um
sistema bloco-hermitiano de EN de ordem 5. A figura apresenta a distribuicao espacial e a

relagao entre os coeficientes.

oMs, ' Fs, {"Hs, " Fy, ), i = 1,2 correspondem as solucoes dos subsistemas da ordem 3.

oMy, ' F; Corresponde as solucoes dos subsistemas da ordem 4 que sdo usadas para obter

a solugao final da ordem 5 Ms.

2.2.3 Algoritmo para implementacao serial

As etapas completas do algoritmo serial para solugao do sistema bloco-hermitiano de EN

sao apresentadas no pseudocddigo 1, este algoritmo é equivalente ao mostrado por Porsani

et al., 2010, possui apenas uma reorganizacao dos termos para evitar um loop.
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Algoritmo 1 Algoritmo serial para solugao do sistema
bloco-hermitiano de EN
Require: A(L x N, L x N,): sistema bloco-hermitiano de EN;
B(L x N.,, NRHS): G*D;
1: Inicializar
2: My < A 1My, =B,
3: fort=1,L—1do

4: ' iEHO = Ay
o: HEpy = Aif1in
6: end for
7. for j=1,L —1do
8: fort=1,L—j—1do
, i1 .
9 AH]_l A¢+j,i + Z Ai+j,i+lej—1,k
k=1
10: %+1AFj—1 = l Hj-1 ,
11: l'Hjj — Z+%EFj—ll‘I_Ijj = _.ZAHj—l
12: %Fjj — l'EHj—lle]: = _lA*Hj—l
13: "Eu; = ‘Eyj+'AY; 1 'Hy,
14: ‘Epj ="Epj_1 + 'Ap;_1'Fj;
. I D 4
i i I 'F i i I 'Fy
15: {Hj, .FJ} — |:17_[ I]:| = %jfl +1~ijl |:1H IJ]:|
7 @ I )
16: end for .
, j— .
17: L’JAHj—l =Ap i+ > AL,L—j+kL7JHJ—1vk
k=1
18: L—j-‘rlAFj_l _ L—jA*Hj_l
19: L_ijj — L_jEijlL_ijj = _L_jAFJj—l
. L—j _ L—j+1 L—j L—j
20: EFj = EF]',1 + AijlL .Fjj
i I @ _]F ..
L
21: Fio= |:L—erj1 L—j+1]_-jj { I ”}
1
22: Ay =[-Bjs1 Ajn o Ay L\/l
j
23: M, 101 ¢ "EpiMji1 41 = A
1 10 1
24: = [M; 'F [ }
|:Mj+1:| o 1| Mitiin
25: end for

26: return M/

Observe-se que, para o caso mono canal (N, = 1), todas as matrizes {H;;, F,;, Ey;, Ep;}
reduzem-se a escalares e o cédigo reduz para o algoritmo de Porsani e Ulrych, 1991, para

resolver um sistema simétrico de EN.

Ao impor i = 1 no algoritmo anterior, ele é reduzido a recursao classica de Levinson

para resolver o sistema bloco-Toeplitz de EN, usado para calcular o filtro preditivo multicanal
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Wiener-Levinson (Wiggins e Robinson, 1965; Treitel, 1970; Porsani e Ursin, 2007).

Esta implementacao serial, onde sao resolvidos todos os problemas de ordem 2, depois
os de ordem 3 e assim sucessivamente até o sistema de ordem L; Envolve o uso de uma
grande quantidade de memoria de trabalho para armazenar as solugoes parciais de sistemas

de ordem inferior, o que torna o algoritmo pouco atraente para problemas grandes.

2.2.4 Algoritmo para implementacao paralela

A Figura 2.2 ilustra a estrutura do algoritmo da implementacao paralela para a solucao
de um sistema linear particionado de ordem L. Os elementos M;, D; e F; representam
solugoes de subsistemas menores. O algoritmo gera a solucao final fazendo combinacao linear
das solugoes menores, associadas as partigoes do sistema original. Sistemas de equagoes com
dezenas ou centenas de milhares de equagoes podem ser particionados e as solugoes dos
subsistemas menores podem ser obtidas em processadores individuais, dividindo a carga

computacional e reduzindo o tempo da inversao.

node — order j
0 M — My — Mz L Mp_9g — Mp_1 — My,
/ / / /
1 Dy — Dy o 0 L Dy oy — 'Fr
/ / / /
2 Dy ... oDy LDy — 2 FL
/ /
/ /
L2 12D, — 12D, — I 2F,
/ /
L-1 |F'Dy — 71 F,
/
L | 7R

Figura 2.2: Representacao esquemética mostrando o encadeamento das solugoes menores que
pode ser explorada por multiprocessadores. Ao final de L passos (L= ntumero de partigoes
do sistema original) a solugao final é obtida.

Cabe salientar, que M, implica o cdlculo de Ay (Eq. 2.28), M;; (Eq. 2.30) e a
consequente atualizacdo de M, (Eq. 2.26). ‘D, faz referéncia a resolver a Eq. 2.44, ou seja,
resolver "H; e 'Fj; (Eqs. 2.45 e 2.46), além de atualizar ‘Eg;, ‘Ep; (Egs. 2.49, 2.50) e {"H,,
'F;} usando a Eq. 2.38. 'F; implica obter ‘Fj; (Eq. 2.46), atualizar ‘Ep; (Eq. 2.50) para
poder atualizar z]:] usando a Eq. 2.40.

No algoritmo 2 abaixo, é apresentado de forma explicita, a implementacao paralela
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proposta por Porsani et al., 2010, para sistemas de memoria distribuida sem as func¢oes MPI
(s6 para facilidade de entendimento). Neste algoritmo nao esta apresentado o procedimento

para construcao do sistema bloco-hermitiano de EN, apenas a solucao do sistema bloco-
hermitiano AM = B, (A = GTG, ).

Algoritmo 2 Algoritmo Paralelo para solucao do sistema
bloco-hermitiano de EN
Require: A(L x N., L x N,): sistema BH de EN;

B(L x N,, NRHS): G*D; id = ¢ Rank ; np = L # total de processos.

1: if (id =) > 0 then
2: ' ‘Eno = Ay
3: HEpy = Aifin
4: end if
5: for j = 1,np —id do
6: if (id =1) == 0 then
7 if j == 1 then
8: M, + A M, =B,
9: else
1
10: AM] f— |:_Bj+1 AjJrl,l [ Aj+17j:| |:M :|
. j
1L: Mjirjnn < EpiMjjn = Ay
1 oF
12: 1 = M. 'F 1
' M T Myt
0 I
13: end if
14: elseif id > 1 & id < L — j then
) Jj—1 )
15: Apior =Aii+ D0 A Hjoa g
k=1
16 AR =AY,
17: if id <L —j then ‘
18: ZHJ] <— H_I'EFJ‘,lZHj'j = _ZAijl
19: = By +'Ay; 'Hy;
20: end if ' ' '
21: 'Fjj— Buja'Fj=—"A
22: Z:E]:‘j = 7'_0—1]'—_‘)[:']'_1 —|— lAHj_lejj
23: ifid<L — J then
24: _ M T i .
25: end if ,
. I fan 'F..
26: Ly =) — |. . JJ
o =y, e |7
27: end if
28: end for

29: return M

No algoritmo 2, as matrizes em vermelho sao enviadas ao processo ¢d — 1. As matrizes
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em azul sao recebidos do processador id+ 1 para j > 1, e as matrizes em verde sao mantidas

no préprio né para uso no passo seguinte ao ser incrementada a ordem da solucao.

O método representa a aplicacao do principio de Levinson de construir a solugao da
equagao de ordem j + 1 a partir de solugoes menores de ordem j. Sua arquitetura é natu-
ralmente apropriada para emprego de sistemas de computagao com multiprocessadores, na
reducao do tempo computacional da solucao. Sistemas de equacoes com dezenas ou centenas
de milhares de equagoes podem ser particionados e a solucao dos subsistemas menores po-
dem ser obtidas em processadores individuais, dividindo a carga computacional e reduzindo

o tempo total da solucao.

O algoritmo pode ser aplicado diretamente sobre o sistema AM = B, onde a matriz A
é a matriz positiva definida associada ao problema de modelagem direta. Também pode ser
aplicado diretamente sobre o sistema linear particionado, sem a necessidade de obtenc¢ao da
matriz A, sendo mais apropriado para a inversao através do método de Gauss-Newton ou

de Newton.

Esta versao paralela do algoritmo, projetado para implementagao em sistemas multi-
CPU, usando por exemplo MPI, reduz fortemente ou uso de memoria de trabalho, mas
tem a desvantagem de nao aproveitar de forma integral os processadores disponiveis no
sistema. Note que conforme ilustrado na figura 2.2, enquanto a ordem (j) do problema
aumenta, o numero de nés computacionais usados diminui. Portanto, a eficiéncia maxima
seria apenas de 50 %. E possivel implementar esta metodologia para que a medida que os
nos de computacao sejam liberados, eles sejam utilizados na proxima etapa, mas seria um

grande desafio de programacao redistribuir os dados a cada novo nivel da solucao.

2.2.5 A nova implementacao proposta

Com o objetivo de tornar a metodologia apresentada competitiva com outros algoritmos,
em particular com a decomposicao de Cholesky, apresentamos uma nova implementacao deste
algoritmo que reduz significativamente o uso de meméria de trabalho e adicionalmente per-

mite a utilizacao de todos os recursos computacionais, além de descrever uma implementacao

OUT OF THE CORE para uso de GPU.

Esta nova implementagao do algoritmo ¢é bloco serial, onde cada passo, multiplicacoes de
matrizes e resolucao de pequenas equacoes do sistema N, x N, lineares, pode ser executado em

paralelo, seja com multiplos threads!, multiplos ndés? ou usando GPU 3. Esta implementacao é

lex. Usando OpenMP com openBLAS ou biblioteca MKL
2ex: usando MPI com a biblioteca SCALAPACK
3ex: usando a biblioteca MAGMA
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apresentada na forma de duas sub-rotinas, onde a primeira (Algoritmo 3) depende apenas da

matriz A e calcula a fatoragao de Cholesky das matrizes de energia do erro (LLZ}EF_ . 1))
j=0,..., —

correspondendo a 1}"]':17,,,@,1 e, obviamente 1.7-}:17.”7&1. A segunda sub-rotina (Algoritmo

4) usa esta informacao, a matriz A e o RHS para calcular a solugao do sistema.

Algoritmo 3 Algoritmo para solucao de sistema bloco-hermitiano
de EN, sub-rotina 1, fatoracao

Require: A(L x N,, L x N,): Sistema bloco-hermitiano de NE;
B(L x N.,, NRHS): G*D;

1: Initialize

2: lEFO +— Ay

3: fori=1,L—1do

4: Z':EHO = A“

5: end for

6: forp=1,L—1do

7 P ERy = Apiipn

8: for i =p,1,—1 do

9: j=p—i+1

, j-1 .

10 Ao = A + 1<;Z1 Ak Hi—1 g
11: AR =AY,
12: if p< L —1 then
13: z:Hjj — i+1'EFj_1iHjj = _iAHj—l
14: ZEH]‘ = ZEij]_ -+ ZA?{jile]’j
15: end if

16: 'Fj; o Epia'Fy= A
17: ‘Er; = Epj1+ Ay 1 'Fy

. iz | 1 e | |'Fy
h h- [H ;] [ 1 }
19: ifp<L—.11:hen.1
. iy |[Hio TTUFL I

" M= { S I } |}Hjj:|
21: end if
22: end for
23: end for
24: for ) =0,L —1do
25 LLjig, )+ LL*('Epj)
26: end for

27: return 1./_"]':1,...,L71 ;LLY

(*Erj=o,..L-1)

A figura 2.3 mostra como os blocos de A sao adicionados no cédigo pelo algoritmo em
cada estagio. Na proposta original (Porsani et al., 2010) a sequéncia de adi¢ao de blocos era
feita da esquerda para a direita e de cima para baixo, nesta nova implementacao a sequéncia

de adicao ¢ de cima para baixo e da esquerda para a direita.
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Algoritmo 4 Algoritmo para solugao do sistema bloco-hermitiano
de NE, sub-rotina 2, solucao de multiplos RHS

Require: A(L x N,, L x N,): Sistema bloco-hermitiano de NE;
"Ficron1;
LL(lEFj:O ..... L—l);
B(L x N,, NRHS): G*D;
1: My + LLEHEFO)MH =B
2: for j=1,L—1do

1
3: Avy = [-Bj Ajn o Ayl [/\:l[
J
4: Mj+1,j+1 < LLEKIEFJ-)MJ'-HJ-FI = AMj
1 L, OF I
5. |: nr 1 — Mj 1J,—_-j |: nr :|
M o 1| Mt
6: end for
7. return M(L x N,, NRHS)
p=1 p=2 p=3 p=4
i=1,j=1 i=2j=1 i=3j=1 i=4,j=1
i=1,7=2 1=2,7=2 1=3,=2
1=1,7=3 1=2,7=3
Sequénce 1=1,j=4
j\p 1 2 3 4
L iy o] ds| 44
2 i1}/ o] i3
3 i1, 2
4 i1

Figura 2.3: Esquema mostrando como as informacoes por blocos da matriz A sao incor-
poradas ao algoritmo 3 em cada etapa. De cima para baixo e da esquerda para a direita.
O quadrado com a linha preta grossa representa a ordem do sistema a ser resolvido e os
pequenos quadrados sombreados sao as informagoes de A incorporadas no algoritmo.
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Por outro lado, na figura 2.4 representamos como o algoritmo 4 incorpora gradativamente
as informagoes da matriz A;;, RHS (B;), fatoragdo de Cholesky da matriz energética do
erro (LL(IEF] oL

do sistema de NE. A primeira linha da figura corresponde a linha 1 do algoritmo 4, onde é

)) e solucao Backward (1}}:17”@,1 ) para construir a solugao final (M)

calculada a solugao de ordem 1 (M;j;). Logo cada uma das 4 colunas representa o loop de
) = 1,L — 1, onde as 4 primeiras linhas representam a informagao necessaria para obter a
solugdo de ordem L = 2 até 5 (solugao final, ultima linha). Pode-se observar que a matriz
solucao My, vai progressivamente do branco ao preto, representando a progressao que é

necessaria para obter a solucao final.

M, B, LL(IEbD)
|
« NN
j=1 j=2 =3 j=4
A H I
I

LL?lEFj:I ..... L-1)

H BN HE EEEEEE EmEEEE
Fi=1,..L—1

l { { {

My (L x N,, NRHS)

Figura 2.4: esquema de como a informagao por blocos da matriz A, RHS (B), fatoragao
de Cholesky da matriz energética do erro (LL* e solucao reversa (1.7-“]-:1,“.7 I—1

(*Erpj=o,...,L— 1))
) é incorporado ao algoritmo. Observe que a matriz solugdo My, vai progressivamente do

branco ao preto, representando a progressao que é necessaria para obter a solucao final.
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2.2.5.1 Complexidade

Na tabela 2.1 sdo apresentados os FLOPs (operagdes de ponto flutuante) do algoritmo 3,
na linha 25, supomos o uso da fatoragao de Cholesky. As multiplicages (incluindo divisao)
e adicoes tem contagem separada, e o total é a soma dessas expressoes. Sendo operagoes
com numeros complexos, cada multiplicacdo contaria como 6 operagoes (4 multiplicages e
2 adigbes) e cada adigdo como 2 operagoes (2 adi¢oes) (Golub e Van Loan, 2013; Blackford e
Dongarra, 1999). No Apéndice C sao apresentados mais detalhes e a contagem de operagoes

para quando se trabalha com niimeros reais.

linha uma vez loop p (loop i)

10: "Apgj (j — 1)8N? LL(L —1)(L —2)8N}
13: "Hy, S S(L—1)(L-2)S,
14: 'Epg; AN3 4+ AN? | 3(L —1)(L —2)(4N? 4+ 4N?)
16: ‘Fy; Spn SL(L —1)S,,
17: 'Ep, 4N? 4+ 4N? SL(L —1)(4N? + 4N2)
18: 'F; (j — 1)8N? tL(L —1)(L — 2)8N?
20: "M, (j—18NZ | HL—1)(L—2)(L—3)8N?
25: LLjig, $N(N; + 1)(4N, +5) $LN.(N,+ 1)(4N. +5)
total N3 (4L? — 1207 + JL —4) +

N2 (4L% — 5L +4) +

2LN:+ Spm (L2 —2L +1)

Tabela 2.1: Custo computacional detalhado do algoritmo para sistemas Hermitianos, sub-
rotina 1 (Algoritmo 3) tipo Levinson. S,, representa o custo para resolver uma familia de
N, sistemas associados & mesma matriz de coeficientes.

Se para o calculo de S,,, usamos a fatoracao de Cholesky para um matriz hermitiana, e
tendo que para a decomposigao os FLOPs sao (tendo em conta que para nimeros complexos
cada multiplica¢do contaria como 6 operagoes e cada adigdo como 2 operagoes ) %NC(NC +
1)(4N.+5) e a solucao de 2 sistemas triangulares é SN2NRHS+4N.NRHS onde NRHS =
N. (Golub e Van Loan, 2013; Blackford e Dongarra, 1999), temos que:

1

Spme = =Ny (N, + 1)(4N, +5) + 8N? + 4N?
6 2.51
28 5 (2.51)
Sme = 3 f’+7Nf+§Nc

portanto, os FLOPs totais:
4
FLOPs, = gNg’ (3L% —2L* — 4L+ 4)+ N7 (11L° — 19L + 11)+§NC (L= L+1) (2.52)

tendo para os casos limite: sem particionamento (L = 1), o valor corresponde a fatoracao

de Cholesky de tamanho n, o seja %n?’ +3n? + gn, ja quando N, = 1 e L = n, (onde cada
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“bloco” é de tamanho 1), temos que:

FLOPSpy—p—p = 4n* + 10n* — 22n 4 18 (2.53)

Para entender melhor o que acontece com o custo computacional quando L é alterado,
podemos separar o custo para a multiplica¢do matriz-matriz (e soma) e o custo para resolver

subsistemas, portanto a Eq. 2.52, é a soma entre os FLOPs do produto entre matrizes:
FLOPSy—m = 4N, (L* = 3L* + 3L — 1) + 4N (L* —=2L + 1), (2.54)
e os FLOPs da solucao de subsistemas:

FLOPSs;y—g, = %Nf (7TL? = 13L+7L) + NZ (TL* = 11L +7) + gNC (L* = L+1). (255)

Na figura 2.5 sao apresentados os FLOPs (normalizados respeito a 4n®+10n? —22n+18)
para N = 50000, onde é possivel observar que quando o particionamento é aumentado o custo
computacional aumenta para o valor maximo que corresponde ao custo de L = N, Nc = 1.
Também é possivel mostrar como a medida que L aumenta, o custo computacional para
resolver subsistemas lineares (F'LOPs,—g,) diminui e o custo das operagdes entre matrizes
(FLOPSpy—mm) aumenta (multiplicagoes entre matrizes e soma de matrizes).Para diferentes

tamanhos de matriz, esta distribuicao de custo computacional é equivalente.

—~ FLOPsy,, ——

X 1 FLOFPSpy=sty —+—

;‘ FLOPS;y—mm

0.8 .
|

S 0.6 :
+
E 04 -
EChO 1 8
A i
S 0.2

~

3

0 : ——— L i
1 234 &8 16 64 256 1024 4096 16384 50K

L

Figura 2.5: Operagoes de ponto flutuante (FLOP) normalizado para decompor (Algoritmo
3) um sistema N x N (N = 50000) em fun¢ao do particionamento L.

Para a obtencao da solugao (algoritmo 4), os FLOPs sao apresentados na tabela 2.2.
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linha uma vez loop j

1. My 8N? + 4N, 8N?Z + 4N,

3 Ay J8N2 L(L —1)4N?
4: Mjiq 8N2 | (L —1)(8N?+4N.)
! Mj+1 jSNCQ L(L - 1)4NC2
total 8L?N? + 4LN,

Tabela 2.2: Custo computacional detalhado do algoritmo, sub-rotina 2 (Algoritmo 4) tipo de
Levinson para solucao de sistemas Hermitianos para apenas um RHS, para multiplos RHS,
basta multiplicar por NRHS.

Lembrando que o tamanho de sistema pode ser entre (L — 1)N, < n < LN, para
simplificar suponha que n = LN, nesse caso o total de operagoes de ponto flutuante (FLOP)
para resolver (sub-rotina 2) um RHS é 8n? + 4n, isso é igual que a solugao dos dois sistemas
triangulares (substituigdo direta e reversa para numeros complexos) na decomposi¢ao de
Cholesky (Golub e Van Loan, 2013; Blackford e Dongarra, 1999). Em compensagao, as

operagoes de multiplicagdo matriz-matriz (soma das linhas 3 e 5):
FLOPs — 24y—mm = S8L*N? — 8LN?, (2.56)
sdo maiores que a substitui¢do direta e reversa (soma das linhas 1 e 4):
FLOPs — 24—, = SLN? + 4LN.,, (2.57)

estas ultimas diminuindo, a medida que L aumenta, como se apresenta na figura 2.6. As
operacoes de multiplicacao matriz-matriz sao mais eficientes e permitem maior paralelismo

do que a substituicao direta e reversa o que permite melhor desempenho para multiplos

RHS.

O comportamento do custo computacional ao variar L é mantido, conforme o espe-
rado, independentemente de trabalharmos com nimeros reais ou complexos, como pode ser

verificado comparando as figuras C.1 e C.2 com as figuras 2.5 e 2.6.

2.2.6 Escalabilidade

A versao paralela do algoritmo proposto por Porsani et al., 2010, e apresentada no
pseudo-codigo 2, tem a vantagem de poder ser aplicada para problemas extremadamente
grandes, os quais nao podem ser resolvidos com a capacidade computacional instalada em
um local especifico e portanto pode fazer uso de sistemas de computacao distribuido pela

web, como por exemplo computac¢io em nuvem (Coulouris et al., 2013), ou multiplos centros
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FLPOs— 52, ——

= L Y09 i O R R —
in FLPOs — S21y—mm.

g 0.8 i
<t

+

= 0.6 ]
A

Z

L 0.4 ¢ ]
Q0

g

[Va)

Ry 0.2 F s
@)

~

1 2 34 8 16 64 256 1024 4096 16384 50K

L

Figura 2.6: Operagoes de ponto flutuante (FLOP) normalizado para resolver (Algoritmo 4)
um sistema de N (N = 50000) parametros e NRHS lados direitos em fungao do particio-
namento L.

de HPC (High Performance Computing), mantendo a privacidade do resultado ja que sé
o né mestre (local) calcula a resposta final. Na contra mao, quando o problema pode ser
resolvido com a capacidade de computagao instalada, na medida que aumenta a ordem da

solugao vao ficando livres nés computacionais, o que reduz a eficiéncia.

Neste trabalho focaremos no caso que o problema possa ser resolvido localmente e apre-
sentamos uma nova implementagao para explorar o maximo de capacidade de computacao
instalada localmente, com bom resultados quando se dispoe de unidades de processamento
grafico (GPU).

Na solucao do problema de grande porte, um fator importante é o custo computaci-
onal, ja que qualquer método usado pode levar dias em tempo de execucao. Portanto, a

implementagao em paralelo oferece uma solugao para a reducao do tempo de computacao.

Existem varias alternativas para paralelizar um problema, usando programacao de alto
desempenho, que apresenta um crescimento intenso nos ultimos tempos, visto que dispositi-
vos como as CPU (Central Processing Unit) e os GPU (Graphics Processing Unit) evoluiram
muito na sua capacidade computacional. A CPU, por exemplo, em contrapartida as li-
mitagoes da velocidade do clock teve a introducao de mais nicleos dentro de um tnico
processador. Ja a GPU passou de um simples processador grafico a um coprocessador para-

lelo, capaz de executar milhares de operagoes simultaneamente, gerando grande capacidade
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computacional, que muitas vezes supera o poder de processamento das CPUs tradicionais.

Estas arquiteturas, o aparecimento de algumas APIs (Application Programming Inter-
face) com suporte ao paralelismo permitiram aproveitar a real capacidade computacional
destes dispositivos. Os destaques incluem OpenMP (Open Multi Processing) que explora o
paralelismo intranodal onde vérios processos compartilham a mesma RAM e MPI (Message-
Passing Interface) que se refere ao paralelismo internodal, que é usado para paralelizar tarefas
para a CPU e CUDA (Compute Unified Device Architecture) e OpenCL Open Computing

Language) para execugao paralela na GPU.

Com o intuito de aumentar a capacidade de processamento paralelo aliado a um custo
acessivel, tem-se nos ultimos anos um crescimento do desenvolvimento de algoritmos pa-
ralelos de forma hibrida utilizando CPU e GPU. A programacao paralela hibrida tem por
objetivo unir dispositivos de computagao com diferentes arquiteturas que trabalhando em
conjunto, permitem atingir um maior desempenho. Além disso, a programacao hibrida busca
fazer com que cada conjunto de instrugoes possa ser executado na arquitetura que melhor se
adapte. Dessa forma, no presente trabalho vao ser usadas APIs implementadas para CPU
utilizando MPI ou openMP e APIs para uso de GPUs.

2.2.6.1 Usando Memoria compartilhada e distribuida

A ideia principal desta versao do algoritmo é usar como kernel (para operagao dos blocos)
uma biblioteca escalonavel otimizada para computadores concorrentes com memoria com-
partilhada (Usando OpenBLAS ou a biblioteca MKL) ou distribuida, usamos OpenBLAS
(oa biblioteca MKL) e ScaLAPACK (“Scalable LAPACK”) respectivamente. O algoritmo é
o mesmo mostrado em 3. A escalabilidade é dada pelo uso destas bibliotecas para cada uma

das linhas do codigo.

OpenBLAS é uma continuagao do GotoBLAS de c6digo aberto (mais detalhes em 1.3.3.2).
Ele adiciona implementacoes otimizadas de kernels de algebra linear para varias arquitetu-
ras de processador de memoria compartilhada, incluindo Intel Sandy Bridge e Loongson.
A biblioteca MKL (mais detalhes em 1.3.3.7) é uma biblioteca desenvolvida na Intel que
contém rotinas para computacao cientifica incluindo BLAS, LAPACK, solucionadores de
sistemas esparsos e funcionalidades de transformada de Fourier, altamente otimizadas para

processadores Intel.

ScaLAPACK usa, para algoritmos densos, um layout de dados ciclicos em bloco (mais
detalhes em 1.3.3.6). Escolhemos esta biblioteca principalmente por causa de sua escalabi-

lidade (Dongarra, 1994).
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2.2.6.2 Implementacao Out-of-Core, usando GPU

A ideia principal deste algoritmo é de permitir utilizar ao maximo as capacidades com-
putacionais da GPU, e ser capaz de rodar, mesmo que todos os dados do sistema completo
nao possam caber na memoria disponivel. Para nossa implementacao, a fim de evitar comu-
nicagoes desnecessarias, minimizar as etapas de subida -Set- de RAM para GPU) e descida
-Get- de GPU para RAM, foi necessario alocar na GPU trés blocos de N. x N, para L = 2
ou seis blocos de N, x N, para L > 3, para melhor desempenho, e carregar a quantidade
maxima de dados na memoria da GPU. Esta implementacao é til para grandes sistemas
lineares com L > 3, por exemplo , com uma GPU de 12 GB de meméria, é possivel alocar 6
matrizes reais de aproximadamente 15.000 x 15.000 em precisao dupla, nossa implementacao
é util para sistema linear N > 45K, nesta GPU o tamanho maximo de uma matriz tnica

real, em precisao dupla, é de aproximadamente N = 38K .

A codificacao é feita em FORTRAN, e para as operagoes pequenas (bloco de N, X
N.) feitas por na GPU, utilizamos as bibliotecas otimizadas MAGMA (Matriz Algebra on
GPU and Multicore Architectures, MAGMA é uma colecao de bibliotecas de dlgebra linear
para sistemas hibridos de multicore e GPU. Esta biblioteca representa uma metodologia de
hibridizacao onde algoritmos de interesse sao divididos em tarefas de granularidade variavel
e sua execucao ¢ agendada sobre os componentes de hardware disponiveis. Usamos, em
especial, as sub-rotinas gpu magmaf _dgemm, magmaf dpotrs_gpu e magmaf dposv_gpu. No
algoritmo 5 estd apresentado o pseudocddigo que calcula a solugao reversa para as ordens j =
1,...,L e a matriz de energia dos erros, e no algoritmo 6 esta representado o pseudocddigo

que calcula a solugao recursivamente para multiplos RHS.
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Algoritmo 5 Algoritmo de GPU Out-of-Core para solucao do sistema de bloco-hermitianos
de NE, sub-rotina 1

Require: A(L x N., L x N,): sistema de bloco-hermitiano de NE;
B(L x N,, NRHS): G*D;

Require: Meméria de trabalho no CPU: LLAjj(N., N.), HH(N., N.,2L — 3),
EEHH(N,, N., (L — 1))

Require: Memoria de trabalho GPU: 6 matrizes (N., N.) : dT1, dT2, dA1, dA2, dB, dC >
No GPU

1: Inicializar
2: lEFO — Ay
3: fort=1,L do
4: "Eno = Ay
5: end for
Set 1EF0 in dT1
6: LLig, o ¢ LL*("Epo) { LL{ypy) ¢ LL*(dT1)  GPU

Get dT1 noLL* e copiar no LLAjj

(*Ero)
7. forp=1,L —1do

8: PHE o = Apipn {Set no dAl
9:  Set P"'Epg no dA1 > No GPU
10: fori=p,1,—1do
11: J=p—1i+1
(Set A jinodB=> iAHj,l
if 7 > 1 then
i1 fork=1,7—-1do
12: Apia=A i+ Ak Hyza g Set A4+ no dT1 e Set "H;_q ;, no dT2
= dB = dB + dT1 * dT2
end for
\end if
13: Ay = A, {dc — dB* > No GPU
Set iEHj_l no dT2
if 7 =1 then
Set LLAjj in dT1
dC + dT1'F; = —dC  Xpotrs
14: 'Fj; — 'Ey;j1'F; = —iAj‘qj_l else
dT'l = dT2
dC + dT'1'F;; = —dC  Xposv
end if
\Get dC in "Fj;
dl'l = dAl

15: ory =B+ A 'F {
Fj Fj—1 Hj—1 L jj {lEFj == dAl = dAl1 +dB x dC
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16: if p< L —1 then

17: 'Hy; « " EpH; = —' A
(dA2 = —dB
if 7 =1 then

Set iJrlEpj_l no dT1
dA2 — dT1'H;; = dA2 Xposv
Get dT1 no LLAjj
else
dA2 «+ dT1'H;; = dA2  Xposv
end if
| Get dA2 no "H;

4 . . 4 dT2 =dT2+ dB * dA2
18: ‘B = 'Egi_+'A%. H,; 4
Hj =t Hji—1 7 {Get dT2 no ZEHj
19: end if
. I oy .
i i I 'F i i I 'Fy
20: {(H;, ' Fi}  «+ {’”H I]] = Hia T [ZH IM}
7 @ I 17

(for k=1,7—1do

Set iHj,lk no d1'1

Set “"'F;_1; no d12

iftk<L—1ej>1then
dB = dT72

end if

dT2 = dT2 + dT'1 x dC

Get dT2 no 'Fj

iftk<L—1ej>1then
dT'l1 =dT1+dB x dA2
Get dT'1 no iij

end if

end for
21: end for

22: LLjg |+ LL*('Ep;) {

LL%,, + LL*(dA1)

( Get dA1 no LLY, .,
( EFJ)
23: end for

24: return 1.7-"]:1 -1 ;LL?

-----
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Algoritmo 6 Algoritmo Out-of-Core em GPU para solugao de sistema bloco-hermitiano
de NE, sub-rotina 2, solucao de multiplos RHS

Require: A(L x N, L x N,): sistema de bloco-hermitiano de NE;

77777

LL*1 .
(‘Erj=o,....L—1)’
B(L x N,, NRHS): G*D;
Require: Memdria de trabalho no GPU: 3 matriz (N., maxRHS) : dA, dB, dC > In GPU
1: Cal maxRHS(Nc, Memoria da GPU,bytes)

(Set LL* ) in dA

(*Ero

for jr = 1,nrhs,maxNRHS do

2: ]_\/_[11 — LL*lE 1\/_[11 _ Bl Set Blij mn dC
o) dC <+ dAM;, = dC
Get dC in M, j,

L end for

3: for j=1,L—1do
4: for jr = 1,nrhs,maxNRHS do

(Set — By in dB
for k=1,j do
b a aafi]{ S
dB =dB + dA x dC
 end for
6: M;i1541 — LL?EFJ,)M]'H,J'H = Ay
Set LLZ‘lEFj) in dA
dB < dAMj;1 11 = dB Xpotrs
Get dB in M1 1
(for k=1,7 do
Set 'Fj;, in dA
L, of :
5 [Im, }: M LE [ L., 1 Set M, in dC
M @] I] M1 541 dC =dC + dA*xdB

Get dC' in Mj+1,k

 end for

8: end for
9: end for
10: return M (L x N,, NRHYS)




Solucao De Sistemas Lineares
Hermitianos, Positivos Definidos (PD)
E Densos De Grande Porte Com

Multiplos Lados Direitos: Resultados
Numéricos

3.1 Introducao

Neste capitulo, vamos verificar a viabilidade do algoritmo proposto neste trabalho, bem
como sua comparacao com a fatoracao Cholesky, usando bibliotecas amplamente usadas
(LAPACK, SCALAPACK e MAGMA) para obter a solugao do sistema completo. Analisando
os resultados vamos concluir que quando temos um nimero de RHS grande (maior a ordem

N do SL) o algoritmo proposto se mostrou eficiente na resolugao de sistemas lineares.

Na secao 3.2 sao referidas as formas em que foram gerados sinteticamente os sistemas

lineares e como foi validada a solucao.

Na se¢ao 3.3 sao apresentadas os resultados da implementacao em um clusters da versao
original proposta por (Porsani et al., 2010), posteriormente, nas segdes 3.4, 3.5 e 3.6 s@o
mostrados os resultados do cédigo proposto neste trabalho nas diferentes implementacoes

para diferentes arquiteturas (SMP, cluster e GPU).

82
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3.2 Construcao sintética do problema e validacao do
resultado

3.2.1 Simulacao do problema

Como ja foi mencionado, a implementacao proposta tem como objetivo resolver o sistema
linear AX = B, onde A é uma matriz positiva definida, entao, a simulacao do problema foi

realizada de duas formas:

e A = GT % G, onde G é uma matriz com valores aleatérios (uniformemente distribuidos)
entre —10 e 10. A matriz B é gerada diretamente com nimeros aleatérios (uniforme-

mente distribuidos) entre 0 e 1

e A matriz A e gerada diretamente usando a fun¢ao _lagsy (disponivel nas ferramentas
de testing do LAPACK ! ) que gera, no caso real, uma matriz simétrica real A, por
pré e pés-multiplicacao de uma matriz diagonal real D com uma matriz ortogonal
aleatéria: A = UDUT. A matriz diagonal D é composto de ntimeros aleatérios entre
0 e 1000.

Para uma apropriada comparacao entre o algoritmo proposto e a referéncia, a semente

geradora dos ntimeros aleatérios é a mesma. Em todos os casos foi usada dupla precisao.

3.2.2 Estabilidade do algoritmo

A analise do erro e da estabilidade do algoritmo de resolucao de equacoes lineares levou
em consideragao os seguintes aspectos: seja Ax = b o sistema a ser resolvido. Seja X a
solucao calculada pelo algoritmo. Seja mathbfr o vetor residuo r = b — AX. Na auséncia
de erro de arredondamento, r seria zero e X seria igual a x; com erro de arredondamento isso
nao vaia acontecer, o que faz necessario avaliar a estabilidade do algoritmo. Neste trabalho
avaliamos a estabilidade backward (Bjorck (1996) Capitulo 2, definigdo 2.1.1 e teorema 2.1.1

), onde a solucao é estavel se e somente se a solugao calculada tem um pequeno residuo.
B — AX[| < ec||A[[|I%] (3.1)

onde ¢ é uma constante nao muito grande e € faz referéncia é precisao relativa da maquina

(o menor nimero de ponto flutuante).

!Esta funcdo permite definir um possivel bandeamento k, mais neste trabalho foi usado Uma matriz
completamente densa k = N — 1. Para o caso real de dupla precisao a fun¢ao tomo o nome de Dlagsy. Mai-
ores informacoes em: http://www.netlib.org/lapack/explore-html/d1/dc0/group__double matgen__
gabf743c86cc2e595aef8e6£8662562026 . html
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Neste trabalho consideramos um residuo relativo que é calculado como se mostra na eq

3.2 para um sistema de multiplos lados direitos:

_ HB — AXHOO
eN[[ Aol X[ oo

(3.2)

onde € refere-se a precisao relativa da maquina (o menor nimero de ponto flutuante) e N é
o numero de incégnitas do SL. Neste trabalho se considera que a la solucao é correta se o

residuo relativo for menor que 3 (r < 3).
O erro de predicao relativo da solucao e calculado como se mostra na eq 3.3

HB B AXHOO

E: A
N (1Al Xl + 1Bl

(3.3)

Este erro de predicao relativo tem que ser da ordem de magnitude do €, e é considera como

solucao valida se £ < 10e.

3.3 Resultados da Versao original

A seguir sao mostrados resultados preliminares da implementagao MPI do algoritmo 2
(Porsani et al., 2010) , cabe salientar que para obter as EN (A = G*G e b = G*d) foi im-
plementada uma estrategia MPI-openMP , usando esta API é possivel aproveitar ao maximo
a meméria RAM do equipo sem precisar operacoes 1/0 no disco ja que todos os processos
de uma s6 méquina (openMP) trabalham em uma tnica cépia de G. Ao final, a matriz

A = G*G e o vetor b = G*d s6 estao disponiveis no no 0.

A solugao do sistema Am = b foi implementada com MPI. Os resultados correspondem
ao caso que Gm = d sao reais. J4 que s6 o processo 0 tem A = GTG ele faz envio dos blocos
de informacao que cada processo precisa em cada ordem da solucao. Isto permite fazer um
melhor uso da memoria que possibilita ter a resolugao de matrizes mais grandes sem precisar
de operagoes I/O em disco durante todo o processo (célculo de GTG e o calculo de m), mas
aumenta o nimero de comunicagoes que sao necessarias entre o Mdster (rank=0) e os Slaves
(rank>1).

O algoritmo foi escrito para resolver qualquer tamanho de matriz e qualquer nimero de

processadores.
1 _ % i+1 % _ 1
Nos passos {mj+17j+1 <— Eijj+1,j+1 = Amj}, { Hjj — EFj—l Hjj = AHj—l} €

{'Fjj « "By 1'Fj = Z'Ajiljfl} foi usado a fatoragdo Cholesky (usando o algoritmo de
Cholesky-Crout).
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3.3.1 Resultados com a maquina MARRECA

3.3.1.1 Para diferentes tamanhos de matriz (G,,—,), tempo vs L=Np

Nas figuras 3.1 e 3.2 é apresentado o tempo de execugao necessario para encontrar a

solucao do sistema Am = b, onde A é uma matriz quadrada simétrica N x N, onde pode-se

evidenciar a reducao de tempo em funcao do

ntimero de processos (Thread(s)), quando o

numero de processos é aumentado para 24 nao é observada uma reducao significativa do

tempo, ja que os dois Thread(s) por Core nao sao concorrentes. Na figura 3.2 é possivel

observar a dependéncia linear entre o logaritmo do tempo e o logaritmo do N para tamanhos

de matriz maiores a 1000 x 1000 aproximadamente.

1.2e+04
1Th —+——
2Th —=—
le } 0—1 - 6Th |
12Th —e&—
8e103 24Th |
w
E 6e+03
S |
s}
&~
4e+03 + |
2e4+03 |
0 o e & : |
0 5000 10000 15000 20000 25000

30000
N

Figura 3.1: Tempo total (segundos) em fun¢ao do tamanhos de matriz A de N x N. Th faz

referéncia aos Thread(s). O particionamento

L é igual ao nimero de Thread(s)

le+406
1Th ——
2Th ——
le+04 + 6Th .
12Th ——=—
19 \ 02 - 24Th A
w
5 Lk 1
%
S 0.01 + i
&~ ==t
0.0001 | Eet T A 1
1e-06 | E
1e-08 . . .

10 100

1000 10000 100000

N

Figura 3.2: Tempo total em fungao do tamanhos de matriz A de N x N em escala logaritmica

base 10. Th faz referéncia aos Thread(s).
Thread(s)

O particionamento L ¢é igual ao ntmero de
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3.3.1.2 SpeedUp e eficiéncia

A velocidade aumenta proporcionalmente com o nimero de processadores, porém, para
as matrizes menores, o tempo de comunicagao gera atrasos que nao permite um aumento
proporcional (ver Figura 3.3) e reduzem a eficiéncia (Figura 3.4). Cabe salientar que o
particionamento L deve ser igual ao niimero de processadores a usar, e como pode ser visto
na figura 2.2, cada vez que é incrementada a ordem da solugao, um processador queda livre,
entao na melhor das hipoteses a eficiencia maxima possivel seria 0.5 sem ter em conta os

tempos de comunicacao entre processos.

8
2Th ———
7k 6Th ———— i
12Th ——=—
6 F 24Th |
it
Q(5 r [ 4
-
T4t ]
2
n 3L T i
20 7\
I " 5 Coralicoip? -
dl Xf\%&ﬁ;;ﬁ - |
0 o a0k . ! I
1 10 100 1000 10000 100000

N

Figura 3.3: Aumento da velocidade total em funcao do tamanho da matriz, para diferentes
niveis de particionamento (L = th), L = nimero de processadores = ordem de particiona-
mento .

1
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£ 06 i 1
S 05 H 5
s a«\ /| WJ&\YJWMW*
ES 0.4 H \[\z 4
| * x
03 | [ 4
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0 e e Xl e \ .
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Figura 3.4: Eficiéncia em funcao do tamanho da matriz, para diferentes niveis de particio-
namento (L=th), L. = nimero de processadores.

Na figura 3.4 para quando sao usados 27Th, temos valores de eficiéncia muito perto de
0.5, incluso para alguns tamanhos de matriz, a eficiéncia é maior a 0,5 (méxima possivel

teoricamente), isto se deve a que cada Thread(s) tem sua prépria memdria cache , entao
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temos um aumento efetivo da meméria cache disponivel para o processamento (Chapman
et al., 2008). A eficiéncia poderia ser ainda maior se no fosse por a laténcia? no acesso a

memoria ja que o sistema tem um acesso no uniforme a memdria (NUMA? ).

3.3.2 Resultados com a maquina Aguia

As caracteristicas das matrizes usadas sao as mesmas que as usadas na secdo anterior

(reais de precisao dupla)

3.3.2.1 Para diferentes tamanhos de matriz (G,,—,), tempo vs L=Np

Nas figuras 3.5 e 3.6 é apresentado o tempo de execucao que é preciso para calcular a
solucao do sistema Am = b, onde A é uma matriz quadrada simétrica N x N, onde pode-se
evidenciar a reducao de tempo em funcao do nimero de processos (cpu). Na figura 3.6 é
possivel observar a dependéncia linear entre o logaritmo do tempo e o logaritmo do N para

tamanhos de matriz maiores a 2000 x 2000 aproximadamente.

4e+04

3e+04

2e+04 |

0 | — — 4¢7——j:;7_¢———"'”//;4—74#r n

0 5000 10000 15000 20000 25000 30000 35000 40000
N

Figura 3.5: Tempo total em fungao do tamanhos de matriz A de N x N. O particionamento
L é igual ao ntimero de cpu usados

2Laténcia: Tempo gasto esperando por uma resposta. Laténcia de memdria é o tempo que leva para os
dados chegarem apds o inicio de uma referéncia de meméria. Um caminho de dados com alta laténcia de
memoria seria inadequado para movimentar pequenas quantidades de dados (Chapman et al., 2008).

3NUMA: non-uniform memory access: Acesso ndo uniforme a4 meméria. Normalmente, processadores
individuais em pequenas maquinas de memoria compartilhada podem acessar qualquer local de memoéria
com a mesma velocidade. Isso nao é necessariamente o caso de sistemas maiores e também nao é verdadeiro
para todas as plataformas pequenas. Uma maneira de permitir que muitas CPUs compartilhem uma grande
quantidade de memoria é conectar clusters de CPUs com uma rede rapida (por exemplo, um barramento de
memoéria compartilhada) a um determinado pedago de memoéria enquanto esses clusters sdo conectados por
uma rede menos custosa. O efeito de tal estrutura é que alguma memoria pode estar mais proxima de um
ou mais dos processadores e, portanto, acessada mais rapidamente por eles. A diferenga no tempo de acesso
a memoria pode afetar o desempenho de um programa OpenMP (Chapman et al., 2008).
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Figura 3.6: Tempo total em fungao do tamanhos de matriz A de N x N em escala logaritmica
base 10. O particionamento L é igual ao ntimero de cpu usados

3.3.2.2 SpeedUp e eficiéncia

A velocidade aumenta proporcionalmente com o niimero de processadores, para as matri-
zes menores, o tempo de comunicagao gera atrasos que nao permite um aumento proporcional

(ver figura 3.7) e reduzem a eficiéncia (Figura 3.8).
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0 — w MM” s
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N

Figura 3.7: Aumento da velocidade total em fun¢ao do tamanho da matriz, para diferentes
tamanhos de particionamento (L). O particionamento L é igual ao ntiimero de processadores.

A eficiéncia da maquina MARRECA foi maior que na maquina AGUIA, isto é devido
basicamente a que todos os Thread(s) compartilham a totalidade da memdéria RAM da
méquina, sendo entdo muito mais eficiente a troca de informagao entre Thread(s), além de
que a MARRECA tem maior memoria cache L3. Na AGUIA a eficiéncia maxima foi perto
de 0,3 e na marreca entre 0,3 e 0,7. Conforme mencionado anteriormente na secao 2.2.4,
esta baixa eficiéncia torna o algoritmo pouco atraente, exceto em problemas extremadamente

grandes, os quais nao podem ser resolvidos com a capacidade computacional instalada em
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Figura 3.8: Eficiéncia em funcao do tamanho da matriz, para diferentes tamanhos de parti-
cionamento (L). O particionamento L é igual ao nimero de processadores.

um local especifico e portanto pode fazer uso de sistemas de computacao distribuida pela
web (Segao 2.2.6).

Nas sec¢oes seguintes apresentamos a versao proposta com 3 diferentes sistemas de com-
putagao paralela: memdria compartilhada (segao 3.4), memoria distribuida (se¢ao 3.5 ) e
com uso de GPU (se¢ao 3.6), que permitem o aproveitamento total das capacidades de

processamento em todo momento, desde o inicio até a obtencao da solucao final.

3.4 Versao memoria compartilhada

Em sistemas com memoria compartilhada para sistemas com processamento multi-
threading (SMT %), no algoritmo proposto (Algoritmos 3 e 4) cada uma das operagoes
(Multiplicagoes de matrizes e resolugao de sistemas lineares de ordem N, x N,.) é reali-
zada usando a biblioteca OpenBLAS ou MKL. E o mesmo cédigo que de forma serial (um
so CPU), mas compilado com os flags correspondentes para que cada subroutina (LAPACK
da Intel -MKL-) seja executada de maneira paralela usando todos o threads disponiveis no
ambiente de execugdo. Para esta se¢do usamos um né do cluster OGUN (Especificagoes

descritas na se¢ao 1.3.2.3.1) com a maxima capacidade de threads.

Nas provas de rendimento, o tamanho dos problemas (Gigabytes) usados estao condicio-
nados a poder-se acomodar por completo na memoéria RAM (incluindo matrizes auxiliares),
mas se o problema for maior que a memoéria RAM disponivel, é perfeitamente possivel adap-

tar o codigo implementando operagoes de [/O com o uso de memorias externas ou discos

4SMT: Simultaneous multithreading
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SSD ® o HDD °©.

Na implementacao do algoritmo em memoéria compartilhada, al igual que em memoria
distribuida , assumindo que todo o problema incluindo matrizes auxiliares cabe na RAM, nao
temos limitagdes para definir o nivel de particionamento (caso contrario para sistemas com
GPU, onde a meméria da GPU define o nivel de particionamento),portanto se faz necessario
mostrar o que acontece com o desempenho para um mesmo problema quando se varia o nivel
de particionamento (Variando o L e portanto N¢). Na figura 3.9 se apresenta esse efeito
para N = NRHS = 60k, pode-se apreciar que o tempo Facgy, que se refere a sub-rotina
3, tende a aumentar com L (como era esperado, ver secao 2.2.5.1). Em quanto o tempo
de solucao slvgy, que se refere a sub-rotina 4, tem uma leve queda com ou aumento de L.
O tempo total Totgy, de modo geral cresce levemente. O mesmo efeito e percebido para
diferentes tamanhos de N e para quando NRH S é maior en relagdo com N (veja figuras E.1

e E.2 na secao E.1).

3e+02
SMT slvpy ——
256+02 L SI\IT TOtBH |
S %et02l
o)
jon
g
£ 1.5e+02 |
le402 ////_/é
50 L ! |
2 3 4 5
L

Figura 3.9: Efeito do particionamento no desempenho do nosso algoritmo (Facgy e slvgy)
usando sistemas de memoria compartilhada para um sistema quando N = NRHS = 60k e
variando o particionamento (L = 2,3,4,5,6), usando um CPU de 80 threads (Tabela 1.4).
Foram realizadas 5 repetigoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés
restantes

Ao comparar o desempenho com ou algoritmo de referéncia, usaremos um nivel de par-
ticionamento L = 2, e para um valor constante de N, variamos NRHS até valores muito

superiores a IN. Na figura 3.10 se mostra a comparacao do desempenho do nosso algoritmo

58SD: Solid-State Drive. Uma unidade de estado sélido é um dispositivo de armazenamento de estado
sélido que usa conjuntos de circuitos integrados para armazenar dados de forma persistente

SHDD: Hard Disk Drive. Uma unidade de disco rigido popularmente chamado também de HD é um
dispositivo de armazenamento de dados eletromecénico que armazena e recupera dados digitais usando
armazenamento magnético e um ou mais pratos rigidos de rotacao rapida revestidos com material magnético
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para o caso de N = 60k e com valores de NRHS variando de 12k (NRHS = N/5) ate
NRHS =180k (NRHS = 3N). As duas linhas horizontais, que correspondem aos tempos
Facgy e dpotrf (5 repetigdes, das quais é calculada a média das 3 intermedidrias), este valor
é replicado na figura para todos os valores de NRHS. Os tempos necessarios para obter a
solucao slvgy e dpotrs para cada valor de NRHS estao representados nas linhas inclinadas
(onde também foram realizadas 5 repetigdes, o pior e o melhor tempos foram eliminados e
os 3 restantes foram promediados, isto para cada valor de NRHS), bem como o tempo total

(soma de Facgy + slvgy e dpotrf + dpotrs).

E possivel ver na figura (3.10) que embora o tempo Facgy seja maior que dpotr f (como
é esperado), o comportamento global é semelhante. Diante disso, foram realizados testes
utilizando NRHS muito maiores que N (diminuindo N devido a limita¢oes de memdria
RAM). Esses testes estao representados nas figuras 3.11 e 3.12 (N = 45k e N = 30k), onde

NRHS méaximo vai ate é igual a 9N e 21N respectivamente.

Te+02
SMT Facpy —— N=60k
L SMT SZUBH — z e
6e+02 F SMT Totpy P —
SMT dpotrf —~— T
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— SMT trf+trs — ¥ i "
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g . o
£ 30402 | e ]
20402 | = ]
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let02 b & o ]
0 L L L L L L L L
0 20k 40k 60k 80k 100k 120k 140k 160k 180k
NRHS

Figura 3.10: Comparacao entre o algoritmo de referéncia para sistema de memoria com-
partilhada: (dpotrf + dpotrs) e nossas implementagoes (Facpy e slugy ) para um sistema
quando N = 60k (L =2 e N, = 30k) e dimensdes diferentes de RHS (12k a 180k), usando
um CPU de 40 nicleos , 80 threads (Tabela 1.4). Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados
o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes
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Figura 3.11: Comparacao entre o algoritmo de referéncia para sistema de memoria com-
partilhada: (dpotrf + dpotrs) e nossas implementagoes (Facgy e slugy ) para um sistema
quando N = 45k (L =2 e N, = 22.5k) e dimensdes diferentes de RHS (9% a 405k), usando
um CPU de 40 ntcleos , 80 threads (Tabela 1.4). Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados
o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes
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Figura 3.12: Comparacao entre o algoritmo de referéncia para sistema de memoria com-
partilhada: (dpotrf + dpotrs) e nossas implementagoes (Facpy e slugy ) para um sistema
quando N = 30k (L = 2 e N, = 15k) e dimensdes diferentes de RHS (9% a 630k), usando
um CPU de 40 nicleos , 80 threads (Tabela 1.4). Foram realizadas 5 repetigoes e eliminados
o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes

A medida que aumentamos o NRHS, podemos perceber que o desempenho da segunda
parte do algoritmo que incorpora a parte direita da equagao, responsavel por encontrar a
solucao, tem um desempenho melhor, o que compensa em maior tempo na primeira parte.
A partir das figuras ( 3.11 e 3.12) pode-se observar uma tendéncia: quanto maior o NRHS,
a diferenca de tempo entre os dois algoritmos aumentara. Ressalta-se que essa diferenca

dependera tanto das caracteristicas do equipamento quanto do tamanho do problema.
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3.5 Versao memoria distribuida

Em sistemas com memdria distribuida, no algoritmo proposto (Algoritmos 3 e 4) cada
uma das operagoes (Multiplica¢oes de matrizes e resolugao de sistemas lineares de ordem
N.x N.) e realizada usando a biblioteca SCALAPACK. O cédigo é diferente, pois é necessario
levar em consideracao as sub-rotinas e particularidades da biblioteca SCALAPACK, como o

esquema ciclico de distribuicao dos dados 7 .

A implementacao do nosso algoritmo para sistemas de meméria distribuida e assumindo
que a meméria RAM é suficiente para acomodar todo o problema (e matrizes auxiliares),
implica que o particionamento (valor de L) pode ser escolhido arbitrariamente, ao contrario
de quando é implementado com o uso de GPU onde a memoria disponivel e o tamanho
do problema determinarao o nivel de particionamento, como veremos mais adiante. Por
conta disso, propomos inicialmente alguns testes de tempo de execucao variando o L de 2
a b. A figura 3.13 mostra esse resultado para N = NRHS = 30k, onde pode-se observar
que o tempo Facgy aumenta dependendo do nivel de particionamento (ver segao 2.2.5.1).
Em quanto a o tempo de solucao slvgy, tem uma aparante queda ou estabilizagao com ou
aumento de L. Figuras semelhantes para outros tamanhos de SL sdao mostrados no Apéndice

E.2 (Figura E.9), que apresentam uma tendéncia semelhante.
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Figura 3.13: Efeito do particionamento no desempenho do nosso algoritmo (Facgy e slvgy)
usando sistemas de memoria distribuida para um sistema quando N = NRHS = 30k e
variando o particionamento (L = 2,3,4,5), usando um CPU de 12 nicleos (Tabela 1.1).
Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés
restantes

"Por simplicidade nos usamos mb = nb, onde nb = mb = 64. Para a definicio da grade, nos usamos uma
distribuigao que procure que P seja igual a Q em cada caso
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Tendo em mente os resultados anteriores, para comparar nossa implementacao com o
algoritmo de referéncia, foi escolhido o valor de L = 2, por apresentar melhores resulta-
dos. As figuras 3.14 e 3.15 mostram os resultados utilizando 2 sistemas computacionais
muito diferentes (Marreca e OGUN com velocidades de processamento e nimero de CPUs
disponiveis diferentes). Pode-se notar que na Figura 3.14, nossa implementacao apresenta
um desempenho um pouco inferior, permanecendo na mesma ordem de grandeza. Na figura
3.15, pode-se observar um aparente melhor desempenho para valores de NRHS maiores que

N. Figuras semelhantes para diferentes tamanhos sao apresentados na secao E.2.
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Figura 3.14: Comparacao entre o algoritmo de referéncia para sistema de memdria dis-
tribuida: Scalapack (Scl dpotrf 4+ Scl dpotrs) e nossas implementagoes (Facgy e slvpy )
para um sistema quando N = 30k (L = 2 e N, = 15k) e dimensoes diferentes de RHS
(3k a 60k), usando um CPU de 12 nicleos (Tabela 1.1). Foram realizadas 5 repeticoes e
eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes
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Figura 3.15: Comparacao entre o algoritmo de referéncia para sistema de memdria dis-
tribuida: Scalapack (Scl dpotrf + Scl dpotrs) e nossas implementagoes (Facgy e slvgy )
para um sistema quando N = 30k (L = 2 e N, = 15k) e dimensoes diferentes de RHS
(3k a 60k), usando um CPU de 300 nicleos (Tabela 1.4). Foram realizadas 5 repetigoes e
eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes

Utilizando o sistema marreca, com maior disponibilidade de meméria RAM, foram rea-
lizados testes onde o nimero de RHS foi aumentado (ver figura 3.16), onde fica evidente que
nossa implementacao tem um desempenho inferior ao algoritmo de referéncia. Este resul-
tado pode ser devido a distribuicao ciclica interna dos dados pela biblioteca Scalapack, onde
o tamanho do bloco permanece constante mesmo que o tamanho do problema aumente, o
que implica uma maior atomiza¢ao do problema e, geralmente, degrada o desempenho da
nossa implementacao. Apesar disso, vale ressaltar que as ordens de grandeza permanecem na
mesma escala. No Anexo E.2 apresenta resultados com diferentes tamanhos para o mesmo

sistema computacional Marreca (Gréficas E.10 e E.11).
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Figura 3.16: Comparacao entre o algoritmo de referéncia para sistema de memdria dis-
tribuida: Scalapack (Scl dpotrf + Scl dpotrs) e nossas implementagoes (Facgy e slvgy )
para um sistema quando N = 30k (L = 2 e N. = 15k) e dimensdes diferentes de RHS ,
usando um CPU de 12 nicleos (Tabela 1.1). Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o
melhor e o pior tempo, com média das trés restantes

3.6 Versao OUT-OF-CORE usando GPU

3.6.1 Desempenho

Nesta secao, detalhamos os resultados obtidos com nosso algoritmo Out-Of-Core. As
matrizes sao de precisao dupla e positiva definida. A matriz A é construida através de uma
matriz pseudo-aleatéria G (subrotina fortran random number; com valores entre -10 e 10)
e realizando a multiplicagdo GTG. O lado direito da equacido (D) é uma matriz pseudo-
aleatéria com valores entre 0 e 1. Utilizamos duas GPU NVIDIA bem diferentes, a GPU
Tesla k40c e Tesla P100 com 12GB e 16GB de memdria respectivamente, para executar os
experimentos. Os resultados da nossa implementacao: tempo, erro relativo da predicao e
residuo relativo, serao comparados com aqueles obtidos com magma_dpotrf (Out-Of-Core)
+ magma_dpotrs (Ver Apéndice D para mais detalhes) da Biblioteca MAGMA, que é o

resultado referéncia para fim de comparacao.

3.6.1.1 GPU Tesla k40c

Esta GPU estd conectada a uma CPU com processador Intel®) Xeon®) E5-2643 v3
que possui 524 GB de RAM instalada (Mais detalhes na secdo 1.3.2.1 ). A figura 3.17
mostra a comparagao entre os tempos para resolver um sistema NE com N = 90K (L =7

e N. = 12864) para o qual variamos o RHS entre 9K e 270K. Nossa implementacao é
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mostrada nas legendas: Facgy, slvgy e Totgy; onde Facgy corresponde ao tempo gasto
pelo algoritmo 5; slvgy corresponde ao tempo do algoritmo 6 e Totgy é o tempo total.
Pode-se notar que o tempo registrado para Facgy ¢ aproximadamente 2,5 vezes maior que o
tempo necessério para realizar uma fatoragao de Cholesky (magma_dpotrf), isso é o esperado,
pois o numero de operagoes realizadas por O algoritmo 5 é aproximadamente 3 vezes maior

que o da fungdo magma_dpotrf (Fatoragdo de Cholesky).

No caso do algoritmo para slvgy, pode-se observar que ele leva menos tempo que o
algoritmo de referéncia (magma_dpotrs) para todos os valores RHS apesar do nimero de
operagoes ser maior, isso se deve principalmente a maior dependéncia dos dados na substi-
tuicao Forward e Backward para a solucao de dois sistemas triangulares. A maior eficiéncia
do algoritmo 6 (ate NRHS igual a 270k ) nao é suficiente para compensar o maior tempo
gasto no primeiro algoritmo, porem a diferenga entre (Totgy) e o tempo total de referéncia
(tr f+trs) é pouca. Este mesmo efeito é evidenciado em sistemas NE com N = 45k, N = 60k
e N = 75k, onde a maior eficiéncia do algoritmo 6 estd sempre presente o que permite ter

um desempenho similar com o algoritmo de referéncia (Ver Apéndice E.3.1).

5e+03
FLL(IBH — NZgOk
450403 | sloon e
4e+03 Totpn e .
magma dpotrf —— e
3.5e+03 F  magma dpotrs = )(//*/ b
= 3e+03 | trf+trs ——<— : v//)// |
2 250403 | s y
S 2403 | / o |
15c+03 | e |
L ey i
le+03 i LV Vs RV W
Be+02 [ x ]
L
0 50k 100k 150k 200k 250k 300k
NRHS

Figura 3.17: Comparacao entre magmaf (magmaf dpotrf + magmaf dpotrs) e nossas imple-
mentagoes (Facgy e slvgg ) para um sistema quando N = 90k (L =7 e N. = 12864) ¢
dimensdes diferentes de RHS (9k a 270k), usando um NVIDIA Tesla k40c de 12 GB. Foram
realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes

Para ratificar o melhor desempenho do algoritmo 6 mostramos na figura 3.18 o desem-
penho em Gflops, onde podemos evidenciar que para todos os valores de RHS, a velocidade
¢ maior. Figuras adicionais com valores de RHS anteriores (N = 45k, N = 60k e N = 75k),

sao apresentados no apéndice E.3.2).
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Figura 3.18: Comparacao de desempenho (GFLOP/s) entre magmaf (magmaf PDPOTRF +
magmaf PDPOTRS) e nossas implementagoes para um sistema quando N = 90K e diferentes
valores de NRH S usando a GPU tesla k40c

3.6.1.2 GPU Tesla P100

Esta GPU estéd conectada a uma CPU com processador Intel®) Xeon®) Gold 6148 (20
ntcleos) que possui 256 GB de RAM instalados (Mais detalhes na secao 1.3.2.3.2 ). Este
sistema possui desempenho consideravelmente superior ao da configuracao anterior, mas
por possuir menos RAM, o tamanho do sistema NE utilizado foi menor. A figura 3.19
mostra a comparagao entre os tempos para resolver um sistema NE com N =70k (L =4 e
N. = 17504) para o qual variamos o RHS entre 14k e 217k. Neste caso, o melhor desempenho
do algoritmo 6 para todos os valores de NRHS permitiu manter o tempo total no mesmo
ordem de magnitude, solo ligeiramente superior ao algoritmo referéncia (magma_dpotrf +
magma_dpotrs). Outras provas com diferente tamanho do N sao apresentados no Apéndice

E.3.3, que ratificam o comportamento.
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Figura 3.19: Comparagao entre magmaf (magmaf PDPOTRF + magmaf PDPOTRS) e
nossas implementagoes para um sistema quando N = 70k (L = 5 e N, = 14080) e dimensoes
diferentes de RHS (14k a 210k), usando uma GPU NVIDIA Tesla P100 de 16 GB. Foram
realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, calculando a média dos trés
restantes

3.6.1.3 Incrementando o NRHS para Tesla k40c

Com o objetivo de avaliar como se comporta o desempenho do algoritmo proposto para
valores muito grandes de RHS, foram realizados testes adicionais aumentando o nimero de
RHS, tomando cuidado para nao ultrapassar 90% da memodria RAM disponivel, que para
este sistema é de 512 GB. A Figura 3.20 mostra o resultado para um SL de N = 75k com
nimero RHS variando de 15k ate 615k. E possivel mostrar que a medida que o numero
de RHS aumenta, as linhas de tempo do magma_dpotrs e slbyp se separam (inclinagao
diferente), onde a menor inclinagao de slbpy indica um melhor desempenho. Esse melhor
desempenho produz que a partir de aproximadamente 500k (onde as linhas Totgy e trf+trs
se cruzam) o desempenho geral do nosso algoritmo seja um pouco melhor. Figuras adicionais,

para diferentes valores de N, sao apresentados no apéndice E.3.4.
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Figura 3.20: Comparacao entre magmaf (magmaf dpotrf + magmaf dpotrs) e nossas im-
plementagoes (Facgy e slvgy ) para um sistema quando N = 75k (L = 6 e N, = 12544)
e dimensodes diferentes de RHS (15k a 615k), usando um NVIDIA Tesla k40c de 12 GB.

Foram realizadas 5 repetigoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés

restantes

3.6.2 Residuo e erro da solucao

Além do tempo que o algoritmo leva para encontrar a solugao, é importante determinar

e comparar o residuo e o erro da solugao. Estes valores sao calculados de acordo com o que

estd expresso em na segao 3.2.2. A figura 3.21 mostra o residuo e o erro da solugao dos dois

algoritmos, onde se percebe que sao equivalentes.
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Figura 3.21: Comparagao do Residuo e ou Erro entre a solu¢ao magma (MAGMA) e nossas
implementagoes (PLS GPU) para um sistema quando N = NRH S (de 40k a 100k), usando
um NVIDIA k40c de 12 GB.
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3.6.3 Simulando uma GPU de 2 GB, para testar o efeito de um
particionamento maior

Para simular particionamentos maiores (valores L maiores), simulamos uma GPU de
apenas 2GB, limitando a memdria maxima a ser usada na GPU Tesla k40c. Neste expe-
rimento variamos N de 25k a 50k a cada 5k, os valores de RHS variaram de N/5 a 3N
em cada caso. Na figura 3.22 é apresentado o resultado para N = 50k, os demais podem
ser consultados no apéndice E.3.5. Os resultados mostram a mesma tendéncia indicada nas

secoes anteriores.
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Figura 3.22: Desempenho para quando se simula uma GPU de 2 GB, para aumentar o
particionamento L. Comparacao entre magmaf (magmaf dpotrf + magmaf dpotrs) e nossas
implementagoes (Facgy e slvgy ) para um sistema quando N = 50k (L =8 e N, = 6272)
e dimensoes diferentes de RHS (10k a 150k). Foram realizadas 5 repetigdes e eliminados o
melhor e o pior tempo, com média das trés restantes

3.7 Por que tem uma melhora para varios RHS?

Para muitos RHS (NRH S ~ Ng;,.), a maioria do tempo é gasto na substitui¢ao direta e
reversa (forward and backward). O desempenho da multiplica¢ao de matrizes (C' = C'+ AB
e C = AB) é mais eficiente do que a fatoragdo de Cholesky (LU) e a substituigao direta e
reversa na solugao dos dois sistemas triangulares F'Byrps—n. Na Grafica 3.23 se apresenta
a comparagao, para o caso serial usando um tnico processador, da velocidade (GFLOPS/s)
entre essas diferentes operagoes. Pode-se notar que a operacao de multiplicacao de matrizes

sempre tem um desempenho superior (maior velocidade em GFLOPS/s).
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Figura 3.23: Comparacao entre o desempenho da fatoracao de Cholesky (LU, usando DPO-
TRF do LAPACK), resolve um sistema de equagoes lineares usando fatoragao de Cholesky
(FB, substitui¢ao direta e reversa usando DPOTRS do LAPACK) para a matriz N x N e
NRHS = N. Desempenho para multiplicacao de matrizes, com implementagao explicita,
para tamanho de matriz N x N

Para sustentar nossa afirmacao, realizamos alguns testes, usando uma implementacao
serial usando um tnico processador, onde comparamos nosso algoritmo com a versao do
LAPACK (DPOTRF + DPOTRS). Nas figuras 3.24 e 3.25, onde variamos o tamanho do
bloco N¢ para um N = 10k, variamos o NRHS de 10 até 10k, podemos notar que nosso
algoritmo demora mais na primeira parte (Facgy) ao ser comparado com a referéncia DPO-
TRF (LLL

lapack) €OmMo ¢ de esperar, ji que a quantidade de operagoes ¢ maior. Na hora de

calcular a solugdo slvgy tem o melhor desempenho da referéncia DPOTRS (F Bjapack)-
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Figura 3.24: Comparagao entre LAPACK (DPOTRS, substituigao direta e reversa) e nossas
implementagoes (usando N, = 500) para dimensoes diferentes de NRHS para NE N x N
quando N = 10000.
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Figura 3.25: Comparagao entre LAPACK (DPOTRS, substituigao direta e reversa) e nossas
implementagoes (usando N, = 1000) para dimensoes diferentes de NRHS para NE N x N
quando N = 10000.

Na figura 3.26 realizamos um teste diferente, para cada valor de N, usamos um tnico
valor de NRHS e N as variacoes de 2k até 18k para diferentes tamanhos de N, onde NRHS
é igual a N. Nesta figura vocé pode notar que a medida que o tamanho (N = NRHS) cria
diferengas e o desempenho se torna mais evidente. Por exemplo, para resolver um sistema de
tamanho 18.000 com NRHS = 18.000, usando precessao dupla, nosso algoritmo leva 18%
menos tempo que as sub-rotinas LAPACK. Os mesmos dados sao apresentados na figura
3.27, onde o eixo + N = NRHS é mostrado na escala log2 e o eixo y (tempo) na escala
log10 para melhor visualizagao. Nosso algoritmo é mais caro para a fatoragdao, mas é mais

eficiente para resolver varios NRHS
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Figura 3.26: Comparacao entre LAPACK (DPOTRF+DPOTRS) e nossas implementagoes
para sistemas de diferentes tamanhos N e NRHS = N.
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Figura 3.27: Comparacao entre LAPACK (DPOTRF+DPOTRS) e nossas implementagoes
para sistemas de diferentes tamanhos N e NRHS = N.



Modelagem acustica usando
diferencas finitas no dominio da
frequeéncia

Neste capitulo apresentaremos resultados da utilizacao do algoritmo recursivo bloco par-
ticionado do tipo Levinson para modelagem sismica 2-D no dominio da frequéncia. Para isso
comecaremos por fazer uma pequena introducao ao método de Modelado acustico usando
diferencas finitas no dominio da frequéncia (FDFD pela sua sigla em inglés de Frequency-

Domain Finite-Difference).

A modelagem acuistica usando diferencas finitas no dominio da frequéncia é usada na
migragao sismica (Mulder e Plessix, 2004, Kim et al., 2011, Ma et al., 2023) e na inversao
sismica usando a equagao completa da onda, FWI das siglas do inglés Full Waveform Inver-
sion (Pratt e Worthington, 1990, Pratt, 1990, Ben-Hadj-Ali et al., 2011, Luo e Xie, 2017).
Comparado com o método de diferengas finitas no dominio do tempo (Dablain, 1986, Liao
et al., 2018), o método FDFD tem as vantagens de ter menor erro cumulativo, alta eficiéncia
para modelagem de dados sismicos multi-shot (Jo et al., 1996, Ben-Hadj-Ali et al., 2011),
conveniéncia da computacao paralela e flexibilidade para modelar os efeitos da atenuacao
(Pratt e Worthington, 1990). A modelagem actstica usando FDFD resolve sistemas lineares
de grande porte. Geralmente, sao usados solvers diretos como a fatoracao LU. Quando o
modelado envolve multiplos tiros, cada um deles é um vetor no lado direito do sistema linear,

portanto se houver milhares de tiros, envolveria milhares de RHS.

105
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4.1 Modelagem Actstica usando FDFD

A equacao de onda 2D actstica no dominio do tempo (meio com densidade constante)
contempla somente a propagacao de ondas compressionais (compressional waves), ou seja
ondas P, ela descreve a evolugao temporal das ondas compressionais P no modelo geolégico
¢é conhecida na literatura como a equagao acustica da onda. Ela é uma equacao hiperbdlica
de segunda ordem e pode ser deduzida a partir das leis de Newton e de Hooke , considerando

um meio com densidade constante, é dada pela seguinte expressao:
1 Op(z,z,t)
A(x,z)  Ot?

V2p(x, z,t) — = —s(xs, 25, 1) (4.1)

onde

e ¢(x,z) = Velocidade de propagagao da onda P
e p(z,z,t) = Campo de pressdo no ponto (z, z) num dado tempo .

e s(zg, zs,t) = termo fonte no dominio do tempo localizado na posigao (s, z5) num dado

tempo ¢t

o V2 =2 4 9 Operador Laplaciano

Aplicando a transformada de Fourier temporal na Eq. 4.1, obtém-se a equacao da onda

acustica 2-D no dominio da frequéncia, chamada de equagao de Helmholtz:

2

V2P(z, 2z, w) + P(z,z,w) = =S(xg, z5,w) (4.2)

A(x, z)
onde w = 27 f é a frequéncia angular. Entretanto, P(x, z,w) e S(zs, zs,w) sdo o campo de
pressao e o termo fonte no dominio da frequéncia angular, os quais sao calculados através

das transformadas de Fourier de p(z, z,t) e f(xs, zs,t) respetivamente.
P(z,z,w) = / p(z, 2z, t)e ™ dt

o (4.3)
S(xs,zs,w):/ s(xs,zs,t)e_iwtdt

o0

Informagoes adicionais do par s(x, z,t) e S(zs, 25, w) serdo descritas na sec¢ao 4.2.1.

4.1.1 Modelagem FDFD: Discretizacao da Equacao de Helmholtz

A discretizagao da equagao de onda no dominio da frequéncia (Eq 4.2) resulta em um

sistema linear de equagoes representados como (Brossier et al., 2010):

MP = —S (4.4)
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onde

e M = é a matriz impedancia complexa

e P e S sao os vetores campo de pressao e a fonte respetivamente.

Esta estrutura de sistema linear de equacoes evidéncia uma das vantagens do FDFD
em comparacao com o TDFD (Time-Domain Finite-Difference), pois permite a modelagem
monocromatica de uma aquisicao de familias de tiro comum usando a mesma matriz de im-
pedancia e adicionando multiplos lados direitos (neste caso, S é uma colegao de vetores, um
para cada tiro), portanto P sera uma cole¢ao de vetores o campo de pressao monocromatico
para cada tiro (Pratt e Worthington, 1990, Jo et al., 1996, Ajo-Franklin, 2005). Além disso,
como a modelagem é na frequéncia, nao tem a necessidade de definir um time-stepping que
satisfaca o critério de Courant-Friedrichs-Lewy. Por outro lado, uma das desvantagens do
FDFD em comparacao com o TDFD é que apenas campos de onda monocromaticos sao
modelados, o que faz necessario modelar diferentes frequéncias para obter os sismogramas
de dominio do tempo o que geralmente requere mais recursos computacionais do que TDFD,
No entanto, esta particularidade torna-se uma vantagem no momento de realizar FWI mul-
tifrequéncia (Pratt e Worthington, 1990, Pratt, 1990).

Para o caso de meios nao atenuantes e sem fronteira absorvente, usando um operador
de 2% ¢ ¢ ordem, a matriz de impedancia (M) é quadrada, esparsa, simétrica, os elementos
da diagonal M dependem w, ¢, Az, Az e os elementos fora da diagonal de M s6 depende

do espacamento da malha (Ajo-Franklin, 2005).

O fluxo para a geracao de sismogramas sintéticos no dominio do tempo a partir da

solugao da equacdo de Helmholtz (Eq. 4.2) é resumido na Figura 4.1.

O primeiro bloco refere-se a parametrizacao do problema, o que implica escolher qual é
o esquema de diferencas finitas a ser utilizado, tipo de borda de atenuacao, tipo de fonte e

sua respectiva FFT, assim como o fornecimento do modelo de velocidade.

O segundo bloco corresponde ao inicio do lago na frequéncia que termina na frequéncia
de corte, definida pelo usuédrio. A construgao da matriz de impedancia para uma dada
frequéncia dependera do operador de diferencas finitas a ser usado, largura e tipo de borda
absorvente assim como, o modelo de velocidade. Fatoragao LU (ou o algoritmo usado nesta
tese) permite obter o campo de pressao P(z,z,w) para uma fonte ou multiplas fontes. E

necessario pré-definir as estagoes de registro para a correta selegao dos campos de pressao.

Depois de terminar o laco na frequéncia, a obtengao do sismograma no dominio do

tempo é obtida mediante a aplicacao da transformada inversa de Fourier (IFFT) sobre o
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[ Inicio ]

Inicializagao

/ Entrada dos parametros /

Esquema de diferencas finitas
Modelo de velocidade
Espagamento da malha
Largura e tipo da borda absorvente

FFT da Fonte

- <
fi —_fw”e ——— > P(z,7,,w; : wy)
w; = 27 f; nao
Sim

Construgao da matriz M (w;)

Fatoracao LU ou BH

Resolu¢ao de MP = —S

Obtencao dos
registros P(x, 7., w;)

fi+1

Sismograma no dominio da frequéncia

IFFT

/ Sismograma no dominio do tempo /

O

Figura 4.1: Fluxograma para obtencao de sismogramas no dominio do tempo a partir da
modelagem sismica no dominio da frequéncia. Adaptado de Revelo (2015).

sismograma no dominio da frequéncia, que por sua vez é obtido agrupando os registros em

cada frequéncia.
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4.2 Parametrizacao

Nesta secao apresentaremos o tipo de fonte sismica, o tipo de fronteira absorvente, o

modelo de velocidade e os tipos de operador Laplaciano usado na discretizacao.

4.2.1 Fonte sismica: Ricker

Uma wavelet Ricker é frequentemente usada como fonte de ondas sismicas por ser de
fase zero, estar limitada no dominio do tempo e no dominio da frequéncia. A wavelet Ricker
é a segunda derivada da fungao gaussiana ou a terceira derivada da funcao de densidade de

probabilidade normal *. O parametro da fonte usada foi uma frequéncia pico de fpeax = 15H z

A amplitude S(t) da wavelet Ricker no tempo ¢ com uma frequéncia pico fpeax = 15H2
¢é dada por:
s(t) = (1 —20° f2ut?) e reat” (4.5)

peak

e a representacao no dominio da frequéncia da wavelet Ricker é dada por,

S(f) = (2—f2> e_fgfeak (4.6)

ﬁ geak

0.004
1L Ricker15Hz
0.8
0.003
0.6 o
L
<
T oo04f E
b= = 0.002 -
£ 02¢f g
< <
0
0.001
—0.2 + 8
04 | 7
L 1 1 0 1 1 1 1 1 1 1 !
0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0 5 10 15 20 25 30 35 40 45 50
Tempo(s) Frequéncia (Hz)

Figura 4.2: Representacao de uma wawvelet tipo Ricker com una frequéncia pico igual a 15H z
e seu correspondente espectro de amplitude

4.2.2 Fronteira absorvente

Para obter a solugao da equacao discretizada (Eq 4.2), é necessério aplicar condigoes de

contorno, de forma que nao haja energia refletida nos limites do dominio. Neste trabalho,

ISEG Dictionary:Ricker wavelet https://wiki.seg.org/wiki/Dictionary:Ricker_wavelet
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foi usada uma ABC (Absorbing Boundary Conditions) determinada pelas seguintes equagoes
(Cerjan et al., 1985):

taper, (1) = e~ (Fax(nap=i)* 1 <i<nxz

taper,(k) = e_(Fz*(”Zb_k))Q, 1 <k<nz, (4.7)
onde, F, e F, sao os coeficientes de absorc¢ao, y nxy, nz, é o comprimento da fronteira em
as diregoes x e z. Os valores usados nesta seccao sao F, = F, = 0.015 e nx, = nz, = 20.

<~ NTp ~

F, Campo de Velocidade ¢(z, z) F,

F;

Figura 4.3: Modelo da borda absorvente (ABC), onde nz}, e nz, indica o nimero de pontos
da borda em as direcoes x e z.

4.2.3 Esquemas Explicitos de Diferencas Finitas

Nesta secao, sao apresentados os esquemas explicitos de diferencas finitas usados para
expressar as derivadas espaciais de segunda ordem contidas no Laplaciano da equagao 4.2.
Apresentaremos os esquemas convencionais de diferencas finitas de 2¢ e 42 ordens. Além

disso, também foi utilizado o esquema compacto de 9 pontos.

As discretizacoes realizadas nesta secao fazem uso de uma malha com espacamento

regular entre os pontos nas diregoes x e z (Az = Az = Ah).

4.2.3.1 Operador Laplaciano de segunda ordem

O esquema de diferencas finitas para o operador Laplaciano de segunda ordem é mostrado
na Figura 4.4, as referéncias locais dos pontos da malha sao realizadas mediante os indices i

e j, onde i varia na dire¢ao x e j varia em z.
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1,7-1

®

-1,5 |4, i+1,j
L @ L
T
Nz

i, 7+1

®

Az

z

Figura 4.4: Esquema de diferencas finitas para o operador Laplaciano de segunda ordem

Reescrevendo a equagao 4.2 (sim ter en conta a borda absorvente) em termos dos indices

1,7, temos:
2

w
VEP + 5Py = —Si;

1]

(4.8)

As derivadas parciais em = e z do campo P(z,z,w) podem ser discretizadas mediante

sua expansao em serie de Taylor, e eliminando aquelas de ordem superior a dois, obtém-se a

seguinte aproximacao para a segunda derivada

Pja+ P+ P+ Py — 45

2p ~
v L

rescrevendo a 4.8, temos

Pja+ P+ P+ Py —4F; w_2
(Ah)?

Reorganizando temos a discretizacao da equagao 4.8:

Pij1+ Py (wQ 4 ) . Piji1+ P
Z’J

(Ah)? 2. (Ah)? (AR)?

= -5,
que pode ser reescrito na forma matricial da forma
MP = -S
onde
e M = matriz impedancia

e P vetores campo de pressao

e S vetor da fonte

(4.9)

(4.10)

(4.11)

(4.12)



Modelagem aciistica usando diferencas finitas no dominio da frequéncia 112

M ¢é construida indexando a func¢ao discretizada de cada né do dominio computacional

mediante um novo indice [, dado por:

l=@G—1)nz+j5 i=1,---,nx j=1,--- ,nz (4.13)

Como resultado da geometria do esquema utilizado na discretizagao, a matriz M apre-
senta um padrao esparso, de grande porte e, por conta da condicao de fronteira implementada
neste trabalho, é simétrica e tem elementos complexos, ver na cor verde na Figura 4.5, nesta
figura, n.. e n.. faz referéncia ao modelo estendido com borda absorvente, onde o modelo é

6 X 6 pontos e o tamanho da borda é 2 pontos em cada diregao.

Columns (nxe*nze)
0 10 20 30 4‘0 5‘0 6‘0 7‘0 §U ?U

Rows (nxe*nze)
o
=]
o
L

Figura 4.5: Matriz de impedancia usando um operador de segunda ordem. O modelo n,. =
10 n,. = 10, com Ax = Az = Ah

4.2.3.2 Operador Laplaciano de quarta ordem

As derivadas podem ser estimadas com com maior exatidao se mais pontos, além dos
adjacentes, forem usados, o que dé origem aos operadores de diferengas finitas de mais alta
ordem. Por exemplo, se os dois vizinhos foram usados em cada direcao, ou seja, um operador

de 4% ordem (Figura 4.6), temos que a discretizacao da equagao 4.8 seria dada por:

“Pjo— Py APyt Poag) (w5
) ) 2 ) e R .
12(Ah)? - 3(Ah)? i ¢y (AR)? o (4.14)
APijrr + Pivy) | —Pijra — Pigay — _G. . .
3(Ah)? 12(Ah)? "

que pode ser reescrito na mesma forma matricial expressada na equacao 4.13.

No nosso caso, a matriz de impedancia seria semelhante a mostrada na Figura 4.7,

novamente n,. € N, faz referéncia ao modelo estendido com borda absorvente, onde o modelo
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2,5 ilj i it1,j |i+2,)

i, j+1

Az

i,j+2

Az

Figura 4.6: Esquema de diferencas finitas para o operador Laplaciano de segunda ordem,
com Az = Az = Ah

¢ 6 X 6 pontos e o tamanho da borda é 2 pontos em cada direcao.

Columns (nxe*nze)
10 20 30 40 50 60 70 80 90

Rows (nxe*nze)

Figura 4.7: Matriz impedancia usando um operador de segunda ordem, o modelo n,. = 10
n,. = 10, com Ax = Az = Ah

4.2.3.3 Operador Laplaciano de 9 pontos

Operadores de ordem superior sao utilizados com o objetivo de obter maior precisao,
porém, no dominio da frequéncia a utilizacao destes operadores leva a uma maior largura
de banda da matriz de impedancia, consequentemente maior consumo de memoria e maior
custo computacional, o que implica um menor interesse para modelagem usando FDFD.
Para superar esta desvantagem, Jo et al. (1996) propuseram um esquema compacto de 9

pontos o qual faz uma aproximagao do termo Laplaciano e o termo w?/c?P, da equacao 4.2.

No esquema proposto por Jo et al. (1996), o operador Laplaciano é expressado como a
combinagao linear de dois operadores de 2% ordem, construidos em dois sistemas diferentes
de coordenadas rotacionadas. Por exemplo, através da média ponderada de dois esquemas
de 5 pontos, formulados nos sistemas de coordenadas cartesiano classico e rotacionado de 45°

( Figura 4.8) . Com o aumento da velocidade de processamento dos sistemas computacionais
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nas ultimas décadas, esquemas semelhantes com mais pontos foram propostos recentemente
(Shin e Sohn, 1998, Gu et al., 2013, Xu et al., 2021).

Figura 4.8: (a) Operador de 5 pontos convencional, (b) operador de 5 pontos rotacionado
45° e (c) esquema compacto de 9 pontos. Tomada de Revelo (2015)

A precisao da malha compacta de 9 pontos mostrada na Figura 4.8c é melhorada através
da distribuicao ponderada do termo de aceleragao de massa sobre os diferentes pontos en-

volvidos na obten¢ao do mesmo. A discretizacao da equagao 4.8 seria dada por (Jo et al.,
1996):

aPi+1,j +Pi1;— 4P+ Pijr+ Pija

(Ah)?
- (L)Pi+1,j+1 + P11 — 4Pi+1,j‘—1 + P11+ P
(Ah)?
w? (4.15)

+—5- 0P+ c(Piyrj + Picaj + Pij + Pija)
4,
1—0b—4c?

+f(Pi—l,j—l + Pip1j-1 + Piprjrr + Picj)]

= —5i;
De acordo com Jo et al. (1996), os coeficientes empregados na combinagao linear dos ope-
radores Laplacianos e na aproximacao do termo de aceleragao de massa sao determinados

através da minimizacao dos erros da velocidade de fase, os quais tém os seguintes valores:

a=0.5461 b=0.6248 ¢ =0.09381 (4.16)

No nosso caso, tendo em conta a borda absorvente, a matriz de impedancia seria seme-
lhante a mostrada na Figura 4.9, novamente n,. e n.. faz referéncia ao modelo estendido

com borda absorvente, onde o modelo é 6 x 6 pontos e o tamanho da borda é 2 pontos em
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cada direcao. Pode-se observar que a largura de banda da matriz impedancia ¢é inferior ao

do operador de 4¢ ordem mostrado na Figura 4.7.

Columns (nxe*nze)

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
T T T T T T

90

Figura 4.9: Padrao esparso da matriz impedancia do operador compacto de 9 pontos, su-
pondo um modelo n,. = 10 n,, = 10

4.2.4 Modelo de vp: trés camadas

O modelo de velocidade usado é apresentado na figura 4.10, ele é composto de trés
camadas horizontais, com velocidades de 2400 m/s, 3200m/s e 4000 m/s, respectivamente.
O modelo tem um comprimento de 1600 m e uma profundidade de 1600 m. Esta configuragao

é conseguida com 81 pontos separados por 20 m nos eixos x e z.

4.3 Resultados

Além dos parametros descritos acima, para gerar o sismograma sistematico, foram leva-

dos em consideracao os seguintes parametros adicionais:

At = 0.002 s do sismograma no tempo

nt =801, numero de amostras no tempo

Af = ﬁ' delta de f usada.

nt’

4 N
e nw = fA’;jfk + 1; numero de frequéncias modeladas

A fonte tipo Ricker foi inserida na posi¢ao (20m, 20m), alem, 81 receptores foram
distribuidos regularmente com 20m de separacao e 20m de profundidade em um arranjo

Single-ended spread.
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Figura 4.10: Modelo de velocidade 3 camadas, nz = 81,nz = 81 dx = dz = 20m

* Fonte

v Receptor

1580 m

20m
K—

Superficie V—*VVVVVVVV//VV

Figura 4.11: Arranjo do tipo Single-ended spread usado para a obter o tiro simulado

Para obter a solugao do sistema linear foram utilizadas duas opgoes, a primeira o pacote
MUMPS (MUltifrontal Massively Parallel sparse direct Solver), como algoritmo de referéncia;
este pacote desenvolvido por Amestoy et al. (2001) . O MUMPS é escrito em FORTRAN e
fornece subrotinas para a resolucao de sistemas de equagoes lineares, assim como a fatoracao
LU de matrizes esparsas. Independente das operacoes, as fungoes podem ser aplicadas em
matrizes reais e complexas, tanto em precisao simples quanto em dupla precisao. A segunda
¢é o algoritmo recursivo particionado de Levinson descrito nos capitulos 2 e 3 desta tese,
tomando especial cuidado na necessidade de reescrever a equacao 2.42, para o caso de uma
matriz complexa nao-Hermitiana. O nivel de particionamento (L) utilizado é de acordo com
o tamanho do modelo estendido, de forma que o tamanho do bloco (N,) coincida com o

nimero de pontos do modelo de velocidade estendido.
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Nas Figuras 4.12, 4.13 e 4.14 sao mostrados os resultados obtidos utilizando os trés
esquemas de diferencas finitas: 2% ordem, 4% ordem e compacto de 9 pontos. Em cada
caso, o resultado é mostrado usando o solucionador MUMPS (na subfigura esquerda) e o
solucionador recursivo de bloco particionado de Levinson detalhado nesta tese (subfigura
direita).

Em geral, os sismogramas sintéticos mostraram ser semelhantes usando os dois solucio-
nadores. Porém, com o operador de 4¢ ordem e o operador compacto de 9 pontos, o ruido
que pode estar associado & dispersao numérica (linhas inclinadas paralelas a onda direta)
torna-se mais evidente, ja que a tnica diferenca € o tipo de algoritmo usado para resolver o

sistema linear de equagoes.

Esta dispersao surge devido a forma como a solugao é obtida, embora a matriz de im-
pedancia seja esparsa, para cada aplicacao de recursao (Eq 2.38), a solucao direita (F) de
ordem j (Eq. 2.39) e a solugao reversa (B) de ordem j (Eq 2.40) tornam-se rapidamente
densas, especialmente com um nivel de particionamento grande, como o usado nesta secao
(L=121). Isso nao ocorre na fatoracao LU de uma matriz esparsa, que é esparsa, apesar
de possuir maior nimero de elementos nao nulos (Amestoy et al., 2001, Brossier et al.,
2010). Essa particularidade torna a recursao de bloco particionado de Levinson pouco atra-
ente para sistemas esparsos nao Toeplitz. Para reduzir este efeito seria necessario limitar o

particionamento a pequenos valores de L (2 ou 3).
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Figura 4.12: (a) Shot modelado referencia, (b) shot modelado usando L=121, PLS
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Figura 4.13: (a) Shot modelado referencia, (b) shot modelado usando L=121, PLS
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Figura 4.14: (a) Shot modelado referencia, (b) shot modelado usando L=121, PLS



Conclusoes

A implementacao do algoritmo originalmente proposta tem a vantagem de poder ser
aplicada para problemas extremadamente grandes, os quais nao podem ser resolvidos com
a capacidade computacional instalada em um local especifico e portanto pode fazer uso de
sistemas de computacao distribuido pela web, como por exemplo computacao em nuvem,
ou multiplos centros de HPC, mantendo a privacidade do resultado devido que apenas o né
mestre (local) calcula a resposta final. Em contraste, quando o problema pode ser resolvido
com a capacidade de computacao instalada, na medida que aumenta a ordem da solugao vao

ficando livres nés computacionais, o que reduz a eficiéncia.

Quando o problema pode ser resolvido localmente, a implementagao proposta do algo-
ritmo de recursao de Levinson para sistemas de equacoes normais densos Hermitianas em
bloco apresenta boa escalabilidade, embora o niimero de operacoes incremente quando o nivel
de particao L é aumentado. A complexidade computacional permanece na mesma ordem de
grandeza (O(n) = n?) e o erro no modelo estimado nao apresenta variagoes significativas.
Essa vantagem ocorre principalmente na versao OUT-OF-CORE usando GPU, quando o

niumero de RHS é significativamente maior que o tamanho do sistema linear.

O algoritmo para obtencao da solugao (slvgy) é mais eficiente quando o sistema linear
tem multiplos RHS, o que para NRHS grandes compensa o menor desempenho da primeira
parte (Facgy). Dependendo do tamanho do problema, existe algum valor de NRHS a partir
do qual o desempenho geral é ligeiramente superior ao algoritmo de referéncia (Fatoragao
LU).

A utilizacao deste algoritmo na modelagem de ondas sismicas no dominio da frequéncia,

que envolve a solugdo de grandes sistemas lineares esparsos (nao Toeplitz) ndo é recomen-
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dado, pois a cada recursao, onde sao calculadas a solugao direta (F') de ordem j e a solugao
reversa (B) de ordem j, aumenta o nimero de elementos diferentes de zero, o que rapida-
mente converte essas matrizes em matrizes completamente densas. Isso aumenta o custo

computacional e o consumo de memoria.
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Apeéendice

Fatoracao de Cholesky por blocos

Tendo o seguinte sistema linear a resolver:
AX =B (A.1)
Sendo A uma matriz simétrica positiva definida, ela pode ser escrita como:
A=LL" (A.2)

onde A € R™"™ e onde A ¢é simétrica positiva definida, Consequentemente, existe uma tnica
matriz triangular inferior L € R™ " com entradas diagonais positivas tal que A = LLT
(Golub e Van Loan, 2013).

Portanto a Eq. A.1 pode ser rescrita como:
LL™X =B (A.3)

se definimos Y = LTX

Neste anexo apresentamos o pseudocodigo da decomposicao Cholesky por blocos que é
usada pela biblioteca LAPACK.

Para exemplificar, usaremos uma matriz por blocos 3 x 3, portanto a Eq. A.2 fica:

A, AL AL L, 0 0 L{, Lj L
Az Az Ags L3i L3y Las 0 0 L

onde A1, Agy, Aoy € R™; Agy, Agy € R e Ag3 € R™™™™" onde r é um parametro de

tamanho de bloco. Da Eq. A.4 podemos concluir que:
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Ay =Ly LT, (A.ba)
Agr| _ |Loi|¢7
] il o
L}
Ajy = Ly Ly L7 | (A.5¢)
22
LT
Aj = [Ly1 L) |7, (A.5d)
Ly,
L3,
Az = [Ly; Ly Ly [Li, |, (A.5e)
Lis

A Eq. A.5aimplica a fatoracao de Cholesky de A1, para obter Ly, ja a Eq. A.5b consiste

em resolver um sistema triangular inferior (L1)) do lado direito com miltiplos RHS para

Ls,

333 = L33LZ,, para posteriormente calcular sua fatoragao de Cholesky para obter Lag, Lsa

L . . e X ~
obter [ 21] . A seguir podemos definir e calcular as varidveis Agy = Lo, Agy = LgLL e

e L33 como se observa a seguir:

.KQQ = A22 — Lgngl = ;&22 = LQQL%;, (A6a)
;&32 — A32 - L31L§1 = Agg - L32L§2, <A6b>
~ LT ~
Az = Ags— [Ly La] lL%j = Aj; = Lg;Li;, (A.6c)
T
Deve-se notar que os resultados das multiplicacoes L21L2T1 e [L31 L32} [L%l} assim como
32

A ;; ¢ uma matriz simétrica e consequentemente as varidveis A ;; sao simétricas. No algoritmo

7 apresentamos o pseudocddigo da fatoracao de Cholesky por blocos para uma matriz de
P x P blocos.

As sub-rotinas de LAPACK: XTRSM (XA” = aB) e XSYRK (C = 3C + aAAT) onde X

pode ser:

e S(real, precisdo simples simples)
e D(real, precisdo dupla)
e C(complexo, precisao simples)

e Z(complexo, precisdao dupla)
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Algoritmo 7 Algoritmo para fatoracao de Cholesky por blocos

Require: A(n,n) : Sistema simétrico positivo definido de NE;
P, tal que (P —1)r <n < Pr.
A parte triangular inferior de A é substituida pela parte triangular inferior de A

1: if r > n then

2: L« LL(TA) > fatoracao de Cholesky recursiva
3: else
4: for j =1,P do
~ Jj—1
5: Ajj = Ajj — Z Lijngk > XSYRK
k=1
6: L;; + LL(TK‘) > fatoracao de Cholesky recursiva
JJ
7 if (j < P) then
Aji Aji1 Ljvin - Ljpi L%
8: : = : - : " : :
i ;&p’j | Ap Lpy -+ Lpj Lg:j_l
Lji1; Ljt1; Ajii
9: : — : L], = : > XTRSM
L LP,j L LP,j AP,]'
10: end if
11: end for
12: end if

13: return L

elas resolvem um SL triangular e faz a atualizagao da multiplicacao de matriz simétrica

respectivamente.

Para o calculo da fatoragao Cholesky, é usada a sub-rutina XPOTRF2 de LAPACK que
usa o algoritmo recursivo proposto por Gustavson (1997), esta versdo permite obter uma
maior eficiéncia por conta do bloqueio automatico de variaveis que esta implicito em seu
uso. No artigo de Gustavson sao apresentados detalhadamente os beneficios do algoritmo

bloco recursivo.

A seguir apresentamos em que consiste o algoritmo recursivo para obter a fatoracao

Cholesky. Inicialmente, a matriz A e dividida em 4 blocos:

Az Ay Ly L) | 0 L3, ‘

onde Aj; € R™7; Ay € R e Ayy € R 7 onde r = ceil(n/2) . Da Eq. A.7
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podemos concluir que:

A11 = LllL?la (A8a)
Ay = L21L1T1, (A.8Db)
AQQ = L21L§1 + LQQLgQ = AQQ = A22 — LQlL;l’ (A8C>

onde ;&22 = LQQL;FQ, sugerindo o seguinte procedimento de 4 etapas:

e Calcule a fatoragao de Cholesky (metade do tamanho) de Aj; para obter Ly,
e Resolva um sistema triangular inferior direito com NRHS para obter Ly
o Atualize a matriz ;&22 = A22 — Lgngl

e Calcule a fatoragao de Cholesky de XQQ para obter Loy

Na forma recursiva, obtemos o seguinte algoritmo (8):

Algoritmo 8 Recursivo Cholesky(A,n)

Require: A(n,n) : Sistema simétrico positivo definido de NE;
A parte triangular inferior de A é substituida pela parte triangular inferior de L

1: if n =1 then

2: Ay =VAn

3: else

4: ny=n/2;ny =n—mn

5: L;; + Recursivo Cholesky(Ajj,n)

6: Loy <+ Lo LT, = Ay > XTRSM
7. Ag = Ay — LyLL > XSYRK
8: Ly, < Recursivo Cholesky(;‘;ﬂ,ng)

9: end if

10: return L
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Cholesky vs Levinson

A seguir apresentamos a relagao entre a fatoracao de Cholesky por blocos e o método

recursivo de Levinson, para um sistema de blocos 2 x 2.

B.1 Sistema linear por blocos 2 x 2

Tendo o seguinte sistema linear a resolver:

-
|:A21 A22 X2,2 n B2 <B1>
B.1.1 Fatoracao de Cholesky

Lembrando a Eq A.7, temos que A pode ser escrito como:

Ap Agl _ Li; 0 L1T1 Lle (B.2)
Ay Ay Loy Lo| | 0 L3, i
temos que :
L L, = Ay, (B.3a)
Ly L{; = Ay, (B.3b)
Ag = Ap — Ly Ly, (B.3c)
Ly,Ll, = Ay, (B.3d)

Para obter a solucao X temos primeiro resolver o sistema LY = B e logo LTX =Y
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LH 0 Y1 B1
= B4
o vl - B ®0
temos que:
L11Y1 = B17 (B5a)
L22Y2 = B2 - L21Y17 (B5b>

das quais podemos obter Y; e Y, através da solucao de sistemas triangulais, para logo:

L, Ly [Xa: Y

[ 0 LL||Xss| = |Ye (B-6)
do qual podemos concluir que:

L3, X502 =Ys, (B.7a)

LiXo1 =Y — L3 Xy, (B.7b)

B.1.2 Recursao de Levinson

Reescrevendo o apresentado na segao 2.2.1.1

I
9 -B: Apn Ayp "
= X , B.8
{@} |:_B2 Ay Ay X271 (B-8)
2,2
e usando as Eqgs. 2.15 e 2.19:
Ap'Fi = —Ayp, (B.9a)
"Ep1 = Agp + Ay 'Fyy, (B.9b)
e para obter a solucao:
A Xy =By, (B.10a)
AXl = —B2 + A21X171, (BlOb)
'EpXp, = —Axy, (B.10c)
Xo1 = Xy1 + 'F1 Xy, (B.10d)
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B.1.3 Relagao entre o procedimento Cholesky e Levinson

No inicio é fatorada A;; da Eq. B.9a e multiplicada pela esquerda com Lj;' para simpli-
ficar L;}'Ly; = I; Apés é inserida a Eq. B.3b e multiplicando com (L))~ como se observa:
AL'F=—Aj
LuLj, 'Fu=—-Ay
L 'Ly, L] 'Fy;, = —Lj A7 (B.11)
(L1T1)71L1T11F11 = _(L1T1>71L1711L11L2Tl
'Fiy = —(Lj)) L3,

Logo inserindo a B.3b e Eq. B.11 na Eq. B.9b temos que:

'EF1 = Ap + Ly L7} (L])) 'L,

'Ep = Ay + L21L2Tl = 1&22 = L22L2Tg (B.12)
"Ep1 = LypL3,

Para obter a solugao do sistema X, comparando a Eq. B.10a com B.5a temos que:

A Xy =B,
L11LF1F1X1,1 =B, (B.13)
LTX,, =Y, '
X1 = (L1) ™Y,
A matriz Ax; é entao (inserindo B.3b e B.13 e comparando com B.5b):
AXI — —B2 + L21Y1 - —L22Y2 (B14)
Axi = —LyY,|
sendo evidente que LQTQXM =Yse lEF]_XQ,Q = —Ax; sao equivalentes. Similarmente, a Eq

B.7b e a Eq B.10d sao equivalentes:

Xo1 =Xy + 1F11X2,2

X1 = (Li) 'Y — (L) 'Ly Xop (B.15)
LEXQ,I = Yl - L51X2,2




Apeéendice

Complexidade

O contagem de FLOPs (operagoes de ponto flutuante) das operagdes bésicas usadas para
a solucao de sistemas simétricos, positivos definidos e densos é apresentado na tabela C.1

quando é usado nimeros reais precisao dupla:

Operacao Multiplicagoes Adicoes Totais
C=C+GB mnk mnk 2mnk
S=S+EF kn(n+1)/2 kn(n+1)/2 kn(n +1)
LLYL nd+in?+in nd —in | i+ n® + in

M« LL)y M=B|NRHS(n*+n)| NRHS(n*—n) 2N RHS(n?)

Tabela C.1: Custo computacional das operacoes matriciais basicas, onde C™*",
Gmxk BRxn §nxn - (gimétrica),E"** F**" (onde o produto EF ¢ simétrico),M,xnrus €
B,.«~rus, todas elas € R.

Tendo em conta a tabela C.1, o contagem de FLOPs para o algoritmo 3, no caso de uma

matriz Simétrica positiva definida (€ R), é apresentado na tabela C.2.
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linha uma vez loop p (loop i)

10: "Apj (j — 1)2N? sL(L—1)(L —2)2N?
13: "Hy; S S(L—-1)(L-2)S,
14: 'Ep; N2+ N2 | YL-1)(L-2)(N?+N?)
16: 'Fy; S TL(L-1)S,
17: "Ep; N3+ N? 1L(L —1)(N? + N?)
18: 'F; (j — 1)2N3 sL(L —1)(L —2)2N?
20: "H; (j—1)2N3 | (L —1)(L —2)(L — 3)2N?
25: LLjy, ENc(N. +1)(2N. + 1) SLN.(N.+1)(2N. + 1)
total -3+ 8L -1)+

Ne (27
NZ(L*—3L+1)+
LN+ S (L —=2L +1)

1
6

Tabela C.2: Custo computacional detalhado do algoritmo para ntmeros reais, sub-rotina
1 (Algoritmo 3) tipo Levinson para solugdo de sistemas NE. S,, representa o custo para
resolver uma familia de NV, sistemas associados & mesma matriz de coeficientes.

Se para o calculo de S,,, usamos a fatoracao de Cholesky, e tendo que para a de-
composi¢ao os FLOPs sdo gNe(N. + 1)(2N, + 1) e a solugao de 2 sistemas triangulares
¢ 2N?NRHS onde NRHS = N, (Golub e Van Loan, 2013; Blackford e Dongarra, 1999),

temos que:

1
Sy = =N (N, +1)(2N, + 1) +2N?

6 C1
S —7N3+1N2+1N e
moogie Tote g e

portanto, os FLOPs totais:

FLOPs;, = %Nf (3L° —2L° — 4L +4) + %Nf (3L —5L+3) + %Nc (L>-L+1) (C2)

tendo para os casos limite: sem particionamento (L = 1), o valor corresponde a fatoracao
de Cholesky de tamanho n, o seja %713 + %nQ + %n, ja quando N, = 1 e L = n, (onde cada

“bloco” é de tamanho 1), temos que:

FLOPSpy—p—p =n® 4+n* —4n +3 (C.3)

Para quando L ¢ alterado, podemos separar o custo para a multiplicacao matriz-matriz
(e soma) e o custo para resolver subsistemas , portanto a Eq. C.2, é a soma entre os FLOPs

do produto entre matrizes:

FLOPSpy—mm = N, (L* —=3L* +3L — 1) + N (L* —=2L +1), (C.4)
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e os FLOPs da solugao de subsistemas:

FLOPSsy—g, = %Nf (7L —13L+7) + %Nf (L*=L+1)+ éNG (L*~L+1). (C5)

Na figura C.1 é apresentado os FLOPs (normalizados respeito a n® + n? — 4n + 3) para
N = 50000, onde ¢é possivel observar, al igual que para o caso de nimeros complexos, que
quando o particionamento é aumentado o custo computacional aumenta para o valor maximo
que corresponde ao custo de L = N, Nc = 1. Também é possivel mostrar como a medida
que L aumenta, o custo computacional para resolver subsistemas lineares (F'LPOsp,—g)
diminui e o custo das operagoes entre matrizes (F'LPOSp—pym) aumenta (multiplicagoes

entre matrizes e soma de matrizes).

FLOPs;,, ———

— 1 FLOPSjy=siv ———
:”_ FLOPSspy=mm

s 0.8 1
<t

|
=06 1
+
&
< 04 .
a.Cho 1 1
= 02

S .

0 At ! :
1 234 8 16 64 256 1024 4096 16384 50K

L

Figura C.1: Operacoes de ponto flutuante (FLOP) normalizado para decompor (Algoritmo
3) um sistema N x N (N = 50000) em fun¢ao do particionamento L.

Para a obtencao da solugao (algoritmo 4), os FLOPs s@o apresentados na tabela C.3.

linha uma vez loop j

1: M11 2Nc2 2N02

4 Mjpin 2NZ | (L —1)(2N2)
5 M J2N2 | L(L—1)N?
total 2L*N?

Tabela C.3: Custo computacional detalhado do algoritmo, sub-rotina 2 (Algoritmo 4) tipo de
Levinson para solugao de sistemas NE para apenas um RHS, para multiplos RHS multiplique

por NRHS.
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Tendo que o tamanho de sistema pode ser entre (L — 1)N, < n < LN,; simplificando,
suponha que n = LN,, nesse caso o total de FLOP para resolver (sub-rotina 2) um RHS é
2n?, isso ¢é igual que a solugao dos dois sistemas triangulares (substitui¢ao direta e reversa)
na decomposicao de Cholesky (Golub e Van Loan, 2013; Blackford e Dongarra, 1999). Em

compensacao, as operagoes de multiplicagdo matriz-matriz (soma das linhas 3 e 5):
FLOPs — S2py—pm = 2L*N? — 2LN?, (C.6)
sdo maiores que a substitui¢do direta e reversa (soma das linhas 1 e 4):
FLOPs — S2y—g, = 2LN?, (C.7)

estas ultimas diminuindo, a medida que L aumenta, como se apresenta na figura C.2.

FLPOs— S22, ——
1 } R A 1o e f"Ll’}OS HHH Sle:slv
_ FLPOSs — 52y
= 08 f ]
S
Z,
L 0.6 ]
AN
<
0
A 04 + i
@)
=
0.2 r _
O A S e
1 2 34 8 16 64 256 1024 4096 16384 50K

L

Figura C.2: Operagoes de ponto flutuante (FLOP) normalizado para resolver (Algoritmo 4)
um sistema de N (N = 50000) parametros e NRH S lados direitos em fungao do particio-
namento L.

No caso de um SL Hermitiano, onde as operagoes matrizais sao com ntimeros complexos,
temos que ter em mente que cada multiplicagdo contaria como 6 operagoes (4 multiplicagoes
e 2 adigoes) e cada adigao como 2 operagoes (2 adigdes), portanto , o contagem de operagdes
das operagoes basicas é apresentado na Tabela C.4, e os FLOPs dos algoritmos 3 e 4 no caso

de niimeros complexos ja foram apresentados nas tabelas 2.1 e 2.2.
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Complexidade
Operacao Multiplicacoes Adicoes Totais
C=C+GB dmnk dmnk 8mnk
S=S+EF 2kn(n +1) 2kn(n +1) 4kn(n + 1)
LLy 234 2n% + gn | 2n® + 0% — In an® 4 3n% + In
M« LL)y M=B |4NRHS(n*+n)| 4ANRHS(n?)|4NRHS(2n*+ n)

Tabela C.4: Custo computacional das operacoes matriciais basicas, onde C™*",
Gmxk BFxn §nxn (Hermitiana),E"** F**" (onde o produto EF ¢ hermitiano), M, nrms €

B,.«~rus, todas elas € C.
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Algoritmo para a solucao por blocos
Cholesky usando MAGMA,
Out-Of-Core

No momento, 0o MAGMA nao possui uma implementacao Out-Of-Core do XPOTRS, por

isso implementamos uma para fins de comparacao.

D.1 Sistema linear por blocos j X j

Generalizando, tendo o seguinte sistema linear de 7 X j blocos para resolver:

A, AL - Afl X B,
Agl A.22 Afz }9 _ 32 1)
Aﬂ Aﬂ Ajj Xj Bj
onde A pode ser escrita como:
Ly 0 - 0] [Li L3 - Lj
S B e 02
ooty Lo o

O procedimento inicia da mesma forma em que foi expressado no apéndice B.1.1, obtendo a

solugao do sistema L;;Y; = By
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Algoritmo 9 Resolve um sistema linear AX = B com uma matriz simétrica positiva defi-
nida A usando a fatoracao de Cholesky A = LL7T calculada por XPOTRF.

Require: A = LLT(N, N):
B(N,NRHS)
. Segao: solugdo LY = B, sobrescrevendo B com (==7Y) .
: for j=1,L do
fortr=75—-1,1,—1do
Bj = Bj — Ljﬂ;Yi
end for
Y; < L;;Y; =B, :: XTRSM
end for
Secao : solucio LTX =Y, sobrescrevendo B(==Y) com X.
for j=L1,1,—1do
fori=j5+1,L do
B; =B; - L; X,
end for
Xj < L;ij = Yj : XTRSM
: end for
: return X

e e e e e
AR S
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D.2 Algoritmo Out-of-Core com multiples RHS

Algoritmo 10 Algoritmo Out-of-Core usando GPU, resolve um sistema linear AX = B
com uma matriz simétrica positiva definida A usando a fatoracao de Cholesky A = LLT
calculada por XPOTRF.

Require: A = LLT(N, N):

B(N, NRHS)
Require: memodria de trabalho na GPU: uma matriz (N, IV, ); dois matrizes (Ny, maz RHS)
: dA, dB, dC > No GPU

1: Cal Nb,LmaxRHS(N,NRHS,Memoria da GPU bytes)
2: for jr = 1,nrhs,marNRHS do
3:  jb = min( maxNRHS, nrhs-jr+1)

4: Secao : solugdo L*X = B, sobrescrevendo B com X(==Y).
5: for j=1,L do

6: Set B, in dB

7 fortr=75—-1,1,—1do

8: Set Lj,i in dA

9: if(i < j — 1) then: Set Y; in dC

10: B;;, =B, — L;,Y,

11: end for

12: Set L;; in dA

13: Yj — Lj’ij = Bj, » XTRSM (dA,,dB)
14: Get Yj

15: end for

16: Secao : solugdo L**T *X = B, sobrescrevendo B(==Y) with X.
17: for j=1,1,—1do

18: if(j < L) then: Set Y; in dB

19: fori=j5+1,L do

20: Set L}, in dA

21: if(i > j + 1) then: Set X; in dC
22: B; =B; - L;,X;

23: end for

24: Set Lj,j in dA

25: X; + L7, X; =Y, : XTRSM (..dA,...dB..)
26: Get X

27: end for

28: end for

20: return X

No algoritmo 10 o cdlculo de Nb (e portanto L) e RHS,,,, ¢ realizado com base em
90% da memoéria da GPU, de forma que haja um equilibrio entre Nb (de preferéncia valores
grandes) e o RHS méaximo que vocé pode resolver de uma sé vez (de preferéncia valores

grandes).
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Resultados adicionais: Diferentes
tamanhos

E.1 Versao memodria compartilhada
Nas graficas E.1 e E.1 sao apresentados resultados adicionais do efeito do particionamento

para quando NRHS = N e NRHS = 3N respectivamente. Em todos se pode apreciar a

mesma tendeéncia: Facgy aumenta, slvgy diminui e a suma deles T'ot gy tende a aumentar.

140
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Figura E.1: Efeito do particionamento no desempenho do nosso algoritmo (Facgy e
slvpy) usando sistemas de memdria compartilhada vérios tamanhos de N , em todos eles
NRHS = N e variando o particionamento, usando um CPU de 80 threads (Tabela 1.4).
Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés
restantes
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Figura E.2: Efeito do particionamento no desempenho do nosso algoritmo (Facgy e slvgy)
usando sistemas de memoria compartilhada varios tamanhos de N , en todos eles NRHS =
3N e variando o particionamento (L = 2,3,4,5,6), usando um CPU de 80 threads (Tabela
1.4). Foram realizadas 5 repeti¢oes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das
trées restantes
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Nas gréaficas E.3 e E.4 sao apresentados resultados adicionais quando é variado o valor
de NRHS ate 3N mantendo N constante. Em todos os casos se pode apreciar a mesma
tendéncia: o menor desempenho da primeira parte é compensado com melhor desempenho
na segunda parte, o que permite equiparar o algoritmo de referéncia com a implementacao
proposta. Para quando NRHS aumenta, nosso algoritmo evidencia uma tendéncia a me-
lhorar. Isto é confirmado nas figuras E.5, E.6 (onde NRHs vai ate 11N), e E.7 e E.8(onde
NRHs vai ate 20N).
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Figura E.3: Comparagao entre o algoritmo de referéncia para sistema de memoria compar-
tilhada: (dpotrf + dpotrs) e nossas implementagdes (Facgy e slvgy ) para um sistema
quando N = 15k,N = 30k,N = 45k e N = 60k (L = 2 ) e nimeros de tamanhos diferentes
de RHS vai ate 3N, usando um CPU de 40 cores, 80 threads (Tabela 1.4). Foram realizadas
5 repetigoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes.
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Figura E.4: Comparagao de desempenho (GFLOP/s) entre o algoritmo de referéncia para
sistema de memoria compartilhada: (dpotrf 4+ dpotrs) e nossas implementagoes (Facpy e
slvpy ) para um sistema quando N = 15k,N = 30k,N = 45k e N = 60k (L = 2 ) e ntimeros
de tamanhos diferentes de RH S vai ate 3N, usando um CPU de 40 cores, 80 threads (Tabela
1.4). Foram realizadas 5 repetigdes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das
trés restantes.
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Figura E.5: Comparacgao entre o algoritmo de referéncia para sistema de memoria compar-
tilhada: (dpotrf 4+ dpotrs) e nossas implementacoes (Facgy e slvpy ) para um sistema
quando N = 15k,N = 30k,N = 45k e N = 60k (L = 2 ) e nimeros de tamanhos diferentes
de RH S vai ate 11N, usando um CPU de 40 cores, 80 threads (Tabela 1.4). Foram realizadas
5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes.
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Figura E.6: Comparacao de desempenho (GFLOP/s) entre o algoritmo de referéncia para
sistema de memoéria compartilhada: (dpotrf 4+ dpotrs) e nossas implementagoes (Facpy e
slvpy ) para um sistema quando N = 15k,N = 30k,N = 45k e N = 60k (L = 2 ) e ntimeros
de tamanhos diferentes de RH S vai ate 11N, usando um CPU de 40 cores, 80 threads (Tabela
1.4). Foram realizadas 5 repetigdes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das
trés restantes.
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Figura E.7: Comparagao entre o algoritmo de referéncia para sistema de memoria compar-
tilhada: (dpotrf + dpotrs) e nossas implementagdes (Facgy e slvgy ) para um sistema
quando N = 15k e N = 30k (L = 2 ) e ntimeros de tamanhos diferentes de RHS vai ate
20N, usando um CPU de 40 cores, 80 threads (Tabela 1.4). Foram realizadas 5 repetigoes e
eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes.
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Figura E.8: Comparagao de desempenho (GFLOP/s) entre o algoritmo de referéncia para
sistema de meméria compartilhada: (dpotrf 4+ dpotrs) e nossas implementagoes (Facpy e
slvgy ) para um sistema quando N = 15k ¢ N = 30k (L = 2 ) e nimeros de tamanhos
diferentes de RH S vai ate 20N, usando um CPU de 40 cores, 80 threads (Tabela 1.4). Foram
realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes.

E.2 Versao memoria distribuida

Nesta secao apresentamos resultados adicionais aos apresentados na secao 3.5. No grafico

E.9 mostramos o efeito do particionamento para diferentes tamanhos, em todos eles o mesmo

efeito é evidente: em um nivel maior de particionamento o tempo Facgy aumenta e tempo

de solucao slvgy, tem um aparente declinio ou estabilizagao com o aumento de L.
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Figura E.9: Efeito do particionamento no desempenho do nosso algoritmo (Facgy e slvgy)
usando sistemas de memoria distribuida, e diferente dimensoes (N = NRHS = 10k, N =
NRHS = 20k, N = NRHS = 25k e N = NRHS = 30k), variando o particionamento
(L =2,3,4,5), usando um CPU de 12 ntcleos (Tabela 1.1). Foram realizadas 5 repetigoes
e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes

Agora, nas figuras E.10 e E.11 mostram a comparagao do desempenho dos dois algoritmos

para tamanhos diferentes (Sistema Marreca), onde se evidencia o mesmo comportamento,

um desempenho menor de nossa implementacao usando Scalapack.
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Figura E.10: Comparacao entre o algoritmo de referéncia Scalapack (Scl dporf + Scl dpotrs)
e nossas implementagoes (Facgy e sluvpg ) para sistemas de meméria distribuida, e diferente
dimensoes (N = 10k, N = 20k, N = 25k ¢ N = 30k) e numeros de tamanhos diferentes
de RHS , usando um CPU de 12 ntcleos (Tabela 1.1). Foram realizadas 5 repetigoes e

eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes
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Figura E.11: Desempenho do algoritmo de referéncia para sistema de meméria distribuida:
Scalapack (Scl dporf + Scl dpotrs) e nossas implementagoes (Facgy e slvpy ) para um
sistema quando N = 10k (L = 2 e N, = 5k) e ntmeros de tamanhos diferentes de RHS ,
usando um CPU de 12 nicleos (Tabela 1.1). Foram realizadas 5 repeti¢oes e eliminados o
melhor e o pior tempo, com média das trés restantes
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Por fim, a Figura E.12 apresenta o gréfico de desempenho (Gflpos/s) utilizando o sistema

OGUN com 300 ntuicleos, um complemento ao Grafico 3.15, apresentado na secao 3.5.

8.5e+02

N=30k
8e 02 | I ]
756402 / ]
T Tet02 b % e v T
% . A : e
& 6.5e+02 | 1
@) Facpy ——
6e+02 | slupy ———— |
Totpy
550402 | ) ) j ) Scl1d})otff |
DUTUPOLE
tri+trs ————
5e+02 L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L L
15k 20k 25k 30k 35k 40k 45k
N

Figura E.12: Desempenho do algoritmo de referéncia para sistema de memoria distribuida:
Scalapack (Scl dporf + Scl dpotrs) e nossas implementacoes (Facgy e slvgpy ) para um
sistema quando N = 30k (L = 2 e N, = 15k) e numeros de tamanhos diferentes de RHS
(3k a 60k), usando um CPU de 300 nticleos (Tabela 1.4). Foram realizadas 5 repetigoes e
eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes

E.3 Versao OUT-OF-CORE usando GPU

E.3.1 GPU Tesla k40c: Tempo
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Figura E.13: Comparacao entre magmaf (magmaf dporf + magmaf dpotrs) e nossas imple-
mentagoes (Facgy e slvgy ) para um sistema quando N = 45k (L = 4 and N, = 11264) e
nimeros de tamanhos diferentes de RHS (4.5k to 135k), usando um NVIDIA Tesla k40c de
12 GB. Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das
trés restantes
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Figura E.14: Comparacao entre magmaf (magmaf dporf + magmaf dpotrs) e nossas imple-
mentagoes (Facgy e slvgy ) para um sistema quando N = 60k (L = 5 and N, = 12k) e
nimeros de tamanhos diferentes de RHS (6k to 180k), usando um NVIDIA Tesla k40c de
12 GB. Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das

trés restantes
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Figura E.15: Comparacao entre magmaf (magmaf dporf + magmaf dpotrs) e nossas imple-
mentagoes (Facgy e slvgy ) para um sistema quando N = 75k (L = 6 and N, = 12512) e
nimeros de tamanhos diferentes de RHS (7.5k to 225k), usando um NVIDIA Tesla k40c de
12 GB. Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das
trés restantes

A Tabela E.1 apresenta um resumo dos valores de L, tamanho de bloco (Nc¢) Numero

maximo de RHS para cada um dos tamanhos de N utilizados.
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Tabela E.1: Valores do particionamento (L), tamanho do bloco (N¢) e Numero maximo de
RHS usango a GPU Tesla k40c (12G B) para diferentes tamanhos do sistema linear

N | L Nc | RHS .
45k | 4 | 11264 53404
60k | 5 | 12032 49525
75k | 6 | 12544 46740
90k | 7| 12928 44973

E.3.2 GPU Tesla k40c: Desempenho
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Figura E.16: Comparacao de desempenho (GFLOP/s) entre magmaf (magmaf PDPOTRF +
magmaf PDPOTRS) e nossas implementagoes para um sistema quando N = 45k e diferentes

valores de NRHS usando a GPU tesla k40c
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Figura E.17: Comparacao de desempenho (GFLOP/s) entre magmaf (magmaf PDPOTRF +
magmaf PDPOTRS) e nossas implementagoes para um sistema quando N = 60k e diferentes
valores de NRH S usando a GPU tesla k40c
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Figura E.18: Comparagao de desempenho (GFLOP/s) entre magmaf (magmaf PDPOTRF +
magmaf PDPOTRS) e nossas implementagoes para um sistema quando N = 75k e diferentes
valores de NRH S usando a GPU tesla k40c

E.3.3 GPU Tesla P100: Desempenho
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Figura E.19: Comparagdo entre magmaf (magmaf PDPOTRF + magmaf PDPOTRS) e
nossas implementagoes para um sistema quando N = 50k (L = 3 e N, = 16768) e nimeros
de tamanhos diferentes de RHS (10k a 150k), usando uma GPU NVIDIA Tesla P100 de 16
GB. Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, calculando a média
dos trés restantes
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Figura E.20: Comparacao entre magmaf (magmaf PDPOTRF + magmaf PDPOTRS) e
nossas implementagoes para um sistema quando N = 60k (L =4 e N, = 15104) e ntmeros
de tamanhos diferentes de RHS (12k a 180k), usando uma GPU NVIDIA Tesla P100 de 16
GB. Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, calculando a média
dos trés restantes
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Figura E.21: Comparagdo entre magmaf (magmaf PDPOTRF + magmaf PDPOTRS) e
nossas implementagoes para um sistema quando N = 808 (L =5 e N, = 16000) e ntimeros
de tamanhos diferentes de RHS (16k a 240k), usando uma GPU NVIDIA Tesla P100 de 16
GB. Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, calculando a média
dos trés restantes
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Figura E.22: Comparacao entre magmaf (magmaf PDPOTRF + magmaf PDPOTRS) e
nossas implementagoes para um sistema quando N = 909 (L = 6 e N, = 15104) e ntmeros
de tamanhos diferentes de RHS (18k a 270k), usando uma GPU NVIDIA Tesla P100 de 16
GB. Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, calculando a média
dos trés restantes

A Tabela E.2 apresenta um resumo dos valores de L, tamanho de bloco (Nc¢) Numero

maximo de RH S para cada um dos tamanhos de N utilizados.

N | L Nc | RHS .
50k | 3| 16768 44692
60k | 4| 15104 51371
70k | 5 | 14080 26169
80k | 5 | 16000 47624
90k | 6 | 15104 51371

Tabela E.2: Valores do particionamento (L), tamanho do bloco (N¢) e Numero maximo de
RH S usango a GPU Tesla P100 (16GB) para diferentes tamanhos do sistema linear

E.3.4 Incrementando o NRHS para GPU Tesla k40c: Desempe-
nho

Assim como na figura 3.20, as figuras E.23 e E.24 mostram que a inclinagao da linha
slvgy ¢ menor que a da linha de magma_dpotrs, produzindo o mesmo efeito evidenciado an-
teriormente; as linhas de desempenho global T'otgy (menor inclinagao, melhor desempenho)
e trf + trs se cruzam em um determinado valor RHS, que depende do tamanho do sistema
linear. Para N = 45k, o ponto de intersecao esta proximo de NRHS = 100k, para N = 60k
estd em torno de NRHS = 350k . Para o caso de N = 90k (Figura E.25), pode-se mostrar

que o mesmo efeito de antes nao ocorre.
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Figura E.23: Comparacao entre magmaf (magmaf dporf + magmaf dpotrs) e nossas imple-
mentagoes (Facpy e sluvpy ) para um sistema quando N = 45k (L = 4 e N, = 11264) e
nimeros de tamanhos diferentes de RHS (9% a 513k), usando um NVIDIA Tesla k40c de
12 GB. Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das

trés restantes
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Figura E.24: Comparacao entre magmaf (magmaf dporf + magmaf dpotrs) e nossas imple-
mentagoes (Facpy e sluvpyg ) para um sistema quando N = 60k (L = 5 e N, = 12032) e
nimeros de tamanhos diferentes de RHS (12k a 684k), usando um NVIDIA Tesla k40c de
12 GB. Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das

trés restantes
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Figura E.25: Comparacao entre magmaf (magmaf dporf + magmaf dpotrs) e nossas imple-
mentagoes (Facpy e sluvpy ) para um sistema quando N = 90k (L = 7 e N, = 12928) e
nimeros de tamanhos diferentes de RHS (18k a 450k), usando um NVIDIA Tesla k40c de
12 GB. Foram realizadas 5 repeticoes e eliminados o melhor e o pior tempo, com média das
trés restantes

E.3.5 Limitando a memoria maxima a ser usada na GPU Tesla
k40c a 2GB

Nesta segao, mostramos que aumentando o particionamento (maiores valores de L) nao
influencia o desempenho de nossa implementagao. A limitagao de memoria foi realizada em
nossas 2 sub-rotinas, porém, nao limitamos a memoria para a fatoragao de Cholesky (mag-
maf_dpotrf_m), apenas limitamos a memoria da solu¢ao por blocos triangulares do sistema
(substituigao Forward e Backward para a solugao do dois sistemas triangulares, presentados
no apéndice D, criando uma comparacao injusta com nossos algoritmos. As figuras E.26,
E.27, E.28, E.29 e E.30 ratificam o que foi evidenciado na figura 3.22; o desempenho do
segundo algoritmo (que obtém a solugao final) é melhor para todos os valores de NRHS tes-
tados, e no desempenho total é semelhante, apesar de na fatoracao de Cholesky o algoritmo

de referéncia rencia (magma_dpotrs) usa toda a capacidade da GPU.
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Figura E.27: Desempenho para quando se simula uma GPU de 2 GB, para aumentar o
particionamento L. Comparagao entre magmaf (magmaf dporf + magmaf dpotrs) e nossas
implementagoes (Facgy e slvgy ) para um sistema quando N = 30k (L =5 e N. = 6016)
e nimeros de tamanhos diferentes de RHS (6k a 90k). Foram realizadas 5 repeticoes e

eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes
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Figura E.28: Desempenho para quando se simula uma GPU de 2 GB, para aumentar o
particionamento L. Comparagao entre magmaf (magmaf dporf + magmaf dpotrs) e nossas
implementagoes (Facgy e slvgy ) para um sistema quando N = 35k (L = 6 e N, = 5888)
e numeros de tamanhos diferentes de RHS (7k a 105k). Foram realizadas 5 repetigdes e

eliminados o melhor e
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Figura E.29: Desempenho para quando se simula uma GPU de 2 GB, para aumentar o
particionamento L. Comparagao entre magmaf (magmaf dporf + magmaf dpotrs) e nossas
implementagoes (Facgy e slvgy ) para um sistema quando N = 40k (L =7 e N. = 5760)
e numeros de tamanhos diferentes de RHS (8k a 120k). Foram realizadas 5 repetigoes e

eliminados o melhor e

o pior tempo, com média das trés restantes
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Figura E.30: Desempenho para quando se simula uma GPU de 2 GB, para aumentar o
particionamento L. Comparagao entre magmaf (magmaf dporf + magmaf dpotrs) e nossas
implementagoes (Facgy e slvpy ) para um sistema quando N = 45k (L = 8 e N. = 5632)
e numeros de tamanhos diferentes de RHS (9k a 135k). Foram realizadas 5 repetigoes e

eliminados o melhor e o pior tempo, com média das trés restantes

A Tabela E.3 apresenta um resumo dos valores de L e tamanho de bloco (Nc) para cada

um dos tamanhos de N utilizados.

N | L| Nc| RHSnu
20k | 4| 5120 21032
25k | 416272 16123
30k | 5| 6016 17071
35k | 6 | 5888 17571
40k | 7| 5760 18091
45k | 8 | 5632 18632
50k | 8 | 6272 16123

Tabela E.3: Valores do particionamento (L) , tamanho do bloco (N¢) e dimensao méaxima
do RHS quando é sumulado una GPU de 2GB para diferentes tamanho do sistema linear
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