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Resumo

Neste trabalho apresentamos os conceitos de Ergodicidade de Baire e de Forma-
lismo Ergédico introduzidos em [Pi1]. Utilizamo-los para estudar atratores topoldgicos e
atratores estatisticos e, em particular, para determinar condicoes de existéncia e finitude
deles.

Estes conceitos também sao usados para investigar atratores topologicos de aplica-
¢oes do intervalo, mesmo com descontinuidades. Para isto, analisamos os atratores
de intervalos errantes. Como consequéncia, demonstramos a finitude de atratores nao
periédicos de aplicacoes C? com descontinuidades.

Para aplicacoes do intervalo C? sem descontinuidades, demonstramos que os atra-
tores topoldgicos e estatisticos coincidem e calculamos a média superior de Birkhoff de

fungdes continuas para pontos genéricos.

Palavras-chave: FErgodicidade de Baire; Formalismo Ergddico; Atratores topoldgicos;

Atratores estatisticos; Aplicacoes do intervalo; Intervalos errantes.



Abstract

In this paper we present the concepts of Baire Ergodicity and Ergodic Formalism
introduced in [Pil]. We use them to study topological attractors and statistical attractors
and, in particular, to determine their existence and finiteness.

These concepts are also used to investigate topological attractors of interval maps,
even with discontinuities. To do this, we analyze the attractors of wandering intervals.
As a result, we demonstrate the finiteness of non-periodic attractors of C? applications
with discontinuities.

For applications of the interval C? without discontinuities, we show that the
topological and statistical attractors coincide and we calculate the Birkhoff upper mean

of continuous functions for generic points.

Keywords: Baire Ergodicity; Ergodic Formalism; Topological attractors; Statistical at-

tractors; Interval maps; Wandering Intervals.
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Capitulo 1

Introducao

1.1 Topologia fraca*

Seja (X, d) um espago métrico. Denotaremos por M!(X) o conjunto de todas pro-
babilidades em X. Dados uma medida p € M*(X), um conjunto finito ® = {¢1,...,d,}

de funcoes continuas limitadas ¢; : X — R e um ntumero € > 0, definimos

Vg, ®,¢) = {y e MY(X): '/@- dv — /gbi du‘ < ¢ para todo z} (1.1)

Observamos que a intersecao de dois quaisquer conjuntos desta forma contém algum
conjunto desta forma (se V(u, ®,e) e V(n, ¥,d) sdo conjuntos desta forma, temos que
V(p, ®,min{e,6}) C V(u, ®,e)NV(n, ¥,0)). Isto garante que a familia {V (p, @, ) : ¢, e}
pode ser tomada como base de vizinhangas de cada u € M!(X).

Chamamos de topologia fraca* a topologia definida por estas bases de vizinhangas.
Esta topologia depende apenas da topologia de X e nao da métrica d. A topologia fraca*

¢ Hausdorff devido ao seguinte resultado.

Lema 1.1.1. Uma sequéncia { i, }nen converge para uma medida p € M*(X) na topologia

fraca® se, e somente se,
/(bdun — /qﬁd,u para toda funcdao continua limitada ¢ : X — R.

Demonstragao. Ver o Lema 2.1.1 de [OV]. O

Teorema 1.1.2. Se X é um espago métrico compacto, entao M (X) com a topologia

fraca* é metrizdvel. Se {f,}n>1 € um subconjunto denso de C(X,R), entdo

ffndlu_ ffn dv
D) = Y| A |

n>1

¢ uma métrica em M (X) que induz a topologia fraca*.
1



2 Capitulo 1. Introdugao

Demonstragao. Ver o Teorema 6.4 de [\Wal. O

Teorema 1.1.3. Se X ¢é um espago métrico compacto, entio M'(X), munido com a

topologia fraca®, € um espagco compacto.

Demonstrac¢ao. Ver o Teorema 6.5 de [\Wal. O

1.2 Alguns resultados de Teoria Ergdédica

Sejam (X, .o/, u) um espaco de probabilidade e f : X — X uma fun¢do men-

suravel. Dizemos que f preserva p se
w(E) = p(f~1(E)) para todo conjunto mensuravel £ C X.

Neste caso, também dizemos que p € invariante por f. Dizemos que f é ergddica com
respeito a uma probabilidade p1 se os Unicos elementos E € &7, tais que f~Y(F) = E,

satisfazem p(E) =0 ou pu(E) = 1.

Teorema 1.2.1 (Existéncia de medidas invariantes). Sejam X um espago métrico com-
pacto e [ X — X uma funcao continua. Entao, existe uma medida de probabilidade em

X que € invariante por f.
Demonstragao. Ver o Capitulo 2 de [OV]. O
Definimos o conjunto 5 da seguinte forma:
Yy ={s=(s0s182...):8; =0o0us; =1}

Sejad : 35 x X3 — R a fungao dada por

s; — b
d(s,t) =) | o

120

Observamos que para quaisquer s,t € X7, d(s,t) é uma série convergente, pois |s;—t;] = 0

ou |s; — t;| = 1 para todo i > 0; logo

Além disto, d é uma métrica em X3 . De fato, d(s,t) > 0 paratodost,s € X5, ed(s,t) =0
se, e somente se, s; = t; para todo i > 0, ou seja, se s = t. J& que |s; — t;| = |[t; — s4,

temos que d(s,t) = d(t,s). Agora, dados s,t,r € ¥, temos que
|5 — 73| < [si — | 4 [ti — 74
para todo ¢« > 0. Concluimos que
d(s,r) <d(s,t)+d(t, 7).

Portanto, (35, d) é um espago métrico.



1.2. Alguns resultados de Teoria Ergodica 3

Proposigao 1.2.2. Sejam s,t € X3 tais que s; = t; para i < n. Entdo, d(s,t) < 1/2".

Reciprocamente, se d(s,t) < 1/2", entao s; = t; para i < n.

Demonstracao. Se s; = t;, para ¢ < n, entao

St lez z Z’SZ—t‘

izn+1

|sz—t| 1

izn+1

Reciprocamente, se s; # t; para algum j < n, temos que

d(s,t) > =

1 1
20 7
[l

Vamos definir o shift em 3. O shift ou deslocamento é a funcao o : 33 — Xg
dada por o(spsis2...) = (815283...). A fungdo o é continua em X3 com a topologia
induzida por d. De fato, sejam dados € > 0 e s = (s9$152...). Tomemos n tal que
1/2" < e. Seja & = 1/2""1. Se t = (tot1ts...) satisfaz d(s,t) < §, entdo s; = t; para
i <n+ 1. Logo, a i-ésima coordenada de o(s) e de o(t) sao iguais para i < n. Portanto,
d(o(s),o(t)) < 1/2" <e.

Teorema 1.2.3 (Birkhoff). Sejam f: X — X uma funcao mensurdvel e p uma probabi-

lidade invariante por f. Dada qualquer fungao integrdavel ¢ : X — R, o limite
1 n—1
~ o . - ,]
Plw) = lim — 2(@ o f)(x) (1.2)
j:

existe em p-quase todo ponto ¥ € X. Além disso, a funcao ¢ definida desta forma é

LGX P(x) dp = /IEX p(x) dp.

Demonstragao. Ver o Teorema 3.2.3 de [OV]. O

integrdavel e satisfaz

Teorema 1.2.4. Sejam X um espaco métrico compacto e f : X — X uma fun¢ao

continua. Entdo existe um conjunto mensurdvel G C X com u(G) =1 tal que

n—1

SS (e F)@) - ¢la) (1.3

j=0

para todo x € G e toda funcao continua ¢ : X — R.

Demonstracao. Ver o Teorema 3.2.6 de [OV]. O



Capitulo 2
Formalismo Ergddico

O comportamento assintético da dérbita positiva de um ponto x € X em relacao
a f: X — X é complexo e fortemente dependente de x. Para entendermos o comporta-
mento da érbita de x, estudamos o w-limite de x, denotado por ws(z), que é o conjunto
dos pontos de acumulagao da sequéncia {f™(x)},>0. A existéncia de um atrator A C X
pode simplificar o estudo dos w-limites, porque uma grande quantidade de pontos z € X
é atraida para esse atrator e, em muitos casos, wg(x) = A para a maioria dos pontos
atraidos. Dizemos que uma “grande quantidade” de pontos pertence a bacia de atracao
de A, representada por S¢(A), se f¢(A) ndo é um conjunto magro ou um conjunto de
medida nula. Aqui, focaremos nos atratores topoldgicos, ou seja, quando f;(A) nao é
um conjunto magro. Isto significa que podemos considerar um contexto mais geral do
que o de atratores métricos (8(A) tem medida de Lebesgue positiva), pois ndo estaremos
restritos a espacos de dimensao finita.

Um atrator métrico tem todas as ferramentas da Teoria Ergddica para estudar o
comportamento estatistico dos pontos da bacia de atragao dele. Porém, em geral, pontos
genéricos da bacia de atragao de um atrator topolégico tém comportamento historico, ou
seja, nao € esperado vermos a convergencia da média de Birkhoff de potenciais continuos
destes pontos. Foi introduzido em [Pil], e o estudaremos neste trabalho, o conceito de
ergodicidade de Baire com dois objetivos: (1) estudar a existéncia e finitude de atratores
topoldgicos e (2) estudar as propriedades estatisticas de pontos genéricos com comporta-
mento historico.

Enfatizando novamente a importancia de atratores, foi conjecturado por Palis em
1995 (ver | : |) que em uma variedade suave compacta, existe um conjunto denso
D de dinamicas diferenciaveis tal que qual quer elemento de D tem uma quantidade
finita de atratores métricos cuja uniao das bacias de atracao tem probabilidade total
na variedade supracitada. Essa conjectura, conhecida como a “Conjectura Global de

Palis”, foi construida de tal maneira que, se for verdadeira, podemos nos concentrar na

4



2.1. Ergodicidade de Baire 5

descricao das propriedades desses atratores e as bacias de atracao deles para entendermos
todo o sistema. Num espaco de dimensao finita, observamos uma conexao forte entre
atratores métricos e topoldgicos. Por isto, o problema da existéncia e finitude de atratores

topolodgicos é relacionada a conjectura de Palis.

2.1 Ergodicidade de Baire

Nesta secao, X representa um espago topoldgico.

Definicao 2.1.1. Dizemos que U C X é um conjunto magro em X se existe uma familia
{F,}nen de conjuntos fechados em X com interior vazio tal que U C UneN F,. Um

conjunto que nao é magro em X é um conjunto gordo em X.

Se U C X é um conjunto aberto em X, entao U é um conjunto magro, pois OU
¢ um conjunto fechado em X com interior vazio. Como U é aberto, X \ U é fechado. logo
a fronteira de todo conjunto fechado também é um conjunto magro, pois 0V = 9(X \ V)
para todo V C X.

Definigao 2.1.2. Seja {U, },en uma familia de conjuntos abertos e densos em X. Dizemos

que U C X ¢é um conjunto residual em X, se U 2 [,y Un.

Se U C X é um conjunto magro, entao existe uma familia {F}, } ey de conjuntos
fechados em X com interior vazio tal que U C |, o - Consideremos a familia {X \
F,}nen. Para cada m € N, X \ F),, é aberto e denso em X, pois nao existe V' C X aberto
nao vazio em X tal que V' C F,,, ji que int (F,,) = 0 para todo m € N. Logo, todo
todo aberto nao vazio intersecta X \ F,, para todo m € N. Como X \ U D () X \ Fn,

concluimos que X \ U é um conjunto residual. Portanto, o complementar de um conjunto

neN

magro contém um conjunto residual. Analogamente, prova-se que o complementar de um

conjunto residual é um conjunto magro.

Defini¢ao 2.1.3. Dizemos que X é um espaco de Baire se dada uma familia {U, },en de

conjuntos abertos densos em X, temos que (), .y Un € denso em X.

Sejam U,V C X. Escrevemos U ~ V se UAV = (U\V)U(V\U) é magro em X.
A relacao ~ é de equivaléncia em X. De fato, ~ é reflexiva, pois UAU = () 6 um conjunto
magro em X, logo U ~ U. Como a diferenca simétrica é uma operagao comutativa, ~ é
simétrica. Seja W C X talque U ~ W e W ~ V. Temos que U\V C (U\W)U(W\V) e
VAU C(VAW)UWN\U). De fato,se x € U\V,entdox € Uex ¢ V. Agora, se v ¢ W,
provamos o que queriamos; entao, suponhamos que x € W. Logo, € W\ V. Concluimos
que em ambos os casos € (U\ W)U (W \ V). Portanto, U\ V C (U\ W)U (W \ V).
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Similarmente, prova-se que V\ U C (V' \ W)U (W \ U). Observamos que U\ W, W\ V|
V\W e W\ U sao conjuntos magros, porque sao subconjuntos de UAW e WAV. Como
UAV =(U\V)U(V\U) e provamos que U \ V e V \ U sao subconjuntos de conjuntos

magros, temos que U ~ V', ou seja, ~ é transitiva.
) b b

Definicao 2.1.4. Dizemos que V C X tem a propriedade de Baire se existe U C X
aberto em X tal que U ~ V.

Proposigao 2.1.5 (Proposigao 8.22 na pagina 47 de [I<c]). A famidlia de todos os subcon-
juntos de X que tém a propriedade de Baire € uma o-dlgebra em X. Além disso, esta € a
menor o-adlgebra contendo todos os conjuntos abertos e todos os conjuntos magros em X.

A esta o-dlgebra damos o nome de o-dlgebra de Baire.

Demonstracao. Seja U a classe de todos os subconjuntos de X com a propriedade de
Baire. Temos que () € U, pois () é um conjunto aberto e 0AD = () é um conjunto magro.
Observamos que se U C X é um conjunto aberto em X, entdo U\ U é um fechado
de interior vazio, logo, magro. Analogamente, se F' C X é fechado, entao F'\ int (F') é
fechado de interior vazio, logo, magro. Concluimos que U, F' € U, pois U e int (F) sdo
abertos e UAU = U \ U e FAint (F) = F \ int (F) sdo magros.
Seja V' € U. Entao, existe U C X aberto em X tal que VAU é magro em X.

Observamos que

(XAVIAXNU) = (XA V)N (XA DJUXN\T)\ (XA V)]
=[(X\V)NUJU[(X\U)NV]
=U\V)U(VAU)

= VAU,

que é um conjunto magro em X. Ainda, X \U € U, porque é um conjunto fechado. Logo,
pela transitividade de ~, X \ V € U.

Seja {V,, }neny uma familia em Y. Entao, para cada n € N, existe U, aberto em
X tal que V,,AU, é magro em X. Logo, o conjunto | J,,.y(VoAU,) é magro em X. Temos

que U,,cn Un € aberto, pois é uniao de abertos. Ainda,

Uwvaluv. cl|Jm.av,).

neN neN neN

Portanto, | J,,cy Vn € U. Consequentemente, I é uma o-algebra em X.

Seja V uma o-algebra que contém os subconjuntos abertos e os magros de X.
Seja U € U. Entao, existe A C X aberto tal que M = AAU é magro em X. Logo,
M e V. Como U = MAA, entao U € V, pois V é uma o-algebra. Portanto, 4 C V, ou

seja, U é a menor o-algebra que contém subconjuntos abertos e magros de X. O]
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Observamos que a o-algebra de Baire, por conter todos os conjuntos abertos em
X, contém a og-algebra de Borel em X, ja que esta é a menor o-algebra que contém todos
os abertos de X.

Definicao 2.1.6. Dizemos que uma funcao f : X — X é ndo singular se a imagem

inversa f~1(U) de todo subconjunto U C X magro em X é um conjunto magro em X.

Observamos que se U C X é gordo em X e f: X — X é nao singular, entao
f(U) é gordo em X. De fato, se f(U) fosse magro em X, f~!(f(U)) seria magro em X,
pois f é nao singular. Isto é uma contradigao, porque U C f~1(f(U)) e U é gordo em X.
Assim, f(U) é gordo em X.

Definicao 2.1.7. Seja f : X — X uma funcao. Dizemos que V' C X é f-invariante
se f74(V) = V. Dizemos que V é quase f-invariante se f~'(V)AV é magro em X.
Quando nao houver perigo de ambiguidade, diremos apenas invariante e quase invariante

respectivamente.

Seja f : X — X uma fungao. Observamos que se A C f(X) é f-invariante, entao

f(A) = A. De fato, temos que

Suponhamos que A € f(A). Entao, existe z € A tal que x ¢ f(A). Observamos que

FUe) € FHA) = A Como f(f({z}) € {o}, temos ue {z} C F(A), ou sefa,
z € f(A), o que é uma contradigao! Portanto, A = f(A).

Definicao 2.1.8. Dizemos que uma funcao f : X — X é topologicamente ergodica, se

todo conjunto invariante é magro ou residual.

Um exemplo simples de uma fungao topologicamente ergédica é f : X — X,
com X = {p1,...,p,} munido com a topologia discreta, dada por f(p;) = pj+1, com
je{l,...,n—1}, e f(p,) = p1. De fato, ) e X sdo os unicos conjuntos invariantes, e

estes sao magro e residual em X respectivamente.

Proposicao 2.1.9. Se X ¢ um espaco métrico completo separdvel sem pontos isolados,

entdo X nao admite uma funcgao topologicamente ergddica nao singular.

Demonstragao. Seja f : X — X uma funcao nao singular. Dado x € X, definimos a

orbita total de x como

Of(x) ={y € X : f*(y) = f"(z) para alguns n,m > 0}.
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Seja U a colecao de todas as Orbitas totais dos pontos de X. Usando o Axioma da
Escolha, selecionamos, para cada O € U, um unico xp € O. Seja A = {zp : O € U}; seja
Ag = Ujs0 f/(A). Como X =, f"(Ao) e f é nao singular, Ay é um conjunto gordo.
Logo, existe m > 0 tal que f™(A) é gordo.
Seja
Xo={x € X :B.(z)N f"(A) ndo é um conjunto magro para todo r > 0}.

Como X é separdvel, X, é nao vazio. De fato, se Xy = 0, para cada x € X, existiria r, > 0
tal que B, () N f™(A) é um conjunto magro. Tomando uma subcobertura enumerével
{Br.. () ben de {By, (£)}acx, concluirfamos que f™(A) = Uyny(f™(4) O By, (1)) &
magro, o que é uma contradicao! Fixemos p € Xy. Por X nao ter pontos isolados,
S A\ Ar} = U,en(fM(A) \ Bi/n(p)) nao é um conjunto magro em X. Entao, existe
r > 0 tal que f™(A)\ B.(p) ndo é magro em X. Sejam

P=Jrm (U F(B:(p) N f’”(A))) e Q=Jr (U P A\ Br(p))) :

n>0 §=0 n>0 §>0

Como P e @ sao conjuntos gordos f-invariantes e P N Q = B, concluimos que f nao é

topologicamente ergddica. O]

Definicao 2.1.10. Sejam X um espagco de Baire e &/ uma g-algebra em X cujos elementos
possuem a propriedade de Baire. Dizemos que uma funcao o/-mensuravel f : X — X é

Baire ergodica se todo conjunto invariante U € &7 é magro ou residual em X.

Definicao 2.1.11. Seja f : X — X uma funcao continua. Dizemos que f é transitiva se
Uj»0 J7(U) NV # () para todos os abertos em X nao vazios U,V C X.

A defini¢do acima nos diz que se f ¢ transitiva, entdao o conjunto (J,, f7(U) ¢

denso em X para todo U C X aberto nao vazio.

Lema 2.1.12. Sejam X um espaco de Baire e % a o-dlgebra de Borel em X. Se f :

X — X € uma funcao nao singular e transitiva, entao f é Baire ergodica.

Demonstracao. Seja V. € % gordo e invariante. Seja A C X aberto em X tal que
V ~ A, ou seja, VAA é magro em X. O conjunto A existe porque todos os elementos
de # tém a propriedade de Baire, conforme demonstrado na Proposicao 2.1.5. Como
f*(V)AfT™(A) = f~"(VAA) e f énao singular, temos que f~"(V) ~ f~"(A) para todo
n = 0. Como f é continua, (J,., f7/(A) é aberto em X. Além disso, dados e > 0 ez € X,
B.(x) NU;50 f7(A) # 0, para algum k > 0, pois f é transitiva. Logo, ;5o f77(A) é
aberto e denso em X, ou seja, ;5o f/(A) ~ X. Como V ¢ invariante, V = (J,, f 7 (V);
como f~(V) ~ f~"(A) para todo n = 0, U,5o f 7 (V) ~ U0 f7(A) ~ X. Inferimos,

pela transitividade de ~, que V é residual em X. Portanto, f é Baire ergddica. O
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Definicao 2.1.13. Dizemos que uma funcao f : X — X é assintoticamente transitiva, se

(Uﬁm0m<Uﬂw0

¢ um conjunto gordo para todos A, B C X abertos nao vazios em X.

Proposicao 2.1.14. Sejam X um espaco métrico de Baire, % a o-dlgebra de Borel em
X e f: X — X uma funcdo bimensurdvel' e bi-nao singular’. Se f € ndo singular, entdo

f € Baire ergddica se, e somente se, € assintoticamente transitiva.

Demonstracao. Suponhamos que f é Baire ergdédica. Sejam A e B subconjuntos abertos
em X nao vazios. Como f é bimensurdvel, A = J;., f/(4) 2 AeB =, f/(B) 2 B
sao subconjuntos mensuraveis, gordos e invariantes de X. Entao, pela Baire ergodicidade
de f, A e B, cada um, contém um conjunto residual em X, logo, ANB = Uj,kez(fj(A) N
f¥(B)) contém um conjunto residual em X. Concluimos que existem jo, ko € Z tais que
fP(A) N fko(B) é gordo em X, pois do contrario, A N B seria uma unido enumerdvel de
conjuntos magros, logo magro, o que é uma contradicao! Tomando m € Z suficientemente
grande para que j; = m + jo e k1 = m + ko sejam inteiros positivos, temos, por f ser
nao singular, que f1(A) N fF¥(B) D fm(f%(A) N f*(B)) é um conjunto gordo. Entao,
U0 f7(A) NU;50 £7(B) é um conjunto gordo, isto é, f é assintoticamente transitiva.
Agora, suponhamos que f é assintoticamente transitiva. Se f nao fosse Baire
ergbdica, existiria V' € £ gordo e invariante tal que X \ V é gordo. Sejam A, B C X
conjuntos abertos tais que V é residual em A e X'\ V é residual em B. Observamos que f7
é bi-nao singular para todo j € N, porque f ¢ bi-ndo singular. Ainda, f7(A) é gordo para
todo j > 0, pois A é aberto nao vazio, logo, gordo. Além disto, V é residual em f7(A)
para todo j > 0. De fato, como AAV é magro e f/(A)\V = fI(A)\ f/(V) C fi(A\V) C
f7(AAV), segue da bi-nao singularidade de f7 que f/(AAV) é magro, logo, f/(A)\V é
magro. Entao, V é residual em f7(A). Analogamente, prova-se que X \ V é residual em

f7(B) para todo j > 0. Assim, como f é assintoticamente transitiva e bimensuravel,

W:(Uﬂm0m<Uﬂw0

J=0 720
¢ um conjunto boreliano gordo em X, e V e X \ V sao residuais em W. Isso é uma

contradigao, pois implicaria VN (X \ V) # 0. ]

Definigao 2.1.15. Sejam X um espago de Baire, &/ uma o-dlgebra de Baire em X, Y
um espago métrico completo separavel e A a o-algebra de Borel em Y. Dizemos que
v : X — Y éum potencial de Baire em X se ¢ é uma funcao mensuravel. A imagem-

suporte de @ é:

Lf(U) e f~1(U) sdo mensuraveis, se U C X é mensurével.
2f(U) e f~Y(U) sao magros em X, se U C X é magro em X.
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Imsuppyp = {y € Y : o~ }(B.(y)) nao é magro para todo € > 0}.

Lema 2.1.16. Sejam X um espaco de Baire, &/ uma o-dlgebra de Baire em X, Y um
espagco métrico completo separdvel e B a o-dlgebra de Borel em Y. Se ¢ : X —Y é um

potencial de Baire em X, Tmsupp ¢ # ().

Demonstragao. Se Imsupp ¢ = (), para cada y € Y existiria r, > 0 tal que (B, (y))
¢ magro. Como Y ¢é um espago métrico separdvel e |,y By, (y) = Y, existe um con-
junto enumerdvel C' = {y1,s, ...} tal que U,y Br,, (¥n) = Y. Entao, X = o7 1(Y) =
U,en 1 (Br,, (Yn)), mas isso é uma contradicdo, pois implica que X é um conjunto ma-

gro. [l

Definigao 2.1.17. Sejam Y um espago topolégico e o/ uma o-algebra de Baire em X.
Dizemos que ¢ : X — Y é quase invariante (em relacdo a f : X — X) se existe
um conjunto residual invariante U € &7 tal que ¢(x) = (¢ o f)(z) para todo = € U.
Analogamente, ¢ é quase constante se existem yy € Y e um conjunto residual invariante

U € o tal que p(x) =y para todo x € U.

Seja A C X. A funcao caracteristica de A é x4 : X — {0,1}, dada por

1 sexe€ A

xa(z) = .
0 sex¢ A

Proposicao 2.1.18. Sejam X um espaco de Baire e o/ uma o-dlgebra de Baire em X.

Se f: X — X é mensurdvel, entao as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) A funcao f € Baire ergddica.
(2) Todo potencial de Baire em X quase invariante € quase constante.

(3) A fungao

n—1

Xox— limsup%Z(gpo ) ()
=0

n—oo

€ quase constante para toda fungcao mensurdvel ¢ : X — R.

(4) A fungao
X Bleimsup%#{O <j<n:fi(x)e A}

n—o0

€ quase constante para todo A € o .

Demonstragao. (1) == (2). Suponhamos que f é Baire ergédica, Y é um espago
métrico completo separavel e ¢ : X — Y é uma funcao mensuravel quase invariante.

Pelo Lema 2.1.16, Imsupp ¢ # (). Como ¢ é um potencial quase invariante, seja U € </
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um conjunto f-invariante residual em X tal que (p o f)(z) = ¢(x) para todo z € U.
Fixemos p € Imsupp ¢. Sejam B,, = ¢~ (By/n(p)), &y = ¢ HY \ Bin(p)), B, = B,NU
e A, = A, NU com n € N. Observamos que B], e /!, sdo f-invariantes e B, N Al =)
para todo n € N. De fato,

7B = (B.NU)

= [ e (Bym(p) NU)
= ¢ Y (Byim(p) NU (pois ¢ é um potencial quase invariante)
=B,NU =B,

para todo n € N. Similarmente, prova-se que A/ ¢é f-invariante. Ainda, B/ e A/ sao
complementares, logo, B, NA! = (. Como p € Imsupp ¢, B!, ¢ um conjunto gordo, entao,
pela Baire ergodicidade de f, temos que A/ é um conjunto magro para todo n € N. Segue
que U\ o' (p) =UNe ' (Y \ {p}) = U,y &}, ¢ um conjunto magro. Isto mostra que
UNg~t(p) é residual em X. Logo, p(x) = p em um subconjunto residual de x € X.

(2) = (3). Seja v : X — R a funcdo dada por

n—1

v(@) = limsup = S (g0 )(x),

n—oo

A mensurabilidade de ¥ vem da mensurabilidade de ¢. Entao, (3) segue de (2) e de
(Yo f)(z) = ¢(x) para todo x € X. De fato, se z € X,

(o ) = Tmsup - 3 (oo )(f(2)

= hinjogp (n :L— L (n—lk 1 ZO(SO 0 f])(x)> - %@(ﬁ)

= (). (porque (n+1)/n —1e1/n — 0 quando n — o0)

(3) = (4). Observamos que x4 ¢ mensuravel para todo A € &7 e

n—1

L0<j <n: fila) € A} = %;m o FI)(e).
Logo, (4) é uma consequéncia direta de (3).
(4) = (1). Sejam A € o tal que f~1(A)=Ae
wle) = limsup {0 < j < s fi(2) € A}
Como A é f-invariante,

1 sexcA

() = :
0 sexd¢ A



12 Capitulo 2. Formalismo Ergddico

Segue do item (4) que existe um conjunto U € &7 residual em X tal que ¢(x) = 1 para
todo z € U ou ¢(x) = 0 para todo x € U. Do primeiro caso, inferimos que U C A, logo
A é residual em X. E do segundo, concluimos que U C X \ A, portanto, A é magro em

X. Consequentemente, f é Baire ergodica. O

Lema 2.1.19. Sejam X e Y espacos de Baire e f:Y — X uma funcao continua. Se f
¢ nao singular, entio f(A) Cint (f(A)) para todo aberto ACY em Y.

Demonstracao. Sejam A CY um conjunto aberto em Y e a € A. Afirmamos que

f(Bs(a)) C int (f(Bs(a)))

para todo § > 0. De fato, caso contrario, existiria y € f(Bs(a)) tal que y ¢ int (f(Bs(a))).

Logo, existiria € > 0 tal que B.(y) Nint (f(Bs(a))) = 0. Segue que

Be(y) N f(Bs(a)) € 9(f(Bs(a)))-

Isto implica que B.(y)N f(Bs(a)) é um conjunto magro, pois fronteira de conjunto fechado

é conjunto magro. Como f é ndo singular, temos que f~*(B.(y) N f(Bs(a))) também é
magro em X. Porém, isso é uma contradicao, pois a continuidade de f implica que

f~Y(B:(y)) N Bs(a) é um conjunto aberto nao vazio contido em f~'(B.(y) N f(Bs(a))).
Tomando r > 0 tal que B,.(a) C A, segue que

f(a) € f(B,(a)) = f( U W)) = |J f(Bsa)) C

0<o<r 0<o<r

C |J it (f(Bs(a) € int (f(B.(a))) € int (f(A)),

0<o<r

para todo a € A. n

2.2 Componentes Baire ergddicos

Para esta secao: sejam X um espaco de Baire, &/ uma o-algebra cujos elementos

possuem a propriedade de Baire e f : X — X uma funcao mensuravel.

Definigao 2.2.1 (Componente Baire ergédico). Dizemos que um conjunto f-invariante

U C X é um componente Baire ergodico se U é gordo e f|U é Baire ergddica.

Seja Z(f) C & a sub o-dlgebra(’) (de &) de todos os conjuntos f-invariantes
mensuraveis. Dizemos que m : Z(f) — [0,00) é uma f-fun¢do de Baire, se m(X) > 0 e
se U,V € Z(f) tais que U NV é magro, entdo m(U) + m(V) < m(U U V). Observamos
que se U,V € Z(f) tais que U C V, entao m(V) =m(U U (V\U)) > m(U) + m(V \ U).
Logo, m(U) < m(V).

3Dizemos que Z(f) é uma sub o-algebra de o7 se Z(f) é uma o-dlgebra em X e Z(f) C /.




2.3. Atratores topoldgicos 13

Proposigao 2.2.2 (Critério para uma decomposi¢ao Baire ergddica finita). Se existem
uma f-fungdo de Baire m e { € N tais que m(U) = 0 ou m(U) > m(X)/¢, para todo
U € Z(f), entao X pode ser decomposto, a menos de um conjunto magro, em no mdximo

¢ componentes Baire ergodicos.

Demonstra¢ao. Sejam M C X um conjunto gordo invariante mensurdvel e F(M) a
colegao dos conjuntos gordos invariantes mensuraveis contidos em M. Observamos que
F(M) # 0, pois M € F(M). Consideremos a inclusdo, a menos de um conjunto magro,
como uma ordem parcial em F(M). Ou seja, A < A" se A\ A é magro. Afirmamos
que todo subconjunto totalmente ordenado I' C F (M) é finito. Em particular, I' tem um
limitante superior. Do contrario, existiria uma sequéncia infinita v 2 v 2 v 2 ---,
com vy, € F(M), e Ay = v \ Y41 gordo para todo k € N. Como ; seria invariante
para todo j > 0, f7H(A;) = f7H v \ 1) = FH() \ fH (1) = 9 \ 41 = 4. Ou
seja, A; também seria um conjunto invariante. Logo, A; € F(M). Entdo, por hipdtese
m(A;) > m(X)/l. Como A; N Ay, ~ 0 se i # k, pela definicdo de m, terfamos que

. J
%m(X) <m(A)) +m(Ag) + -+ m(Aj) <m <U1 Ai) < m(X)
para todo 5 € N. Isto seria uma contradigao!

Pelo Lema de Zorn("), existe um elemento maximal U € F(M) e U é necessa-
riamente um componente Baire ergddico, pois como U é elemento maximal em F(M),
dado V' C U gordo invariante mensuravel, U \ V' é magro, logo V é residual em U. Se-
jam M; = X e U; um elemento maximal de F(M;) dado pelo Lema de Zorn. Como
M, = X \ Uy é magro ou residual, porque ¢ um conjunto invariante, podemos argumentar
semelhantemente para obter um novo componente Baire ergédico Uy C Ms. Prosse-
guindo indutivamente, podemos construir uma cole¢ao de componentes Baire ergddicos
Uy,...,U; enquanto X \ (U; U---UU;) for gordo. Todavia, como m(U;) > m(X)/{ para
todo j € {1,...,i} e UjNUp = 0 se j # k, esse processo tem de terminar em algum
k < 0. Logo, X ~ Uy U---UUyg, pois no fim do processo indutivo que descrevemos,

X\ (U U---UUg) é um conjunto magro. O

2.3 Atratores topologicos

Por toda esta segao, exceto mengao contraria, sejam (X,d) um espago métrico

compacto, A a o-algebra de Borel em X, Xy um subconjunto aberto e denso em X e

4Se X ¢é um conjunto nio vazio parcialmente ordenado tal que todo subconjunto totalmente ordenado

de X tem um limitante superior, entao X tem um elemento maximal.
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f : Xo — X um homeomorfismo local. Seja 2% o conjunto de todos os subconjuntos de

X. Definimos f*: 2% — 2% como
1) seUNXyg=10
FUNXy) seUNXo#0

Vamos apresentar um resultado ttil sobre homeomorfismos locais: se M e N

) =

sao espagos métricos e g : M — N é um homeomorfismo local, entao g é uma fungao
aberta e continua. De fato: seja U C M um aberto nao vazio. Entao, seja x € U.
Logo, g(x) € g(U). Como g é um homeomorfismo local, existe V' C M vizinhanga aberta
de z tal que g‘v ¢ um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto de N. Temos que
U NV é uma vizinhanca aberta de z e como U NV C V, g(UNV) é um aberto que
contém g(z) e g(UNV) C g(U). Portanto, g(U) é aberto e g é aberta. Vamos mostrar
que g é continua. Seja U C N um conjunto aberto nao vazio. Seja x € g1 (U). Visto
que g é um homeomorfismo local, existe V' C M vizinhanca aberta de x tal que g‘v é
um homeomorfismo sobre um subconjunto aberto de N. Seja W C N esse subconjunto.
Entao, W N U é um aberto que contém g(x). Logo, (g|V)_1(W NU) é um aberto em
V' que contém x. Como V é aberto, (g}v)*l(W N U) é aberto em M. Além disso,
(9/,) (W NU) € g '(U). Portanto, g é continua.

Como f ¢ uma fungao aberta, f~*(D) é denso em X se D C X é denso em X.
Logo, se U C X é residual em X, f~1(U) é residual em X. Além disso, visto que X \ U
é magro em X, f~HX \U) = X, \ f}(U) é magro em X. Portanto, f é nao singular.

Definigao 2.3.1. Seja U C X. Dizemos que U é positivamente invariante se f*(U) C U,
que U é invariante se f~1(U) = U e que U é quase invariante se f~'(U) ~ U. Sejam
OJT(U) = Unz0 [ (U) a drbita positiva de U e O (U) = U, f"(U) a orbita negativa
de U C X. O w-limite de x € X, representado por ws(x), é o conjunto dos pontos de
acumulacao da érbita positiva de z. Ou seja,
wi(z) = [ OF (f" ().
n=0

Equivalentemente, y € wy(x) se, e somente se, f™(z) — y para alguma sequéncia nj —
oo. Observamos que ws(z) = we(f(x)) para todo z € Xy. O a-limite de z € X,
representado por af(x), é o conjunto dos pontos de acumulacao da érbita negativa de .

Isto é,

as(z) = () 05 (f~"()).

n=0

Equivalentemente, y € ay(x) se, e somente se, existe uma sequéncia y, € f~"(z), com
ni — 00, tal que y; — y. Observamos que ay(z) = as(f(z)) para todo z € X,. Seja

A C X um conjunto compacto. A bacia de atragao de A é o conjunto

Br(A) ={x e X :0#ws(zx) C A}
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Definigao 2.3.2 (Atratores topolégicos). Dizemos que um conjunto compacto A C X é
um atrator topologico se Sr(A) e Br(A)\ fr(A’) s@o conjuntos gordos para todo conjunto

compacto nao vazio A’ C A.

Lema 2.3.3. Se U C X ¢é um conjunto mensurdvel gordo quase invariante, entao
s (m f‘j(U)>
n>0 70
¢ um conjunto mensurdvel gordo invariante e U' ~ U.

Demonstracao. Seja Uy = ﬂj>0 f77(U). Temos que f~1(U) é gordo, pois U é gordo quase

invariante. Observamos que
fO)AFHU) = FHHU)AD).

Como U ¢ quase invariante, f~1(U)AU é magro, e como f é nao singular, f=2(U)A
f~Y(U) é magro. Continuando com esse processo, isto é, verificar se f=%(U)AU ¢é magro
ou gordo para todo k € N, concluimos que f~*(U) ~ U para todo k € N. Logo, Uy é um

conjunto gordo e mensuravel. Temos que
fHUo) = (ﬂ f‘f'(U)) = ()7 (U) 2 V.
j=0 j=1

Entao, U" = {50/ "(Up) é um conjunto gordo mensurével e, como Uy U YUy =

fH (),

Uy =1 (U f‘”(Uo)) =Urmwy) =) =1
n=0 n>=1 n=0
Logo, U’ é invariante. Como
Uy AU = (ﬂ f‘j(U)> AU C (P U)AU C fHU)AT,
j=0 j=0

temos que Uy AU é um conjunto magro. Como f é nao singular, f~(f~1(U)AU) é um
conjunto magro para todo n > 0. Além disso, como f~"(U)Af"(Uy) = fT(UAU) é
magro, f~"(Uy) ~ f~"(U) ~ U para todo n > 0. Consequentemente,

U'AU C (" (Us)AD)
n>0
é magro, ou seja U ~ U'. ]
Corolario 2.3.4. A funcao f € Baire ergodica se, e somente se, todo subconjunto de X

mensurdvel quase invariante ¢ magro ou residual.



16 Capitulo 2. Formalismo Ergddico

Demonstracao. Todo conjunto invariante é quase invariante. Entao, precisamos apenas
mostrar que se f é Baire ergddica, entao todo conjunto mensuravel quase invariante é
magro ou residual. Suponhamos que U ~ f~1(U) é um conjunto gordo mensurdvel. Pelo

Lema 2.3.3, U’ é um conjunto mensuravel gordo invariante e U’ ~ U. Entao, pela Baire
ergodicidade de f, U’ ~ X, logo U ~ X. Portanto, U é residual. n

Vamos caracterizar, para fungoes continuas nao singulares, a Baire ergodicidade

em termos de conjuntos abertos ou compactos invariantes.

Corolario 2.3.5. Sejam X um espaco métrico compacto e f : X — X uma funcao

continua nao singular. As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

(1) A funcao f € Baire ergddica.

(2) Todo conjunto aberto quase invariante ndo vazio € denso em X.

(3) O tnico conjunto compacto quase invariante de interior ndo vazio é X .

Demonstracao. (1) = (2). Seja V' C X um conjunto aberto quase invariante nao vazio.
Como f ¢ Baire ergédica e V' é aberto, V' é residual em X. Logo V' é denso em X.

(2) = (3). Seja K C X compacto quase invariante de interior ndo vazio. Como
int (K) # (), existe U C X aberto nao vazio tal que U ~ K. Temos que U ~ f~1(U), pois
K é quase invariante, f é nao singular e U ~ K. Assim, U é um conjunto aberto quase
invariante nao vazio. Por hipdtese, U é denso em X, e visto que U é aberto, U é residual
em X. Logo, K ~ X. Observamos que se K # X, entao X \ K seria um aberto nao vazio
magro. Segue, entao que K = X.

(3) = (2). Seja A C X um subconjunto aberto quase invariante nao vazio.
Entao, X \ A é um subconjunto fechado invariante nao vazio. Logo, X \ A é compacto.
Como X \ A # X, X \ A tem interior vazio. Portanto, A é denso em X.

(3) = (1). Seja U C X um conjunto gordo mensuravel. Seja A C X aberto
tal que A ~ U. J4 que f é nao singular e A ~ U, A é um conjunto aberto nao vazio
quase invariante. Segue de (2), que é equivalente a hipdtese, que A é denso em X.

Consequentemente, U ~ A ~ X. Portanto, f é Baire ergddica. O

Defini¢ao 2.3.6 (Componente Baire ergédico para fungdo nao singular). Dizemos que

um conjunto mensuravel U C X é um componente Baire ergodico de f se U é um conjunto

gordo quase invariante tal que f o ¢ Baire ergddica, com U " dado pelo Lema 2.3.3.

Definigao 2.3.7. Seja U C X nao vazio. A distancia de x € X a U é dada por

d(z,U) = inf {d(z,y) -y € U}.
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Definimos a bola aberta de centro U e raio r como

B,(U)= | Bi(z) ={xr € X :d(x,U) < r}.

zelU

Dizemos que um espago métrico X (nao necessariamente compacto) é total-
mente limitado se para todo € > 0, existe um conjunto finito S = {sy,...,s,} tal que
Uiz, Be(si) 2 X.

Proposicao 2.3.8. Um espagco métrico é compacto se, e somente se, é completo e total-

mente limitado.
Demonstragao. Ver o Capitulo 7 de [Mu]. O

Proposicao 2.3.9. Seja K(X) o conjunto dos subconjuntos compactos nao vazios de X .
A fungao dy : K(X) x K(X) — R, dada por

dg(U,V)=inf{r >0: B, (U) DV ¢ B,(V) 2 U},

¢ uma métrica em K(X). Além disso, (K(X),dy) é um espago métrico compacto, porque

X € um espaco métrico compacto.
Demonstragao. Sejam U, V,W € K(X).
(d1) Temos que U C B,(U) para todo r > 0. Logo, dg(U,U) = 0.

(d2) Suponhamos que dy(U,V) = 0. Entao, para todo r >0, U C B,(V) e V C B,.(U).
Assim, U C (o0 B (V) =V eV C N2, B-(U) =U. Logo, U C VeV CU.
Como U e V sao subconjuntos compactos de um espacgo métrico, U e V' sao fechados.

Concluimos que U = V.
(d3) Observamos que

dg(U,V)=inf{r >0: B.(U) 2V e B, (V)2 U}
=inf{r>0:B,(V)2UeB,.(U)DV}
= du(V,U).

(d4) Sejam r,s > 0 tais que U C B.(V), V C B.(U), V C B;(W) e W C By(V).
Seja x € U. Entao, z € B.(V). Logo, existe y € V tal que d(x,y) < r. J& que
y €V C By(W), existe z € W tal que d(y, z) < s. Portanto,

d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) <r+s.
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Concluimos que U C B, 4(W). Analogamente, prova-se que W C B, ,(U). Logo(’),

{r>0:B.(U)DVeB.(V)D2U}+{s>0:B,(V)ODOWeB,W)D2V} (2.1)
C{t>0:B,(U)D2W e B(W)2U} (2.2)

Tomando o infimo em ambos os lados da expressao acima, temos

dg(U, V) +dyg(V,W) = dg (U W).

Portanto, (K(X),dy) é um espago métrico. Vamos mostrar que (K(X),dy) é com-
pleto. Seja { A, }neny uma sequéncia de Cauchy em K(X). Tomemos uma subsequéncia de
{A, }nen tal que dy(A,, Apyr) < 1/2" para todo n € N. Seja A C X o conjunto dos pon-
tos z € X que sao limites de sequéncias {x, }neny em X tais que z; € A; e d(z;, T41) < 1/2°
para cada i € N. Observamos que {z,},eny é uma sequéncia de Cauchy em X. Como
X é um espago métrico completo, {z, }nen converge para x € X. Por defini¢ao, = € A.
Consequentemente, A é ndo vazio, logo A € K(X). Como z, — z, para todo £ > 0,
existe ng € N tal que se n > ng, entdo d(z,,z) < €. Logo, d(z,, A) < € para todo n > ny.
Ainda, d(x, A,) < ¢ para todo n > ng. Portanto, dy(A,, A) < € para todo n > nyg, isto &,
A, — Aem (K(X),dy). Por conseguinte, (K(X),dy) é completo.

Vamos mostrar que (K(X),dg) é totalmente limitado. Dado ¢ > 0, seja S =
{s1,...,8,} € X um conjunto finito tal que |J;_, B:(s;) 2 X. Seja C = {C;} a colegao
dos subconjuntos nao vazios de S. Observamos que os elementos de C' sao pontos de
K(X). Sejam K € K(X) e M C S o conjunto dos s; tais que B:(s;) N K # 0. J& que
K ¢é nao vazio e as bolas B.(s;) cobrem X, M é um subconjunto nao vazio de S, isto
é, M = C} para algum k < 2" — 1. Entdo, B.(K) 2 M, pois d(a, M) < £ com a € K.
Além disto, B.(M) D K por construgao. Portanto, dy (K, M) < ¢, ou seja, (K(X),dy) é
totalmente limitado.

Provamos que (K(X),dg) é um espaco métrico completo e totalmente limitado,

logo é compacto pela Proposicao 2.3.8. O

Chamamos a funcao dy de métrica de Hausdorff. Poderiamos ter definido a
fungao dy em 2% \ {P} x 2% \ {#} tomando valores em [0, 00). No entanto, dy nao seria

uma métrica. De fato, se definissemos dy : 28 \ {0} x 2%\ {#} — R, terfamos que

dp(Q,R\ Q) =0, porém Q # R\ Q.

Definicao 2.3.10. Dizemos que x € X satisfaz uma propriedade P genericamente em
um conjunto gordo U C X se o conjunto de todos os pontos de U que nao satisfazem P

é magro.

5Sejam A, B C R néo vazios e limitados inferiormente. Definimos A+ B ={a+b:a € Aeb € B}.
Temos que inf (A + B) = inf (A) + inf (B).
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Proposicao 2.3.11 (O atrator topoldgico de um componente Baire ergddico). Se U C X
¢ um componente Baire ergddico de f, entdo existe um tinico atrator topoldgico A C U

atraindo um subconjunto residual de U. Ademais, ws(x) = A genericamente em U.

Demonstragio. Seja K(U) o conjunto dos subconjuntos compactos nio vazios de U. Segue

do Lema 2.3.3 que U’ ~ U é um conjunto mensuravel gordo e f-invariante. Consideremos
a funcdo ¢ : U’ — K(U) dada por 9 (x) = wy(x).

Afirmacao 1. A funcao ¢ é mensuravel.

Demonstragdo. Seja U, : U — K(U) dada por ¢ .(z) = {f*(x),..., ™ (x)}. J4
que f é continua em zy € U’, f™ é continua em z, para todo n > 0. Logo, dado ¢; > 0,
existe §; > 0 tal que se d(z, z9) < d;, entao d(f7(z), f/(z0)) < &;, com j € {n,...,n+m}.
Sejam ¢ = mind; e ¢ = mine;. Logo, se d(z,xy) < §, entdo B./a(Vnm(T0)) 2 Ynm(x) €
Bz ja(Vnm(x)) 2 Uy m(20). Assim, du(Vnm(2), Ynm(20)) < €, ou seja, Py, € continua em
xo. Como z é arbitrario, ¢, é continua em U’ para todo m € N. Entao, ¢, ,, é uma

sequéncia de fungoes continuas em U’. Mostraremos que

Sejam z € U' ey € W Entao, existe uma sequéncia {f™(z)} em O (f"(x)),
com my > n, para todo k € N, e my " oo, convergindo para y, ou seja, dado & > 0,
existe kg € N tal que se k > ko, entdo d(f™(x),y) < €. Logo, y € B:(f™(x)) para
algum k > ko. Assim, y € B.(¢¥pnm,(x)). Logo, Be(Vnm,(x)) 2 W

e > 0. Observamos que para qualquer € > 0, temos ¥, ,(x) C (W), pois
Ynm(x) C O}“(f"(x)) Logo, para todo € > 0,

)) para todo

A (hnm(x), OF (f7(2))) <&

Segue que a funcio v, : U’ — K(U) dada por dada por ¢, (z) = O7 (f*(x)) é uma fungao
mensuravel, porque a sequéncia { ¢, ;, tmen de fungdes mensuraveis converge pontualmente
para . Visto que wy(x) = iz OF (f*"(2)), temos

lim 4, (2) = wy(x) = (x).

para todo x € U’. Portanto, ¢ é uma fun¢ao mensurdvel. O]

Como U’ é um espago de Baire, f € uma funcao Baire ergédica nao singular
eo f!U, = 1), isto é, ¥ é um potencial de Baire em X, segue da Proposicao 2.1.18 que
1) é quase constante. Entao, existem um conjunto mensuravel U” C U', U” ~ U, e um

conjunto compacto nio vazio A € K(U) tais que ¢(z) = wy(z) = A para todo z € U". [
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Definicao 2.3.12. Seja O o conjunto de todos os subconjuntos abertos de X. Definimos

a projecdo de Baire como a funcao w : 4 — O dada por

U v

O3V~U

Observamos que 7(U) é o aberto maximal equivalente a U. De fato, seja W o
aberto maximal equivalente a U. Temos que W C w(U), pois W € O e W ~ U. Por
outro lado, considerando-se que W é o aberto maximal equivalente a U, V' C W para todo
V ~ U aberto. Logo, 7(U) C W. Além disto, 7(U) = int (V') para todo aberto V ~ U.
De fato, seja V ~ U um aberto. Temos que int (V) 2 V. Ainda, V\V = 9V é um conjunto
magro. Logo, V ~ V. Temos também que V \ int (V) C V \ V = 9V é um conjunto
magro. Assim, V ~ int (V). Segue que int (V) ~ V ~ U. Logo, int (V) C w(U), pois
7(U) é o aberto maximal equivalente a U. Fixemos = € 7w(U). Entao, existe V € O, com
V ~ U, tal que z € V. Como V C int (V), temos que x € int (V). Assim, 7(U) = int (V)
para todo aberto V ~ U.

Lema 2.3.13. Se existe 0 > 0 tal que todo conjunto mensurdvel invariante € magro ou
residual em uma bola aberta de raio §, entdo X pode ser decomposto, a menos de um

conjunto magro, em um numero finito de componentes Baire ergddicos.

Demonstracao. Seja p uma probabilidade de Borel em Z# tal que supppu = X. Por
exemplo, podemos tomar um subconjunto enumeravel e denso em X, {x, : n € N}, e
f= 2 nen Oz, Sejam: Z — [0,1] uma funcao dada por m(U) = p(w(U)). Observamos
que m(X) =1ese UV € & sao tais que U NV é magro, entao

m(U) +m(V) = p(m
(V) = p(@UNV)) + p(x(UNV))
vyun(V))  (urUnV)) =

wu(0) =0, pois U NV é magro)
(U UV)) (pois int (U) Uint (V) Cint (U UV))

Logo, m é uma f-funcao de Baire. Por compacidade, existe ¢ € N tal que

inf {4(Bs(p)) : p € X} > 1/L.

De fato, se inf {u(Bs(p)) : p€ X} = 0, entdao dado ¢ > 0, existiria p € X tal que
pu(Bs(p)) < e. Isto seria uma contradigdo com supp u = X, porque nesse caso, p(A) > 0,
se A C X é um aberto nao vazio. Assim, se U C X é um conjunto mensuravel invariante,

entdo m(U) =0 ou m(U) > 1/¢. A demonstragao segue agora da Proposigao 2.2.2. [
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Lema 2.3.14. Se A C X ¢ um conjunto compacto magro, entao dado 6 > 0, existe € > 0

tal que B:(A\) nao contém uma bola de raio §, ou seja,
lin%sup{r >0:B.(p) CB.(N) epe X} =0
e—

Demonstracao. Do contrario, como A é compacto, existiriam 6 > 0 e uma sequéncia
convergente {p, fnen em A tais que Bs(p,) € Bi/n(A) para todo n € N. Isso implicaria
que d(x,A) = 0 para todo = € Bs(p), onde p = lim,, p,,. Pela compacidade de A, teriamos
que Bs(p) € A o que contradiria a hipétese de A ser magro. O

Definicao 2.3.15. Definimos o Q-limite de x € X como

- N (U f*m(Br(fC))> |

r>0n=0 \m>=n

O conjunto Qy(z) é ndo vazio e compacto para cada x € X, mesmo se z ¢ X,.
Ademais, Qf(z) = Qs (f(x)) para todo z € Xj.

De fato, como f é continua em = € Xy, dado ¢ > 0, existe 6 > 0 tal que

f(Bs(x)) € Be(f(x)). Logo,

Q(f(@) =) (U f*m(Br(f(x)))) >N (U f*m(f(Br'(l‘)))) = Qs (@).

r>0n=>0 \m>n r'>0n=0 \m>=n

Por outro lado, como f é um homeomorfismo local, f é uma funcao aberta, logo para

todo r > 0 e todo x € Xy, existe v’ > 0 tal que f(B,(x)) 2 By (f(x)). Segue que

Q(f@)={() (U f*m(Br(f(x)))) <N (U f*m(f(Bw(x)))) = Qs (@).

r>0n=>0 \m>n r'>0n=0 \m>=n

O congunto nao errante de f, denotado por Q(f), é o conjunto dos pontos z € X
tais que V' N Um>1 f*™(V) # 0 para cada vizinhanga aberta V' de z. Temos que
Qf) ={r e X 2z e Qs(x)}.

De fato, sejay € {x € X : x € Qf(x)}. Logo, y € Q¢(y). Entao, para todosr > 0en > 0,

Y € Upsn f*"(Br(y)). Segue que para todos 7 > 0en > 0, B,(y)"U,,>, [ (Br(y)) # 0.
Portanto, y € Q(f). Ou seja, Q(f) é o conjunto dos pontos {2-recorrentes (dizemos que

um ponto x € X é recorrente ou w-recorrente se v € w(z)).

Dizemos que f ¢é fortemente transitiva em X, se para todo aberto V. C X,
U0 f7(V) = X. Observamos que (J,, f"(V) N W # 0 para qualquer W C X aberto
nao vazio. Portanto, se f é fortemente transitiva, entao f é transitiva.

Segundo Guckenheimer, em [Gu], dizemos que um conjunto A C X tem de-
pendéncia sensivel das condigoes iniciais se existe r > 0 tal que

sup diam(f"(A N B.(x))) > r

n

para cada x € A e e > 0.
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Teorema 2.3.16. Se existe 6 > 0 tal que m contém uma bola aberta de raio J,
para cada U C X aberto em X nao vazio, entao X pode ser decomposto, a menos de um
conjunto magro, em um numero finito de componentes Baire ergodicos Uy, ..., U, C X.
Além disso, para cada j € {1,...,0}, U; é um conjunto aberto e os atratores A; associados

a U; satisfazem as sequintes propriedades:
(1) Cada A; contém alguma bola aberta B; de raio 6 e A; = int (4;).

2) (a) Cada A; € transitivo e ws(x) = A;, genericamente, em U;.
J f J J

(b) Sep: X — R é uma funcdo Borel mensurdvel, entao para cada A;, existe a; € R

n—1

tal que limsup = Y7~ (p o f*)(x) = a; genericamente em [(A;).
(c) Se U € A, entio para cada A;, existe u; € [0,1] tal que
: 1 : ;
limsup —#{0 < j<n: f/(z) e U} = v
n—oo T

genericamente em [¢(A;).

(3) Para cada j € {1,...,¢}, temos int (Bf(A;)) ~ Bs(A;) ~ U;. Em particular,
Br(A1) U---UBr(Ar) contém um congunto aberto e denso em X.

(4) Se x € Uj, entdo Qs(z) D A;, e Qp(z) = A, se x € Uy, para todo j € {1,...,0}. Em

particular,
¢ ¢
ane (U)o (s (u)
j=0 =0
onde X \ Uj:o U; € um conjunto compacto de interior vazio.

Ademais, se J,5o [*"(U) contém alguma bola aberta de raio 6, para cada conjunto U

aberto em X nao vazio, as sequintes propriedades também sdao validas:

(5) Para cada Aj, existe um conjunto positivamente invariante A; C A;, que contém um
subconjunto aberto e denso de A;, tal que f € fortemente transitiva em A;. De fato,
a(x) DU; D Aj D Aj para cada z € A;.

(6) Ouwg(x) = A; para cada x € A; com wi(x) # 0 ou A; tem dependéncia sensivel das

condicoes iniciais.
Demonstracao. Observamos que

A~ fTHT(A) N A (2.3)
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para todo A C X en > 0. De fato, tomando X,, = ;2 £~/ (X,)(%), temos que f*"(A) =
fM(ANX,) para cada A C X. Como f é homeomorfismo local, X,, é aberto e denso em X.
Entao, f"(f*"(A)) = f"(f"(ANX,)) 2 ANX, ~ A. Segue que A ~ f~"(f*"(A))NA.

Dado um conjunto mensuravel gordo positivamente invariante U C X, seja V' C

X um conjunto aberto tal que U ~ V.

Afirmacao 2. O conjunto U é residual em int (f*"(V')) para todo n € N.

Demonstragao. Observamos que pelo Lema 2.1.19, int (f*"(V)) é um conjunto nao va-
zio. J& que f*"(U) C U, precisamos apenas mostrar que int (f*"(V)) \ f*"(U) é ma-
gro. Suponhamos que int (f*"(V)) \ f*"(U) é gordo. Entao, existe um aberto nao
vazio Y C int (f*"(V)) tal que Y N f*"(U) é um conjunto magro. Entdo, por (2.3),
f"NU ~ f(Y)nf"(f"U)nU = f(Ynf"U))NU. Como f é nao singular,
fT™(Y n f(U)) é um conjunto magro. Isto implica que f~(Y) N U é magro. Além
disto, (f™(Y)NV)NU é magro, pois U ~ V, logo f~"(Y) NV é magro. Isto contradiz
f7™(Y) NV ser um subconjunto aberto nao vazio de V. Logo, U deveria ser residual em
T y)nv. O

Por hipétese, |J,-, f*"(V) contém uma bola aberta B de raio §, entdo B N
Upso S (V) é um subconjunto denso de B. Pelo Lema 2.1.19, f*"(V) C int (f*"(V));
assim, BNJ, >, int (f*"(V)) é um subconjunto aberto e denso de B. Logo, pela Afirmacao

2, U é residual em B. Ou seja,

todo conjunto gordo positivamente invariante € residual em uma bola aberta de raio 9.
(2.4)
Consequentemente, a hipdétese do Teorema 2.3.16 implica a hipotese do Lema 2.3.13,
pois todo conjunto invariante é positivamente invariante. Entao, X pode ser decom-
posto, a menos de um conjunto magro, em ¢ > 1 componentes Baire ergodicos Wy, ...,
Wy. Pela Proposigao 2.3.11, cada componente Baire ergédico W, j € {1,..., ¢}, tem um
unico atrator topoldgico A; tal que wy(x) = A; genericamente em W.

Suponhamos que A; é magro. Do Lema 2.3.14, temos que existe ¢ > 0 tal que
sup{r > 0: B,(p) C B:(Aj) epe X} < /2. (2.5)

Seja ng > 1 tal que W) = {z € W; : f"(z) € B.(4;),Yn > ng} é gordo. Esse ng existe,
porque A; = wy(z) genericamente em Wj. J& que f é ndo singular e W} é um conjunto
gordo, temos que f*"*° (W) também ¢é gordo. Pela defini¢ao de W7, temos que f(W}) C W/.

SHaja vista que o dominio e o contradominio de f sdo respectivamente Xg e X, se f(x) € X \ Xo
para algum x € Xg, ndo poderfamos aplicar f ao ponto f(x). Por isto, definimos X,, como o conjunto

dos pontos de X que podemos aplicar f n vezes.
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Logo, W é positivamente invariante. Assim, f*" (W) também é positivamente invariante.
No entanto, como f*"(W}) C B.(A;), segue da desigualdade (2.5) que W} nao pode ser
residual em uma bola de raio maior que ou igual a /2, o que é uma contradigdo com
(2.4). Entao, A; é gordo.

Como A; é um conjunto gordo compacto, int (A;) # 0. Temos que A; D

U,is0 f*"(int (4;)), pois A; é um compacto positivamente invariante. Logo, por hipétese,
A; contém uma bola aberta B; de raio d.

Como A; = wy(x) para todo x em um conjunto residual R; C W;, para cada
r € R, existe n, > 1 tal que f™(z) € B;. Ja que ws(z) = A;, residualmente em B,
temos que existe p € B; tal que O]T (p) é denso em A;, em particular, A; é transitivo(").
Do Lema 2.1.19, segue que f"(p) € f*"(B;) C int (f*"(B;)) C A; para todo n > 0. Em
particular, dg({f"(p)},int (f*"(B;))) = 0 para todo n > 0. Isso implica

dy (Aj, U int (f*n(Bj))> =dgy (O,T(p% int (f*n(Bj))> =0,

n>0
o que prova que |J,-,int (f**(B;)) é um subconjunto aberto e denso de A;, ou seja,
A; = int (4;). Jé que W; ~ U; = U,so £ (int (A;)), temos que U; é um componente
Baire ergédico com A; sendo seu atrator topoldgico wy(z) = A; residualmente em Uj.
Isso prova os itens (1) e (2)(a). Os itens (2)(b) e (2)(c) sao deduzidos da Proposigao
2.1.18. Isso conclui a demonstracao dos itens (1) e (2). Podemos considerar Uy, ..., U,
ao invés de Wy, ..., W, como a decomposicao, a menos de um conjunto magro, de X em
componentes Baire ergddicos. Além disso, se z € Uj, entdo, por defini¢do, f™(x) € A,
para algum m > 0. Logo, ws(xz) € A;, o qué prova que U; C Bf(A;). Tendo em
vista que Bp(A;)\U; € X\ U._, U ~ 0, concluimos que S(A;) ~ U;. Como U; é
aberto, U; C int (8(A4;)). Assim, int (6;(4;)) \U; € X \ U._, U, ~ 0, e inferimos
que int (Bf(4;)) ~ Br(A4;) ~ U;. Ainda, Uy U --- U Uy C Bp(Ar) U--- U Br(A), logo,
Br(A)U---UPBr(Ag) contém um subconjunto aberto e denso de X. Com isso, concluimos
a prova do item (3).

Dados p € Uj e ¢ > 0, seja p. € B.(p) N R;. Como wy(p.) = Aj, temos que

M (U f*m(Bs(p))> > wi(p) = A,

n=0 \m>=n

para todo € > 0. De fato, para todos n > 0 e e > 0,

OF (f"(p) € J F™(Bep)).

mz=n

Logo, Q¢(p) 2 A, para todo p € U;. Se p € U;, entdo f"(p) € int (4;) para algum n > 0.
Assim, ws(p) € A;. Como f™(p) € int (4;), temos que Qs(p) C A;; para vermos isto,

"Dizemos que A C X é um conjunto transitivo se f|A é transitiva.
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basta tomar r > 0 tal que B,.(f™(p)) C int (A;). Se z € Q(f), entdo z € Q(x). Se z € U;
para algum j € {1,...,(}, entdo x € A;; se x ¢ Uj, para todo j € {1,...,/}, entdo x
pertence a um compacto de interior vazio, pois cada U; é aberto e equivalente a W, e

estes sao a decomposicao de X em componentes Baire ergodicos. Concluimos que

ane (Ua)o(xUm)

Isso finaliza a prova do item (4).
Suponhamos que | J,,., f*"(A) contém uma bola aberta de raio § para cada aberto

nao vazio A C X. Definimos, para 0 < r < 9,

(@) = | £™(B))
m>n

Observamos que para cada 0 < € < r/2, Al'(x) \ B-(0A"(z)) é um conjunto compacto.
De fato, seja {y,} uma sequéncia de pontos de A”(z) \ B-(0A(x)) tal que y, — y. Se
y € B-(0A(z)), entdo, existe uma vizinhanga aberta V' de y tal que V' C B.(0A}(x)),
pois B.(0OA”(x)) é aberto. Essa vizinhanga V nao contém pontos da sequéncia {y, }, pois
esta é formada somente por pontos de A”(z)\ B:(0A”(x)). Logo, y € A'(x)\ B:(0A!(x));
e concluimos que A’ (z) \ B:(0A”(z)) é compacto. Como Al'(z) contém uma bola aberta
de raio §, A(x) \ B-(0A!(x)) # (), de fato, esse conjunto contém uma bola de raio ¢ — .
Ainda, observamos que A" (z)\ B.(OA"(z)) C A™(z) \ B.(0A"(z)) para todo n € N.
Assim,

() = lim [} (A7 (2) \ Be(9A](x))) € K(X)

¢ um conjunto compacto bem-definido para cada r € X. Ademais, para cada © € X,

Q%(z) contém uma bola aberta B, , de raio d e
B.(z) Nays(y) # 0, para todoy € By, (2.6)

De fato, se y € B, entdo y € Q(x). Logo, y € Al(z) \ B-(0A}(z)) para todo n > 0.
Segue que existe m > n tal que y € f*"(B,(x)). Dai, f~"(y) N B,(x). Consequente-
mente, B,(x) Nas(y) # () para todo y € B,,. Ressaltamos que Q}(z) = lim, o Q}(z) =
(50 27(2), pois AT C AT, se 0 <1 <1’ < 4. Entao, segue de (2.6) que para cada v € X,

(a) Q%(x) contém uma bola aberta B, de raio § e
(b) z € ay(y) para todo y € B,.

Afirmagao 3. A funcao 1 : X — K(X), dada por ¢(z) = Q}(x), ¢ mensurével.
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Demonstragio. Sejam A™(x) = T, f(By(x)) € Yrenm : X — K(X) uma fungio
dada por ¥y pm(z) = AP (x) \ B(OA»™(x)). Como ¥y . pnm ¢ uma fungdo continua e
lim,, ¥y cnm = AP(z) \ Be(0A»™(x)), temos que 1, , : X — K(X), dada por ¢, ,(x) =
A (z) \ B:(0Al(z)), é uma fungdo mensuravel. Semelhantemente, v, . = lim, ¢, ,,

Yy = lima o Yy € Y = lim,~ o 9, sao funcoes mensuraveis. O

Temos que para todo & € U} = Uyog /™" (Mso £ (U), (00 N)z) = (z), &
mensurdvel, U; ~ Uj e U; é f-invariante, logo, pela Proposicao 2.1.18, 1 é quase constante.
Entao, existe p; € U tal que ¢(x) = Q%(z) = Q(p;) genericamente em Uj, e isso implica
que Q(}(x) contém a bola B, de raio ¢ genericamente em U;. Entao, para cada y € By,
z € ay(y) para um conjunto residual de z € U;. Por compacidade, a;(y) 2 U; D A; para
cada y € By,. Como int A; # () e A; é positivamente invariante, temos que A; 2 B, .
Como ay(x) C as(f(z)), temos que ay(z) D U; D Aj paracadax € A; = Unso £ (By,),
o qué prova que f é fortemente transitiva no conjunto positivamente invariante A; C A;.
Além disso, segue da transitividade de A; que A; contém um subconjunto aberto e denso
em A;, o qué prova o item (5).

Suponhamos que existe p € A; tal que ) # A = wy(p) # A;. Sejam g € A; \ A
er = du({q},A) > 0. Seja ng > 0 tal que Of(f"(p)) € B,j2(A). Dados x € A; e
e > 0, sejam nyg < ny < ny tais que 7™ (p) N B(z) # 0 # f72(¢) N Be(x). Como
f"(p) € B,2(A) para todo n > ng, temos que f*~"*(B.(x)) N B,2(A) e ¢ € f*"(B.(x)),
0 qué prova que sup,,; diam (f*"(B.(x))) > r/2 para cada x € V; e € > 0. Isso conclui

o item (6) e a prova do teorema. O

2.4 Atratores estatisticos

Sejam (X, d) um espago métrico compacto, Xy € X um subconjunto aberto e
denso em X e f : Xqg — X uma funcdo continua nao singular. A frequéncia de visita

(superior) de x € X a V C X é dada por
1 .
(V) =7, p(V) = limsup —#{0 < j <n: fl(z) € V}. (2.7)
n—oo 1
O w-limite estatistico de x € X é o conjunto

wi(z) = {y : 7(B:(y)) > 0 para todo € > 0}.

Segundo Ilyashenko, em | ], a bacia de atracao estatistica de um conjunto

compacto A C X é definida por

B3 (A) = {z : wj(z) C A}.
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Se M é um subconjunto aberto nao vazio de R™ e h : M — M ¢é uma funcao
continua(®), dizemos que um conjunto compacto A C M é um atrator estatistico de
Ilyashenko para h se Leb (55(A)) > 0 (Leb é a medida de Lebesgue em M) e nao existe
conjunto compacto nao vazio A* C A tal que Leb (85(A)) \ (55 (A")) = 0. Combinando
as defini¢coes de atrator estatistico de Ilyashenko com a definicao que apresentamos de

atrator topoldgico, definimos o atrator estatistico topoldgico da seguinte maneira:

Definigao 2.4.1 (Atrator estatistico topoldgico). Dizemos que um conjunto compacto
A C X éum atrator estatistico topoldgico para a fungio f: Xo — X se B3(A) e S5(A) \

B3(A’) sao conjuntos gordos para todo conjunto compacto nao vazio A" C A.

Por uma questao de simplicidade, chamaremos o atrator estatistico topoldgico
apenas de atrator estatistico.

Seja M!(X) o conjunto de todas as probabilidades em X. Sejam D = {1, ©2,
©3,. ..} um conjunto enumerdvel e denso em C(X,[0,1]) e D uma métrica em M?!(X)
compativel com a topologia fraca*. Temos que (M?!(X), D) é um espago métrico com-
pacto. Consideremos em M!(X) a topologia gerada por D. Seja K(M?!(X)) o conjunto
de todos os subconjuntos compactos nao vazios de M (X) e consideremos a métrica de
Hausdorff Dy em K(M!(X)). Observamos que (K(M'(X)), Dg) é um espago métrico
compacto.

Seja X' =, f7/(X). Consideremos a fungao Uy : X' — K(M'(X)). O espec-
tro estatistico de x, denotado por Us(x), é o conjunto de todos os pontos de acumulagao

de % Z;:Dl di(z) Na topologia fraca®, ou seja,

ne—1

1
Uf(x) = {u e MY(X): D (— E (Sfj(m)7/,6> — 0 para alguma sequéncia ny oo} :
nE ~
Jj=0

A demonstragao do Lema 2.4.2 abaixo é semelhante a verificagdo na Proposi¢ao

2.3.11 que a fungao ¢ : U’ — K(U) dada por ¢(z) = ws(x) é mensuravel.
Lema 2.4.2. A funcao Uy é mensurdvel.

Demonstragio. Dado z € X', sejam p,(r) = % Z?;Ol Ofiy, Keulz) = Ufi’; 1} €

T on

K(MY(X)), Ki(z) = Uj%{,uj} € K(M'(X)). Como X' 5 z — K (r) € KM (X))

¢ uma fungao continua, logo mensuravel, e Ky(x) = lim; o Kps(z), temos que X’ >
z = Ki(z) € KMYX)) é mensurdvel. Ademais, como Us(z) = limy o Ki(z) =
Nes1 Ke(z) € KM (X)), concluimos que Uy é mensuravel. O

Lema 2.4.3. Para todo v € X, w}(v) = U“GUf($) Supp /-

8Em um contexto mais geral, poderiamos tomar M como uma variedade Riemanniana.
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Demonstragdo. Se v ¢ X', entdo wy(z) = wi(z) = 0. Entdo, podemos supor que x €

X'. Como supp p C wi(z), para cada p € Uy(r), temos que wi(z) 2 Uueuf(a:) Supp /.

Ainda, wi(z) 2 UueUf(i) supp pt, porque wj(r) é um conjunto fechado para todo » € X'.
Reciprocamente, se p € w}(a:) e € > 0, entao existe uma sequéncia j, oo, k — oo, tal
que ]ik Zfigl i () (Bim(p)) = 0/2 para algum 6 > 0 e para todos n,k € N. Seja u;, =
]'lk: Zggldﬂi(m). Como, para todo k € N, p;, € Ug(x) e este é um conjunto compacto,
{1t;, } possui uma subsequéncia convergente. Seja ji,, € Us(z) o limite desta subsequéncia
para cadan € N. Como p;, (B1/,(p)) = 0/2, para todo k € N e algum 6 > 0, e j, ¢ o limite
de uma subsequéncia de {f;, }, tin(Bi/n(p)) = 0/2 para cada n € N. A menos de uma
subsequéncia, podemos supor que lim,, u, = p. Pela compacidade de Uy(x), p € Uy(z).
Como pu(B-(p)) > 0 para todo € > 0, temos que supp N B.(p) # (), ou seja, p € supp i

para algum p € Uy(x). Portanto, estd provado que wi(x) C UMeUf(w) supp . O

Proposicao 2.4.4 (O atrator estatistico de um componente Baire ergédico). Se U C X
¢ um componente Baire ergddico de f, entdo existe um unico atrator estatistico A C U
atraindo estatisticamente um subconjunto residual de U. Além disto, wi(x) = A generi-

camente em U e A C A, onde A € o atrator topoldgico de U.

Demonstragao. Como Uy(f(x)) = Us(x) para todo x € U' (U’ conforme o Lema 2.3.3) e

Uy : U — K(M'(X)) é mensurdvel, U; é um potencial de Baire para f
Proposicao 2.1.18, temos que existe 2 € K(M'(X)) tal que

- Entao, pela

Ug(x) = A genericamente em U’

Considerando que pelo Lema 2.4.3, wj(x) = supp p, temos

el ()

wi(z) = A= U supp 4 genericamente em U ~ U,
pneA

2.5 Comportamento Histérico

Definicao 2.5.1. Sejam f: X — X uma funcao continua e U C X um conjunto aberto.
Dizemos que f é fortemente transitiva em U, se |-, f"(V) 2 U para todo conjunto
aberto V C U.

Definicao 2.5.2. Sejam x € X e f: X — X uma funcao. O conjunto estdavel de x com
respeito a f €

Wi(x) = {y e X : lim d(f"(2), *(y)) = o} .

n—oo
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Definimos ainda o conjunto estdavel de U C X com respeito a f como

Wi ) = [ Wiw).
yeU
Representaremos por M (f) o conjunto das probabilidades de Borel invariantes
por f e por M!(f) o conjunto de todas as probabilidades de Borel ergédicas invariantes.
A bacia de atragio de uma medida p € M'(X), denotada por B;(p), é o conjunto
de todos os z € X tais que % Z;':ol d7i(z) converge para u na topologia fraca®. Observamos
que se u € ML(f), entdo B;(n) # 0, pois u(B(n)) = 1. De fato, pelo Teorema 1.2.4,

existe um conjunto compacto G C X com u(G) = 1 tal que

n—1

%Z(wfj)(fr) — /sodu

J=0

para todo x € G e toda funcdo continua ¢ : X — R. Logo * Z;:é dfi(z) — p para todo

n

x € G, pelo Lema 1.1.1. Consequentemente, G = ¢(u), e assim p(Br(p)) = 1.

Proposicao 2.5.3. Sejam X um espago métrico de Baire separdvel e f : X — X uma
fungdo continua. Se tomarmos Xo = {z € X : Oy (Wi(x)) = X}, entdo Uy(x) 2 {u €
MUf): Br(p) N Xg # 0} D {u e ML) : u(Xo) > 0} genericamente em X .

Demonstragdo. Seja D uma métrica em M?!(X) compativel com a topologia fraca*. Dados

re XeleN, seja

Consideremos qualquer p € M(f), com B(p) N Xo # 0. Seja p € Br(u) N Xy, ou seja,
Os(p) = (i} e O;(Wi(p)) = X. Ja que O; (Wi(p)) = X e Uyly) = By(p) para todo
y € O; (W§(p)), temos que Bf(u) ¢ um conjunto denso.

Dados r > 0 en € N, seja

V(r,n) ={z € Bs(p) : D(0pmz, ) <7 VYm = n}.

Como V(r,1) € V(r,2) € V(r,3) € -+ e U,enV(r,n) = Bf(pn), dado t € N, existe
n(t) =t tal que V(r,n(t)) é um conjunto (1/t)-denso em S;(p), e ja que By(p) é denso em
X, V(r,n(t)) é (1/t)-denso em X, isto é., By, (V(r,n(t)))(?) = X. Como X é separdvel,
V(r,n(t)) admite um subconjunto (1/t)-denso enumeravel, isto é, existe um conjunto
enumeravel V'(r,n(t)) C V(r,n(t)) tal que By, (V'(r,n(t))) = X. Segue da continuidade
de f que existe € = e(r,n(t),y) > 0 tal que

D(0p2, pt) < 7 para cada x € B.(y) e y € V'(r,n(t)).

931/t(V(7“a n(t))) = UxEV(r,n(t)) Bl/t(x)'
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Observamos que o conjunto W,.(m) = U,.,, Uyev(rnq)) B=(y) ¢ um conjunto aberto e
(1/m)-denso para todo m € N. Além disto, se x € W,.(m), entdo D(d,., ) < r para
algum n > m. Definindo W, = ey Wr(m), temos que W, é residual e para cada x € W,,
existe £; — oo tal que D(dy; 4, ) < 7. Finalmente, temos que W(u) = [, cx Wi €
um conjunto residual e p € Uys(x) para todo x € W(u). Tomando um subconjunto
denso e enumerdvel {u1,pa, ...} C {u € M (f) : By(u) N Xo # 0}, temos que W =
Mnen W (pn) é um conjunto residual e, pela compacidade de Uy(z), temos também que
Uf(x) = {u e MI(f): Br(n) N Xy # 0} para cada = € W; isto encerra a demonstragao.

[

Defini¢ao 2.5.4 ([Rucl] e [Ta]). Sejam X um espa¢o métrico compacto, Xy € X um
subconjunto mensuravel de X e f : Xy — X uma funcao mensuravel. Dizemos que um
ponto x € [, 5, f7"(X) tem comportamento historico se %Z;‘:—g 0fi(z) NAO converge na

topologia fraca*.

Dizemos que x € X é um ponto periddico de f se existe n > 1 tal que f"(x) = x.
Representaremos por Per (f) o conjunto de todos os pontos periédicos de f. Chamamos

a érbita positiva de um ponto periddico de f de orbita periddica.

Teorema 2.5.5. Sejam X um espaco métrico compacto e f : X — X uma funcdo
continua ndo singular. Se existe 0 > 0 tal que -, f"(U) contém uma bola aberta de
raio o, para cada U C X aberto em X nao vazio, entao existe uma colecao finita de

atratores topologicos Ay, ..., As satisfazendo as sequintes propriedades:
(1) O conjunto Br(A1)U---U Br(Ag) contém um subconjunto aberto e denso em X.
(2) Cada A; contém alguma bola aberta de raio § e A; = int (A;).

(3) (a) Cada A; € transitivo e wy(x) = A; genericamente em [¢(A;).

(b) Se ¢ : X = R € uma funcdo Borel mensurdvel, entdo para cada A;, existe a; € R

tal que limsup Z s(po fi)(z) = a; genericamente em B;(A;).

(¢c) Se U C X ¢é subconjunto de Borel de X, entdo para cada A;, existe u; € [0,1] tal
que

lim sup — #{0 j<n:fi(z) €U} =u

n—oo

genericamente em [r(A;).

(4) O conjunto Q(f) \ Uﬁ:o A; € um compacto de interior vazio.

Além disso, seJ,5o f"(U) contém alguma bola aberta de raio §, para cada conjunto aberto

em X nao vazio U, as sequintes propriedades também sao vdlidas:
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(5) Para cada A;, existe um conjunto positivamente invariante A; C A;, com A; =

int (A;), tal que f € fortemente transitiva em A,;.

(6) Ou wy(x) = A;j para cada v € A; ou A; tem dependéncia sensivel das condi¢ies

MLCLals.

(7) Se A; contém mais de uma drbita periddica, entdo genericamente os pontos de By(A;)

tém comportamento historico.

Demonstracao. Observamos que o Teorema 2.5.5 satisfaz todas as hipdteses do Teorema
2.3.16, entao todos os itens do Teorema 2.5.5 seguem do Teorema 2.3.16, exceto o item
(7).

O item (7) decorre da Proposigao 2.5.3. De fato, suponhamos que existam p, q €
Aj N Per (f) tais que OF (p) N OF (q) = 0. Sejam

“:#of@) 2 b ”‘#W 2 b

x€O+(p) x6(9+( )

Tomando g = f‘Aj, segue do item (5) do Teorema 2.3.16 que ay(z) 2 A; = A; para todo
z € Aj. Isto implica que O (z) é denso em A; se z € A;. Como A; é um conjunto
positivamente invariante, temos que O;(x) ¢ denso em A; para todo z € A;. Por fim,
como O (z) € O, (W, (x)), concluimos que (A;)o = {y € A; : m =A;} DA
e, entdo, pela Proposicao 2.5.3, Uy(x) = Uy(z) D {p, v} genericamente em A;. Tendo em
vista que B7(A;) ~ U,so fT"(4;), segue que Uy(x) 2 {u,v} genericamente em [(A;);

isto prova que genericamente os pontos de 3(A;) tém comportamento histérico. O

Dizemos que f : X — X é unicamente ergddica se f tem uma e apenas uma

probabilidade de Borel invariante.

Teorema 2.5.6. Seja f : X — X uma fungao continua e nao singular definida em um
espaco métrico compacto X. Se f € fortemente transitiva, entdo f € unicamente ergodica
ou genericamente os pontos de X tém comportamento historico. Ademais, as sequintes

afirmacoes sao verdadeiras:

(a) Para toda ¢ € C(X,R),

n—oo TN

lim sup — Z (o fi)(x) = max{/apdu CpE /\/ll(f)} genericamente em X.

(b) wi(z) = X e wi(z) = U,crn ) Supp p genericamente em X.
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Demonstracao. Como X é compacto, f é continua e fortemente transitiva, segue, da
Proposicao 2.5.3, que

Uy(z) = M'(f) # 0 genericamente em X. (2.8)

Logo, concluimos de (2.8) que se f ndo é unicamente ergddica, entdo #Us(x) > 1 ge-
nericamente em X. Entao, genericamente x € X tem comportamento histérico. Dados

v € C(X,R) ez € X, segue da convergéncia na topologia fraca* que

n—1 n—1

: 1 ; : 1

11msupEZ(gpofj)(x) = hmsup/god (EZ&U(@) = sup{/gpdu TpE Uf(x)}
§=0 ;

n—oo n—oo

Além disso, pela compacidade de M (f), temos que

maX{/wdu e Ml(f)} =sup{/sodu e Ml(f)}‘

Assim, se ¢ € C'(X,R) e  é um ponto de X, podemos usar (2.8) para concluir que

n—oo

limsup%§(¢ofj)(w) = sup{/godu tpE Uf(x)} —

=sup{/sodu:u€/\/ll(f)} ZmaX{/wdu:ueMl(f)}-

Isto prova o item (a).

Ja que f fortemente transitiva implica f transitiva, temos que wy(z) = X gene-

ricamente em X. A demonstracao de que w]*c(x) =U e (f) SUPP [t genericamente em X
segue de (2.8) e do Lema 2.4.3. O

2.6 Funcoes topologicamente crescentes

Sejam X um espaco métrico compacto, Xy € X um subconjunto aberto e denso

em X e f: Xo— X uma fun¢ao continua nao singular.

Definicao 2.6.1. Dizemos que f é d-crescente, 6 > 0, se para cada aberto nao vazio
V C X, existem n > 0, ¢ € X e uma componente conexa U C V de f~"(Bs(q)) tal que
f™(U) = Bs(q). Uma fungao é topologicamente crescente se é uma fungao d-crescente para

algum ¢ > 0.

Um exemplo de fungao topologicamente crescente é g : [0, 1] — [0, 1] mondtona

por partes, continua e transitiva.

Definicao 2.6.2. Dizemos que um conjunto aberto V,, 5(p) € X é uma pré-bola de ordem

n €N, raio § > 0, para p € X se existe ¢ € X tal que
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(1) V,s(p) é a componente conexa de f~"(Bs(q)) que contém p e

(2) f™(p) € Bspaq) € ["(Vas(p)) = Bs(q).

Dizemos que n € N é um tempo d-crescente para p € X se existe uma pré-bola
Vos(p) para p. Vamos denotar por G(d,p) € N o conjunto de todos os tempos §-crescentes
para p € X.

Sen > 2 é um tempo d-crescente para p, entao n— 1 é um tempo Jd-crescente para
f(p). De fato, se V,, 5(p) é uma pré-bola de ordem n e raio ¢ para p, entdo existe ¢ € X
tal que V,, 5(p) é a componente conexa de f~"(Bs(q)) que contém p. Logo, V,,—15(f(p)) =
f(Vos(p)) é a componente conexa de f~"~V(Bs(q)) que contém f(p). Ainda, por V,,s(p)
ser uma pré-bola de ordem n e raio 0 para p, f"(p) € Bs2(q) € ["(Vas(p)) = Bs(q).
Portanto, f*~(f(p)) € Bs(a) € f*(f(Vas®)) = F* (Vaors(£(p))) = Bs(g). Con-
cluimos que V,,_15(f(p)) é uma pré-bola de ordem n — 1 e raio § para f(p). Assim,
G(6,f(p)) 26G(8,p) —1={n—1:n€G(ép)} para todo p € X.

Seja r > 0. O conjunto

&,.(n,0) ={pe X :neg(,p) com diam (V,s(p)) <r}

¢ aberto. De fato, dado p € &,(n,d), tomemos s > 0 tal que Bys(p) C V,,5(p). Entao,

Bs(p) € &,(n,d). Se f é uma funcdo J-crescente, entao

6©0) =) U S1elm,0),

teNneNmz=n

o conjunto de todos os pontos com infinitos tempos d-crescentes para pré-bolas arbitraria-

mente pequenas, ¢ um conjunto residual. De fato, | J &1 /¢(m, ) é residual, e intersegao

m=n
de uma familia enumeravel de conjuntos residuais é residual.

Dado = € &(0), o w-limite em tempo 0-crescente para x, denotado por ws ¢(z), é 0
conjunto de todos os y € X tais que y = lim; f" (z) com n; € G(6,z) e diam (V,,, 5) — 0.
Observamos que ws ¢(z) é um conjunto compacto e que ws () = ws s(f(z)) para todo
x € &(0). De fato, seja {y,} uma sequéncia em w; s(x) tal que y, — y. Mostraremos que
Yy € ws ¢(x). Para cada j > 1, tomemos n; tal que d(yn,,;,y) < 1/(2j). Agora, escolhemos
k; tal que d(f* (x),yn,) < 1/(2j) e kj < kjs1. Entao d(f%(x),y) < d(f*(x),yn,) +
Aty ) < 1/(24) +1/(2]) = 1/j. Logo, y € wy(z).

Suponhamos que f é uma funcao d-crescente. Entao, para cada aberto nao vazio
V C X, existem n > 0, ¢ € X e uma componente conexa U C V de f~™(Bs(q)) tal
que f"(U) = Bs(q). Temos que m contém uma bola aberta de raio 4, pois
Bs(q) = f™(U) € f™(V) para algum n > 0. Consequentemente, f satisfaz a hipé6tese
do Teorema 2.3.16. Logo, pelo Teorema 2.3.16, X pode ser decomposto em uma cole¢ao

finita de componentes Baire ergddicos Uy, ..., Uy, com U; sendo um conjunto aberto para
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todo j € {1,...,¢}. Seja A, o atrator topoldgico para U;. Novamente, pelo Teorema
2.3.16, A; contém uma bola B; de raio 0. Em particular, int (4;) # 0 e, j& que A; é

transitivo, temos que A; = int (A4;).
Lema 2.6.3. Existe A; C By)o(A;) C A;j tal que wss(x) = Aj residualmente em Uj.

Demonstragao. Sejam G(r,d,x) o conjunto de todos os tempos d-crescentes para x tais
que diam (V,, 5(x)) < 7€ Yy : 6,.(8) = K(X) uma funcao dada por v, (7)) = {f7(z) :
je{n,...,n+m}NG(r,d,z)}. Como ¥y, m, ¢ continua, a funcao i, , : &,(0) — K(X)
dada por ¢, ,(z) = lim, Y m.(r) = {fi(x):j=>nejeG(rd z)} é uma funcio men-

suravel, pois é limite pontual de fungdes continuas, logo mensuraveis. Analogamente,
Y, é mensuravel, onde ¢, (x) = lim, ¢,,(x) =, {fi(z) : j =2 nejeG(rd x)}. Final-
mente, haja vista que wsf(x) = lImysr—oo Y1/, (), temos que B; > x — wsy € K(X)

¢ uma funcao mensuravel e, entao um potencial de Baire invariante. Logo, pela Pro-
posicao 2.1.18, aplicada a f!Uj, existe A; € K(X) tal que ws (z) = A; genericamente
em U;. Ja& que A; = int (A4;), wss(x) = A, genericamente em int (A4;). Pela defini¢ao
de tempo d-crescente para x, se y € ws¢(x) e x € int (A;), temos que Bs/o(y) € A; e,
consequentemente, Bs/(A;) C Aj. O

Teorema 2.6.4. Sejam X um espaco métrico compacto e Xo € X um subconjunto aberto
e denso de X. Se f: Xg — X € uma fungao d-crescente, entdo X pode ser decomposto,
a menos de um conjunto magro, em um numero finito de componentes Baire ergodicos
Up,...,U C X. Cada U; € um conjunto aberto em X e os atratores A; associados a U;

satisfazem as sequintes propriedades:

(1) Cada A; é transitivo, contém uma bola de raio 6 e A; = int (A;).

(2) O conjunto Qf) \ U?:o A; € compacto com interior vazio.

(3) Para cada A;, existe um congunto positivamente invariante A; C A; que contém um

subconjunto aberto e denso de A; e f € transitiva em A,;.
(4) Genericamente em Uj, wi(z) = w(z) = A;.
(5) hinlf].,) > 0(°).
(6) f‘A_ tem uma quantidade nao enumerdvel de probabilidades ergddicas invariantes.
J

(7) Se x € um ponto genérico de U; e ¢ € C(X,R), entao

n—oo

limsup%Z(soo f)(x) = sup {/sodu P pe Ml(f\Aj)} : (2.9)

10Ver definicdo de Entropia topolégica no Apéndice A.
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(8) Genericamente x € X tem comportamento histdrico.

Demonstracao. A decomposicao em um numero finito de componentes Baire ergddicos
U;, os atratores topoldgicos A;, os itens (1), (2), (3) e wy(x) = A; genericamente em U;
decorrem do Teorema 2.3.16. Além disso, segue do Teorema 2.3.16 e da Proposicao 2.5.3
que Us(x) D J\/ll(f‘Aj) genericamente em A;, onde A; = {z € A; : ay(x) O A;} contém
um subconjunto aberto e denso de A;. Seja A; € Bj/2(Aj) € A; o conjunto compacto

dado pelo Lema 2.6.3 tal que ws s(x) = A; genericamente em U; e consideremos um ponto
pE B(s/g(Aj).

Afirmacao 4 (Ferradura Local). Dado 0 < ¢ < §/4, existem conjuntos abertos Sy e
Sy, com S; C B.(p), j € {0,1}, SN S; = 0 e inteiros ng,n; € N tais que S; é uma

componente conexa de f~" (B.(p)) e f*(S;) = B(p).

Demonstragdo. Seja q € Bsja(p) N Aj. Como &(§) contém um conjunto residual, sejam

Po,p1 € B:(p) N B(9) tais que g € ws ¢(p;), para j € {0,1}. Sejam

r = min{d(po, p1)/3, d(po, 9B-(p))/3, d(p1,0B-(p))/3}

en; € G(r,0,pj), j € {0,1}, de tal forma que f™(p,) seja suficientemente préximo a ¢
para que f"(p;) € Bs(p). Logo, existem pré-bolas V. 5(p;), j € {0,1}, com diametros

menores do que r tais que f"(V,, s(p;)) 2 B:(p). Seja S; a componente conexa de
(), o) (Be(p) que contém p;. Entao, f*(S;) = B=(p), S; € By(p;) € B:(p) ¢
SoNS; C Bu(po) N Br(p1) =0 o que prova a Afirmacao 4. ]

Sejam F. : Sy U S; — B.(p) uma funcio dada por F.(x) = f&®)(2), com R(x) =
n;, para z € S;, onde S; e n; sdo como na Afirmagao 4. Tomando I', = Myso Fo ™ (B:(p)),
podemos utilizar a funcdo itinerdrio'' a fim de obter uma semiconjugacao entre FElr e

o shift o : ¥ — X3 . Como isto implica que hyop(Fr) = hyop(o) = log 2('?), temos que

haplT],) > 50+ i)y (F2) > 0.

o que prova o item (5). Do mesmo modo, segue desta semiconjugacao que M}(F.) é

um conjunto ndo enumerdvel e, tendo em vista que [ Rdu < max{ng,n;} para todo

€ ML(F.), temos que Mé(f‘Aj) também é um conjunto nao enumeravel, o que prova o

item (6). Os itens (7) e (8) seguem da Proposi¢ao 2.5.3 e dos itens (2) e (4).
Observamos que a Afirmacao 4 implica que para todo p € Bs/a(A;) e todo 0 <

£ < /2, existe uma probabilidade f-invariante ergédica p tal que supp pN B:(p) # (. Ou

UT:T. — %5 dada por I(z)(n) = (xs, o F*)(x).
12Ver segao 10.2.2 de [OV] o porqué de hyop(0) = log 2.
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seja, UHGM ) (f‘ , Supp D Bsa(Aj) e, por transitividade e compacidade, isso implica que

Aj

4,0 |J  suppu2 A= A4

eMi(f] )
J

Logo, ja que wi(z) = U#GUf(x) supp p 2 UueMg(f‘ , Supp genericamente em Uj, pelo

Aj
Lema 2.4.3, temos que w}(m) = A, genericamente em Uj. Isto completa a demonstracao

do item (4). O

Corolario 2.6.5. Sejam X um espaco métrico compacto e f : X — X uma funcao
topologicamente crescente. Se f é fortemente transitiva, entao f tem entropia topoldgica
positiva e um conjunto nao enumerdvel de probabilidades ergddicas invariantes. Além

disto, genericamente, x € X tem comportamento historico, w}(x) =Xe

n—1
. 1 ;
limsup = Y (o f/)(z) = sup {/sodu e Ml(f)}
n—oo N =0

para toda funcao continua p : X — R.

Demonstracao. Ver do item (3) ao (7) do Teorema 2.6.4. O

Teorema 2.6.6. Sejam X um espaco métrico compacto e f: X — X uma func¢ao topo-
logicamente crescente. Entdo existe uma colecao finita de atratores topolégicos Ay, ..., Ay

satisfazendo as sequintes propriedades:

(1) O conjunto Bs(Ar) U---UBr(As) contém um subconjunto aberto e denso de X.

(2) O congunto Q(f) \ U?:o A; € compacto com interior vazio.
(3) Genericamente, x € X tem comportamento histdrico.

(4) Cada A; é transitivo e A; = int (A;).

(5) Genericamente em B;(A;), wi(x) = wr(z) = A;.

(6) Para cada A;, existe um conjunto positivamente invariante A; C A; que contém um

subcongunto aberto e denso de A; e f € transitiva em A,.

(7) f‘Aj tem uma quantidade nao enumerdvel de probabilidades ergddicas invariantes.

(8) gl f],,,) > 0.
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(9) Se p € C(X,R), entdo existem constantes a,,a_ € R tais que
1 n—1
timsup - S (00 ) (w) = 0y > Sup{/wdu e Ml(f\Aj)} >

> inf{/godu tpE Ml(f|Aj)} > a- —ligglf%Z(@ofj)(I)

=0
genericamente em [B(A;).

Demonstragao. Todos os itens deste Teorema, exceto o (9), seguem do Teorema 2.6.4,
pois cada componente Baire ergédico U; é equivalente a bacia de atragdo ff(A;). Agora,
para finalizarmos a prova deste Teorema, suponhamos que ¢ € C'(X,R). Segue da Baire

ergodicidade de f que existe a; € R tal que

lim sup — Z @ o f9)(r) = a, genericamente em Uj.

n—oo

Pelo mesmo raciocinio, existe b, € R tal que
n—1

1 - 1
TN y B i) : '
h}g golf - E (po f7)(x) = limsup — " E (po f7)(z) = bs genericamente em Uj.

Segue do item (7) do Teorema 2.6.4 que, genericamente em [;(A4;),
n—1

ay = limsup — ! Z po fI)(x) > sup{/sodu tpE Ml(f’Aj)} (2.10)

n—oo

e também que

n—o0

1
b+—hmsupnz (po f)(x >sup{/—90du:u€M1(f}Aj)},
=

genericamente em [(A;). Definindo a_ = b,, temos que, genericamente em [7(A4;),
1 = 1
li f— J _=—1 7
imin njEO(sOOf)(m) lﬂsolipn; (o f)(

< —Sup{/—wdu:MGMl(f|Aj)} =inf{/s@du:u€M1(f\Aj)}~

Isto completa a prova deste Teorema. O



Capitulo 3
Aplicacoes do intervalo

Desde os estudos de Poincaré e Denjoy, a existéncia de intervalos errante ¢ um
problema central em Dinamica unidimensional. Um problema em particular é enten-
der o comportamento assintotico das orbitas e em provar a finitude dos atratores. Em
[Gu], Guckenheimer demonstra que aplicagdes S-unimodal nao flat ndo admitem intervalo
errante e cada uma tem um unico atrator topoldogico.

Os resultados de Guckenheimer foram generalizados por Blokh e Lyubich, em
[BL], para aplicagoes nao flat S-multimodal e por Lyubich, em | |, para aplicagoes
C? nao flat multimodal. Em ambos artigos, Blokh e Lyubich mostram a inexisténcia
de intervalo errante e a finitude de atratores topoldgicos. Para aplicacoes C? nao flat,
a inexisténcia de intervalo errante foi provada por de Melo e van Strien em [MvS]. Em
[v5V], van Strien e Vargas demonstraram a finitude de atratores métricos nao periédicos
para aplicacoes C? nao flat e obtiveram uma prova alternativa para a inexisténcia de
intervalos errantes para aplicacoes C? nao flat. Todos os artigos mencionados acima
fazem uso um entendimento profundo do comportamento assintotico dessas dinamicas
e da inexisténcia de intervalo errante para obter a finitude de atratores topolégicos ou
métricos nao periddicos.

Em [Br], Brandao mostrou a unicidade de atrator topolégico nao periédico para
aplicacoes C? contrateis de Lorenz nao flat. O mesmo resultado para atratores métricos
foi obtido por Keller e St. Pierre em [SP, ] supondo que a aplicgao de Lorenz é C?
com derivada Schwarziana negativa. Em | |, Brandao, Palis e Pinheiro provaram o
resultado de Keller e St. Pierre sem supor que aplicagao é nao flat.

Em | | Brandao Palis e Pinheiro mostraram que a existéncia de intervalo er-
rante nao é um impedimento para a prova da finitude de atratores métricos nao periddicos
para aplicagoes me geral mesmo com varias descontinuidades. Isso também é verdade para
atratores topoldgicos, entao combinando essa informacao com o Formalismo Ergédico, foi

provado em [Pi2] a finitude de atratores topoldgicos nao periddicos para fungoes des-
38
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continuas que sao C? por partes. Apresentamos este resultado no Teorema 3.1.20.

3.1 Formalismo Ergdédico para aplicacoes do intervalo

Sejam C C (0,1) um conjunto finito e f : [0,1] \ C — [0, 1] um homeomorfismo

local. Seja f* : 2001 — 2001 yma funcio dada por

0 seU CC

) = :
f(U\C) seUZC

Devido as descontinuidades de f, vamos estender o conceito de pontos periodi-
cos. Dados p,q € [0,1] e n € N, escrevemos f"(p_) = q_ se f"(p—¥8,p)N(p—0,p) #0
para todo § > 0. Analogamente, escrevemos f™(p,) = g4 se f"(p,p+0)N(p,p+9) # 0
para todo d > 0. Dizemos que p € [0, 1] é um ponto tipo-periddico de f se existe k > 1
tal que f*(p_) = p_ ou f*(py) = py.

Um atrator tipo-periddico ¢ um conjunto finito A = {p, f(p_),..., " (p_)},

com ["(p) = p_, ou A = {p, f(p+), ..., /" (p+)}, com ["(p) = ps., tal que, para algum
r >0,

é um homeomorfismo, f"(p —r,p) C (p — r,r) e lim; f™(z) = p para todo

(1) fn ‘ (p_r7/)ﬂ)

x € (p—r,p) ou

(2) f ‘(P7P+T
z € (p,p+r).

) é um homeomorfismo, f"(p,p+7) C (p,p+r) e lim; f(z) = p para todo

Denotamos a uniao das bacias de atracao de todos os atratores tipo-periodicos

por B(f) e por Per (f) o conjunto de todos os pontos tipo-periédicos de f.

Defini¢ao 3.1.1. Dizemos que um intervalo I C [0, 1] é um homeotervalo de f se f”|1 é

um homeomorfismo para todo n > 1.

Definigao 3.1.2. Dizemos que um homeotervalo J C [0,1] é um intervalo errante se
JNB(f)=0e fi(J)N f*J) = 0 para todo j € {1,...,k —1}.

O congjunto nao errante de f, denotado por Q(f), é o conjunto dos pontos = € [0, 1]
tais que V' N J,- f*"(V) # 0 para toda vizinhanca aberta V' de x. Logo, I N Q(f) =0

para todo intervalo errante I.

Lema 3.1.3 (Lema do Homeotervalo; [MvS]). Seja I C [0,1] um homeotervalo de f.

Entao, temos as sequintes possibilidades:

(a) I é um intervalo errante;
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(b) todo ponto de I estd contido na “bacia de uma orbita tipo periddica”, ou seja, I C
B(f)UO5 (Per (f)): algum iterado de I é mapeado em um intervalo L tal que f™ leva

L monotonicamente nele mesmo para algum m € N.

Demonstragao. Suponhamos que nem todos os intervalos I, f(I), f*(I),... sao disjuntos.
Entéo, existem n,m > 0 tais que int (f™(I)) Nint (f**™(I)) # 0. Logo, para todo k > 0,

fkm(fn(f) N fner(I)) _ fnJrkm(I) N fn+(k+1)m(f) 7& 0

e, entao, L = U,@O frtkm(I) é um intervalo. Além disso, fm‘L ¢ um homeomorfismo e,
pela teoria de homeomorfismos em R, se x € L, entdo ou = € Per(f™) ou x € B(f™). Isto
implica que I C B(f) U O} (Per (f)). O

Concluimos do Lema 3.1.3 que se I = (a,b) ndo é um homeotervalo, tomando
n=min{j > 0: f/(I)NC # 0},

entdo existe ¢ € C tal que ¢ € f*(I) e f”|I ¢ um homeomorfismo entre I e o intervalo

aberto f"(I). Consequentemente, se I ndo é um homeotervalo de f, entao
int (U f”([)) Ne # 0.
n=0

Lema 3.1.4. Se U C [0, 1] é um componente Baire ergddico de f, entao U NB(f) ~ 0.

Demonstragao. Se UNB(f) 4 0, entao existiriam um intervalo aberto (a,b), com (a,b) \
U ~ 0 tal que (a,b) C 3;(A), onde A= {p, f(p-),..., " 1p-)}, e >0 tal que

1) fM((p,p+e]) = flp+e)] S (p,p+e)

(ii) ou f™([p—¢,p)) =[f(p—¢),p) C[p—¢,p).

Para o caso (i), tomarfamos v € (p,p + €) e definiriamos

Vo=|Jr7 (U fi(pﬁ)) e Vi=Jr” (Uf"(%ers)) :

3>0 i>0 >0 i>0
Observando que V; e V; seriam conjuntos gordos invariantes e Vo N V; = ), concluirfamos
que Vo NU e V3 N U seriam conjuntos gordos quase invariantes contidos em U, o que
contradiria U ser um componente Baire ergédico. Para o caso (ii), tomarfamos v €

(p — &, p) e definirfamos

Wo=Jr~ (U fip - av)) e W= Jf7 (U f"(%p)) -

3=0 i>0 7=0 i>0
Neste caso, também conseguiriamos uma decomposicao de U em dois conjuntos gordos
invariantes, ou seja, obteriamos novamente uma contradicao com U ser um componente

Baire ergddico. Portanto, U NB(f) ~ 0. O
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Lema 3.1.5. Se U C [0, 1] é um componente Baire ergédico de f, entao UNO} (Per (f)) ~
0.

Demonstragao. Observamos que wy(x) ¢ uma érbita periddica para cada x € O (Per (f)).
Por outro lado, ws(z) = A genericamente em U, onde A é o atrator topolégico de U.
Portanto, se U N O (Per (f)) é um conjunto gordo, entdo A é genericamente em U uma
orbita periodica e

(UNO; (Per (f))\ (UNOS(A)) ~ 0.
Em particular, U N O} (A) é um conjunto gordo. Todavia, como A é finito e f é nao

singular, temos que O} (A4) é um conjunto magro, o que contradiz UNO; (A) ser gordo. [

Lema 3.1.6. Se U C [0,1] € um componente Baire ergédico de f e I C [0,1] é um
homeotervalo de f, entao UNIT ~ ().

Demonstra¢ao. Suponhamos que U N [ é um conjunto gordo. Seja (p,q) C I tal que
UnN(p,q) ~ (p,q). Se (p,q) ndo é um intervalo errante, segue do Lema 3.1.3 que (p,q) C
B(f)UO5 (Per (f)), mas isso é impossivel pelos Lemas 3.1.4 e 3.1.5, visto que U N (p, q) ~
(p,q). Entao, (p,q) é um intervalo errante. Neste caso, temos que Uy = [, f"(p, (p +
q)/2) e Uy = U= f"((p + q)/2,q) sdo conjuntos abertos positivamente invariantes, e
Up N Uy = 0. Tsso implica que Wy = U, f 7 (Us) e Wi = ;5o f/(U1) sao conjuntos

abertos invariantes, e Wy N W; = (). Portanto,
A UNWY) ~UNWy DL UNW, ~ fHU NW).

Como U é componente Baire ergddico, Wy e Wi sao residuais em U. Mas isso € impossivel,

porque teriamos dois conjuntos residuais em U que sao disjuntos. [

Lema 3.1.7. Seja U C [0,1] um conjunto mensurdvel quase invariante. Se U € um
conjunto gordo, entao U é um componente Baire ergodico de f se, e somente se, f‘U €

assintoticamente transitiva.

Demonstrac¢ao. Como C é finito e f é um homeomorfismo local, temos que

I )

n>0 j=0
¢ um conjunto f-invariante e U’ ~ U pelo Lema 2.3.3. Como U’ é um conjunto boreliano,
U é um conjunto com a propriedade de Baire e é um espago de Baire com respeito a
topologia induzida. Ademais, f |U, é continua e nao singular. Assim, segue da Proposicao
2.1.14 que f

U’ ~ U, U é um componente Baire ergédico de f se, e somente se, f

p» € Baire ergodica se, e somente se, f|,, € assintoticamente transitiva. Ja que

p» € Baire ergddica se,
e somente se, f |U, é assintoticamente transitiva se, e somente se, f }U é assintoticamente

transitiva. O
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Proposicao 3.1.8. Seja H(f) a unido de todos os homeotervalos de f. Se [0,1]\ H(f)
¢ um conjunto gordo, entao [0,1] \ H(f) pode ser decomposto no mdximo em #C com-

ponentes Baire ergddicos. Ademais, se U € um componente Baire ergodico de f, entdo

UNH(f)~0.

Demonstragao. Sejam M C [0,1] um conjunto aberto tal que M ~ [0,1] \ H(f). Seja
X = M. Observamos que se + € X, entdo B.(x) € H(f) para todo ¢ > 0, pois
M ~[0,1]\ H(f). Logo, f”|BE(m) nao é um homeomorfismo para todo € > 0 e para algum
n € N. Segue que (J,-, [ (B:(x)) N C # 0 para todo ¢ > 0. Entdo, para cada c € C,
definimos

Uc) = {x €X:cel ) (Bx)) Ve > o} : (3.1)

n=0
Entdo, X = [, U(c). De fato, se z € X, entao existe c € C tal que ¢ € |, [*"(B:(7))

para todo £ > 0. Logo, um elemento de {U(c) : ¢ € C} é um conjunto gordo.

Afirmagao 5. O conjunto U(c) é compacto para cada ¢ € C. Em particular, U(c) é

mensuravel para cada ¢ € C.

Demonstragao. Seja p € U(c), ou seja, p = lim, p, para alguma sequéncia p, € U(c).
Dado € > 0, sejam ny € N tal que p,, € B-(p) e § > 0 tal que Bs(p,,) € B:(p). Como
Py € U(c), temos que
ce | £ (Bslpn)) € | F(B0)),
n=0 n>0

logo p € U(c). Concluimos que U(c) é compacto para todo ¢ € C. O]
Afirmagao 6. U(c) \C C f~1(U(c)) CU(c). Em particular, f~1(U(c)) ~ U(c).

Demonstragdo. Fixemos p € U(c). Se ¢ € f~1(p) C f~HU(c)), entdao f*(B.(q)) é uma
vizinhanca aberta de p para todo £ > 0. Entao, existe § > 0 tal que Bs(p) C f*(B:(q)).
Segue que

celJrmBsw) < r(B:(a)

n=0 n=0
para todo £ > 0. Isto prova que ¢ € U(c). Concluimos que f~'(U(c)) C U(c).
Ainda, se p ¢ C, entao f~Y(B.(f(p))) é uma vizinhanga aberta de p para todo
e > 0 e, entdo, tomando 0. € (0,d(p,C)), onde d(p,C) = min{|p—¢| : ¢ € C}, satisfazendo

Bs.(p) € f~(B:(f(p))), temos que f*(Bs.(p)) € B:(f(p))- Logo,

ceJrBsm) < |Jrm(B5p)
Isto prova que f(p) € U(c) e entao, f*(U(c)) = f(U(c)\ C) C U(c). Portanto, U(c) \ C C
f~Y(U(c)). Observamos que U(c) \ f~H(U(c)) = C, um conjunto magro, logo f~(U(c)) ~
U(e). O
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Suponhamos que U(c) é um conjunto gordo. Como U(c) é compacto, int (U(c)) #

(). Dados conjuntos abertos nao vazios Vy, Vi C U(c), temos que

ce (U f*n(Vo)> N <U f*n(vl)> :

Isto prova que f restrita a U(c) é assintoticamente transitiva. Tendo em vista que U(c) é

um conjunto mensuravel quase invariante, segue do Lema 3.1.7 que
Se U(c) é um conjunto gordo, entdao U(c) é um componente Baire ergédico para f.

Afirmacgao 7. Se U(c) é um conjunto gordo, entdo existe £ > 0 tal que B.(c) C U(c).

Demonstragao. Ja que U(c) é um conjunto compacto gordo, existe p € int (U(c)). To-
mando d > 0 tal que Bs(p) C U(c), segue, da definicao de U(c), que ¢ € f*"(Bs(p))
para algum n > 0 e, como f*'(Bs(p)) é um conjunto aberto, B.(c) C f*"(Bs(p))
para algum € > 0. Como f~'(U(c)) ~ U(c), temos que f~™(U(c)) ~ U(c) para todo
m € N. Em particular, f~"(U(c)) ~ U(c). Logo, U(c) \ f~™(U(c)) é um conjunto ma-
gro. Entao, Bs(p) \ f"(U(c)) € U(c) \ f~™(U(c)) é um conjunto magro. Segue que
f(Bs)\ f"(f™(U(c))) é um conjunto magro. Consequentemente, f*"(Bs(p))\U(c) C
f™(Bs(p)) \ f"(f~™U(c))) é um conjunto magro. Temos, entao, que B.(c) \ U(c) ~ 0.
Assim, pela compacidade de U(c), B-(c) C U(c). O

Seja Cy = {c € C : U(c) é um conjunto gordo}. Sejam ¢, € Cy. Como U(c)
e U(c') sdo componentes Baire ergddicos, ou U(c) ~ U(c") ou U(c) NU() ~ (. Logo,
podemos escolher {ci,...,¢;} € Cy tal que para cada ¢ € Cp, exista um tunico ¢;, j €
{1,...,¢}, tal que U(c) ~ U(c;). Portanto, {U(c1),...,U(ce)} é uma decomposicao Baire
ergddica de [0,1] \ H(f) para f. Observamos que ¢ < #C e que H(f) NU ~ () para
qualquer U componente Baire ergédico para f pelo Lema 3.1.6. Assim, esta concluida a

prova. 0

Corolario 3.1.9 (£2-decomposigao de aplicacoes do intervalo). Sejam C C (0,1) um
conjunto finito e f : [0,1] \ C — [0,1] um homeomorfismo local tal que Per (f) seja um
conjunto enumerdvel. Se Q(f) é um conjunto gordo, entao QU(f) pode ser decomposto em

no mdzrimo #C componentes Baire ergddicos.

Demonstragao. Seja H(f) a unido de todos os homeotervalos de f. Observamos que
Q(f)N H(f) C Per(f) C Q(f). De fato, se f"(p) = p, ou seja, se p € Per(f), para
algum n > 0, e V C [0,1] é uma vizinhanca aberta de p, entdao p € f*(V) NV, ou
seja, p € Q(f). Concluimos disso que Per (f) C Q(f). Ainda, fixado p € Q(f) N H(f),
seja I um homeotervalo que contém p. Entao, f"(I) NI # () para algum n > 0. Pela

demonstracao do Lema 3.1.3, os pontos de I sao mapeados para pontos fixos de fm}L ou
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para algum iterado de ponto fixo de fm| ;» onde L ¢ definido na prova do Lema 3.1.3.
Portanto, p € Per (f). Concluimos que Q(f) N H(f) C Per(f). Como Per (f) ~ (), segue
que Q(f) N H(f) ~ 0. Logo, a decomposigao Baire ergédica de [0,1] \ H(f), dada pela

Proposigao 3.1.8, induz uma decomposigao Baire ergédica de Q(f). O

O préximo resultado que demonstraremos serd enunciado em um contexto mais

geral: o de espacgos métricos de Baire separaveis.

Proposicao 3.1.10. Sejam X um espaco métrico de Baire separdvel e f : X — X uma

funcdo continua. As sequintes propriedades sao equivalentes:
(1) Eziste v € X tal que wy(x) = X;
(2) Para um subconjunto residual de pontos x € X, temos que ws(x) = X;

(8) Para todo conjunto aberto nao vazio U C X o conjunto -, f~"(U) € denso em X,

ou seja, f € transitiva.

Demonstragao. (1) = (3). Sejam U C X um conjunto aberto nao vazio e y € X.
Fixemos = € X tal que wy(z) = X. Como y € ws(x), para cada vizinhanca aberta V' de
y, existe n > 0 tal que f"(z) € V. Além disto, ja que wy(x) = X, podemos encontrar um

m > 0 tal que f™(x) € U. Tomemos m > n. Entao, como f"(z) € V e f™(z) € U, temos

fremm) 2 f7I () 2 {f (0},

entdo, f~m=™(U), que esta contido em Uj>0 f77(U), intersecta V. Como V é arbitrdrio,
ye Uj}() f(0).
(3) = (2). Seja {U,},ez uma base enumeravel de abertos para X. Ja que

para cada i, o conjunto f~*(U,) é aberto, segue da hipdtese que

Sin =\J U = F7(F7(U)

Jj=i Jj=0

é aberto e denso. Seja

S =) Sim-

i>0
Entao, S, é residual para todo n € N. Segue que S = (), S, também ¢é residual. Afir-
mamos que se x € S, entdo x € wys(z), ou seja, para todo conjunto aberto U, temos que
f™(z) € U para infinitos valores de m > 0. Como U contém algum U, vamos provar

essa afirmacao para U = U,,. Temos que

rescs, cUJr .

>0 j>i
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Isto significa que x € f~™(U,) para infinitos valores de m. Para estes mesmos valores,
temos que f"(z) € U,.
(2) = (1). Se para um conjunto residual de pontos x € X, temos que

wr(z) = X, em particular, existe x € X tal que wy(z) = X. O

Lema 3.1.11. Sejam U C (a,b) C [0,1] um conjunto aberto nao vazio e P a cole¢do
de todas as componentes conexas de U. Seja F : U — [a,b] uma fun¢ao ramo com-
pleta’. Se Uy tem interior ndo vazio, onde Uy = (50 F"(a,b), entdo ou wp(zx) = [a,b]
genericamente em (a,b) ou Uy ~ H, onde H é uma unido de homeotervalos de F.

Demonstra¢ao. Dados n € N e x € F~"(a,b), seja P,(x) a componente conexa de
F~"(a,b) que contém z. Note que se lim, diam (P,(z)) > 0 para algum z € U, entao
I = ,en Pn(z) é um homeotervalo. De fato, como I C P,(x) e F"

omorfismo entre P,(x) e (a,b), para todo n € N, temos que F"

‘ Py & UM home-

‘ ; ¢ um homeomorfismo
entre [ e F"(I). Logo, ja que I é um intervalo, I é um homeotervalo. Em particular, para
cada n € N, existe P, € P tal que F'"(I) C P,.

Portanto, V' = {z € Up : lim, diam (P,(x)) > 0} é um subconjunto de H. Seja
T =Uy\V. SeT ~ 0, entdo Uy ~ H, logo a demonstracio estaria concluida. Entdo,
podemos supor que B = int (T') é ndo vazio.

Fixemos p € BNT. Tomando n € N suficientemente grande, temos que P,(p) C

B. Observamos que

F(T) = F(Uy\ V) = (ﬂF ab\v> () F*(F"(a,b)\ V) C

n=>0 n=0

¢ um homeo-
Pn(p)

morfismo de P, (p) em (a,b), temos que F"(T') é denso em (a,b). Logo, T é denso em

Logo, T é positivamente invariante. Como T é denso em B e F™*"

(a,b), pois T é positivamente invariante. Consequentemente, int (V) = ) e, pela de-
finigdo de V, V' = ). Assim, Uy = T é denso em (a,b), diam (P,(z)) — 0 para todo
xz € Uy e F*"(Pn(x)) = (a,b). J& que estas propriedades implicam que F' é transitiva (F
é transitiva, porque todo intervalo aberto J que contém z é um subconjunto de P, (x),
e como diam (P,(x)) — 0 para todo x € Uy, J O P,(x) para n suficientemente grande),

wr(x) = [a,b] genericamente em (a, b). O

Definigao 3.1.12. Suponhamos que f ¢ um difeomorfismo local C?. Dizemos que f é

ndo flat se para cada ¢ € C, existem ¢ > 0, constantes o, 3 > 1 e difeomorfismos C?,
¢o:[c—e,c] = Im (o) e g1 :[c,c+e] = Im(¢y), tais que do(c) = ¢1(c) =0 e
a+ (¢o(z))*, sex € (c—e,c)N(0,1)

fx) = :
b+ (¢1(x)?, sex € (c,c+e)n(0,1)

!Dizemos que F é uma funcdao ramo completa se é um homeomorfismo local e F(P) = (a, b) para todo
PeP.
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onde a = f(c_) = limgeso f(c —9) e b = f(cy) = limgeso f(c + 0). Dizemos que f é

nao degenerada se f é nao flat e Per (f) é um conjunto magro.

Nas mesmas condi¢oes da Proposicao 3.1.10, uma érbita positiva ¢ densa em X
se, e somente se, f é transitiva. De fato, seja © € X tal que W = X para todo
n > 0. Logo, wg(r) = ,50 O?(f”(x)) = X, ou seja, [ ¢é transitiva. Reciprocamente, se
f ¢é transitiva, wy(z) = X. Como wy(z) C OF (f*(x)) para todo n > 0, OF (f*(x)) = X
para todo n € N. Portanto, O7 (f"(z)) ¢ densa em X.

Sejam X um espaco métrico, g : X — X uma funcao mensuravel e g uma
probabilidade invariante por g. Seja £ C X um conjunto mensuravel tal que p(E) > 0.
Consideremos a fungao tempo de primeiro retorno pg : E — NU{oo} definida da seguinte
forma:

pe(x) =min{n >1: ¢"(z) € E} (3.2)

sempre que o conjunto do lado direito for nao vazio; caso contrério, pg(x) = co. Seja

p(x) = pp(x). A funcdao de primeiro retorno a E é definida por
G(x) = ¢ (x) (3.3)
em um subconjunto de medida total de FE.

Definicao 3.1.13. Um ciclo de intervalos para f é uma uniao de intervalos compactos

disjuntos Iy, ..., I; € [0,1] tal que f é transitiva em U;’:l I;.

Defini¢ao 3.1.14. Dizemos que A C [0, 1] é um conjunto de Cantor se A é um conjunto

compacto, int (A) = ) e A ndo admite pontos isolados.

Lema 3.1.15. Sez € [0,1]\O; (C) eint (wy(z)) # 0, entdo f!wf(x) é transitiva e wy(x) =
L U---UIl, onde {I,...,1I;} € uma cole¢ao finita de intervalos compactos dois-a-dois

disjuntos.

Demonstragio. Como int (wy(x)) # 0, existe £ € N tal que y = f*(z) € int (wy(z)), e,
entao wy(r) = OF (y) com y € wy(x), provando que

f}wf(m) é transitiva. (3.4)
Seja {Ji, ..., Js} a colecao de todas as componentes conexas J de wy(z) tal que int (J) N
C # (. Por construgao, {Ji,...,Js} é uma colegao finita de intervalos fechados dois-a-dois

disjuntos. Seja U o conjunto de todas as componentes conexas de (J;U---UJs)\ C. Dado
I €U, segue de (3.4) que f(int (1)) NJ;_, int (J;) # 0. Entao, para cada I € U, seja

r(I) = min {j > 1: fi(int (1)) ﬂUint(Ji) # @}.
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Afirmacao 8. A aplicacio f'( ¢ um homeomorfismo para todo I € U.

D ’int (1)

Demonstragdo. Se f7(int (1)) NC = () para todo j € {1,...,r(I) — 1}, entdao a Afirmagao
é verdadeira. Logo, suponhamos que ¢ = min{j > 1: f/(int (1)) NC # @} < r(I). Neste
int (1) é um homeomorfismo e f*(int (1)) N C # (). Assim, visto que f(int (I)) C
int (wy(x)), temos que f(int (I)) N U5, int (J;) # 0, o que contradiz a defini¢ao de r(I).
Portanto, (1) = min{j > 1 : f/(int (1))NC # 0}, e assim, fr| () ¢ um homeomorfismo
para todo I € U. O

caso, fg‘

Afirmagao 9. Para cada I € U, frD(I) CU;_, J..

Demonstragio. Como ™D (int (1)) N U5, int (J;) # 0, U;_, J; é um conjunto fechado e,
pela Afirmagdo 8, f"P(int (1)) é um conjunto aberto, se f"O(I) Z |J;_, Ji, entdo existe
i € {1,...,s} tal que 0J; Nint (ws(z)) 2 8J; N frD(int (1)) # 0, mas isso é impossivel,

porque J; é uma componente conexa de wy(x). O
Seja
s r(I)—1
w=JsulJ U FO
=1 Ied j=1

Temos que W é um conjunto compacto e que f*(W) C W C wy(x). Como int (W) # 0,
existe £ € N tal que ¢ = f*(z) € int (W). Portanto, W C ws(x) = wy(q) € Of (q) € W.
Como W é uma uniao finita de intervalos compactos, é uniao finita de intervalos compactos

dois-a-dois disjuntos I, ..., I;. O

Proposicao 3.1.16. Se U C [0,1] € um componente Baire ergddico de f, entao existe

um atrator topoldgico A tal que
(1) we(x) = A genericamente em U. Em particular, U \ Bs(A) ~ 0;
(2) A é um ciclo de intervalos para f ou um conjunto de Cantor;
(3) se A é um conjunto de Cantor, entao
A= Uojren)ul U o) |,
ceC_ ceCq

onde C_ = {c € C:ce Of(x)N(0,c) genericamente em U} e C; = {c € C:c €
Of (x) N (¢, 1) genericamente em U}.

Demonstracao. A existéncia de um atrator topoldgico segue da Proposicao 2.3.11. Deste
mesmo resultado e do Teorema 2.3.16, temos que U\ f(A) ~ 0 e wy(z) = A genericamente

em U. Estéd provado o item (1).
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Suponhamos que A tem interior nao vazio. Entao, pelo Lema 3.1.15, A é um ciclo
de intervalos.

Suponhamos que int (A) = (. Sejam C_ = {ce€C:c¢€ W generica-
mente em U} e Cy = {ceC:c¢€ W genericamente em U}. Pelas definigoes

de C_ e C, temos que

OF (f(c-)) € wy(x) genericamente em U, para todo ¢ € C_,

OF (f(cy)) € wy(x) genericamente em U, para todo ¢ € Cy.

Em particular, como wy(x) = A genericamente em U,

A4 = of(ren | ul U ojfer)
ceC— ceCy

Para provarmos que A C Aj, vamos construir uma func¢ao auxiliar g da seguinte
maneira: para cada ¢ € C\ C_, seja a. € (0,¢) tal que (ac,c) NC =0 e (ac,c)NOf (z) =
() genericamente em U. Similarmente, para cada ¢ € C \ C,, seja b. € (¢, 1) tal que
(c,be)NC =0e (c,b.)N (9;{(3:) = () genericamente em U. Seja g : [0,1] \ C — [0, 1] um
homeomorfismo local tal que g(c-) € {0,1} para cada ¢ € C\ C_, g(cy) € {0,1} para
cada c € C\ C; e g(z) = f(x) para cada z ¢ V = (Ucec\c,(aw c)) U (Ucec\c+(c, bc)>.

Como O}“(:B) = OF () genericamente em U, temos que U é um componente Baire
ergddico para g, A é o atrator topolégico associado a U em relacao a g e wy(x) = wy(xz) = A
genericamente em U.

Fixemos p € A\ Aj e suponhamos que W(p) = {x € U : p € w,y(z)} é um conjunto
gordo. Seja I = (a,b) a componente conexa de [0,1] \ Ay que contém p. Observamos
que OF (1) NI = . Seja G : I* — I a funcdo de primeiro retorno a I por g, onde
I"={xel:0(g(x))NI#0}. Afirmamos que O (g(c+)) NI = . De fato, se ¢ € Cx,
entao Of (g(cx)) = (’);{(f(ci)) C AgeseceC\Cs, Of(g(ct)) € {0,1}. Portanto, GG é
uma funcdo ramo completa. Segue de g ser uma funcao nao singular e de p € wy(x) NI
que Uy =UNT~N,50G"U)={zr e UNI:#(OFf(x)NI) =00} C(,5,G ") ¢

um conjunto gordo. Logo, segue do Lema 3.1.11 que (i) wg(z) = [a, b] genericamente em

(a,b) ou (ii) UNI ~ H, onde H é uma unido de homeotervalos de G. Como w¢(x) = |a, b]
implica que int (A) = int (wy(x)) 2 (a,b) # @ genericamente em U, (i) ndo pode ocorrer,
pois supomos que int (A) = ). Ainda, como todo homeotervalo de G é um homeotervalo de
g, (ii) também é impossivel pelo Lema 3.1.6, o que nos leva a uma contradi¢ao. Portanto,
Ag = A.

Agora, vamos mostrar que A é um conjunto de Cantor, porque estamos supondo

que int (A) = (. Para isso, vamos provar que A nao admite pontos isolados. Assim,
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suponhamos que p € A é um ponto isolado de A. Seja I = (a,b) a componente conexa de
[0,1]\ (A\ {p}) que contém p. Ja que p € wy(x) genericamente em U e g é ndo singular,
entdao #{zr € U : OF (z) N (a,p) # 0 genericamente em U} = oo ou #{zx € U : O (z) N
(p,b) # 0 genericamente em U} = oo. Suponhamos que #{z € U : O} (z) N (a,p) # 0
genericamente em U} = oo; 0 outro caso é similar. Neste caso, seja G : (a,p)* — (a,p) a
fungdo de primeiro retorno a (a,p) por g, onde (a,p)* = {z € (a,p) : O (g(x)) N (a,p) #
0}. Logo, Uy = U M1 (@.p) ~ My G(U) = { € U (a,p) : #(OF(x) N (a.p)) =
o0} € (V20 G "(a,p) é um conjunto gordo. Como um intervalo errante para G' ¢ um
intervalo errante para g, segue dos Lemas 3.1.6 e 3.1.11 que wg(x) = [a, b] genericamente
em (a,b). Logo, wg(xz) = [a,p] genericamente em U N (a,p). Isso implica que w,y(z)
é um ciclo de intervalos genericamente em U N (a,p) e, entao, pela ergodicidade de g,
wy(x) = wy(zr) = A é um ciclo de intervalos genericamente em U, o que contradiz nossa
hipétese de int (A) = 0. O

Teorema 3.1.17. Se f ndo tem intervalos errantes, Per (f) é um conjunto magro e
[0, 1]\ B(f) é um conjunto gordo, entdao existe uma colegao finita de atratores Ay, ..., Ay
com £ < #C tal que

(1) [0, 1\ B(f) ~ Ujzy 87(4));
(2) para cada j € {1,..., 0}, we(x) = A, genericamente em Br(A;);
(3) cada A; é um conjunto de Cantor ou um ciclo de intervalos;

(4) se Aj é um conjunto de Cantor, entio A; = U,ey OF (v) para algum V C {f(cs) :

ceC}.

veV

Demonstragao. Como f nao tem intervalos errantes e Per (f) ~ (), temos que H(f) ~
B(f), onde H(f) é a unido de todos os homeotervalos de f. De fato, como f nao tem
intervalo errante e Per (f) ~ (), se I C [0, 1] é um homeotervalo de f, entdo I C B(f) U
O; (Per (f)), pelo Lema 3.1.3. Como O} (Per (f)) é magro, H(f)\B(f) ~ 0. Entdo, segue
da Proposigao 3.1.8 que [0, 1]\ B(f) pode ser decomposto em no maximo ¢ € {1,...,#C}
componentes Baire ergddicos; digamos Uy, . .., U,.

Agora, aplicando a Proposigao 3.1.16, cada U; possui um atrator topolégico A; e
w(z) = A; genericamente em [f(A;) ~ Uj, o que prova o item (2). Ja que [0, 1]\ B(f) ~
Ule Br(A;), esta provado o item (1). Os itens (3) e (4) também seguem da Proposigao
3.1.16. [

2De fato, V = {f(cx) :c€Cs},onde C_ ={c€C:c€ O}'(x) N (0,c)} genericamente em [B¢(A4;) e
Ci={ceC:ce O}r(x) N (¢, 1)} genericamente em [f(A;).
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Dizemos que z € [0,1] \ C é um ponto fixo de f se f(x) = x. Representaremos
por Fix (f) o conjunto de todos os pontos fixos de f.
Seja I C [0,1] \ C. Definimos w¢(I) = U, c; wy(®).

Proposicao 3.1.18 (Proposigao 6 de | 1). Dado um difeomorfismo local C* ndo flat
f:10,1]\C — [0,1], C C [0,1] é um conjunto finito, seja Vi = {f(ct): c € C} o conjunto

dos wvalores criticos de f. Se I € um intervalo errante para f, entdo wy(I) C O}“(Vf).
Demonstracao. Ver Proposigao 6 de | . O

Proposicao 3.1.19 (Atratores de intervalos errantes, | ). Seja f:[0,1]\C — [0, 1]
um difeomorfismo local C? ndo flat com C C [0,1] finito. Entdo, existe um nimero finito
de conjuntos compactos invariantes Ay, ..., Ay C [0,1], com £ € {1,...,2*#C}, tais que
we(l) = Aj para algum j € {1,...,0} sempre que I for um intervalo errante para f. Além

disso, para cada j € {1,...,(},

(1) A;NC 0,
(2) A; = UUEVW para algum V C {f(cy):c € C}.
Demonstracao. Se necessario, podemos estender f a uma funcao C? ¢ definida em um
intervalo maior J = [a,b] D [0,1] tal que g(9.J) C 9J e wy(xz) C [0,1] para cada = €
(a,b). Entao, podemos supor que f({0,1}) C {0,1} e que existem «, 5 € (0, 1) tais que
() N (0,1) C [, .

Seja I um intervalo errante. Como wy(I) = ws(f™(I)) para cada n > 0, trocando
I por fY(I) caso necessario, podemos supor que f"—([) NC = () para cada n > 0, porque
C é um conjunto finito e I é um intervalo errante, logo apenas uma quantidade finita de
iterados de I intersecta C. Se essa quantidade for £, trocamos I por f*(I). Assim, o fecho
de todo iterado de f*(I) nao intersecta C. Sejam C_(I) = {c € C : c € m}
eC(I)={ceC:cc€ W} Para cada ¢ € C\ C_(I), seja a. € (0,c¢) tal
que OF (I) N (ac,c) = O. Similarmente, para cada ¢ € C\ C1(I), seja b. € (c,1) tal que
(’);{(I) N (c,b.) = 0. Seja

U= U (o|lul U (b

ceC\C_(I) ceC\C (I)

Seja g : [0,1] \ C — [0,1] um difeomorfismo local C? nao flat tal que 9|([o,1}\0)\U =
f‘([o,l]\C)\U e g(cy) € {0,1} para cada ¢ € C\ C+(I). Observamos que f™*(I) = ¢g"(I) para
cada n > 0 e entdo, I é um intervalo errante para g e wy(l) = wy(I).

Ja que g({0,1}) = f({0,1}) € {0,1}, temos que OF (g(c+)) € {0, 1} para cada

c e C\Cy(I). Como wy(l) CQg)N(0,1) C [er,f] C (0,1), segue da Proposicao 3.1.18



3.1. Formalismo Ergddico para aplicagoes do intervalo 51

aplicada a [ e a g que

we(I) S U O; (g O;(g(c)) | U U O+ g9(cy))

ceC_ ceCi(I)

Por outro lado, se ¢ € C_(I), entao g(c_) € wy(I), logo, OFf (g(c-)) € wy([). Similarmente,
se ¢ € Cy(I), entdo g(cy) € wy(I), logo, Of (g(cy)) € wy(I). Portanto,

= U ooy )| U oD
ceC_ ceC (1)

J& que O; (I) N U = 0, assim como OF (f(c+)) N U = @ para todo ¢ € C+(I), temos que

=UJ o).

veV

onde VCVy={f(cy):ceC}édadopor V={f(co):ceC_(I)}U{f(cy):ceCi(I)}.
Assim, tomando 2 = {USES Of(s): S ¢e 2Vf} e fixando Ay,..., Ay como os conjuntos
A e A j e {l,... 0}, tais que wy(I) = A; para algum intervalo errante I. Como

#V; < 2#C, concluimos a demonstracao desta Proposigao. n

Teorema 3.1.20 (Finitude dos atratores topoldgicos nao periédicos de fungoes C? por
partes). Seja f : [0,1] \ C — [0,1] um difeomorfismo local C* ndo degenerado. Se
[0, 1]\ B(f) € um conjunto gordo, entao existe uma colecdo finita de atratores topolégicos

A, A, comn < #C 4 22C ) tais que
[0, 1]\ B(f Uﬂf
Ademais,
(1) para cada j € {1,...,n}, wi(z) = A, genericamente em [¢(A;);
(2) se f nao admite intervalo errante, entdo n < #C;

(3) cada A; é um ciclo de intervalos ou um conjunto de Cantor;

(4) se A; é um conjunto de Cantor, entao A; =
C};

eV (U) para cada V C {f(cy) : c €

(5) se I é um intervalo errante, entao I C Br(A;) para algum j € {1,...,n}, onde A; é

um conjunto de Cantor.
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Demonstragao. Seja By (f) a unido de todos os intervalos errantes de f. Se By (f) # 0, seja
2A={A},..., A}, com ¢ < 2*#C o conjunto de atratores topolégicos dado pela Proposigao
3.1.19; caso contrério, 2 = ). Se Q(f) é um conjunto magro, seja B = (). Se Q(f) é um
conjunto gordo, segue da Proposi¢ao 3.1.8 que Q(f) pode ser decomposto em no maximo
#C componentes Baire ergédicos, digamos Uy, ..., U,,, m < #C. Pela Proposicao 2.3.11
e pelo Teorema 2.3.16, para cada j € {1,...,m}, existe um atrator topoldgico A;-’ tal que
Uj ~ Br(AY) e wy(r) = AJ genericamente em U;. Entdo, se (f) ndo é um conjunto
magro, seja B = {A],..., A’ }. Assim, tomando {A4;,...,A,} = AU B, finalizamos a
prova de que [0,1] \ B(f) ~ Uj_, 87(A;) e dos itens (1) e (2). A prova dos demais itens
segue da Proposicao 3.1.16. O]



Apeéendice A
Entropia topoldégica

Seja X um espaco topoldgico compacto e o uma cobertura aberta de X. Cha-

mamos entropia da cobertura o 0 nimero
H(a) = log N(a),

onde N(«) é o menor nimero tal que a admite alguma subcobertura finita com esse
numero de elementos.

Dadas duas coberturas abertas a e (3, dizemos que « é menos fina que (3, e
escrevemos a < 3, se todo elemento de (3 esta contido em algum elemento de ov. Afirmamos
que se o < 3, entao H(a) < H(S3). De fato, seja {Bi, ..., By(g} uma subcobertura de
f com o menor niumero de elementos. Para cada i € {1,...,N(f)}, existe A; € « tal
que A; O B;. Logo, {Ai,...,An)} cobre X e é uma subcobertura de a. Segue que
N(a) < N(#). Um exemplo desse fato é: se § é uma subcobertura de a, entao a < 3,
logo,

H(a) < H(B). (A1)

Dadas coberturas abertas aq, . . ., a,,, representamos por a; V- - -V a, a soma desta cober-
turas, isto é, a cobertura cujos elementos sao as intersegoes A;N---NA, com A; € o; para
cada j. Observamos que o; < a1 V -+ V o, para todo j. Sejam a e 3 coberturas abertas
de X. Temos que H(a V ) < H(a)+ H(B). De fato, sejam {A;,..., Ay} uma subco-
bertura de a com o menor nimero de elementos e { By, ..., By} uma subcobertura de

B com o menor nimero de elementos. Entao,

¢ uma cobertura de o V 3; logo, N(aV ) < N(a)N(5).
Antes de prosseguirmos com entropia topoldgica, vamos tratar de sequéncias
subaditivas. Dizemos que uma sequéncia {a,},eny em [—00,00) é subaditiva se vale

min < Ay + a, para todo m,n > 1.

23
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Lema A.0.1. Se {a,}nen € uma sequéncia subaditiva, entdo

a a
lim — = inf — € [~ . A3
im - = inf = € [—00, 00) (A.3)
Demonstragao. Ver o Lema 3.3.4 de [OV]. O

Seja f: X — X uma fungao continua. Se o é uma cobertura aberta de X, entao
qualquer pré-imagem f7(a) = {f7/(A): A € a} também é uma cobertura aberta de X.

Para cada n > 1, denotamos
a"=aV fHa) V-V ).
Vemos que
H(a™™) = H(a™ Vv [7"(a") < H(a™) + H(f"(a")) < H(a™) + H(a")

para todo m,n > 1. Ou seja, a sequéncia H(a") é subaditiva. Consequentemente, o
limite

h(f,a) = lirrln %H(a") = inf lH(oz") (A.4)

non
existe e ¢é finito. Ele é chamado entropia de f com respeito a cobertura aberta o. A relagao
(A.1) implica

a<B = h(f,a) <h(f.B). (A.5)

Por fim, definimos a entropia topoldgica de f como sendo
hiop(f) = sup {h(f, @) : @ é uma cobertura aberta de X'}. (A.6)

Sejam X e Y espacos topoldgicos compactose f: X — X e g:Y — Y fungoes
continuas. Dizemos que g é um fator topoldgico de f se existe uma aplicacao continua
sobrejetiva  : X — Y satisfazendo 6 o f = g o 6. Neste caso, também dizemos que 6
semiconjuga f com g; 6 é uma semiconjugagao entre f e g. Se § é um homeomorfismo,
dizemos que f e g sao topologicamente equivalentes, ou topologicamente conjugadas, e

chamamos 6 de conjugacao topolégica entre f e g.

Proposigcao A.0.2. Se g é um fator topoldgico de f, entao hipy(g) < hiop(f). Em parti-

cular, se f e g sao topologicamente equivalentes, entdo hioy(f) = hiop(g)-

Demonstracao. Seja 6 : X — Y uma funcao continua sobrejetiva tal que o f = go 6.

Dada uma cobertura aberta o de Y, a familia

0 a)={071(A): Aca}



55

¢ uma cobertura aberta de X. A soma a” é formada pelos conjuntos da forma ﬂ;:ol g (Ay)
com Ag, Ay,...,A,_1 € a. Igualmente, a soma 6~!(a)" é formada pelos conjuntos da
forma ﬂ;:ol f79(071(4;)). Temos que

N0 4 = 067 (A) (bois b0 = go0)
g (m g—j<AJ>>

Observando que os conjuntos da forma no lado direito desta igualdade constituem a pré-
imagem 0~ (a™) de o™, concluimos que §7'(a") = 67! (a)”. Como 6 é sobrejetiva, uma

familia ¥ C o™ cobre Y se, e somente se, a sua pré-imagem 6~ '(y) cobre X. Portanto,

Como n ¢ arbitrdrio, segue que h(f,0'(a)) = h(g,a). Entao, tomando o supremo sobre

todas as coberturas abertas a de Y
htop(g) = Sup h(ga O{) = Sup h(f? 9_1(04)) < htop(f)'

Isto prova a primeira parte desta Proposicao. A segunda parte é uma consequéncia

imediata, pois nesse caso, f também é um fator topoldgico de g. n
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