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“Matemdtica é a arte de dar o mesmo nome a coisas diferentes.”

Henri Poincaré
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Resumo

Em linhas gerais, a presente dissertacao visa estudar, sob a perspectiva geométrica dos espagos
de jatos e dos sistemas diferenciais exteriores, as equagoes diferenciais e algumas relagoes
que podem ser estabelecidas entre suas solugoes. Como veremos, a partir do processo de
reducao por simetrias de sistemas diferenciais exteriores, podemos sistematicamente construir
transformacoes que relacionam solugoes de equagoes obtidas por um processo de reducao, de

modo que, assim, podemos estabelecer transformacoes de Bdcklund entre equagoes diferenciais.

O trabalho se subdivide em cinco capitulos. No Capitulo 1, sdo apresentados alguns prer-
requisitos acerca da teoria das wvariedades suaves, aproveitando o ensejo para introduzir as
principais notagoes e convencgoes utilizadas ao longo do texto. Sucessivamente, no Capitulo 2,
sao mostrados alguns resultados béasicos no ambito das submersoes e, mais especificamente,
sao estabelecidos alguns fatos sobre os fibrados, que serao tteis para o desenvolvimento dos
proximos capitulos. O Capitulo 3, aproveitando-se do instrumental tedrico exposto nos capitulos
anteriores, introduz os espacos de jatos de secoes do fibrado. Assim, discute-se a interpretacao
das equacoes diferenciais como subvariedades desses ambientes geométricos e, a partir disso,
sao apresentadas algumas importantes nogoes de simetria, juntamente com alguns resultados
basicos. O Capitulo 4 aborda o tema da reducao por simetrias de equagoes diferenciais do
ponto de vista da teoria dos sistemas diferenciais exteriores. Portanto, depois de uma breve
introducgao ao formalismo dos sistemas diferenciais exteriores, sao logo discutidas as aplicag¢oes
destes ao estudo das equagoes diferenciais, visando principalmente elucidar os aspectos que
mais desempenham um papel central na reducdo por simetrias. Por fim, o Capitulo 5 trata do
tema principal deste trabalho, que é a descricao de um método ttil para obter transformacoes

de Béacklund por meio de diferentes redugoes de um mesmo sistema diferencial exterior.

Palavras-chave: Sistemas Diferenciais Exteriores, Espacos de Jatos, Equagoes Diferenciais
Nao Lineares, Reduc¢do por Simetrias, Variedades Integrais, Simetrias, Transformagoes de

Bécklund, Extensoes Integraveis, Formas Diferenciais, Fibrados.



Abstract

In general terms, this dissertation aims to study, from the geometric perspective of jet spaces
and exterior differential systems, the differential equations and the relationships that can be
established between their solutions. As we will see, from the process of reduction by symmetries
of exterior differential systems, we can systematically construct transformations that relate
solutions of equations obtained by a reduction process so that, in this way, we can establish

Béacklund transformations between differential equations.

The work is subdivided into five chapters. Chapter 1 presents some prerequisites on smooth
manifolds, taking the opportunity to introduce the main notations and conventions used
throughout the text. Succesively, in Chapter 2, some basic results are shown in the context
of submersions, and, more specifically, some facts about fiber bundles are established that
will be useful for the development of the following chapters. Chapter 3, taking advantage
of the theoretical tools in previous chapters, introduces the jet spaces of sections of a fiber
bundle. Thus, the interpretation of differential equations as submanifolds of these geometric
environments is discussed, and based on this, some essential notions of symmetry are presented,
together with some basic results. Chapter 4 addresses the symmetry reduction of differential
equations form the point of view of the theory of exterior differential systems. Therefore, after
a short introduction to the formalism of exterior differential systems, their applications to the
study of differential equations are immediately discussed, aiming to elucidate above all the
aspects that play a central role in symmetry reduction. Finally, Chapter 5 is devoted to the
main topic of this work, which is the discussion of a useful method for obtaining Backlund

transformations through different reductions of the same exterior differential system.

Keywords: Exterior Differential Systems, Jet Spaces, Nonlinear Differential Equations, Sym-
metry Reduction, Integral Manifolds, Symmetries, Backlund Transformations, Integrable

Extensions, Differential Forms, Bundles.
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Introducao

As equacgoOes diferenciais descrevem fenomenos dos mais variados tipos, contudo, a
determinacao de suas solugdes pode ser uma tarefa de extrema complexidade. Por isso,
para além da Matematica em si, toda técnica util para o estudo das suas solugoes possui
relevantes aplicagoes em Fisica, Quimica, Biologia, Economia, bem como qualquer outra area

do conhecimento que faca uso de equacgoes diferenciais.

A partir dos trabalhos de matematicos tais como Darboux, Monge, Ampere, Lie e Cartan,
originou-se uma abordagem geométrica nova para tratar as equacoes diferenciais e estudar suas
solugoes. Ao longo de dois séculos, esse novo ponto de vista se consolidou progressivamente
numa ampla série de técnicas que hoje sao descritas na linguagem da Geometria Diferencial
moderna, em particular a geometria dos espagos de jatos e o formalismo dos sistemas diferenciais
exteriores. Para uma revisao dos principais desenvolvimentos ocorridos nessa area, os trabalhos
[1,6,7, 8,9, 10, 12, 15, 16, 17, 18, 19, 20] e as referéncias neles contidas podem ser bastante

ilustrativos.

Neste trabalho, estamos interessados no estudo de um tipo de transformacgao de equacoes
diferenciais que surgiu historicamente na segunda metade do século XIX, quando o matematico
A. V. Béacklund mostrou uma maneira geométrica segundo a qual é possivel transformar
superficies pseudoesféricas em superficies pseudoesféricas (i.e., aquelas com curvatura gaussiana
constante negativa). Do ponto de vista das equagoes diferenciais, quando a curvatura gaussiana é
K = —1, essa transformacao entre superficies pseudoesféricas corresponde a uma transformacao

entre solucoes da equacao sine-Gordon, ug, = sen u.

De fato, a transformacao de Béacklund estabelece uma correspondéncia entre a equagao

sine-Gordon u,, = senu e uma sua copia U, = sent, onde u = u(x,y) e U = u(x,y), por meio



2 Introducao

do seguinte sistema:

U x <u—|—u)
_— = Sen
2 " 2 )’

Uy +uy, 1 <u—u

(1)

). meR\{0},

que goza da seguinte propriedade fundamental: wu,, = senu e U,, = sen¥ sao as condicoes
de integrabilidade de (1). Assim, assumindo que u seja uma solugao da sine-Gordon, i.e.,
Ugy = senu, entao (1) é compativel (ou integravel), e sua solugdo u é também solucao da
sine-Gordon, i.e., U,, = senu. Por exemplo, tomando a solugao trivial v = 0 da sine-Gordon, o

sistema (1) se reduz ao sistema compativel

(), (3)
(), 3m(2)

cuja solucao

T = darctg(enety/nte)

¢ uma solugao nao trivial da sine-Gordon.

A transformacao de Bécklund, analiticamente descrita pelo sistema (1), foi na verdade
uma generalizagdo de uma transformacao ja descoberta por Luigi Bianchi, porém a contribuicao
de Bécklund foi imediatamente considerada fundamental, até pelo proprio Bianchi, pois abriu
novos cenarios para a identificacdo de métodos geométricos uteis para a determinacgao de
solugoes exatas de equagoes diferenciais nao lineares. Assim, a expressao “transformacao de
Béacklund” passou a ser comumente utilizada para indicar aquelas correspondéncias, entre
solugoes de duas equagoes diferenciais (ou sistemas) &1, &, definidas por um terceiro sistema

&3 que possui & e & como condigoes de integrabilidade.

Um simples exemplo de transformacao de Béacklund, nesse sentido mais amplo, é certa-

mente definido pelas equagoes de Cauchy-Riemann:

Uy — vy = 0,
(2)

Uy + vy = 0,

em que u = u(z,y) e v =wv(z,y). De fato, analisando a compatibilidade (ou integrabilidade)
desse sistema, ¢ imediato verificar que as duas copias U, + Uyy = 0 € vz + vy, = 0 da equacao
de Laplace sao exatamente suas condi¢oes de integrabilidade. Portanto, para toda solucao v

fixada de vy, + vy, = 0, (2) é integravel e define uma nova solugao u da equacao de Laplace.



Um outro exemplo, também bastante simples, é representado pelo sistema

zx—ux:\/ﬁexp<z—gu),

(3)

uU— 2z
Zy+uy:—\/§exp< 5 ),

que estabelece uma correspondéncia de tipo Béacklund entre a equagao de onda e a equagao de
Liouville:

Zey = 07 Ugy = eu’ (4>

com z = z(x,y) e u = u(x,y). De fato, (4) sdo as condigdes de integrabilidade de (3). Logo,
assumindo z,, = 0, o sistema (3) é compativel se, e somente se, u,, = e*. E verdade também
o reciproco, i.e., assumindo u,, = €", entao (3) é compativel se, e somente se, z,, = 0. Por

exemplo, tomando a solugdo z = 0 da equacao de onda, o sistema (3) se reduz ao seguinte:

Uy = —/2e%/2,
u, = —/2e%?,

pelo qual é determinada a seguinte solugao nao trivial da equacao de Liouville:

2
=In{———— R.
U n((x+y+c)2>’ ceE

Em geral, o problema de provar a existéncia de uma transformacao de Backlund entre

()

duas equagdes pode ser muito dificil, e ainda hoje estamos muito longe de conseguir lidar
com esse problema na sua generalidade. Alguns progressos significativos foram realizados pela
escola russa, em particular pelo grupo de pesquisa liderado por A. M. Vinogradov, introduzindo
a nogao de “recobrimento diferencial” ou “extensao diferencial” [17, 19, 20]. Nos anos mais
recentes, essas ideias de Vinogradov foram adaptadas ao contexto dos sistemas diferenciais
exteriores por I. M. Anderson e M. E. Fels [4, 5], que descreveram uma forma de construir
transformacoes de Béacklund entre sistemas diferenciais exteriores obtidos por meio de uma
reducao por simetrias de um mesmo sistema diferencial exterior. O objetivo principal deste

nosso trabalho é descrever essa técnica de Anderson e Fels.

O trabalho se subdivide em cinco capitulos. No Capitulo 1, sao apresentados alguns
prerrequisitos acerca da teoria das variedades suaves, aproveitando o ensejo para introduzir as
principais notagoes e convencoes utilizadas ao longo do texto. Sucessivamente, no Capitulo 2,
sao mostrados alguns resultados béasicos no ambito das submersoes e, mais especificamente,
sao estabelecidos alguns fatos sobre os fibrados, que serao uteis para o desenvolvimento dos
proximos capitulos. O Capitulo 3, aproveitando-se do instrumental tedrico exposto nos capitulos
anteriores, introduz os espacos de jatos de secoes do fibrado. Assim, discute-se a interpretacao
das equacoes diferenciais como subvariedades desses ambientes geométricos e, a partir disso,

sao apresentadas algumas importantes nogoes de simetria, juntamente com alguns resultados
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basicos. O Capitulo 4 aborda o tema da reducao por simetrias de equagoes diferenciais do
ponto de vista da teoria dos sistemas diferenciais exteriores. Portanto, depois de uma breve
introducao ao formalismo dos sistemas diferenciais exteriores, sdo logo discutidas as aplicagoes
destes ao estudo das equagoes diferenciais, visando principalmente elucidar os aspectos que
mais desempenham um papel central na reducdo por simetrias. Por fim, o Capitulo 5 trata do
tema principal deste trabalho, que é a descricao de um método 1til para obter transformacoes

de Bécklund por meio de diferentes reducoes de um mesmo sistema diferencial exterior.



Capitulo 1

Preliminares e Notacoes Basicas

Neste capitulo, apresentaremos sucintamente algumas nogoes fundamentais da teoria
das variedades suaves, com o objetivo principal de fixar as notag¢des e convencgoes basicas
utilizadas ao longo deste trabalho. Para uma descricaio mais detalhada e sistematica dos

aspectos abordados, recomendamos as referénciais [21, 22, 25].

1.1 Variedades, Aplicacoes Suaves, Campos e Formas

Uma variedade topolégica M de dimensao n consiste de um espaco topologico Haus-
dorff, com base enumeravel e localmente euclidiano, i.e., todo ponto p € M admite uma
vizinhanca aberta U C M, p € U, homeomorfa a um aberto de R", sendo um tal homeomor-
fismo chamado de carta da variedade. Nesse sentido, um atlas de M é um conjunto {,}a

de cartas tais que os seus dominios definem uma cobertura da variedade.

Ao longo de todo o texto, trabalharemos com variedades suaves, i.e., pares (M, A)

em que M é uma variedade topologica e A é um atlas (maximal)
A:={ps: Uy CM — ¢v,(U,) CR"},
tal que todas as possiveis fungdes de transigcao

050 0" pa(Us) Nps(Us) — R”

Sa0 suaves.

Dada uma variedade suave (M, .A), o conjunto das fungoes continuas defindas em M e
com contradominio R é denotado por C9Y(M), e o conjunto das fungées suaves de M ¢ dado

por:

CY(M):={f: M —R| fop," ésuave, Vo, € A}.
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Observamos que C¥ (M) C CY(M) e que, quando ndo ha risco de confusdo quanto ao
atlas adotado, utilizamos a notagdo mais enxuta C*°(M). Destacamos o fato de que C*°(M)

tem uma evidente estrutura de dlgebra (associativa) sobre o corpo dos niimeros reais.

Por fim, em uma vizinhanga coordenada U C M (i.e., aberto da variedade no qual
se define uma carta @), temos as fungdes coordenadas x; .= m; 0o p € C*(U), em que cada

m; : R" — R é a projecao na i-ésima coordenada, 1 = 1,...,n.

Aplicacbes Suaves entre Variedades

Uma aplicacao F' : M — N entre variedades suaves é dita ser suave se, para toda
fungdo suave f € C°(N), fo F € C*°(M). Denotamos

C*(M,N):={F: M — N | F é suave}.
Para toda F' € C*°(M, N), temos a aplicacao pullback
F* C*(N) — C>®(M)
f =  F*(f)i=foF
Dizemos que F' € C*°(M,N) é um difeomorfismo se F for uma bije¢do suave com

inversa F'~! suave. De forma analoga, F' é um difeomorfismo local se, para cada p € M,

existe uma vizinhanga aberta U de p tal que a restrigdo F|y : U — F(U) é um difeomorfismo.

Vetores Tangentes, Push-Forward e Fibrado Tangente

Dadas uma variedade suave n-dimensional M e um ponto p € M, uma aplicacao R-linear
& C°(M) — R
f = &)

para a qual vale a Regra de Leibniz

&(f-9) = fP)&(9) +9()&(f),  Vf,g € C™(M),

é chamada de vetor tangente a M em p. E facil verificar que o conjunto T,M de todos os

vetores tangentes a M em p é um R-espaco vetorial, chamado de espaco tangente a M em p.

O diferencial (ou push-forward) de uma aplicagdo F' € C*°(M, N) no ponto p € M
é a aplicacao
F*pi TpM — Tp(p)N
& = GoFT

também denotada por dF|,.
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Em uma vizinhanca coordenada U C M de p, com uma carta ¢ e fungoes coordenadas

Zi,...,Tn, podemos descrever o espaco tangente 7,M da seguinte maneira: dado &, € T,M,
existem 1nicos escalares reais vy, ..., v, tais que
- 0
Ep =) Viz— (1.1)
P ; la.sz p’
em que
0 1 0 .
= (o~ — 1=1,...,n
O lp (&)t (8951- s@(p)) ’ o
0
sendo cada 5 € T, (p(U)) o operador de derivacao direcional no ponto ¢(p) e na
Lile(p)
direcao do i-ésimo vetor e; da base candnica de R". De fato, o sistema de vetores tangentes
coordenados {a?cl REREY % p} ¢ uma base de T,M, que portanto ¢ um espaco vetorial

n-dimensional.

E digna de nota também a Regra da Cadeia, a qual afirma que, se F € C>®(M,N) e
G € C*(N, P), entdo Go F € C*°(M, P) e, mais ainda, para todo p € M,

(G o F)p = Garp) © Flp.

Com o auxilio do Teorema da Funcao Inversa, sabemos que uma aplicacdo suave entre
variedades suaves I’ : M — N ¢é difeomorfismo local se, e somente se, para todo p € M, F,, é

um isomorfismo linear.

Lembramos também de duas nogoes basilares envolvendo o diferencial de uma aplicagao
suave. Nomeadamente, uma aplicacao F' € C*°(M, N) é imersdo quando, para todo p € M,
F.p : T,M — Tp@)N ¢ injetivo. Por outro lado, F' € C*°(M, N) é submersdo quando, para
todop € M, Fy, : T,M — Tp) N é sobrejetivo.

Nesse sentido, uma subvariedade imersa ¢ dada por uma variedade suave S C M
(com respeito a topologia induzida de M) para a qual a inclusdo i : S 5 p — p € M
é uma imersao. Analogamente, uma subvariedade mergulhada em M é dada por uma
variedade suave S C M (com respeito a topologia induzida de M) para a qual a inclusao
1:S3p—p€ M éum mergulho, isto é, uma imersao entre variedades suaves que é um
homeomorfismo na imagem com respeito as topologias induzidas pelo dominio e contradominio.
Em particular, a topologia de uma subvariedade mergulhada coincide com aquela induzida pelo
mergulho. Ao longo de todo o texto, os termos subvariedade e subvariedade mergulhada sao
sinonimos. Claramente, toda subvariedade mergulhada é, também, uma subvariedade imersa.

Reciprocamente, toda imersao ¢, localmente, um mergulho.

Por fim, lembramos que (veja, por exemplo, [21, 22, 25]), para uma variedade suave
n-dimensional M, o fibrado tangente de M, que denotaremos por T'M, é uma variedade
2n-dimensional, dada pela uniao disjunta dos espagos tangentes em todos os pontos de M,

T™ := |J T,M,

peEM
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com cartas v do tipo:

b (g”";@) = (210, -, 2a(p) V1, v, (1.2)

em que ry,...,T, sao as fungdes coordenadas associadas a uma carta da variedade M.

Campos Vetoriais Tangentes

Uma aplicagao R-linear

X: C°(M) — C=(M)
f = X(f)

para a qual vale a Regra de Leibniz

X(fg) = fX(9) +9X(f), Vf,geC™(M),

é chamada de campo vetorial tangente (ou, simplesmente, campo vetorial). Ou seja, os
campos vetoriais tangentes de uma variedade suave sao as derivacoes da respectiva algebra
das fungdes suaves. Denotamos por D(M) o conjunto dos campos vetoriais tangentes de M.

Evidentemente, D(M) tem uma estrutura de C*°(M)-mdédulo.

Por outro lado, de um ponto de vista geométrico, os campos vetoriais sao aplicagoes

suaves
X M — TM

p — X,eT,M

Nesse sentido, em uma vizinhanca coordenada U de uma variedade M de dimensao n,

com uma carta ¢ : U C M — o(U) C R", os vetores tangentes coordenados definem o
d o

Ox17 """ Oxn

associado a carta . Relativamente a um referencial desse tipo, todo campo em U pode ser

sistema de campos coordenados { }, chamado também de referencial local

escrito da seguinte maneira:

i 0

Dado X € D(M), uma curva integral (ou trajetéria) de X é uma curva suave

v I — M
t o~ )

?
to

para todo ty € I. Podemos verificar se uma curva suave v : I — M ¢é uma curva integral do

defnida em um intervalo aberto I C R, tal que

d
Xo(to) = Vet (dt

campo vetorial X da seguinte maneira: v é curva integral de X se, e somente se, dados p € ()
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e uma vizinhanca coordenada U de p com funcoes coordenadas x4, ..., x, associadas a uma
carta ¢, a representagao coordenada ©(y(t)) = (z1(t), ..., z,(t)) de um arco y(J) C ¢(U), com
J C I, satisfaz o seguinte sistema de EDOs:

o) = a(y (), i=1,....n, (1.3)

em que a; := X|y(z;). Desse modo, pelo Teorema de Existéncia e Unicidade das solugoes das
equagoes diferenciais ordindrias, o sistema de equagoes (1.3), quando atrelado a condigoes
iniciais, admite solu¢ao tinica. Em particular, existe uma tnica curva integral 7 : (=9,9) — M

de X tal que y(0) = p, para a qual serd reservada a notagao -,.

Agora, pelo Teorema de Dependéncia Suave das solucgoes das equacgOes diferenciais
ordindrias com respeito as condicoes iniciais, existem uma vizinhanga aberta V,, C U de p e

um numero real € > 0 de sorte que, para todo t € (—¢,¢€),
At: ‘/;) — At(‘/;?)
qa = ()
¢ uma bijecao suave. Além disso, por construgao, temos as seguintes propriedades:
1. Para todo t € (—e, €), A, é um difeomorfismo tal que A; ' = A_y;
2. AQ = Zdvp,
3. Ay oAy, = Ay, 0 Ay = Ay, desde que [ty [tal, [t + 12| < €ee Ay, Ay, €V,
Devido a essas propriedades, a familia {A4;}; é denominada fluxzo de X ao redor de p. A

partir do fluxo, podemos recuperar o correspondente campo X, pois as trajetorias v, do campo

sao tais que

d
(Yg)+0 (dt’ > = X500 = Xg, Vg € M.
0
d
De fato, podemos escrever X = —| Aj.
dt =0

Por fim, vamos tecer alguns comentarios acerca do comutador (ou Colchete de Lie)

de campos vetoriais, i.e., a aplicagao

[,]: DM)xDM) — D(M)
(X,Y) = [X,Y]:=XoY -YoX

Em primeiro lugar, é facil verificar que sao validas as seguintes propriedades:
1. (Antissimetria) [X,Y]| = —[Y, X], VX,Y € D(M);
2. (Bilinearidade) [aX +bY,Z] = a|X, Z| + VY, Z], VXY, Z € D(M), Va,b € R;

3. (Identidade de Jacobi) [X,[Y,Z]|+ [Z,[ X, Y]] +[Y,[Z,X]] =0, VX,Y,Z € D(M).
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Localmente, no dominio U de uma carta ¢, com coordenadas x, ..., x,, escrevendo dois

campos X e Y como

2

" 0
X’U—;alaix (§] Y’U Zb]axj

teremos que

- ; aal 0
Xlu, Yol = Z ( :r]- 70 ) ox;’
i j

()

Covetores Tangentes

Seja M uma variedade suave n-dimensional. Para cada p € M, consideramos o espago
vetorial (7,M)* dual a T, M, denotando-o por Ty M. Ou seja,

ToM :={T:T,M — R | T é R — linear}.

Um genérico elemento de TyM é denominado covetor tangente a M em p, e T;M
¢ denominado espaco vetorial cotangente a M em p. Em uma vizinhanga coordenada

U C M, por intermédio do referencial local { o 8%} associado a uma carta ¢, podemos

Bz "
fornecer uma descricao em coordenadas do espaco cotangente a M em todo ponto de U. De

fato, dado p € U, observe que, usando a Regra da Cadeia,

0 0 _ 0
dﬂ?i’p ((9:1:] p) = (%)*p (a% p) = (00 1)*<p(p) (8% o(p)

sendo d;; o Delta de Kronecker.
Dessa forma, vemos que {dxi|p,...,dv,[,} é uma base de T,y M, chamada de base de

covetores coorenados da carta . Portanto, T7M ¢ um espaco vetorial n-dimensional e,

dado T' € Ty M, existem (inicos) escalares reais aq, . .., a, tais que

=1

O fibrado cotangente de M, que serd denotado por T*M, é uma variedade 2n-

dimensional, dado pela unido disjunta

T*M = U T;M
peEM

As cartas de T*M sao do tipo:

Y (Zl aida:i|,,> = (z1(p) - 2a(p), a1, - ), (1.5)

em que ry,...,T, sao as fungdes coordenadas associadas a uma carta da variedade M.
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Mais em geral, para cada k > 1, o conjunto dos k-covetores tangentes a M em p é dado

por
A];(M) ={T:T,M x --- x T,M — R | T é multilinear e alternada}.

Assim, o fibrado dos k-covetores tangentes a M (veja, por exemplo, [21, 22, 25]) é

a uniao disjunta:

AF(M) = | AE(M).

peEM

Formas Diferenciais

Seja M uma variedade suave n-dimensional. De um ponto de vista algébrico, dado k£ > 1,

uma k-forma diferencial é uma aplicagdo C'*°(M)-linear e antissimétrica

a: D(M)x---xDM) — C>(M)
(X1, X3) = alXy, ., X))

Para todo k, o conjunto das k-formas diferenciais de M é denotado por QF(M). Evi-
dentemente, para todo k, QF(M) tem uma estrutura de C°°(M)-médulo. Além disso, uma

0-forma diferencial é simplesmente uma fungao suave de M. Ou seja, Q°(M) = C=(M).

Por outro lado, dados k > 1 e uma k-forma diferencial «, é possivel mostrar que o ntimero
real o(X1, ..., Xg)(p) depende somente dos vetores tangentes Xi|p, ..., Xk|, €, a partir disso,
de um ponto de vista geométrico, as k-formas diferenciais podem ser identificadas (veja [22])

com as se¢oes do fibrado dos k-covetores tangentes,

a M — AR(M)
p OzpeA’]j(M)

)

de modo tal que
o (Xilps -, Xelyp) = (X1, .., Xi)(p), Vp € M. (1.6)

Em particular, pode-se ver que, localmente, nas coordenadas {x1,...,z,} de uma carta
¢ com dominio U, as bases de covetores coordenados ponto a ponto definem um sistema de

1-formas {dzy,...,dx,}, chamado de correferencial coordenado associado d carta .

A dlgebra exterior das formas diferenciais de M é dada por
Q" (M) = P (M),
k=0

sendo dotada de uma soma

QMM x QF (M) —s  QF(M)
(o, B) = atf



12 Capitulo 1. Preliminares e Notagoes Bdsicas

e de um produto (produto exterior)

A QF(M) x QM) —  QFR(M)
(a, B) = aAp

tal que A denota simplesmente o produto de uma funcao suave por forma diferencial quando

k = 0, enquanto que, para k,h > 0, o produto A é defindo pela férmula:

1
aNB(Xy,. .., Xpgn) = T > (D)% Xoqy, - Xow)B(Xo@ws1)s - - - » Xotern))s

: O’ES}H_h

para todos os campos vetoriais X7, ..., Xy, € D(M), sendo Sy, o grupo simétrico de k + h

simbolos e (—1)? o sinal da permutagao o € Sg.p.
Em particular, para quaisquer 1-formas diferenciais 64, ..., 60,,, vale que:
01(Xy) -+ 01(Xp)

91/\---/\9m(X1,...,Xm):det :
On(X1) -+ 0,(X0n)

Ademais, em virtude das observagoes supracitadas, e em particular de (1.6), temos
que, em uma vizinhanca coordenada U da variedade, uma arbitraria k-forma diferencial o se

expressa da seguinte maneira:

CY|U = Z Oéil...ikd[EZ‘l A--- A d.l’ik,

i1 <<,
em que cada a;,..;, € C°(U).
Seja F' € C°(M,N). A nogao de pullback ja apresentada pode ser estendida para as

formas diferenciais. Com efeito, dado & > 1, o pullback de F é a aplicacao linear

P QF(N) —  QF(M)

Y

o = ()
tal que
F*(a)y: T,M x---xT,M — R
(&1,.. ., &) = ape) (dFy(&), ..., dFy(&))

para todo p € M.

Usando essa definigao, é facil ver que, para todas as fungoes suaves F' € C*°(M,N) e
G € C*(N, P),
(GoF)*=F*oG".

Além disso, dados k, h > 0, para quaisquer formas diferenciais o € Q¥(M), 8 € Q"(M),

vale que:
F*(a A B) = F*(a) A F*(8).
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Também, dados £ > 1 e X € D(M), podemos definir o operador de insergdo

X1 QM) — QFY(M)
o — Xoa
tal que, para quaisquer campos Xy, ..., Xy_1 € D(M),
Xoo( Xy, .o, X)) =X, X, 00, X q).
Ademais, dada f € C*°(M), X,f :=0.

Imediatamente da definicao, vemos que o operador de inser¢ao de qualquer campo suave

de M é uma aplicacao C*°(M )-linear.

Dentre todas as possiveis aplicagoes sobre as formas diferenciais, aquela de diferenciacao
ocupa, certamente, um lugar fundamental. O diferencial exterior é o tnico operador
d: Q" (M) — Q*(M) tal que, para todo k > 0, transforma k-formas diferenciais em (k + 1)-

formas diferenciais, completamente determinado pelas seguintes propriedades:

(P1) d é R-linear:
d(aay + bas) = ada + bda,

quaisquer que sejam os reais a, b e as formas diferenciais ay, ap € QF(M);
(P2) d* =0;
(P3) Para quaisquer formas diferenciais o € Q¥(M) e g € QY(M),

da A B) = (da) A B+ (1) a A dB;

(P4) Qualquer que seja a funcao suave f € C°(M), df é o diferencial de f, ou seja,

para todo X € D(M).

E facil provar que, em uma vizinhanga coordenada de U de M, com uma carta ¢ e

coordenadas {z1,...,x,}, podemos escrever:

E importante também destacarmos a propriedade de naturalidade do diferencial

exterior,

F*od=doF~,

para toda F' € C*°(M, N). Repare que, nessa identidade, o diferencial exterior no primeiro

membro é aquele de N, enquanto que o diferencial exterior no segundo membro é aquele de M.
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Uma outra aplicacao fundamental é representada pela derivada de Lie. De fato, dados
k > 1, uma fungdo suave f € C*°(M), campos vetoriais X,Y € D(M) e uma k-forma diferencial
a € QF(M), definimos:

» A derivada de Lie de f ao longo de X, Lxf = X(f);
e A derivada de Lie de Y ao longo de X, LY = [X,Y];

« A derivada de Lie de o € QO*(M) ao longo de X,
Lx(a)(X1, o, Xp) = X (X, X0)) = D alXy, o Lx Xy, X))
i=1
Equivalentemente, a derivada de Lie de formas diferenciais pode ser entendida como o

limite de uma razao incremental,

r(0) -y ) =0

t—0

sendo {A;}; o fluxo do campo X.

Observe que Lx f € C®(M), LxY € D(M) e Lxa € Q¥(M).

Para concluirmos, iremos exibir uma pequena coletanea de propriedades, as quais mostram

como as formas diferenciais se relacionam com os operadores 1, d e Lx descritos nesta se¢ao.

1. (Férmula “Mdgica” de Cartan) Dados X € D(M) e a € Q*(M),

Lxa = Xida+ d(Xa);

2. Dado X € D(M) a € Q*(M), Lxda = d(Lx);
3. Dados X, Y € D(M) e a € (M), Lx(Lya) — Ly(Lxa) = Lixyio;
4. Dados k,h >0, X € D(M), a € QF(M) e 8 € Q" (M),

Xi(aAB) = (X2a)AB+ (=) an(XiB).

1.2 Grupos e Algebras de Lie

Um grupo de Lie G é uma variedade suave com estrutura de grupo (G, ) na qual o
produto
m: GxG — G
(91,92) = m(g1,92) = g1 g2

e a inversao
i G — G
g —
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sao aplicagoes suaves.

Chamamos a atenc¢ao para o fato de que, sendo G um grupo de Lie e g € GG, temos os

difeomorfismos

1. (Translagdo a esquerda)
Ly: G — G
h — g-h'
2. (Translagdo a direita)
R,: ¢ — G
h +w— h-g
Um teorema demonstrado por Elie Cartan expressa uma propriedade fundamental acerca

dos grupos de Lie.

Teorema 1.1. Sejam G um grupo de Lie e H C G um subgrupo (no sentido algébrico).
Temos que H é um subgrupo de Lie mergulhado se, e somente se, H é um conjunto

fechado na topologia de G.

Para uma prova do resultado acima, consulte [14].

Lembramos que uma dlgebra de Lie ¢ dada por uma espaco vetorial g dotado de um

produto
[, ]:gxg—9

tal que:

a) [, ] é bilinear;
b) [, ] é alternado, i.e., [X, X] =0, VX € g;

c) |, | satisfaz a identidade de Jacobi, i.e., para todos X,Y, 7 € g,

XY 20+ 2, X Y]+ Y, [2, X]] = 0.

O produto [, | é chamado de comutador (ou colchete de Lie).
E facil ver que, se [, | é alternado, entdo [, ] é antissimétrico, i.e., para todos X,Y € g,
[X, X] = —[Y, X]. Mais ainda, quando o corpo sobre o qual g é um espago vetorial

tem caracteristica distinta de dois, a alternancia e a antissimetria sao propriedades

equivalentes.

Um simples exemplo de algebra de Lie é o ja& mencionado colchete de Lie de campos
vetoriais. Ademais, dada uma &lgebra de Lie g, um subespaco vetorial a C g é uma
subdlgebra de Lie quando for fechado pelo colchete de Lie, i.e., para todos X,Y € g,
(X,Y] € g.
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Associamos a um grupo de Lie G a chamada dlgebra de Lie dos campos invariantes

a direita, dada por:
g:={X € D(G) | (Ry)sn(Xn) = XR,n), Vg, h € G}.

E facil ver que a aplicacio
Av: g — T.G
X = X,

é um isomorfismo linear. Dessa forma, g ~ T,.G.

Acdo de Grupos de Lie

Sejam M uma variedade suave n-dimensional, G um grupo de Lie de dimensao m e
g ~ T.G a sua respectiva algebra de Lie. Iremos assumir que G age suavemente em M a

esquerda, por meio de uma ac¢ao
w: GxM — M
(g,2) = g-=
que assumimos ser regular, i.e., tal que o espaco das érbitas M := M/G é uma variedade

suave e, além disso, a projecdo canonica que associa a todo x € M a sua 6rbita O,
qgc: M — M
Y
r = O,

é uma submersdo. Assim, sendo cada érbita O, = q5'(O,) C M pré-imagem de um valor
regular, temos que, pelo Teorema da Funcao Implicita, cada 6rbita é uma subvariedade de

dimensao m.
Uma caracterizacao tutil das acoes regulares de grupos de Lie é dada pelo seguinte

Teorema 1.2. Seja G um grupo de Lie agindo suavemente a esquerda em uma variedade

suave M. Temos que G age reqularmente em M se, e somente se, o subconjunto
Reg:={(z,g-z) |zreM,ge Gy C M xM

¢ fechado.

Para uma prova do resultado acima, consulte [13].
E conveniente definirmos, para todo z € M, a aplicacio
e G —> M
g = lg)=pgw)
Ademais, chamamos a atencao para o fato de que, para todo campo vetorial Z € g, a

curva integral maximal vZ(t) de Z, que passa pelo elemento neutro e € G por t = 0, estd

definida para todos os pontos de R [14]. Desse modo, podemos considerar a seguinte
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Definicao 1.3. A aplicacio exponencial é dada por

exp: g — G
Z = A1)

A partir da aplicacdo exponencial, introduzimos uma importante classe de campos

vetoriais em M.

Definicao 1.4. Para cada Z € g, defimos o campo vetorial fundamental:

Tt
O conjunto dos campos vetoriais fundamentais é denotado por I' e, além disso, para todo
x € M, denotamos Tq o = {Z, | Z € g}.

(exp(tZ) -3:), Vo e M.

t=0

O conjunto I'¢ define uma algebra de Lie [14], chamada de dlgebra de Lie dos campos

vetoriais fundamentais. Observamos também que, dados v € M e Z € g, Z, = (tz)«e(Z)
€ FG,ac = (Mm)*e(TeG)'

Denotaremos também com I'g, em negrito, a distribui¢ao gerada pelos campos vetoriais

fundamentais, i.e,
I'c=Tq).
Evidentemente, como R-espacos vetoriais, I'¢ C I'g. Além disso, teremos que I' = ker q,.

Ademais, chamamos a atencao para o fato de que todo § € ker g, ¢ vetor de um campo

fundamental Z, i.e., &€ = Z,. De fato, existe uma curva suave = : (¢,€) — G tal que 7(0) = e,

) — ¢. Decorre disso que o campo vetorial fundamental Z € D(M)

. N d
= e * _—
Y= Mz O 70<dt‘0

iad 7 =", ’
associado a 70<dt .

) e T.G ~ g é tal que Z, = £. De fato, pela Regra da Cadeia,

d
0) = (Ha)xe © V40 (dt

Além disso, é possivel provar [11] que, quando a agao é efetiva (i.e., para cada g € G,

d

£ = (e ©7)x0 (dt

) — ()lZ) = 2.

existe x € M tal que g - # x), a correspondéncia g 3 X — X € T'¢ é um isomorfismo de

algebras de Lie.

1.3 Distribuicoes e Teorema de Frobenius

Em uma variedade suave n-dimensional M, uma distribuicao suave k-dimensional
(ou de dimensao k) é dada por uma aplicacao F : M > p — F, C T, M tal que, para cada
p € M, F, ¢ um subespaco vetorial de T,M e existe uma vizinhanga aberta U C M de p tal
que
Flv =span{Xy,..., Xx},
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sendo k uma constante independente de p e {X1,..., X} C D(U) ponto a ponto linearmente

independente. Para denotar que uma distribuicao F ¢ de dimensao k, escrevemos dim F = k.

Sendo F uma distribuicao suave k-dimensional sobre uma variedade suave M, dizemos
que um campo X € D(M) estd inscrito na distribui¢do F, ou que pertence a distribuicao
F, e escrevemos X € F, quando, para todo p € M, X, € F,. Observamos que, se temos
F = span{Xi,..., Xi}, entdo X € F se, e somente se, existem fungoes fi,..., fr € C°(M)
tais que X = ij fiX;. Mais ainda, sendo F uma outra distribuicdo suave de dimensao constante
sobre M, dizr;rllos que F estd contida (ou inscrita) em F, e escrevemos F C F, quando,

para todo p € M, f"p C Fp.

Além disso, de maneira dual, podemos descrever as distribuigoes a partir de um conjunto
de 1-formas diferenciais, as quais anulam os campos vetoriais pertencentes a distribuicao. De
fato, denotando com I o submédulo de Q'(M) das 1-formas anuladas pelos campos de F,
podemos interpretar F como sendo a distribuicao dos subespagos que anulam as formas de I,
ie.,

F =ann(I).
Na prética, pode ser 1til denotar I com F1, e também denotar ann(l) com I+.

Ademais, para uma genérica distribuicdo J sobre uma variedade suave M, definimos uma
variedade integral de F como sendo uma subvariedade imersa N C M tal que, para todo
p € N, T,N C F,. Alternativamente, pode-se pensar em uma variedade integral como sendo
uma imersdao h : N — M na qual N := h(N) satisfaz a propriedade T,N C F,, Vp € N.
Quando dim F = dim N, dizemos que N é uma variedade integral mazimal de F e, nesse
caso, para todo p € N, T,N = F,. Por fim, dizemos que a distribui¢do F é completamente
integrdvel se, para cada p € M, existe uma variedade integral maximal N tal que p € N. Em
particular, toda distribuicao suave unidimensional ¢ completamente integravel, visto que, nesse
caso, todos os pontos da variedade M admitem variedades integrais maximais determinadas

pelas curvas integrais dos campos vetoriais.

Sendo F uma distribuicao suave k-dimensional definida em uma variedade n-dimensional
M, uma importante ferramenta para avaliarmos a completa integrabilidade de F é dada pelas
integrais primeiras da distribuigdo. Uma fungdo suave f € C*°(M) é dita ser uma integral
primeira de F se, para todo campo X € F, X(f) = 0. Nesse sentido, nao é dificil verificar que
F é completamente integravel se, e somente se, para cada x € M, ha uma vizinhanga aberta
U de z na qual F|y admite o maior niimero possivel de integrais primeiras funcionalmente

independentes, a saber, n — k.

Além disso, um critério fundamental que caracteriza as distribui¢cbes completamente

integraveis é descrito pelo Teorema de Frobenius.

Teorema 1.5 (Frobenius). Sejam M uma variedade suave n-dimensional e F uma distri-
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buicao suave k-dimensional definida em M. As sequintes assercoes sao equivalentes:

1. F € completamente integravel;

2. SeU C M ¢é um aberto para o qual existem campos vetoriais Xy, ..., Xy € D(U) tais que
Flu = span{Xi,..., Xy}, entao, para quaisquer 1 < i,j <k, [X;, X;] € Flu;

3. SeU C M éum aberto para o qual existem 1-formas diferenciais 0%, ... 0" % € QYU) tais
que Fly = ann{6,...,0" %}, entdo, para cada 1 < i < k, existem 1-formas diferenciais
at,. . ok e QYU) tais que

n—k
do' => " o’ N,
j=1

Observamos que, de um ponto de vista algébrico, a ultima das asser¢oes elencadas no
Teorema de Frobenius também pode ser descrita ao dizermos que cada df® pertence ao ideal

gerado pelas formas diferenciais 0, ...,0" . Ideais desse tipo irdo reaparecer no Capitulo 5.

Por fim, chamamos a atencao para uma outra noc¢ao basilar associada as distribuigoes
suaves. De fato, dizemos que um difeomorfismo ¢ : M — M é uma simetria finita da
distribui¢do F se ¢ preserva a distribuicao, isto ¢, para cada x € M, ¢..(F) = Fy(e). Ademais,
um campo vetorial em M é dito ser uma simetria infinitesimal de F se o seu fluxo é
composto por simetrias finitas de F, e denotamos por Sym(F) o conjunto de todas as simetrias
infinitesimais da distribuicao F. No Capitulo 3, iremos estabelecer uma caracterizagao tutil das

simetrias infinitesimais das distribuigoes.



Capitulo 2

Fibrados

Neste capitulo, vamos introduzir, com brevidade, a nocao de fibrado, fornecendo alguns
simples exemplos e comentando sobre alguns importantes casos particulares. Aos leitores

interessados em obter mais informagoes acerca do tema, indicamos as referéncias [14, 23].

2.1 Nocoes Preliminares sobre Fibrados

Definigao 2.1. Um fibrado consiste de uma quddrupla (E, 7, B, F), em que E, B e F sao
variedades suaves, m : E — B € uma submersao sobrejetora, e vale a propriedade de
trivializ¢ao local: dado x € B, hd wma vizinhanga aberta do ponto x, digamos U, e um
difeomorfismo ¢y : 7Y (U) — U x F de sorte que m o Yy = 7, sendo 7, a proje¢io da

variedade produto U x F no aberto U.

Assim, na presenca de um fibrado (F, 7, B, F'), a variedade E é chamada de espacgo total,
B é chamada de espago base, e F' é chamada de fibra padrdao. Além disso, o difeomorfismo
Yy é comumente chamado de trivializagdo local, e a pré-imagem 7~ '(x) de um ponto x € B
¢é chamada de fibra em x. Em particular, por meio da propriedade de trivializacao local,

vemos que dimF = dim B + dim F'.

Quando nao ha risco de confusao quanto a fibra padrao, é costumeiro se referir ao fibrado
(E, m, B, F) por meio da aplicagdo m : E — B, ou apenas por meio do espago total E.
Pelo fato de que 7 é submersao, temos que w é aberta e também que, dado = € B, a fibra

71 (z) C E é uma subvariedade (mergulhada) difeomorfa & fibra padrao F'.

A seguir, iremos estabelecer, sobre o espaco total F, cartas adaptadas as fibras do fibrado.
A ideia é a de usar cartas de E para, localmente, parametrizar as fibras com m := dim F’

coordenadas.

Definigao 2.2. Seja 7w : E — B um fibrado. Dizemos que uma carta ¢ : V C E — R" xR™,

definida em um aberto V C E, é uma carta adaptada as fibras de 7 se, dados p,q € V
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tais que w(p) = m(q), vale que pri(¢(p)) = pri(v(q)), sendo pry a projegio do produto R"™ x R™

no seu primeiro fator R™.

A existéncia de cartas adaptadas as fibras dos fibrados advém da forma local das submer-
soes e, por exemplo, na Secao 2.3, mostraremos como este conceito auxilia na simplificagao
da expressao local de certas formas diferenciais. Por enquanto, na prova da nossa primeira

proposicao, veremos que as trivializagoes locais também induzem cartas adaptadas as fibras
dos fibrados.

Proposicao 2.3. Seja m: E — B um fibrado. Dado p € E, existem uma vizinhanca aberta

V' do ponto p e uma carta de E, definida em V', que é adaptada as fibras de .

Demonstra¢io. Dado p € E, existe uma vizinhanga aberta U C B do ponto m(p) para a qual
se define uma trivializa¢ao local ¢y : 7 1(U) — U x F. Como m oty = 7 em 7 (U),

podemos escrever ¢y (p) = (w(p),v) € U x F. Dal, consideramos cartas
Op Uy — R, @, : Uy — R™,

com Uy C U vizinhanga aberta de m(p) e U, C F vizinhanca aberta de v. Desse modo, a
aplicagao

(S%ﬂ%) : Uﬂ'(p) XUU CUxF—R'"xR™

define uma carta da variedade produto U x F' para o ponto (w(p),v). Assim, como ¢y é um
difeomorfismo e (Yp) ' (Urp) % U,) é uma vizinhanca aberta de p, podemos afirmar que a

aplicagao

¢ = (Pps P0) © VUl ()1 Uy xt) * (0) T (Usy X Uy) € E — R" x R™

define uma carta do espago total E para o ponto p.

Além disso, dados p,q € (Vu) ' (Urp) *x Uy), € usando novamente que m 0 oy = 7 em
7~ 1(U), obtemos:
{ pri((B) = gy om0 Yu(p) = o m(D)
pri(o(q)) = wp om0 Yy (q) = ¢p o m(q)

Dal, se 7(p) = 7(q), entdo pri(o(p)) = pri(¢(q)). Portanto, ¢ é uma carta de F, definida
na vizinhanga aberta de p dada por (Yr) " (Uxp) x Uy), e ¢ é adaptada as fibras do fibrado,

como desejado. O]

Fixado um fibrado 7 : E — B, as coordenadas locais {z1,...,2n+m} definidas no

dominio de uma carta adaptada sdo chamadas de coordenadas adaptadas (ou naturais).

Definicao 2.4. Seja m : E — B um fibrado. Uma aplicag¢io suave o0 : B — FE ¢é dita ser

uma se¢d@o suave do fibrado © quando vale que ™o o = idg. Denotamos o conjunto das seg¢oes
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suaves de m por I'(m). Analogamente, quando o : U — E for uma aplicag¢do suave definida
em um aberto U C B tal que wo o = idy, diremos que o é uma se¢do local suave do fibrado
7. Dado x € B, denotamos o conjunto das secoes locais suaves definidas em uma vizinhanga

aberta de x por I'y(m).

Proposicao 2.5. Seja 7 : E — B um fibrado. Dado x € B, existe uma segdo local suave

o:U — FE definida em uma vizinhanca aberta U de x.

Demonstragio. Dado z € B, temos uma trivializagao local ¢y : 7= 1(U) — U x F, em que

U C B é uma vizinhanca aberta do ponto x. Agora, dado v € F', defina a aplicacao

. U — E
y = (Yu) ' od(y)

Y

em que
v: U — UXF
y = (y,0)

Pelo fato de que v é suave e 1y é um difeomorfismo, obtemos que a aplicacao o é suave.

Ademais, usando que 7, 0 ¢y = 7 em 7 }(U), calculamos:

moo(y)=moyyoo(y) =mod(y) =y, Vge U.
Logo, o é uma secao local suave do fibrado 7 definida no aberto U, com = € U. O]
Escdlio 2.6. Seja m : E — B um fibrado. Dado p € FE, existe uma secao local suave

o:U— FE tal que p € o(U).

Demonstra¢io. Dado p € E, basta considerarmos, na demonstragao da Proposicao 2.5, x = m(p)
e o0 tnico v € F tal que ¥y (p) = (7(p),v). De fato, perceba que a se¢do local suave o : U — E
é tal que
o(m(p) = (o)~ o 0(n(p)) = (Vo) ((n(p),v)) = (Yv) ™" o Yu(p) = p.
m

Observacao 2.7. O Escélio 2.6 wvale, de fato, para qualquer submersio p € C*(E, B) [21].

Em particular, a Proposi¢ao 2.5 é vilida para qualquer submersao sobrejetiva p € C*(E, B).

A seguir, dois simples exemplos para ilustrar alguns dos aspectos abordados.

Exemplo 2.8 (Fibrado Tangente). No Capitulo 1, definimos o fibrado tangente por meio
da uniao disjunta dos espagos tangentes em todos os pontos da variedade. Por outro lado, a

partir da referida unido disjunta, naturalmente se define a submersao

T TM — M
gp = p.
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Note ainda que, a partir da equagdo (1.1), temos em toda vizinhanga coordenada U C M um
difeomorfismo

¢: 7 (U) — U xR"

com a sequinte descri¢io em coordenadas locais:

"0
¢ (Zvia

i=1 (

> = (p,v1,...,0p) .
P

Ou seja, o fibrado tangente a uma variedade n-dimensional tem fibra padrao R"™. Ademais, note
que as cartas descritas pela formula (1.2) sao cartas adaptadas ds fibras de TM. Observamos

também que os campos vetoriais sao as segoes suaves do fibrado tangente.

Exemplo 2.9 (Fibrado Cotangente). No Capitulo 1, definimos o fibrado cotangente por
meio da unido disjunta dos espagos cotangentes em todos os pontos da variedade. Por outro

lado, a partir da referida unido disjunta, naturalmente se define a submersao

m. T"M — M

(67 — P

Note ainda que, a partir da equagao (1.4), temos em toda vizinhanga coordenada U C M um
difeomorfismo
¢: 7 (U) — UxR"

com a sequinte descri¢io em coordenadas locais:

10) (il vid(:vi)p> = (p,v1,...,0n).

Ou seja, o fibrado cotangente a uma variedade n-dimensional tem fibra padrao R™. Ademais, note
que as cartas descritas pela formula (1.5) sao cartas adaptadas as fibras de T*M. Observamos

também que as 1-formas diferenciais sio as segoes suaves do fibrado cotangente.

Em geral, observamos que, para k > 1, as k-formas diferenciais sao as segoes suaves do

fibrado dos k-covetores tangentes.

Por meio da Proposicao 2.5 e do Escolio 2.6, percebemos que sempre podemos definir
secoes locais suaves relativas a um dado fibrado. Por outro lado, existem fibrados que nao

admitem uma secao global suave sequer.

Exemplo 2.10 (Fibrado Tangente Furado). Sejam S* C R® a esfera e TS*\{0} o con-
junto dos vetores tangentes nao nulos. O fibrado tangente furado de S* é a quddrupla
(TS*\{0}, 7, S*, R*\{0}), em que
m: TS*\{0} — §?
gp = p
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Pelo fato de que as secoes suaves do fibrado tangente T'S? sdo campos vetoriais, dizer que
m tem uma se¢do suave globalmente definida implicaria na existéncia de um campo vetorial em
S? globalmente ndo nulo, algo que é proibido pelo Teorema da Bola “Cabeluda”. Portanto, ndo

hd secdo suave de ™ que esteja definida em toda a esfera S*.

Por outro lado, a existéncia de uma secao suave globalmente definida, associada a uma
certa hipotese de conexidade, é condigao suficiente para adquirirmos uma versao global do

Escélio 2.6. Mais precisamente, pode-se mostrar o seguinte

Lema 2.11. Sejam 7 : E — B um fibrado com fibras conezxas e s uma segao local sauve de m
definida em um aberto U C B suficientemente pequeno. Se I'(m) # 0, entdo existe uma se¢io

suave global o : B — E tal que o|y = s.

Para uma prova desse resultado, veja [23].

Definigao 2.12. Sejam (E,m, B, F') um fibrado, G variedade suave e S C E uma subvariedade.
Se (S, 7|s,7(S),G) define um fibrado, o chamamos de subfibrado de 7.

Do ponto de vista notacional, é comum se referir a um subfibrado somente por meio da
submersao sobrejetora 7|s : S — 7(.5). Observamos também que a fibra padrao de m pode
ser diferente da fibra padrao do subfibrado 7|s. A seguir, fornecemos um simples exemplo de
subfibrado.

Exemplo 2.13 (Fibrado Vertical). Sejam 7 : E — B um fibrado e 7 : TE — E o fibrado

tangente. O fibrado vertical a 7 € dado pela unido disjunta

V(m):= | kerm,, C TE.

peEE

Equivalentemente, o fibrado vertical a m é dado pela aplicagcao
wly:V(n) — E

tal que
(7lv)"(p) = kerm,,, Vp € E.

Assim, temos que V(m) é um subfibrado de TE.

A seguir, iremos tecer mais alguns comentarios acerca das trivializagoes locais dos fibrados.

De fato, sejam 7 : E — B fibrado com fibra padrao F' e {U,}, cobertura aberta de B,
de sorte que, para cada «, ha uma trivializagao local ¢, : 7 1(U,) — U, X F. Dado x € U,,

pelo fato de que 7 0 ¢, = m em 7 1(U,), podemos escrever

Ya(p) = (,%0:(p)), Vp € 77 (2),



2.1. Nogoes Preliminares sobre Fibrados 25

em que Y, : 7 () — F é um difeomorfismo. Assim, para quaisquer indices o, 3 tais que
U,NUs # 0, a fibra em « € U, N Up é difeomorfa a fibra padrao via 1, ., bem como via ¢g.,
de modo que podemos considerar a aplicagio 1, o (¢5,)~" € Diff(F)), em que Diff(F') denota

o conjunto dos difeomorfismos da fibra padrao F' em si mesma. Isto enseja a seguinte aplicagao:
Tap: UaNUg — Diff(F')
z = Paw o (Vpe) Tt
Dizemos que 7.4 ¢ a fungdo de transicdo entre as trivializagoes locais 1, e 13. Elencamos

algumas propriedades interessantes das fungoes de transigao:

(1) Toa(z) =idp, Ya, Yz € U, Visto que: Too(T) = Yoz 0 (Vo) ' = idp;
(2) Tap(z) = (18a(2)) 7Y, Vo, B, Yo € U, N Us, visto que:
Tai(®) = Yaw 0 (W) = (($50) © (o) ™) = (@)
(3) (Condigdo do Cociclo) T,z 0 T3, (v) = Toy(2), Yo, 5,7, Vo € U, NUg NU,, visto que:

Tap © Ty () = Yo,z © (@Z)ﬂw)_l 01y © (@Z)wc)_l = Yoz © (wmw)_l = Toy (7).

E interessante destacar que a condicao do cociclo pode ser utilizada para construir fibrados

e, para uma discussao mais detalhada nesse sentido, consulte [14].

A partir do ponto de vista exposto acima acerca das trivializagoes locais, podemos
realizar algumas observagoes quanto a restricao de um fibrado. De fato, a restricao de um
fibrado 7 : K — B a uma genérica subvariedade S C E nao define sempre um subfibrado.
Contudo, quando S = 71 (W), em que W C B ¢é uma subvariedade, 7| : S — 7(S) = W
define um subfibrado de w. Com efeito, sejam {U,}, uma cobertura aberta de B e uma
colegao {1, : 71 (U,) — U, x F'}, de trivializages locais relativas ao fibrado 7. Claramente,
{Vo := UsNW}, é uma cobertura aberta de W, de sorte que {¢q|-1(v,) : 71 (Vo) — Vax F}q
define uma colegao de trivializagoes locais com respeito a qual 7|g se torna um subfibrado de

7. Em suma, temos a seguinte (veja [14])

Proposigao 2.14. Sejam 7 : E — B um fibrado com fibra padrao F, W C B uma subvarie-
dade e S := w1 (W) C E. Nessas condigoes, temos que w|s é um subfibrado de © com fibra

padrao F.

A partir do resultado supracitado, construiremos um certo tipo de fibrado, descrito pela

nossa proxima proposicao [14].

Proposicao 2.15 (Fibrado Pullback). Seja w: E— B um fibrado com fibra padrao F, e
considere f € C®(B, B). A unido disjunta
f(E) = U Ei(q)
qeB

define um fibrado com fibra padrio F, denominado fibrado pullback de E por f.
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Demonstracao. Sendo w : E — B um fibrado com fibra padrao F', obviamente a aplicacao

72 BxE —s BxB
(¢,p) = (¢, 7(p))

define um fibrado com fibra padrao F. Ademais, o grafico de f, Graf(f) := {(¢, f(q)) | ¢ € B},
é uma subvariedade do produto B x B. Assim, denotando S := #~!(Graf(f)), obtemos da
Proposigao 2.14 que a restrigdo 7|g : S — Graf(f) é um subfibrado de 7 com fibra padrao F'.

Mas, imeditamente da defini¢do, obtemos que S = f*(E). Ou seja, temos um fibrado

7~r

ey fH(E) —  Graf(f)
& = (g, f(q))

com fibra padrao F'. Para concluirmos, note que temos um difeomorfismo

¢: Graf(f) — B
(¢, /(@) — q

e, dessa forma, a composicao

poT

&q =g

define um fibrado com a mesma fibra padrao de 7|« (g, como desejado.

2.2 Fibrados Vetoriais

Nesta sec¢ao, iremos discorrer brevemente acerca de um particular tipo de fibrado, que

serd extensivamente utilizado ao longo do texto.

Definicao 2.16. Sejam 7 : E — B um fibrado com fibra padrio R*, {U,}« cobertura aberta
de B, e considere trivializagoes locais {tbq : 771 (U,) — Uy x R*},. Se, para todos x € B e
@, a fibra 7=(z) € dotada de uma estrutura de espago vetorial real e 1y, € um isomorfismo

linear, dizemos que ™ é um fibrado vetorial real de dimensdo (ou posto) k=rk(E).

Os exemplos (2.8), (2.9) e (2.13) retratam fibrados vetoriais.

Proposicao 2.17. Seja m : E — B um fibrado vetorial real de dimensao k. Dado x € B,
existem uma vizinhanga aberta U, C B de x e segoes locais o1, . ..,0y de w, definidas em U,,
tais que

{o1(y), -, ok(y)}
¢ base de ' (y), Yy € U,.
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Demonstracio. Esta prova utiliza a mesma ideia da demonstracao da Proposicao 2.5. De fato,
dado z € B, temos uma trivializacao local ¢, : 771(U,) — U, X R*, em que U, C B é uma

vizinhanga aberta do ponto x. Assim sendo, defina as aplicagoes

o U, — E
y = (Ya) Tl oély)

Y

em que
& Uy —> U, xRF
7
Yy = (yv 67;)
sendo e; 0 i-ésimo vetor da base canoénica de R¥, i = 1,... k. Como visto na prova da

Proposicao 2.5, todas as aplicacdes o; sao secoes locais suaves de 7 definidas no aberto U,.
Ademais, dado y € U, veremos que {0(y),...,06(y)} C 7 (y) é base da fibra em y e, como
Yoy : 71 (y) —> R¥ ¢ isomorfismo linear, basta verificarmos que {tu.y(1(¥)); - - -, Yoy (ok(y))}
é base de R*. De fato, sendo 7 a projecio da variedade produto U, x R¥ na fibra padrio RF,

temos o seguinte:

wa,y(o—i(y)) = T2 © 7% o Oz(y) = T2 © 51(9) = €&, = 17 SRR k>
e isto termina a prova. ]
No contexto dessa ultima proposicao, dizemos que {0y, ...,0r} é um referencial local
associado a 1,.
Proposicao 2.18. Seja 7 : E — B wum fibrado vetorial real de dimensao k. Dado p € E,
existe uma se¢ao suave o : B — E tal que p € o(B).
Demonstrag¢ao. Vamos primeiramente mostrar que a se¢ao nula

oo B — F

r = 0,

é suave. De fato, dado z € B, consideramos uma trivializacio local ¥ : 7= (U,) — U, x R,

em que U, C B é um aberto que contém o ponto z. Note que, para todo p € U,,

Va0 0lu, (p) = (7(), Yarn) (Orr) ) = (7(p), 0),

tendo em vista que ¢, r(y) é, em particular, uma aplicacao linear. Logo, 1 o 0|y, é suave
e, assim, pela generalidade do ponto x € B, conseguimos concluir que o é suave. Dali,
o €T'(m) # (. Além disso, 7 tem fibras conexas, visto que as fibras sdo espagos vetoriais. Desse

modo, podemos aplicar o Lema 2.11 para inferir o enunciado. O]

Definicao 2.19. Sejam m : E — B um fibrado vetorial real de dimensio k e E' C E wma
subvariedade. Vamos dizer que um subfibrado 7| : E' — B de 7w é um subfibrado vetorial

de dimensdo k se 7|y define um fibrado vetorial de dimensio k.
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Agora, vamos estabelecer uma equivaléncia para a nogao de subfibrado vetorial de posto

constante. Primeiramente, introduzimos a seguinte

Definicao 2.20. Seja m: E — B um fibrado vetorial real de dimensao k. Dizemos que um
subfibrado 7| E' — B de 7 tem dimensdo constante se, para todo © € B, o conjunto
(7| ) Hw) = 7 @) NE C 7~ Yx) é um subespago vetorial com dimensio r := dim(| )~ ()

independente de x. A constante r é chamada de dimensao do subfibrado.

Proposigao 2.21. Seja 7 : E — B um fibrado vetorial real de dimensao k. Um subfibrado
7|y : E' — B de 7 define um subfibrado vetorial de dimensdo k' se, e s6 se, 7|y : E' — B

define um subfibrado de dimensdo k.

Demonstragio. Pelas defini¢oes, é imediato perceber que, se 7|y : E' — B define um
subfibrado vetorial de dimensdo k', entdo 7| : E' — B define um subfibrado de dimensio
k'. Reciprocamente, seja {1, }o uma colecio de trivializacoes locais de 7 definidas nos abertos
7 1(U,) C E que, por sua vez, definem uma cobertura do espago total E. Para cada a,

considere a aplicagao

Go: TN UNNE —> U, x RF
) = (ﬂ_(y)v Ty © wa,ﬂ'(y) (y)) 7

/
, . ~ . . / . . ’
em que m : R* — R¥ é a projecdo nas primeiras k" entradas. O nosso objetivo serd aquele

de mostrar que {&a} ¢ uma colegao de trivializagoes locais do subfibrado 7|, e, além disso,
o

. 7 _ ' " . .
verificar que, para cada x € B, ), : 7 (z) NE — R* ¢é um isomorfismo linear.

Com efeito, por hipdtese, cada fibra 7—!(z) N E' é um subespaco vetorial de dimensio
dim 7' (z) N E' = k". Assim, pelo fato de que m, € sobrejetiva e 1), , ¢ um isomorfismo linear,
temos que 1y, = s © Vaelr-1(p)np também é um isomorfismo linear. Daf, uma simples conta
direta revela que a aplicagao U, X R 5 (21, 72) = (Vo) (22) € 7 (U,) NE" é a inversa
de 1;&, ou seja, e é uma bije¢do. Além disso, sendo 1, suave, temos que 1;& é suave também.

Ou seja, 1, € uma bijecao suave.

. . . . - . KN\ . L
Agora, veja que, utilizando a identificacao Twa(y)(Ua x R") ~ Tw(y)UOj X Tww(y)(y)R ,
podemos escrever Ya., = (7| oy (Prog ©Wa)sy), €m que prog = Uy X R* — R* éa projecio em
R* . Tendo em vista que 7|, é uma submersio, sabemos que ker 7/ o =1y (W_l(ﬂ(y)) N E')
e, desse modo, se £ € T, (Wfl(Ua) N E’) é tal que n.,(¢) = 0, entdo hd uma curva suave

B:(—€¢€) — 7 Y n(y)) N E" desorte que 5(0) =y e By = &. Dessa forma,

0 = (proy o Qzoz)*y(ﬁ*o)
= (proy o U © B)s0, pela Regra da Cadeia,

- (&a,ﬂ'(y) o ﬁ)*07 pOiS ™o 5 = 7T<y)
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Dai, 1, x(y) © B ¢ uma funcao constante e, uma vez que wa =(y) € um isomorfismo linear,
a curva (3 deve ser constante e, assim sendo, [, = £ = 0. Consequentemente, temos que
J)a*y é uma aplicacdo linear injetiva. Mas, sendo 7|, : E' — B um fibrado de dimensio k',
vemos que o dominio e a imagem de Qza*y sdo espagos vetoriais de mesma dimensao (a saber,
n-+ k,) e, assim, obtemos que &a*y é um isomorfismo linear. Portanto, pelo Teorema da Funcao
Inversa, 1), é um difeomorfismo local e, sendo uma bijecdo, a aplicacdo ¥, 6, globalmente um
difeomorfismo. Por construcao, sendo m; : U, X Rk — ]Rk a projecdo em RF | m o ¢h, = | g

e, com essa observacao, concluimos a prova da asser¢ao enunciada. O

O teorema a seguir [21] fornece um critério 1til para dizer quando uma dada colegao de

subespacos vetoriais define um fibrado vetorial real de dimensao constante.

Teorema 2.22. Sejam m : E — B um fibrado vetorial real de dimensdo k e {D, C 7 '(x)}.en

uma colecao de subespagos vetoriais. Suponha que hd uma constante m tal que, para todo y € B,

existem secoes locais suaves oq,...,0, : U C B — E definidas em uma vizinhanca aberta de
y tais que, para todo x € U, {o1(x),...,0m(x)} € base de D,. Nessas condigoes, temos que a
unido disjunta D := U D, é um subfibrado vetorial de dimensdo m.

zeB

Por fim, observamos que, se 7 : E — B é um fibrado no qual as fibras sdo espacos
vetoriais reais, entdo I'(m) define um C°°(B)—mdbdulo. De fato, sendo fi, fo € C*(B) e
01,09 € I'(m),

(fro1 + fa02)(2) = fr(z)or(z) + fa(z)0a(z), 2 € B,

define uma estrutura de C*°(B)—mdbdulo em I'(7). Em particular, se 7 é um fibrado vetorial,

['(7) define um C'*(B)—mdbdulo .

2.3 Formas Diferenciais Semibasicas

As formas diferenciais basicas e semibdsicas irao desempenhar um papel importante no
Capitulo 4 e no Capitulo 5, especialmente no ambito da reducao por simetrias. Mais do que
para apenas fibrados m : F — B, essas formas diferenciais também podem ser consideradas

no contexto mais geral de submersoes p: M — N.

Definicao 2.23. Seja p : M — N wuma submersao. Dizemos que uma forma diferencial
a € QF (M) é p-semibdsica quando, para todo X € ker p,, X s = 0. Denotamos por Q% (M)
o conjunto das formas diferenciais semibdsicas. Além disso, Q% (M) denota, para todo k > 0,

o conjunto das k-formas diferenciais semibdsicas.

Sendo g : M — M /G a projegao canonica definida por meio da a¢ao de um grupo de

Lie G em uma variedade M, chamamos uma forma g,-semibésica de forma G-semibdsica.
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Observe que, para todos X € kerp, e a € Q*(N),
Xap*a =0. (2.1)

Definicao 2.24. Seja p : M — N wuma submersao. Dizemos que uma forma diferencial
a € QF(M) é p-bdsica quando, dado o € Q*(M), existe 5 € Q*(N) tal que o = p*(f).

Analogamente ao caso semibasico, chamamos uma forma g-basica de forma G-bdsica.
Decorre da defini¢ao que toda forma p-semibésica (ou G-bésica) « é tal que X .o = X 1a =0,
para todo campo X vertical com relacao a submersao p (ou gq). Trabalhando, porém, com
submersoes que possuem fibras conexas, vale também o reciproco (veja [7], Corolario 2.3),

portanto, nesse caso, vale a seguinte outra caraterizacao:

Proposicao 2.25. Relativamente a uma submersao com fibras conexas, uma forma « é bdsica

se, e somente se,
Xia = Xida =0,

para todo campo vertical X.

Ademais, veja que, a partir da equagao (2.1), toda forma diferencial basica é também

semibdsica.

Podemos utilizar coordenadas adaptadas para expressar localmente uma forma diferencial
semibasica. De fato, sejam M e N variedades suaves e p : M — N uma submersao, com
n:=dim M e m := dimker p,, de modo que dim N =n —m. Dado z € M, pela forma local
das submersoes, existem vizinhancas coordenadas U C M de z e U C N de p(z) nas quais

podemos considerar cartas p : U — R" de M e ¢ : U — R" ™ de N tais que p(U) C U e
Ypopop l=pri:pU) CR"™ xR" — R"™.

No referencial local associado a carta adaptada ¢, vamos escrever localmente um qualquer

campo vertical X € ker p,. De fato,

X‘U:Zfz% fieCc®U), i=1,...,n.
i=1

)
i

0
-1
> = ,lvz)*p(x) O Pyz © gp*g@(af;) (8%,

0

w(w)>
so(x))

= (Yopo <p_1)*¢(x) (03&
0

= oo (5],
B { 0,set>n—m

# 0, caso contrario




2.83. Formas Diferenciais Semibdsicas 31

Uma vez que 9,,(,) ¢ um isomorfismo, obtemos que p,, ( ) = 0 se, e somente se,

or;

x
t > n —m. Logo, todo campo vertical X ¢é localmente dado por

" 0
Xlv= Y fi—

i=n—m-+1 896,

Portanto, nas coordenadas adaptadas {z1,...,Zy_m,...,Z,} € para todo k > 1, qualquer
k-forma diferencial semibéasica « é localmente dada por
O./|U = Z ail...ikdxil VANRIERIAY d.l’zk
1<) << <n—m
Para cada k > 1, e relativamente a uma submersao p, o conjunto dos k-covetores tangentes

p-semibdsicos ¢ dado por
Ak(M)sb = U A:’Z(M)p,sba

zeM

em que, para cada z € M,
NE(M ) = {T € AS(M) | €47 =0, V€ € kerp,,.}.

Lema 2.26. Seja p: M — N uma submersao, com n := dim M e m := dimker p,. Para

todos k> 1 ex € M, a aplicagao

Dy A];)(m)(N) — AS(M)ps
Qp(x) =

¢ um isomorfismo linear. Em particular, para todo x € M, dim A¥(M), s = (”;m>

Demonstragio. Sejam a, 3 € QF(N). Comegamos observando que, pela definicio do pullback
de formas diferenciais, se ap(z) = Bp(a), entao pi(ap@)) = Pi(Bp=))- Além disso, observamos
também que, como p*(a) € Q¥(M) é uma forma diferencial bésica, p*(«) é semibésica, de sorte
que p*(a), € A¥(M),q. Portanto, a partir destas duas observagoes, vemos que a aplicagao
P como enunciada estd bem definida. Ademais, por meio da definicao de soma entre formas
diferenciais e da linearidade do pullback em z, obtemos a linearidade de p. A injetividade
da aplicacdo p: advém do fato de p ser uma submersao. De fato, dados &, ..., & € TN,
suponha que pi(apz)) = Pi(Bp)). Pela sobrejetividade do diferencial de p em z, existem

vetores tangentes &1, ...,& € T, M tais que:

(0= B)pw) (@ &) = (@ = By (Pual&), - Pua(&)
= pla— (& &)
= pi((0 = Blpw)) €1, &)
= 0.

Para concluirmos, iremos mostrar a sobrejetividade de pj. Para alcancarmos esse ultimo

objetivo, vamos verificar primeiramente a sobrejetividade quando k = 1.
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Afirmagdo 2.27. Dado T € A(M), o, T € Imp?.

Demonstrag¢io. Sejam U C N uma vizinhanca coordenada contendo o ponto p(x) e

9 0
oxy  Orp_mm,

o referencial local associado. Sendo p; uma aplicacao linear injetiva e o conjunto

{dzlpy, -+ dTnmlg() }

linearmente independente, o conjunto

C = p;{dxl\p(x), RN ,d$n,m’p(r)} = {d(:r;l e} p)’x, Ce ,d(l‘n,m 0] p)|x}

também é linearmente independente. Por outro lado, pela sobrejetividade do diferencial de p
em z, existem vetores tangentes &1, ..., &,—y, € Tp M tais que D :={p,, (&), ..., P(§nm)} é
linearmente independente. Em particular, {{;,...,&,—n} € linearmente independente e, com
isso, conseguimos verificar que span{&,..., &, } Nker p,, = {0}. De fato, considere qualquer

n € span{&y, ..., & —m} Nkerp,,, de modo que existem ay, ..., a,_, € R tais que:

n—m

n= Z a;&;.

i=1
Dai,

n—m

0=p,.n) = ap,.(&)

=1

e, como D é linearmente independente,

Logo, n = 0.

A partir do exposto acima, inferimos que, fixada uma base {&,—m+1,...,&,} de ker p,,,

B = {61, e ,gnfm,fnferla cee 7671}

é base de T, M. Agora, afirmamos que a matriz

A= [d(z; 0 p)a(&)]

1<,5<n—m

é inversivel, ou seja, afirmamos que o conjunto

n—m
{ws 1= (dlx; 0 PIo(&), - d(xy 0 Plalbumm))
¢é linearmente independente. Realmente, sejam by, ..., b,_,, nimeros reais tais que
n—m
bjUj =0.
7=1
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Equivalentemente, para todo ¢ € {1,...,n —m},
n—m
> bid(z; 0 p)la(&) = 0. (2.2)
j=1

Mas, é imediato ver que, para todos os vetores tangentes {&,_m+1,---,& ) C ker p,., a equagao

(2.2) também é valida. Deste modo, por B ser base, deduzimos que

n—m

bjd(zjop), =0.

J=1

Dai, como C ¢ linearmente independente, b; =0, @ = 1,...,n —m. Assim, podemos dizer que
hé (tnicos) ¢1, ..., chm € R tais que
C1 T(&)
A- : = :
Cn—m T(gn—m>

Além disso, como T' € A}, (M),

sb, x
T&)=0,i=n—m+1,...,n.

Ou seja, avaliamos o funcional linear 7" na base B e, a partir disso, vemos que

T =Y c¢d(ziop)|. =p; <Z cidxi|p(z)> € Imp;,.

i=1 =1

]

Por inducao, demonstraremos a sobrejetividade em geral. De fato, com k£ > 2, tome
w € QF(M) tal que w, € A5(M),q e seja & € T, M. Dai, considere o (k — 1)-covetor tangente
a M em x dado por £_w,. Sendo w, semibdasico, £_w, também o é. Logo, por hipétese de
inducao, existe T € A];(_;)(N) tal que p*(T) = {uw,. Note que, como p* é uma aplica¢ao
injetiva, T é unico, de sorte que denotamos Ty :=T. A aplicacdo T, M 3§ — T € Af)(_xl) (N)

possui as seguintes propriedades:

e Dados {,neT,MeacR, Tero =T+ aT,, em virtude da linearidade da insercao de

vetores tangentes e da injetividade de p7;

« Dados &,n € T, M tais que p,, (&) = p,.(n), Te = T,,, e podemos ver isto da seguinte
maneira: se £ —n € ker p,, e é w, semibésico, entdao (§ —n)iw, =0, i.e., {aw, = Naw, e,

pela injetividade de p}, obtemos a igualdade desejada.

A partir destas propriedades, e pela sobrejetividade do diferencial de p em z, esta bem definida

e completamente determinada a aplicagao

L: Tp(z)N X X Tp(x)N — R
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tal que

e, além disso, L é multilinear. Ademais, nao ¢é dificil ver que L ¢é alternada: se, a partir da
segunda entrada, encontram-se duas entradas coincidentes, entao L se anula, pelo fato de que
T¢ ¢ alternado; por outro lado, sem perda de generalidade, suponha que a primeira entrada de

L coincida com a segunda. Deste modo, sendo {& | 1 <i <k —2} C T, M, calculamos:

L(P.a(€):Pua(€) PulC0)s -+ Pulbiz)) = Te(Pal€): Picl&). - AP (E12))
= p(Te)(& &, &h2)

= Cowe (&6, E—2)
= 0.

Ou seja, temos que L € Ai(w)(N). Por fim, verificamos que, dados &;,...,& € T, M,

piL)(&, &%) = L(Pu(&) - pua(&)
T (pa(©) (&)
= po(Te) (&, &)
= &Gowa(&2,. -5 &)
= wy(&rs-- -, &k)-

Ou seja,

w, = pa(L) € Imp},

como queriamos demonstrar. O
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Capitulo 3

Equacoes Diferenciais como

Subvariedades dos Espacos de Jatos

Neste capitulo, iremos apresentar uma breve introduc¢ao aos espacos de jatos, um tipo
de variedade na qual as equacoes diferenciais podem ser entendidas, de um ponto de vista
geométrico, como sendo subvariedades equipadas com uma distribui¢ao, chamada de distribuicdo
de Cartan induzida. Dessa forma, as solucoes de uma equagdo sao tratadas como variedades
integrais da distribuicdo de Cartan induzida, sob certas condigoes de independéncia. Para o
leitor interessado em um tratamento sistematico da teoria dos espagos de jatos, recomendamos
as referéncias [16, 17, 18, 23, 26, 27, 28].

3.1 Espaco de 1-Jatos

Lembramos ao leitor que, de acordo com a Definicao 2.4, fixados um fibrado 7 : £ — B
e a € B, I';(m) denota o conjunto das segdes de 7 definidas, pelo menos localmente, em uma

vizinhanga aberta de a.

Definigao 3.1. Sejam 7 : E — B um fibrado e a € B. Dizemos que duas segoes r,s € I'y(7)
sio O-tangentes em a se r(a) = s(a). Agora, ser e s sio 0-tangentes em a e se verifica que

Twa = Ssa, €ntdo dizemos que as secoes r e s sio 1-tangentes em a.

No contexto da defini¢do anterior, é evidente que, para k = 0,1, o fato de duas se¢oes de
[, () serem k-tangentes em a define uma relagao de equivaléncia sobre o conjunto I'y (7). Tal

relagdo sera denotada por ~* e, além disso, a classe de equivaléncia de uma secio s € I'y(7)
k

serd denotada por [s]7.

Definicao 3.2. Sejaw : E — B um fibrado. Para k = 0,1, o espaco de k-jatos do fibrado

7 no ponto a € B, denotado por J(x), é definido como sendo o quociente T'y(w)/ ~F, i.e.,

Jo(m) = A{[s]a | s € Ta(m)}.
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Nesse sentido, o espago de k-jatos de m, denotado por J*(r), é definido como sendo a unido
disjunta

JH(m) = | JE(m).

a€eB

Naturalmente, toda fibra 7—!(a) pode ser identificada com JO(7) e, assim, podemos
também escrever que E = J°(7). A seguir, vamos introduzir uma estrutura diferenciavel para
JY(m). De fato, comecamos observando que da Definicao 3.1, e da definicao de pushfoward,

decorre imediatamente a seguinte

Proposicao 3.3. Sejam 7w : E — B um fibrado, com dimE =n+m edimB =n,a € B e

0 1

oS- Temos quer ~,

r,s € Iy(m) segoes tais que r ~ s se, e somente se, para todo sistema de
coordenadas {z"',... " u',...,u™} de E adaptadas ds fibras, com {x'} coordenadas locais em

B e {u’} coordenadas locais nas fibras, verifica-se

0
oxt

0

(M) =55 () 1<i<nl<j<m, (3.1)
a :BZ

a

em que, para todos os indices 1,7, denotamos 1’ :=u’ or e 8/ ;== u’ o s.

Agora, sejam as projegoes

T JUm) — J%m)

[sla = s(a)

a

e
m: JY(r) — B
Y
sl = a
de maneira que 7 = 7o m g, e seja {z', ... 2" u',... 4™} um sistema de coordenadas

adaptadas as fibras, relativamente a uma carta ¢ : V C E — R"™™™. Pode-se definir uma

parametrizacdo de 75 C J'(m) por meio das funcdes {z’, v/, u]} definidas da seguinte maneira:

v mp(V) — R
i = (@os)(a)
W owe(V) — R
sl = (Wos)(a)
e a aplicagao
uf Wi(l)(V) — R
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De fato, sendo n = dim B e n +m = dim F, toda carta ¢ : V C E — R"™™ se estende a uma

aplicacao ) tal que

oM): Wié(V) — e(V) x R™
}_)

Agora, devido & Proposicao 3.3, oM estd bem definida e, além disso, é injetiva. Ademais, a

aplicacdo M) é também sobrejetiva, pois, a partir de um arbitrario vetor (c;j) € R™, a segao

local suave s € I',(7) dada por s(z!,...,2") = (xl, T anlcﬂmi, o anl cimT' ) € tal que
i= i=

o (Isla) = (@'([s]a), v’ ([s]a), ciy)-

Definindo entdo em .J'(7) a menor topologia na qual todas as aplicacoes ¢! sdo continuas,
resultara que cada ¢! é um homeomorfismo e, portanto, J'(7) é localmente euclidiano. Nesse
sentido, como podemos cobrir a variedade J°(7) com uma quantidade enumeravel de cartas
adaptadas ¢ : V. — (V) C R"™™ podemos cobrir J!(7) com uma quantidade enumerdvel
de homemorfismos o) : 775(V) — (V) x R"™ e, portanto, J'(7) admite também uma base

enumeravel.

Ademais, dados a,b € B e segoes locais 7 € Ty (1) e s € Ty(7) tais que [r]L # [s]} € J!(n),
se ambas as classes de equivaléncia pertencem a um aberto do tipo 7y 5(V), entdo tais classes
conseguem ser separadas por abertos de J!(7) por meio do homeomorfismo (! definido em
m10(V). Agora, se [r]} € m5(V) e [s]y & mi¢(V), entdo r(a) # s(b) e, como JO(r) é Hausdorff,
podemos separar por abertos os pontos r(a) e s(b) e, consequentemente, podemos também
separar por abertos as classes de equivaléncia, fazendo isso ao considerar pré-imagens, por
meio de 7y, de abertos disjuntos do espaco total. Dessa forma, conseguimos constatar que
JY () é Hausdorff e, portanto, J*(7) possui uma estrutura de variedade topoldgica, com atlas

{pD} s obtido de um atlas {4 tacs de cartas de E adaptadas as fibras de 7.
Mais ainda, sendo () e ¢() cartas de J*(7) com Dom(o™) N Dom(y)V) # @), e conside-
rando {z', 4’} e {y’, v’} dois sistemas de coordenadas adaptadas respectivamente referentes as

cartas ¢ e 1 de E, a Regra da Cadeia nos diz que, fixados 1 <ig <nel < j; <m,

ajio Les) = ;aii a(”j%s)ajio &)
L B R i) oM A .
= —| (x' . v70) + — 70 uw os)].
2 Gyl ><M o E ] 5, >)

Assim, vemos que as coordenadas derivadas v] dependem de maneira suave das
coordenadas {z*,u’} e, além disso, dependem de maneira afim das coordenadas derivadas u?.
Dessa forma, temos que as funcdes de transicio do atlas {p()},cs sdo suaves e, portanto,

JY(m) é, de fato, uma variedade suave de dimensao dim J!(7) = n +m + mn.
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3.2 Espaco de k-Jatos

Tendo em vista a Proposicao 3.3, apresentamos a seguinte

Definicao 3.4. Sejam 7 : E — B um fibrado, com dimB =n edimE =n+m, a € B e
r,s € I'y(m) tais que r(a) = s(a). Dizemos que r e s sio k-tangentes em a se todas as suas

derivadas, até a ordem k, coincidem em a.

No contexto da defini¢ao anterior, é importante observar que a condigao sobre a igualdade
das derivadas em a independe da escolha de coordenadas e define uma relagdo de equivaléncia
sobre o conjunto I', (7). Tal relacio serd denotada por ~* e, além disso, a classe de equivaléncia
de uma secio s € [',(7) serd denotada por [s]*. Assim, podemos generalizar a Definicao 3.2,

definindo para todo ntimero natural k o espaco de jatos J*(r).

Definicao 3.5. Seja 7w : E — B um fibrado. O espago de k-jatos do fibrado m no ponto

a € B, denotado por J%(x), € definido como sendo o quociente T,(7)/ ~F, i.e.,

Ja(m) = {[sla | s € Tu(m)}.

Nesse sentido, o espago de k-jatos de m, denotado por J*(m), é definido como sendo a unido
disjunta:
JH(m) = | JE(m).
aEB

Assim, analogamente ao caso de J'(r), definimos as projegoes

Teo: JE(m) —  JOm)
[sla = s(a)

a

e JH#) — B

de maneira que 7o 7,y = m,. Nesta caso, porém, para qualquer 0 < [ < k, consideramos

também as aplicacoes
e JE(T) —  JY7)

’
Y

—  [sla

Q

s

de maneira que, para quaisquer 0 < h <1 < k, mpp, = T 5 © Tp .

A seguir, vamos introduzir uma estrutura diferencidvel para J*(r). Com efeito, seja
{z',...,z", u',... ,u™} um sistema de coordenadas adaptadas as fibras, relativamente a uma
carta ¢ : V C E — R"™. Pode-se definir uma parametrizacio de W,;(l)(V) por meio das
fungoes {x%, v/, ul} da seguinte maneira:

it om(V) — R
= )

[s]a (" 0 5)(a)



3.2. Espago de k-Jatos 39

w: ma(V) — R
B o Won
e
ul: Wk’(l)(V) — R
lo
B o g W)

De fato, sendo n = dim B e n +m = dim F, toda carta ¢ : V C E — R"™™ se estende a uma

aplicacao ¢® tal que

k) W];[l)(V) — gp(V)X]Rd
s e (20, (1), il ([s1%))

com d := m (("Zk) — 1). Veja que, a partir da Definicdo 3.5, cada aplicacdo o) esta

bem definida e é injetiva. Além disso, fixado (¢) € R? podemos considerar polinémios

P; = Pi(x!,...,2") tais que

Hlol ,
z —
ox°

o)

g 1<j<m, 1< |o| <k

Ou seja, temos uma segao local suave s € I'y(7),
s(zt,. .. 2") = (o, ... 2" Pyat, . 2", .., Po(at, . a™)),

tal que o ([s]¥) = (2%([s]¥), w ([s]*),c}), de modo que @) é sobrejetiva e, portanto, bijetiva.

Assim, podemos concluir que J*(7) é uma variedade suave de modo inteiramente analogo
aquele realizado em J!(7). De fato, definimos em J*(7) a menor topologia na qual todas
as aplicacoes ¢®) sdo continuas. Em particular, cada ¢*) é um homeomorfismo e, portanto,
J¥(m) é localmente euclidiano. Nesse sentido, como podemos cobrir a variedade J°(7) com
uma quantidade enumerdvel de cartas adaptadas ¢ : V. — (V) € R™" podemos cobrir
J¥(7) com uma quantidade enumerével de homemorfismos ¢® : m5(V) — ¢(V) X R e,

portanto, J*(7) admite uma base enumeravel.

Ademais, dados a,b € B e secdes locais 7 € [',(7) e s € T'y() tais que [r]® # [s]F € J*(m),
se ambas as classes de equivaléncia pertencem a um aberto do tipo W,;(l](V), entao tais classes
conseguem ser separadas por abertos de J*(7) por meio do homeomorfismo ¢* definido em
mro(V). Agora, se [r]F € 7 5(V) e [s]y & 7, 5(V), entdo r(a) # s(b) e, como JO(w) ¢ Hausdorff,
podemos separar por abertos os pontos r(a) e s(b) e, consequentemente, podemos também
separar por abertos as classes de equivaléncia, fazendo isso ao considerar pré-imagens, por
meio de 7, de abertos disjuntos do espago total. Dessa forma, conseguimos constatar que
J¥(m) é Hausdorff e, portanto, J*(m) possui uma estrutura de variedade topolégica com atlas

{1 cg obtido a partir de um atlas {@q }aes de cartas de E adaptadas as fibras de 7.
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Mais ainda, similarmente ao caso de J!(m), aplicando-se sucessivas vezes a Regra da
Cadeia, pode-se mostrar que, sendo ¢ e 1)*) cartas de J*(7) com Dom(p*) N Dom(p*)) # 0,
e considerando {z*,u’} e {y’,v’} dois sistemas de coordenadas adaptadas respectivamente
referentes as cartas o e ¢ de E, cada coordenada derivada v’ depende de maneira suave das
coordenadas {z°,u’} e, além disso, depende de maneira polinomial das coordenadas derivadas
ul, com 1 < |a| < |o|. Dessa forma, temos que as funcdes de transicio do atlas {p®)},cq sdo

n+k)

suaves e, portanto, J*(r) ¢, de fato, uma variedade suave de dimensao dim J*(7) = n+m( .

Relativamente a estrutura suave com a qual equipamos os espacos de k-jatos, todas as

projegoes . : J¥(w) — JH(7) e m : J¥(7) — B séo fibrados.

Definig¢ao 3.6. Seja 7 : E — B um fibrado. O k-ésimo prolongamento de uma segio

local s : U C B — E de m € dado pela aplicagdo

grs: U —  Jk(m)

a +— [s]k

a

Evidentemente, 7 o j*(s) = idy. Além disso, podemos sempre assumir que a imagem da
secao, s(U) C JO(m), esteja contida no dominio V' de uma carta adaptada ¢ de JO(7). Assim,
usando a carta v := 7 o ¢ de B, a imagem da aplicacdo j*s o1)~! estd contida em W];é(V) e,
portanto, a composicio ) o j¥s 0 1)~ estd bem definida e é suave. Ou seja, temos que, para

cada secdo local suave s do fibrado 7, j¥s é uma secdo local suave do fibrado 7.

Por fim, gostariamos de sublinhar a forma local das se¢oes e dos seus prolongamentos.

De fato, em coordenadas adaptadas {z’,u’}, as se¢des de um fibrado 7 sdo da forma

ou mais simplesmente,
s(z) = (¢",v (2)).
Desse modo, os k-ésimos prolongamentos sao da forma

J*s(x) = (@', up (@),

em que u) = e 0 < |o| < k.

3.3 Distribuicao de Cartan
A partir dos prolongamentos de secoes locais, introduzimos uma importante distribuicao
sobre os espacos de jatos.

Definicao 3.7. Em J*(n), a distribuicdo de Cartan, denotada por Ck(w), é a aplicagio

que, a cada ponto 0 € J*(r), associa o subespago Cf(m) C Ty(J*(m)) gerado por todos os vetores
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£ € Ty(J*(m)) tangentes aos prolongamentos de segoes locais s tais que a imagem do k-ésimo

prolongamento j*s contém 0.

A distribuicao de Cartan, evidentemente, é uma estrutura geométrica intrinsicamente
definida em J*(r) e, portanto, suas propriedades independem da escolha de coordenadas locais.
Contudo, ¢é extremamente importante saber como esta distribuicao é descrita em coordenadas.

Esta descricao ¢ fornecida pela seguinte

Proposicao 3.8. Seja 7 : E — B um fibrado, comn =dim B e n+m = dim E. Em toda

vizinhanga coordenada U C J*(r), com coordenadas {z*,u?,ul}, podemos escrever
CH(m)|y = span DW, i = ann {wj} )
(2 au‘; (e

sendo 0 <l|o| <k—1,|p|=k 1<i<n,1<j<me, além disso,
w._ 0 -~ 0
D;" = pY + ) Z“aﬂiw

0<|o|<k—1j=1 o

n
Joe— Jyd — J i
wl = dul, =Y ul, da'.
i=1

Demonstragio. Sejam F € C*(J*(x)), a € B, s € Ty(n) e 6 := j*s(a). Em uma vizinhanga

coordenada U C J*¥(r), definida ao redor de 6, pela regra da cadeia, podemos escrever

(7*5). (aii>(F) - Ty f:(gf) (2“) (32)

0<|o|<k j=1
m(Oul\ [ OF
= D) + ( 6’) () . (3.3)
%—:k; 0x' ) \Qup

Logo,
C*(m)|u = span {Dl(k) 0 } :

, —
J
oup
, ~ . k
Dai, procurando a expressao mais geral de uma 1-forma anulada pelos campos DZ( ) e 0.,
P
obtém-se facilmente que tal expressao é uma combinacao linear das 1-formas w’?. Decorre

imediatamente disso que
CH(m)|y = ann {wf,} :

[]

) sdo comumente chamados

.~ . . k
No contexto da proposicao anterior, os campos vetorias Df
de derivadas totais truncadas a ordem k, enquanto que as 1-formas diferenciais w? sdo

chamadas de formas de Cartan.
Como corolario da Proposicao 3.8, temos que

dim C* () :n+m<n+k_ 1).

k
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Ademais, para quaisquer 1 < i <n, 1 <j <m, e sempre que |o| =k — 1,

l 0 DW= o
8uf,+1i, ‘ (9ng
¢ 0

Sl —17é0

Equivalentemente, podemos afirmar que dw’ = dz* A duf, 41, nao pertence ao ideal gerado pelas

formas de Cartan. Desse modo, vemos que vale a

Proposicao 3.9. A distribuicao de Cartan ndao é completamente integravel.

Finalizaremos esta se¢do com um resultado fundamental [24], que caracteriza as variedades

integrais da distribuicao de Cartan.

Teorema 3.10. Uma subvariedade n-dimensional ¥ C J*(r) tal que, localmente, satisfaz a
condigio de independéncia dz* A --- A da™|s # 0, é uma variedade integral de C(m) se, e

somente se, 3 € localmente grifico do k-ésimo pronlogamento de uma se¢do local de 7.

Demonstragio. Pela definicio de C*(7r), j4 sabemos que os prolongamentos de se¢des de 7 sdo
variedades integrais de C*(7) que satisfazem a condigao de independéncia dz' A --- A dx™ # 0.
Portanto, precisamos provar somente a reciproca. Se dz! A --- A dz"|s # 0, entdo as fungdes
{z',... 2"} podem ser usadas como coordenadas em Y que, portanto, localmente admite uma
parametrizagao da forma u(z) = fI(x), 0 < |o| < k. Por outro lado, C*(r) = ann {w/}, com
wl, = du, — ;::1 wq,dzt e 0 < |u| < k — 1. Portanto, se ¥ for uma variedade integral de C*(r),
teremos que wl |z = 0, i.e.,

(du] Zu%x)’ zza
Y =1

Dart -3 ponaat = 35 (2B - o) ao

=1

logo,

0fp (x)

fl(z) = =5

Analogamente,

0= (- St ) | =32 Oile) gy SDIETEES o fitz) e s

=1 =1

logo, ' '
0fil) _ O Hi)

j _dpz) 0
T, () = drt  Oxidxh’

Dessa forma, iterativamente obtemos que

ol f§ (x)

filx) = IR (3.4)

Portanto, a subvariedade ¥ é (localmente) o k-ésimo prolongamento de uma segdo local

x— (z, fo(x)). O



8.4. Simetrias Infinitesimias da Distribuicdo de Cartan

3.4 Simetrias Infinitesimias da Distribuicao de Cartan

Conforme prometido no Capitulo 1, vamos mostrar uma caracterizacao das simetrias

infinitesimais de uma distribuicao suave.

Teorema 3.11. Seja F = span{Xy,..., Xz} = ann{b,,..

definida em uma variedade suave M. As sequintes assercoes sao equivalentes:

1. X € Sym(F);

d
2. LxX; =Y wijXj, pij € C°(M), para todo i € {1,...,d};
j=1

n—d
3. Lx(0;) = X v;0;, vij € C°(M), para todo i € {1,...,n—d}.
j=1

oy On—a} uma distribuicao suave

Demonstracio. A prova deste resultado sera realizada por meio de trés implicacoes.

o 1 = 2 Sejam X uma simetria infinitesimal da distribuicao F e {4}, o seu fluxo. Temos

que {A;}, é uma familia de simetrias finitas de F, logo, para todo ¢, vale o seguinte:

(Ar)«(X) = Z_: ai; (1) X, (3.5)

onde as fungoes suaves «;;(t) dependem diferenciavelmente do parametro ¢. Dai, diferen-

ciando (3.5) com respeito ao pardmetro t, e aplicando isso em ¢ = 0, temos

d
LxXi=) piX;,

J=1

daij
dt

onde ;5 1= +—0-

2 = % Suponha que o campo X satisfaga a propriedade 2. Por um lado, sabemos que
X(0;(X;)) = Lx(0;) + 0;(LxX;) = 0, tendo em vista que 6;(X;) = 0. Por outro lado,
por 2, Lx(X;) também é anulado por todas as 1—formas {6y,...,6,_4}, de sorte que o

mesmo ocorre com Lx(6;) e, portanto, Lx(6;) é uma combinagao das formas {Hk}z;f.

3 = 1 Em um primeiro passo, sendo w uma 1—forma diferencial, vamos mostrar a

validade da formula

d * *
Sl Aw) = ALk ().
t=s
Com efeito,
d oy i Alps(w) — Af(w)
dt t:sAt (w) = %g% /
— lim As © At (UJ) B As (w>
t—0 t
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_a (hm i)~ Ag(@)

t—0
= Al(Lxw).

Portanto, a 1—forma diferencial ©(t) := Af(6x) A0y A -+ A 6,_4, que depende diferenci-
avelmente de t, é tal que ©;(0) = 0, pois A{(6x) = 0. Além disso, veja que Oy, satisfaz a
EDO

dOy, n—d

yr —=(t) = A} (Lx(0r))NOLA- - NOyg = ZA* Vi) A (O)NOL A+ - ANOpy—g = ZA vij) ;.
Logo, pelo teorema de existéncia e umcldade de uma EDO com valor 1mcla1 fixado,
temos que O (t) = 0, para todo k e para todo t. Ou seja, sempre temos que Ay é uma
combinacao das 1—formas diferenciais {6,,...,0,_4}. Portanto, o fluxo {4;}, é uma

familia de simetrias finitas da distribuigao F, significando que X € Sym/(F).
[

A partir do Teorema 3.11, podemos obter uma descrigao local das simetrias infinitesimais

da distribuicao de Cartan.

Teorema 3.12. Localmente, as simetrias infinitesimais de C*(m) sio da forma

Z = Za18$z+zzbjaju

Jj=1lo|=0

onde os coeficientes b). sao recursivamente calculados pela férmula

g
j k-‘rl k+1
bja—f—li - 2 :u0'+1h ah)’

emquel <i<n, 1<j<m, 0<|o|<Ek-—1

Demonstragio. Sabemos que, localmente, C*(m) = ann {w]} . Além disso, dwl = 3 da’ A dul,..

A partir da Férmula Magica de Cartan,
Ly(w!) = Zidw! +d(Zw?)

= 74 (Z dz' A dugﬂi) +d (b{, -y ahuf;Hh)
i=1 h=1

= Z (aiduiJrli - b§+1id$i) +d <bc]7 - Z ahuiJrlh) :
h=1

i=1
Por outro lado, para toda f € C*(J*(r)),

n m k
df = Y 0u(f)de’+>_ % 9,:(f)du,

i=1 j=1p|=0

= Yo+ Y

2. 9, (duf} =D updat + U;Hidﬂ)

n m k

= YD (Nd + 30 0, (fw
-1 =1 =0
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de modo que

dfzznjD§k+1>( fdz' (mod {wl}).

i=1

Logo:
Ly(w)) = zn: (al zn: DE (Yo" — bl da’ ) + zn: D+ ( zn: ahua+1h>
i=1 \ =1 s=1 h=1
= Zn: DD () da® — Zbo+l dz’ — Z Z ul i, DF(ay)da?
s=1 s=1h=1
= zn: (D kH ) —ul,y, Z D! k“ ah) — b ) dz'  (mod {wi})
i=1 h=1

Dessa forma, temos Lz(w?) =0 (mod {w;}) se, e somente se:

] o k+1 k+1)
bo—O—li - z Z ua—l—lh h)'

]

A partir do Teorema 3.12, mostraremos que todas as simetrias infinitesimais da distribuigao

de Cartan C*(r) sdo prolongamentos de campos vetoriais definidos em J°(r) ou J1 ().

Teorema 3.13. (Teorema de Lie-Bdécklund) Toda simetria infinitesimal de C*(mw) é o
prolongamento de uma simetria infinitesimal de C'(r). Mais ainda, quando m > 1, todas as

simetrias infinitesimais de C*(m) sdo prolongamentos de campos definidos em J°(r).

Demonstragio. O fato de que toda simetria infinitesimal de C*() é o prolongamento de alguma
simetria infinitesimal de C'(7) advém imediatamente do Teorema 3.12.

Sejam j € {1,...,m}, Z € Sym(C'(w)) uma simetria infinitesimal, e defina ¢; = Z.w’.
Novamente pelo Teorema 3.12, podemos escrever localmente:

Z = Zalaﬂ—l—th@h—l—Zth@h ¢ =b = and (3.6)
i=1

h=11i=1

Em seguida, temos que:
L0 = do; + Z adw?

na%cl +Z gbﬂd +ZZ d +ZZde A dul)

= zlhl

”(?(bjd —I-Za(b]d _{_znzza%d —I—Zazdu —Zb]d$

)
a 11h1

Agora, sendo que, para cada indice fixado j € {1,...,m}, dv/ = 3 uldz’ (mod {w"}),
i=1
temos por um lado que:

n

Lo = 3 GRS Hids'+3 3 SO 3 (o S S T (mod ()

Zlhl

h#j
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Assim, para todo indice fixado i € {1,...,n}, a condicdo de simetria £zw’ =0 (mod {w"}) se

traduz no seguinte sistema de equacgoes:

i O¢; UL 1
b=+ % faul = DV(9y),
A,
@i = _Bu%’
O ; .
2% =0, Vh#j

Dai, sendo m > 1, temos que, para quaisquer h # j € {1,...,m},
8ai _ 0 3(;5] . 0 agzﬁj —0
8uf n 8u? auz n Gu 8ul B

=0, Vhe{l,...,m},

e, assim,

U?
i.e., para todo i € {1,...,n},

a; = a;(z,u). (3.7)
Analogamente, vamos provar que o mesmo vale para todas as funcoes b’. Nesse sentido,

lembrando-se de (3.6), (3.7) e do nosso sistema de equagoes,
o,
oul — dub

)

—f— Z (5}”512&[ + OUZ = 6hjai + 5hjai = O,

donde ¥ =V (x,u), Vj.
Podemos reescrever as funcoes b usando (3.6), como vemos a seguir:
b & ul al UL S O(ulay) h
bi Oa:l Z Z <8uk Z oul Y

i=1 k=1 =1
n

V) =X D (ula)
1=1
= Z D U{, posto que sempre temos que DE )(u{) =0.
1=1

. Cada bg é, claramente, a i-ésima componente do primeiro prolongamento do campo vetorial
n m .
X =Y a0 + > V0, € DJ(r)),
i=1 j=1

como queriamos demonstrar. O

Este resultado nos motiva a definir o seguinte:

Defini¢ao 3.14. Uma simetria infinitesimal da distribuicio de Cartan C*(r) é denominada
sitmetria de ponto se, e somente se, tal simetria for o prolongamento de um campo de E.
Quando isto ndo ocorre, i.e., quando a simetria é prolongamento de uma simetria de C* (), mas

ndo de um campo definido em J°(7), dizemos que tal simetria é uma simetria de contato.
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Se Z € Sym(C*(r)) for o prolongamento do campo X € D(FE), escreveremos Z = X ),
Nesse caso, dizemos que X é um gerador de simetria. Na Secao 3.5, iremos tecer alguns
comentarios acerca do uso de simetrias de ponto para descrever solugoes de equacgoes diferenciais.

Dada uma simetria Z € Sym/(C*(7)), a fungao ¢ := (¢1,...,¢m), onde ¢; := Z_w?, é

denominada func¢do geradora da simetria Z. Nestes termos, temos o seguinte

Corolario 3.15. Toda simetria Z € Sym(CF(w)) é unicamente determinada por sua fungio

geradora ¢ := (¢1,...,¢m). Explicitamente, em coordenadas locais,
m ok n
Z="7Zy=>35 DP¢;)0,; — > dun(6n)D, (3.8)
Jj=11o|=0 i=1

comhe{l,....m}, o= (i1,...,in) e D® := (D1 o... o (DW)in. Em particular, quando

J

m > 1, a func¢do geradora depende linearmente das varidveis u, e, além disto, para quaisquer

J 7é h,

A partir da férmula (3.8), vemos que o termo

m k
> > D)0,
j=1|o|=0

é a componente transversal aos prolongamentos de se¢oes, de modo que, de um ponto de
vista geométrico, podemos dizer que as fungoes geradoras medem a velociadade com a qual as

simetrias infinitesimais deformam as variedades integrais da distribui¢do de Cartan.

3.5 Equacdes Diferenciais como Subvariedades

Os espacos de jatos sao os ambientes nos quais geometricamente as equagoes diferenciais

podem ser descritas como sendo subvariedades.

De fato, um sistema de equacoes diferenciais de ordem k£

Fl(z,us(z)) =0,

FMz, up(x)) = 0,
para uma funcio u = (u',...,u™) de x = (x',...,2"), sob hipéteses de regularidade para
F = (F',...,F*), pode ser tratado como sendo uma subvariedade & = {F(z,u,) = 0} C J*(7)

do k-ésimo espaco de jatos do fibrado

m R*"xR™ — R"

(x,u) =
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Dessa forma, as solugoes (no sentido usual) u = f(x) desse sistema sdo geometricamente
descritas pelas secoes s(x) = (z, f(z)) tais que os k-ésimos prolongamentos j*s tém gréfico
contido em & e, portanto, sdo variedades integrais da restricio de C*(m) & equacao &, descrita

a seguir.

A distribuicdo de Cartan induzida, denotada por C*(£), associa, a cada ponto

6§ € Jk(r), o subespago formado pelos vetores de Cj(7) tangentes a equagio em 6, ou seja,
Cr(&) :=CF(m) NTHE.
Exemplo 3.16 (Equagdes Diferenciais Ordindrias). Considere o fibrado

7. RxR — R

(x,u) +— x

Y

de modo que o k-ésimo espago de jatos J¥(m) é uma variedade suave (k + 2)-dimensional que
tem por coordenadas {x,u,us,...,u;}. De acordo com o formalismo dos espacos de jatos, a

equacao diferencial ordindria de ordem k
u®) = F(x,u,d, ... u®Y) (3.9)
¢, na verdade, a subvariedade (k + 1)-dimensional
E={up = F(z,u,uy,...,up_1)} C J*(m),

com coordenadas internas {x,u,uy, ... ,ux_1}. Nesse caso, a respectiva distribuicao de Cartan

induzida € dada por
CH(E) = ann{duy_, — Fdx, dup, —upidr | h=0,... k—2}.

Equivalentemente,

0 0 0 0
k
_ - F .
C*(&) = span {835 * ul@u oot 18uk_2 + auk_l}

Em particular, pelo fato de que C*(E) é uma distribuicio unidimensional, temos que C*(E) é
completamente integravel. Ademais, uma solu¢do u = u(x) de (3.9) corresponde a uma se¢io

local s(z) = (z,u(zx)) de w tal que seu k-ésimo prolongamento,

75(8)(x) = (2, ul@), ur(x), .. ., ux(2)),
tem grdfico contido em &.
Exemplo 3.17 (Equag¢do do Calor). Considere o fibrado

7 RPxR — R?

(x,t,u) (m,t)’
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de modo que o sequndo espaco de jatos J*(m) é uma variedade suave 8-dimensional que tem por
coordenadas {x,t, w, Uy, Up, Upy, Ugt, U }. A equagdo do calor é descrita pela subvariedade

7-dimensional

E = {Upy = us} C J*(70),
com coordenadas internas {x,t, w, Uy, Ug, Uy, U }-

A respectiva distribuicio de Cartan induzida € 4-dimensional e, em coordenadas, € dada
por

C*(&) = ann{du — updr — wdt, du, — wdr — updt, duy — Upds — uydt}.

Ademais, uma solugdo da equacao do calor no sentido usual corresponde, geometricamente,

a uma segao local s = s(x,t) de 7 tal que seu sequndo prolongamento,
j2(8)<l’, t) = (ZL', t7 U(Z‘, t)? Um(l’, t)7 ut(xa t)? umx(x7 t)a umt(xa t)? utt<x7 t))7

tem grafico contido em &.

Concluiremos esta se¢do com alguns comentarios acerca da nocao de simetria de uma

equacao diferencial.

Definigdo 3.18. Uma simetria finita da equacdo diferencial £ C J*(7) é uma simetria
finita da distribuicio C*(mw) que preserva a equagdo, no sentido de que (&) = E. Uma
simetria infinitesimal da equacdo diferencial £ C J*(r) é uma simetria infinitesimal

da distribuicio C*(m) que é tangente a equagdo.

Em virtude da definicao de simetria de uma distribuicdao, e em particular de uma
equacao, as simetrias podem ser utilizadas para transformar uma solugao em uma outra, ou
também para calcular solugoes invariantes. De fato, iremos terminar este capitulo sucintamente
ilustrando uma maneira pela qual simetrias de ponto podem ser calculadas e utilizadas para
descrever solugoes de equacoes diferenciais. Por outro lado, o leitor interessado pode consultar

[16, 17, 18, 23, 26, 27, 28] para ulteriores detalhes sobre a teoria das simetrias e suas aplicagoes.

Exemplo 3.19. Neste exemplo, vamos calcular os geradores das simetrias de ponto da equagdo
do calor uy — uy, = 0. Nesse sentido, em primeiro lugar, por meio da forma local das simetrias,
apresentada no Teorema 3.12, juntamente com o Teorema de Lie-Backlind, um gerador de

simetria de ponto da equacao do calor é da forma
X :=&(x, t,u)0, + 7(x, t,u)0 + ¢(x,t,u)0,.
Aplicando a condig¢io de tangéncia da simetria X® a subvariedade u; — tgy = 0,

X(z) (ut — uCCCC) =0 (mod Ut — Ugy = O)a
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obtemos a sequinte expressao:

_2Tuumuxt - QTacuxt - Tuuuiut + (gu - 27—:vu - Sgu)uxut + (Tt - qu — Tz + ¢u - 2£a:)ut - éuuu:;) +

i.e., um polinémio nulo nas coordenadas {u,u,, us, uy} de J*(w). Assim, pelo fato de que
todos os coeficientes do polinomio devem ser nulos, obtemos o sequinte sistema sobredetermi-
nado de EDPs lineares:

=0, Eun =0,

=0, Guw — 2600 = 0,

T =0 20— rs + £ =0,
§u — 2Ty — 38 =0, o — by = 0.

Tt — Qu — Taz + Gu — 2§, = 0,

Resolvendo tal sistema, encontramos:

& =c1 4 cax + 2c5t + 4egat,
T = ¢y + 2cqt + 4cgt?,

¢ = (c3 — c5x — 2¢6t — cex?)u + a,
onde cq, ..., cg SGo constantes reais e a € uma solucao da equagdo do calor.

Em particular, pondo c; = ... =c5 =0, cg =1 e a =0, vemos que
X = 420, + 420, — (2* + 2t)ud,,

¢ gerador de simetria de ponto da equacao do calor.

Por fim, via um simples exemplo, chamamos a atencao para o fato de que, a partir dos
fluxos das simetrias de ponto das equacoes diferenciais, podemos transformar solugoes em

solugoes das equagoes diferenciais.
Exemplo 3.20. Pelo Fxemplo 3.19, sabemos que o sequndo prolongamento do campo
X = 4t20, + 4t°0, — (2% + 2t)uo,

¢é simetria (de ponto) da equagao do calor. Portanto, o fluro de X,

Ae(m,t,u):< v ! (u\/m)exp{ e })

1 —4et’ 1 —4et’ 1 — 4det

agindo sobre uma se¢io s(x,t) = (x,t, f(z,t)), que descreve uma solu¢ao u = f(x,t) da equagio

do calor, a deformard numa familia a 1 parametro de secoes

sc(z,t) = (Acoso A_)(x,t) = (x,t, f(x,1)),
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_ _ - t
em que A, : R* — R? € a aplicagio tal que A.om = moA,, isto é, A(z,1) = <1 $4 i t)’
— de — 4de

e

f( t) 1 —ex? f( T t )
(r,1) = —/——=ex ,
vV 1+ 4det p 1+ 4et 1+4et” 1+ 4et

¢ uma familia de solugoes dependentes do parametro €.



Capitulo 4

Sistemas Diferenciais Exteriores e

Reducao por Simetrias

Os rudimentos da teoria dos sistemas diferenciais exteriores surgiram na década de 10
do século XIX, quando o matematico alemao Johann Friedrich Pfaff estudou a descrigao de
subvariedades nas quais uma dada 1-forma diferencial se anula. Apds cerca de um século, o
matemdtico francés Elie Cartan fundou e desenvolveu essa teoria. De fato, em 1877, Frobenius
introduziu o diferencial exterior de uma forma Pfaffiana (chamado de covariante bilinear) e,
no século XX, Cartan conceituou de maneira geral as formas diferenciais e a operacao de

diferenciagao exterior.

Um dos grandes objetivos no estudo dos sistemas diferenciais exteriores é aquele de
descrever as suas variedades integrais ou, em outras palavras, as subvariedades imersas sobre
as quais as formas diferenciais dos sistemas se anulam. Realmente, como veremos na Segao 4.2,
o interesse em tais variedades integrais se deve ao fato de que toda equacao diferencial admite
uma descricao local para as suas solucoes por meio das variedades integrais de certos sistemas

diferenciais exteriores com condicao de independéncia.

Para o leitor que desejar um maior detalhamento dos tépicos a serem abordados neste
capitulo, recomendamos as referéncias [2, 3, 7, 15]. Além disso, observamos que, daqui em

diante, salvo mencao contraria, M denota uma variedade suave n-dimensional.

4.1 Sistemas Diferenciais Exteriores e suas Variedades Integrais

Lembramos que Q*(M) denota a algebra exterior das formas diferenciais sobre M e, com
relacao a tal estrutura algébrica, é natural adotar a nogao de ideal algébrico exterior descrita

pela seguinte

Defini¢ao 4.1. Um subconjunto T C QX*(M) é um ideal algébrico exterior se valem as
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sequintes propriedades:

1. fw €Z, para toda f € C®(M) e para toda w € Q*(M);
2. w!' +w? € I, para todas as formas diferenciais w',w? € I;

3. aNw €Z, para todas as formas diferenciais o € Q*(M) e w € Z.

De maneira equivalente, podemos dizer que Z C Q*(M) é um ideal algébrico exterior se
(Z,+) é um grupo abeliano e, além disso, para todas as formas diferenciais a € Q*(M) e § € Z,

vale que a A € 7.

Para um genérico subconjunto S C Q*(M), denotaremos por Z = (), 0 ideal algébrico

exterior gerado por S. Portanto, diremos que Z = (S)a), € 0 ideal gerado algebricamente por S.

A partir da defini¢ao anterior, e considerando o fato de que a algebra Q*(M) é equipada
com a operacao de diferenciacao exterior, ¢ também natural definirmos uma nocao de ideal

algébrico exterior diferenciavelmente gerado da maneira descrita pela seguinte

Definicao 4.2 (Sistema Diferencial Exterior). Dizemos que T C Q*(M) é um sistema
diferencial exterior (SDE) quando I é um ideal algébrico exterior de Q0*(M) tal que dZ C T.
Ademais, um SDE com condig¢do de independéncia é um par (Z,w), no qual T é um
SDE e w € QF(M) é uma k-forma diferencial decomponivel, i.e., existem 1-formas diferenciais
w; €QNM), i=1,...,k, tais que w = w' A --- Aw*. Nesse sentido, uma tal forma diferencial

w € chamada de condicdo de independéncia.

Analogamente ao caso dos ideais algébricos, utilizaremos a notagdo Z = (S)qug para
denotar o SDE gerado por um subconjunto S C Q*(M), ie., (S)ar = (S, dS)a, em que
dS = {dw | w € S}. Portanto, diremos que Z = (S)air ¢ 0 SDE diferenciavelmente gerado por
S.

Observamos também que, a partir de dois SDEs Z; C Q*(M;), i = 1,2, podemos definir
um terceiro SDE da seguinte maneira. Com efeito, sendo m; : My x My — M, a projecao no

1-ésimo fator, é facil verificar que
Ty + Ly = (mi(Th) Uns(Ts))arg C (M x Ms)
define um SDE, denominado soma direta de Z; e Z,.
Um tipo particularmente importante de SDE é o descrito pela seguinte
Defini¢ao 4.3. Um SDEZ C Q*(M) é Pfaffiano se globalmente, ou localmente (na vizinhanga

de todo ponto), I for diferenciavelmente gerado por um sistema de 1-formas diferenciais.

De maneira equivalente, dizemos que um SDE Z C Q*(M) é Pfaffiano se Z for diferencia-

velmente gerado pelo médulo das se¢des de um subfibrado I € A'(M), ou seja, Z = (I'(I))qi-
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Exemplo 4.4. Recordamos que, no FExemplo 5.17, ambientamos a equacdo do calor uy, = u;

em um espaco de jatos 8-dimensional, e descrevemos a distribuicdo de Cartan induzida
C*(&) = ann{du — updr — wydt, du, — wdr — ugdt, duy — Uyds — ugdt}.
A partir disso, podemos definir o sistema Pfaffiano
Z = (du — updr — wedt, du, — wdr — ugdt, dup — ugdr — updt) gy C Q5 (E).

De maneira mais ampla, na Segdo 4.2, iremos discorrer acerca de sistemas Pfaffianos obtidos

por meio da distribuicdo de Cartan induzida.

Também observamos que as componentes homogénenas Z* de um SDE Z C Q*(M)

sao definidas como sendo
IF=TnQ*M), k=0,1,2,...

Naturalmente, toda componente homogénea é um C*°(M)-médulo e, além disso,
o
I=61"
k=0

Daqui em diante, sempre consideraremos SDEs tais que Z° = {0} C C*(M), posto que,
mesmo quando Z° # {0}, assumiremos que sempre podemos nos restringir as subvariedades

em que as funcdes nao triviais de Z° sdo nulas.

Uma outra condigao recorrentemente utilizada no estudo dos SDEs ¢ descrita pela seguinte

Definigao 4.5. Dizemos que um SDE T C Q*(M) satisfaz a propriedade de posto cons-
tante se, para cada 1 < k < n, existe um subfibrado I* C A*(M) de dimensdo constante tal
que T'(I*) = T*.

De agora em diante, iremos supor que todos os nossos SDEs satisfazem a propriedade de

posto constante.

Na pratica, os SDEs mais recorrentes sao aqueles algebricamente gerados por formas
diferenciais de grau baixo, geralmente 1 ou 2. Por esse motivo, é conveniente introduzirmos a

seguinte

Definig¢ao 4.6. Um SDEZ C Q*(M) ¢é algebricamente gerado pelas suas primeiras k
componentes homogéneas se, para cada x € M, existe uma vizinhanga aberta U C M de x
tal que

v = T, T80 ) g

Como evidenciado no inicio deste capitulo, a principal motivagao para o estudo dos SDEs

tem sido o fato de que eles permitem caracterizar geometricamente as solugoes das equagoes
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diferenciais como sendo certas subvariedades sobre as quais as formas dos SDEs se anulam.
E natural, portanto, introduzir a nocao de variedade integral de um SDE, de acordo com a

seguinte

Definicao 4.7 ( Variedade Integral). SejaZ C Q*(M) um SDE. Uma imersao h : N — M
¢ dita ser uma variedade integral de T quando h*(Z) = {0}. Em particular, dada uma
condicao de independéncia w, dizemos que h é uma variedade integral admissivel quando

h*w # 0.

A seguir, apresentamos duas simples proposi¢oes que auxiliam na descri¢ao das variedades

integrais dos SDEs algebricamente gerados pelas suas primeiras componentes homogéneas.

Proposicao 4.8. Sejam k> 1, h: N — M uma imersio e T C Q*(M) um SDE tal que
Z={(T".. ., T"ugp

Nessas condigoes, h é variedade integral de I se, e somente se, para todo j € {1,... k},

h*(Z7) = {0}.

Demonstragio. Se h é variedade integral de Z, obtemos diretamente da definicdo que, para
todo j € {1,...,k}, h*(Z7) = {0}.

Reciprocamente, dado § € Z = (Z', ..., I%) g, ha formas diferenciais 6, € 7', ..., 0, € I*
eaq,. ..,k B1,..., 0 € QY (M) tais que

k k
0=> N0+ BiAdb;.
=1 =1

Dai, sendo que h*0; = 0 e h*df; = dh*0; = 0, teremos
k k
h*(0) = > h*(a;) AR (0;) + > h*(8;) A h*(df;) = 0.

=1 =1

Ou seja, h*(Z) = {0} e, como h é imersao, concluimos que h é variedade integral de Z. O
Proposicao 4.9. Sejam k> 1, h: N — M uma imersao e T C Q*(M) um SDE tal que
T=(T'..., T up.

Fizado j € {1,...,k}, se T3 = (01, ...,0)) iy, entao: h*(Z?) = {0} se, e somente se, sdo vdlidas
as igualdades h*(0;) = --- = h*(6;) = 0.

Demonstragio. Evidentemente, se h*(Z7) = {0}, entao h*(6;) = --- = h*(6;) = 0.
Reciprocamente, para cada forma diferencial § € Z7 = (0y,...,0;)qis, existem formas

diferenciais aq, ..., q;, B, ..., 5 € Q*(M) tais que

l l
0= ZC(Z/\HZ—FZﬁZ/\d(%
i=1 i=1
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Dai, sendo que h*0; = 0 e h*df; = dh*0; = 0, teremos
! !
h*(0) = h*(c;) AR*(6;) + > h*(8;) AR*(dB;) = 0.
i=1

i=1

Ou seja, h*(Z7) = {0}. O

Outra ferramenta que auxilia na descrigao das variedades integrais dos sistema diferenciais
exteriores é a nogao de integral primeira (local), que surge naturalmente no contexto dos
sistemas Pfaffianos. Em geral, diremos que uma fungao f € C*°(M) é uma integral primeira
de um SDE Z C Q*(M) se df € Z. Analogamente, diremos que uma fungao suave f € C*>°(U),

U C M aberto, é uma integral primeira (local) se df € I|y.

Agora, dado um sistema Pfaffiano Z = (I)g, gerado por um subfibrado I C AY(M), o

diferencial exterior induz a seguinte aplicagdo C*°(M)-linear:

S0 I — AN2(M)/(I)uyg
0 [d6)] ’

Podemos, portanto, definir a sequéncia de sistemas Pfaffianos derivados
=10 510 5 ... 5 [0

em que

IV =kerdy = {# € 1| df=0mod I}

e, recursivamente,

I™ =%keré_1, k=2,3,...,

com
Spo1: IT*=D — AZ(M)/(IT*D)Y
0 [d0)] '
Assim, para o menor k pelo qual I® = 1%+ “introduz-se a notacao 11> := I*) e se diz

que k é o comprimento da sequéncia dos sistemas Pfaffianos derivados.

O termo () é o0 maior subfibrado integravel de I, cuja dimensio é o nimero maximo de

integrais primeiras funcionalmente independentes de I.

4.2 Aplicacdo dos Sistemas Diferenciais Exteriores as Equacoes Dife-

renciais

Ao longo desta secao, mostraremos como as solugoes de equacoes diferenciais podem ser

descritas por meio de variedades integrais de SDEs, Pfaffianos ou nao.
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Definigdo 4.10 (Ideal de Contato). Em um espaco de jatos J¥(r), o Ideal de Contato
CF.(m) € o SDE Pfaffiano diferenciavelmente gerado em toda vizinhanca coordenada pelas
formas de Cartan, i.e.,

Chi(my = (wl [ 1< <m,0< o <k—1>diﬁ.
Veja que C¥, (7) independe das expressdes locais das formas de Cartan, devido ao fato

4

de que a primeira componente homogénea de C¥, () coincide com C*(7)*.

Seja €& C J*(m) uma equacio diferencial, em que 7 : R x R™ — R" é a projecdo nas

variaveis independentes, e considere a restri¢ao

Chi(€) = (@Dl [1<j<m0< o] <k—1)

de CF, () & equacdo €. Pelo Teorema 3.10, temos que as variedades integrais do sistema
CF,.(€) com condicio de independéncia dx! A - -+ A dz™ sdo k-ésimos prolongamentos de segoes

localmente descritas por solu¢oes da equagao .

Exemplo 4.11. Considere o espago de k-jatos J*(m), sendo  : R? x R — R a projecio nas

Viaty for definida e

variqveis independentes, m(x,y,u) = (x,y). Nos pontos em que F :

satisfizer as necessdarias condigoes de reqularidade, temos uma equagdo dzferenczal

£ = {ugcy = uwuy} C J*(m),

Tty

que descreve uma subvariedade 7-dimensional de J*(m). Nesse caso, as formas de Cartan

restritas a equacao £ sao

Wo = wole = du — uzdr — uy,dy,
Ul
Y= dy,

Wy 1= Wele = duy — ugpdr —
Tty

\/I_y

Wy = wyle = du, — dx — uy,dy.

Pelo Teorema 3.10, as variedades integrais bidimensionais do SDE C%, () = (wo, Wy, Wy) aify
com condigcdo de independéncia dx N\ dy sao grificos de prolongamentos de segoes (z,y) +—
(x,y, f(x,y)) para as quais uw = f(x,y) é uma solugdo, no sentido usual, da equagio €. Entre-
tanto, podemos utilizar também outros SDEs, definidos em variedades de dimensdo menor do
que 7, de modo a ainda consequirmos localmente descrever as solucoes da equagdo £ por meio
das variedades integrais de tais sistemas com condi¢ao de independéncia dx N\ dy. Por exemplo,

em JY(7), a forma diferencial wy e a 2-forma
de Nw, = dx N (duw _ viatly dy)
r+y

podem ser usadas para definir o SDE nao Pfaffiano

7= <du — uzdr — uydy, dx N <duz _ vty dy>>
Tty diff
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com condicdo de independéncia dx A dy. Assim, devido ao fato de que wy € I, o Teorema
3.10 nos leva a novamente concluir que as variedades integrais > de I sao ainda grdficos de

prolongamentos de segoes (x,y) — (z,y, f(z,y)) tais que

0=dxA (dux — ”uxuydy> ’ = (fxy — uxuy) dx N dy.
r+y X Y

T+

Logo, a fungio u = f(x,y) €, no sentido usual, solugio de £. Ou seja, as variedades integrais

de T também descrevem solucoes de £. Andlogas consideragoes valem para o SDE
T = (wo, dy N wy) ai-

Exemplo 4.12 (Equacgées de Monge-Ampere). Mais uma vez, consideramos o fibrado
m:R* xR — R tal que 7(z,y,u) = (x,9). No espago de jatos J*(n), com coordenadas

{z,y,u,p,q,7, 8, t} = {x, ¥, u, Uy, Uy, Uy, Usy, Uyy }, as subvariedades
E={F=0}C J*n),
em que
F:=Ar +2Bs+Ct+ D(rt — s*) + E

e A,B,C,D,E € C™(J\(r)), descrevem as equagées de Monge-Ampere. Também neste

exemplo, denotaremos por Wy, wW,,w, as restricoes a equacao £ das 1-formas

wo = du — pdx — qdy,
w, = dp — rdx — sdy,
wy = dq — sdx — tdy,

que descrevem a distribuicio de Cartan em J*(r). Novamente pelo Teorema 3.10, podemos
afirmar que as variedades integrais de C2,,(E) = (Wo, Wa, Wy) ai; com condigio de independéncia

dxt A --- Nda™, sdo grdficos de sequndos prolongamentos

(Ji,y) = (x,y,f(x,y), f$<x7y)7 fy(x7y>7f$x(x7y)7 f$y<x7y)7 fyy(x7y))

de segoes da forma (z,y) — (z,y, f(x,y)), em que u = f(x,y) € uma solugio de & no sentido

usual.

A seguir, iremos mostrar como as solu¢ées de uma equacio de Monge-Ampere podem
ser também descritas pelas variedades integrais de um SDE ndo Pfaffiano definido em J'(r),

reduzindo assim de 3 a dimensao do ambiente em que se podem estudar essas equagoes.

De fato, devido a forma de F', € possivel encontrar uma 2-forma
p=FdrNdy—p, peQ*(J(n)), (4.1)

que € uma combinagao linear de w, A\ w, e dos produtos exteriores de w, e w, com dx, dy, dp e

dq. Por exemplo, considerando-se

p=—Aw, Ndy + B(wy N dx —wy A dy) + Cwy A dx + D(w, A wy + wy Adp —w, Adg),
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teremos que
p=Adp Ndy+ B(dgNdy —dp Adzx)— Cdg Ndx+ Ddp A\ dqg+ Edz A dy.
Assim, usando (4.1), teremos que, para toda se¢ao

s(z,y) = (v, y, f(2,y)),

vale o sequinte:
0=5%(s)"(p) = j*(s)" (Fdx N dy) — 5" (5)"(p).
Portanto, f(z,y) é uma solucio da equacio F = 0 se, e somente, se, j2(s) (p) = 0.

Decorre disso que as variedades integrais de I = (wo, p) air, com condi¢io de independéncia

dzt A --- Adx™, descrevem solugoes de F.

Exemplo 4.13 (Equagdo de Burgers). Seja 7 : R* xR — R? o fibrado tal que 7(x,t,u) =

(x,t). A equacdo de Burgers é descrita pela subvariedade T-dimensional
E = {Upe = uy — 2uu,} C J*(7).

Como a equagdo de Burgers pertence d classse de equacoes de Monge-Ampere (neste caso usamos
t no lugar de y), € possivel aplicar a € as consideragoes do exemplo anterior. Neste exemplo,
porém, mostraremos que as solucoes de € podem ser descritas também pelas varedades integrais
de wum SDE ndo Pfaffiano em R*, reduzindo assim ainda mais a dimensdio da variedade em que
a equagdo pode ser estudada. Com efeito, em R*, com coordenadas {x,t,u,u,}, consideramos
o SDE

T = ((du — updz) A dt, d(u, + u?) A dt + du A dz) gig C Q*(RY),

com condigcao de independéncia dx N dt.

Nesse caso, toda variedade admissivel admite uma parametrizacao da forma
h: R* — R*
(,t) = (.t f(z,1),9(z,1))

tal que
0= h"((du — u,dx) Ndt) = (df — gdx) Ndt = (0.f — g)dz N\ dt

0= h*(d(u, +u*) Adt +du Adx) =d(g+ f°) ANdt + df Adx = (09 + 290, f — Opf)dx A dt,
de onde obtemos que
g=0,f, Of =0,9+2f0.f. (4.2)

Logo, u = f(x,t) € tal que
Oif = 03f +2f0.f (4.3)
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e, portanto, vemos que h(x,y) = (z,y, f(z,v), fz(x,y)) descreve uma correspondéncia entre
variedades integrais admissiveis e solucoes da equagdo de Burgers. Por fim, gostariamos de

apontar a relagao entre os geradores de I e as formas de Cartan restritas a equagdo de Burgers

Wo = wole = du — uzdx — uydt,
Wy = Wele = duy — (up — 2uuy )dr — ugydt,

W = wyle = duy — ugpdr — uydy.
De fato, verifica-se que os pullbacks dos geradores de I por meio da aplicagcdo
P: J(m) — R*
(r,tu, up,uy)  — (2,1, u,uy)
coincidem com as 2-formas

(du — uzdz) A dt = wy A dt,
d(ug + u?) Adt + du A dz = wg A dx + (0, + 2ui) A dt.

Exemplo 4.14 (Korteweg-de Vries). No espago de 3-jatos J3(m), com respeito ao fibrado
m R*xR — R?
(z,y,u) = (z,9)
e usando as coordenadas canonicas {x, Y, W, Uy, Uy, Ugg, Uzy, Uyy, Uzzz s Uzzy, Uzyy, Uyyy + POAEMOS
descrever a equagdo diferencial de Korteweg-de Vries (KdV) como sendo a subvarie-

dade 11-dimensional
E = {Uggy = uy —uu,} C J3 (7).

Nesse caso, as formas de Cartan restritas a equagdo sdo:

Wo = wole = du — uzdr — u,dy, Wiy = Wagle = gy — (Uy — uty)de — Uyyydy,
Wy = Wyle = duy — UpedT — Ugydy, 5\ Way = Wayle = dUyy — UpgydT — Ugyydy,
Wy = wyle = duy — ugydr — uy,dy, Wyy = Wyyle = dyy — UgyyydT — Uy, dy.
. . . 3 . SR J— —_ —_ —_ J—
Pelo Teorema 3.10, as variedades integrais de C2;.(E) = (Wo, Wy, Wy, Wags Way, Way) diff, COM

condicao de independéncia dx N dy, sao graficos de terceiros prolongamentos de secoes que des-
crevem solucoes da KdV no sentido usual. Por outro lado, assim como nos exemplos anteriores,
podemos considerar um SDE ndo Pfaffiano J em uma variedade de dimensao inferior, por

exemplo J*(7), que possui dimensio 8. Consideremos de fato o SDE
T = (W, W, Wy, AY A Ty = dy A dity + (0, — uug)dz A dy) gy C Q*(J*(7))

com condicao de independéncia dx Ady. Neste caso, as variedades integrais admissiveis admitem

parametrizacoes

h(z,y) = (v, y, f(2,9), fo(2,9), [y (2,9), fae(2,9), fay(2,9), fuy (2, 0)),
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e sao tais que

0 = h' (dy A dtgy + (uy — uuy)dx A dy)
= dy Ndfae + (fy — ffo)dz N dy
= (—fowe + fy — ffo)dz N dy,
ou seja, frze = fy — ffao €, portanto, f soluciona a KdV. Em termos das 1-formas de Cartan,
dy A dug, + (uy — uug)de A dy = dy N Wy,. Por fim, destacamos que poderiamos utilizar um

SDFE definido em uma variedade de dimensdao ainda menor do que 8, nomeadamente, 5. De

fato, em R®, com coordenadas {z,y,u,p,r}, considere o SDE
T = (01,02, 03) aip
com condi¢do de independéncia dx A dy, em que

01 := (du — pdx) A dy = @y A dy,
Oy := (rdx — dp) N dy = dy N @,
05 := (dr 4+ updz) A dy + du A\ dx = Wy, A dy + o A dz.

Neste caso, toda variedade integral admissivel admite uma parametrizacio h : R* — R®,
h(l‘,y) - (l’,y, fl('ray)vf2(‘r7y)7f3<xvy))? tal que

0= h"61 = (dfi — fodz) Ndy = (f1, — f2)dz A dy,

h 0y = (fsdx — dfa) Ndy = (fs — fa,)dx Ady

0=h"03 = (dfs + f1fedx) Ndy + dfi Ndz = (f3, + fif2 — fi,)dz A dy,

de onde obtemos que

Jo= fig, f3 = fou, flxmx:fly_flflx'

Portanto, h é o primeiro prolongamento de uma secao definida por uma solucao da KdV.

4.3 Reducao por Simetrias de SDEs

Por meio de uma submersao p : M — N, gostariamos de, a partir de um sistema
diferencial exterior Z C Q*(M), induzir um SDE J C Q*(N). Nesse sentido, o candidato
natural é o conjunto:

J ={0€Q(N) | p*(0) € Z}.

Dadas uma familia {6;}¥_, de formas diferenciais em 7 e uma familia de formas diferenciais
{a;}F_, definidas em N,

k

P (z ain8) = Yop(a) Ap(0) €

i=1
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pois cada p*0; € Z e o SDE Z é, em particular, um ideal de Q2*(M). Logo,
k
Z a; N 0, cJ.
i=1
Além disso, para todo 0 € 7,
p*(df) = dp*(0) € T,
pois p*(0) € Z e o SDE Z é, em particular, fechado por diferenciacao exterior. Logo,

do e J.

Ou seja, concluimos que J C Q*(V) é um sistema diferencial exterior, e isso nos motiva

a adotar a seguinte

Defini¢ao 4.15 (Redugdo de SDEs). Sejam Z C Q*(M) um SDE e p € C*(M,N) uma
submersao. A redug¢do de I por p, denotada por I/p, € definida do sequinte modo:
I/p:={0 € Q(N) | pdecl}.

Similarmente, dados k > 1, um subfibrado A C A¥(M), e supondo que p ¢ sobrejetiva, definimos
a redugdo A/p de A por p como sendo

Alp:={ne AN (N) | p'(n) € A}.

Neste texto, a reducao de subfibrados e sistemas diferenciais exteriores sera efetuada no

contexto das acgoes dos grupos de simetrias dos sistemas.

Definigao 4.16. Dizemos que dois SDEs T C Q*(M) e J C Q*(N) sdo equivalentes quando
ha um difeomorfismo ¢ : M — N tal que ¢*(J) = Z. Em particular, quando N = M e
I =J, dizemos que ¢ : M — M é uma simetria de Z. Nesse sentido, um grupo de
stmetrias de I ¢ dado por um grupo de Lie G que age em M suavemente d esquerda e no

qual, para todo g € G, o difeomorfismo
pg: M — M

é simetria de T.

Proposicao 4.17. Se ¢ : M — M é simetria de Z e h: N — M ¢é variedade integral de Z,
entio ¢poh : N — M € variedade integral de L.

Demonstracao. Sendo que ¢ é difeomorfismo e h é, em particular, uma imersao, temos que

¢ o h é imersao. Além disso,
(9o h)"(Z) = h'(¢" (1))
= h*(Z), pois ¢ é simetria de Z,

= {0}, pois h é variedade integral de Z.
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No ambito da reduc¢ao de um SDE Z por um grupo de simetrias GG, adotaremos as notagoes
I/G =1I/qq I'/G:=T1'/qq I'/G:=1"/qq,

em que ¢, : M — M/G é a projecao candnica. Além disso, nesse contexto, utilizaremos
por diversas vezes as formas diferenciais basicas e semibdasicas, descritas no Capitulo 2. Nesse

sentido, esclarecemos que, na presenca de um SDE Z C Q*(M),
Iosb ={a €T | Xua=0, VX € T'¢ =kerq,}

denota a subélgebra das formas G-semibdsicas pertencentes ao sistema Z, enquanto que Z7 o,
denota sua k-ésima componente homogénea, I&sb =Zgsp N QF(M )G.sb, onde denotamos com
OF (M) g sp 0 médulo das k-formas diferenciais G-semibésicas. Analogamente, 1%, denota o

conjunto dos k-covetores tangentes G-semibdsicos pertencentes ao subfibrado I*,
I = 1" N A (M)g,s0.

Mais em geral, para qualquer subfibrado J C A*(M), Jgsb denota o conjunto dos k-covetores

tangentes G-semibasicos de J, i.e.,

Jsp = J"NA*(M)G sp-

Usaremos também a seguinte

Definicao 4.18. Uma forma 6 em M é G-invariante se, e somente se, uma das sequintes

condicoes equivalentes € satisfeita:
(a) p;0 =0, para todo g € G;
(b) Lx0 =0, para todo X campo vetorial fundamental da agcao de G em M.
Além disso, como ja observado na Secao 2.3, com a Proposicao 2.25, assumindo daqui
por diante que as submersoes consideradas tém fibras conexas, podemos caracterizar as formas
bésicas # com a propriedade X .0 = X 1df = 0, para todo campo vertical X. Por outro lado,

em virtude da férmula de Cartan, e do fato de que todo campo vertical é combinacao linear

dos campos fundamentais da agdo de GG, obtemos a caracterizagdo dada pela seguinte
Proposicao 4.19. Uma forma 0 é G-bdsica se, e somente se, 0 é G-semibdsica e G-invariante.
Realmente, se 6 é G-basica, entao é certamente G-semibasica e, para todo campo

fundamental X, vale que Lx0 = d(X 10) + X 1df = 0 e também que 0 = Lx0 = X Ld#.

Lema 4.20. Seja G um grupo de simetrias de um SDE T C Q*(M), agindo regularmente em
uma variedade n-dimensional M, e suponha que [é‘,sb C A¥(M) é um subfibrado de dimensdo

r. Entdio, g&(I*/G) também é um fibrado de dimensdo r, e vale a sequinte identidade:

0 (1" G) = Ig (4.4)
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Além disso, se U for um aberto de M em que q5 : M — M /G admite uma se¢io o : U — U,
definida em um aberto U C M /G, entdo, para toda forma o que descreve uma se¢ao de I§7Sb|U,
o pullback o* () € wma segio de (I*/G)|g. Em particular, toda base de segoes locais de If; g,

determina uma base de secoes locais de I*/G.

Demonstracao. Pelo modo com o qual se definiu a reducao de subfibrados, é imediato perceber
que q5(I*/G) C 1} . Por outro lado, comece fixando zg € M e ag € I, . Existe
Qg € A’;G(mo)(M /G) tal que ag = qg;,,Go. Além disso, pela Proposicao 2.18, sabemos que existe
a € W (M/G) tal que ag(a) = Go. Em particular, ag = (g¢)s,. Ademais, observamos que,
para um genérico 71 € O,,, hd g € G tal que py(zo) = ;. Assim, pela G-invaridncia das

formas diferenciais GG-basicas,

Qo = (q*Ga/)xo = (qu*ca)xo = (u;)l‘o(q*Ga)m = (H’;)CEO q*ledO' (45)

Daf, compondo (p-1), com ambos os lados de (4.5),

q*Gzl&O = (MZ*l)mO‘O‘ (46)

Agora, supondo que [, gsb C A¥(M) é um subfibrado de dimensdo 7, podemos novamente aplicar
a Proposicao 2.18 para concluir que ha 0 secao de Igsb tal que 6,, = ap. Logo, por (4.6), e

pelo fato de que i1 € uma simetria de Z,
q*ledo = (M;719)x1 € [51 (47)

Pela generalidade de 21 € Oy, (4.7) implica que ay € I*/G. Logo, g, d0 = oo € q5(1F/G),
ou seja, obtemos que If; ,, C g (I¥/G) e, portanto, vale a igualdade (4.4). Para mostrarmos que
a redugao de I* por G define um subfibrado de dimensio r de A¥(M/G), usamos a Observagao
2.7 para obter uma secgao local suave 0 : U C M/G — M da submersdo sobrejetiva q,

definida em uma vizinhanga aberta de um genérico ponto de M/G. Dai, por (4.4),

(I*/G)lg = 0" (1§ ab)- (4.8)

Por meio da equagao (4.8) e da Proposigao 2.17, constatamos que, ao redor de todo ponto do
quociente M /G, ha um referencial local de I*/G composto por r formas diferenciais, obtidas
via pullback de uma secao local suave de gq.. Portanto, pelo Teorema 2.22, vemos que a
reducio I*/G C A¥(M/G) define um subfibrado de dimensdo r. Estas consideracoes provam

também a segunda parte do enunciado. O

Ao longo deste quarto capitulo, utilizaremos recorrentemente uma nocao de transversali-

dade entre fibrados e submersoes, apresentada a seguir.

Com efeito, na presenga de um subfibrado J C A'(NV), definimos, para todo x € N, o

anulador de J em x como sendo

annd, :={§ €T, M | 0(&) =0, V0 € J,}.
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Ou seja, para todo = € N,
annd, = ﬂ ker 6.

0c .

Portanto, definimos

annJ = U annd,.

zeEN

A partir dessa definigao, e fixada uma submersao p : N — M, dizemos que o subfibrado
J é transversal a submersdo p se annJ Nker p, = {0}, i.e., annJ, Nkerp,, = {0} C TN,
para todo x € N. Em outras palavras, J ¢é transversal a submersao p se, ponto por ponto,
os vetores verticais nao anulam os covetores de J. Nesse sentido, na presenca de um SDE
7 C Q*(M) e de uma agdo de um grupo de simetrias G' de Z, dizemos que tal agdo é transversal
ao sistema T se o subfibrado I' for transversal & projecio candnica q,. Lembramos que,

nesse caso, denotamos I'; = ker q,, portanto, a condicao de transversalidade consiste em

annl* N T = {0}.

Em dultima analise, por meio de acoes de grupos de simetrias de SDEs, o nosso intuito
é aquele de relacionar variedades integrais de SDEs que descrevem equagoes diferenciais. A
maneira com a qual faremos isso depende da hipdtese de transversalidade dos grupos de

simetrias em relagdo aos SDEs.

Proposicao 4.21. Sejam M uma variedade e G um grupo de simetrias de um SDET C Q*(M),

com agao reqular sobre M. A acao de G em M € transversal a T se, e somente se,
I+ A (M) g = AX(M). (4.9)

Demonstra¢io. Vamos assumir que n = dim M e que m = dim G. Supondo (4.9), temos que,

para todos € M e a € AL(M), existem oy € I! e ag € AL(M)g g tais que

a(§) = (a1 +az)(§) =0,

se £ € annI! NTq,. Logo, pela arbitrariedade de = e «a, temos que & = 0 e, portanto,
annl! NT = {0}. Reciprocamente, sob a condicao de transversalidade, temos, para todo

x € M, uma decomposicdao para o espaco tangente a M em z do tipo:
T.M = ann[i Slg, @V,

em que dimannl; = codim I} <n—m e dimIg, = m. Agora, fixe a € AL(M)\ AL(M)¢g sp-

Para cada a; € I}, existe ag € AL(M)g g tal que

a’ann[i = O‘l’ann[i + a2|ann[$ (41())

aV:al\V+a2|V. (4.11)
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Sendo que o & AL(M)g s, existe & € T, tal que € ¢ ker a. Dal, por transversalidade, pode-se

dizer que existe a; € I} tal que a;1(€) = a(§) # 0. Para tais € e aq, temos a decomposicio
span{¢} @ (kera; NTg.) = Lo

Assim, pela maneira com a qual £, a; e as foram escolhidos,

{ a(§) = a1 (§) + aa(§)

)
Oé|kcra1ﬁ1"g,z = O‘l’kcroqﬂI‘Gw + a2|kcra1ﬁ1"g)z

ou seja,
a|FG,z - a1|FG,m + a2|FG,z‘ (412)

Portanto, por (4.10), (4.11) e (4.12),a = a1 + ag, com «a; € I} e az € AL(M)g s €, assim,
obtemos (4.9). O

Corolario 4.22. Seja G um grupo de simetrias de um SDEZ C Q*(M) tal que a sua a¢do
sobre M seja reqular e transversal a . Nessas condigdes, temos que I'/G e [é’,sb sdo subfibrados
tais que rk(I'/G) = rk(I1} o) = rk(I") — rk(Tq).

Demonstragio. Pelo Lema 4.20, temos que 7k(I'/G) = rk(14 ). Por outro lado, pela defini¢ao

de It g, temos que I g, = I' N A' (M) sp €, usando o teorema de Grassmann, temos que
rk(I')G) = rk(1f g) = rk(I' N AY(M)gsp) = rk(I") + k(A (M)gsp) — rk(I' + AN (M) g sb).

Logo, a tese segue de (4.9) e observando que rk(A'(M)) — rk(Tg) = rk(A*(M)g sb)- O

Como veremos a seguir, o resultado expresso no Corolario 4.22 pode ser generalizado,
no sentido de que, na presenca de um grupo de simetrias G com agao transversal a um SDE
Z,1%/G e Ig,sb sdao, para todo k, subfibrados de dimensao constante. Para chegarmos nesse
resultado, usaremos a transversalidade da acao para construir um conveniente conjunto de

geradores algébricos para 7.

Nesse sentido, veja que, pela hipétese de posto constante, para cada x € M, existe uma
vizinhanga aberta U C M de x na qual as componentes homogéneas de um SDE Z C Q*(M),

TF = T'(I*), admitem descricoes locais do tipo:
I*|y = span{fy, ... 0,1 E=1,....n,

de modo que denotamos dy, := rk(I* mod I')|;;. Em particular, podemos completar o referencial

local
{61,...,0,,}

do fibrado I' de maneira tal que

(01, ..., 00,00 11,....00)
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seja um referencial local do fibrado dos covetores tangentes A'(M). Desse modo,

constitui um referencial local do fibrado dos k-covetores tangentes A*(M). Além disso, por
construgdo, B¥ = {0, A---ANb;, | 1 < iy <r} C Bf é um subconjunto ponto a ponto

linearmente independente e tal que
({I")arg VAM(M)) | = spanBi.
Denotamos py, := rk(spanB¥). Assim, tendo em vista que
B¥ =B\ {oy, N---Nay, |11 <iy < <ip <n},

obtemos que p, = (Z) — ("76”).

Proposicao 4.23. Se k > n —rq, entdo d, = 0.

Demonstracio. Com k > n —ry, temos (Z) >Tp > pr = (Z), ou seja, 1, = prp = (Z) Portanto,

dk:Tk—pk:O. [

Proposicao 4.24. Sejam M uma variedade suave n-dimensional e G um grupo de simetrias m-
dimensional de um SDE T C Q*(M), com agdo reqular sobre M. Fizado x € M, considere um
referencial local By :={ X1, ..., X} de T'¢ definido em uma vizinhanga aberta suficientemente
pequena U de x. Se a agao de G em M € transversal a L, entdo existe um referencial local de
formas diferenciais
{a/, 07, w*} C QYU),

com1<i<m,1<j<ri—mel<s<n—ry, tal que {0} CT(I5 4lv) € um referencial
local de 15 4, {a',67} C T'(I'|y) € um referencial local de I', {67, w*} C Q' (U)g,ep € um

referencial local de A*(M)g s €, para todo k =1,...,m,

o' (Xp) =0, 1< i <m. (4.13)
Demonstracao. Os argumentos da prova fornecida a seguir dependem da Proposicao 2.17, do
Teorema 2.22 e do Corolario 4.22.

Com efeito, a transversalidade da agdo permite tomarmos By := {#',... 6™~™} como
sendo um referencial local de I}, ,, definido em U. Assim, temos que existe um subconjunto
Bz :={w!,...,w" "} C QY(U)g. s, ponto a ponto linearmente independente, no qual, para

todo y € U, o subespago V,, := span{w;, o wy T ) é tal que
I(l;,sb,y @ Vy = A;(M>G,sb-

Analogamente, existe B, := {a,...,a™} C I'(I'|y), ponto a ponto linearmente independente,

tal que, para todo y € U, o subespaco W, := {a;, e ,a;”} é tal que

[é’,sb,y D Wy = Izi
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Ademais, seja By = {Z1,..., Zn_m} CD(U), ponto a ponto linearmente independente, tal que,
para todo y € U, o subespago Z, := {Zyy, ..., Zn-m)y} ¢ tal que

spanBy|, ® Z, = T,U.

Usando novamente a transversalidade da acdo, vemos que spanBy N ann(spanB;) = {0}. Em
particular, o referencial By := {@',..., @™} dual a By est contido em spanél\span B,- Ou seja,
podemos definir o subconjunto By C spanB; C I'(I'|y), composto por m 1-formas diferenciais
tais que Bi|spanp, = Bi1. Em particular, B; é ponto a ponto linearmente independente, de
maneira que podemos, sem perda de generalidade, supor que By = B;. Assim, por construcio,
o conjunto By U By U By = {a*, 07, w®} C QY(U) constitui um referencial local de A'(M) que

satisfaz as propriedades enunciadas. O

Teorema 4.25. Sejam M uma variedade n-dimensional e G um grupo de simetrias m-
dimensional de um SDE T C Q*(M). Suponha que a a¢io de G em M ¢é reqular e transversal a
Z. Nessas condigoes, para cada x € M, hd uma vizinhanga aberta U de x na qual se definem um
referencial local {a®, 07wt ... w1} C QYU) e formas diferenciais ponto a ponto linearmente

independentes 3 € QF(U) tais que

I’U = <ai7 0]" 6Uk>alg

I¢ glu = span{67} .

I8 gl = span{Bu,w™ Ao Aw1 NG, 6V A A6

emquel <1 <m, 1 <j<ri—m, 1 <u,<di, 1<s1<---<s,<n—ryel<k<n.

Em particular, para todok =1,...,n, Ié‘,sb C A*(M)g.sp € um subfibrado de dimensdo constante

k‘]k —d n—m - n—mTr .
T(G,Sb) k+< L ) ( L

Demonstracao. Sejam v € M e U C M uma vizinhanca aberta suficientemente pequena

tqual a

de . Pela Proposicio 4.23, se k > n — ry, entdo (I*¥ = 0 mod I')|;. Dessa forma, para
descrevermos Z|y, precisamos calcular I' e (I* mod I')|y para todo 2 < k < n — r;. Nesse
sentido, adotamos o referencial local {af, 67, w®} C QY(U) de A'(M) fornecido pela Proposigao
4.24. Logo, {#7} é referencial local de I}, e {a',67} é um referencial local de I'. Em

particular, Ity 4|o = span{6¢’} e (I" mod I')|y C span{w™ A --- Aw®}. Assim, sendo que

dy, := rk(I* mod I')|y, temos que, para todo uj, = 1,...,d;, e para toda escolha de indices
1 <5 < < s, <n—rp, existem fungdes suaves Ak € C*(U) tais que as k-formas
diferenciais

61% = Z Agf...skw31 /\.“/\wSk7 U = 17"'adk>

1<s1< <5 <n—ry
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definem uma base para (I* mod I')|;. Desse modo, lembrando-se novamente de que {a?, 67}
constitui um referencial local de I', vemos que, para cada 3 € Z%|y, existem funcdes suaves
C,, € C>°(U) e (k — 1)-formas diferenciais u’, 7 € QF1(U) tais que

m ] ) ri—m ) dy,
B=>"p A+ > VAP + D OB
i=1 j=1 up=1
Dessa maneira, podemos concluir que Z|y = (o, 67, %) 1.
Ademais, com k = 1,...,n, sendo que {67,w*} é um referencial local de A'(M)g s, 0
conjunto
R = {w" A AW, WA AW A A AP C AU

é um subconjunto ponto a ponto linearmente independente. Além disso, pelo Lema 2.26,

Tk‘(spaan) _ Z (n — Tl) <T1 - m) _ (n — m) _ T'k(Ak(U>G,sb)
a+b=k a b k
e, portanto, spanRy = Ak<U)G,sb- Assim, tendo em vista que Ry e {a’, 67, w*} sdo, respectiva-

mente, referenciais locais de A*(M)g s ¢ A'(M), podemos calcular:

Iglv = (N (Mg Iy

= (span{w™ A--- AWy N IF|p) @ span{w™ A--- AWTFIAGT 0P A AOFY
= (I" mod I'")|y @ span{w™ A--- AW AGT ... 0P A AOFY

= span{B"*} @ span{w A--- AW AG 0 A AOFY

= span{B", WA AW AG 0P A AOFY

Em particular, observando-se que
(B, WA AWHFIAP A AR = BT U (R \ {w A AwE)),

obtemos que Tk'(lé*,sb) =d+ (";m) — (";”). Logo, pelo Teorema 2.22, ]é‘,sb = A (M)g N I*

¢ um subfibrado de dimensao d;, + ("2m> - (n_k”), k=1,...,n. O

Note que, pelo modo com o qual definimos a reducao de subfibrados, se a reduc¢ao de
I* pela acdo regular de um grupo de simetrias G, I*/G C A¥(M/G), define um subfibrado,
entdo podemos afirmar que o espaco das secoes do subfibrado I*/G coincide com a k-ésima

componente homogénea do sistema reduzido Z/G, i.e.,
(Z/G)F =T(I*/G).

Assim, se a acao de GG é transversal a Z, o Teorema 4.25 assegura que [ésb ¢ um subfibrado
de dimensdo constante. Dai, pelo Lema 4.20, I*/G é um subfibrado de dimensdo constante e,

portanto, obtemos o
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Corolario 4.26. Seja Z C Q*(M) um SDE que satisfaz a propriedade de posto constante, e
seja G um grupo de simetrias de L. Suponha que a acio de G em M ¢é reqular e transversal a

Z. Nessas condigoes, o SDE reduzido /G satisfaz a proriedade de posto constante.

Sucessivamente, note também que, pelo Teorema 4.25 e pelo Lema 4.20, Igsb e I*/G sdo
subfibrados de mesma dimensao. Assim, o Lema 4.20 revela que, em abertos suficientemente
pequenos U C M, os fibrados ]é,sb|U sao gerados por conjuntos de formas diferenciais G-basicas,
obtidas via o pullback (g¢|v)* de formas diferenciais que descrevem se¢oes de (I*/G)|q.). A

partir do Lema 2.11, podemos constatar que

L((I*/Glag)) = T(I*/G)lggw) = (Z/G)Maow)-

Analogamente, sempre tomando U como sendo um aberto suficientemente diminuto, decorre

do Lema 2.11 que
F(Ig7sb’U) = F(Ig,sb)’U = Ig,sb‘U
e, assim, Ié7sb|U é o C*°(U)-médulo dado por todas as possiveis combinagdes lineares finitas

das formas diferenciais G-basicas que geram I |, Assim,

¢ wlv = ((26l0) (Z/G) M gew)) N U). (4.14)

alg

Mas, utilizando as notagoes do Teorema 4.25, podemos escrever

I|U - <Oéiaz-é*,sb|U7--‘7Ig¥,sb|U>alg‘ (415)
Desse modo, aplicando (4.14) em (4.15), vemos que o Teorema 4.25 admite o seguinte

Corolario 4.27. Seja G um grupo de simetrias de um SDE T C Q*(M). Suponha que a
acao de G em M ¢€ reqular e transversal a L. Nessas condigoes, para cada x € M, hd uma
vizinhanga aberta U de x na qual se definem formas diferenciais ponto a ponto linearmente
independentes {u®}, C QY (U), e formas diferenciais ponto a ponto linearmente independen-
tes {V*, 7% C (Z)G)|goy, tais que o conjunto {u*, g (v°), g6 (7€) }ape € ponto a ponto

linearmente independente e

I|U = <Ma’ qZ'(Vb)a %(Tc»alg?

(Z/G)lgewy = (V°, 7 ag, (4.16)

I sl = span{qg(v°)}s.
Um conjunto {u?, g5 (%), q&(7¢) }ap.e tal como descrito no Coroldrio 4.27 é dito ser um
conjunto de geradores algébricos adaptados a agao do grupo de simetrias G.

Finalmente, destacamos aqui mais um corolario do Teorema 4.25, que é particularmente

util para a determinagao de uma base local de Z/G.
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Corolario 4.28. Seja Z um SDFE algebricamente gerado pelas suas primeiras k componentes
homogéneas, e seja G um grupo de simetrias com a¢ao reqular e transversal ao sistema Z.
Entao, para todo ponto p € M, existe uma vizinhanga U C M na qual Z|y € algebricamente
gerado por uma base

BU) = {a", &, 5", ..., 3"},
em que {a', 67} C QY(U), {0} C QYU)g.sp € {8} C Q"(U)g.sp, para todo h=2,..., k. Em

particular, Zg s(U) € algebricamente gerado pela base

BG,sb = {ejvﬁuza ce ’BWC}

Além disso, para toda segio local o : U — U de qg, 0 SDE quociente Z := T /G ¢é algebricamente

gerado por

B(U) = 0" (Bg,s(U))-

Pode-se também provar (veja [2]) que o quociente Z de um SDE Pfaffiano Z ¢ ainda
Pfaffiano se, e somente se, além de transversal ao sistema Z, a acao de GG for também transversal
ao sistema Pfaffiano derivado IV (isto é, annI™ NT¢ = {0}). Nesse caso, se o posto de Z for

r, e se g for a dimensdo das érbitas de G, teremos que r — ¢ é o posto de Z.

Esses resultados podem ser ilustrados pelo seguinte exemplo.

Exemplo 4.29. Seja o fibrado
T R*xR* — R
(@, y,u,0) = (z,y)

O sistema de duas equacoes diferenciais parciais no plano

uy =0
v, =0

descreve uma subvariedade 6-dimensional € C J*(m), com coordenadas internas {z,y, u, v, uy, vy},
que pode ser identificada com R®. Nesse caso, o SDE de Cartan restrito ao sistema de equacdes

¢ dado por

Cli(E) = (du — udz, dv —v,dy, dx A dug, dy A dvy)a, C QF(RY).

sde

Note que CL,.(E) é invariante sob a ac¢io do grupo G = R que translada simultaneamente as
varidves dependentes u e v,
L R x R® — RS
(aax7y7u7vvux)vy) = (x7y7a+u7a+v7ul’7vy) .
Dessa forma, observe que todas as drbitas da acio podem ser identificadas com R® e, mais

ainda, a projecao canonica se escreve como

Y

9 R° — R’
—

(%%%%Uwﬂ)y) ($7y7w7ww7wy>
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COM W i= U — V, Wy 1= Uy €Wy = —Vy. De fato, a a¢io de G ¢é regular. Além disso, vemos

que a dlgebra de Lie dos campos vetoriais fundamentais da acdo € dada por
g = span{d, + 0,}.

Veja que, como (0, + 0y)(du — vdx) =10 e (0, + 0y)a(dv — vydy) =1 # 0, a agdo de G
em R® ¢ transversal ao sistema CL, (E). Assim, podemos calcular a redugio de CL;.(€) por G
via 0s pullbacks das 1-formas e 2-formas diferenciais G-semibdsicas em CL, (E) relativamente a

uma se¢io de qo. Com efeito, podemos usar a se¢ao

o R — RS
(ajavavwxawy) = ($7y7w70>wx7_wy)

e a sequinte base
Be s = {du — dv — u,dx 4+ vydy, dx A duy, dy A dvy }

para as formas semibdsicas do SDE CL, (£). Assim, aplicando-se o pullback relativmente a

se¢@o o, vemos que o sistema reduzido Cl,,(€)/G resulta ser

Cii(8)/G = (dw — wedx — wydy, dx A dw,, dy A dw,)a, C QO (R). (4.17)

E fdcil ver que as variedades integrais do sistema reduzido com condi¢ao de independéncia

dx N dy descrevem solugoes da equagdo de onda,
Ugy = 0.

Também € interessante observar que o SDE (4.17) ndo é Pfaffiano, pois a a¢do nao é transversal

ao SDFE derivado, que nesse caso ¢ nulo.
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Capitulo d

Transformacoes de Backlund Via Reducao

por Simetrias

Com base nos resultados do tltimo capitulo, podemos agora discutir o tema principal
deste trabalho, que é o método de Anderson e Fels [3, 4, 5] para obter transformacoes de

Bécklund por meio de diferentes redu¢oes de um mesmo sistema diferencial exterior.

5.1 Extensoes Integraveis

A nocao de extensdo integravel (ou recobrimento diferencidvel) é matematicamente
bastante recente, pois foi desenvolvida na década de 80 do século XX nos trabalhos de I. S.
Krasil’shchik e A. M. Vinogradov [19, 20], motivados pelos trabalhos de F. B. Estabrook e H.
D. Wahlquist [29, 30] sobre a nogao de estrutura de prolongamento. O leitor interessado pode
encontrar uma discussao detalhada da relacao entre a nogao de extensao integravel e aquela de
estrutura de prolongamento no Capitulo 6 de [17]. Mais recentemente, esta nocao foi adaptada
ao contexto dos sistemas diferenciais exteriores por T. Ivey e J. M. Landsberg, que em [15]

adotam a seguinte

Definicao 5.1 (Extensdo Integrdvel). Sejam M, N variedades suaves, p: N — M uma
submersao e T C Q*(M) um SDE. Dizemos que um SDE K C Q*(N) é uma extensdo

integrdvel de T se existe um subfibrado J C AY(N) satisfazendo as sequintes propriedades:

(P1) J tem dimensdo constante igual a rk(J) = dim N — dim M
(P2) J € transversal d p;

(P3) K = (T(J)UP"(L))ay-

Ademais, um subfibrado J C AY(N) para o qual valem as propreidades (P1), (P2) e (P3) é

dito ser um subfibrado admissivel a extensdio K.
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Do ponto de vista notacional, podemos condensar o fato de que um SDE I C Q*(N) é
extensao integravel de um SDE Z C Q*(M), relativamente a uma submersao p € C*(N, M),

ao escrevermos que p : (N, K) — (M, Z) é uma extensao integravel.

Proposigao 5.2. Sejam p : (N,K) — (M,I) uma extensio integrdvel e J C A'(N) um

subfibrado admissivel para essa extensao. Sdao vdlidas as sequintes assercoes:

1. AY(N) = J @ p*(AY(M));

2. K'= Je&p(I');

Co

. Qualquer subfibrado complementar a p*(I') em K' é admissivel;

BN

. Se I ¢ Pfaffiano, entio K é Pfaffiano;

5. Se I é completamente integrdvel, entao IC é completamente integravel.

Demonstragio. | Prova de 1]Sejam z € N e o € J,Np*(A'(M)),. Existe @ € AL(M) tal que

a = pi(a) = aop,, e, dessa forma, vemos que ker p,, C ker T. Além disso, por construgao,

ann.J, C ker a. Somando-se a isso o fato de que J é transversal a p, podemos escrever:
annJ, ®kerp,, C kera. (5.1)

Por outro lado, é um simples resultado de Algebra Linear o fato de que a dimenséo do anulador
de um dado espacgo vetorial é igual a codimensao de tal espaco vetorial. Assim, sendo que
rk(J) = dim N — dim M,

dim annJ, = dim M. (5.2)

Ademais, sendo p submersao,
dimker p,, = dim N — dim M. (5.3)
Logo, de (5.1), (5.2) e (5.3), obtemos que dimker a > dim M = dim Al (M) e, assim,
a=0.

Ou seja,

J. N p*(AY(M)), = {0}. (5.4)

Para concluirmos, observe que, pelo Lema 2.26,
dim p*(A*(M)), = dim M. (5.5)

Lembrando-se uma vez mais do fato de que rk(J) = dim N — dim M, obtemos de (5.4) e (5.5)
que rk(J & p*(AY(M))) > dim N = dim AL(N) e, portanto,

Ay(N) = J, @ p*(AN(M)),.
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| Prova de 2| Por 1, temos que J N p*(I') = {0}. Além disso, para todos 2 € N e T €

J, ® p*(I'),, pelo fato de que J e p*(I') sdo fibrados vetoriais, existem 1-formas diferenciais
ael(J)CcK'=T(K')epep (') CK!taisque T = «a, + 3, € K.

Reciprocamente, dados x € N e T' € K}, existem 1-formas diferenciais w € K, a € T'(J)

h
e fr,...,0n € p*(T), e funcdes suaves fi,..., fn € C°(N), taisquew =a+ Y. frfteT = w,.
i=1

h
Dai, T = a, + 3 fh(x)ﬁg €J.® p*<[1)x
1=1

| Prova de 3| Seja B C A'(N) um subfibrado complementar a p*(I') em K'. Por 2, temos
que dim B = dim N — dim M, ou seja, B satisfaz a propriedade (P1) da Defini¢ao 5.1.

Agora, para cada x € N, tome ¢ € annB, Nker p,,. Por um lado, pelo fato de que B
é complementar a p*(I') em K, temos que, para cada T € K,, existem T} € B, e Ty € I}
tais que T' =T + pi(T2) = Th + Ty o p,,, de sorte que T'(&) =T1(&) + Th o p, . (§) =0+ 0=0.
Ou seja, £ € annK,. Por outro lado, a partir de 2, obtemos T3 € J, e Ty € I! tais que
T =T5+ py(Ty) = T5 + Ty 0 p,,, de sorte que 0 = T(&) = T3(§) + Ty o p,,(§) = T5(¢).
Dai, pela genralidade de T € K, vemos que & € annJ,. Por fim, para cada T € AL(N),
usando 1, obtemos Ty € J, e Ty € AL(M) tais que T="T, + p;(TQ) =T, +Tho P.., de sorte
que T(&) = Ty(€) + Th 0 p,,(§) = 0+ 0 = 0. Ou scja, & € annAL(N) = {0} e, portanto,
ann(B;) Nker p,, = {0}, mostrando assim que B satisfaz a propriedade (P2) da Definigao 5.1.

Para finalizarmos, verificaremos a terceira propriedade que conceitua as extensoes inte-
graveis. Com efeito, veja que K! = F(B @ p*(I 1)) D I'(B). Assim, imediatamente vemos que
(I(B) Up*(Z))arg € K = (I'(J) Up*(Z))alg- Por outro lado, fixada uma 1-forma diferencial
w e T'(J) C K, observamos que, pelo fato de K ser soma direta dos subfibrados B e p*(I'),
estdo bem definidas as aplicagoes

a: N — B
T —

Oy

g: N — p*(I")

r = b

em que, para todo r € N, w, = a, + [,. Além disso, a e [ s@o suaves, posto que w é
suave. Desse modo, w = a + 3, com a € I'(B) e § € I'(p*(I')). Mas, pelo fato de que
L(p*(I')) c K' =T(J) + p*(Z"), vemos que h& 1-formas diferenciais ' € T'(J) e 5% € I!
tais que § = B! + p*(B?). Para todo x € N, 8, = (L + (p*(ﬁQ))x, em que 3 € J, e
(p*(ﬁQ))x € p*(I'),, de sorte que, por 2, 8L = 0. Logo, 3 = p*(8%) € p*(Z). Ou seja, podemos
escrever w = a + 8 € I'(B) 4+ p*(Z). Desse modo, obtemos que I'(J) C I'(B) + p*(Z), de
onde vemos que K = (I'(J) U p*(Z))ag C (I'(B) U p*(Z))alg, mostrando assim que B satisfaz a
propriedade (P3) da Defini¢ao 5.1.

Portanto, o subfibrado B é admissivel para a extensao integravel p : (N, K) — (M, T).
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Prova de 4‘ Por 2, ja temos que K D (['(K"))qg = <F(J ® p*([l))>d.ﬁ. Por outro lado,
sendo Z um SDE pfaffiano, temos que

K = (I ))alg, usando a propriedade (P3) de 5.1,
)

aif, pois K é um ideal diferencial,

p*(F(Il)>dig>d_ﬁ, usando aqui que Z é Pfaffiano,
" )>diﬂ>d,ﬁ, pela naturalidade do pullback,

)dift

N
T
/'\/\:/-\/'\/\
S
® C C ¢ ¢ C C
S
= =
NI}

N N

Dessa forma, K = <F(J & p*([l))>dff e, portanto, K é Pfaffiano.

\P’ro'va, de 5 \ Verificamos o seguinte:

K = (I'(J)Up*(Z))ayg, usando a propriedade (P3) de 5.1,
p* <Il>diff> . pois Z é Pfaffiano,
p

*<Il>alg>a1g’ usando aqui a completa integrabilidade de Z,

alg
C K, usando a propriedade (P3) de 5.1.

Decorre disso que <F(J ) U p* (Il)>alg

integravel. O]

= K = (K')ayg e, portanto, o sistema K é completamente

Proposicao 5.3. Seja p: (N,K) — (M,Z) uma extensdo integravel. Se h: P — N € uma

variedade integral de IC, entdo po h: P — M € uma variedade integral de T.

Demonstragio. Seja 6 € Z. Logo, p*(0) € K e, como h é variedade integral de K, temos que
0 = h*(p*(0)) = (po h)*(A). Para concluirmos, temos de mostrar que p o h é uma imersao.

Com efeito, dados x € P e & € ker(p o h),, obtemos da Regra da Cadeia que

0=(poh)w(f) = Pun@) © hw(E)
e, assim,
h*z(&) € ker p*h(x) (56)

Por outro lado, dado T' € K ,f(r), pelo fato de que K satisfaz a propriedade de posto constante,
podemos aplicar a Proposicao 2.18 para o fibrado vetorial K!, de modo a extrairmos w € K?

tal que T' = wy(y). Dai, sendo que h é variedade integral de K,

T(hes(€)) = o) (he(€)) = 1 (w)2(€) = 0.
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Assim, inferimos que

Ademais, note que, sendo J um subfibrado admissivel & extensao integravel, J C K! e, portanto,
K é transversal a submersao p. Assim, por (5.6), (5.7) e pela transversalidade de K' com

respeito a submersao p,
e (§) € ker Py N annK,i(x) = {0},

de modo que
he(§) = 0.

Mas, como h ¢é imersao,
E=0.
Dessa forma, vemos que p o h é uma imersao e, portanto, uma variedade integral do sistema

diferencial exterior Z. O

Reciprocamente, na presenga de uma extensao integravel p : (N, ) — (M, Z), podemos
localmente reconstruir variedades integrais do sistema I a partir das variedades integrais do
sistema Z. De fato, considere uma variedade integral h : P — M de Z, W := p~'(h(P)) C N
e a restricao K|y, supondo que W # (). Para todo y € P, pelo fato de que h é localmente um
mergulho, B*y TP — T, ,;(y)ib(P) é um isomorfismo linear. Desse modo, fixados quaisquer

k>1,8eIF, xeWef,....6 € T,W, existemy € Pen,...,n € T,W tais que:

p*(ﬁ>m(§17 S 7§k) = 5p(x)(P*x§1> e 7p*ac£k)

= B}}(y)(h*ynb ceey h*y”k)
= B (B)y(m. .-, m)
= 0.

Assim, tomando a variedade P pequena o suficiente para que W C N seja uma subvarie-
dade mergulhada, decorre da propriedade (P3) referente a no¢ao de extensao integravel que
Klw C (D(7|r=1w)))arg € Q' (W), em que 7 : J C A'(N) — N é um subfibrado admissivel
para a extensao K. Observe que, pela Proposicao 2.14, 7|1y de fato define um fibrado,
no qual a fibra padrao coincide com a de 7. Mais ainda, sabemos que 7|,-1(y) admite um
conjunto de trivializagoes locais provenientes de restrigoes de trivializagoes locais do subfibrado
de dimensao constante 7 e, dessa forma, 7|1y é um fibrado vetorial real de dimensao
constante. Por outro lado, por meio da segunda assercao da Proposicao 5.2, temos que
Kl 2 (s = (Tt D (Dt atg- O seja, Kl = (T (s, de sorte
que K|y é completamente integrdavel. Dessa maneira, a partir das variedades integrais do
sistema Z, é possivel localmente determinar variedades integrais da extensao K por meio da

integracao de sistemas de equagdes diferenciais ordinarias.
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Exemplo 5.4 (sine-Gordon). Neste exemplo, apresentaremos uma extensao integravel da

equagdo sine-Gordon, equacio diferencial da sequnda ordem dada por
E = {uyy = sen(u)} C J*(n),
em que T : R? x R — R projeta (z,y,u) em (z,v).

Com efeito, firado n # 0, considere a subvariedade

_ 5 _
&, = {uw = u, + 2nsen (u—;—u) , Ty, = —sen <u2u> — uy} c JH#),
n

em que 7 : R* x R? — R? ¢ a projecio nas varidveis independentes, 7(x,y,u, @) = (z,y). O
espago de 1-jatos J*(7) é descrito pelas coordenadas {x,y, u, U, Uy, uy, Uy, Uy } €, dessa forma,
dim J}(7) =8 e dim &, = 6. Assim, consideramos a submersao
p: & — J ()
('Tayvuaﬂ7um7uy) = ('Tay7u7ux7uy> ’

em que as formas diferenciais wy, « € Q*(J'(7)) e wy € JH(F) sdo dadas por

wo = du — uzdr — u,dy,

W = du — uydxr — u,dy,

a = 1/2(duy, N dy — du, A dz) — sen(u)dzx A dy.

Afirmamos que, com respeito a submersao p, o sistema diferencial exterior
K = (@ley, 2 (w0), P (@) agg © 2 (E,)
¢ extensao integravel do SDE
T := (wo, Y agy C Q*(J' (7).

Note que o Exemplo /.12 revela que o SDE com condi¢ao de independéncia (Z,dx N dy), por
meio das suas variedades integrais, descreve solugoes locais de €. Para visualizarmos KC como
extensdo integrdvel de I, o nosso candidato a subfibrado admissivel serd J := span{@o|e, }. A

sequir, conferimos a validade das propriedades (P1), (P2) e (P3) para esse J.

(P1) Imediatamente da definicio de J C A(E,), vemos que J é um subfibrado de dimensdo
constante igual a rk(J) =1 = dim &, — dim J* (7).

(P2) Note que annJ = ker@yle, e ker p, = span{0z}. Dai, sendo que 0u 1 Wyle, = 1 # 0,
ker p, NannJ = {0}.

(P3) Veja que I'(J) = {f -@ole, | f € C®(&,)}, logo, é claro que (I'(J) U p*(L))ay C K. Por
outro lado, € imediato ver que Wolg,, p*(wo), P* (), dp*(wo), dp*(a) € T'(J) U p*(Z). Além
disso, € fdcil verificar que do|e, € (I'(J) U p*(T))ay, visto que

u+u uU—u

2

Desse modo, K C (I'(J) U p*(Z)) aiy-

k. >k — 1 — >k
dwole, = 2p a—ncos( ) (p wo+w0|gn)/\dx—ncos( ) (@ole, — P wo) A dy.
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Vejamos agora a maneira com a qual se pode relacionar solugoes da sine-Gordon com
solugoes da equagdo &,. De fato, uw = 0 é uma solugdo da sine-Gordon e, a partir dela, podemos

obter uma solugao de &, ao integrar o sequinte sistema de EDOs da primeira ordem:

5) = nsen|s ),
(u> 1 (u>
—] =—sen| <.
2/y 1 2
Para resolvermos a primeira EDO em (5.8), fazemos o sequinte:

fo(ly

ou seja,

Isso equivale a

e, supondo que —2m < U < 27, temos que
T = darctg(e" W),

Assim, de acordo com a sequnda EDO em (5.8),

hy) = (1/n)y + ¢,
com c € R. Portanto, com —2m < u < 2,
u=0, u=4arctg(e™V/") ¢ eR,
¢ uma familia de solugoes do sistema de equagoes diferenciais &,.

Exemplo 5.5 (KdV). Com coordenadas {x,y,u, Uy, Upe, t, U} em R, consideramos a sub-
mersao
p: R’ — R®

('x?y? uau:muxwat?ﬂ) '—> (','C7 y?“? uﬂf?“l‘:t)

e as formas diferenciais 0y, 05,05 € Q*(R%), dt,n € Q*(R"), dadas por:

01 := (du — uzdx) A dy,

0o := (ugedr — dug) A dy,

05 = (duyz, + vuzdr) A dy + du A dz,

n = 18d1 + (187 + 3u — 18t)dx + (3t — 6Tty + (u + 12)(67% + u — 6t) ) dy.
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Afirmamos que, com respeito a submersdo p, o sistema diferencial exterior
K = (dt,n, p*(61), p*(02), P (63)) aiy C ' (R")
¢ extensdo integrdvel do SDE
T := (01,09, 03) gir C 0 (R).

Note que o Exemplo J.1/ revela que o SDE com condi¢ao de independéncia (Z,dx N dy), por
meio das suas variedades integrais, descreve solucoes da KdV. Agora, para visualizarmos IC
como extensdo integravel de T, o nosso candidato a subfibrado admissivel serd J := span{dt,n}.

A seguir, conferimos a validade das propriedades (P1), (P2) e (P3) para esse J.

(P1) Imediatamente da definigio de J C AY(RT"), vemos que J é um subfibrado de dimensdo
constante igual a rk(J) =2 = dimR” — dim R®.

(P2) Note que annJ = kerdt Nkern e ker p, = span{0;, dz}. Para todos a,b € R, vale que:

(a0 + boz) 1 dt = a,
(a0 + boz) 1 m = 18b.

Consequentemente, ann J Nker p, = {0}.

(P3) J := span{dt,n} = span{dt} @ span{n}, logo, T(J) = {f-dt+g-n | f,g € C*(R")}.
Desse modo, € claro que (I'(J) U p*(Z))uy C K. Por outro lado, é imediato ver que
dt,n, p*(01), p*(02), p*(0s), dp*(0,), dp*(0s),dp*(03) € I'(J) U p*(Z). Além disso, pode-se
verificar que

2u(u + 12t) — u,
3

+6uby + 303 + 6<3d1' + (U + 12t + 2(6t — 6T — u))dy) A dt,

dn:2u77/\d:c+< )n/\dy—l—(6u2—|—2u+6t)91—|—

de sorte que dn € (I'(J) U p*(Z))ay €, portanto, K C (I'(J) U p*(Z)) aiy-

5.2 Definicao de Transformacao de Backlund

Adaptando ao contexto dos sistemas diferenciais exteriores a definicao de transformagao
de Bécklund dada por Krasil’shchick e Vinogradov em [19, 20] (veja também [17]), T. Ivey e J.

M. Landsberg adotaram em [15] a seguinte

Definigao 5.6 ( Transformacgdo de Bdcklund). Dizemos que um SDE B C Q*(N) é uma
transformacdo de Bdcklund entre os SDEs I, C Q*(M,) e Iy C Q*(Ms) se existem duas
extensoes integraveis p; : (N, B) — (M;,Z;), i = 1,2.
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Esquematicamente, para denotar que o SDE B C Q*(N) define uma transformacao de

Bécklund entre os SDEs Z; C Q*(M;) e Zy C Q*(My), usaremos um diagrama

(N, B)

(M, T,) (Ms,Z,).

A importancia da transformacdo de Béacklund B reside no fato dela estabelecer uma
relacdo entre as variedades integrais de Z; e Z,. De fato, como ja observamos, usando p,
podemos localmente levantar variedades integrais do sistema Z; em variedades integrais de
B e, sucessivamente, utilizar a submersao p, para transformar tais variedades integrais em
variedades integrais do sistema Z,. Analogamente, o mesmo procedimento pode ser feito
ao contrario, i.e., levantar localmente variedades integrais de Z, para determinar variedades
integrais de B e, por fim, utilizar a submersao p, para transformar tais variedades integrais em

variedades integrais de Z;.

Exemplo 5.7 (sine-Gordon). A partir do Exemplo 5.4, iremos descrever uma autotransfor-
magao de Backlund da sine-Gordon, isto €, uma transformacao de Bécklund da sine-Gordon em
si mesma. De fato, utilizando as notagoes do Exemplo 5.4, considere N := &, B := K, p, := p,
M, := JY () e Z; :== I, de modo que py : (N,B) — (My,Z,) é uma extensdo integrdvel da

sine-Gordon. Analogamente, considere o fibrado

7 RZxR — R?

(z,y,7) = (7,9

Y

a submersao

—

("L‘a ya u7ﬂ7 Uﬂﬂﬂy)

a variedade suave My := J'(T), € o sistema diferencial exterior Iy := (Wo, @) aiy C Q*(Ma), em
que @ := 1/2(du, N dy — du, A dx) — sen(t@)dz A dy. De modo inteiramente andlogo dquele
realizado no Exemplo 5.4, vemos que p, também € uma extensao integravel da sine-Gordon.
Ou seja, IC € uma autotransformacdao de Bdcklund da sine-Gordon. Esquematicamente, temos

o diagrama

(&, K)

(J1(m), Th) (J'(7), T2)
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5.3 Construcao de Transformacoes de Backlund

5.3.1 Diagramas Comutativos

Nesta secao, reunimos alguns resultados técnicos preliminares sobre diagramas comutati-

VOS.

Comegamos com a seguinte

Proposicao 5.8. Seja

p—" N

e b

M

um diagrama comutativo de variedades suaves no qual p,, py e p; sao aplicagoes suaves, sendo

p; uma submersdao sobrejetiva. Temos que
ker Do, = pl*(ker p3>k)

Demonstragio. Fixe x € P. Dado ¢ € p,,,(ker p,,, ), existe n € ker ps,, tal que £ = py,.(n),
de sorte que, pela Regra da Cadeia,

Paep, () (&) = Paup () © Praa(M) = (P30 P1)sc() = Pa(n) =0,

ou seja, § € ker p,,, (). Por outro lado, para cada n € ker p,,, (), pelo fato de que p, é uma

submersao, existe £ € T, P tal que p,,,(§) = 7. Dai, usando novamente a Regra da Cadeia,

p3*x<€) = (pQ ° pl)*l‘(f) = pZ*p(:p) © pl*:p(g) = pZ*pl(x)(n) = 07

ou seja, £ € ker ps,, e, portanto, n € p,,,(ker ps,.). Portanto, concluimos que

ker pQ*pl(:p) = pl*x<ker p3*x>7 Ve € P.

Dai, pela sobrejetividade de p,, podemos escrever ker p,, = p,,(ker p;,), como desejado.

Lema 5.9. Seja Z um SDE definido em uma variedade suave P, e seja

Py
P———

e b

M

um diagrama comutativo de variedades suaves no qual p; e p; sao submersoes sobrejetivas.

Nessas condigoes, p, é uma submersao sobrejetiva e vale que

(Z/p1)/py =L/ ps.
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Demonstragdo. A sobrejetividade de p, é uma imediata consequéncia da sobrejetividade de p,
e da sobrejetividade de p;. Agora, aplicando a Observagao 2.7 a submersao sobrejetiva p,,
vemos que, para cada x € N, temos uma segao (local) suave ¢ : U C N — P definida em

uma vizinhanca aberta de x e, desse modo, a partir de p, o p; = p5, obtemos
polu = p3oo € C(U,M).

Portanto, pela generalidade do ponto x € N, p, € C*°(N, M). Assim sendo, para cada y € P,
pela Regra da Cadeia, podemos escrever (p,).p, (y) © Pl = Ps.y, de modo que a sobrejetividade
de (Py)sp,(y) advém da sobrejetividade de p,,, e da sobrejetividade de ps,,. Agora, sendo que

P, € sobrejetiva e o ponto y € P ¢ arbitrario, obtemos que p, é submersao.

Para concluirmos, basta repetidamente aplicarmos a definicdo de redugao de SDEs. Com

efeito,

(Z/p1)/py = {0€(M) | p5(0) € Z/p:}
= {0 €Q"(M) | pyopy(0) €L}
= {0 e (M) | (pyop)(0) € T}
= {0 Q" (M) | p3(0) € T}
= I/ps.

]

Defini¢ao 5.10. Sejam K C Q*(M,), J C Q*(My) e T C Q*(Ms) sistemas diferenciais
exteriores e py € C®°(My, M), py, € C®(My, M3) e p; € C°(My, M;) submersoes. Dizemos

que

(My,T) —2—— (My, T)

e |

(M?n ’C)

¢ um diagrama comutativo de SDEs se sdo vdlidas as sequintes afirmacoes:

1. pyop; = ps;
2' j:I/pD
3. K=J/py=1/p;.

Lema 5.11. Seja G um grupo de simetrias de um SDEZ C Q*(M) tal que G age reqularmente
em M, e seja H C G um subgrupo de G que também age reqularmente em M. Nessas condigoes,
a aplicagdo orbital
p: M/H — M/G
Hx — G
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€ uma submersdao sobrejetiva, por meio da qual

(M, ) —* —— (M/H,Z/H)

define um diagrama comutativo de SDEs.

Demonstracao. Pela regularidade das agoes dos grupos de Lie G e H sobre M, obtemos

imediatamente que

M/G

¢ um diagrama comutativo de variedades suaves no qual q; e g, sao submersoes sobrejetivas.

Dai, pelo Lema 5.9, p é uma submersao sobrejetiva e

(M, 7) — X (M/H,T/H)

e

(M/G,1/G)

define um diagrama comutativo de SDEs. O

Observamos que, a partir do Teorema 1.2, pode-se mostrar que o subgrupo H C G do

Lema 5.11 age regularmente se, e somente se, H ¢é fechado em G.

Corolario 5.12. Sejam T C Q*(M) um SDE, Gy e Gy grupos de simetria de Z, e H um
subgrupo tanto de Gy como de Gs. Suponha que as acoes de G, Go e H sobre M sejam requlares.
Nessas condigoes, as aplicagoes orbitais py, : M/H — M/Gy e py, : M/H — My/Gs sdo

submersoes sobrejetivas e

(M,T)
(M/H,Z/H)
(M/G1,T/Gh) 1 2 (M/G2,T/Gy)

¢ um diagrama comutativo de SDFEs.
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Demonstracio. Basta aplicar o Lema 5.11 para H C G; e H C Gs.

5.3.2 Transformacoes de Backlund

Em termos das extensoes integraveis, o Corolario 4.27 imediatamente implica o seguinte

resultado fundamental.

Teorema 5.13. Seja G um grupo de simetrias de um sistema diferencial exterior T C Q*(M).
Suponha que G age reqularmente em M e transversalmente ao SDE I. Nessas condigoes, temos

que T é uma extensao integravel do SDE reduzido Z/G.

Assim, a partir desse resultado, podemos também provar o seguinte outro

Teorema 5.14. Seja G um grupo de simetrias de um SDE T C Q*(M). Suponha que a a¢do
de G em M ¢ reqular e transversal ao sistema L, e suponha também que H C G € um subgrupo

fechado de Lie. Com respeito a aplicacdo orbital

p: M/H — MJ/G
Hzx — Gr

Z/H € uma extensao integravel de T/G.

Demonstraciao. Comecamos observando que, pela transversalidade da agao de G em M, também
temos que a acao de H em M é transversal ao sistema Z. Desse modo, pelo Corolario 4.22,
I'/G e I'/H sao subfibrados de dimensao constante, de sorte que podemos considerar um

subfibrado de dimensdo constante K C A'(M/H) tal que
I''H =K o p*(I'/G). (5.9)

Assim, K é o nosso candidato a subfibrado admissivel e, nesse sentido, verificaremos as

propriedades (P1), (P2) e (P3) de uma extensao integravel. Com efeito:

(P1) Por construcao, K C A'(M/H) é um subfibrado de dimenséao constante e, a partir de

(5.9), a sua dimensao pode ser calculada da seguinte maneira:

rk(K) = rk((I'/H)) —rk(p*(I'/G))
= rk( (I'/H)) - rk((I'/G))
= dimG —dim H
= (dim M —dim H) — (dim M — dim G)
= dim(M/H) — dim(M/G).
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(P2) Para mostrarmos a transversalidade de p com respeito ao subfibrado K, iremos verificar

uma certa relacao entre as distribuicoes I'¢ e I'y, da qual a transversalidade é obtida

como corolario. De fato, seja K := q};(K), de modo que Ky 4 = K. Agora, aplicando a

Proposicao 5.8 ao diagrama

(M, 7) — 2 (M/H,Z/H)

e

(M/G,1/G),

obtemos que
kerp, = q4.(Tc). (5.10)

Ademais, note que, por defini¢do, g, (annK) C annK e, mais ainda, pelo fato de que

qy ¢ uma submersdo, annK C qy,(annK). Ou seja, temos a igualdade

qy.(annK) = annK. (5.11)
Assim, a partir das equagoes (5.10) e (5.11), a condicao de transversalidade

annK N ker p, = {0}

¢é equivalente a condigao
annK N I'g CTy. (5.12)

De fato, iremos mostrar que, em (5.12), é védlida a igualdade. Nesse sentido, aplicamos o

pullback g3, em ambos os lados da equagao (5.9). Pelo Lema 2.26,
ay(I'/H) = qy(K) @ qy(p"(I'/G)). (5.13)
Dai, aplicando em (5.13) o Lema 4.20 e o Lema 5.11, obtemos:
Ihgw=K®I, (5.14)

A partir de (5.14) e das transversalidades das agoes de H e GG, podemos usar o Corolario

4.22 para calcular a dimensdo do subfibrado K C A'(M) da seguinte maneira:
rk(K) = 7"/{([}1,35) — rk([é,sb) =rk(Tqg) —rk(Ty). (5.15)
Assim, podemos usar (5.15) para calcular a dimensdo de A*(M)y g da seguinte maneira:

’Fk‘(Al(M)H,sb) = dim M — T/{Z(FH)
= rh(A'(M)g.m) + 1k(Ta) = (rk(Tg) — rk(K))
= rk(AY(M)g.w) + rk(K).

Note também que, por (5.14), AY(M)g. N K = {0}. Assim, vemos que

AN (Mg p=AN(M)gas® K. (5.16)
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(P3)

Tomando o anulador de ambos os lados de (5.16), concluimos:
Ty = annA' (M) g = annA' (M) g NannK = Tg N annk,
como queriamos.

Pelo Teorema 5.13, Z é extensao integravel de Z/G, de modo tal que, usando um con-
junto de geradores {u?, (qalv)*(v?), (galv)*(7¢) bap.e oriundo do Coroldrio 4.27, podemos

escrever, em abertos U C M suficientemente diminutos, o seguinte:

Ilv = (1, (aalo)* (@), (aalo) (79))alg
= (1, (po qulv) ("), (P o qulu) (7%))ae (5.17)

= (1", (qulv)” © (Play @) ("), (qulv)™ o (Play )" (7)aie

a

a

Por (5.17) e pela escolha de K, obtemos imediatamente que, sendo

Klgyw) == (LK g, 0)) U (Play @) "), (Plgy @) (7)) atg

Klg,w) C (Z/H)|q, ). Por outro lado, usando novamente (5.17), dados 6 € (Z/H)|q,,@w)
e uma se¢ao local o de qp definida em g (U), existem formas diferenciais a?, 3°,w® tais

que

0=>"c"(a") Ao (u*) + D c*(B) Ap*(°) + o (w) A p* (7). (5.18)

b

Novamente pela forma com a qual escolhemos K, veja que, como J := span{u}, C I'|y,

cada pullback o*(u*) € I'((I'/H)|qy, ) se decompde em uma soma
0" (") = M + A5, A €T(K|g@). A5 € (P (IY/G)lgn)- (5.19)

Evidentemente, T'(K|q, 1)) C Klg,@). Ademais, considere uma arbitraria 1-forma

diferencial ® € (Z/G)|q.w) = (*,7)ag. Sendo s uma se¢do local de g definida em

qG(U)a
PP =(qs0s0p)P=psq,d.
Perceba agora que, como q;® € Ié,,sb|U, decorre do Lema que 4.20 que o pullback

s*qu® € (Z/G)lq. ) €, portanto, p*® € Klg, 1. Logo,
L(p"(I'/G)lgy@)) = span{p"® | @} C Kl ).

Assim, aplicando (5.19) em (5.18), vemos que 6 € K|g,, () e, dessa maneira, conseguimos
concluir que vale (P3), de sorte que Z/H ¢, segundo a aplicagdo orbital p, extensao

integravel de Z/G, como querfamos demonstrar.
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Finalmente, apresentamos o resultado principal.

Teorema 5.15. Sejam Z C Q*(M) um SDE, Gy e G grupos de simetria de Z, e H um subgrupo
tanto de G1 como de Go. Suponha que as agoes de G1, Go e H sobre M sejam requlares. Nessas
condigoes, as aplicagoes orbitais p, : M/H — M/Gy e py : M/H — My /Gy sdo submersoes

sobrejetivas e

(M,T)
(M/H,Z/H)
(M/G1,Z/Gy) 1 2 (M/G2,Z/G5)

¢ um diagrama comutativo de SDEs. Além disso, se as agoes de G1 e G sao transversais a I,
entao todas as aplicacoes do diagrama comutativo supracitado sdo extensoes integraveis. Em

particular, o diagrama

(M/H,Z/H)

(M/G1,1/Gh) (M/G2,1/G)

define Z/H C Q*(M/H) como sendo uma transformagao de Bdcklund entre os sistemas
diferenciais exteriores T/Gy C Q*(M/G1) e T/Gy C Q (M /G5).

Demonstracao. O fato de que as aplicagdes orbitais sao submersoes sobrejetivas e a comutati-
vidade do diagrama de SDEs sao assegurados pelo Corolario 5.12. Ademais, sob as condi¢oes
de transversalidade requisitadas, o Teorema 5.13 garante que as submersoes qq,, 9, q¢, a0
extensoes integraveis, enquanto que o Teorema 5.14 garante que as submersoes p; e p, também

sao extensoes integraveis. O

A seguir, mostramos como usar o Teorema 5.15 para construir a classica transformacao

de Backlund entre a equagao de onda u,, = 0 e a equacao de Liouville u,, = e".

Exemplo 5.16. Considere a variedade produto J*(m) x J*(7), definida por 7 : RxR 3 (z,u)
reERem:RxR > (z,u) —» T €R, e equipada com coordenadas {x,u, Uy, Uyy, T, U, Uz, Uzz -
Iremos nos restringir ao aberto

M = {(z, U, Ug, Upg, T, T, U, Ugz) € J*(7) X JA(T) | up > 0,7z > 0,u+7u > 0)},

e consideraremos a restricao a M da soma direta dos SDEs de Cartan, i.e.,

T = (CLu(m) +Ch(@)| .
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Ou seja,

T = <W07wx750aw§>diﬁ|M

= <w0a Wy, Wo, W, dCd(), dw:va dwo, dwf>alg|M7

em que wy = du — uzdr, w, = duy — Uzpdr, Wy = du — UzdT e Wz = duz — UzzdT. Nesse
caso, o subgrupo fechado H mencionado no Teorema 5.15 serda aquele com dlgebra de campos
fundamentais

Ty = span{ Xy := 0y — 0y, Xo:= (u@u)@) + (Eﬁg)@)},

em que denotamos com

(u0,)® = udy + g0y, + Uy,

Uz

(a6)?) = 0y + Uz, + Uzz O

os prolongamentos de u0, e U0y, respectivamente, até a sequnda ordem. Logo, as fungoes
coordenadas x e T sao invariantes de ordem zero de I'y. Por outro lado, até a primeira ordem
(i.e., em JY(m) x JY(T)), o0s fluros de X; e Xy atuam, sobre um ponto (z° u® u®,7° u° u2),

T

A

respectivamente na forma sequinte:

r=x, U=UE, Uy =1Uu,€, T:TO, u=

em quet e s sGo os parametros dos respectivos fluxos. Portanto, além dos obvios invariantes
de ordem zero x e T, os campos X1 e Xo compartilham também os dois sequintes invariantes

da primeira ordem e funcionalmente independentes:

V = log (u?u) , W :=log (u?u) .

Pois J'(7) x JY(T) é 6-dimensional e a a¢do de H possui érbitas bidimensionais, a indepen-

déncia funcional de {x,T,V,W} assequra que todo invariante de ordem menor do que dois,
relativamente d agao de H, é uma fungao de (x,Z,V,W). Nesse caso, dizemos que {x,Z,V, W}

¢ um ststema fundamental de invariantes de ordem menor do que dois.

Por outro lado, M C J*(7) x J*(T) é 8-dimensional, portanto, para completar {x,=,V, W}
a um sistema fundamental de invariantes de ordem até dois, precisamos de mais dois invariantes
de ordem dois. FEsses invariantes de ordem superior podem ser facilmente determinados ao
observarmos que

[X“Df)] = [XZ,D£2)] = 07 i = 1727

T

com

Df) = Op + U0y + Uz Oy,
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DY) = 05 + Tz0y + Uz,

xT

De fato, a partir dessa comutatividade, deduzimos que D{?) e Dg) levam invariantes em

imvariantes e, desse modo, podem ser usados para gerar os sequintes invariantes de ordem dois:

W, = DR(W) = Usw _ Us
Uy U+ u

(5.20)

Vo= DP(V) = 7 -
Uz U+T

Deizamos para o leitor a verificagcdo de que D(z)(W) e D(V) sio de ordem 1, mais exatamente:

z T

V,=DO®V) = -,
Wy = DE (W) = —¢V.

T

(5.21)

Em breve, verificaremos que (5.21) sdo, de fato, as equagoes diferenciais para as variedades
integrais admissiveis do sistema quociente Z/H. Na prdtica, a determinagio das relagoes
funcionais entre os invariantes prolongados e os invariantes de ordem inferior pode ser um
método alternativo para a descri¢io do quociente. Em termos do sistema fundamental de

invariantes {x, T, V,W, Vg W, }, temos entdo que

ay M — M/H
= (I‘,I,‘/,W, Vf; Wm)

('I7 Uy Uy, Uy f? ﬂ7 757 77:2)

e, desse modo,
oz, T, VW, Ve, W) = (= 2,u = 0,uy = eV gy = VW, + 2V 2 =71 =1,

— vV 1% 2V
Uz =e€ Uz =€ Vz+e)

¢ uma segio de qy. De fato, observando que u, = " (u+1u) e Uz = " (u + 1), a secio o é
determinada pelas escolhas uw =0, uw =1, e pelas expressoes (5.20) de Vz e W,. Sendo nesse
caso a acio de H transversal a T e IV, como observado no final do Capitulo 4, teremos que
também o SDE quociente Z/H é Pfaffiano. Portanto, para determinar os geradores de T/H,

basta calcularmos o pullback, por o, das 1-formas H-semibdsicas pertencentes ao sistema I.

Com efeito, observando preliminarmente que

1 1 , 1 1 2

1 N o =
Iy o= span{QHvsb = H—w; — u—wx, O sp = ﬂ—u@%— — Wy — " +ﬂ(wo + wo)} ,

x x T u$

teremos que

I/H = Span{o-*<9}-[,sb)7 0*(‘9?{,3b)}
1 * * 1 * *
= span{ (" Oh0) + 7" G)s 5 (7 Oha) 0" Oh) |
= span{dV — Vedz + Vdx, dW + "dz — W, dz}.
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Dessa maneira, vemos que as variedades integrais de Z/H , com condi¢io de independéncia
dx N\ dT, sao descritas pelo sistema de equagdes diferenciais parciais (5.21). Nesse sentido,

dizemos que Z/H descreve o sistema (5.21).

Sucessivamente, sempre tendo em vista o Teorema 5.15, o proximo passo € aquele de

construir as redugoes de T entre as quais Z/H define uma transformagao de Bdcklund.

Tendo em wvista esse objetivo, consideramos a sequinte outra dlgebra de Lie de simetrias
de Z:
Lq, = span{ Xy, X, Z1 := 0y + Og}.

Nesse caso, um sistema fundamental de invariantes de ordem até dois, relativamente a
acao de Gy, serd formado ainda pelos invariantes de ordem zero x e T, por um unico invariante
de ordem um, e dois invariantes de ordem dois. Em particular, em virtude do fato de que
I'y C Tq,, o invariante fundamental da primeira ordem de U € uma fungdo de Ve W. De

fato, observando que

2 <log (ufu)) - (u Jiu)2 =4 <Z0‘q<ulj—mu)> ’

deduzimos imediatamente que

Uz

Uz Uy o
: = log u= — lo = log | —= 5.22

¢ um invariante da primeira ordem de I'g,. Além disso, pois as derivadas totais truncadas Dg(f)

€ Dg) ainda comutam com os campos fundamentais da acao de Gy em M, deduzimos que

Uiy = DO (1)) = — 22 (5.23)
Uy
e
Uzz

U1z ‘= D%Q)(Ul) = —_

T

sao invariantes da sequnda ordem de I'c,. Dessa forma, encontramos o sistema fundamental

(5.24)

de invariantes de ordem até dois {x,T,u1,u1,, U1z} da agdo de Gy, em termos do qual

(:L‘au?u:muxmva ﬂaﬂfa ﬁ) = (x7j7 ula“lxa”li) .

Nesse caso, a ac¢ao do grupo de simetrias Gy € transversal ao sistema L, mas nao € transversal
ao sistema derivado IV e, portanto, o sistema reduzido T/G, ndo é Pfaffiano. Assim como na
redugdo anterior, em que observamos que as relagoes funcionais (5.21) entre os invariantes pro-
longados fornecem as equagoes diferenciais para as variedades integrais admissiveis do quociente
Z/H, também no caso atual podemos verificar a mesma coisa. De fato, {x, T, uy, ui,, w1z} € um
sistema mazximal funcionalmente independente, portanto, uy,z = D;Q)Dg) (uy) = Dg)D:(f) (uq)

depende funcionalmente dos anteriores, e um simples cdlculo prova que

) (5.25)
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Como verificaremos daqui a pouco, (5.25) é a equagdo diferencial que descreve as variedades
integrais admissiveis de Z/G1. Pois esse quociente é nao Pfaffiano, encontraremos que /Gy é

algebricamente gerado pelas sequintes formas
duy — urdr — uzdZ, dui, ANdx, duz A dT.

De fato, usando o Coroldrio 4.28, verificaremos que o sistema quociente Z/G1 é algebricamente
gerado pelo pullback, por meio de uma segio o1 de qg,, de 1-formas e 2-formas G-semibdsicas

em L.

Com efeito, usando as notacoes do tipo adotado no Coroldrio /.28, observamos prelimi-

narmente que

7 = <W07w()7w:ltawfa dwOudwOadwx7dw§>alg|M
1 1
1 2 —_ 3 —_ 1 2
= <Oé = Wp, @ = Wp, 0" = Wz + — Wz, 07ﬂ76> )
Uy Uz alg 'M

com 0, B, B? semibdsicas tais que

1 1 Uz Uzz Uy
0 = —Wz — —w, =dlog (> — —dz + —du,
Uz Uy Uy Uz Uy
]_ 7@ ]- 7@ — —
B = —dwy — == dwy = (—dum + quuz> A dz,
Uz Uz Uz Uz

2
x T

1 Trxr 1 T
B2 = —duw, — = duy = <—udum + l;dux> A da.

x xrx

Além disso, levando em conta as expresoes (5.22), (5.23) e (5.2/) de uq, ui, e uiz, podemos
considerar a se¢ao o1 de qg, definida pelas escolhas u =10, U =0 e Uz = 1, i.e.,
o1(2, T, uy, Urg, Urz) = <x =x,u=0,uy = —, Upy = e_ul%,f =T,Uz = L,ﬂﬁ = 1> )
Uiz Uiz Uz

Asism, obtemos que

07(0) = duy — u1zdT — uy,dz,
or(BY) = —duyz A dZ, (5.26)
ot (B?) = duy, A de.

Portanto, como ja observamos acima, /Gy é algebricamente gerado pelas formas (5.26), e

suas variedades integrais admissiveis sao descritas pela equacdo de onda na forma ui,z = 0.

Quanto a aplicagao orbital p,, da parte esquerda do primeiro diagrama do Teorema 5.15,
temos que
D1 =4g, ©0,
portanto, levando em conta as expressoes (5.22), (5.23) e (5.24) de uy, u1, e uiz, obtemos a

sequinte forma coordenada para essa aplicacao:

pl(a:afa VaI/VaVE7 WCC) = (33 =Z,T=7T,U1 = V- W;”lx = _Wx - ewaulf = Vf+ev)'
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Por outro lado, considere agora
Zy = 1?0, + Dy(u?)0,, + D@ (u?)0
e a dlgebra de simetrias de Z dada por
Lq, = span{ Xy, Xo, Z5}.

Analogamente ao caso da acao de Gy em M, os invariantes de I'g, podem ser escritos em
termos daqueles de I'y. De fato, um sistema fundamental de invariantes é representado pelo

sistema {x, T, us, Usy, Usz }, €M que
Ug ‘=108 | 7——35
(u+w?)’

2u,
= D@ (yy) = Jex 2l 5.27
U2 T <u2) Uy u _’_Ha ( )

UQE = D(2)(U2) _ — —

T
Em termos desse sistema de invariantes,

ng . M — M/GQ
—

(x7u7uxau;m:7fa Ea T Uﬂ) (mafa u2au2x7u2§) ‘

xT

Decorre disso também que o invariante gz = D@ (D(;)(UQ)) = D(;) (Dg(f)(UQ)) depende

funcionalmente dos anteriores. Em particular, é fdacil verificar que
Uges = €2, (5.28)

Pois novamente, como no caso de G, a acao de Gy € transversal ao sistema I mas nao ao
sistema 1V teremos que o sistema quociente T/Gy é um SDE ndo Pfaffiano em uma variedade
5-dimensional. Portanto, sendo (5.28) a equagiao para suas variedades integrais admissiveis,

teremos que
Z/Gy = (dug — ugedr — ugzdT, (dug, — e"dT) A dx, (dugz — e"*dx) A dT) gl mr-

Nesse caso, assim como no caso anterior, esse resultado para os geradores algébricos de
Z/Gs pode ser obtido também usando o Coroldrio /.28, determinando um sistema de formas

Gy-semibdsicas e, sucessivamente, o pullback dessas formas com relacdo a uma se¢io o9 de
dc,-

Quanto a aplicacao orbital p,, da parte direita do primeiro diagrama do Teorema 5.15,
teremos que

by = qg, ©0,
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portanto, levando em conta as expressoes de ug, Us, € ugz em (5.27), obtemos a sequinte forma

coordenada para essa aplicacao:
P (2, T, VW Ve W) =(x =2, T=T, ug =V +W +10g 2, usy = Wy — ", ugz = Ve —e").
Finalmente, observando que

VW =log = =u

T

e
Uz Uy 2E§U$
V4+W=log ———— =log ————= —log 2 = uy — log 2
* ©8 (u + w)? ©8 (u+ u)? ©8 42108 %
obtemos que
V—qul,

V+W =uy —log 2,

1.e.,

V—ul—;uz—log \/5,

W:u2gul—log V2.

Portanto, em termos de uy e us, o sistema (5.21) se escreve do sequinte modo:

Ug — U
U1x+u2x:—\/§6$p( 22 1)7

U +u
le—u2x:\/§€$P< : 5 2)»

e pelo Teorema 5.15, obtemos finalmente a cldssica transformacdio de Bicklund entre as equagoes

de onda e de Liouville:

U1 + Usg
2

Uz — W

2

Uiz — Uog = \/§exp , Uty + Uy = —\/§exp

Dy Do

Uiz = 0 Ugyz = €2

Com o intuito de ilustrar uma aplicacao dessa transformagdio de Bdcklund, mostraremos
como, a partir da solugdo trivial uy = 0 da equagdo de onda, podemos encontrar uma solugdo

da equacdo de Liouville ao integrarmos o sistema de equacoes

Uge = —V/26"/2,

5.29
Uog = —\/2e%2/2, ( )
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Com efeito, pela primeira equagio em (5.29),

—1 dUQ /
e dx,
de onde obtemos que
x
e/ = —_ 4 ¢(T),
NG 9(7)

ou seja,

Uy = —2log <5§ + g(a:)) )

Agora, utilizando a sequnda equagao em (5.29),

de modo que
Assim,

Portanto, para cada c € R,

¢ uma solugdo da equagdo de Liouville.
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