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“Matemática é a arte de dar o mesmo nome a coisas diferentes.”

Henri Poincaré
? 1854 — † 1912



Resumo
Em linhas gerais, a presente dissertação visa estudar, sob a perspectiva geométrica dos espaços
de jatos e dos sistemas diferenciais exteriores, as equações diferenciais e algumas relações
que podem ser estabelecidas entre suas soluções. Como veremos, a partir do processo de
redução por simetrias de sistemas diferenciais exteriores, podemos sistematicamente construir
transformações que relacionam soluções de equações obtidas por um processo de redução, de
modo que, assim, podemos estabelecer transformações de Bäcklund entre equações diferenciais.

O trabalho se subdivide em cinco capítulos. No Capítulo 1, são apresentados alguns prer-
requisitos acerca da teoria das variedades suaves, aproveitando o ensejo para introduzir as
principais notações e convenções utilizadas ao longo do texto. Sucessivamente, no Capítulo 2,
são mostrados alguns resultados básicos no âmbito das submersões e, mais especificamente,
são estabelecidos alguns fatos sobre os fibrados, que serão úteis para o desenvolvimento dos
próximos capítulos. O Capítulo 3, aproveitando-se do instrumental teórico exposto nos capítulos
anteriores, introduz os espaços de jatos de seções do fibrado. Assim, discute-se a interpretação
das equações diferenciais como subvariedades desses ambientes geométricos e, a partir disso,
são apresentadas algumas importantes noções de simetria, juntamente com alguns resultados
básicos. O Capítulo 4 aborda o tema da redução por simetrias de equações diferenciais do
ponto de vista da teoria dos sistemas diferenciais exteriores. Portanto, depois de uma breve
introdução ao formalismo dos sistemas diferenciais exteriores, são logo discutidas as aplicações
destes ao estudo das equações diferenciais, visando principalmente elucidar os aspectos que
mais desempenham um papel central na redução por simetrias. Por fim, o Capítulo 5 trata do
tema principal deste trabalho, que é a descrição de um método útil para obter transformações
de Bäcklund por meio de diferentes reduções de um mesmo sistema diferencial exterior.

Palavras-chave: Sistemas Diferenciais Exteriores, Espaços de Jatos, Equações Diferenciais
Não Lineares, Redução por Simetrias, Variedades Integrais, Simetrias, Transformações de
Bäcklund, Extensões Integráveis, Formas Diferenciais, Fibrados.



Abstract
In general terms, this dissertation aims to study, from the geometric perspective of jet spaces
and exterior differential systems, the differential equations and the relationships that can be
established between their solutions. As we will see, from the process of reduction by symmetries
of exterior differential systems, we can systematically construct transformations that relate
solutions of equations obtained by a reduction process so that, in this way, we can establish
Bäcklund transformations between differential equations.

The work is subdivided into five chapters. Chapter 1 presents some prerequisites on smooth
manifolds, taking the opportunity to introduce the main notations and conventions used
throughout the text. Succesively, in Chapter 2, some basic results are shown in the context
of submersions, and, more specifically, some facts about fiber bundles are established that
will be useful for the development of the following chapters. Chapter 3, taking advantage
of the theoretical tools in previous chapters, introduces the jet spaces of sections of a fiber
bundle. Thus, the interpretation of differential equations as submanifolds of these geometric
environments is discussed, and based on this, some essential notions of symmetry are presented,
together with some basic results. Chapter 4 addresses the symmetry reduction of differential
equations form the point of view of the theory of exterior differential systems. Therefore, after
a short introduction to the formalism of exterior differential systems, their applications to the
study of differential equations are immediately discussed, aiming to elucidate above all the
aspects that play a central role in symmetry reduction. Finally, Chapter 5 is devoted to the
main topic of this work, which is the discussion of a useful method for obtaining Bäcklund
transformations through different reductions of the same exterior differential system.

Keywords: Exterior Differential Systems, Jet Spaces, Nonlinear Differential Equations, Sym-
metry Reduction, Integral Manifolds, Symmetries, Bäcklund Transformations, Integrable
Extensions, Differential Forms, Bundles.
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Introdução

As equações diferenciais descrevem fenômenos dos mais variados tipos, contudo, a
determinação de suas soluções pode ser uma tarefa de extrema complexidade. Por isso,
para além da Matemática em si, toda técnica útil para o estudo das suas soluções possui
relevantes aplicações em Física, Química, Biologia, Economia, bem como qualquer outra área
do conhecimento que faça uso de equações diferenciais.

A partir dos trabalhos de matemáticos tais como Darboux, Monge, Ampère, Lie e Cartan,
originou-se uma abordagem geométrica nova para tratar as equações diferenciais e estudar suas
soluções. Ao longo de dois séculos, esse novo ponto de vista se consolidou progressivamente
numa ampla série de técnicas que hoje são descritas na linguagem da Geometria Diferencial
moderna, em particular a geometria dos espaços de jatos e o formalismo dos sistemas diferenciais
exteriores. Para uma revisão dos principais desenvolvimentos ocorridos nessa área, os trabalhos
[1, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 15, 16, 17, 18, 19, 20] e as referências neles contidas podem ser bastante
ilustrativos.

Neste trabalho, estamos interessados no estudo de um tipo de transformação de equações
diferenciais que surgiu historicamente na segunda metade do século XIX, quando o matemático
A. V. Bäcklund mostrou uma maneira geométrica segundo a qual é possível transformar
superfícies pseudoesféricas em superfícies pseudoesféricas (i.e., aquelas com curvatura gaussiana
constante negativa). Do ponto de vista das equações diferenciais, quando a curvatura gaussiana é
K = −1, essa transformação entre superfícies pseudoesféricas corresponde a uma transformação
entre soluções da equação sine-Gordon, uxy = sen u.

De fato, a transformação de Bäcklund estabelece uma correspondência entre a equação
sine-Gordon uxy = sen u e uma sua cópia uxy = sen u, onde u = u(x, y) e u = u(x, y), por meio
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do seguinte sistema:



ux − ux
2 = η sen

(
u+ u

2

)
,

uy + uy
2 = 1

η
sen

(
u− u

2

)
, η ∈ R \ {0},

(1)

que goza da seguinte propriedade fundamental: uxy = sen u e uxy = sen u são as condições
de integrabilidade de (1). Assim, assumindo que u seja uma solução da sine-Gordon, i.e.,
uxy = sen u, então (1) é compatível (ou integrável), e sua solução u é também solução da
sine-Gordon, i.e., uxy = sen u. Por exemplo, tomando a solução trivial u = 0 da sine-Gordon, o
sistema (1) se reduz ao sistema compatível



(
u

2

)
x

= ηsen
(
u

2

)
,

(
u

2

)
y

= 1
η
sen

(
u

2

)
,

cuja solução

u = 4arctg(eηx+y/η+c)

é uma solução não trivial da sine-Gordon.

A transformação de Bäcklund, analiticamente descrita pelo sistema (1), foi na verdade
uma generalização de uma transformação já descoberta por Luigi Bianchi, porém a contribuição
de Bäcklund foi imediatamente considerada fundamental, até pelo próprio Bianchi, pois abriu
novos cenários para a identificação de métodos geométricos úteis para a determinação de
soluções exatas de equações diferenciais não lineares. Assim, a expressão “transformação de
Bäcklund” passou a ser comumente utilizada para indicar aquelas correspondências, entre
soluções de duas equações diferenciais (ou sistemas) E1, E2, definidas por um terceiro sistema
E3 que possui E1 e E2 como condições de integrabilidade.

Um simples exemplo de transformação de Bäcklund, nesse sentido mais amplo, é certa-
mente definido pelas equações de Cauchy-Riemann:


ux − vy = 0,

uy + vx = 0,
(2)

em que u = u(x, y) e v = v(x, y). De fato, analisando a compatibilidade (ou integrabilidade)
desse sistema, é imediato verificar que as duas cópias uxx + uyy = 0 e vxx + vyy = 0 da equação
de Laplace são exatamente suas condições de integrabilidade. Portanto, para toda solução v
fixada de vxx + vyy = 0, (2) é integrável e define uma nova solução u da equação de Laplace.
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Um outro exemplo, também bastante simples, é representado pelo sistema

zx − ux =
√

2 exp
(
z + u

2

)
,

zy + uy = −
√

2 exp
(
u− z

2

)
,

(3)

que estabelece uma correspondência de tipo Bäcklund entre a equação de onda e a equação de
Liouville:

zxy = 0, uxy = eu, (4)

com z = z(x, y) e u = u(x, y). De fato, (4) são as condições de integrabilidade de (3). Logo,
assumindo zxy = 0, o sistema (3) é compatível se, e somente se, uxy = eu. É verdade também
o recíproco, i.e., assumindo uxy = eu, então (3) é compatível se, e somente se, zxy = 0. Por
exemplo, tomando a solução z = 0 da equação de onda, o sistema (3) se reduz ao seguinte:

ux = −
√

2eu/2,

uy = −
√

2eu/2,
(5)

pelo qual é determinada a seguinte solução não trivial da equação de Liouville:

u = ln
(

2
(x+ y + c)2

)
, c ∈ R.

Em geral, o problema de provar a existência de uma transformação de Bäcklund entre
duas equações pode ser muito difícil, e ainda hoje estamos muito longe de conseguir lidar
com esse problema na sua generalidade. Alguns progressos significativos foram realizados pela
escola russa, em particular pelo grupo de pesquisa liderado por A. M. Vinogradov, introduzindo
a noção de “recobrimento diferencial” ou “extensão diferencial” [17, 19, 20]. Nos anos mais
recentes, essas ideias de Vinogradov foram adaptadas ao contexto dos sistemas diferenciais
exteriores por I. M. Anderson e M. E. Fels [4, 5], que descreveram uma forma de construir
transformações de Bäcklund entre sistemas diferenciais exteriores obtidos por meio de uma
redução por simetrias de um mesmo sistema diferencial exterior. O objetivo principal deste
nosso trabalho é descrever essa técnica de Anderson e Fels.

O trabalho se subdivide em cinco capítulos. No Capítulo 1, são apresentados alguns
prerrequisitos acerca da teoria das variedades suaves, aproveitando o ensejo para introduzir as
principais notações e convenções utilizadas ao longo do texto. Sucessivamente, no Capítulo 2,
são mostrados alguns resultados básicos no âmbito das submersões e, mais especificamente,
são estabelecidos alguns fatos sobre os fibrados, que serão úteis para o desenvolvimento dos
próximos capítulos. O Capítulo 3, aproveitando-se do instrumental teórico exposto nos capítulos
anteriores, introduz os espaços de jatos de seções do fibrado. Assim, discute-se a interpretação
das equações diferenciais como subvariedades desses ambientes geométricos e, a partir disso,
são apresentadas algumas importantes noções de simetria, juntamente com alguns resultados
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básicos. O Capítulo 4 aborda o tema da redução por simetrias de equações diferenciais do
ponto de vista da teoria dos sistemas diferenciais exteriores. Portanto, depois de uma breve
introdução ao formalismo dos sistemas diferenciais exteriores, são logo discutidas as aplicações
destes ao estudo das equações diferenciais, visando principalmente elucidar os aspectos que
mais desempenham um papel central na redução por simetrias. Por fim, o Capítulo 5 trata do
tema principal deste trabalho, que é a descrição de um método útil para obter transformações
de Bäcklund por meio de diferentes reduções de um mesmo sistema diferencial exterior.
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Capítulo 1

Preliminares e Notações Básicas

Neste capítulo, apresentaremos sucintamente algumas noções fundamentais da teoria
das variedades suaves, com o objetivo principal de fixar as notações e convenções básicas
utilizadas ao longo deste trabalho. Para uma descrição mais detalhada e sistemática dos
aspectos abordados, recomendamos as referênciais [21, 22, 25].

1.1 Variedades, Aplicações Suaves, Campos e Formas

Uma variedade topológica M de dimensão n consiste de um espaço topológico Haus-
dorff, com base enumerável e localmente euclidiano, i.e., todo ponto p ∈ M admite uma
vizinhança aberta U ⊂M , p ∈ U , homeomorfa a um aberto de Rn, sendo um tal homeomor-
fismo chamado de carta da variedade. Nesse sentido, um atlas de M é um conjunto {ϕα}α
de cartas tais que os seus domínios definem uma cobertura da variedade.

Ao longo de todo o texto, trabalharemos com variedades suaves, i.e., pares (M,A)
em que M é uma variedade topológica e A é um atlas (maximal)

A := {ϕα : Uα ⊂M −→ ϕα(Uα) ⊂ Rn}α

tal que todas as possíveis funções de transição

ϕβ ◦ ϕ−1
α : ϕα(Uα) ∩ ϕβ(Uβ) −→ Rn

são suaves.

Dada uma variedade suave (M,A), o conjunto das funções contínuas defindas em M e
com contradomínio R é denotado por C0

A(M), e o conjunto das funções suaves de M é dado
por:

C∞A (M) := {f : M −→ R | f ◦ ϕ−1
α é suave, ∀ϕα ∈ A}.
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Observamos que C∞A (M) ⊂ C0
A(M) e que, quando não há risco de confusão quanto ao

atlas adotado, utilizamos a notação mais enxuta C∞(M). Destacamos o fato de que C∞(M)
tem uma evidente estrutura de álgebra (associativa) sobre o corpo dos números reais.

Por fim, em uma vizinhança coordenada U ⊂ M (i.e., aberto da variedade no qual
se define uma carta ϕ), temos as funções coordenadas xi := πi ◦ ϕ ∈ C∞(U), em que cada
πi : Rn −→ R é a projeção na i-ésima coordenada, i = 1, . . . , n.

Aplicações Suaves entre Variedades

Uma aplicação F : M −→ N entre variedades suaves é dita ser suave se, para toda
função suave f ∈ C∞(N), f ◦ F ∈ C∞(M). Denotamos

C∞(M,N) := {F : M −→ N | F é suave}.

Para toda F ∈ C∞(M,N), temos a aplicação pullback

F ∗: C∞(N) −→ C∞(M)
f 7→ F ∗(f) := f ◦ F

.

Dizemos que F ∈ C∞(M,N) é um difeomorfismo se F for uma bijeção suave com
inversa F−1 suave. De forma análoga, F é um difeomorfismo local se, para cada p ∈ M ,
existe uma vizinhança aberta U de p tal que a restrição F |U : U −→ F (U) é um difeomorfismo.

Vetores Tangentes, Push-Forward e Fibrado Tangente

Dadas uma variedade suave n-dimensional M e um ponto p ∈M , uma aplicação R-linear

ξp: C∞(M) −→ R
f 7→ ξp(f)

para a qual vale a Regra de Leibniz

ξp(f · g) = f(p)ξp(g) + g(p)ξp(f), ∀f, g ∈ C∞(M),

é chamada de vetor tangente a M em p. É fácil verificar que o conjunto TpM de todos os
vetores tangentes a M em p é um R-espaço vetorial, chamado de espaço tangente a M em p.

O diferencial (ou push-forward) de uma aplicação F ∈ C∞(M,N) no ponto p ∈M
é a aplicação

F∗p: TpM −→ TF (p)N

ξp 7→ ξp ◦ F ∗
,

também denotada por dF |p.
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Em uma vizinhança coordenada U ⊂M de p, com uma carta ϕ e funções coordenadas
x1, . . . , xn, podemos descrever o espaço tangente TpM da seguinte maneira: dado ξp ∈ TpM ,
existem únicos escalares reais v1, . . . , vn tais que

ξp =
n∑
i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p
, (1.1)

em que
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

:= (ϕ−1)∗ϕ(p)

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)

)
, i = 1, . . . , n,

sendo cada ∂

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(p)
∈ Tϕ(p)(ϕ(U)) o operador de derivação direcional no ponto ϕ(p) e na

direção do i-ésimo vetor ei da base canônica de Rn. De fato, o sistema de vetores tangentes
coordenados

{
∂
∂x1

∣∣∣
p
, . . . , ∂

∂xn

∣∣∣
p

}
é uma base de TpM , que portanto é um espaço vetorial

n-dimensional.

É digna de nota também a Regra da Cadeia, a qual afirma que, se F ∈ C∞(M,N) e
G ∈ C∞(N,P ), então G ◦ F ∈ C∞(M,P ) e, mais ainda, para todo p ∈M ,

(G ◦ F )∗p = G∗F (p) ◦ F∗p.

Com o auxílio do Teorema da Função Inversa, sabemos que uma aplicação suave entre
variedades suaves F : M −→ N é difeomorfismo local se, e somente se, para todo p ∈M , F∗p é
um isomorfismo linear.

Lembramos também de duas noções basilares envolvendo o diferencial de uma aplicação
suave. Nomeadamente, uma aplicação F ∈ C∞(M,N) é imersão quando, para todo p ∈M ,
F∗p : TpM −→ TF (p)N é injetivo. Por outro lado, F ∈ C∞(M,N) é submersão quando, para
todo p ∈M , F∗p : TpM −→ TF (p)N é sobrejetivo.

Nesse sentido, uma subvariedade imersa é dada por uma variedade suave S ⊂ M

(com respeito à topologia induzida de M) para a qual a inclusão i : S 3 p −→ p ∈ M

é uma imersão. Analogamente, uma subvariedade mergulhada em M é dada por uma
variedade suave S ⊂ M (com respeito à topologia induzida de M) para a qual a inclusão
i : S 3 p −→ p ∈M é um mergulho, isto é, uma imersão entre variedades suaves que é um
homeomorfismo na imagem com respeito às topologias induzidas pelo domínio e contradomínio.
Em particular, a topologia de uma subvariedade mergulhada coincide com aquela induzida pelo
mergulho. Ao longo de todo o texto, os termos subvariedade e subvariedade mergulhada são
sinônimos. Claramente, toda subvariedade mergulhada é, também, uma subvariedade imersa.
Reciprocamente, toda imersão é, localmente, um mergulho.

Por fim, lembramos que (veja, por exemplo, [21, 22, 25]), para uma variedade suave
n-dimensional M , o fibrado tangente de M , que denotaremos por TM , é uma variedade
2n-dimensional, dada pela união disjunta dos espaços tangentes em todos os pontos de M ,

TM :=
⋃
p∈M

TpM,



8 Capítulo 1. Preliminares e Notações Básicas

com cartas ψ do tipo:

ψ

(
n∑
i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
=
(
x1(p), . . . , xn(p), v1, . . . , vn

)
, (1.2)

em que x1, . . . , xn são as funções coordenadas associadas a uma carta da variedade M .

Campos Vetoriais Tangentes

Uma aplicação R-linear

X: C∞(M) −→ C∞(M)
f 7→ X(f)

para a qual vale a Regra de Leibniz

X(fg) = fX(g) + gX(f), ∀f, g ∈ C∞(M),

é chamada de campo vetorial tangente (ou, simplesmente, campo vetorial). Ou seja, os
campos vetoriais tangentes de uma variedade suave são as derivações da respectiva álgebra
das funções suaves. Denotamos por D(M) o conjunto dos campos vetoriais tangentes de M .
Evidentemente, D(M) tem uma estrutura de C∞(M)-módulo.

Por outro lado, de um ponto de vista geométrico, os campos vetoriais são aplicações
suaves

X: M −→ TM

p 7→ Xp ∈ TpM
.

Nesse sentido, em uma vizinhança coordenada U de uma variedade M de dimensão n,
com uma carta ϕ : U ⊂ M −→ ϕ(U) ⊂ Rn, os vetores tangentes coordenados definem o
sistema de campos coordenados

{
∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

}
, chamado também de referencial local

associado à carta ϕ. Relativamente a um referencial desse tipo, todo campo em U pode ser
escrito da seguinte maneira:

X|U =
n∑
i=1

X|U(xi)
∂

∂xi
.

Dado X ∈ D(M), uma curva integral (ou trajetória) de X é uma curva suave

γ: I −→ M

t 7→ γ(t)
,

defnida em um intervalo aberto I ⊂ R, tal que

Xγ(t0) = γ∗t0

(
d

dt

∣∣∣∣
t0

)
,

para todo t0 ∈ I. Podemos verificar se uma curva suave γ : I −→M é uma curva integral do
campo vetorial X da seguinte maneira: γ é curva integral de X se, e somente se, dados p ∈ γ(I)
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e uma vizinhança coordenada U de p com funções coordenadas x1, . . . , xn associadas a uma
carta ϕ, a representação coordenada ϕ(γ(t)) = (x1(t), . . . , xn(t)) de um arco γ(J) ⊂ ϕ(U), com
J ⊂ I, satisfaz o seguinte sistema de EDOs:

d

dt
xi(t) = ai(γ(t)), i = 1, . . . , n, (1.3)

em que ai := X|U(xi). Desse modo, pelo Teorema de Existência e Unicidade das soluções das
equações diferenciais ordinárias, o sistema de equações (1.3), quando atrelado a condições
iniciais, admite solução única. Em particular, existe uma única curva integral γ : (−δ, δ) −→M

de X tal que γ(0) = p, para a qual será reservada a notação γp.

Agora, pelo Teorema de Dependência Suave das soluções das equações diferenciais
ordinárias com respeito às condições iniciais, existem uma vizinhança aberta Vp ⊂ U de p e
um número real ε > 0 de sorte que, para todo t ∈ (−ε, ε),

At: Vp −→ At(Vp)
q 7→ γq(t)

é uma bijeção suave. Além disso, por construção, temos as seguintes propriedades:

1. Para todo t ∈ (−ε, ε), At é um difeomorfismo tal que A−1
t = A−t;

2. A0 = idVp ;

3. At1 ◦ At2 = At2 ◦ At1 = At1+t2 , desde que |t1|, |t2|, |t1 + t2| < ε e At1 , At2 ∈ Vp.

Devido a essas propriedades, a família {At}t é denominada fluxo de X ao redor de p. A
partir do fluxo, podemos recuperar o correspondente campo X, pois as trajetórias γq do campo
são tais que

(γq)∗0
(
d

dt

∣∣∣∣
0

)
= Xγq(0) = Xq, ∀q ∈M.

De fato, podemos escrever X = d

dt

∣∣∣∣
t=0
A∗t .

Por fim, vamos tecer alguns comentários acerca do comutador (ou Colchete de Lie)
de campos vetoriais, i.e., a aplicação

[ , ]: D(M)×D(M) −→ D(M)
(X, Y ) 7→ [X, Y ] := X ◦ Y − Y ◦X

.

Em primeiro lugar, é fácil verificar que são válidas as seguintes propriedades:

1. (Antissimetria) [X, Y ] = −[Y,X], ∀X, Y ∈ D(M);

2. (Bilinearidade) [aX + bY, Z] = a[X,Z] + b[Y, Z], ∀X, Y, Z ∈ D(M), ∀a, b ∈ R;

3. (Identidade de Jacobi) [X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0, ∀X, Y, Z ∈ D(M).
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Localmente, no domínio U de uma carta ϕ, com coordenadas x1, . . . , xn, escrevendo dois
campos X e Y como

X|U =
n∑
i=1

ai
∂

∂xi
e Y |U =

n∑
j=1

bj
∂

∂xj
,

teremos que

[X|U , Y |U ] =
n∑

i,j=1

(
ai
∂bj
∂xi
− bj

∂ai
∂xi

)
∂

∂xj
.

Covetores Tangentes

Seja M uma variedade suave n-dimensional. Para cada p ∈M , consideramos o espaço
vetorial (TpM)∗ dual a TpM , denotando-o por T ∗pM . Ou seja,

T ∗pM := {T : TpM −→ R | T é R− linear}.

Um genérico elemento de T ∗pM é denominado covetor tangente a M em p, e T ∗pM
é denominado espaço vetorial cotangente a M em p. Em uma vizinhança coordenada
U ⊂M , por intermédio do referencial local

{
∂
∂x1
, . . . , ∂

∂xn

}
associado a uma carta ϕ, podemos

fornecer uma descrição em coordenadas do espaço cotangente a M em todo ponto de U . De
fato, dado p ∈ U , observe que, usando a Regra da Cadeia,

dxi|p
(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
= (xi)∗p

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
p

)
= (xi ◦ ϕ−1)∗ϕ(p)

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

)
= (πi)∗ϕ(p)

(
∂

∂xj

∣∣∣∣
ϕ(p)

)
= δij,

sendo δij o Delta de Kronecker.

Dessa forma, vemos que {dx1|p, . . . , dxn|p} é uma base de T ∗pM , chamada de base de
covetores coorenados da carta ϕ. Portanto, T ∗pM é um espaço vetorial n-dimensional e,
dado T ∈ T ∗pM , existem (únicos) escalares reais a1, . . . , an tais que

T =
n∑
i=1

aidxi|p. (1.4)

O fibrado cotangente de M , que será denotado por T ∗M , é uma variedade 2n-
dimensional, dado pela união disjunta

T ∗M :=
⋃
p∈M

T ∗pM.

As cartas de T ∗M são do tipo:

ψ

(
n∑
i=1

aidxi|p
)

=
(
x1(p), . . . , xn(p), a1, . . . , an

)
, (1.5)

em que x1, . . . , xn são as funções coordenadas associadas a uma carta da variedade M .
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Mais em geral, para cada k ≥ 1, o conjunto dos k-covetores tangentes a M em p é dado
por

Λk
p(M) := {T : TpM × · · · × TpM −→ R | T é multilinear e alternada}.

Assim, o fibrado dos k-covetores tangentes a M (veja, por exemplo, [21, 22, 25]) é
a união disjunta:

Λk(M) :=
⋃
p∈M

Λk
p(M).

Formas Diferenciais

Seja M uma variedade suave n-dimensional. De um ponto de vista algébrico, dado k ≥ 1,
uma k-forma diferencial é uma aplicação C∞(M)-linear e antissimétrica

α: D(M)× · · · × D(M) −→ C∞(M)
(X1, . . . , Xk) 7→ α(X1, . . . , Xk)

.

Para todo k, o conjunto das k-formas diferenciais de M é denotado por Ωk(M). Evi-
dentemente, para todo k, Ωk(M) tem uma estrutura de C∞(M)-módulo. Além disso, uma
0-forma diferencial é simplesmente uma função suave de M . Ou seja, Ω0(M) = C∞(M).

Por outro lado, dados k ≥ 1 e uma k-forma diferencial α, é possível mostrar que o número
real α(X1, . . . , Xk)(p) depende somente dos vetores tangentes X1|p, . . . , Xk|p e, a partir disso,
de um ponto de vista geométrico, as k-formas diferenciais podem ser identificadas (veja [22])
com as seções do fibrado dos k-covetores tangentes,

α: M −→ Λk(M)
p 7→ αp ∈ Λk

p(M)
,

de modo tal que
αp
(
X1|p, . . . , Xk|p

)
= α(X1, . . . , Xk)(p), ∀p ∈M. (1.6)

Em particular, pode-se ver que, localmente, nas coordenadas {x1, . . . , xn} de uma carta
ϕ com domínio U , as bases de covetores coordenados ponto a ponto definem um sistema de
1-formas {dx1, . . . , dxn}, chamado de correferencial coordenado associado à carta ϕ.

A álgebra exterior das formas diferenciais de M é dada por

Ω∗(M) :=
∞⊕
k=0

Ωk(M),

sendo dotada de uma soma

+: Ωk(M)× Ωk(M) −→ Ωk(M)
(α, β) 7→ α + β

,
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e de um produto (produto exterior)

∧: Ωk(M)× Ωh(M) −→ Ωk+h(M)
(α, β) 7→ α ∧ β

tal que ∧ denota simplesmente o produto de uma função suave por forma diferencial quando
k = 0, enquanto que, para k, h > 0, o produto ∧ é defindo pela fórmula:

α ∧ β(X1, . . . , Xk+h) := 1
k!h!

∑
σ∈Sk+h

(−1)σα(Xσ(1), . . . , Xσ(k))β(Xσ(k+1), . . . , Xσ(k+h)),

para todos os campos vetoriais X1, . . . , Xk+h ∈ D(M), sendo Sk+h o grupo simétrico de k + h

símbolos e (−1)σ o sinal da permutação σ ∈ Sk+h.

Em particular, para quaisquer 1-formas diferenciais θ1, . . . , θm, vale que:

θ1 ∧ · · · ∧ θm(X1, . . . , Xm) = det


θ1(X1) · · · θ1(Xm)

... . . . ...
θm(X1) · · · θm(Xm)

 .

Ademais, em virtude das observações supracitadas, e em particular de (1.6), temos
que, em uma vizinhança coordenada U da variedade, uma arbitrária k-forma diferencial α se
expressa da seguinte maneira:

α|U =
∑

i1<···<ik
αi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik ,

em que cada αi1···ik ∈ C∞(U).

Seja F ∈ C∞(M,N). A noção de pullback já apresentada pode ser estendida para as
formas diferenciais. Com efeito, dado k ≥ 1, o pullback de F é a aplicação linear

F ∗: Ωk(N) −→ Ωk(M)
α 7→ F ∗(α)

,

tal que
F ∗(α)p: TpM × · · · × TpM −→ R

(ξ1, . . . , ξk) 7→ αF (p)(dFp(ξ1), . . . , dFp(ξk))
,

para todo p ∈M .

Usando essa definição, é fácil ver que, para todas as funções suaves F ∈ C∞(M,N) e
G ∈ C∞(N,P ),

(G ◦ F )∗ = F ∗ ◦G∗.

Além disso, dados k, h ≥ 0, para quaisquer formas diferenciais α ∈ Ωk(M), β ∈ Ωh(M),
vale que:

F ∗(α ∧ β) = F ∗(α) ∧ F ∗(β).
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Também, dados k ≥ 1 e X ∈ D(M), podemos definir o operador de inserção

Xy : Ωk(M) −→ Ωk−1(M)
α 7→ Xyα

,

tal que, para quaisquer campos X1, . . . , Xk−1 ∈ D(M),

Xyα(X1, . . . , Xk−1) := α(X,X1, . . . , Xk−1).

Ademais, dada f ∈ C∞(M), Xyf := 0.

Imediatamente da definição, vemos que o operador de inserção de qualquer campo suave
de M é uma aplicação C∞(M)-linear.

Dentre todas as possíveis aplicações sobre as formas diferenciais, aquela de diferenciação
ocupa, certamente, um lugar fundamental. O diferencial exterior é o único operador
d : Ω∗(M) −→ Ω∗(M) tal que, para todo k ≥ 0, transforma k-formas diferenciais em (k + 1)-
formas diferenciais, completamente determinado pelas seguintes propriedades:

(P1) d é R-linear:
d(aα1 + bα2) = adα + bdα2,

quaisquer que sejam os reais a, b e as formas diferenciais α1, α2 ∈ Ωk(M);

(P2) d2 = 0;

(P3) Para quaisquer formas diferenciais α ∈ Ωk(M) e β ∈ Ωl(M),

d(α ∧ β) = (dα) ∧ β + (−1)kα ∧ dβ;

(P4) Qualquer que seja a função suave f ∈ C∞(M), df é o diferencial de f , ou seja,

df(X) = X(f),

para todo X ∈ D(M).

É fácil provar que, em uma vizinhança coordenada de U de M , com uma carta ϕ e
coordenadas {x1, . . . , xn}, podemos escrever:

df =
n∑
i=1

∂f

∂xi
dxi.

É importante também destacarmos a propriedade de naturalidade do diferencial
exterior,

F ∗ ◦ d = d ◦ F ∗,

para toda F ∈ C∞(M,N). Repare que, nessa identidade, o diferencial exterior no primeiro
membro é aquele de N , enquanto que o diferencial exterior no segundo membro é aquele de M .
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Uma outra aplicação fundamental é representada pela derivada de Lie. De fato, dados
k ≥ 1, uma função suave f ∈ C∞(M), campos vetoriaisX, Y ∈ D(M) e uma k-forma diferencial
α ∈ Ωk(M), definimos:

• A derivada de Lie de f ao longo de X, LXf := X(f);

• A derivada de Lie de Y ao longo de X, LXY := [X, Y ];

• A derivada de Lie de α ∈ Ωk(M) ao longo de X,

LX(α)(X1, . . . , Xk) = X
(
α(X1, . . . , Xk)

)
−

k∑
i=1

α(X1, . . . ,LXXi, . . . , Xk).

Equivalentemente, a derivada de Lie de formas diferenciais pode ser entendida como o
limite de uma razão incremental,

LX(α) = lim
t→0

A∗t (α)− α
t

,

sendo {At}t o fluxo do campo X.

Observe que LXf ∈ C∞(M), LXY ∈ D(M) e LXα ∈ Ωk(M).

Para concluirmos, iremos exibir uma pequena coletânea de propriedades, as quais mostram
como as formas diferenciais se relacionam com os operadores y, d e LX descritos nesta seção.

1. (Fórmula “Mágica” de Cartan) Dados X ∈ D(M) e α ∈ Ω∗(M),

LXα = Xydα + d(Xyα);

2. Dado X ∈ D(M) α ∈ Ω∗(M), LXdα = d(LXα);

3. Dados X, Y ∈ D(M) e α ∈ Ω∗(M), LX(LY α)− LY (LXα) = L[X,Y ]α;

4. Dados k, h ≥ 0, X ∈ D(M), α ∈ Ωk(M) e β ∈ Ωh(M),

Xy(α ∧ β) = (Xyα) ∧ β + (−1)kα ∧ (Xyβ).

1.2 Grupos e Álgebras de Lie

Um grupo de Lie G é uma variedade suave com estrutura de grupo (G, ·) na qual o
produto

m : G×G −→ G

(g1, g2) 7→ m(g1, g2) := g1 · g2

e a inversão
i : G −→ G

g 7→ i(g) := g−1
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são aplicações suaves.

Chamamos a atenção para o fato de que, sendo G um grupo de Lie e g ∈ G, temos os
difeomorfismos

1. (Translação à esquerda)

Lg : G −→ G

h 7→ g · h
;

2. (Translação à direita)
Rg : G −→ G

h 7→ h · g
.

Um teorema demonstrado por Élie Cartan expressa uma propriedade fundamental acerca
dos grupos de Lie.

Teorema 1.1. Sejam G um grupo de Lie e H ⊂ G um subgrupo (no sentido algébrico).
Temos que H é um subgrupo de Lie mergulhado se, e somente se, H é um conjunto
fechado na topologia de G.

Para uma prova do resultado acima, consulte [14].

Lembramos que uma álgebra de Lie é dada por uma espaço vetorial g dotado de um
produto

[ , ] : g× g −→ g

tal que:

a) [ , ] é bilinear;

b) [ , ] é alternado, i.e., [X,X] = 0, ∀X ∈ g;

c) [ , ] satisfaz a identidade de Jacobi, i.e., para todos X, Y, Z ∈ g,

[X, [Y, Z]] + [Z, [X, Y ]] + [Y, [Z,X]] = 0.

O produto [ , ] é chamado de comutador (ou colchete de Lie).

É fácil ver que, se [ , ] é alternado, então [ , ] é antissimétrico, i.e., para todos X, Y ∈ g,
[X,X] = −[Y,X]. Mais ainda, quando o corpo sobre o qual g é um espaço vetorial
tem característica distinta de dois, a alternância e a antissimetria são propriedades
equivalentes.

Um simples exemplo de álgebra de Lie é o já mencionado colchete de Lie de campos
vetoriais. Ademais, dada uma álgebra de Lie g, um subespaço vetorial a ⊂ g é uma
subálgebra de Lie quando for fechado pelo colchete de Lie, i.e., para todos X, Y ∈ g,
[X, Y ] ∈ g.
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Associamos a um grupo de Lie G a chamada álgebra de Lie dos campos invariantes
à direita, dada por:

g := {X ∈ D(G) | (Rg)∗h(Xh) = XRg(h), ∀g, h ∈ G}.

É fácil ver que a aplicação
Av: g −→ TeG

X 7→ Xe

é um isomorfismo linear. Dessa forma, g ' TeG.

Ação de Grupos de Lie

Sejam M uma variedade suave n-dimensional, G um grupo de Lie de dimensão m e
g ' TeG a sua respectiva álgebra de Lie. Iremos assumir que G age suavemente em M à
esquerda, por meio de uma ação

µ : G×M −→ M

(g, x) 7→ g · x

que assumimos ser regular , i.e., tal que o espaço das órbitas M := M/G é uma variedade
suave e, além disso, a projeção canônica que associa a todo x ∈M a sua órbita Ox,

qG : M −→ M

x 7→ Ox
,

é uma submersão. Assim, sendo cada órbita Ox = q−1
G (Ox) ⊂ M pré-imagem de um valor

regular, temos que, pelo Teorema da Função Implícita, cada órbita é uma subvariedade de
dimensão m.

Uma caracterização útil das ações regulares de grupos de Lie é dada pelo seguinte

Teorema 1.2. Seja G um grupo de Lie agindo suavemente à esquerda em uma variedade
suave M . Temos que G age regularmente em M se, e somente se, o subconjunto

RG := {(x, g · x) | x ∈M, g ∈ G} ⊂M ×M

é fechado.

Para uma prova do resultado acima, consulte [13].

É conveniente definirmos, para todo x ∈M , a aplicação

µx : G −→ M

g 7→ µx(g) := µ(g, x)
.

Ademais, chamamos a atenção para o fato de que, para todo campo vetorial Z ∈ g, a
curva integral maximal γZe (t) de Z, que passa pelo elemento neutro e ∈ G por t = 0, está
definida para todos os pontos de R [14]. Desse modo, podemos considerar a seguinte
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Definição 1.3. A aplicação exponencial é dada por

exp: g −→ G

Z 7→ γZe (1)
.

A partir da aplicação exponencial, introduzimos uma importante classe de campos
vetoriais em M .

Definição 1.4. Para cada Z ∈ g, defimos o campo vetorial fundamental:

Z̃x := d

dt

∣∣∣∣
t=0

(
exp(tZ) · x

)
, ∀x ∈M.

O conjunto dos campos vetoriais fundamentais é denotado por ΓG e, além disso, para todo
x ∈M , denotamos ΓG,x := {Z̃x | Z ∈ g}.

O conjunto ΓG define uma álgebra de Lie [14], chamada de álgebra de Lie dos campos
vetoriais fundamentais. Observamos também que, dados x ∈M e Z ∈ g, Z̃x = (µx)∗e(Z)
e ΓG,x = (µx)∗e(TeG).

Denotaremos também com ΓG, em negrito, a distribuição gerada pelos campos vetoriais
fundamentais, i.e,

ΓG = 〈ΓG〉.

Evidentemente, como R-espaços vetoriais, ΓG ⊂ ΓG. Além disso, teremos que ΓG = ker qG∗.
Ademais, chamamos a atenção para o fato de que todo ξ ∈ ker qG∗ é vetor de um campo
fundamental Z̃, i.e., ξ = Z̃x. De fato, existe uma curva suave γ : (ε, ε) −→ G tal que γ(0) = e,

γ̃ = µx ◦ γ e γ̃∗0
(
d

dt

∣∣∣∣
0

)
= ξ. Decorre disso que o campo vetorial fundamental Z̃ ∈ D(M)

associado a Z := γ∗0

(
d

dt

∣∣∣∣
0

)
∈ TeG ' g é tal que Z̃x = ξ. De fato, pela Regra da Cadeia,

ξ = (µx ◦ γ)∗0
(
d

dt

∣∣∣∣
0

)
= (µx)∗e ◦ γ∗0

(
d

dt

∣∣∣∣
0

)
= (µx)∗e(Z) = Z̃x.

Além disso, é possível provar [11] que, quando a ação é efetiva (i.e., para cada g ∈ G,
existe x ∈ M tal que g · x 6= x), a correspondência g 3 X 7→ X̃ ∈ ΓG é um isomorfismo de
álgebras de Lie.

1.3 Distribuições e Teorema de Frobenius

Em uma variedade suave n-dimensional M , uma distribuição suave k-dimensional
(ou de dimensão k) é dada por uma aplicação F : M 3 p −→ Fp ⊂ TpM tal que, para cada
p ∈M , Fp é um subespaço vetorial de TpM e existe uma vizinhança aberta U ⊂M de p tal
que

F|U = span{X1, . . . , Xk},
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sendo k uma constante independente de p e {X1, . . . , Xk} ⊂ D(U) ponto a ponto linearmente
independente. Para denotar que uma distribuição F é de dimensão k, escrevemos dimF = k.

Sendo F uma distribuição suave k-dimensional sobre uma variedade suave M , dizemos
que um campo X ∈ D(M) está inscrito na distribuição F , ou que pertence à distribuição
F , e escrevemos X ∈ F , quando, para todo p ∈ M , Xp ∈ Fp. Observamos que, se temos
F = span{X1, . . . , Xk}, então X ∈ F se, e somente se, existem funções f1, . . . , fk ∈ C∞(M)
tais que X =

k∑
i=1

fiXi. Mais ainda, sendo F̃ uma outra distribuição suave de dimensão constante

sobre M , dizemos que F̃ está contida (ou inscrita) em F , e escrevemos F̃ ⊂ F , quando,
para todo p ∈M , F̃p ⊂ Fp.

Além disso, de maneira dual, podemos descrever as distribuições a partir de um conjunto
de 1-formas diferenciais, as quais anulam os campos vetoriais pertencentes à distribuição. De
fato, denotando com I o submódulo de Ω1(M) das 1-formas anuladas pelos campos de F ,
podemos interpretar F como sendo a distribuição dos subespaços que anulam as formas de I,
i.e.,

F = ann(I).

Na prática, pode ser útil denotar I com F⊥, e também denotar ann(I) com I⊥.

Ademais, para uma genérica distribuição F sobre uma variedade suave M , definimos uma
variedade integral de F como sendo uma subvariedade imersa N ⊂M tal que, para todo
p ∈ N , TpN ⊂ Fp. Alternativamente, pode-se pensar em uma variedade integral como sendo
uma imersão h : N −→ M na qual N := h(N) satisfaz a propriedade TpN ⊂ Fp, ∀p ∈ N .
Quando dim F = dim N , dizemos que N é uma variedade integral maximal de F e, nesse
caso, para todo p ∈ N , TpN = Fp. Por fim, dizemos que a distribuição F é completamente
integrável se, para cada p ∈M , existe uma variedade integral maximal N tal que p ∈ N . Em
particular, toda distribuição suave unidimensional é completamente integrável, visto que, nesse
caso, todos os pontos da variedade M admitem variedades integrais maximais determinadas
pelas curvas integrais dos campos vetoriais.

Sendo F uma distribuição suave k-dimensional definida em uma variedade n-dimensional
M , uma importante ferramenta para avaliarmos a completa integrabilidade de F é dada pelas
integrais primeiras da distribuição. Uma função suave f ∈ C∞(M) é dita ser uma integral
primeira de F se, para todo campo X ∈ F , X(f) = 0. Nesse sentido, não é difícil verificar que
F é completamente integrável se, e somente se, para cada x ∈M , há uma vizinhança aberta
U de x na qual F|U admite o maior número possível de integrais primeiras funcionalmente
independentes, a saber, n− k.

Além disso, um critério fundamental que caracteriza as distribuições completamente
integráveis é descrito pelo Teorema de Frobenius.

Teorema 1.5 (Frobenius). Sejam M uma variedade suave n-dimensional e F uma distri-
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buição suave k-dimensional definida em M . As seguintes asserções são equivalentes:

1. F é completamente integrável;

2. Se U ⊂M é um aberto para o qual existem campos vetoriais X1, . . . , Xk ∈ D(U) tais que
F|U = span{X1, . . . , Xk}, então, para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ k, [Xi, Xj] ∈ F|U ;

3. Se U ⊂M é um aberto para o qual existem 1-formas diferenciais θ1, . . . , θn−k ∈ Ω1(U) tais
que F|U = ann{θ1, . . . , θn−k}, então, para cada 1 ≤ i ≤ k, existem 1-formas diferenciais
α1, . . . , αn−k ∈ Ω1(U) tais que

dθi =
n−k∑
j=1

αj ∧ θj.

Observamos que, de um ponto de vista algébrico, a última das asserções elencadas no
Teorema de Frobenius também pode ser descrita ao dizermos que cada dθi pertence ao ideal
gerado pelas formas diferenciais θ1, . . . , θn−k. Ideais desse tipo irão reaparecer no Capítulo 5.

Por fim, chamamos a atenção para uma outra noção basilar associada às distribuições
suaves. De fato, dizemos que um difeomorfismo ϕ : M −→ M é uma simetria finita da
distribuição F se ϕ preserva a distribuição, isto é, para cada x ∈M , ϕ∗x(F) = Fϕ(x). Ademais,
um campo vetorial em M é dito ser uma simetria infinitesimal de F se o seu fluxo é
composto por simetrias finitas de F , e denotamos por Sym(F) o conjunto de todas as simetrias
infinitesimais da distribuição F . No Capítulo 3, iremos estabelecer uma caracterização útil das
simetrias infinitesimais das distribuições.



Capítulo 2

Fibrados

Neste capítulo, vamos introduzir, com brevidade, a noção de fibrado, fornecendo alguns
simples exemplos e comentando sobre alguns importantes casos particulares. Aos leitores
interessados em obter mais informações acerca do tema, indicamos as referências [14, 23].

2.1 Noções Preliminares sobre Fibrados

Definição 2.1. Um fibrado consiste de uma quádrupla (E, π, B, F), em que E, B e F são
variedades suaves, π : E −→ B é uma submersão sobrejetora, e vale a propriedade de
trivializção local: dado x ∈ B, há uma vizinhança aberta do ponto x, digamos U, e um
difeomorfismo ψU : π−1(U) −→ U × F de sorte que π1 ◦ ψU = π, sendo π1 a projeção da
variedade produto U × F no aberto U.

Assim, na presença de um fibrado (E, π, B, F ), a variedade E é chamada de espaço total,
B é chamada de espaço base, e F é chamada de fibra padrão. Além disso, o difeomorfismo
ψU é comumente chamado de trivialização local, e a pré-imagem π−1(x) de um ponto x ∈ B
é chamada de fibra em x. Em particular, por meio da propriedade de trivialização local,
vemos que dimE = dimB + dimF .

Quando não há risco de confusão quanto à fibra padrão, é costumeiro se referir ao fibrado
(E, π, B, F ) por meio da aplicação π : E −→ B, ou apenas por meio do espaço total E.
Pelo fato de que π é submersão, temos que π é aberta e também que, dado x ∈ B, a fibra
π−1(x) ⊂ E é uma subvariedade (mergulhada) difeomorfa à fibra padrão F .

A seguir, iremos estabelecer, sobre o espaço total E, cartas adaptadas às fibras do fibrado.
A ideia é a de usar cartas de E para, localmente, parametrizar as fibras com m := dimF

coordenadas.

Definição 2.2. Seja π : E −→ B um fibrado. Dizemos que uma carta ϕ : V ⊂ E −→ Rn×Rm,
definida em um aberto V ⊂ E, é uma carta adaptada às fibras de π se, dados p, q ∈ V
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tais que π(p) = π(q), vale que pr1(ϕ(p)) = pr1(ϕ(q)), sendo pr1 a projeção do produto Rn×Rm

no seu primeiro fator Rn.

A existência de cartas adaptadas às fibras dos fibrados advém da forma local das submer-
sões e, por exemplo, na Seção 2.3, mostraremos como este conceito auxilia na simplificação
da expressão local de certas formas diferenciais. Por enquanto, na prova da nossa primeira
proposição, veremos que as trivializações locais também induzem cartas adaptadas às fibras
dos fibrados.

Proposição 2.3. Seja π : E −→ B um fibrado. Dado p ∈ E, existem uma vizinhança aberta
V do ponto p e uma carta de E, definida em V , que é adaptada às fibras de π.

Demonstração. Dado p ∈ E, existe uma vizinhança aberta U ⊂ B do ponto π(p) para a qual
se define uma trivialização local ψU : π−1(U) −→ U × F . Como π1 ◦ ψU = π em π−1(U),
podemos escrever ψU(p) = (π(p), v) ∈ U × F . Daí, consideramos cartas

ϕp : Uπ(p) −→ Rn, ϕv : Uv −→ Rm,

com Uπ(p) ⊂ U vizinhança aberta de π(p) e Uv ⊂ F vizinhança aberta de v. Desse modo, a
aplicação

(ϕp, ϕv) : Uπ(p) × Uv ⊂ U × F −→ Rn × Rm

define uma carta da variedade produto U × F para o ponto (π(p), v). Assim, como ψU é um
difeomorfismo e (ψU)−1(Uπ(p) × Uv) é uma vizinhança aberta de p, podemos afirmar que a
aplicação

φ := (ϕp, ϕv) ◦ ψU |(ψU )−1(Uπ(p)×Uv) : (ψU)−1(Uπ(p) × Uv) ⊂ E −→ Rn × Rm

define uma carta do espaço total E para o ponto p.

Além disso, dados p, q ∈ (ψU)−1(Uπ(p) × Uv), e usando novamente que π1 ◦ ψU = π em
π−1(U), obtemos:  pr1(φ(p)) = ϕp ◦ π1 ◦ ψU(p) = ϕp ◦ π(p)

pr1(φ(q)) = ϕp ◦ π1 ◦ ψU(q) = ϕp ◦ π(q)
.

Daí, se π(p) = π(q), então pr1(φ(p)) = pr1(φ(q)). Portanto, φ é uma carta de E, definida
na vizinhança aberta de p dada por (ψU)−1(Uπ(p) × Uv), e φ é adaptada às fibras do fibrado,
como desejado.

Fixado um fibrado π : E −→ B, as coordenadas locais {x1, . . . , xn+m} definidas no
domínio de uma carta adaptada são chamadas de coordenadas adaptadas (ou naturais).

Definição 2.4. Seja π : E −→ B um fibrado. Uma aplicação suave σ : B −→ E é dita ser
uma seção suave do fibrado π quando vale que π ◦ σ = idB. Denotamos o conjunto das seções
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suaves de π por Γ(π). Analogamente, quando σ : U −→ E for uma aplicação suave definida
em um aberto U ⊂ B tal que π ◦ σ = idU , diremos que σ é uma seção local suave do fibrado
π. Dado x ∈ B, denotamos o conjunto das seções locais suaves definidas em uma vizinhança
aberta de x por Γx(π).

Proposição 2.5. Seja π : E −→ B um fibrado. Dado x ∈ B, existe uma seção local suave
σ : U −→ E definida em uma vizinhança aberta U de x.

Demonstração. Dado x ∈ B, temos uma trivialização local ψU : π−1(U) −→ U × F , em que
U ⊂ B é uma vizinhança aberta do ponto x. Agora, dado v ∈ F , defina a aplicação

σ: U −→ E

y 7→ (ψU)−1 ◦ ṽ(y)
,

em que
ṽ: U −→ U × F

y 7→ (y, v)
.

Pelo fato de que ṽ é suave e ψU é um difeomorfismo, obtemos que a aplicação σ é suave.
Ademais, usando que π1 ◦ ψU = π em π−1(U), calculamos:

π ◦ σ(y) = π1 ◦ ψU ◦ σ(y) = π1 ◦ ṽ(y) = y, ∀q ∈ U.

Logo, σ é uma seção local suave do fibrado π definida no aberto U , com x ∈ U .

Escólio 2.6. Seja π : E −→ B um fibrado. Dado p ∈ E, existe uma seção local suave
σ : U −→ E tal que p ∈ σ(U).

Demonstração. Dado p ∈ E, basta considerarmos, na demonstração da Proposição 2.5, x = π(p)
e o único v ∈ F tal que ψU (p) = (π(p), v). De fato, perceba que a seção local suave σ : U −→ E

é tal que

σ(π(p)) = (ψU)−1 ◦ ṽ(π(p)) = (ψU)−1((π(p), v)) = (ψU)−1 ◦ ψU(p) = p.

Observação 2.7. O Escólio 2.6 vale, de fato, para qualquer submersão p ∈ C∞(E,B) [21].
Em particular, a Proposição 2.5 é válida para qualquer submersão sobrejetiva p ∈ C∞(E,B).

A seguir, dois simples exemplos para ilustrar alguns dos aspectos abordados.

Exemplo 2.8 (Fibrado Tangente). No Capítulo 1, definimos o fibrado tangente por meio
da união disjunta dos espaços tangentes em todos os pontos da variedade. Por outro lado, a
partir da referida união disjunta, naturalmente se define a submersão

π: TM −→ M

ξp 7→ p
.
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Note ainda que, a partir da equação (1.1), temos em toda vizinhança coordenada U ⊂M um
difeomorfismo

φ : π−1(U) −→ U × Rn

com a seguinte descrição em coordenadas locais:

φ

(
n∑
i=1

vi
∂

∂xi

∣∣∣∣
p

)
= (p, v1, . . . , vn) .

Ou seja, o fibrado tangente a uma variedade n-dimensional tem fibra padrão Rn. Ademais, note
que as cartas descritas pela fórmula (1.2) são cartas adaptadas às fibras de TM . Observamos
também que os campos vetoriais são as seções suaves do fibrado tangente.

Exemplo 2.9 (Fibrado Cotangente). No Capítulo 1, definimos o fibrado cotangente por
meio da união disjunta dos espaços cotangentes em todos os pontos da variedade. Por outro
lado, a partir da referida união disjunta, naturalmente se define a submersão

π: T ∗M −→ M

αp 7→ p
.

Note ainda que, a partir da equação (1.4), temos em toda vizinhança coordenada U ⊂M um
difeomorfismo

φ : π−1(U) −→ U × Rn

com a seguinte descrição em coordenadas locais:

φ

(
n∑
i=1

vid(xi)p
)

= (p, v1, . . . , vn) .

Ou seja, o fibrado cotangente a uma variedade n-dimensional tem fibra padrão Rn. Ademais, note
que as cartas descritas pela fórmula (1.5) são cartas adaptadas às fibras de T ∗M . Observamos
também que as 1-formas diferenciais são as seções suaves do fibrado cotangente.

Em geral, observamos que, para k ≥ 1, as k-formas diferenciais são as seções suaves do
fibrado dos k-covetores tangentes.

Por meio da Proposição 2.5 e do Escólio 2.6, percebemos que sempre podemos definir
seções locais suaves relativas a um dado fibrado. Por outro lado, existem fibrados que não
admitem uma seção global suave sequer.

Exemplo 2.10 (Fibrado Tangente Furado). Sejam S2 ⊂ R3 a esfera e TS2\{0} o con-
junto dos vetores tangentes não nulos. O fibrado tangente furado de S2 é a quádrupla
(TS2\{0}, π,S2,R2\{0}), em que

π: TS2\{0} −→ S2

ξp 7→ p
.
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Pelo fato de que as seções suaves do fibrado tangente TS2 são campos vetoriais, dizer que
π tem uma seção suave globalmente definida implicaria na existência de um campo vetorial em
S2 globalmente não nulo, algo que é proibido pelo Teorema da Bola “Cabeluda”. Portanto, não
há seção suave de π que esteja definida em toda a esfera S2.

Por outro lado, a existência de uma seção suave globalmente definida, associada a uma
certa hipótese de conexidade, é condição suficiente para adquirirmos uma versão global do
Escólio 2.6. Mais precisamente, pode-se mostrar o seguinte

Lema 2.11. Sejam π : E −→ B um fibrado com fibras conexas e s uma seção local sauve de π
definida em um aberto U ⊂ B suficientemente pequeno. Se Γ(π) 6= ∅, então existe uma seção
suave global σ : B −→ E tal que σ|U = s.

Para uma prova desse resultado, veja [23].

Definição 2.12. Sejam (E, π,B, F ) um fibrado, G variedade suave e S ⊂ E uma subvariedade.
Se (S, π|S, π(S), G) define um fibrado, o chamamos de subfibrado de π.

Do ponto de vista notacional, é comum se referir a um subfibrado somente por meio da
submersão sobrejetora π|S : S −→ π(S). Observamos também que a fibra padrão de π pode
ser diferente da fibra padrão do subfibrado π|S. A seguir, fornecemos um simples exemplo de
subfibrado.

Exemplo 2.13 (Fibrado Vertical). Sejam π : E −→ B um fibrado e π̃ : TE −→ E o fibrado
tangente. O fibrado vertical a π é dado pela união disjunta

V (π) :=
⋃
p∈E

kerπ∗p ⊂ TE.

Equivalentemente, o fibrado vertical a π é dado pela aplicação

π̃|V : V (π) −→ E

tal que
(π̃|V )−1(p) = ker π∗p, ∀p ∈ E.

Assim, temos que V (π) é um subfibrado de TE.

A seguir, iremos tecer mais alguns comentários acerca das trivializações locais dos fibrados.

De fato, sejam π : E −→ B fibrado com fibra padrão F e {Uα}α cobertura aberta de B,
de sorte que, para cada α, há uma trivialização local ψα : π−1(Uα) −→ Uα × F . Dado x ∈ Uα,
pelo fato de que π1 ◦ ψα = π em π−1(Uα), podemos escrever

ψα(p) = (x, ψα,x(p)) , ∀p ∈ π−1(x),
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em que ψα,x : π−1(x) −→ F é um difeomorfismo. Assim, para quaisquer índices α, β tais que
Uα ∩ Uβ 6= ∅, a fibra em x ∈ Uα ∩ Uβ é difeomorfa à fibra padrão via ψα,x, bem como via ψβ,x,
de modo que podemos considerar a aplicação ψα,x ◦ (ψβ,x)−1 ∈ Diff(F ), em que Diff(F ) denota
o conjunto dos difeomorfismos da fibra padrão F em si mesma. Isto enseja a seguinte aplicação:

ταβ: Uα ∩ Uβ −→ Diff(F )
x 7→ ψα,x ◦ (ψβ,x)−1

.

Dizemos que ταβ é a função de transição entre as trivializações locais ψα e ψβ. Elencamos
algumas propriedades interessantes das funções de transição:

(1) ταα(x) = idF , ∀α, ∀x ∈ Uα, visto que: ταα(x) = ψα,x ◦ (ψα,x)−1 = idF ;

(2) ταβ(x) = (τβα(x))−1, ∀α, β, ∀x ∈ Uα ∩ Uβ, visto que:

ταβ(x) = ψα,x ◦ (ψβ,x)−1 =
(
(ψβ,x) ◦ (ψα,x)−1

)−1
= (τβα(x))−1;

(3) (Condição do Cociclo) ταβ ◦ τβγ(x) = ταγ(x), ∀α, β, γ, ∀x ∈ Uα ∩ Uβ ∩ Uγ , visto que:

ταβ ◦ τβγ(x) = ψα,x ◦ (ψβ,x)−1 ◦ ψβ,x ◦ (ψγ,x)−1 = ψα,x ◦ (ψγ,x)−1 = ταγ(x).

É interessante destacar que a condição do cociclo pode ser utilizada para construir fibrados
e, para uma discussão mais detalhada nesse sentido, consulte [14].

A partir do ponto de vista exposto acima acerca das trivializações locais, podemos
realizar algumas observações quanto à restrição de um fibrado. De fato, a restrição de um
fibrado π : E −→ B à uma genérica subvariedade S ⊂ E não define sempre um subfibrado.
Contudo, quando S = π−1(W ), em que W ⊂ B é uma subvariedade, π|S : S −→ π(S) = W

define um subfibrado de π. Com efeito, sejam {Uα}α uma cobertura aberta de B e uma
coleção {ψα : π−1(Uα) −→ Uα×F}α de trivializações locais relativas ao fibrado π. Claramente,
{Vα := Uα∩W}α é uma cobertura aberta deW , de sorte que {ψα|π−1(Vα) : π−1(Vα) −→ Vα×F}α
define uma coleção de trivializações locais com respeito a qual π|S se torna um subfibrado de
π. Em suma, temos a seguinte (veja [14])

Proposição 2.14. Sejam π : E −→ B um fibrado com fibra padrão F , W ⊂ B uma subvarie-
dade e S := π−1(W ) ⊂ E. Nessas condições, temos que π|S é um subfibrado de π com fibra
padrão F .

A partir do resultado supracitado, construiremos um certo tipo de fibrado, descrito pela
nossa próxima proposição [14].

Proposição 2.15 (Fibrado Pullback). Seja π : E −→ B um fibrado com fibra padrão F , e
considere f ∈ C∞(B̃, B). A união disjunta

f ∗(E) :=
⋃
q∈B̃

Ef(q)

define um fibrado com fibra padrão F , denominado fibrado pullback de E por f .
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Demonstração. Sendo π : E −→ B um fibrado com fibra padrão F , obviamente a aplicação

π̃: B̃ × E −→ B̃ ×B
(q, p) 7→ (q, π(p))

define um fibrado com fibra padrão F . Ademais, o gráfico de f , Graf(f) := {(q, f(q)) | q ∈ B̃},
é uma subvariedade do produto B̃ × B. Assim, denotando S := π̃−1(Graf(f)), obtemos da
Proposição 2.14 que a restrição π̃|S : S −→ Graf(f) é um subfibrado de π com fibra padrão F .
Mas, imeditamente da definição, obtemos que S = f ∗(E). Ou seja, temos um fibrado

π̃|f∗(E): f ∗(E) −→ Graf(f)
ξq 7→ (q, f(q))

com fibra padrão F . Para concluirmos, note que temos um difeomorfismo

φ: Graf(f) −→ B̃

(q, f(q)) 7→ q

e, dessa forma, a composição

φ ◦ π̃|f∗(E): f ∗(E) −→ B̃

ξq 7→ q

define um fibrado com a mesma fibra padrão de π̃|f∗(E), como desejado.

2.2 Fibrados Vetoriais

Nesta seção, iremos discorrer brevemente acerca de um particular tipo de fibrado, que
será extensivamente utilizado ao longo do texto.

Definição 2.16. Sejam π : E −→ B um fibrado com fibra padrão Rk, {Uα}α cobertura aberta
de B, e considere trivializações locais {ψα : π−1(Uα) −→ Uα × Rk}α. Se, para todos x ∈ B e
α, a fibra π−1(x) é dotada de uma estrutura de espaço vetorial real e ψα,x é um isomorfismo
linear, dizemos que π é um fibrado vetorial real de dimensão (ou posto) k=rk(E).

Os exemplos (2.8), (2.9) e (2.13) retratam fibrados vetoriais.

Proposição 2.17. Seja π : E −→ B um fibrado vetorial real de dimensão k. Dado x ∈ B,
existem uma vizinhança aberta Uα ⊂ B de x e seções locais σ1, . . . , σk de π, definidas em Uα,
tais que

{σ1(y), . . . , σk(y)}

é base de π−1(y), ∀y ∈ Uα.
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Demonstração. Esta prova utiliza a mesma ideia da demonstração da Proposição 2.5. De fato,
dado x ∈ B, temos uma trivialização local ψα : π−1(Uα) −→ Uα × Rk, em que Uα ⊂ B é uma
vizinhança aberta do ponto x. Assim sendo, defina as aplicações

σi: Uα −→ E

y 7→ (ψα)−1 ◦ ẽi(y)
,

em que
ẽi: Uα −→ Uα × Rk

y 7→ (y, ei)
,

sendo ei o i-ésimo vetor da base canônica de Rk, i = 1, . . . , k. Como visto na prova da
Proposição 2.5, todas as aplicações σi são seções locais suaves de π definidas no aberto Uα.
Ademais, dado y ∈ Uα, veremos que {σ1(y), . . . , σk(y)} ⊂ π−1(y) é base da fibra em y e, como
ψα,y : π−1(y) −→ Rk é isomorfismo linear, basta verificarmos que {ψα,y(σ1(y)), . . . , ψα,y(σk(y))}
é base de Rk. De fato, sendo π2 a projeção da variedade produto Uα × Rk na fibra padrão Rk,
temos o seguinte:

ψα,y(σi(y)) = π2 ◦ ψα ◦ σi(y) = π2 ◦ ẽi(y) = ei, i = 1, . . . , k,

e isto termina a prova.

No contexto dessa última proposição, dizemos que {σ1, . . . , σk} é um referencial local
associado a ψα.

Proposição 2.18. Seja π : E −→ B um fibrado vetorial real de dimensão k. Dado p ∈ E,
existe uma seção suave σ : B −→ E tal que p ∈ σ(B).

Demonstração. Vamos primeiramente mostrar que a seção nula

σ: B −→ E

x 7→ 0x

é suave. De fato, dado x ∈ B, consideramos uma trivialização local ψα : π−1(Uα) −→ Uα ×Rk,
em que Uα ⊂ B é um aberto que contém o ponto x. Note que, para todo p ∈ Uα,

ψα ◦ σ|Uα(p) =
(
π(p), ψα,π(p)(0π(p))

)
= (π(p), 0),

tendo em vista que ψα,π(p) é, em particular, uma aplicação linear. Logo, ψα ◦ σ|Uα é suave
e, assim, pela generalidade do ponto x ∈ B, conseguimos concluir que σ é suave. Daí,
σ ∈ Γ(π) 6= ∅. Além disso, π tem fibras conexas, visto que as fibras são espaços vetoriais. Desse
modo, podemos aplicar o Lema 2.11 para inferir o enunciado.

Definição 2.19. Sejam π : E −→ B um fibrado vetorial real de dimensão k e E ′ ⊂ E uma
subvariedade. Vamos dizer que um subfibrado π|E′ : E ′ −→ B de π é um subfibrado vetorial
de dimensão k̃ se π|E′ define um fibrado vetorial de dimensão k̃.
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Agora, vamos estabelecer uma equivalência para a noção de subfibrado vetorial de posto
constante. Primeiramente, introduzimos a seguinte

Definição 2.20. Seja π : E −→ B um fibrado vetorial real de dimensão k. Dizemos que um
subfibrado π|E′ : E ′ −→ B de π tem dimensão constante se, para todo x ∈ B, o conjunto
(π|E′ )−1(x) = π−1(x)∩E ′ ⊂ π−1(x) é um subespaço vetorial com dimensão r := dim(π|E′ )−1(x)
independente de x. A constante r é chamada de dimensão do subfibrado.

Proposição 2.21. Seja π : E −→ B um fibrado vetorial real de dimensão k. Um subfibrado
π|E′ : E ′ −→ B de π define um subfibrado vetorial de dimensão k′ se, e só se, π|E′ : E ′ −→ B

define um subfibrado de dimensão k′.

Demonstração. Pelas definições, é imediato perceber que, se π|E′ : E ′ −→ B define um
subfibrado vetorial de dimensão k′ , então π|E′ : E ′ −→ B define um subfibrado de dimensão
k
′ . Reciprocamente, seja {ψα}α uma coleção de trivializações locais de π definidas nos abertos
π−1(Uα) ⊂ E que, por sua vez, definem uma cobertura do espaço total E. Para cada α,
considere a aplicação

ψ̃α: π−1(Uα) ∩ E ′ −→ Uα × Rk
′

y 7→ (π(y), πk′ ◦ ψα,π(y)(y))
,

em que πk′ : Rk −→ Rk
′

é a projeção nas primeiras k′ entradas. O nosso objetivo será aquele
de mostrar que

{
ψ̃α
}
α
é uma coleção de trivializações locais do subfibrado π|E′ e, além disso,

verificar que, para cada x ∈ B, ψ̃α,x : π−1(x) ∩ E ′ −→ Rk
′

é um isomorfismo linear.

Com efeito, por hipótese, cada fibra π−1(x) ∩ E ′ é um subespaço vetorial de dimensão
dim π−1(x) ∩E ′ = k

′
. Assim, pelo fato de que πk′ é sobrejetiva e ψα,x é um isomorfismo linear,

temos que ψ̃α,x = πk′ ◦ ψα,x|π−1(x)∩E′ também é um isomorfismo linear. Daí, uma simples conta
direta revela que a aplicação Uα × Rk

′

3 (x1, x2) 7→ (ψ̃α,x1)−1(x2) ∈ π−1(Uα) ∩ E ′ é a inversa
de ψ̃α, ou seja, ψ̃α é uma bijeção. Além disso, sendo ψα suave, temos que ψ̃α é suave também.
Ou seja, ψ̃α é uma bijeção suave.

Agora, veja que, utilizando a identificação Tψ̃α(y)(Uα × Rk
′

) ' Tπ(y)Uα × Tψ̃α,π(y)(y)R
k
′

,

podemos escrever ψ̃α∗y = (π|E′ ∗y, (pr2k′ ◦ψ̃α)∗y), em que pr2k′ : Uα×Rk
′

−→ Rk
′

é a projeção em
Rk
′

. Tendo em vista que π|E′ é uma submersão, sabemos que ker π|E′ ∗y = Ty
(
π−1(π(y)) ∩E ′

)
e, desse modo, se ξ ∈ Ty

(
π−1(Uα) ∩ E ′

)
é tal que ψ̃α∗y(ξ) = 0, então há uma curva suave

β : (−ε, ε) −→ π−1(π(y)) ∩ E ′ de sorte que β(0) = y e β∗0 = ξ. Dessa forma,

0 = (pr2k′ ◦ ψ̃α)∗y(β∗0)

= (pr2k′ ◦ ψ̃α ◦ β)∗0, pela Regra da Cadeia,

= (ψ̃α,π(y) ◦ β)∗0, pois π ◦ β ≡ π(y).
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Daí, ψ̃α,π(y) ◦ β é uma função constante e, uma vez que ψ̃α,π(y) é um isomorfismo linear,
a curva β deve ser constante e, assim sendo, β∗0 = ξ = 0. Consequentemente, temos que
ψ̃α∗y é uma aplicação linear injetiva. Mas, sendo π|E′ : E ′ −→ B um fibrado de dimensão k′ ,
vemos que o domínio e a imagem de ψ̃α∗y são espaços vetoriais de mesma dimensão (a saber,
n+ k

′) e, assim, obtemos que ψ̃α∗y é um isomorfismo linear. Portanto, pelo Teorema da Função
Inversa, ψ̃α é um difeomorfismo local e, sendo uma bijeção, a aplicação ψ̃α é, globalmente, um
difeomorfismo. Por construção, sendo π1 : Uα × Rk

′

−→ Rk
′

a projeção em Rk
′

, π1 ◦ ψ̃α = π|E′
e, com essa observação, concluímos a prova da asserção enunciada.

O teorema a seguir [21] fornece um critério útil para dizer quando uma dada coleção de
subespaços vetoriais define um fibrado vetorial real de dimensão constante.

Teorema 2.22. Sejam π : E −→ B um fibrado vetorial real de dimensão k e {Dx ⊂ π−1(x)}x∈B
uma coleção de subespaços vetoriais. Suponha que há uma constante m tal que, para todo y ∈ B,
existem seções locais suaves σ1, . . . , σm : U ⊂ B −→ E definidas em uma vizinhança aberta de
y tais que, para todo x ∈ U , {σ1(x), . . . , σm(x)} é base de Dx. Nessas condições, temos que a
união disjunta D := ⋃

x∈B
Dx é um subfibrado vetorial de dimensão m.

Por fim, observamos que, se π : E −→ B é um fibrado no qual as fibras são espaços
vetoriais reais, então Γ(π) define um C∞(B)−módulo. De fato, sendo f1, f2 ∈ C∞(B) e
σ1, σ2 ∈ Γ(π),

(f1σ1 + f2σ2)(x) := f1(x)σ1(x) + f2(x)σ2(x), x ∈ B,

define uma estrutura de C∞(B)−módulo em Γ(π). Em particular, se π é um fibrado vetorial,
Γ(π) define um C∞(B)−módulo .

2.3 Formas Diferenciais Semibásicas

As formas diferenciais básicas e semibásicas irão desempenhar um papel importante no
Capítulo 4 e no Capítulo 5, especialmente no âmbito da redução por simetrias. Mais do que
para apenas fibrados π : E −→ B, essas formas diferenciais também podem ser consideradas
no contexto mais geral de submersões p : M −→ N .

Definição 2.23. Seja p : M −→ N uma submersão. Dizemos que uma forma diferencial
α ∈ Ω∗(M) é p-semibásica quando, para todo X ∈ kerp∗, Xyα = 0. Denotamos por Ω∗sb(M)
o conjunto das formas diferenciais semibásicas. Além disso, Ωk

sb(M) denota, para todo k ≥ 0,
o conjunto das k-formas diferenciais semibásicas.

Sendo qG : M −→M/G a projeção canônica definida por meio da ação de um grupo de
Lie G em uma variedade M , chamamos uma forma qG-semibásica de forma G-semibásica.
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Observe que, para todos X ∈ kerp∗ e α ∈ Ω∗(N),

Xyp∗α = 0. (2.1)

Definição 2.24. Seja p : M −→ N uma submersão. Dizemos que uma forma diferencial
α ∈ Ω∗(M) é p-básica quando, dado α ∈ Ω∗(M), existe β ∈ Ω∗(N) tal que α = p∗(β).

Analogamente ao caso semibásico, chamamos uma forma qG-básica de forma G-básica.
Decorre da definição que toda forma p-semibásica (ou G-básica) α é tal que Xyα = Xyα = 0,
para todo campo X vertical com relação à submersão p (ou qG). Trabalhando, porém, com
submersões que possuem fibras conexas, vale também o recíproco (veja [7], Corolário 2.3),
portanto, nesse caso, vale a seguinte outra caraterização:

Proposição 2.25. Relativamente a uma submersão com fibras conexas, uma forma α é básica
se, e somente se,

Xyα = Xydα = 0,

para todo campo vertical X.

Ademais, veja que, a partir da equação (2.1), toda forma diferencial básica é também
semibásica.

Podemos utilizar coordenadas adaptadas para expressar localmente uma forma diferencial
semibásica. De fato, sejam M e N variedades suaves e p : M −→ N uma submersão, com
n := dim M e m := dim kerp∗, de modo que dimN = n−m. Dado x ∈M , pela forma local
das submersões, existem vizinhanças coordenadas U ⊂ M de x e U ⊂ N de p(x) nas quais
podemos considerar cartas ϕ : U −→ Rn de M e ψ : U −→ Rn−m de N tais que p(U) ⊂ U e

ψ ◦ p ◦ ϕ−1 = pr1 : ϕ(U) ⊂ Rn−m × Rm −→ Rn−m.

No referencial local associado à carta adaptada ϕ, vamos escrever localmente um qualquer
campo vertical X ∈ kerp∗. De fato,

X|U =
n∑
i=1

fi
∂

∂xi
, fi ∈ C∞(U), i = 1, . . . , n.

Dado x ∈ U ,

ψ∗p(x) ◦ p∗x
(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
= ψ∗p(x) ◦ p∗x ◦ ϕ−1

∗ϕ(x)

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(x)

)

= (ψ ◦ p ◦ ϕ−1)∗ϕ(x)

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(x)

)

= (pr1)∗ϕ(x)

(
∂

∂xi

∣∣∣∣
ϕ(x)

)

=
 0, se i > n−m
6= 0, caso contrário

.
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Uma vez que ψ∗p(x) é um isomorfismo, obtemos que p∗x
(
∂

∂xi

∣∣∣∣
x

)
= 0 se, e somente se,

i > n−m. Logo, todo campo vertical X é localmente dado por

X|U =
n∑

i=n−m+1
fi

∂

∂xi
.

Portanto, nas coordenadas adaptadas {x1, . . . , xn−m, . . . , xn} e para todo k ≥ 1, qualquer
k-forma diferencial semibásica α é localmente dada por

α|U =
∑

1≤i1<···<ik≤n−m
αi1···ikdxi1 ∧ · · · ∧ dxik .

Para cada k ≥ 1, e relativamente a uma submersão p, o conjunto dos k-covetores tangentes
p-semibásicos é dado por

Λk(M)sb :=
⋃
x∈M

Λk
x(M)p,sb,

em que, para cada x ∈M ,

Λk
x(M)p,sb := {T ∈ Λk

x(M) | ξyT = 0, ∀ξ ∈ kerp∗x}.

Lema 2.26. Seja p : M −→ N uma submersão, com n := dimM e m := dim kerp∗. Para
todos k ≥ 1 e x ∈M , a aplicação

p∗x: Λk
p(x)(N) −→ Λk

x(M)p,sb
αp(x) 7→ p∗(α)x

é um isomorfismo linear. Em particular, para todo x ∈M , dim Λk
x(M)p,sb =

(
n−m
k

)
.

Demonstração. Sejam α, β ∈ Ωk(N). Começamos observando que, pela definição do pullback
de formas diferenciais, se αp(x) = βp(x), então p∗x(αp(x)) = p∗x(βp(x)). Além disso, observamos
também que, como p∗(α) ∈ Ωk(M) é uma forma diferencial básica, p∗(α) é semibásica, de sorte
que p∗(α)x ∈ Λk

x(M)p,sb. Portanto, a partir destas duas observações, vemos que a aplicação
p∗x como enunciada está bem definida. Ademais, por meio da definição de soma entre formas
diferenciais e da linearidade do pullback em x, obtemos a linearidade de p∗x. A injetividade
da aplicação p∗x advém do fato de p ser uma submersão. De fato, dados ξ1, . . . , ξk ∈ Tp(x)N ,
suponha que p∗x(αp(x)) = p∗x(βp(x)). Pela sobrejetividade do diferencial de p em x, existem
vetores tangentes ξ1, . . . , ξk ∈ TxM tais que:

(α− β)p(x)(ξ1, . . . , ξk) = (α− β)p(x)
(
p∗x(ξ1), . . . ,p∗x(ξk)

)
= p∗(α− β)x(ξ1, . . . , ξk)

= p∗x
(
(α− β)p(x)

)
(ξ1, . . . , ξk)

= 0.

Para concluirmos, iremos mostrar a sobrejetividade de p∗x. Para alcançarmos esse último
objetivo, vamos verificar primeiramente a sobrejetividade quando k = 1.
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Afirmação 2.27. Dado T ∈ Λk
x(M)p,sb, T ∈ Imp∗x.

Demonstração. Sejam U ⊂ N uma vizinhança coordenada contendo o ponto p(x) e{
∂

∂x1
, . . . ,

∂

∂xn−m

}

o referencial local associado. Sendo p∗x uma aplicação linear injetiva e o conjunto

{dx1|p(x), . . . , dxn−m|q(x)}

linearmente independente, o conjunto

C := p∗x{dx1|p(x), . . . , dxn−m|p(x)} = {d(x1 ◦ p)|x, . . . , d(xn−m ◦ p)|x}

também é linearmente independente. Por outro lado, pela sobrejetividade do diferencial de p
em x, existem vetores tangentes ξ1, . . . , ξn−m ∈ TxM tais que D := {p∗x(ξ1), . . . ,p∗x(ξn−m)} é
linearmente independente. Em particular, {ξ1, . . . , ξn−m} é linearmente independente e, com
isso, conseguimos verificar que span{ξ1, . . . , ξn−m}∩ kerp∗x = {0}. De fato, considere qualquer
η ∈ span{ξ1, . . . , ξn−m} ∩ kerp∗x, de modo que existem a1, . . . , an−m ∈ R tais que:

η =
n−m∑
i=1

aiξi.

Daí,

0 = p∗x(η) =
n−m∑
i=1

aip∗x(ξi)

e, como D é linearmente independente,

ai = 0, i = 1, . . . , n.

Logo, η = 0.
A partir do exposto acima, inferimos que, fixada uma base {ξn−m+1, . . . , ξn} de kerp∗x,

B := {ξ1, . . . , ξn−m, ξn−m+1, . . . , ξn}

é base de TxM . Agora, afirmamos que a matriz

A :=
[
d(xj ◦ p)|x(ξi)

]
1≤i,j≤n−m

é inversível, ou seja, afirmamos que o conjunto
{
uj :=

(
d(xj ◦ p)|x(ξ1), . . . , d(xj ◦ p)|x(ξn−m)

)}n−m
j=1

é linearmente independente. Realmente, sejam b1, . . . , bn−m números reais tais que
n−m∑
j=1

bjuj = 0.
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Equivalentemente, para todo i ∈ {1, . . . , n−m},
n−m∑
j=1

bjd(xj ◦ p)|x(ξi) = 0. (2.2)

Mas, é imediato ver que, para todos os vetores tangentes {ξn−m+1, . . . , ξn} ⊂ kerp∗x, a equação
(2.2) também é válida. Deste modo, por B ser base, deduzimos que

n−m∑
j=1

bjd(xj ◦ p)x = 0.

Daí, como C é linearmente independente, bj = 0, i = 1, . . . , n−m. Assim, podemos dizer que
há (únicos) c1, . . . , cn−m ∈ R tais que

A ·


c1
...

cn−m

 =


T (ξ1)

...
T (ξn−m)

 .

Além disso, como T ∈ Λ1
sb, x(M),

T (ξi) = 0, i = n−m+ 1, . . . , n.

Ou seja, avaliamos o funcional linear T na base B e, a partir disso, vemos que

T =
n−m∑
i=1

cid(xi ◦ p)|x = p∗x
(
n−m∑
i=1

cidxi|p(x)

)
∈ Imp∗x.

Por indução, demonstraremos a sobrejetividade em geral. De fato, com k ≥ 2, tome
ω ∈ Ωk(M) tal que ωx ∈ Λk

x(M)p,sb e seja ξ ∈ TxM . Daí, considere o (k − 1)-covetor tangente
a M em x dado por ξyωx. Sendo ωx semibásico, ξyωx também o é. Logo, por hipótese de
indução, existe T ∈ Λk−1

p(x)(N) tal que p∗x(T ) = ξyωx. Note que, como p∗x é uma aplicação
injetiva, T é único, de sorte que denotamos Tξ := T . A aplicação TxM 3 ξ 7→ Tξ ∈ Λk−1

p(x)(N)
possui as seguintes propriedades:

• Dados ξ, η ∈ TxM e a ∈ R, Tξ+aη = Tξ + aTη, em virtude da linearidade da inserção de
vetores tangentes e da injetividade de p∗x;

• Dados ξ, η ∈ TxM tais que p∗x(ξ) = p∗x(η), Tξ = Tη, e podemos ver isto da seguinte
maneira: se ξ − η ∈ kerp∗x e é ωx semibásico, então (ξ − η)yωx = 0, i.e., ξyωx = ηyωx e,
pela injetividade de p∗x, obtemos a igualdade desejada.

A partir destas propriedades, e pela sobrejetividade do diferencial de p em x, está bem definida
e completamente determinada a aplicação

L : Tp(x)N × · · · × Tp(x)N −→ R
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tal que
L
(
p∗x(ξ), · · ·

)
= Tξ, ∀ξ ∈ TxM

e, além disso, L é multilinear. Ademais, não é difícil ver que L é alternada: se, a partir da
segunda entrada, encontram-se duas entradas coincidentes, então L se anula, pelo fato de que
Tξ é alternado; por outro lado, sem perda de generalidade, suponha que a primeira entrada de
L coincida com a segunda. Deste modo, sendo {ξi | 1 ≤ i ≤ k − 2} ⊂ TxM , calculamos:

L
(
p∗x(ξ),p∗x(ξ),p∗x(ξ1), · · · ,p∗x(ξk−2)

)
= Tξ

(
p∗x(ξ),p∗x(ξ1), · · · , dpx(ξk−2)

)
= p∗x(Tξ)(ξ, ξ1, . . . , ξk−2)

= ξyωx(ξ, ξ1, . . . , ξk−2)

= 0.

Ou seja, temos que L ∈ Λk
p(x)(N). Por fim, verificamos que, dados ξ1, . . . , ξk ∈ TxM ,

p∗x(L)(ξ1, . . . , ξk) = L
(
p∗x(ξ1), . . . ,p∗x(ξk)

)
= Tξ1

(
p∗x(ξ2), · · · ,p∗x(ξk)

)
= p∗x(Tξ1)(ξ2, . . . , ξk)

= ξ1yωx(ξ2, . . . , ξk)

= ωx(ξ1, . . . , ξk).

Ou seja,
ωx = p∗x(L) ∈ Imp∗x,

como queríamos demonstrar.
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Capítulo 3

Equações Diferenciais como
Subvariedades dos Espaços de Jatos

Neste capítulo, iremos apresentar uma breve introdução aos espaços de jatos, um tipo
de variedade na qual as equações diferenciais podem ser entendidas, de um ponto de vista
geométrico, como sendo subvariedades equipadas com uma distribuição, chamada de distribuição
de Cartan induzida. Dessa forma, as soluções de uma equação são tratadas como variedades
integrais da distribuição de Cartan induzida, sob certas condições de independência. Para o
leitor interessado em um tratamento sistemático da teoria dos espaços de jatos, recomendamos
as referências [16, 17, 18, 23, 26, 27, 28].

3.1 Espaço de 1-Jatos

Lembramos ao leitor que, de acordo com a Definição 2.4, fixados um fibrado π : E −→ B

e a ∈ B, Γa(π) denota o conjunto das seções de π definidas, pelo menos localmente, em uma
vizinhança aberta de a.

Definição 3.1. Sejam π : E −→ B um fibrado e a ∈ B. Dizemos que duas seções r, s ∈ Γa(π)
são 0-tangentes em a se r(a) = s(a). Agora, se r e s são 0-tangentes em a e se verifica que
r∗a = s∗a, então dizemos que as seções r e s são 1-tangentes em a.

No contexto da definição anterior, é evidente que, para k = 0, 1, o fato de duas seções de
Γa(π) serem k-tangentes em a define uma relação de equivalência sobre o conjunto Γa(π). Tal
relação será denotada por ∼ka e, além disso, a classe de equivalência de uma seção s ∈ Γa(π)
será denotada por [s]ka.

Definição 3.2. Seja π : E −→ B um fibrado. Para k = 0, 1, o espaço de k-jatos do fibrado
π no ponto a ∈ B, denotado por Jka (π), é definido como sendo o quociente Γa(π)/ ∼ka, i.e.,

Jka (π) := {[s]ka | s ∈ Γa(π)}.
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Nesse sentido, o espaço de k-jatos de π, denotado por Jk(π), é definido como sendo a união
disjunta

Jk(π) :=
⋃
a∈B

Jka (π).

Naturalmente, toda fibra π−1(a) pode ser identificada com J0
a(π) e, assim, podemos

também escrever que E = J0(π). A seguir, vamos introduzir uma estrutura diferenciável para
J1(π). De fato, começamos observando que da Definição 3.1, e da definição de pushfoward,
decorre imediatamente a seguinte

Proposição 3.3. Sejam π : E −→ B um fibrado, com dimE = n+m e dimB = n, a ∈ B e
r, s ∈ Γa(π) seções tais que r ∼0

a s. Temos que r ∼1
a s se, e somente se, para todo sistema de

coordenadas {x1, . . . , xn, u1, . . . , um} de E adaptadas às fibras, com {xi} coordenadas locais em
B e {uj} coordenadas locais nas fibras, verifica-se

∂

∂xi

∣∣∣∣
a
(rj) = ∂

∂xi

∣∣∣∣
a
(sj), 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, (3.1)

em que, para todos os índices i, j, denotamos rj := uj ◦ r e sj := uj ◦ s.

Agora, sejam as projeções

π1,0: J1(π) −→ J0(π)
[s]1a 7→ s(a)

e
π1: J1(π) −→ B

[s]1a 7→ a
,

de maneira que π1 = π ◦ π1,0, e seja {x1, . . . , xn, u1, . . . , um} um sistema de coordenadas
adaptadas às fibras, relativamente a uma carta ϕ : V ⊂ E −→ Rn+m. Pode-se definir uma
parametrização de π−1

1,0 ⊂ J1(π) por meio das funções {xi, uj, uji} definidas da seguinte maneira:

xi: π−1
1,0(V ) −→ R
[s]1a 7→ (xi ◦ s)(a)

,

uj: π−1
1,0(V ) −→ R
[s]1a 7→ (uj ◦ s)(a)

e a aplicação

uji : π−1
1,0(V ) −→ R

[s]1a 7→ ∂

∂xi

∣∣∣∣
a
(uj ◦ s)

.
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De fato, sendo n = dimB e n+m = dimE, toda carta ϕ : V ⊂ E −→ Rn+m se estende a uma
aplicação ϕ(1) tal que

ϕ(1): π−1
1,0(V ) −→ ϕ(V )× Rnm

[s]1a 7→
(
xi([s]1a), uj([s]1a), u

j
i ([s]1a)

) .

Agora, devido à Proposição 3.3, ϕ(1) está bem definida e, além disso, é injetiva. Ademais, a
aplicação ϕ(1) é também sobrejetiva, pois, a partir de um arbitrário vetor (cij) ∈ Rnm, a seção
local suave s ∈ Γa(π) dada por s(x1, . . . , xn) =

(
x1, . . . , xn,

n∑
i=1

ci1x
i, . . . ,

n∑
i=1

cimx
i

)
é tal que

ϕ1([s]1a) = (xi([s]1a), uj([s]1a), cij).

Definindo então em J1(π) a menor topologia na qual todas as aplicações ϕ(1) são contínuas,
resultará que cada ϕ(1) é um homeomorfismo e, portanto, J1(π) é localmente euclidiano. Nesse
sentido, como podemos cobrir a variedade J0(π) com uma quantidade enumerável de cartas
adaptadas ϕ : V −→ ϕ(V ) ⊂ Rn+m, podemos cobrir J1(π) com uma quantidade enumerável
de homemorfismos ϕ(1) : π−1

1,0(V ) −→ ϕ(V )×Rnm e, portanto, J1(π) admite também uma base
enumerável.

Ademais, dados a, b ∈ B e seções locais r ∈ Γa(π) e s ∈ Γb(π) tais que [r]1a 6= [s]1b ∈ J1(π),
se ambas as classes de equivalência pertencem a um aberto do tipo π−1

1,0(V ), então tais classes
conseguem ser separadas por abertos de J1(π) por meio do homeomorfismo ϕ(1) definido em
π−1

1,0(V ). Agora, se [r]1a ∈ π−1
1,0(V ) e [s]1b /∈ π−1

1,0(V ), então r(a) 6= s(b) e, como J0(π) é Hausdorff,
podemos separar por abertos os pontos r(a) e s(b) e, consequentemente, podemos também
separar por abertos as classes de equivalência, fazendo isso ao considerar pré-imagens, por
meio de π1,0, de abertos disjuntos do espaço total. Dessa forma, conseguimos constatar que
J1(π) é Hausdorff e, portanto, J1(π) possui uma estrutura de variedade topológica, com atlas
{ϕ(1)

α }α∈S obtido de um atlas {ϕα}α∈S de cartas de E adaptadas às fibras de π.

Mais ainda, sendo ϕ(1) e ψ(1) cartas de J1(π) com Dom(ϕ(1)) ∩Dom(ψ(1)) 6= ∅, e conside-
rando {xi, uj} e {yi, vj} dois sistemas de coordenadas adaptadas respectivamente referentes às
cartas ϕ e ψ de E, a Regra da Cadeia nos diz que, fixados 1 ≤ i0 ≤ n e 1 ≤ j0 ≤ m,

∂

∂yi0

∣∣∣∣
a
(vj0 ◦ s) =

n∑
i=1

∂

∂xi

∣∣∣∣
a
(vj0 ◦ s) ∂

∂yi0

∣∣∣∣
a
(xi)

=
n∑
i=1

∂

∂yi0

∣∣∣∣
a
(xi)

 ∂

∂xi

∣∣∣∣
s(a)

(vj0) +
m∑
j=1

∂

∂uj

∣∣∣∣
s(a)

(vj0) ∂

∂xi

∣∣∣∣
a
(uj ◦ s)

 .

Assim, vemos que as coordenadas derivadas vji dependem de maneira suave das
coordenadas {xi, uj} e, além disso, dependem de maneira afim das coordenadas derivadas uji .
Dessa forma, temos que as funções de transição do atlas {ϕ(1)

α }α∈S são suaves e, portanto,
J1(π) é, de fato, uma variedade suave de dimensão dim J1(π) = n+m+mn.
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3.2 Espaço de k-Jatos

Tendo em vista a Proposição 3.3, apresentamos a seguinte

Definição 3.4. Sejam π : E −→ B um fibrado, com dimB = n e dimE = n + m, a ∈ B e
r, s ∈ Γa(π) tais que r(a) = s(a). Dizemos que r e s são k-tangentes em a se todas as suas
derivadas, até a ordem k, coincidem em a.

No contexto da definição anterior, é importante observar que a condição sobre a igualdade
das derivadas em a independe da escolha de coordenadas e define uma relação de equivalência
sobre o conjunto Γa(π). Tal relação será denotada por ∼ka e, além disso, a classe de equivalência
de uma seção s ∈ Γa(π) será denotada por [s]ka. Assim, podemos generalizar a Definição 3.2,
definindo para todo número natural k o espaço de jatos Jk(π).

Definição 3.5. Seja π : E −→ B um fibrado. O espaço de k-jatos do fibrado π no ponto
a ∈ B, denotado por Jka (π), é definido como sendo o quociente Γa(π)/ ∼ka, i.e.,

Jka (π) := {[s]ka | s ∈ Γa(π)}.

Nesse sentido, o espaço de k-jatos de π, denotado por Jk(π), é definido como sendo a união
disjunta:

Jk(π) :=
⋃
a∈B

Jka (π).

Assim, analogamente ao caso de J1(π), definimos as projeções

πk,0: Jk(π) −→ J0(π)
[s]ka 7→ s(a)

e
πk: Jk(π) −→ B

[s]ka 7→ a
,

de maneira que π ◦ πk,0 = πk. Nesta caso, porém, para qualquer 0 ≤ l ≤ k, consideramos
também as aplicações

πk,l: Jk(π) −→ J l(π)
[s]ka 7→ [s]la

,

de maneira que, para quaisquer 0 ≤ h ≤ l ≤ k, πk,h = πl,h ◦ πk,l.

A seguir, vamos introduzir uma estrutura diferenciável para Jk(π). Com efeito, seja
{x1, . . . , xn, u1, . . . , um} um sistema de coordenadas adaptadas às fibras, relativamente a uma
carta ϕ : V ⊂ E −→ Rn+m. Pode-se definir uma parametrização de π−1

k,0(V ) por meio das
funções {xi, uj, ujσ} da seguinte maneira:

xi: π−1
k,0(V ) −→ R
[s]ka 7→ (xi ◦ s)(a)

,
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uj: π−1
k,0(V ) −→ R
[s]ka 7→ (uj ◦ s)(a)

e

ujσ: π−1
k,0(V ) −→ R

[s]ka 7→ ∂|σ|

∂xσ

∣∣∣∣
a
(uj ◦ s)

.

De fato, sendo n = dimB e n+m = dimE, toda carta ϕ : V ⊂ E −→ Rn+m se estende a uma
aplicação ϕ(k) tal que

ϕ(k): π−1
k,0(V ) −→ ϕ(V )× Rd

[s]ka 7→
(
xi([s]ka), uj([s]ka), ujσ([s]ka)

) ,

com d := m
((

n+k
k

)
− 1

)
. Veja que, a partir da Definição 3.5, cada aplicação ϕ(k) está

bem definida e é injetiva. Além disso, fixado (cjσ) ∈ Rd, podemos considerar polinômios
Pj = Pj(x1, . . . , xn) tais que

∂|σ|

∂xσ

∣∣∣∣
a
Pj = cjσ, 1 ≤ j ≤ m, 1 ≤ |σ| ≤ k.

Ou seja, temos uma seção local suave s ∈ Γa(π),

s(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, P1(x1, . . . , xn), . . . , Pm(x1, . . . , xn)),

tal que ϕ(k)([s]ka) = (xi([s]ka), uj([s]ka), cjσ), de modo que ϕ(k) é sobrejetiva e, portanto, bijetiva.

Assim, podemos concluir que Jk(π) é uma variedade suave de modo inteiramente análogo
àquele realizado em J1(π). De fato, definimos em Jk(π) a menor topologia na qual todas
as aplicações ϕ(k) são contínuas. Em particular, cada ϕ(k) é um homeomorfismo e, portanto,
Jk(π) é localmente euclidiano. Nesse sentido, como podemos cobrir a variedade J0(π) com
uma quantidade enumerável de cartas adaptadas ϕ : V −→ ϕ(V ) ⊂ Rn+m, podemos cobrir
Jk(π) com uma quantidade enumerável de homemorfismos ϕ(k) : π−1

k,0(V ) −→ ϕ(V ) × Rd e,
portanto, Jk(π) admite uma base enumerável.

Ademais, dados a, b ∈ B e seções locais r ∈ Γa(π) e s ∈ Γb(π) tais que [r]ka 6= [s]kb ∈ Jk(π),
se ambas as classes de equivalência pertencem a um aberto do tipo π−1

k,0(V ), então tais classes
conseguem ser separadas por abertos de Jk(π) por meio do homeomorfismo ϕ(k) definido em
π−1
k,0(V ). Agora, se [r]ka ∈ π−1

k,0(V ) e [s]kb /∈ π−1
k,0(V ), então r(a) 6= s(b) e, como J0(π) é Hausdorff,

podemos separar por abertos os pontos r(a) e s(b) e, consequentemente, podemos também
separar por abertos as classes de equivalência, fazendo isso ao considerar pré-imagens, por
meio de πk,0, de abertos disjuntos do espaço total. Dessa forma, conseguimos constatar que
Jk(π) é Hausdorff e, portanto, Jk(π) possui uma estrutura de variedade topológica com atlas
{ϕ(k)

α }α∈S obtido a partir de um atlas {ϕα}α∈S de cartas de E adaptadas às fibras de π.
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Mais ainda, similarmente ao caso de J1(π), aplicando-se sucessivas vezes a Regra da
Cadeia, pode-se mostrar que, sendo ϕ(k) e ψ(k) cartas de Jk(π) com Dom(ϕ(k))∩Dom(ψ(k)) 6= ∅,
e considerando {xi, uj} e {yi, vj} dois sistemas de coordenadas adaptadas respectivamente
referentes às cartas ϕ e ψ de E, cada coordenada derivada vjσ depende de maneira suave das
coordenadas {xi, uj} e, além disso, depende de maneira polinomial das coordenadas derivadas
ujα, com 1 ≤ |α| ≤ |σ|. Dessa forma, temos que as funções de transição do atlas {ϕ(k)

α }α∈S são
suaves e, portanto, Jk(π) é, de fato, uma variedade suave de dimensão dim Jk(π) = n+m

(
n+k
k

)
.

Relativamente à estrutura suave com a qual equipamos os espaços de k-jatos, todas as
projeções πk,l : Jk(π) −→ J l(π) e πk : Jk(π) −→ B são fibrados.

Definição 3.6. Seja π : E −→ B um fibrado. O k-ésimo prolongamento de uma seção
local s : U ⊂ B −→ E de π é dado pela aplicação

jks: U −→ Jk(π)
a 7→ [s]ka

.

Evidentemente, πk ◦ jk(s) = idU . Além disso, podemos sempre assumir que a imagem da
seção, s(U) ⊂ J0(π), esteja contida no domínio V de uma carta adaptada ϕ de J0(π). Assim,
usando a carta ψ := π ◦ ϕ de B, a imagem da aplicação jks ◦ ψ−1 está contida em π−1

k,0(V ) e,
portanto, a composição ϕ(k) ◦ jks ◦ ψ−1 está bem definida e é suave. Ou seja, temos que, para
cada seção local suave s do fibrado π, jks é uma seção local suave do fibrado πk.

Por fim, gostaríamos de sublinhar a forma local das seções e dos seus prolongamentos.
De fato, em coordenadas adaptadas {xi, uj}, as seções de um fibrado π são da forma

s(x1, . . . , xn) = (x1, . . . , xn, u1(x1, . . . , xn), . . . , um(x1, . . . , xn)),

ou mais simplesmente,
s(x) = (xi, uj(x)).

Desse modo, os k-ésimos prolongamentos são da forma

jks(x) = (xi, ujσ(x)),

em que uj0 := uj e 0 ≤ |σ| ≤ k.

3.3 Distribuição de Cartan

A partir dos prolongamentos de seções locais, introduzimos uma importante distribuição
sobre os espaços de jatos.

Definição 3.7. Em Jk(π), a distribuição de Cartan, denotada por Ck(π), é a aplicação
que, a cada ponto θ ∈ Jk(π), associa o subespaço Ckθ (π) ⊂ Tθ(Jk(π)) gerado por todos os vetores
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ξ ∈ Tθ(Jk(π)) tangentes aos prolongamentos de seções locais s tais que a imagem do k-ésimo
prolongamento jks contém θ.

A distribuição de Cartan, evidentemente, é uma estrutura geométrica intrinsicamente
definida em Jk(π) e, portanto, suas propriedades independem da escolha de coordenadas locais.
Contudo, é extremamente importante saber como esta distribuição é descrita em coordenadas.
Esta descrição é fornecida pela seguinte

Proposição 3.8. Seja π : E −→ B um fibrado, com n = dimB e n+m = dimE. Em toda
vizinhança coordenada U ⊂ Jk(π), com coordenadas {xi, uj, ujσ}, podemos escrever

Ck(π)|U = span
{
D

(k)
i ,

∂

∂ujρ

}
= ann

{
ωjσ
}
,

sendo 0 ≤ |σ| ≤ k − 1, |ρ| = k, 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m e, além disso,

D
(k)
i := ∂

∂xi
+

∑
0≤|σ|≤k−1

m∑
j=1

ujσ+1i
∂

∂ujσ

e
ωjσ := dujσ −

n∑
i=1

ujσ+1idx
i.

Demonstração. Sejam F ∈ C∞(Jk(π)), a ∈ B, s ∈ Γa(π) e θ := jks(a). Em uma vizinhança
coordenada U ⊂ Jk(π), definida ao redor de θ, pela regra da cadeia, podemos escrever

(jks)∗
(
∂

∂xi

)
(F ) = ∂F

∂xi
+

∑
0≤|σ|≤k

m∑
j=1

(
∂F

∂ujσ

)(
∂ujσ
∂xi

)
(3.2)

= D
(k)
i (F ) +

∑
|ρ|=k

m∑
j=1

(
∂ujρ
∂xi

)(
∂F

∂ujρ

)
. (3.3)

Logo,

Ck(π)|U = span

{
D

(k)
i ,

∂

∂ujρ

}
.

Daí, procurando a expressão mais geral de uma 1-forma anulada pelos campos D(k)
i e ∂ujρ ,

obtém-se facilmente que tal expressão é uma combinação linear das 1-formas ωjσ. Decorre
imediatamente disso que

Ck(π)|U = ann
{
ωjσ
}
.

No contexto da proposição anterior, os campos vetorias D(k)
i são comumente chamados

de derivadas totais truncadas à ordem k, enquanto que as 1-formas diferenciais ωjσ são
chamadas de formas de Cartan.

Como corolário da Proposição 3.8, temos que

dim Ck(π) = n+m

(
n+ k − 1

k

)
.
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Ademais, para quaisquer 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, e sempre que |σ| = k − 1,[
∂

∂ujσ+1i
, D

(k)
i

]
= ∂

∂ujσ

e
∂

∂ujσ
yωjσ = 1 6= 0.

Equivalentemente, podemos afirmar que dωjσ = dxi ∧ dujσ+1i não pertence ao ideal gerado pelas
formas de Cartan. Desse modo, vemos que vale a

Proposição 3.9. A distribuição de Cartan não é completamente integrável.

Finalizaremos esta seção com um resultado fundamental [24], que caracteriza as variedades
integrais da distribuição de Cartan.

Teorema 3.10. Uma subvariedade n-dimensional Σ ⊂ Jk(π) tal que, localmente, satisfaz a
condição de independência dx1 ∧ · · · ∧ dxn|Σ 6= 0, é uma variedade integral de Ck(π) se, e
somente se, Σ é localmente gráfico do k-ésimo pronlogamento de uma seção local de π.

Demonstração. Pela definição de Ck(π), já sabemos que os prolongamentos de seções de π são
variedades integrais de Ck(π) que satisfazem a condição de independência dx1 ∧ · · · ∧ dxn 6= 0.
Portanto, precisamos provar somente a recíproca. Se dx1 ∧ · · · ∧ dxn|Σ 6= 0, então as funções
{x1, . . . , xn} podem ser usadas como coordenadas em Σ que, portanto, localmente admite uma
parametrização da forma ujσ(x) = f jσ(x), 0 ≤ |σ| ≤ k. Por outro lado, Ck(π) = ann {ωjµ}, com
ωjµ = dujµ −

n∑
i=1

ujµ+1idx
i e 0 ≤ |µ| ≤ k − 1. Portanto, se Σ for uma variedade integral de Ck(π),

teremos que ωjµ|Σ = 0, i.e.,

0 =
(
duj −

n∑
i=1

ujidx
i

) ∣∣∣∣
Σ

=
n∑
i=1

∂f j0 (x)
∂xi

dxi −
n∑
i=1

f ji (x)dxi =
n∑
i=1

(
∂f j0 (x)
∂xi

− f ji (x)
)
dxi,

logo,

f ji (x) = ∂f j0 (x)
∂xi

.

Analogamente,

0 =
(
dujh −

n∑
i=1

ujh+1idx
i

) ∣∣∣∣
Σ

=
n∑
i=1

∂f jh(x)
∂xi

dxi −
n∑
i=1

f jh+1i(x)dxi =
n∑
i=1

(
∂f jh(x)
∂xi

− f jh+1i(x)
)
dxi,

logo,

f jh+1i(x) = ∂f jh(x)
∂xi

= ∂2f j0 (x)
∂xi∂xh

.

Dessa forma, iterativamente obtemos que

f jσ(x) = ∂|σ|f j0 (x)
∂xσ1 · · · ∂xσn

. (3.4)

Portanto, a subvariedade Σ é (localmente) o k-ésimo prolongamento de uma seção local
x 7→ (x, f0(x)).
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3.4 Simetrias Infinitesimias da Distribuição de Cartan

Conforme prometido no Capítulo 1, vamos mostrar uma caracterização das simetrias
infinitesimais de uma distribuição suave.

Teorema 3.11. Seja F = span {X1, . . . , Xd} = ann {θ1, . . . , θn−d} uma distribuição suave
definida em uma variedade suave M . As seguintes asserções são equivalentes:

1. X ∈ Sym(F);

2. LXXi =
d∑
j=1

µijXj, µij ∈ C∞(M), para todo i ∈ {1, . . . , d} ;

3. LX(θi) =
n−d∑
j=1

νijθj, νij ∈ C∞(M), para todo i ∈ {1, . . . , n− d} .

Demonstração. A prova deste resultado será realizada por meio de três implicações.

• 1 =⇒ 2 Sejam X uma simetria infinitesimal da distribuição F e {At}t o seu fluxo. Temos
que {At}t é uma família de simetrias finitas de F , logo, para todo t, vale o seguinte:

(At)∗(X) =
d∑
j=1

αij(t)Xj, (3.5)

onde as funções suaves αij(t) dependem diferenciavelmente do parâmetro t. Daí, diferen-
ciando (3.5) com respeito ao parâmetro t, e aplicando isso em t = 0, temos

LXXi =
d∑
j=1

µijXj,

onde µij := dαij
dt
|t=0.

• 2 =⇒ 3 Suponha que o campo X satisfaça a propriedade 2 . Por um lado, sabemos que
X(θj(Xi)) = LX(θj) + θj(LXXi) = 0, tendo em vista que θj(Xi) = 0. Por outro lado,
por 2 , LX(Xi) também é anulado por todas as 1−formas {θ1, . . . , θn−d} , de sorte que o
mesmo ocorre com LX(θj) e, portanto, LX(θj) é uma combinação das formas {θk}n−dk=1 .

• 3 =⇒ 1 Em um primeiro passo, sendo ω uma 1−forma diferencial, vamos mostrar a
validade da fórmula

d

dt

∣∣∣∣
t=s
A∗t (ω) = A∗s(LX(ω)).

Com efeito,
d

dt

∣∣∣∣
t=s
A∗t (ω) = lim

t→0

A∗t+s(ω)− A∗s(ω)
t

= lim
t→0

A∗s ◦ A∗t (ω)− A∗s(ω)
t

= lim
t→0

A∗s(A∗t (ω)− A∗0(ω))
t
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= A∗s

(
lim
t→0

A∗t (ω)− A∗0(ω)
t

)
= A∗s(LXω).

Portanto, a 1−forma diferencial Θk(t) := A∗t (θk) ∧ θ1 ∧ · · · ∧ θn−d, que depende diferenci-
avelmente de t, é tal que Θk(0) = 0, pois A∗0(θk) = θk. Além disso, veja que Θk satisfaz a
EDO
dΘk

dt
(t) = A∗t (LX(θk))∧θ1∧· · ·∧θn−d

3=
n−d∑
j=1

A∗t (νij)A∗t (θi)∧θ1∧· · ·∧θn−d =
n−d∑
j=1

A∗t (νij)Θj.

Logo, pelo teorema de existência e unicidade de uma EDO com valor inicial fixado,
temos que Θk(t) ≡ 0, para todo k e para todo t. Ou seja, sempre temos que A∗t é uma
combinação das 1−formas diferenciais {θ1, . . . , θn−d} . Portanto, o fluxo {At}t é uma
família de simetrias finitas da distribuição F , significando que X ∈ Sym(F).

A partir do Teorema 3.11, podemos obter uma descrição local das simetrias infinitesimais
da distribuição de Cartan.

Teorema 3.12. Localmente, as simetrias infinitesimais de Ck(π) são da forma

Z =
n∑
i=1

ai∂xi +
m∑
j=1

k∑
|σ|=0

bjσ∂ujσ ,

onde os coeficientes bjσ são recursivamente calculados pela fórmula

bjσ+1i = D
(k+1)
i (bjσ)−

n∑
h=1

ujσ+1hD
(k+1)
i (ah),

em que 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m, 0 ≤ |σ| ≤ k − 1.

Demonstração. Sabemos que, localmente, Ck(π) = ann {ωjσ} . Além disso, dωjσ =
n∑
i=1

dxi ∧ dujσ+1i .

A partir da Fórmula Mágica de Cartan,

LZ(ωjσ) = Zydωjσ + d(Zyωjσ)

= Zy

(
n∑
i=1

dxi ∧ dujσ+1i

)
+ d

(
bjσ −

n∑
h=1

ahu
j
σ+1h

)

=
n∑
i=1

(
aidu

j
σ+1i − b

j
σ+1idx

i
)

+ d

(
bjσ −

n∑
h=1

ahu
j
σ+1h

)
.

Por outro lado, para toda f ∈ C∞(Jk(π)),

df =
n∑
i=1

∂xi(f)dxi +
m∑
j=1

k∑
|ρ|=0

∂ujρ(f)dujρ

=
n∑
i=1

∂xi(f)dxi +
m∑
j=1

k∑
|ρ|=0

∂ujρ(f)
(
dujρ −

n∑
i=1

ujρ+1idx
i +

n∑
i=1

ujρ+1idx
i

)

=
n∑
i=1

D
(k+1)
i (f)dxi +

m∑
j=1

k∑
|ρ|=0

∂ujρ(f)ωjρ,
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de modo que
df ≡

n∑
i=1

D
(k+1)
i (f)dxi (mod

{
ωjρ
}

).

Logo:

LZ(ωjσ) ≡
n∑
i=1

(
ai

n∑
r=1

D(k+1)
r (ujσ+1i)dx

r − bjσ+1idx
i

)
+

n∑
s=1

D(k+1)
s

(
bjσ −

n∑
h=1

ahu
j
σ+1h

)
dxs

≡
n∑
s=1

D(k+1)
s (bjσ)dxs −

n∑
i=1

bjσ+1idx
i −

n∑
s=1

n∑
h=1

ujσ+1hD
(k+1)
s (ah)dxs

≡
n∑
i=1

(
D

(k+1)
i (bjσ)− ujσ+1h

n∑
h=1

D
(k+1)
i (ah)− bjσ+1i

)
dxi (mod

{
ωjρ
}

).

Dessa forma, temos LZ(ωjσ) ≡ 0 (mod
{
ωjρ
}

) se, e somente se:

bjσ+1i = D
(k+1)
i (bjσ)−

n∑
h=1

ujσ+1hD
(k+1)
i (ah).

A partir do Teorema 3.12, mostraremos que todas as simetrias infinitesimais da distribuição
de Cartan Ck(π) são prolongamentos de campos vetoriais definidos em J0(π) ou J1(π).

Teorema 3.13. (Teorema de Lie-Bäcklund) Toda simetria infinitesimal de Ck(π) é o
prolongamento de uma simetria infinitesimal de C1(π). Mais ainda, quando m > 1, todas as
simetrias infinitesimais de Ck(π) são prolongamentos de campos definidos em J0(π).

Demonstração. O fato de que toda simetria infinitesimal de Ck(π) é o prolongamento de alguma
simetria infinitesimal de C1(π) advém imediatamente do Teorema 3.12.
Sejam j ∈ {1, ...,m}, Z ∈ Sym(C1(π)) uma simetria infinitesimal, e defina φj := Zyωj.
Novamente pelo Teorema 3.12, podemos escrever localmente:

Z =
n∑
i=1

ai∂xi +
m∑
h=1

bh∂uh +
m∑
h=1

n∑
i=1

bhi ∂uhi ; φj = bj −
n∑
i=1

aiu
j
i (3.6)

Em seguida, temos que:

LZωj = dφj + Zydωj

=
n∑
i=1

∂φj
∂xi

dxi +
m∑
h=1

∂φj
∂uh

duh +
n∑
i=1

m∑
h=1

∂φj
∂uhi

duhi +
n∑
i=1

Zy(dxi ∧ duji )

=
n∑
i=1

∂φj
∂xi

dxi +
m∑
h=1

∂φj
∂uk

duh +
n∑
i=1

m∑
h=1

∂φj
∂uhi

duhi +
n∑
i=1

aidu
j
i −

n∑
i=1

bjidx
i.

Agora, sendo que, para cada índice fixado j ∈ {1, ...,m}, duj ≡
n∑
i=1

ujidx
i (mod {ωh}),

temos por um lado que:

LZωj ≡
n∑
i=1

∂φj
∂xi

dxi−
n∑
i=1

bjidx
i+

n∑
i=1

m∑
h=1

∂φj
∂uhi

uhi dx
i+

m∑
i=1

(ai+
∂φj

∂uji
)duji+

n∑
i=1

m∑
h=1
h6=j

∂φj
∂uhi

duhi (mod {ωh})
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Assim, para todo índice fixado i ∈ {1, ..., n}, a condição de simetria LZωj ≡ 0 (mod {ωh}) se
traduz no seguinte sistema de equações:

bji = ∂φj
∂xi

+
m∑
h=1

∂φj
∂uh

uhi = D
(1)
i (φj),

ai = −∂φj

∂uji
,

∂φj
∂uhi

= 0, ∀h 6= j.

Daí, sendo m > 1, temos que, para quaisquer h 6= j ∈ {1, ...,m},

∂ai
∂uhi

= − ∂

∂uhi

(
∂φj

∂uji

)
= − ∂

∂uji

(
∂φj
∂uhi

)
= 0

e, assim,
∂ai
∂uhi

= 0, ∀h ∈ {1, ...,m},

i.e., para todo i ∈ {1, ..., n},
ai = ai(x, u). (3.7)

Analogamente, vamos provar que o mesmo vale para todas as funções bj. Nesse sentido,
lembrando-se de (3.6), (3.7) e do nosso sistema de equações,

∂bj

∂uhi
= ∂φj
∂uhi

+
n∑
l=1

δhjδlial + 0ujl = −δhjai + δhjai = 0,

donde bj = bj(x, u), ∀j.
Podemos reescrever as funções bji usando (3.6), como vemos a seguir:

bji = ∂bj

∂xi
−

n∑
i=1

∂(ujl al)
∂xi

+
m∑
k=1

(
∂bj

∂uk
−

n∑
l=1

∂(ujl al)
∂uh

)
uhi

= D
(1)
i (bj)−

n∑
l=1

D
(1)
i (ujl al)

= D
(1)
i (bj)−

n∑
l=1

D
(1)
i (al)ujl , posto que sempre temos que D(1)

i (ujl ) = 0.

∴ Cada bji é, claramente, a i-ésima componente do primeiro prolongamento do campo vetorial

X :=
n∑
i=1

ai∂xi +
m∑
j=1

bj∂uj ∈ D(J0(π)),

como queríamos demonstrar.

Este resultado nos motiva a definir o seguinte:

Definição 3.14. Uma simetria infinitesimal da distribuição de Cartan Ck(π) é denominada
simetria de ponto se, e somente se, tal simetria for o prolongamento de um campo de E.
Quando isto não ocorre, i.e., quando a simetria é prolongamento de uma simetria de C1(π), mas
não de um campo definido em J0(π), dizemos que tal simetria é uma simetria de contato.
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Se Z ∈ Sym(Ck(π)) for o prolongamento do campo X ∈ D(E), escreveremos Z = X(k).

Nesse caso, dizemos que X é um gerador de simetria. Na Seção 3.5, iremos tecer alguns
comentários acerca do uso de simetrias de ponto para descrever soluções de equações diferenciais.

Dada uma simetria Z ∈ Sym(Ck(π)), a função φ := (φ1, . . . , φm), onde φj := Zyωj, é
denominada função geradora da simetria Z. Nestes termos, temos o seguinte

Corolário 3.15. Toda simetria Z ∈ Sym(Ck(π)) é unicamente determinada por sua função
geradora φ := (φ1, . . . , φm). Explicitamente, em coordenadas locais,

Z = Zφ =
m∑
j=1

k∑
|σ|=0

D(k)
σ (φj)∂ujσ −

n∑
i=1

∂uhi (φh)D(k)
i , (3.8)

com h ∈ {1, . . . ,m}, σ := (i1, . . . , in) e D(k)
σ := (D(k)

1 )i1 ◦ · · · ◦ (D(k)
n )in . Em particular, quando

m > 1, a função geradora depende linearmente das variáveis uji e, além disto, para quaisquer
j 6= h,

∂uji
(φj) = ∂uhi (φh) e ∂uhi (φj) = 0.

A partir da fórmula (3.8), vemos que o termo

m∑
j=1

k∑
|σ|=0

D(k)
σ (φj)∂ujσ

é a componente transversal aos prolongamentos de seções, de modo que, de um ponto de
vista geométrico, podemos dizer que as funções geradoras medem a velociadade com a qual as
simetrias infinitesimais deformam as variedades integrais da distribuição de Cartan.

3.5 Equações Diferenciais como Subvariedades

Os espaços de jatos são os ambientes nos quais geometricamente as equações diferenciais
podem ser descritas como sendo subvariedades.

De fato, um sistema de equações diferenciais de ordem k
F 1(x, uσ(x)) = 0,
...
F k(x, uσ(x)) = 0,

para uma função u = (u1, . . . , um) de x = (x1, . . . , xn), sob hipóteses de regularidade para
F = (F 1, . . . , F k), pode ser tratado como sendo uma subvariedade E = {F (x, uσ) = 0} ⊂ Jk(π)
do k-ésimo espaço de jatos do fibrado

π: Rn × Rm −→ Rn

(x, u) 7→ x
.
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Dessa forma, as soluções (no sentido usual) u = f(x) desse sistema são geometricamente
descritas pelas seções s(x) = (x, f(x)) tais que os k-ésimos prolongamentos jks têm gráfico
contido em E e, portanto, são variedades integrais da restrição de Ck(π) à equação E , descrita
a seguir.

A distribuição de Cartan induzida, denotada por Ck(E), associa, a cada ponto
θ ∈ Jk(π), o subespaço formado pelos vetores de Ckθ (π) tangentes à equação em θ, ou seja,

Ckθ (E) := Ckθ (π) ∩ TθE .

Exemplo 3.16 (Equações Diferenciais Ordinárias). Considere o fibrado

π: R× R −→ R
(x, u) 7→ x

,

de modo que o k-ésimo espaço de jatos Jk(π) é uma variedade suave (k + 2)-dimensional que
tem por coordenadas {x, u, u1, . . . , uk}. De acordo com o formalismo dos espaços de jatos, a
equação diferencial ordinária de ordem k

u(k) = F (x, u, u′, . . . , u(k−1)) (3.9)

é, na verdade, a subvariedade (k + 1)-dimensional

E = {uk = F (x, u, u1, . . . , uk−1)} ⊂ Jk(π),

com coordenadas internas {x, u, u1, . . . , uk−1}. Nesse caso, a respectiva distribuição de Cartan
induzida é dada por

Ck(E) = ann{duk−1 − Fdx, duh − uh+1dx | h = 0, . . . , k − 2}.

Equivalentemente,

Ck(E) = span

{
∂

∂x
+ u1

∂

∂u
+ · · ·+ uk−1

∂

∂uk−2
+ F

∂

∂uk−1

}
.

Em particular, pelo fato de que Ck(E) é uma distribuição unidimensional, temos que Ck(E) é
completamente integrável. Ademais, uma solução u = u(x) de (3.9) corresponde a uma seção
local s(x) = (x, u(x)) de π tal que seu k-ésimo prolongamento,

jk(s)(x) = (x, u(x), u1(x), . . . , uk(x)),

tem gráfico contido em E.

Exemplo 3.17 (Equação do Calor). Considere o fibrado

π: R2 × R −→ R2

(x, t, u) 7→ (x, t)
,
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de modo que o segundo espaço de jatos J2(π) é uma variedade suave 8-dimensional que tem por
coordenadas {x, t, u, ux, ut, uxx, uxt, utt}. A equação do calor é descrita pela subvariedade
7-dimensional

E = {uxx = ut} ⊂ J2(π),

com coordenadas internas {x, t, u, ux, ut, uxt, utt}.

A respectiva distribuição de Cartan induzida é 4-dimensional e, em coordenadas, é dada
por

C2(E) = ann{du− uxdx− utdt, dux − utdx− uxtdt, dut − uxtdx− uttdt}.

Ademais, uma solução da equação do calor no sentido usual corresponde, geometricamente,
a uma seção local s = s(x, t) de π tal que seu segundo prolongamento,

j2(s)(x, t) = (x, t, u(x, t), ux(x, t), ut(x, t), uxx(x, t), uxt(x, t), utt(x, t)),

tem gráfico contido em E.

Concluiremos esta seção com alguns comentários acerca da noção de simetria de uma
equação diferencial.

Definição 3.18. Uma simetria finita da equação diferencial E ⊂ Jk(π) é uma simetria
finita da distribuição Ck(π) que preserva a equação, no sentido de que ϕ(E) = E . Uma
simetria infinitesimal da equação diferencial E ⊂ Jk(π) é uma simetria infinitesimal
da distribuição Ck(π) que é tangente à equação.

Em virtude da definição de simetria de uma distribuição, e em particular de uma
equação, as simetrias podem ser utilizadas para transformar uma solução em uma outra, ou
também para calcular soluções invariantes. De fato, iremos terminar este capítulo sucintamente
ilustrando uma maneira pela qual simetrias de ponto podem ser calculadas e utilizadas para
descrever soluções de equações diferenciais. Por outro lado, o leitor interessado pode consultar
[16, 17, 18, 23, 26, 27, 28] para ulteriores detalhes sobre a teoria das simetrias e suas aplicações.

Exemplo 3.19. Neste exemplo, vamos calcular os geradores das simetrias de ponto da equação
do calor ut− uxx = 0. Nesse sentido, em primeiro lugar, por meio da forma local das simetrias,
apresentada no Teorema 3.12, juntamente com o Teorema de Lie-Backlünd, um gerador de
simetria de ponto da equação do calor é da forma

X := ξ(x, t, u)∂x + τ(x, t, u)∂t + φ(x, t, u)∂u.

Aplicando a condição de tangência da simetria X(2) à subvariedade ut − uxx = 0,

X(2)(ut − uxx) = 0 (mod ut − uxx = 0),
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obtemos a seguinte expressão:

−2τuuxuxt − 2τxuxt − τuuu2
xut + (ξu − 2τxu − 3ξu)uxut + (τt − φu − τxx + φu − 2ξx)ut − ξuuu3

x +
(φuu − 2ξxu)u2

x + (2φxu − ξxx + ξt)ux + φxx − φt = 0,

i.e., um polinômio nulo nas coordenadas {u, ux, ut, uxt} de J2(π). Assim, pelo fato de que
todos os coeficientes do polinômio devem ser nulos, obtemos o seguinte sistema sobredetermi-
nado de EDPs lineares:



τu = 0,

τx = 0,

τuu = 0,

ξu − 2τxu − 3ξu = 0,

τt − φu − τxx + φu − 2ξx = 0,



ξuu = 0,

φuu − 2ξxu = 0,

2φxu − ξxx + ξt = 0,

φxx − φt = 0.

Resolvendo tal sistema, encontramos:
ξ = c1 + c4x+ 2c5t+ 4c6xt,

τ = c2 + 2c4t+ 4c6t
2,

φ = (c3 − c5x− 2c6t− c6x
2)u+ α,

onde c1, ..., c6 são constantes reais e α é uma solução da equação do calor.

Em particular, pondo c1 = . . . = c5 = 0, c6 = 1 e α = 0, vemos que

X = 4tx∂x + 4t2∂t − (x2 + 2t)u∂u,

é gerador de simetria de ponto da equação do calor.

Por fim, via um simples exemplo, chamamos a atenção para o fato de que, a partir dos
fluxos das simetrias de ponto das equações diferenciais, podemos transformar soluções em
soluções das equações diferenciais.

Exemplo 3.20. Pelo Exemplo 3.19, sabemos que o segundo prolongamento do campo

X = 4tx∂x + 4t2∂t − (x2 + 2t)u∂u

é simetria (de ponto) da equação do calor. Portanto, o fluxo de X,

Aε(x, t, u) =
(

x

1− 4εt ,
t

1− 4εt , (u
√

1− 4εt)exp
{
−εx2

1− 4εt

})
,

agindo sobre uma seção s(x, t) = (x, t, f(x, t)), que descreve uma solução u = f(x, t) da equação
do calor, a deformará numa família a 1 parâmetro de seções

sε(x, t) = (Aε ◦ s ◦ Ā−ε)(x, t) = (x, t, fε(x, t)),
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em que Āε : R2 −→ R2 é a aplicação tal que Āε◦π = π◦Aε, isto é, Āε(x, t) =
(

x

1− 4εt ,
t

1− 4εt

)
,

e
fε(x, t) = 1√

1 + 4εt
exp

(
−εx2

1 + 4εt

)
f
(

x

1 + 4εt ,
t

1 + 4εt

)
é uma família de soluções dependentes do parâmetro ε.



Capítulo 4

Sistemas Diferenciais Exteriores e
Redução por Simetrias

Os rudimentos da teoria dos sistemas diferenciais exteriores surgiram na década de 10
do século XIX, quando o matemático alemão Johann Friedrich Pfaff estudou a descrição de
subvariedades nas quais uma dada 1-forma diferencial se anula. Após cerca de um século, o
matemático francês Élie Cartan fundou e desenvolveu essa teoria. De fato, em 1877, Frobenius
introduziu o diferencial exterior de uma forma Pfaffiana (chamado de covariante bilinear) e,
no século XX, Cartan conceituou de maneira geral as formas diferenciais e a operação de
diferenciação exterior.

Um dos grandes objetivos no estudo dos sistemas diferenciais exteriores é aquele de
descrever as suas variedades integrais ou, em outras palavras, as subvariedades imersas sobre
as quais as formas diferenciais dos sistemas se anulam. Realmente, como veremos na Seção 4.2,
o interesse em tais variedades integrais se deve ao fato de que toda equação diferencial admite
uma descrição local para as suas soluções por meio das variedades integrais de certos sistemas
diferenciais exteriores com condição de independência.

Para o leitor que desejar um maior detalhamento dos tópicos a serem abordados neste
capítulo, recomendamos as referências [2, 3, 7, 15]. Além disso, observamos que, daqui em
diante, salvo menção contrária, M denota uma variedade suave n-dimensional.

4.1 Sistemas Diferenciais Exteriores e suas Variedades Integrais

Lembramos que Ω∗(M) denota a álgebra exterior das formas diferenciais sobre M e, com
relação a tal estrutura algébrica, é natural adotar a noção de ideal algébrico exterior descrita
pela seguinte

Definição 4.1. Um subconjunto I ⊂ Ω∗(M) é um ideal algébrico exterior se valem as
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seguintes propriedades:

1. fω ∈ I, para toda f ∈ C∞(M) e para toda ω ∈ Ω∗(M);

2. ω1 + ω2 ∈ I, para todas as formas diferenciais ω1, ω2 ∈ I;

3. α ∧ ω ∈ I, para todas as formas diferenciais α ∈ Ω∗(M) e ω ∈ I.

De maneira equivalente, podemos dizer que I ⊂ Ω∗(M) é um ideal algébrico exterior se
(I,+) é um grupo abeliano e, além disso, para todas as formas diferenciais α ∈ Ω∗(M) e β ∈ I,
vale que α ∧ β ∈ I.

Para um genérico subconjunto S ⊂ Ω∗(M), denotaremos por I = 〈S〉alg o ideal algébrico
exterior gerado por S. Portanto, diremos que I = 〈S〉alg é o ideal gerado algebricamente por S.

A partir da definição anterior, e considerando o fato de que a álgebra Ω∗(M) é equipada
com a operação de diferenciação exterior, é também natural definirmos uma noção de ideal
algébrico exterior diferenciavelmente gerado da maneira descrita pela seguinte

Definição 4.2 (Sistema Diferencial Exterior). Dizemos que I ⊂ Ω∗(M) é um sistema
diferencial exterior (SDE) quando I é um ideal algébrico exterior de Ω∗(M) tal que dI ⊂ I.
Ademais, um SDE com condição de independência é um par (I, ω), no qual I é um
SDE e ω ∈ Ωk(M) é uma k-forma diferencial decomponível, i.e., existem 1-formas diferenciais
ωi ∈ Ω1(M), i = 1, . . . , k, tais que ω = ω1 ∧ · · · ∧ ωk. Nesse sentido, uma tal forma diferencial
ω é chamada de condição de independência.

Analogamente ao caso dos ideais algébricos, utilizaremos a notação I = 〈S〉diff para
denotar o SDE gerado por um subconjunto S ⊂ Ω∗(M), i.e., 〈S〉diff = 〈S, dS〉alg, em que
dS := {dω | ω ∈ S}. Portanto, diremos que I = 〈S〉diff é o SDE diferenciavelmente gerado por
S.

Observamos também que, a partir de dois SDEs Ii ⊂ Ω∗(Mi), i = 1, 2, podemos definir
um terceiro SDE da seguinte maneira. Com efeito, sendo πi : M1 ×M2 −→Mi a projeção no
i-ésimo fator, é fácil verificar que

I1 + I2 := 〈π∗1(I1) ∪ π∗2(I2)〉alg ⊂ Ω∗(M1 ×M2)

define um SDE, denominado soma direta de I1 e I2.

Um tipo particularmente importante de SDE é o descrito pela seguinte

Definição 4.3. Um SDE I ⊂ Ω∗(M) é Pfaffiano se globalmente, ou localmente (na vizinhança
de todo ponto), I for diferenciavelmente gerado por um sistema de 1-formas diferenciais.

De maneira equivalente, dizemos que um SDE I ⊂ Ω∗(M) é Pfaffiano se I for diferencia-
velmente gerado pelo módulo das seções de um subfibrado I ⊂ Λ1(M), ou seja, I = 〈Γ(I)〉diff.
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Exemplo 4.4. Recordamos que, no Exemplo 3.17, ambientamos a equação do calor uxx = ut

em um espaço de jatos 8-dimensional, e descrevemos a distribuição de Cartan induzida

C2(E) = ann{du− uxdx− utdt, dux − utdx− uxtdt, dut − uxtdx− uttdt}.

A partir disso, podemos definir o sistema Pfaffiano

I = 〈du− uxdx− utdt, dux − utdx− uxtdt, dut − uxtdx− uttdt〉diff ⊂ Ω∗(E).

De maneira mais ampla, na Seção 4.2, iremos discorrer acerca de sistemas Pfaffianos obtidos
por meio da distribuição de Cartan induzida.

Também observamos que as componentes homogênenas Ik de um SDE I ⊂ Ω∗(M)
são definidas como sendo

Ik := I ∩ Ωk(M), k = 0, 1, 2, . . .

Naturalmente, toda componente homogênea é um C∞(M)-módulo e, além disso,

I =
∞⊕
k=0
Ik.

Daqui em diante, sempre consideraremos SDEs tais que I0 = {0} ⊂ C∞(M), posto que,
mesmo quando I0 6= {0}, assumiremos que sempre podemos nos restringir às subvariedades
em que as funções não triviais de I0 são nulas.

Uma outra condição recorrentemente utilizada no estudo dos SDEs é descrita pela seguinte

Definição 4.5. Dizemos que um SDE I ⊂ Ω∗(M) satisfaz a propriedade de posto cons-
tante se, para cada 1 ≤ k ≤ n, existe um subfibrado Ik ⊂ Λk(M) de dimensão constante tal
que Γ(Ik) = Ik.

De agora em diante, iremos supor que todos os nossos SDEs satisfazem à propriedade de
posto constante.

Na prática, os SDEs mais recorrentes são aqueles algebricamente gerados por formas
diferenciais de grau baixo, geralmente 1 ou 2. Por esse motivo, é conveniente introduzirmos a
seguinte

Definição 4.6. Um SDE I ⊂ Ω∗(M) é algebricamente gerado pelas suas primeiras k
componentes homogêneas se, para cada x ∈M , existe uma vizinhança aberta U ⊂M de x
tal que

I|U = 〈I1|U , . . . , Ik|U〉alg.

Como evidenciado no início deste capítulo, a principal motivação para o estudo dos SDEs
tem sido o fato de que eles permitem caracterizar geometricamente as soluções das equações
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diferenciais como sendo certas subvariedades sobre as quais as formas dos SDEs se anulam.
É natural, portanto, introduzir a noção de variedade integral de um SDE, de acordo com a
seguinte

Definição 4.7 (Variedade Integral). Seja I ⊂ Ω∗(M) um SDE. Uma imersão h : N −→M

é dita ser uma variedade integral de I quando h∗(I) = {0}. Em particular, dada uma
condição de independência ω, dizemos que h é uma variedade integral admissível quando
h∗ω 6= 0.

A seguir, apresentamos duas simples proposições que auxiliam na descrição das variedades
integrais dos SDEs algebricamente gerados pelas suas primeiras componentes homogêneas.

Proposição 4.8. Sejam k ≥ 1, h : N −→M uma imersão e I ⊂ Ω∗(M) um SDE tal que

I = 〈I1, . . . , Ik〉diff.

Nessas condições, h é variedade integral de I se, e somente se, para todo j ∈ {1, . . . , k},
h∗(Ij) = {0}.

Demonstração. Se h é variedade integral de I, obtemos diretamente da definição que, para
todo j ∈ {1, . . . , k}, h∗(Ij) = {0}.

Reciprocamente, dado θ ∈ I = 〈I1, . . . , Ik〉diff, há formas diferenciais θ1 ∈ I1, . . . , θk ∈ Ik

e α1, . . . , αk, β1, . . . , βk ∈ Ω∗(M) tais que

θ =
k∑
i=1

αi ∧ θi +
k∑
i=1

βi ∧ dθi.

Daí, sendo que h∗θi = 0 e h∗dθi = dh∗θi = 0, teremos

h∗(θ) =
k∑
i=1

h∗(αi) ∧ h∗(θi) +
k∑
i=1

h∗(βi) ∧ h∗(dθi) = 0.

Ou seja, h∗(I) = {0} e, como h é imersão, concluímos que h é variedade integral de I.

Proposição 4.9. Sejam k ≥ 1, h : N −→M uma imersão e I ⊂ Ω∗(M) um SDE tal que

I = 〈I1, . . . , Ik〉diff.

Fixado j ∈ {1, . . . , k}, se Ij = 〈θ1, . . . , θl〉diff, então: h∗(Ij) = {0} se, e somente se, são válidas
as igualdades h∗(θ1) = · · · = h∗(θl) = 0.

Demonstração. Evidentemente, se h∗(Ij) = {0}, então h∗(θ1) = · · · = h∗(θl) = 0.
Reciprocamente, para cada forma diferencial θ ∈ Ij = 〈θ1, . . . , θl〉diff, existem formas

diferenciais α1, . . . , αl, β1, . . . , βl ∈ Ω∗(M) tais que

θ =
l∑

i=1
αi ∧ θi +

l∑
i=1

βi ∧ dθi.
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Daí, sendo que h∗θi = 0 e h∗dθi = dh∗θi = 0, teremos

h∗(θ) =
l∑

i=1
h∗(αi) ∧ h∗(θi) +

l∑
i=1

h∗(βi) ∧ h∗(dβi) = 0.

Ou seja, h∗(Ij) = {0}.

Outra ferramenta que auxilia na descrição das variedades integrais dos sistema diferenciais
exteriores é a noção de integral primeira (local), que surge naturalmente no contexto dos
sistemas Pfaffianos. Em geral, diremos que uma função f ∈ C∞(M) é uma integral primeira
de um SDE I ⊂ Ω∗(M) se df ∈ I. Analogamente, diremos que uma função suave f ∈ C∞(U),
U ⊂M aberto, é uma integral primeira (local) se df ∈ I|U .

Agora, dado um sistema Pfaffiano I = 〈I〉diff, gerado por um subfibrado I ⊂ Λ1(M), o
diferencial exterior induz a seguinte aplicação C∞(M)-linear:

δ0: I −→ Λ2(M)/〈I〉alg
θ 7→ [dθ]

.

Podemos, portanto, definir a sequência de sistemas Pfaffianos derivados

I =: I(0) ⊃ I(1) ⊃ · · · ⊃ I(∞),

em que
I(1) = ker δ0 = {θ ∈ I | dθ = 0 mod I}

e, recursivamente,
I(k) = ker δk−1, k = 2, 3, . . . ,

com
δk−1: I(k−1) −→ Λ2(M)/〈I(k−1)〉alg

θ 7→ [dθ]
.

Assim, para o menor k pelo qual I(k) = I(k+1), introduz-se a notação I(∞) := I(k) e se diz
que k é o comprimento da sequência dos sistemas Pfaffianos derivados.

O termo I(∞) é o maior subfibrado integrável de I, cuja dimensão é o número máximo de
integrais primeiras funcionalmente independentes de I.

4.2 Aplicação dos Sistemas Diferenciais Exteriores às Equações Dife-
renciais

Ao longo desta seção, mostraremos como as soluções de equações diferenciais podem ser
descritas por meio de variedades integrais de SDEs, Pfaffianos ou não.
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Definição 4.10 (Ideal de Contato). Em um espaço de jatos Jk(π), o Ideal de Contato
Cksde(π) é o SDE Pfaffiano diferenciavelmente gerado em toda vizinhança coordenada pelas
formas de Cartan, i.e.,

Cksde(π)|U :=
〈
ωjσ | 1 ≤ j ≤ m, 0 ≤ |σ| ≤ k − 1

〉
diff
.

Veja que Cksde(π) independe das expressões locais das formas de Cartan, devido ao fato
de que a primeira componente homogênea de Cksde(π) coincide com Ck(π)⊥.

Seja E ⊂ Jk(π) uma equação diferencial, em que π : Rn × Rm −→ Rn é a projeção nas
variáveis independentes, e considere a restrição

Cksde(E) :=
〈
(ωjσ)|E | 1 ≤ j ≤ m, 0 ≤ |σ| ≤ k − 1

〉
diff

de Cksde(π) à equação E . Pelo Teorema 3.10, temos que as variedades integrais do sistema
Cksde(E) com condição de independência dx1 ∧ · · · ∧ dxn são k-ésimos prolongamentos de seções
localmente descritas por soluções da equação E .

Exemplo 4.11. Considere o espaço de k-jatos Jk(π), sendo π : R2 × R −→ R a projeção nas
variáveis independentes, π(x, y, u) = (x, y). Nos pontos em que F :=

√
uxuy

x+ y
for definida e

satisfizer as necessárias condições de regularidade, temos uma equação diferencial

E :=
{
uxy =

√
uxuy

x+ y

}
⊂ J2(π),

que descreve uma subvariedade 7-dimensional de J2(π). Nesse caso, as formas de Cartan
restritas à equação E são 

ω0 := ω0|E = du− uxdx− uydy,

ωx := ωx|E = dux − uxxdx−
√
uxuy

x+ y
dy,

ωy := ωy|E = duy −
√
uxuy

x+ y
dx− uyydy.

Pelo Teorema 3.10, as variedades integrais bidimensionais do SDE Cksde(E) = 〈ω0, ωx, ωy〉diff
com condição de independência dx ∧ dy são gráficos de prolongamentos de seções (x, y) 7→
(x, y, f(x, y)) para as quais u = f(x, y) é uma solução, no sentido usual, da equação E . Entre-
tanto, podemos utilizar também outros SDEs, definidos em variedades de dimensão menor do
que 7, de modo a ainda conseguirmos localmente descrever as soluções da equação E por meio
das variedades integrais de tais sistemas com condição de independência dx ∧ dy. Por exemplo,
em J1(π), a forma diferencial ω0 e a 2-forma

dx ∧ ωx = dx ∧
(
dux −

√
uxuy

x+ y
dy

)

podem ser usadas para definir o SDE não Pfaffiano

I =
〈
du− uxdx− uydy, dx ∧

(
dux −

√
uxuy

x+ y
dy

)〉
diff
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com condição de independência dx ∧ dy. Assim, devido ao fato de que ω0 ∈ I, o Teorema
3.10 nos leva a novamente concluir que as variedades integrais Σ de I são ainda gráficos de
prolongamentos de seções (x, y) 7→ (x, y, f(x, y)) tais que

0 = dx ∧
(
dux −

√
uxuy

x+ y
dy

) ∣∣∣∣
Σ

=
(
fxy −

√
uxuy

x+ y

)
dx ∧ dy.

Logo, a função u = f(x, y) é, no sentido usual, solução de E. Ou seja, as variedades integrais
de I também descrevem soluções de E. Análogas considerações valem para o SDE

J := 〈ω0, dy ∧ ωy〉diff.

Exemplo 4.12 (Equações de Monge-Àmpere). Mais uma vez, consideramos o fibrado
π : R2 × R −→ R tal que π(x, y, u) = (x, y). No espaço de jatos J2(π), com coordenadas
{x, y, u, p, q, r, s, t} = {x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy}, as subvariedades

E = {F = 0} ⊂ J2(π),

em que
F := Ar + 2Bs+ Ct+D(rt− s2) + E

e A,B,C,D,E ∈ C∞(J1(π)), descrevem as equações de Monge-Àmpere. Também neste
exemplo, denotaremos por ω0, ωx, ωy as restrições à equação E das 1-formas

ω0 = du− pdx− qdy,
ωx = dp− rdx− sdy,
ωy = dq − sdx− tdy,

que descrevem a distribuição de Cartan em J2(π). Novamente pelo Teorema 3.10, podemos
afirmar que as variedades integrais de C2

sde(E) = 〈ω0, ωx, ωy〉diff, com condição de independência
dx1 ∧ · · · ∧ dxn, são gráficos de segundos prolongamentos

(x, y) 7→ (x, y, f(x, y), fx(x, y), fy(x, y), fxx(x, y), fxy(x, y), fyy(x, y))

de seções da forma (x, y) 7→ (x, y, f(x, y)), em que u = f(x, y) é uma solução de E no sentido
usual.

A seguir, iremos mostrar como as soluções de uma equação de Monge-Àmpere podem
ser também descritas pelas variedades integrais de um SDE não Pfaffiano definido em J1(π),
reduzindo assim de 3 a dimensão do ambiente em que se podem estudar essas equações.

De fato, devido à forma de F , é possível encontrar uma 2-forma

ρ̃ = Fdx ∧ dy − ρ, ρ ∈ Ω2(J1(π)), (4.1)

que é uma combinação linear de ωx ∧ ωy e dos produtos exteriores de ωx e ωy com dx, dy, dp e
dq. Por exemplo, considerando-se

ρ̃ = −Aωx ∧ dy +B(ωx ∧ dx− ωy ∧ dy) + Cωy ∧ dx+D(ωx ∧ ωy + ωy ∧ dp− ωx ∧ dq),
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teremos que

ρ = Adp ∧ dy +B(dq ∧ dy − dp ∧ dx)− Cdq ∧ dx+Ddp ∧ dq + Edx ∧ dy.

Assim, usando (4.1), teremos que, para toda seção

s(x, y) = (x, y, f(x, y)),

vale o seguinte:
0 = j2(s)∗(ρ̃) = j2(s)∗(Fdx ∧ dy)− j1(s)∗(ρ).

Portanto, f(x, y) é uma solução da equação F = 0 se, e somente, se, j2(s)∗(ρ) = 0.

Decorre disso que as variedades integrais de I = 〈ω0, ρ〉diff, com condição de independência
dx1 ∧ · · · ∧ dxn, descrevem soluções de F .

Exemplo 4.13 (Equação de Burgers). Seja π : R2×R −→ R2 o fibrado tal que π(x, t, u) =
(x, t). A equação de Burgers é descrita pela subvariedade 7-dimensional

E = {uxx = ut − 2uux} ⊂ J2(π).

Como a equação de Burgers pertence à classse de equações de Monge-Àmpere (neste caso usamos
t no lugar de y), é possível aplicar à E as considerações do exemplo anterior. Neste exemplo,
porém, mostraremos que as soluções de E podem ser descritas também pelas varedades integrais
de um SDE não Pfaffiano em R4, reduzindo assim ainda mais a dimensão da variedade em que
a equação pode ser estudada. Com efeito, em R4, com coordenadas {x, t, u, ux}, consideramos
o SDE

I = 〈(du− uxdx) ∧ dt, d(ux + u2) ∧ dt+ du ∧ dx〉diff ⊂ Ω∗(R4),

com condição de independência dx ∧ dt.
Nesse caso, toda variedade admissível admite uma parametrização da forma

h: R2 −→ R4

(x, t) 7→ (x, t, f(x, t), g(x, t))

tal que
0 = h∗((du− uxdx) ∧ dt) = (df − gdx) ∧ dt = (∂xf − g)dx ∧ dt

e

0 = h∗(d(ux + u2) ∧ dt+ du ∧ dx) = d(g + f 2) ∧ dt+ df ∧ dx = (∂xg + 2g∂xf − ∂tf)dx ∧ dt,

de onde obtemos que
g = ∂xf, ∂tf = ∂xg + 2f∂xf. (4.2)

Logo, u = f(x, t) é tal que
∂tf = ∂2

xf + 2f∂xf (4.3)
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e, portanto, vemos que h(x, y) = (x, y, f(x, y), fx(x, y)) descreve uma correspondência entre
variedades integrais admissíveis e soluções da equação de Burgers. Por fim, gostaríamos de
apontar a relação entre os geradores de I e as formas de Cartan restritas à equação de Burgers

ω0 := ω0|E = du− uxdx− utdt,
ωx := ωx|E = dux − (ut − 2uux)dx− uxtdt,
ωt := ωt|E = dut − uxtdx− uttdy.

De fato, verifica-se que os pullbacks dos geradores de I por meio da aplicação

ψ: J1(π) −→ R4

(x, t, u, ux, ut) 7→ (x, t, u, ux)

coincidem com as 2-formas (du− uxdx) ∧ dt = ω0 ∧ dt,
d(ux + u2) ∧ dt+ du ∧ dx = ω0 ∧ dx+ (ωx + 2uω0) ∧ dt.

Exemplo 4.14 (Korteweg-de Vries). No espaço de 3-jatos J3(π), com respeito ao fibrado

π: R2 × R −→ R2

(x, y, u) 7→ (x, y)

e usando as coordenadas canônicas {x, y, u, ux, uy, uxx, uxy, uyy, uxxx, uxxy, uxyy, uyyy}, podemos
descrever a equação diferencial de Korteweg-de Vries (KdV) como sendo a subvarie-
dade 11-dimensional

E := {uxxx = uy − uux} ⊂ J3(π).

Nesse caso, as formas de Cartan restritas à equação são:


ω0 := ω0|E = du− uxdx− uydy,
ωx := ωx|E = dux − uxxdx− uxydy,
ωy := ωy|E = duy − uxydx− uyydy,

;


ωxx := ωxx|E = duxx − (uy − uux)dx− uxxydy,
ωxy := ωxy|E = duxy − uxxydx− uxyydy,
ωyy := ωyy|E = duyy − uxyydx− uyyydy.

Pelo Teorema 3.10, as variedades integrais de C3
sde(E) = 〈ω0, ωx, ωy, ωxx, ωxy, ωxy〉diff, com

condição de independência dx ∧ dy, são gráficos de terceiros prolongamentos de seções que des-
crevem soluções da KdV no sentido usual. Por outro lado, assim como nos exemplos anteriores,
podemos considerar um SDE não Pfaffiano J em uma variedade de dimensão inferior, por
exemplo J2(π), que possui dimensão 8. Consideremos de fato o SDE

J = 〈ω0, ωx, ωy, dy ∧ ωxx = dy ∧ duxx + (uy − uux)dx ∧ dy〉diff ⊂ Ω∗(J2(π))

com condição de independência dx∧dy. Neste caso, as variedades integrais admissíveis admitem
parametrizações

h(x, y) = (x, y, f(x, y), fx(x, y), fy(x, y), fxx(x, y), fxy(x, y), fyy(x, y)),
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e são tais que

0 = h∗
(
dy ∧ duxx + (uy − uux)dx ∧ dy

)
= dy ∧ dfxx + (fy − ffx)dx ∧ dy

= (−fxxx + fy − ffx)dx ∧ dy,

ou seja, fxxx = fy − ffx e, portanto, f soluciona a KdV. Em termos das 1-formas de Cartan,
dy ∧ duxx + (uy − uux)dx ∧ dy = dy ∧ ωxx. Por fim, destacamos que poderíamos utilizar um
SDE definido em uma variedade de dimensão ainda menor do que 8, nomeadamente, 5. De
fato, em R5, com coordenadas {x, y, u, p, r}, considere o SDE

I = 〈θ1, θ2, θ3〉diff

com condição de independência dx ∧ dy, em que
θ1 := (du− pdx) ∧ dy = ω0 ∧ dy,
θ2 := (rdx− dp) ∧ dy = dy ∧ ωx,
θ3 := (dr + updx) ∧ dy + du ∧ dx = ωxx ∧ dy + ω0 ∧ dx.

Neste caso, toda variedade integral admissível admite uma parametrização h : R2 −→ R5,
h(x, y) = (x, y, f1(x, y), f2(x, y), f3(x, y)), tal que

0 = h∗θ1 = (df1 − f2dx) ∧ dy = (f1x − f2)dx ∧ dy,

h∗θ2 = (f3dx− df2) ∧ dy = (f3 − f2x)dx ∧ dy

e
0 = h∗θ3 = (df3 + f1f2dx) ∧ dy + df1 ∧ dx = (f3x + f1f2 − f1y)dx ∧ dy,

de onde obtemos que

f2 = f1x, f3 = f2x, f1xxx = f1y − f1f1x.

Portanto, h é o primeiro prolongamento de uma seção definida por uma solução da KdV.

4.3 Redução por Simetrias de SDEs

Por meio de uma submersão p : M −→ N , gostaríamos de, a partir de um sistema
diferencial exterior I ⊂ Ω∗(M), induzir um SDE J ⊂ Ω∗(N). Nesse sentido, o candidato
natural é o conjunto:

J := {θ ∈ Ω∗(N) | p∗(θ) ∈ I}.

Dadas uma família {θi}ki=1 de formas diferenciais em J e uma família de formas diferenciais
{αi}ki=1 definidas em N ,

p∗
(

k∑
i=1

αi ∧ θi
)

=
k∑
i=1

p∗(αi) ∧ p∗(θi) ∈ I,
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pois cada p∗θi ∈ I e o SDE I é, em particular, um ideal de Ω∗(M). Logo,
k∑
i=1

αi ∧ θi ∈ J .

Além disso, para todo θ ∈ J ,
p∗(dθ) = dp∗(θ) ∈ I,

pois p∗(θ) ∈ I e o SDE I é, em particular, fechado por diferenciação exterior. Logo,

dθ ∈ J .

Ou seja, concluímos que J ⊂ Ω∗(N) é um sistema diferencial exterior, e isso nos motiva
a adotar a seguinte

Definição 4.15 (Redução de SDEs). Sejam I ⊂ Ω∗(M) um SDE e p ∈ C∞(M,N) uma
submersão. A redução de I por p, denotada por I/p, é definida do seguinte modo:

I/p := {θ ∈ Ω∗(N) | p∗θ ∈ I}.

Similarmente, dados k ≥ 1, um subfibrado A ⊂ Λk(M), e supondo que p é sobrejetiva, definimos
a redução A/p de A por p como sendo

A/p := {η ∈ Λk(N) | p∗(η) ∈ A}.

Neste texto, a redução de subfibrados e sistemas diferenciais exteriores será efetuada no
contexto das ações dos grupos de simetrias dos sistemas.

Definição 4.16. Dizemos que dois SDEs I ⊂ Ω∗(M) e J ⊂ Ω∗(N) são equivalentes quando
há um difeomorfismo φ : M −→ N tal que φ∗(J ) = I. Em particular, quando N = M e
I = J , dizemos que φ : M −→ M é uma simetria de I. Nesse sentido, um grupo de
simetrias de I é dado por um grupo de Lie G que age em M suavemente à esquerda e no
qual, para todo g ∈ G, o difeomorfismo

µg: M −→ M

x 7→ g · x

é simetria de I.

Proposição 4.17. Se φ : M −→M é simetria de I e h : N −→M é variedade integral de I,
então φ ◦ h : N −→M é variedade integral de I.

Demonstração. Sendo que φ é difeomorfismo e h é, em particular, uma imersão, temos que
φ ◦ h é imersão. Além disso,

(φ ◦ h)∗(I) = h∗(φ∗ (I))

= h∗(I), pois φ é simetria de I,

= {0}, pois h é variedade integral de I.
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No âmbito da redução de um SDE I por um grupo de simetrias G, adotaremos as notações

I/G := I/qG, Ik/G := Ik/qG, Ik/G := Ik/qG,

em que qG : M −→ M/G é a projeção canônica. Além disso, nesse contexto, utilizaremos
por diversas vezes as formas diferenciais básicas e semibásicas, descritas no Capítulo 2. Nesse
sentido, esclarecemos que, na presença de um SDE I ⊂ Ω∗(M),

IG,sb = {α ∈ I | Xyα = 0, ∀X ∈ ΓG = ker qG∗}

denota a subálgebra das formas G-semibásicas pertencentes ao sistema I, enquanto que IkG,sb

denota sua k-ésima componente homogênea, IkG,sb = IG,sb ∩ Ωk(M)G,sb, onde denotamos com
Ωk(M)G,sb o módulo das k-formas diferenciais G-semibásicas. Analogamente, IkG,sb denota o
conjunto dos k-covetores tangentes G-semibásicos pertencentes ao subfibrado Ik,

IkG,sb = Ik ∩ Λk(M)G,sb.

Mais em geral, para qualquer subfibrado J ⊂ Λk(M), JkG,sb denota o conjunto dos k-covetores
tangentes G-semibásicos de J , i.e.,

JkG,sb = Jk ∩ Λk(M)G,sb.

Usaremos também a seguinte

Definição 4.18. Uma forma θ em M é G-invariante se, e somente se, uma das seguintes
condições equivalentes é satisfeita:

(a) µ∗gθ = θ, para todo g ∈ G;

(b) LXθ = 0, para todo X campo vetorial fundamental da ação de G em M .

Além disso, como já observado na Seção 2.3, com a Proposição 2.25, assumindo daqui
por diante que as submersões consideradas têm fibras conexas, podemos caracterizar as formas
básicas θ com a propriedade Xyθ = Xydθ = 0, para todo campo vertical X. Por outro lado,
em virtude da fórmula de Cartan, e do fato de que todo campo vertical é combinação linear
dos campos fundamentais da ação de G, obtemos a caracterização dada pela seguinte

Proposição 4.19. Uma forma θ é G-básica se, e somente se, θ é G-semibásica e G-invariante.

Realmente, se θ é G-básica, então é certamente G-semibásica e, para todo campo
fundamental X, vale que LXθ = d(Xyθ) +Xydθ = 0 e também que 0 = LXθ = Xydθ.

Lema 4.20. Seja G um grupo de simetrias de um SDE I ⊂ Ω∗(M), agindo regularmente em
uma variedade n-dimensional M , e suponha que IkG,sb ⊂ Λk(M) é um subfibrado de dimensão
r. Então, q∗G(Ik/G) também é um fibrado de dimensão r, e vale a seguinte identidade:

q∗G(Ik/G) = IkG,sb. (4.4)
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Além disso, se U for um aberto de M em que qG : M −→M/G admite uma seção σ : U −→ U ,
definida em um aberto U ⊂M/G, então, para toda forma α que descreve uma seção de IkG,sb|U ,
o pullback σ∗(α) é uma seção de (Ik/G)|U . Em particular, toda base de seções locais de IkG,sb
determina uma base de seções locais de Ik/G.

Demonstração. Pelo modo com o qual se definiu a redução de subfibrados, é imediato perceber
que q∗G(Ik/G) ⊂ IkG,sb. Por outro lado, comece fixando x0 ∈ M e α0 ∈ IkG,sb,x0 . Existe
α̃0 ∈ Λk

qG(x0)(M/G) tal que α0 = q∗Gx0α̃0. Além disso, pela Proposição 2.18, sabemos que existe
α ∈ Ω∗(M/G) tal que αqG(x0) = α̃0. Em particular, α0 = (q∗Gα)x0 . Ademais, observamos que,
para um genérico x1 ∈ Ox0 , há g ∈ G tal que µg(x0) = x1. Assim, pela G-invariância das
formas diferenciais G-básicas,

α0 = (q∗Gα)x0 = (µ∗gq∗Gα)x0 = (µ∗g)x0(q∗Gα)x1 = (µ∗g)x0q∗Gx1α̃0. (4.5)

Daí, compondo (µ∗g−1)x1 com ambos os lados de (4.5),

q∗Gx1α̃0 = (µ∗g−1)x1α0. (4.6)

Agora, supondo que IkG,sb ⊂ Λk(M) é um subfibrado de dimensão r, podemos novamente aplicar
a Proposição 2.18 para concluir que há θ seção de IkG,sb tal que θx0 = α0. Logo, por (4.6), e
pelo fato de que µg−1 é uma simetria de I,

q∗Gx1α̃0 = (µ∗g−1θ)x1 ∈ Ikx1 . (4.7)

Pela generalidade de x1 ∈ Ox0 , (4.7) implica que α̃0 ∈ Ik/G. Logo, q∗Gx0α̃0 = α0 ∈ q∗G(Ik/G),
ou seja, obtemos que IkG,sb ⊂ q∗G(Ik/G) e, portanto, vale a igualdade (4.4). Para mostrarmos que
a redução de Ik por G define um subfibrado de dimensão r de Λk(M/G), usamos a Observação
2.7 para obter uma seção local suave σ : U ⊂ M/G −→ M da submersão sobrejetiva qG,
definida em uma vizinhança aberta de um genérico ponto de M/G. Daí, por (4.4),

(Ik/G)|U = σ∗(IkG,sb). (4.8)

Por meio da equação (4.8) e da Proposição 2.17, constatamos que, ao redor de todo ponto do
quociente M/G, há um referencial local de Ik/G composto por r formas diferenciais, obtidas
via pullback de uma seção local suave de qG. Portanto, pelo Teorema 2.22, vemos que a
redução Ik/G ⊂ Λk(M/G) define um subfibrado de dimensão r. Estas considerações provam
também a segunda parte do enunciado.

Ao longo deste quarto capítulo, utilizaremos recorrentemente uma noção de transversali-
dade entre fibrados e submersões, apresentada a seguir.

Com efeito, na presença de um subfibrado J ⊂ Λ1(N), definimos, para todo x ∈ N , o
anulador de J em x como sendo

annJx := {ξ ∈ TxM | θ(ξ) = 0, ∀θ ∈ Jx}.
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Ou seja, para todo x ∈ N ,
annJx :=

⋂
θ∈Jx

ker θ.

Portanto, definimos
annJ :=

⋃
x∈N

annJx.

A partir dessa definição, e fixada uma submersão p : N −→M , dizemos que o subfibrado
J é transversal à submersão p se annJ ∩ kerp∗ = {0}, i.e., annJx ∩ kerp∗x = {0} ⊂ TxN ,
para todo x ∈ N . Em outras palavras, J é transversal à submersão p se, ponto por ponto,
os vetores verticais não anulam os covetores de J . Nesse sentido, na presença de um SDE
I ⊂ Ω∗(M) e de uma ação de um grupo de simetriasG de I, dizemos que tal ação é transversal
ao sistema I se o subfibrado I1 for transversal à projeção canônica qG. Lembramos que,
nesse caso, denotamos ΓG = ker qG∗, portanto, a condição de transversalidade consiste em

annI1 ∩ ΓG = {0}.

Em última análise, por meio de ações de grupos de simetrias de SDEs, o nosso intuito
é aquele de relacionar variedades integrais de SDEs que descrevem equações diferenciais. A
maneira com a qual faremos isso depende da hipótese de transversalidade dos grupos de
simetrias em relação aos SDEs.

Proposição 4.21. SejamM uma variedade e G um grupo de simetrias de um SDE I ⊂ Ω∗(M),
com ação regular sobre M . A ação de G em M é transversal a I se, e somente se,

I1 + Λ1(M)G,sb = Λ1(M). (4.9)

Demonstração. Vamos assumir que n = dimM e que m = dimG. Supondo (4.9), temos que,
para todos x ∈M e α ∈ Λ1

x(M), existem α1 ∈ I1
x e α2 ∈ Λ1

x(M)G,sb tais que

α(ξ) = (α1 + α2)(ξ) = 0,

se ξ ∈ annI1
x ∩ ΓG,x. Logo, pela arbitrariedade de x e α, temos que ξ = 0 e, portanto,

annI1 ∩ ΓG = {0}. Reciprocamente, sob a condição de transversalidade, temos, para todo
x ∈M , uma decomposição para o espaço tangente a M em x do tipo:

TxM = annI1
x ⊕ ΓG,x ⊕ V,

em que dim annI1
x = codim I1

x ≤ n−m e dim ΓG,x = m. Agora, fixe α ∈ Λ1
x(M) \ Λ1

x(M)G,sb.
Para cada α1 ∈ I1

x, existe α2 ∈ Λ1
x(M)G,sb tal que

α|annI1
x

= α1|annI1
x

+ α2|annI1
x

(4.10)

e
α|V = α1|V + α2|V. (4.11)
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Sendo que α /∈ Λ1
x(M)G,sb, existe ξ ∈ ΓG,x tal que ξ /∈ kerα. Daí, por transversalidade, pode-se

dizer que existe α1 ∈ I1
x tal que α1(ξ) = α(ξ) 6= 0. Para tais ξ e α1, temos a decomposição

span{ξ} ⊕ (kerα1 ∩ ΓG,x) = ΓG,x.

Assim, pela maneira com a qual ξ, α1 e α2 foram escolhidos, α(ξ) = α1(ξ) + α2(ξ)
α|kerα1∩ΓG,x = α1|kerα1∩ΓG,x + α2|kerα1∩ΓG,x

,

ou seja,
α|ΓG,x = α1|ΓG,x + α2|ΓG,x . (4.12)

Portanto, por (4.10), (4.11) e (4.12), α = α1 + α2, com α1 ∈ I1
x e α2 ∈ Λ1

x(M)G,sb e, assim,
obtemos (4.9).

Corolário 4.22. Seja G um grupo de simetrias de um SDE I ⊂ Ω∗(M) tal que a sua ação
sobre M seja regular e transversal a I. Nessas condições, temos que I1/G e I1

G,sb são subfibrados
tais que rk(I1/G) = rk(I1

G,sb) = rk(I1)− rk(ΓG).

Demonstração. Pelo Lema 4.20, temos que rk(I1/G) = rk(I1
G,sb). Por outro lado, pela definição

de IkG,sb, temos que I1
G,sb = I1 ∩ Λ1(M)G,sb e, usando o teorema de Grassmann, temos que

rk(I1/G) = rk(I1
G,sb) = rk(I1 ∩ Λ1(M)G,sb) = rk(I1) + rk(Λ1(M)G,sb)− rk(I1 + Λ1(M)G,sb).

Logo, a tese segue de (4.9) e observando que rk(Λ1(M))− rk(ΓG) = rk(Λ1(M)G,sb).

Como veremos a seguir, o resultado expresso no Corolário 4.22 pode ser generalizado,
no sentido de que, na presença de um grupo de simetrias G com ação transversal a um SDE
I, Ik/G e IkG,sb são, para todo k, subfibrados de dimensão constante. Para chegarmos nesse
resultado, usaremos a transversalidade da ação para construir um conveniente conjunto de
geradores algébricos para I.

Nesse sentido, veja que, pela hipótese de posto constante, para cada x ∈M , existe uma
vizinhança aberta U ⊂M de x na qual as componentes homogêneas de um SDE I ⊂ Ω∗(M),
Ik = Γ(Ik), admitem descrições locais do tipo:

Ik|U = span{θ1, . . . , θrk}, k = 1, . . . , n,

de modo que denotamos dk := rk(Ik mod I1)|U . Em particular, podemos completar o referencial
local

{θ1, . . . , θr1}

do fibrado I1 de maneira tal que

{θ1, . . . , θr1 , θr1+1, . . . , θn}
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seja um referencial local do fibrado dos covetores tangentes Λ1(M). Desse modo,

B1k
U := {θi1 ∧ · · · ∧ θik | 1 ≤ i1 < · · · < ik ≤ n}

constitui um referencial local do fibrado dos k-covetores tangentes Λk(M). Além disso, por
construção, B2k

U := {θi1 ∧ · · · ∧ θik | 1 ≤ i1 ≤ r1} ⊂ B1k
U é um subconjunto ponto a ponto

linearmente independente e tal que

(〈I1〉alg ∩ Λk(M))|U = spanB2k
U .

Denotamos pk := rk(spanB2k
U ). Assim, tendo em vista que

B2k
U = B1k

U \ {σi1 ∧ · · · ∧ σik | r1 < i1 < · · · < ik ≤ n},

obtemos que pk =
(
n
k

)
−
(
n−r1
k

)
.

Proposição 4.23. Se k > n− r1, então dk = 0.

Demonstração. Com k > n− r1, temos
(
n
k

)
≥ rk ≥ pk =

(
n
k

)
, ou seja, rk = pk =

(
n
k

)
. Portanto,

dk = rk − pk = 0.

Proposição 4.24. SejamM uma variedade suave n-dimensional e G um grupo de simetrias m-
dimensional de um SDE I ⊂ Ω∗(M), com ação regular sobre M . Fixado x ∈M , considere um
referencial local B0 := {X1, . . . , Xm} de ΓG definido em uma vizinhança aberta suficientemente
pequena U de x. Se a ação de G em M é transversal a I, então existe um referencial local de
formas diferenciais

{αi, θj, ωs} ⊂ Ω1(U),

com 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ r1 −m e 1 ≤ s ≤ n− r1, tal que {θi} ⊂ Γ(I1
G,sb|U) é um referencial

local de I1
G,sb, {αi, θj} ⊂ Γ(I1|U) é um referencial local de I1, {θj, ωs} ⊂ Ω1(U)G,sb é um

referencial local de Λ1(M)G,sb e, para todo k = 1, . . . ,m,

αi(Xk) = δik, 1 ≤ i ≤ m. (4.13)

Demonstração. Os argumentos da prova fornecida a seguir dependem da Proposição 2.17, do
Teorema 2.22 e do Corolário 4.22.

Com efeito, a transversalidade da ação permite tomarmos B2 := {θ1, . . . , θr1−m} como
sendo um referencial local de I1

G,sb definido em U . Assim, temos que existe um subconjunto
B3 := {ω1, . . . , ωn−r1} ⊂ Ω1(U)G,sb, ponto a ponto linearmente independente, no qual, para
todo y ∈ U , o subespaço Vy := span{ω1

y, . . . , ω
n−r1
y } é tal que

I1
G,sb,y ⊕ Vy = Λ1

y(M)G,sb.

Analogamente, existe B̃1 := {α1, . . . , αm} ⊂ Γ(I1|U), ponto a ponto linearmente independente,
tal que, para todo y ∈ U , o subespaço Wy := {α1

y, . . . , α
m
y } é tal que

I1
G,sb,y ⊕Wy = I1

y .
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Ademais, seja B̃0 = {Z1, . . . , Zn−m} ⊂ D(U), ponto a ponto linearmente independente, tal que,
para todo y ∈ U , o subespaço Zy := {Z1y, . . . , Z(n−m)y} é tal que

spanB0|y ⊕ Zy = TyU.

Usando novamente a transversalidade da ação, vemos que spanB0 ∩ ann(spanB̃1) = {0}. Em
particular, o referencial B1 := {α1, . . . , αm} dual a B0 está contido em spanB̃1|spanB0 . Ou seja,
podemos definir o subconjunto B1 ⊂ spanB̃1 ⊂ Γ(I1|U ), composto por m 1-formas diferenciais
tais que B1|spanB0 = B1. Em particular, B1 é ponto a ponto linearmente independente, de
maneira que podemos, sem perda de generalidade, supor que B1 = B̃1. Assim, por construção,
o conjunto B1 ∪B2 ∪B3 = {αi, θj, ωs} ⊂ Ω1(U) constitui um referencial local de Λ1(M) que
satisfaz as propriedades enunciadas.

Teorema 4.25. Sejam M uma variedade n-dimensional e G um grupo de simetrias m-
dimensional de um SDE I ⊂ Ω∗(M). Suponha que a ação de G em M é regular e transversal a
I. Nessas condições, para cada x ∈M , há uma vizinhança aberta U de x na qual se definem um
referencial local {αi, θj, ω1, . . . , ωn−r1} ⊂ Ω1(U) e formas diferenciais ponto a ponto linearmente
independentes βuk ∈ Ωk(U) tais que



I|U = 〈αi, θj, βuk〉alg

I1
G,sb|U = span{θj}

IkG,sb|U = span{βuk , ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk−1 ∧ θj, . . . , θ1 ∧ · · · ∧ θk}

,

em que 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j ≤ r1 −m, 1 ≤ uk ≤ dk, 1 ≤ s1 < · · · < sk ≤ n− r1 e 1 ≤ k ≤ n.
Em particular, para todo k = 1, . . . , n, IkG,sb ⊂ Λk(M)G,sb é um subfibrado de dimensão constante
igual a

rk(IkG,sb) = dk +
(
n−m
k

)
−
(
n− r1

k

)
.

Demonstração. Sejam x ∈ M e U ⊂ M uma vizinhança aberta suficientemente pequena
de x. Pela Proposição 4.23, se k > n − r1, então (Ik ≡ 0 mod I1)|U . Dessa forma, para
descrevermos I|U , precisamos calcular I1 e (Ik mod I1)|U para todo 2 ≤ k ≤ n − r1. Nesse
sentido, adotamos o referencial local {αi, θj, ωs} ⊂ Ω1(U) de Λ1(M) fornecido pela Proposição
4.24. Logo, {θj} é referencial local de I1

G,sb e {αi, θj} é um referencial local de I1. Em
particular, I1

G,sb|U = span{θj} e (Ik mod I1)|U ⊂ span{ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk}. Assim, sendo que
dk := rk(Ik mod I1)|U , temos que, para todo uk = 1, . . . , dk e para toda escolha de índices
1 ≤ s1 < · · · < sk ≤ n − r1, existem funções suaves Auks1...sk

∈ C∞(U) tais que as k-formas
diferenciais

βuk :=
∑

1≤s1<···<sk≤n−r1

Auks1...sk
ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk , uk = 1, . . . , dk,
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definem uma base para (Ik mod I1)|U . Desse modo, lembrando-se novamente de que {αi, θj}
constitui um referencial local de I1, vemos que, para cada β ∈ Ik|U , existem funções suaves
Cuk ∈ C∞(U) e (k − 1)-formas diferenciais µi, νj ∈ Ωk−1(U) tais que

β =
m∑
i=1

µi ∧ αi +
r1−m∑
j=1

νj ∧ θj +
dk∑

uk=1
Cukβ

uk .

Dessa maneira, podemos concluir que I|U = 〈αi, θj, βuk〉alg.

Ademais, com k = 1, . . . , n, sendo que {θj, ωs} é um referencial local de Λ1(M)G,sb, o
conjunto

Rk := {ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk , ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk−1 ∧ θj, . . . , θ1 ∧ · · · ∧ θk} ⊂ Λk(U)G,sb

é um subconjunto ponto a ponto linearmente independente. Além disso, pelo Lema 2.26,

rk(spanRk) =
∑

a+b=k

(
n− r1

a

)(
r1 −m
b

)
=
(
n−m
k

)
= rk(Λk(U)G,sb)

e, portanto, spanRk = Λk(U)G,sb. Assim, tendo em vista que Rk e {αi, θj, ωs} são, respectiva-
mente, referenciais locais de Λk(M)G,sb e Λ1(M), podemos calcular:

IkG,sb|U = (Λk(M)G,sb ∩ Ik)|U
= (span{ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk} ∩ Ik|U)⊕ span{ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk−1 ∧ θj, . . . , θ1 ∧ · · · ∧ θk}

= (Ik mod I1)|U ⊕ span{ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk−1 ∧ θj, . . . , θ1 ∧ · · · ∧ θk}

= span{βuk} ⊕ span{ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk−1 ∧ θj, . . . , θ1 ∧ · · · ∧ θk}

= span{βuk , ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk−1 ∧ θj, . . . , θ1 ∧ · · · ∧ θk}.

Em particular, observando-se que

{βuk , ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk−1 ∧ θj, . . . , θ1 ∧ · · · ∧ θk} = {βuk} ∪ (Rk \ {ωs1 ∧ · · · ∧ ωsk}),

obtemos que rk(IkG,sb) = dk +
(
n−m
k

)
−
(
n−r1
k

)
. Logo, pelo Teorema 2.22, IkG,sb := Λk(M)G,sb∩Ik

é um subfibrado de dimensão dk +
(
n−m
k

)
−
(
n−r1
k

)
, k = 1, . . . , n.

Note que, pelo modo com o qual definimos a redução de subfibrados, se a redução de
Ik pela ação regular de um grupo de simetrias G, Ik/G ⊂ Λk(M/G), define um subfibrado,
então podemos afirmar que o espaço das seções do subfibrado Ik/G coincide com a k-ésima
componente homogênea do sistema reduzido I/G, i.e.,

(I/G)k = Γ(Ik/G).

Assim, se a ação de G é transversal a I, o Teorema 4.25 assegura que IkG,sb é um subfibrado
de dimensão constante. Daí, pelo Lema 4.20, Ik/G é um subfibrado de dimensão constante e,
portanto, obtemos o
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Corolário 4.26. Seja I ⊂ Ω∗(M) um SDE que satisfaz a propriedade de posto constante, e
seja G um grupo de simetrias de I. Suponha que a ação de G em M é regular e transversal a
I. Nessas condições, o SDE reduzido I/G satisfaz a proriedade de posto constante.

Sucessivamente, note também que, pelo Teorema 4.25 e pelo Lema 4.20, IkG,sb e Ik/G são
subfibrados de mesma dimensão. Assim, o Lema 4.20 revela que, em abertos suficientemente
pequenos U ⊂M , os fibrados IkG,sb|U são gerados por conjuntos de formas diferenciais G-básicas,
obtidas via o pullback (qG|U )∗ de formas diferenciais que descrevem seções de (Ik/G)|qG(U). A
partir do Lema 2.11, podemos constatar que

Γ((Ik/G)|qG(U)) = Γ(Ik/G)|qG(U) = (I/G)k|qG(U).

Analogamente, sempre tomando U como sendo um aberto suficientemente diminuto, decorre
do Lema 2.11 que

Γ(IkG,sb|U) = Γ(IkG,sb)|U = IkG,sb|U

e, assim, IkG,sb|U é o C∞(U)-módulo dado por todas as possíveis combinações lineares finitas
das formas diferenciais G-básicas que geram IkG,sb|U . Assim,

IkG,sb|U =
〈
(qG|U)∗((I/G)k|qG(U))

〉
alg
∩ Ωk(U). (4.14)

Mas, utilizando as notações do Teorema 4.25, podemos escrever

I|U = 〈αi, I1
G,sb|U , . . . , InG,sb|U〉alg. (4.15)

Desse modo, aplicando (4.14) em (4.15), vemos que o Teorema 4.25 admite o seguinte

Corolário 4.27. Seja G um grupo de simetrias de um SDE I ⊂ Ω∗(M). Suponha que a
ação de G em M é regular e transversal a I. Nessas condições, para cada x ∈ M , há uma
vizinhança aberta U de x na qual se definem formas diferenciais ponto a ponto linearmente
independentes {µa}a ⊂ Ω1(U), e formas diferenciais ponto a ponto linearmente independen-
tes {νb, τ c}b,c ⊂ (I/G)|qG(U), tais que o conjunto {µa, q∗G(νb), q∗G(τ c)}a,b,c é ponto a ponto
linearmente independente e 

I|U = 〈µa, q∗G(νb), q∗G(τ c)〉alg,

(I/G)|qG(U) = 〈νb, τ c〉alg,

I1
G,sb|U = span{q∗G(νb)}b.

(4.16)

Um conjunto {µa, q∗G(νb), q∗G(τ c)}a,b,c tal como descrito no Corolário 4.27 é dito ser um
conjunto de geradores algébricos adaptados à ação do grupo de simetrias G.

Finalmente, destacamos aqui mais um corolário do Teorema 4.25, que é particularmente
útil para a determinação de uma base local de I/G.
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Corolário 4.28. Seja I um SDE algebricamente gerado pelas suas primeiras k componentes
homogêneas, e seja G um grupo de simetrias com ação regular e transversal ao sistema I.
Então, para todo ponto p ∈ M , existe uma vizinhança U ⊂ M na qual I|U é algebricamente
gerado por uma base

B(U) = {αi, θj, βu2 , . . . , βuk},

em que {αi, θj} ⊂ Ω1(U), {θi} ⊂ Ω1(U)G,sb e {βuh} ⊂ Ωh(U)G,sb, para todo h = 2, . . . , k. Em
particular, IG,sb(U) é algebricamente gerado pela base

BG,sb = {θj, βu2 , . . . , βuk}.

Além disso, para toda seção local σ : U −→ U de qG, o SDE quociente I := I/G é algebricamente
gerado por

B(U) = σ∗(BG,sb(U)).

Pode-se também provar (veja [2]) que o quociente I de um SDE Pfaffiano I é ainda
Pfaffiano se, e somente se, além de transversal ao sistema I, a ação de G for também transversal
ao sistema Pfaffiano derivado I(1) (isto é, annI(1) ∩ ΓG = {0}). Nesse caso, se o posto de I for
r, e se q for a dimensão das órbitas de G, teremos que r − q é o posto de I.

Esses resultados podem ser ilustrados pelo seguinte exemplo.

Exemplo 4.29. Seja o fibrado

π: R2 × R2 −→ R2

(x, y, u, v) 7→ (x, y)
.

O sistema de duas equações diferenciais parciais no plano uy = 0
vx = 0

descreve uma subvariedade 6-dimensional E ⊂ J1(π), com coordenadas internas {x, y, u, v, ux, vy},
que pode ser identificada com R6. Nesse caso, o SDE de Cartan restrito ao sistema de equações
é dado por

C1
sde(E) = 〈du− uxdx, dv − vydy, dx ∧ dux, dy ∧ dvy〉alg ⊂ Ω∗(R6).

Note que C1
sde(E) é invariante sob a ação do grupo G = R que translada simultaneamente as

variáves dependentes u e v,

µ: R× R6 −→ R6

(a, x, y, u, v, ux, vy) 7→ (x, y, a+ u, a+ v, ux, vy)
.

Dessa forma, observe que todas as órbitas da ação podem ser identificadas com R5 e, mais
ainda, a projeção canônica se escreve como

qG : R6 −→ R5

(x, y, u, v, ux, vy) 7→ (x, y, w, wx, wy)
,
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com w := u− v, wx := ux e wy := −vy. De fato, a ação de G é regular. Além disso, vemos
que a álgebra de Lie dos campos vetoriais fundamentais da ação é dada por

ΓG = span{∂u + ∂v}.

Veja que, como (∂u + ∂v)y(du− vxdx) = 1 6= 0 e (∂u + ∂v)y(dv − vydy) = 1 6= 0, a ação de G
em R6 é transversal ao sistema C1

sde(E). Assim, podemos calcular a redução de C1
sde(E) por G

via os pullbacks das 1-formas e 2-formas diferenciais G-semibásicas em C1
sde(E) relativamente a

uma seção de qG. Com efeito, podemos usar a seção

σ : R5 −→ R6

(x, y, w, wx, wy) 7→ (x, y, w, 0, wx,−wy)

e a seguinte base

BG,sb = {du− dv − uxdx+ vydy, dx ∧ dux, dy ∧ dvy}

para as formas semibásicas do SDE C1
sde(E). Assim, aplicando-se o pullback relativmente à

seção σ, vemos que o sistema reduzido C1
sde(E)/G resulta ser

C1
sde(E)/G = 〈dw − wxdx− wydy, dx ∧ dwx, dy ∧ dwy〉alg ⊂ Ω∗(R5). (4.17)

É fácil ver que as variedades integrais do sistema reduzido com condição de independência
dx ∧ dy descrevem soluções da equação de onda,

uxy = 0.

Também é interessante observar que o SDE (4.17) não é Pfaffiano, pois a ação não é transversal
ao SDE derivado, que nesse caso é nulo.
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Capítulo 5

Transformações de Bäcklund Via Redução
por Simetrias

Com base nos resultados do último capítulo, podemos agora discutir o tema principal
deste trabalho, que é o método de Anderson e Fels [3, 4, 5] para obter transformações de
Bäcklund por meio de diferentes reduções de um mesmo sistema diferencial exterior.

5.1 Extensões Integráveis

A noção de extensão integrável (ou recobrimento diferenciável) é matematicamente
bastante recente, pois foi desenvolvida na década de 80 do século XX nos trabalhos de I. S.
Krasil’shchik e A. M. Vinogradov [19, 20], motivados pelos trabalhos de F. B. Estabrook e H.
D. Wahlquist [29, 30] sobre a noção de estrutura de prolongamento. O leitor interessado pode
encontrar uma discussão detalhada da relação entre a noção de extensão integrável e aquela de
estrutura de prolongamento no Capítulo 6 de [17]. Mais recentemente, esta noção foi adaptada
ao contexto dos sistemas diferenciais exteriores por T. Ivey e J. M. Landsberg, que em [15]
adotam a seguinte

Definição 5.1 (Extensão Integrável). Sejam M,N variedades suaves, p : N −→M uma
submersão e I ⊂ Ω∗(M) um SDE. Dizemos que um SDE K ⊂ Ω∗(N) é uma extensão
integrável de I se existe um subfibrado J ⊂ Λ1(N) satisfazendo as seguintes propriedades:

(P1) J tem dimensão constante igual a rk(J) = dimN − dimM ;

(P2) J é transversal à p;

(P3) K = 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉alg.

Ademais, um subfibrado J ⊂ Λ1(N) para o qual valem as propreidades (P1), (P2) e (P3) é
dito ser um subfibrado admissível à extensão K.
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Do ponto de vista notacional, podemos condensar o fato de que um SDE K ⊂ Ω∗(N) é
extensão integrável de um SDE I ⊂ Ω∗(M), relativamente a uma submersão p ∈ C∞(N,M),
ao escrevermos que p : (N,K) −→ (M, I) é uma extensão integrável.

Proposição 5.2. Sejam p : (N,K) −→ (M, I) uma extensão integrável e J ⊂ Λ1(N) um
subfibrado admissível para essa extensão. São válidas as seguintes asserções:

1. Λ1(N) = J ⊕ p∗(Λ1(M));

2. K1 = J ⊕ p∗(I1);

3. Qualquer subfibrado complementar a p∗(I1) em K1 é admissível;

4. Se I é Pfaffiano, então K é Pfaffiano;

5. Se I é completamente integrável, então K é completamente integrável.

Demonstração. Prova de 1 Sejam x ∈ N e α ∈ Jx∩p∗(Λ1(M))x. Existe α̃ ∈ Λ1
x(M) tal que

α = p∗x(α̃) = α̃ ◦ p∗x e, dessa forma, vemos que kerp∗x ⊂ kerT . Além disso, por construção,
annJx ⊂ kerα. Somando-se a isso o fato de que J é transversal a p, podemos escrever:

annJx ⊕ kerp∗x ⊂ kerα. (5.1)

Por outro lado, é um simples resultado de Álgebra Linear o fato de que a dimensão do anulador
de um dado espaço vetorial é igual à codimensão de tal espaço vetorial. Assim, sendo que
rk(J) = dimN − dimM ,

dim annJx = dimM. (5.2)

Ademais, sendo p submersão,

dim kerp∗x = dimN − dimM. (5.3)

Logo, de (5.1), (5.2) e (5.3), obtemos que dim kerα ≥ dimM = dim Λ1
x(M) e, assim,

α = 0.

Ou seja,
Jx ∩ p∗(Λ1(M))x = {0}. (5.4)

Para concluirmos, observe que, pelo Lema 2.26,

dimp∗(Λ1(M))x = dimM. (5.5)

Lembrando-se uma vez mais do fato de que rk(J) = dimN − dim M , obtemos de (5.4) e (5.5)
que rk(J ⊕ p∗(Λ1(M))) ≥ dimN = dim Λ1

x(N) e, portanto,

Λ1
x(N) = Jx ⊕ p∗(Λ1(M))x.
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Prova de 2 Por 1, temos que J ∩ p∗(I1) = {0}. Além disso, para todos x ∈ N e T ∈
Jx ⊕ p∗(I1)x, pelo fato de que J e p∗(I1) são fibrados vetoriais, existem 1-formas diferenciais
α ∈ Γ(J) ⊂ K1 = Γ(K1) e β ∈ p∗(I1) ⊂ K1 tais que T = αx + βx ∈ K1

x.

Reciprocamente, dados x ∈ N e T ∈ K1
x, existem 1-formas diferenciais ω ∈ K1, α ∈ Γ(J)

e β1, . . . , βh ∈ p∗(I), e funções suaves f1, . . . , fh ∈ C∞(N), tais que ω = α+
h∑
i=1

fhβ
h e T = ωx.

Daí, T = αx +
h∑
i=1

fh(x)βhx ∈ Jx ⊕ p∗(I1)x.

Prova de 3 Seja B ⊂ Λ1(N) um subfibrado complementar a p∗(I1) em K1. Por 2, temos
que dimB = dimN − dimM , ou seja, B satisfaz a propriedade (P1) da Definição 5.1.

Agora, para cada x ∈ N , tome ξ ∈ annBx ∩ kerp∗x. Por um lado, pelo fato de que B
é complementar a p∗(I1) em K1, temos que, para cada T ∈ Kx, existem T1 ∈ Bx e T2 ∈ I1

x

tais que T = T1 + p∗x(T2) = T1 + T2 ◦ p∗x, de sorte que T (ξ) = T1(ξ) + T2 ◦ p∗x(ξ) = 0 + 0 = 0.
Ou seja, ξ ∈ annKx. Por outro lado, a partir de 2, obtemos T3 ∈ Jx e T4 ∈ I1

x tais que
T = T3 + p∗x(T4) = T3 + T4 ◦ p∗x, de sorte que 0 = T (ξ) = T3(ξ) + T4 ◦ p∗x(ξ) = T3(ξ).
Daí, pela genralidade de T ∈ Kx, vemos que ξ ∈ annJx. Por fim, para cada T̃ ∈ Λ1

x(N),
usando 1, obtemos T̃1 ∈ Jx e T̃2 ∈ Λ1

x(M) tais que T̃ = T̃1 + p∗x(T̃2) = T̃1 + T̃2 ◦ p∗x, de sorte
que T̃ (ξ) = T̃1(ξ) + T̃2 ◦ p∗x(ξ) = 0 + 0 = 0. Ou seja, ξ ∈ annΛ1

x(N) = {0} e, portanto,
ann(Bx) ∩ kerp∗x = {0}, mostrando assim que B satisfaz a propriedade (P2 ) da Definição 5.1.

Para finalizarmos, verificaremos a terceira propriedade que conceitua as extensões inte-
gráveis. Com efeito, veja que K1 = Γ

(
B ⊕ p∗(I1)

)
⊃ Γ(B). Assim, imediatamente vemos que

〈Γ(B) ∪ p∗(I)〉alg ⊂ K = 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉alg. Por outro lado, fixada uma 1-forma diferencial
ω ∈ Γ(J) ⊂ K1, observamos que, pelo fato de K1 ser soma direta dos subfibrados B e p∗(I1),
estão bem definidas as aplicações

α: N −→ B

x 7→ αx

e
β: N −→ p∗(I1)

x 7→ βx
,

em que, para todo x ∈ N , ωx = αx + βx. Além disso, α e β são suaves, posto que ω é
suave. Desse modo, ω = α + β, com α ∈ Γ(B) e β ∈ Γ(p∗(I1)). Mas, pelo fato de que
Γ(p∗(I1)) ⊂ K1 = Γ(J) + p∗(I1), vemos que há 1-formas diferenciais β1 ∈ Γ(J) e β2 ∈ I1

tais que β = β1 + p∗(β2). Para todo x ∈ N , βx = β1
x +

(
p∗(β2)

)
x
, em que β1

x ∈ Jx e(
p∗(β2)

)
x
∈ p∗(I1)x, de sorte que, por 2, β1

x = 0. Logo, β = p∗(β2) ∈ p∗(I). Ou seja, podemos
escrever ω = α + β ∈ Γ(B) + p∗(I). Desse modo, obtemos que Γ(J) ⊂ Γ(B) + p∗(I), de
onde vemos que K = 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉alg ⊂ 〈Γ(B) ∪ p∗(I)〉alg, mostrando assim que B satisfaz a
propriedade (P3) da Definição 5.1.

Portanto, o subfibrado B é admissível para a extensão integrável p : (N,K) −→ (M, I).
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Prova de 4 Por 2, já temos que K ⊃ 〈Γ(K1)〉diff =
〈
Γ
(
J ⊕ p∗(I1)

)〉
diff

. Por outro lado,
sendo I um SDE pfaffiano, temos que

K = 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉alg, usando a propriedade (P3) de 5.1,

= 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉diff, pois K é um ideal diferencial,

=
〈
Γ(J) ∪ p∗〈Γ(I1)〉diff

〉
diff
, usando aqui que I é Pfaffiano,

⊂
〈
Γ(J) ∪ 〈p∗(Γ(I1))〉diff

〉
diff
, pela naturalidade do pullback,

= 〈Γ(J) ∪ p∗(Γ(I1))〉diff
⊂ 〈Γ(J) ∪ Γ(p∗(I1))〉diff, pois p∗(Γ(I1)) ⊂ Γ(p∗(I1)),

⊂
〈
Γ
(
J ⊕ p∗(I1)

)〉
diff
.

Dessa forma, K =
〈
Γ
(
J ⊕ p∗(I1)

)〉
diff

e, portanto, K é Pfaffiano.

Prova de 5 Verificamos o seguinte:

K = 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉alg, usando a propriedade (P3) de 5.1,

=
〈
Γ(J) ∪ p∗〈I1〉diff

〉
alg
, pois I é Pfaffiano,

=
〈
Γ(J) ∪ p∗〈I1〉alg

〉
alg
, usando aqui a completa integrabilidade de I,

⊂
〈
Γ(J) ∪ 〈p∗(I1)〉alg

〉
alg
, pela naturalidade do pullback,

=
〈
Γ(J) ∪ p∗(I1)

〉
alg

⊂ K, usando a propriedade (P3) de 5.1.

Decorre disso que
〈
Γ(J) ∪ p∗(I1)

〉
alg

= K = 〈K1〉alg e, portanto, o sistema K é completamente
integrável.

Proposição 5.3. Seja p : (N,K) −→ (M, I) uma extensão integrável. Se h : P −→ N é uma
variedade integral de K, então p ◦ h : P −→M é uma variedade integral de I.

Demonstração. Seja θ ∈ I. Logo, p∗(θ) ∈ K e, como h é variedade integral de K, temos que
0 = h∗(p∗(θ)) = (p ◦ h)∗(θ). Para concluirmos, temos de mostrar que p ◦ h é uma imersão.
Com efeito, dados x ∈ P e ξ ∈ ker(p ◦ h)x, obtemos da Regra da Cadeia que

0 = (p ◦ h)∗x(ξ) = p∗h(x) ◦ h∗x(ξ)

e, assim,
h∗x(ξ) ∈ kerp∗h(x). (5.6)

Por outro lado, dado T ∈ K1
h(x), pelo fato de que K satisfaz a propriedade de posto constante,

podemos aplicar a Proposição 2.18 para o fibrado vetorial K1, de modo a extrairmos ω ∈ K1

tal que T = ωh(x). Daí, sendo que h é variedade integral de K,

T (h∗x(ξ)) = ωh(x)(h∗x(ξ)) = h∗(ω)x(ξ) = 0.
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Assim, inferimos que
h∗x(ξ) ∈ annK1

h(x). (5.7)

Ademais, note que, sendo J um subfibrado admissível à extensão integrável, J ⊂ K1 e, portanto,
K1 é transversal à submersão p. Assim, por (5.6), (5.7) e pela transversalidade de K1 com
respeito à submersão p,

h∗x(ξ) ∈ kerp∗h(x) ∩ annK1
h(x) = {0},

de modo que
h∗x(ξ) = 0.

Mas, como h é imersão,
ξ = 0.

Dessa forma, vemos que p ◦ h é uma imersão e, portanto, uma variedade integral do sistema
diferencial exterior I.

Reciprocamente, na presença de uma extensão integrável p : (N,K) −→ (M, I), podemos
localmente reconstruir variedades integrais do sistema K a partir das variedades integrais do
sistema I. De fato, considere uma variedade integral h̃ : P −→M de I, W := p−1(h̃(P )) ⊂ N

e a restrição K|W , supondo que W 6= ∅. Para todo y ∈ P , pelo fato de que h̃ é localmente um
mergulho, h̃∗y : TyP −→ Th̃(y)h̃(P ) é um isomorfismo linear. Desse modo, fixados quaisquer
k ≥ 1, β ∈ Ik, x ∈ W e ξ1, . . . , ξk ∈ TxW , existem y ∈ P e η1, . . . , ηk ∈ TxW tais que:

p∗(β)x(ξ1, . . . , ξk) = βp(x)(p∗xξ1, . . . ,p∗xξk)

= βh̃(y)(h̃∗yη1, . . . , h̃∗yηk)

= h̃∗(β)y(η1, . . . , ηk)

= 0.

Assim, tomando a variedade P pequena o suficiente para que W ⊂ N seja uma subvarie-
dade mergulhada, decorre da propriedade (P3) referente à noção de extensão integrável que
K|W ⊂ 〈Γ(π|π−1(W ))〉alg ⊂ Ω1(W ), em que π : J ⊂ Λ1(N) −→ N é um subfibrado admissível
para a extensão K. Observe que, pela Proposição 2.14, π|π−1(W ) de fato define um fibrado,
no qual a fibra padrão coincide com a de π. Mais ainda, sabemos que π|π−1(W ) admite um
conjunto de trivializações locais provenientes de restrições de trivializações locais do subfibrado
de dimensão constante π e, dessa forma, π|π−1(W ) é um fibrado vetorial real de dimensão
constante. Por outro lado, por meio da segunda asserção da Proposição 5.2, temos que
K|W ⊃ 〈K1|W 〉alg = 〈Γ(K1)|W 〉alg ⊃ 〈Γ(π|π−1(W ))〉alg. Ou seja, K|W = 〈Γ(π|π−1(W ))〉alg, de sorte
que K|W é completamente integrável. Dessa maneira, a partir das variedades integrais do
sistema I, é possível localmente determinar variedades integrais da extensão K por meio da
integração de sistemas de equações diferenciais ordinárias.
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Exemplo 5.4 (sine-Gordon). Neste exemplo, apresentaremos uma extensão integrável da
equação sine-Gordon, equação diferencial da segunda ordem dada por

E := {uxy = sen(u)} ⊂ J2(π),

em que π : R2 × R −→ R projeta (x, y, u) em (x, y).

Com efeito, fixado η 6= 0, considere a subvariedade

Eη :=
{
ux = ux + 2η sen

(
u+ u

2

)
, uy = 2

η
sen

(
u− u

2

)
− uy

}
⊂ J1(π̃),

em que π̃ : R2 × R2 −→ R2 é a projeção nas variáveis independentes, π̃(x, y, u, u) = (x, y). O
espaço de 1-jatos J1(π̃) é descrito pelas coordenadas {x, y, u, u, ux, uy, ux, uy} e, dessa forma,
dim J1(π̃) = 8 e dim Eη = 6. Assim, consideramos a submersão

p: Eη −→ J1(π)
(x, y, u, u, ux, uy) 7→ (x, y, u, ux, uy)

,

em que as formas diferenciais ω0, α ∈ Ω∗(J1(π)) e ω0 ∈ J1(π̃) são dadas por
ω0 := du− uxdx− uydy,
ω0 := du− uxdx− uydy,
α := 1/2(duy ∧ dy − dux ∧ dx)− sen(u)dx ∧ dy.

Afirmamos que, com respeito à submersão p, o sistema diferencial exterior

K := 〈ω0|Eη ,p∗(ω0),p∗(α)〉diff ⊂ Ω∗(Eη)

é extensão integrável do SDE

I := 〈ω0, α〉diff ⊂ Ω∗(J1(π)).

Note que o Exemplo 4.12 revela que o SDE com condição de independência (I, dx ∧ dy), por
meio das suas variedades integrais, descreve soluções locais de E. Para visualizarmos K como
extensão integrável de I, o nosso candidato a subfibrado admissível será J := span{ω0|Eη}. A
seguir, conferimos a validade das propriedades (P1), (P2) e (P3) para esse J .

(P1) Imediatamente da definição de J ⊂ Λ1(Eη), vemos que J é um subfibrado de dimensão
constante igual a rk(J) = 1 = dim Eη − dim J1(π).

(P2) Note que annJ = kerω0|Eη e kerp∗ = span{∂u}. Daí, sendo que ∂u y ω0|Eη = 1 6= 0,
kerp∗ ∩ annJ = {0}.

(P3) Veja que Γ(J) = {f · ω0|Eη | f ∈ C∞(Eη)}, logo, é claro que 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉alg ⊂ K. Por
outro lado, é imediato ver que ω0|Eη ,p∗(ω0),p∗(α), dp∗(ω0), dp∗(α) ∈ Γ(J)∪ p∗(I). Além
disso, é fácil verificar que dω0|Eη ∈ 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉alg, visto que

dω0|Eη = 2p∗α− ηcos
(
u+ u

2

)
(p∗ω0 + ω0|Eη) ∧ dx−

1
η
cos

(
u− u

2

)
(ω0|Eη − p∗ω0) ∧ dy.

Desse modo, K ⊂ 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉alg.
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Vejamos agora a maneira com a qual se pode relacionar soluções da sine-Gordon com
soluções da equação Eη. De fato, u = 0 é uma solução da sine-Gordon e, a partir dela, podemos
obter uma solução de Eη ao integrar o seguinte sistema de EDOs da primeira ordem:

(
u

2

)
x

= ηsen
(
u

2

)
,

(
u

2

)
y

= 1
η
sen

(
u

2

)
.

(5.8)

Para resolvermos a primeira EDO em (5.8), fazemos o seguinte:

∫ d
(
u

2

)
ηsen

(
u

2

) =
∫
dx,

ou seja,
1
η
ln
∣∣∣∣tg(u4

)∣∣∣∣ = x+ h̃(y).

Isso equivale a
tg
(
u

4

)
= eηx+h(y)

e, supondo que −2π < u < 2π, temos que

u = 4arctg(eηx+h(y)).

Assim, de acordo com a segunda EDO em (5.8),

h(y) = (1/η)y + c,

com c ∈ R. Portanto, com −2π < u < 2π,

u = 0, u = 4arctg(eηx+y/η+c), c ∈ R,

é uma família de soluções do sistema de equações diferenciais Eη.

Exemplo 5.5 (KdV ). Com coordenadas {x, y, u, ux, uxx, t, u} em R7, consideramos a sub-
mersão

p: R7 −→ R5

(x, y, u, ux, uxx, t, u) 7→ (x, y, u, ux, uxx)

e as formas diferenciais θ1, θ2, θ3 ∈ Ω∗(R5), dt, η ∈ Ω∗(R7), dadas por:

θ1 := (du− uxdx) ∧ dy,
θ2 := (uxxdx− dux) ∧ dy,
θ3 := (duxx + uuxdx) ∧ dy + du ∧ dx,
η := 18du+ (18u2 + 3u− 18t)dx+

(
3uxx − 6uux + (u+ 12t)(6u2 + u− 6t)

)
dy.
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Afirmamos que, com respeito à submersão p, o sistema diferencial exterior

K := 〈dt, η,p∗(θ1),p∗(θ2),p∗(θ3)〉diff ⊂ Ω∗(R7)

é extensão integrável do SDE

I := 〈θ1, θ2, θ3〉diff ⊂ Ω∗(R5).

Note que o Exemplo 4.14 revela que o SDE com condição de independência (I, dx ∧ dy), por
meio das suas variedades integrais, descreve soluções da KdV. Agora, para visualizarmos K
como extensão integrável de I, o nosso candidato a subfibrado admissível será J := span{dt, η}.
A seguir, conferimos a validade das propriedades (P1), (P2) e (P3) para esse J .

(P1) Imediatamente da definição de J ⊂ Λ1(R7), vemos que J é um subfibrado de dimensão
constante igual a rk(J) = 2 = dimR7 − dimR5.

(P2) Note que annJ = ker dt ∩ ker η e kerp∗ = span{∂t, ∂u}. Para todos a, b ∈ R, vale que: (a∂t + b∂u) y dt = a,

(a∂t + b∂u) y η = 18b.

Consequentemente, ann J ∩ kerp∗ = {0}.

(P3) J := span{dt, η} = span{dt} ⊕ span{η}, logo, Γ(J) = {f · dt + g · η | f, g ∈ C∞(R7)}.
Desse modo, é claro que 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉alg ⊂ K. Por outro lado, é imediato ver que
dt, η,p∗(θ1),p∗(θ2),p∗(θ3), dp∗(θ1), dp∗(θ2), dp∗(θ3) ∈ Γ(J) ∪ p∗(I). Além disso, pode-se
verificar que

dη = 2uη ∧ dx+
(

2u(u+ 12t)− ux
3

)
η ∧ dy + (6u2 + 2u+ 6t)θ1+

+6uθ2 + 3θ3 + 6
(

3dx+
(
u+ 12t+ 2(6t− 6u2 − u)

)
dy
)
∧ dt,

de sorte que dη ∈ 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉alg e, portanto, K ⊂ 〈Γ(J) ∪ p∗(I)〉alg.

5.2 Definição de Transformação de Bäcklund

Adaptando ao contexto dos sistemas diferenciais exteriores a definição de transformação
de Bäcklund dada por Krasil’shchick e Vinogradov em [19, 20] (veja também [17]), T. Ivey e J.
M. Landsberg adotaram em [15] a seguinte

Definição 5.6 (Transformação de Bäcklund). Dizemos que um SDE B ⊂ Ω∗(N) é uma
transformação de Bäcklund entre os SDEs I1 ⊂ Ω∗(M1) e I2 ⊂ Ω∗(M2) se existem duas
extensões integráveis pi : (N,B) −→ (Mi, Ii), i = 1, 2.
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Esquematicamente, para denotar que o SDE B ⊂ Ω∗(N) define uma transformação de
Bäcklund entre os SDEs I1 ⊂ Ω∗(M1) e I2 ⊂ Ω∗(M2), usaremos um diagrama

(N,B)

(M1, I1) (M2, I2).

p2p1

A importância da transformação de Bäcklund B reside no fato dela estabelecer uma
relação entre as variedades integrais de I1 e I2. De fato, como já observamos, usando p1,
podemos localmente levantar variedades integrais do sistema I1 em variedades integrais de
B e, sucessivamente, utilizar a submersão p2 para transformar tais variedades integrais em
variedades integrais do sistema I2. Analogamente, o mesmo procedimento pode ser feito
ao contrário, i.e., levantar localmente variedades integrais de I2 para determinar variedades
integrais de B e, por fim, utilizar a submersão p1 para transformar tais variedades integrais em
variedades integrais de I1.

Exemplo 5.7 (sine-Gordon). A partir do Exemplo 5.4, iremos descrever uma autotransfor-
mação de Bäcklund da sine-Gordon, isto é, uma transformação de Bäcklund da sine-Gordon em
si mesma. De fato, utilizando as notações do Exemplo 5.4, considere N := Eη, B := K, p1 := p,
M1 := J1(π) e I1 := I, de modo que p1 : (N,B) −→ (M1, I1) é uma extensão integrável da
sine-Gordon. Analogamente, considere o fibrado

π: R2 × R −→ R2

(x, y, u) 7→ (x, y)
,

a submersão

p2: Eη −→ J1(π)
(x, y, u, u, ux, uy) 7→ (x, y, u, ux, uy)

,

a variedade suave M2 := J1(π), e o sistema diferencial exterior I2 := 〈ω0, α〉diff ⊂ Ω∗(M2), em
que α := 1/2(duy ∧ dy − dux ∧ dx) − sen(u)dx ∧ dy. De modo inteiramente análogo àquele
realizado no Exemplo 5.4, vemos que p2 também é uma extensão integrável da sine-Gordon.
Ou seja, K é uma autotransformação de Bäcklund da sine-Gordon. Esquematicamente, temos
o diagrama

(Eη,K)

(J1(π), I1) (J1(π), I2)

p1 p2 .
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5.3 Construção de Transformações de Bäcklund

5.3.1 Diagramas Comutativos

Nesta seção, reunimos alguns resultados técnicos preliminares sobre diagramas comutati-
vos.

Começamos com a seguinte

Proposição 5.8. Seja
P N

M

p1

p2p3

um diagrama comutativo de variedades suaves no qual p1, p2 e p3 são aplicações suaves, sendo
p1 uma submersão sobrejetiva. Temos que

kerp2∗ = p1∗(kerp3∗).

Demonstração. Fixe x ∈ P . Dado ξ ∈ p1∗x(kerp3∗x), existe η ∈ kerp3∗x tal que ξ = p1∗x(η),
de sorte que, pela Regra da Cadeia,

p2∗p1(x)(ξ) = p2∗p1(x) ◦ p1∗x(η) = (p2 ◦ p1)∗x(η) = p3∗x(η) = 0,

ou seja, ξ ∈ kerp2∗p1(x). Por outro lado, para cada η ∈ kerp2∗p1(x), pelo fato de que p1 é uma
submersão, existe ξ ∈ TxP tal que p1∗x(ξ) = η. Daí, usando novamente a Regra da Cadeia,

p3∗x(ξ) = (p2 ◦ p1)∗x(ξ) = p2∗p(x) ◦ p1∗x(ξ) = p2∗p1(x)(η) = 0,

ou seja, ξ ∈ ker p3∗x e, portanto, η ∈ p1∗x(kerp3∗x). Portanto, concluímos que

kerp2∗p1(x) = p1∗x(kerp3∗x), ∀x ∈ P.

Daí, pela sobrejetividade de p1, podemos escrever kerp2∗ = p1∗(kerp3∗), como desejado.

Lema 5.9. Seja I um SDE definido em uma variedade suave P , e seja

P N

M

p1

p2p3

um diagrama comutativo de variedades suaves no qual p1 e p3 são submersões sobrejetivas.
Nessas condições, p2 é uma submersão sobrejetiva e vale que

(I/p1)/p2 = I/p3.
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Demonstração. A sobrejetividade de p2 é uma imediata consequência da sobrejetividade de p1

e da sobrejetividade de p3. Agora, aplicando a Observação 2.7 à submersão sobrejetiva p1,
vemos que, para cada x ∈ N , temos uma seção (local) suave σ : U ⊂ N −→ P definida em
uma vizinhança aberta de x e, desse modo, a partir de p2 ◦ p1 = p3, obtemos

p2|U = p3 ◦ σ ∈ C∞(U,M).

Portanto, pela generalidade do ponto x ∈ N , p2 ∈ C∞(N,M). Assim sendo, para cada y ∈ P ,
pela Regra da Cadeia, podemos escrever (p2)∗p1(y) ◦p1∗y = p3∗y, de modo que a sobrejetividade
de (p2)∗p1(y) advém da sobrejetividade de p1∗y e da sobrejetividade de p3∗y. Agora, sendo que
p1 é sobrejetiva e o ponto y ∈ P é arbitrário, obtemos que p2 é submersão.

Para concluirmos, basta repetidamente aplicarmos a definição de redução de SDEs. Com
efeito,

(I/p1)/p2 = {θ ∈ Ω∗(M) | p∗2(θ) ∈ I/p1}

= {θ ∈ Ω∗(M) | p∗1 ◦ p∗2(θ) ∈ I}

= {θ ∈ Ω∗(M) | (p2 ◦ p1)∗(θ) ∈ I}

= {θ ∈ Ω∗(M) | p∗3(θ) ∈ I}

= I/p3.

Definição 5.10. Sejam K ⊂ Ω∗(M1), J ⊂ Ω∗(M2) e I ⊂ Ω∗(M3) sistemas diferenciais
exteriores e p1 ∈ C∞(M1,M2), p2 ∈ C∞(M2,M3) e p3 ∈ C∞(M1,M3) submersões. Dizemos
que

(M1, I) (M2,J )

(M3,K)

p1

p2p3

é um diagrama comutativo de SDEs se são válidas as seguintes afirmações:

1. p2 ◦ p1 = p3;

2. J = I/p1;

3. K = J /p2 = I/p3.

Lema 5.11. Seja G um grupo de simetrias de um SDE I ⊂ Ω∗(M) tal que G age regularmente
em M , e seja H ⊂ G um subgrupo de G que também age regularmente em M . Nessas condições,
a aplicação orbital

p: M/H −→ M/G

Hx 7→ Gx
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é uma submersão sobrejetiva, por meio da qual

(M, I) (M/H, I/H)

(M/G, I/G)

p

qH

qG

define um diagrama comutativo de SDEs.

Demonstração. Pela regularidade das ações dos grupos de Lie G e H sobre M, obtemos
imediatamente que

M M/H

M/G

qH

pqG

é um diagrama comutativo de variedades suaves no qual qH e qG são submersões sobrejetivas.
Daí, pelo Lema 5.9, p é uma submersão sobrejetiva e

(M, I) (M/H, I/H)

(M/G, I/G)

p

qH

qG

define um diagrama comutativo de SDEs.

Observamos que, a partir do Teorema 1.2, pode-se mostrar que o subgrupo H ⊂ G do
Lema 5.11 age regularmente se, e somente se, H é fechado em G.

Corolário 5.12. Sejam I ⊂ Ω∗(M) um SDE, G1 e G2 grupos de simetria de I, e H um
subgrupo tanto de G1 como de G2. Suponha que as ações de G1, G2 e H sobreM sejam regulares.
Nessas condições, as aplicações orbitais p1 : M/H −→ M/G1 e p2 : M/H −→ M2/G2 são
submersões sobrejetivas e

(M, I)

(M/H, I/H)

(M/G1, I/G1) (M/G2, I/G2)

qH
qG1

p1

qG2

p2

é um diagrama comutativo de SDEs.
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Demonstração. Basta aplicar o Lema 5.11 para H ⊂ G1 e H ⊂ G2.

5.3.2 Transformações de Bäcklund

Em termos das extensões integráveis, o Corolário 4.27 imediatamente implica o seguinte
resultado fundamental.

Teorema 5.13. Seja G um grupo de simetrias de um sistema diferencial exterior I ⊂ Ω∗(M).
Suponha que G age regularmente em M e transversalmente ao SDE I. Nessas condições, temos
que I é uma extensão integrável do SDE reduzido I/G.

Assim, a partir desse resultado, podemos também provar o seguinte outro

Teorema 5.14. Seja G um grupo de simetrias de um SDE I ⊂ Ω∗(M). Suponha que a ação
de G em M é regular e transversal ao sistema I, e suponha também que H ⊂ G é um subgrupo
fechado de Lie. Com respeito à aplicação orbital

p: M/H −→ M/G

Hx 7→ Gx
,

I/H é uma extensão integrável de I/G.

Demonstração. Começamos observando que, pela transversalidade da ação deG emM , também
temos que a ação de H em M é transversal ao sistema I. Desse modo, pelo Corolário 4.22,
I1/G e I1/H são subfibrados de dimensão constante, de sorte que podemos considerar um
subfibrado de dimensão constante K ⊂ Λ1(M/H) tal que

I1/H = K ⊕ p∗(I1/G). (5.9)

Assim, K é o nosso candidato a subfibrado admissível e, nesse sentido, verificaremos as
propriedades (P1), (P2) e (P3) de uma extensão integrável. Com efeito:

(P1) Por construção, K ⊂ Λ1(M/H) é um subfibrado de dimensão constante e, a partir de
(5.9), a sua dimensão pode ser calculada da seguinte maneira:

rk(K) = rk((I1/H))− rk(p∗(I1/G))

= rk( (I1/H))− rk((I1/G))

= dimG− dimH

= (dimM − dimH)− (dimM − dimG)

= dim(M/H)− dim(M/G).
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(P2) Para mostrarmos a transversalidade de p com respeito ao subfibrado K, iremos verificar
uma certa relação entre as distribuições ΓG e ΓH , da qual a transversalidade é obtida
como corolário. De fato, seja K := q∗H(K), de modo que KH,sb = K. Agora, aplicando a
Proposição 5.8 ao diagrama

(M, I) (M/H, I/H)

(M/G, I/G),

p

qH

qG

obtemos que
kerp∗ = qH∗(ΓG). (5.10)

Ademais, note que, por definição, qH∗(annK) ⊂ annK e, mais ainda, pelo fato de que
qH é uma submersão, annK ⊂ qH∗(annK). Ou seja, temos a igualdade

qH∗(annK) = annK. (5.11)

Assim, a partir das equações (5.10) e (5.11), a condição de transversalidade

annK ∩ kerp∗ = {0}

é equivalente à condição
annK ∩ ΓG ⊂ ΓH . (5.12)

De fato, iremos mostrar que, em (5.12), é válida a igualdade. Nesse sentido, aplicamos o
pullback q∗H em ambos os lados da equação (5.9). Pelo Lema 2.26,

q∗H(I1/H) = q∗H(K)⊕ q∗H(p∗(I1/G)). (5.13)

Daí, aplicando em (5.13) o Lema 4.20 e o Lema 5.11, obtemos:

I1
H,sb = K ⊕ I1

G,sb. (5.14)

A partir de (5.14) e das transversalidades das ações de H e G, podemos usar o Corolário
4.22 para calcular a dimensão do subfibrado K ⊂ Λ1(M) da seguinte maneira:

rk(K) = rk(I1
H,sb)− rk(I1

G,sb) = rk(ΓG)− rk(ΓH). (5.15)

Assim, podemos usar (5.15) para calcular a dimensão de Λ1(M)H,sb da seguinte maneira:

rk(Λ1(M)H,sb) = dimM − rk(ΓH)

= rk(Λ1(M)G,sb) + rk(ΓG)−
(
rk(ΓG)− rk(K)

)
= rk(Λ1(M)G,sb) + rk(K).

Note também que, por (5.14), Λ1(M)G,sb ∩K = {0}. Assim, vemos que

Λ1(M)H,sb = Λ1(M)G,sb ⊕K. (5.16)
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Tomando o anulador de ambos os lados de (5.16), concluímos:

ΓH = annΛ1(M)H,sb = annΛ1(M)G,sb ∩ annK = ΓG ∩ annK,

como queríamos.

(P3) Pelo Teorema 5.13, I é extensão integrável de I/G, de modo tal que, usando um con-
junto de geradores {µa, (qG|U )∗(νb), (qG|U )∗(τ c)}a,b,c oriundo do Corolário 4.27, podemos
escrever, em abertos U ⊂M suficientemente diminutos, o seguinte:

I|U = 〈µa, (qG|U)∗(νb), (qG|U)∗(τ c)〉alg
= 〈µa, (p ◦ qH |U)∗(νb), (p ◦ qH |U)∗(τ c)〉alg
= 〈µa, (qH |U)∗ ◦ (p|qH(U))∗(νb), (qH |U)∗ ◦ (p|qH(U))∗(τ c)〉alg

(5.17)

Por (5.17) e pela escolha de K, obtemos imediatamente que, sendo

K|qH(U) := 〈Γ(K|qH(U)) ∪ (p|qH(U))∗(νb), (p|qH(U))∗(τ c)〉alg,

K|qH(U) ⊂ (I/H)|qH(U). Por outro lado, usando novamente (5.17), dados θ ∈ (I/H)|qH(U)

e uma seção local σ de qH definida em qH(U), existem formas diferenciais αa, βb, ωc tais
que

θ =
∑
a

σ∗(αa) ∧ σ∗(µa) +
∑
b

σ∗(βb) ∧ p∗(νb) +
∑
c

σ∗(ωc) ∧ p∗(τ c). (5.18)

Novamente pela forma com a qual escolhemos K, veja que, como J := span{µa}a ⊂ I1|U ,
cada pullback σ∗(µa) ∈ Γ((I1/H)|qH(U)) se decompõe em uma soma

σ∗(µa) = λa1 + λa2, λa1 ∈ Γ(K|qH(U)), λa2 ∈ Γ(p∗(I1/G)|qH(U)). (5.19)

Evidentemente, Γ(K|qH(U)) ⊂ K|qH(U). Ademais, considere uma arbitrária 1-forma
diferencial Φ ∈ (I/G)|qG(U) = 〈νb, τ c〉alg. Sendo s uma seção local de qG definida em
qG(U),

p∗Φ = (qG ◦ s ◦ p)∗Φ = p∗s∗q∗GΦ.

Perceba agora que, como q∗GΦ ∈ I1
G,sb|U , decorre do Lema que 4.20 que o pullback

s∗q∗GΦ ∈ (I/G)|qG(U) e, portanto, p∗Φ ∈ K|qH(U). Logo,

Γ(p∗(I1/G)|qH(U)) = span{p∗Φ | Φ} ⊂ K|qH(U).

Assim, aplicando (5.19) em (5.18), vemos que θ ∈ K|qH(U) e, dessa maneira, conseguimos
concluir que vale (P3), de sorte que I/H é, segundo a aplicação orbital p, extensão
integrável de I/G, como queríamos demonstrar.
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Finalmente, apresentamos o resultado principal.

Teorema 5.15. Sejam I ⊂ Ω∗(M) um SDE, G1 e G2 grupos de simetria de I, e H um subgrupo
tanto de G1 como de G2. Suponha que as ações de G1, G2 e H sobre M sejam regulares. Nessas
condições, as aplicações orbitais p1 : M/H −→M/G1 e p2 : M/H −→M2/G2 são submersões
sobrejetivas e

(M, I)

(M/H, I/H)

(M/G1, I/G1) (M/G2, I/G2)

qH
qG1

p1

qG2

p2

é um diagrama comutativo de SDEs. Além disso, se as ações de G1 e G2 são transversais a I,
então todas as aplicações do diagrama comutativo supracitado são extensões integráveis. Em
particular, o diagrama

(M/H, I/H)

(M/G1, I/G1) (M/G2, I/G2)
p1 p2

define I/H ⊂ Ω∗(M/H) como sendo uma transformação de Bäcklund entre os sistemas
diferenciais exteriores I/G1 ⊂ Ω∗(M/G1) e I/G2 ⊂ Ω∗(M/G2).

Demonstração. O fato de que as aplicações orbitais são submersões sobrejetivas e a comutati-
vidade do diagrama de SDEs são assegurados pelo Corolário 5.12. Ademais, sob as condições
de transversalidade requisitadas, o Teorema 5.13 garante que as submersões qG1 , qH , qG2 são
extensões integráveis, enquanto que o Teorema 5.14 garante que as submersões p1 e p2 também
são extensões integráveis.

A seguir, mostramos como usar o Teorema 5.15 para construir a clássica transformação
de Bäcklund entre a equação de onda uxy = 0 e a equação de Liouville uxy = eu.

Exemplo 5.16. Considere a variedade produto J2(π)×J2(π), definida por π : R×R 3 (x, u) 7→
x ∈ R e π : R× R 3 (x, u) 7→ x ∈ R, e equipada com coordenadas {x, u, ux, uxx, x, u, ux, uxx}.
Iremos nos restringir ao aberto

M := {(x, u, ux, uxx, x, u, ux, uxx) ∈ J2(π)× J2(π) | ux > 0, ux > 0, u+ u > 0)},

e consideraremos a restrição a M da soma direta dos SDEs de Cartan, i.e.,

I :=
(
C2
sde(π) + C2

sde(π)
)∣∣∣
M
.
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Ou seja,

I = 〈ω0, ωx, ω0, ωx〉diff|M
= 〈ω0, ωx, ω0, ωx, dω0, dωx, dω0, dωx〉alg|M ,

em que ω0 = du − uxdx, ωx = dux − uxxdx, ω0 = du − uxdx e ωx = dux − uxxdx. Nesse
caso, o subgrupo fechado H mencionado no Teorema 5.15 será aquele com álgebra de campos
fundamentais

ΓH := span{X1 := ∂u − ∂u, X2 := (u∂u)(2) + (u∂u)(2)},

em que denotamos com
(u∂u)(2) = u∂u + ux∂ux + uxx∂uxx

e
(u∂u)(2) = u∂u + ux∂ux + uxx∂uxx

os prolongamentos de u∂u e u∂u, respectivamente, até a segunda ordem. Logo, as funções
coordenadas x e x são invariantes de ordem zero de ΓH . Por outro lado, até a primeira ordem
(i.e., em J1(π)× J1(π)), os fluxos de X1 e X2 atuam, sobre um ponto (x0, u0, u0

x, x
0, u0, u0

x),
respectivamente na forma seguinte:

x = x0, u = u0 − t, ux = u0
x, x = x0, u = u0 + t, ux = u0

x

e
x = x0, u = u0es, ux = u0

xe
s, x = x0, u = u0es, ux = u0

xe
s,

em que t e s são os parâmetros dos respectivos fluxos. Portanto, além dos óbvios invariantes
de ordem zero x e x, os campos X1 e X2 compartilham também os dois seguintes invariantes
da primeira ordem e funcionalmente independentes:

V := log
(

ux
u+ u

)
, W := log

(
ux

u+ u

)
.

Pois J1(π)× J1(π) é 6-dimensional e a ação de H possui órbitas bidimensionais, a indepen-
dência funcional de {x, x, V,W} assegura que todo invariante de ordem menor do que dois,
relativamente à ação de H, é uma função de (x, x, V,W ). Nesse caso, dizemos que {x, x, V,W}
é um sistema fundamental de invariantes de ordem menor do que dois.

Por outro lado, M ⊂ J2(π)×J2(π) é 8-dimensional, portanto, para completar {x, x, V,W}
a um sistema fundamental de invariantes de ordem até dois, precisamos de mais dois invariantes
de ordem dois. Esses invariantes de ordem superior podem ser facilmente determinados ao
observarmos que

[Xi, D
(2)
x ] = [Xi, D

(2)
x ] = 0, i = 1, 2,

com
D(2)
x = ∂x + ux∂u + uxx∂ux ,
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D
(2)
x = ∂x + ux∂u + uxx∂ux .

De fato, a partir dessa comutatividade, deduzimos que D(2)
x e D

(2)
x levam invariantes em

invariantes e, desse modo, podem ser usados para gerar os seguintes invariantes de ordem dois:



Wx := D(2)
x (W ) = uxx

ux
− ux
u+ u

,

Vx := D
(2)
x (V ) = uxx

ux
− ux
u+ u

.

(5.20)

Deixamos para o leitor a verificação de que D(2)
x (W ) e D(2)

x (V ) são de ordem 1, mais exatamente:


Vx = D(2)

x (V ) = −eW ,

Wx = D
(2)
x (W ) = −eV .

(5.21)

Em breve, verificaremos que (5.21) são, de fato, as equações diferenciais para as variedades
integrais admissíveis do sistema quociente I/H. Na prática, a determinação das relações
funcionais entre os invariantes prolongados e os invariantes de ordem inferior pode ser um
método alternativo para a descrição do quociente. Em termos do sistema fundamental de
invariantes {x, x, V,W, Vx,Wx}, temos então que

qH : M −→ M/H

(x, u, ux, uxx, x, u, ux, uxx) 7→ (x, x, V,W, Vx,Wx)

e, desse modo,

σ(x, x, V,W, Vx,Wx) = (x = x, u = 0, ux = eW , uxx = eWWx + e2W , x = x, u = 1,

ux = eV , uxx = eV Vx + e2V )

é uma seção de qH . De fato, observando que ux = eW (u + u) e ux = eV (u + u), a seção σ é
determinada pelas escolhas u = 0, u = 1, e pelas expressões (5.20) de Vx e Wx. Sendo nesse
caso a ação de H transversal a I e I(1), como observado no final do Capítulo 4, teremos que
também o SDE quociente I/H é Pfaffiano. Portanto, para determinar os geradores de I/H,
basta calcularmos o pullback, por σ, das 1-formas H-semibásicas pertencentes ao sistema I.

Com efeito, observando preliminarmente que

I1
H,sb = span

{
θ1
H,sb := 1

ux
ωx −

1
ux
ωx, θ

2
H,sb := 1

ux
ωx + 1

ux
ωx −

2
u+ u

(ω0 + ω0)
}
,

teremos que

I/H = span{σ∗(θ1
H,sb), σ∗(θ2

H,sb)}

= span
{1

2
(
σ∗(θ1

H,sb) + σ∗(θ2
H,sb)

)
,

1
2
(
σ∗(θ1

H,sb)− σ∗(θ2
H,sb)

)}
= span{dV − Vxdx+ eWdx, dW + eV dx−Wxdx}.
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Dessa maneira, vemos que as variedades integrais de I/H, com condição de independência
dx ∧ dx, são descritas pelo sistema de equações diferenciais parciais (5.21). Nesse sentido,
dizemos que I/H descreve o sistema (5.21).

Sucessivamente, sempre tendo em vista o Teorema 5.15, o próximo passo é aquele de
construir as reduções de I entre as quais I/H define uma transformação de Bäcklund.

Tendo em vista esse objetivo, consideramos a seguinte outra álgebra de Lie de simetrias
de I:

ΓG1 := span{X1, X2, Z1 := ∂u + ∂u}.

Nesse caso, um sistema fundamental de invariantes de ordem até dois, relativamente à
ação de G1, será formado ainda pelos invariantes de ordem zero x e x, por um único invariante
de ordem um, e dois invariantes de ordem dois. Em particular, em virtude do fato de que
ΓH ⊂ ΓG1, o invariante fundamental da primeira ordem de ΓG é uma função de V e W . De
fato, observando que

Z1

(
log
(

ux
u+ u

))
= 1

(u+ u)2 = Z1

(
log
(

ux
u+ u

))
,

deduzimos imediatamente que

u1 := log
(

ux
u+ u

)
− log

(
ux

u+ u

)
= log ux − log ux = log

(
ux
ux

)
(5.22)

é um invariante da primeira ordem de ΓG1. Além disso, pois as derivadas totais truncadas D(2)
x

e D(2)
x ainda comutam com os campos fundamentais da ação de G1 em M, deduzimos que

u1x := D(2)
x (u1) = −uxx

ux
(5.23)

e
u1x := D

(2)
x (u1) = uxx

ux
(5.24)

são invariantes da segunda ordem de ΓG1. Dessa forma, encontramos o sistema fundamental
de invariantes de ordem até dois {x, x, u1, u1x, u1x} da ação de G1, em termos do qual

qG1 : M −→ M/G1

(x, u, ux, uxx, x, u, ux, uxx) 7→ (x, x, u1, u1x, u1x)
.

Nesse caso, a ação do grupo de simetrias G1 é transversal ao sistema I, mas não é transversal
ao sistema derivado I(1) e, portanto, o sistema reduzido I/G1 não é Pfaffiano. Assim como na
redução anterior, em que observamos que as relações funcionais (5.21) entre os invariantes pro-
longados fornecem as equações diferenciais para as variedades integrais admissíveis do quociente
I/H, também no caso atual podemos verificar a mesma coisa. De fato, {x, x, u1, u1x, u1x} é um
sistema maximal funcionalmente independente, portanto, u1xx = D(2)

x D
(2)
x (u1) = D

(2)
x D(2)

x (u1)
depende funcionalmente dos anteriores, e um simples cálculo prova que

u1xx = 0. (5.25)
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Como verificaremos daqui a pouco, (5.25) é a equação diferencial que descreve as variedades
integrais admissíveis de I/G1. Pois esse quociente é não Pfaffiano, encontraremos que I/G1 é
algebricamente gerado pelas seguintes formas

du1 − u1xdx− u1xdx, du1x ∧ dx, du1x ∧ dx.

De fato, usando o Corolário 4.28, verificaremos que o sistema quociente I/G1 é algebricamente
gerado pelo pullback, por meio de uma seção σ1 de qG1, de 1-formas e 2-formas G1-semibásicas
em I.

Com efeito, usando as notações do tipo adotado no Corolário 4.28, observamos prelimi-
narmente que

I = 〈ω0, ω0, ωx, ωx, dω0, dω0, dωx, dωx〉alg|M

=
〈
α1 = ω0, α

2 = ω0, α
3 = 1

ux
ωx + 1

ux
ωx, θ, β

1, β2
〉
alg

∣∣∣∣
M
,

com θ, β1, β2 semibásicas tais que

θ = 1
ux
ωx −

1
ux
ωx = d log

(
ux
ux

)
− uxx

ux
dx+ uxx

ux
dx,

β1 = 1
ux
dωx −

uxx
u2
xx

dω0 =
(
− 1
ux
duxx + uxx

u2
x

dux

)
∧ dx,

β2 = 1
ux
dωx −

uxx
u2
xx

dω0 =
(
− 1
ux
duxx + uxx

u2
x

dux

)
∧ dx.

Além disso, levando em conta as expresões (5.22), (5.23) e (5.24) de u1, u1x e u1x, podemos
considerar a seção σ1 de qG1 definida pelas escolhas u = 0, u = 0 e uxx = 1, i.e.,

σ1(x, x, u1, u1x, u1x) =
(
x = x, u = 0, ux = e−u1

u1x
, uxx = e−u1

u1x

u1x
, x = x, ux = 1

u1x
, uxx = 1

)
.

Asism, obtemos que 
σ∗1(θ) = du1 − u1xdx− u1xdx,

σ∗1(β1) = −du1x ∧ dx,

σ∗1(β2) = du1x ∧ dx.

(5.26)

Portanto, como já observamos acima, I/G1 é algebricamente gerado pelas formas (5.26), e
suas variedades integrais admissíveis são descritas pela equação de onda na forma u1xx = 0.

Quanto à aplicação orbital p1, da parte esquerda do primeiro diagrama do Teorema 5.15,
temos que

p1 = qG1 ◦ σ,

portanto, levando em conta as expressões (5.22), (5.23) e (5.24) de u1, u1x e u1x, obtemos a
seguinte forma coordenada para essa aplicação:

p1(x, x, V,W, Vx,Wx) = (x = x, x = x, u1 = V −W,u1x = −Wx − eW , u1x = Vx + eV ).
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Por outro lado, considere agora

Z2 = u2∂u +Dx(u2)∂ux +D(2)
x (u2)∂uxx − u2∂u −Dx(u2)∂ux −D

(2)
x (u2)∂uxx

e a álgebra de simetrias de I dada por

ΓG2 = span{X1, X2, Z2}.

Analogamente ao caso da ação de G1 em M , os invariantes de ΓG2 podem ser escritos em
termos daqueles de ΓH . De fato, um sistema fundamental de invariantes é representado pelo
sistema {x, x, u2, u2x, u2x}, em que

u2 := log
(

2uxux
(u+ u)2

)
,

u2x := D(2)
x (u2) = uxx

ux
− 2ux
u+ u

,

u2x = D
(2)
x (u2) = uxx

ux
− 2ux
u+ u

.

(5.27)

Em termos desse sistema de invariantes,

qG2 : M −→ M/G2

(x, u, ux, uxx, x, u, ux, uxx) 7→ (x, x, u2, u2x, u2x)
.

Decorre disso também que o invariante u2xx := D(2)
x

(
D

(2)
x (u2)

)
= D

(2)
x

(
D(2)
x (u2)

)
depende

funcionalmente dos anteriores. Em particular, é fácil verificar que

u2xx = eu2 . (5.28)

Pois novamente, como no caso de G1, a ação de G2 é transversal ao sistema I mas não ao
sistema I(1), teremos que o sistema quociente I/G2 é um SDE não Pfaffiano em uma variedade
5-dimensional. Portanto, sendo (5.28) a equação para suas variedades integrais admissíveis,
teremos que

I/G2 = 〈du2 − u2xdx− u2xdx, (du2x − eu2dx) ∧ dx, (du2x − eu2dx) ∧ dx〉alg|M .

Nesse caso, assim como no caso anterior, esse resultado para os geradores algébricos de
I/G2 pode ser obtido também usando o Corolário 4.28, determinando um sistema de formas
G2-semibásicas e, sucessivamente, o pullback dessas formas com relação a uma seção σ2 de
qG2.

Quanto à aplicação orbital p2, da parte direita do primeiro diagrama do Teorema 5.15,
teremos que

p2 = qG2 ◦ σ,
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portanto, levando em conta as expressões de u2, u2x e u2x em (5.27), obtemos a seguinte forma
coordenada para essa aplicação:

p2(x, x, V,W, Vx,Wx) = (x = x, x = x, u2 = V +W + log 2, u2x = Wx− eW , u2x = Vx− eV ).

Finalmente, observando que
V −W = log ux

ux
= u1

e
V +W = log uxux

(u+ u)2 = log 2uxux
(u+ u)2 − log 2 = u2 − log 2,

obtemos que
V −W = u1,

V +W = u2 − log 2,

i.e.,
V = u1 + u2

2 − log
√

2,

W = u2 − u1

2 − log
√

2.

Portanto, em termos de u1 e u2, o sistema (5.21) se escreve do seguinte modo:

u1x + u2x = −
√

2exp
(
u2 − u1

2

)
,

u1x − u2x =
√

2exp
(
u1 + u2

2

)
,

e pelo Teorema 5.15, obtemos finalmente a clássica transformação de Bäcklund entre as equações
de onda e de Liouville:

u1x − u2x =
√

2expu1 + u2

2 , u1x + u2x = −
√

2expu2 − u1

2

p1

u1xx = 0

p2

u2xx = eu2

.

Com o intuito de ilustrar uma aplicação dessa transformação de Bäcklund, mostraremos
como, a partir da solução trivial u1 = 0 da equação de onda, podemos encontrar uma solução
da equação de Liouville ao integrarmos o sistema de equações

u2x = −
√

2eu2/2,

u2x = −
√

2eu2/2.
(5.29)
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Com efeito, pela primeira equação em (5.29),

−1√
2

∫
du2

eu2/2
=
∫
dx,

de onde obtemos que
e−u2/2 = x√

2
+ g(x),

ou seja,

u2 = −2 log
(
x√
2

+ g(x)
)
.

Agora, utilizando a segunda equação em (5.29),

−
√

2eu2/2 = −2
√

2
(

gx

x+
√

2g(x)

)
,

de modo que
gx = 1√

2
.

Assim,
g(x) = x√

2
+ c, c ∈ R.

Portanto, para cada c ∈ R,

u2 = log
(

2
(x+ x+ c)2

)
é uma solução da equação de Liouville.
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