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Resumo
Neste trabalho, apresentamos generalizações do Teorema de Pitágoras para volumes multidimensi-
onais em espaços reais ou complexos. O caso complexo foi descoberto recentemente, sendo mais
simples que o real. Essas generalizações surgem do estudo de fatores de projeção de volumes, que
descrevem a contração de volumes projetados ortogonalmente entre subespaços. Para estudá-los,
usamos a álgebra exterior de Grassmann (que trata de multivetores, ou vetores multidimensio-
nais), a interpretação geométrica de determinantes e multivetores simples (pouco conhecida no
caso complexo), e os ângulos principais de Jordan entre subespaços. Também apresentamos os
ângulos assimétricos entre subespaços, e mostramos como certas identidades trigonométricas
que eles satisfazem estão ligadas aos teoremas de Pitágoras generalizados, unificando os casos
real e complexo.
Palavras-chave: Teorema de Pitágoras; Fator de Projeção de Volumes; Ângulo Assimétrico.





Abstract
In this work, we present generalized Pythagorean theorems for multidimensional volumes in real or
complex spaces. The complex case was discovered recently, and is simpler than the real one. These
generalizations arise from the study of volume projection factors, which describe the contraction of
volumes orthogonally projected between subspaces. To study them, we use Grasssmann esterior
algebra (which deals with multivectors, or multidimensional vectors), the geometric interpretation
of determinants and simple multivectors (little known in the complex case), and Jordan’s principal
angles between subspaces. We also present asymmetric angles between subspaces, and show how
certain trigonometric identities they satisfy are related to the generalized Pythagorean theorems,
unifying the real and complex cases.
Keywords: Pythagorean theorem; volume projection factor; asymmetric angle.
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Apresentação

O Teorema de Pitágoras, relacionando o comprimento a da hipotenusa de um triângulo
retângulo aos comprimentos b e c dos seus catetos por a2 = b2 + c2, é um dos mais antigos
na história da matemática, e possui muitas generalizações. Uma bem conhecida é que, se X =
V1 ⊕V2 ⊕ ·· ·⊕Vn é uma partição de um espaço real ou complexo X em uma família {Vi }i∈I de
subespaços mutuamente ortogonais com I = {1,2, . . . ,n}, e Pi é a projeção ortogonal em Vi , então,
para qualquer v ∈ X :

∥v∥2 =
n∑

i=1
∥Pi v∥2.

Generalizações do Teorema de Pitágoras para áreas e volumes em espaços reais aparecem
várias vezes na literatura [1, 2, 3, 4, 5, 6]. O Teorema de Pitágoras para áreas das faces de um tetra-
edro ortogonal, ou para os volumes (n −1) dimensionais das faces de um simplexo (generalização
do tetraedro) ortogonal de dimensão n, é frequentemente redescoberto, por diferentes métodos.
Para faces do tetraedro, o original é o Teorema de De Gua, do séc. XVIII [1].

Generalizações menos conhecidas, que continuam sendo redescobertas de tempos em
tempos, relacionam áreas, volumes oumedidas de Lebesgue em geral às suas projeções ortogonais
em certos subespaços. Monge, no séc. XVIII, conhecia essa interpretação para áreas planas emR3.
Em [7] é feita uma versão para projeções de paralelepípedos n-dimensionais. Uma versão para
medidas de Lebesgue em espaços reais é dada em [8], que tenta também fazer o caso complexo,
mas falha. [9, 10] apresentam a versões para projeções em subespaços de dimensões diferentes.

Em [11], é obtida uma generalização para espaços complexos, mais simples que a real, pois
as medidas não são elevadas ao quadrado e há menos termos (já que a dimensão complexa é
metade da do espaço real subjacente). Para isso, são usados fatores de projeção, que descrevem a
contração das medidas de Lebesgue sob projeções ortogonais, e são ligados aos ângulos principais
de Jordan entre subespaços [12, 13]. Também é usada a álgebra exterior de Grassmann [14, 15, 16],
que pode ser vista como uma generalização da álgebra vetorial, capaz de descrever de forma mais
simples objetos de maior dimensão: bivetores descrevem áreas, trivetores representam volumes,
etc.

Os casos real e complexo dos teoremas de Pitágoras generalizados são unificados na forma de
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identidades trigonométricas pitagóricas para ângulos entre subespaços [17], que se relacionam com
os teroremas de Pitágoras generalizados por meio da interpretação geométrica de determinantes
e blades (multivetores simples ou decomponíveis) reais e complexos [18]. Uma versão dessas
identidades, para ângulos entre as faces de dimensão n−1 de um simplexo ortogonal de dimensão
n, é dada em [19], que também obtém uma lei dos cossenos para volumes de dimensão n−1 (que
tem como caso particular o teorema de Pitágoras para tais volumes).

A descrição da inclinação relativa entre subespaços é extremamente importante em muitas
áreas, como geometria, álgebra linear, análise funcional, estatística, processamento de imagens,
aprendizado de máquina, entre outras. Para subespaços de dimensões maiores, essa inclinação
não pode ser completamente descrita por um único ângulo, sendo necessária uma lista de ângulos
principais de Jordan [12, 13]. Para subespaços reais de mesma dimensão, eles costumam ser
combinados num ângulo volumétrico, que dá uma descrição parcial da inclinação em termos da
contração de volumes projetados ortogonalmente entre os subespaços [20]. Para subespaços de
dimensão diferente, costuma-se tomar o ângulo entre o menor e sua projeção no maior [21].

Em [17] foi introduzido um ângulo assimétrico que incorpora a assimetria existente entre
subespaços de dimensões diferentes e temmelhores propriedades. Ele está ligado a vários produtos
(exterior, interno, etc.) das álgebras de Grassmann e Clifford [22], que facilitam a definição, o
cálculo e a obtenção de propriedades úteis do ângulo. Uma vantagem dessa abordagem é que
ela funciona igualmente bem em espaços reais ou complexos, e as identidades Pitagóricas desse
ângulo são iguais em ambos os casos, unificando os teoremas de Pitágoras generalizados que eram
diferentes.

Os conceitos desenvolvidos nesses trabalhos têm se mostrado bem úteis. Em [23], o Teo-
rema de Pitágoras para áreas em linhas complexas foi usado para reinterpretar probabilidades na
Mecânica Quântica e provar a Regra de Born. Em [22], foram usados para interpretar geometrica-
mente certas propriedades algébricas do produto de Clifford. E em [24] o ângulo assimétrico é
interpretado como uma métrica assimétrica na Grassmanniana Total de subespaços de diferentes
dimensões.

O presente trabalho está organizado em quatro capítulos. O Capitulo 1 abrange os conceitos
básicos que incluem notações, definições e resultados essenciais para a demonstração dos prin-
cipais resultados obtidos nos capítulos seguintes. Mais precisamente, apresentamos uma breve
revisão sobre Geometria doRn eCn , Ângulos Principais Entre Subespaços, Álgebra de Grassmann,
com uma perspectiva mais adequada ao estudo de Fatores de Projeção e do Ângulo Assimétrico.

No Capítulo 2, estudamos os fatores de projeção e os relacionamos à álgebra de Grassmann.
Teoremas pitagóricos generalizados são obtidos no Capítulo 3, e o Capítulo 4 apresenta o Ângulo
Assimétrico, bem como a definição e propriedades mais diretamente relacionadas a ele.
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Capítulo 1

Conceitos Básicos.

Neste capítulo, apresentamos algumas noções básicas de geometria doRn e Cn , ângulos
principais entre subespaços e álgebra exterior de Grassmann. Mais detalhes podem ser encontra-
dos nas referencias indicadas.

1.1 Geometria deRn e Cn.
Restringiremos ao espaço vetorial X = F n com F = R (ou C) e faremos o uso do produto

interno (ou hermitiano no caso complexo) definido a seguir.

1.1.1 Produtos Interno e Hermitiano.
Definição 1.1
Uma aplicação 〈·, ·〉 : X ×X −→R que satisfaz as seguintes propriedades:

1. 〈u, v〉 = 〈v,u〉; para todo u, v ∈ X

2. 〈u,u〉 ≥ 0 ; ∀ u ∈ X , com 〈u,u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0

3. 〈u +w, v〉 = 〈u, v〉+〈w, v〉 ;∀ u, v, w ∈ X

4. 〈λu, v〉 =λ〈u, v〉 ;∀ u, v ∈ X e λ ∈R

define o produto interno no espaço vetorial real X =Rn .
Usando as propriedades (1), (3) e (4) tem-se,

• 〈u, v +w〉 = 〈u, v〉+〈u, w〉 para todo u, v, w ∈ X ;
• 〈u,λv〉 =λ〈u, v〉 para todo u, v ∈ X e λ ∈R
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O que permite dizer que o produto interno, em um espaço vetorial real, é uma aplicação bilinear.
Definição 1.2
Uma aplicação 〈·, ·〉 : X ×X −→C que satisfaz as seguintes propriedades:

1. 〈u, v〉 = 〈v,u〉 ; ∀ u, v ∈ X

2. 〈u,u〉 ≥ 0 ; ∀ u ∈ X , com 〈u,u〉 = 0 ⇐⇒ u = 0

3. 〈u +w, v〉 = 〈u, v〉+〈w, v〉 ;∀ u, v, w ∈ X

4. 〈λu, v〉 =λ〈u, v〉 ;∀ u, v ∈ X e λ ∈C

define o produto Hermitiano no espaço vetorial complexo X =Cn .
Das propriedades (1), (3) e (4) temos,

• 〈λu +w, v〉 = λ̄〈u, v〉+〈w, v〉 para todo u, v, w ∈ X e λ ∈C;
• 〈u,λv +w〉 =λ〈u, v〉+〈u, w〉 para todo u, v, w ∈ X e λ ∈C.

Mostrando que 〈u, v〉 é sesquilinear. Isto, é linear-conjugado em u e linear em v .
Definição 1.3
A norma, ou comprimento, em X é uma aplicação ∥·∥ que para cada elemento u ∈ X associa um
número real ∥u∥, dada por

∥u∥ = 〈u,u〉 1
2 .

A norma ∥ ·∥, definida acima, possui as seguintes propriedades:
1. ∥u∥ ≥ 0; com ∥u∥ = 0 ⇐⇒ u = 0

2. ∥λu∥ = |λ|∥u∥ para todo u ∈ X e λ ∈ F

3. ∥u + v∥ ≤ ∥u∥+∥v∥ para todo u, v ∈ X

O espaço vetorial X munido de uma norma ∥·∥ é denominado espaço normado, que denota-
mos por (X ,∥·∥).

1.1.2 Espaço Real Subjacente de Espaços Complexos, Linhas Reais e Complexas
Para, X = Cn , o espaço real subjacente é o espaço XR = R2n , onde identificamos (x1 +

iy1, . . . , xn + iyn) com (x1, y1, . . . , xn , yn), e no caso real, XR=X . Por exemplo, v = (1+2i,3+4i) e
iv = (−2+ i,−4+3i) em C2 correspondem, respectivamente a (1,2,3,4) e (−2,1,−4,3) noR2·2 =
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R4. Neste contexto, o produto interno real é definido sobre XR como 〈·, ·〉R = Re〈·, ·〉. Dizemos
que u, v ∈ X sãoR-ortogonais se 〈u, v〉R = 0 e C-ortogonais se 〈u, v〉 = 0. Observe que v e iv são
R-ortogonais e |v | = |iv |, demodo que no espaço real subjacente amultiplicação por i corresponde
a uma rotação de π

2 .
Definição 1.4
Para qualquer vetor v ∈ X , seja Rv = {cv : c ∈R} e no caso complexo Cv = {cv : c ∈C}. Um vetor
0 ̸= v ∈ X determina uma linha real Rv e no caso complexo também uma linha complexa Cv (que
é isométrica a um plano real).

O uso de Rv no caso complexo deve ser entendido como uma linha real no espaço vetorial
real subjacente. Dizer que dois vetores u e v são C-ortogonais, isto é, 〈u, v〉 = 0 significa que as
linhas complexas Cu e Cv são planos ortogonais no espaço real subjacente.

De fato, sejam ū ∈ span{u, iu} ≃Cu e v̄ ∈ span{v, iv} ≃Cv vetores arbitrários, então existem
a,b,c, e d números reais tais que ū = au +biu e v̄ = cv +d iv . Agora, consideremos o produto
interno real:

〈ū, v̄〉R = 〈au +biu,cv +d iv〉R
= 〈au,cv〉R+〈au,d iv〉R+〈biu,cv〉R+〈biu,d iv〉R
= ac 〈u, v〉R+ad 〈u, iv〉R+bc 〈iu, v〉R+bd 〈iu, iv〉R

Sabemos que 〈u, v〉 = 0 implica que tanto a parte real quanto a parte imaginária deste produto
são nulas (ou seja, Re 〈u, v〉 = Im〈u, v〉 = 0) e que Re〈iu, v〉 = Im〈u, v〉, Re 〈u, iv〉 = − Im〈u, v〉 e
Re{〈iu, iv〉}. Assim, podemos concluir que 〈ū, v̄〉R = 0. Portanto, como ū e v̄ foram escolhidos de
forma arbitrária, concluímos queCu eCv são planos planos ortogonais no espaço real subjacente.

1.1.3 Projeção Ortogonal
Definição 1.5
Um operador linear P : X → X é chamado de projeção ortogonal sobre um subespaço W ⊆ X se P

satisfaz as seguintes condições:
1. P 2 = P (idempotência);
2. 〈P (v),u〉 = 〈v,P (u)〉 para todos u, v ∈ X (auto-adjunta);
3. P (X ) =W .

Segue da definição acima que, se w ∈W
1e3=⇒ P (w) = w . Alem disso, v −P (v) é ortogonal ao

subespaço W para todo v ∈ X . Pois,
〈v −P (v), w〉 = 〈v, w〉−〈P (v), w〉 = 〈v, w〉−〈v,P (w)〉 3= 〈v, w〉−〈v, w〉 = 0.
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A projeção ortogonal de V em W , significa que ao projetar de um vetor v ∈V sobre W equivale a
minimizar a distância entre v e o subespaço W . E que P (v) = 〈w,v〉

∥w∥2 w é uma projeção ortogonal
sobre span{w} se w ̸= 0. De fato,

P (P (v)) = P

(〈w, v〉
∥w∥2

w

)
,

como P é linear e P (w) = w temos,
P

(〈w, v〉
∥w∥2

w

)
= 〈w, v〉

∥w∥2
P (w) = 〈w, v〉

∥w∥2
w = P (v).

Logo,P 2 = P , satisfazendo a condição (1). Agora verificaremos que P é auto-adjunta, ou seja,
〈P (v),u〉 = 〈v,P (u)〉 para todo u, v ∈V :

〈P (v),u〉 = 〈〈w, v〉
∥w∥2

w,u〉 = 〈v, w〉
∥w∥2

〈w,u〉 ,

como 〈w,u〉
∥w∥2 w = P (u), temos

〈v,P (u)〉 = 〈v,
〈w,u〉
∥w∥2

w〉 = 〈w,u〉
∥w∥2

〈v, w〉 .

Logo 〈P (v),u〉 = 〈v,P (u)〉, portanto P (v) = 〈w,v〉
∥w∥2 w é uma projeção ortogonal sobre span{w}.

Exemplo 1.6
Considere a transformação linear doR3 dada pela matriz P

P =


1
2

1
2 0

1
2

1
2 0

0 0 0


Essa transformação é uma projeção ortogonal doR3 sobre o subespaçoW = span{w = ( 1p

2
, 1p

2
,0)},

dada por
P v = 〈w, v〉w.

O resultado de uma projeção é um invariante, ou seja, P (P v) = P v . Portanto, uma projeção
P define um subespaço Im(P ), que consiste em todos os vetores invariantes por P .
Afirmação 1.7
Os autovalores de uma projeção só podem ser os números 0 ou 1.

De fato, Se v ∈ V é um autovetor de uma projeção P com autovalor λ, então λv = P v =
PP v = P (λv) =λ2v ⇒λ(λ−1)v = 0. Como v ̸= 0, devemos ter λ= 0 ou λ= 1.

1.1.4 Ângulo Entre Vetores Reais ou Complexos
Definição 1.8
O ângulo euclidiano θv,w ∈ [0,π] dos vetores não nulos v, w ∈ X é o ângulo usual entre eles, isto é:

cosθv,w = Re〈v, w〉
∥v∥ ·∥w∥ .
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O ângulo Hermitiano γv,w ∈ [0, π2 ] é definido por
cosγv,w = |〈v, w〉|

∥v∥ ·∥w∥ .

No caso real, γv,w = min{θv,w ,π−θv,w }. No caso complexo, o ângulo Hermitiano é o ângulo
Euclidiano entre o vetor v e o plano Cw . De fato, seja u = PCw (v) = 〈w,v〉

∥w∥2 ·w , logo ∥u∥ = |〈w,v〉|
∥w∥2 ·

∥w∥ = |〈w,v〉|
∥w∥ e 〈v,u〉 = 〈v, 〈w,v〉

∥w∥2 ·w〉 = 〈w,v〉
∥w∥2 · 〈v, w〉 = |〈w,v〉|2

∥w∥2 , portanto
cosθv,Cw = cosθv,u = Re〈v,u〉

∥v∥ ·∥u∥

=
|〈v,w〉|2
∥w∥2

∥v∥ |〈v,w〉|
∥w∥

= |〈v, w〉|
∥v∥ ·∥w∥

= cosγv,w .

1.2 Ângulos Principais Entre Subespaços
Os ângulos principais entre dois subespaços fornecem as melhores caracterizações disponí-

veis das posições relativas dos subespaços.
Sejam V ,W ⊂ X subespaços não nulos, com p = dimV , q = dimW e m = min{p, q}. Uma

decomposição do valor singular [12, 13] fornece bases principais ortonormais (e1,e2, . . . ,ep ) de
V e ( f1, f2, . . . , fq ) de W tais que para 1 ≤ i ≤ m os planos principais span{ei , fi } (que podem ser
degenerados) são ortogonais um ao outro e a qualquer ei ou fi com i > m. Os ei ’s e f j ’s são
vetores principais de V e W e podem ser escolhidos de modo que,

〈ei , f j 〉 =

0 se i ̸= j

σi se i = j
(1.1)

com 0 ≤σm ≤σm−1 ≤ ·· · ≤σ2 ≤σ1 ≤ 1. Esses σi ’s são valores singulares da projeção ortogonal
P : V −→W , que é dada nas bases principais por uma matriz diagonal q ×p com eles na diagonal.
Os ei ’s (respectivamente f j ’s) também podem ser obtidos como autovetores ortonormais de P∗P

(respectivamente PP∗), onde P∗ é a adjunta de P . Os σi ’s são raízes quadradas dos autovalores
de P∗P se p ≤ q ou de PP∗ caso contrário.
Definição 1.9
Os ângulos principais 0 ≤ θ1 ≤ θ2 ≤ ·· · ≤ θm ≤ π

2 de V em W são os ângulos θi = θei , fi entre osvetores principais ei e fi .

Pela definição acima, σi = cosθi . Dessa forma a equação (1.1) pode ser reescrita como segue:
〈ei , f j 〉 =

0 se i ̸= j ,

cosθi se i = j .
(1.2)
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P é dado nas bases principais por uma matriz diagonal q ×p formada com os cosθi ’s, pois

Pei =

 fi ·cosθi se1 ≤ i ≤ m,

0 se i > m.
(1.3)

Uma interpretação geométrica é que a esfera unitária de V se projeta para um elipsóide em W .
No caso real, para 1 ≤ i ≤ m, os σi ’s são os comprimentos dos seus semi-eixos, os ei ’s projetam
sobre os semi-eixos e os fi ’s apontam ao longo deles. No caso complexo, para 1 ≤ i ≤ m, existem
dois semi-eixos de comprimento σi , correspondentes às projeções de ei e iei .

Pe1

Pe2

e1

e2

Figura 1 – Circunferência unitária em V se projeta em uma elipse em W .

A lista destes ângulos é difícil de trabalhar (ou pode ser inconveniente de lidar), em geral
usa-se algum valor que reflita uma propriedade importante:

• ângulo mínimo de Dixmier que é o menor ângulo principal;
• ângulo de Friedrichs que é o primeiro não - nulo; e
• gap que é o seno do maior ângulo se p = q .

Exemplo 1.10
No espaço complexo C5.
Seja V = span

{
v1, v2

}= span
{

1
2
p

2

(−1,1,1, i
p

3,−p2
)

, 1
2
p

2

(
i, i, i,

p
3,−i

p
2
)}

e
W = span

{
w1, w2, w3

}= span
{

(1,0,0,0,0), 1p
2

(0,1,1,0,0), 1p
2

(0,−1,1,0,0)
}.

Como as bases são ortonormais, nelas a matriz da projeção P : V →W é

P =


〈w1, v1〉 〈w1, v2〉
〈w2, v1〉 〈w2, v2〉
〈w3, v1〉 〈w3, v2〉

=


− 1

2
p

2
i

2
p

2
1
2

i
2

0 0


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e sua adjunta P∗ é a transposta conjugada:
P∗ =

− 1
2
p

2
1
2 0

− i
2
p

2
− i

2 0


Assim, temos:

P∗P =
(

3
8

i
8

− i
8

3
8

)

Vamos achar os autovalores de P∗P :∣∣∣∣∣3
8 −λ i

8

− i
8

3
8 −λ

∣∣∣∣∣=
(

3

8
−λ

)2

− 1

64
= 0 ⇒ 3

8
−λ=±1

8

λ= 1

2
ou 1

4

Os valores singulares de P são σ=p
λ, logo σ=

p
2

2 ou 1
2 . Portanto, os ângulos principais de

V e W são θ = cos−1σ= π
4 ou π

3 .
Vamos achar os autovetores de P∗P :

• Para λ= 1
2 :

(
−1

8
i
8

− i
8 −1

8

)
·
(

a

b

)
=

(
0

0

)
Escolhemos (a,b) = (1,−i) 1p

2
, logo

e1 = av1 +bv2 = 1p
2

(−1,1,1, i
p

3,−p2
) 1

2
p

2
− ip

2

(
i, i, i,

p
3,−i

p
2
) 1

2
p

2

e1 = 1
4 (0,2,2,0,−2

p
2) =

(
0, 1

2 , 1
2 ,0,

p
2

2

)
• Para λ= 1

4 :
(

1
8

i
8

− i
8

1
8

)
·
(

a

b

)
=

(
0

0

)
Escolhemos (a,b) = (1, i) 1p

2
, logo

e2 = av1 +bv2 = 1p
2

(−1,1,1, i
p

3,−p2
) 1

2
p

2
+ ip

2

(
i, i, i,

p
3,−i

p
2
) 1

2
p

2

e2 = 1
4

(−2,0,0,2i
p

3,0
)= (

−1
2 ,0,0, i

p
3

2 ,0
).

Assim, a base principal de V é {e1,e2,e3}. Para achar a de W , podemos começar projetando esses
vetores em W :

Pe1 =


− 1

2
p

2
i

2
p

2
1
2

i
2

0 0

 ·
 1p

2

− ip
2

=


0p

2
2

0

= 0w1 +
p

2

2
w2 +0w3 =

(
0,

1

2
,

1

2
,0,0

)

Logo f1 = Pe1
∥Pe1∥ =

(
0,

p
2

2 ,
p

2
2 ,0,0

)
= w2.

Pe2 =


− 1

2
p

2
i

2
p

2
1
2

i
2

0 0

 ·
 1p

2
ip
2

=


−1

2

0

0

=−1

2
w1,
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logo, f2 = Pe2
∥Pe2∥ = (−1,0,0,0,0) =−w1. Para obter o f3, precisamos achar algum aw1 +bw2 + cw3

que seja unitaria e ortogonal a f1 = w2 e a f2 = −w1. Basta tomar f3 = w3 =
(
0,−

p
2

2 ,
p

2
2 ,0,0

).
Note que (e1,e2) e (

f1, f2, f3
) são bases principais de V e W respectivamente, e θe1, f1 = θ1 = π

4 e
θe2, f2 = θ2 = π

3

1.3 Álgebra de Grassmann
A álgebra exterior de Grassmann [16, 25, 26] de um espaço vetorial X =Fn onde F=R ou

C é uma álgebra graduada
∧
Fn = ⊕

p∈Z

p∧
Fn =

n⊕
p=0

p∧
Fn =F⊕Fn ⊕

2∧
Fn ⊕·· ·⊕

n∧
Fn ,

onde ∧0Fn =F,
∧1Fn =Fn e ∧pFn = {0} para todo p ̸∈ [0,n]. Ela é munida do produto exterior

∧ :
p∧

X ×
q∧

X −→
p+q∧

X ,

que possui as seguintes propriedades para A,B ,C ∈∧
Fn

1. A∧ (λB +C ) =λ(A∧B)+ A∧C , com λ ∈F;
2. A∧B = (−1)pq (B ∧ A), se A ∈∧pFn e B ∈∧qFn;
3. A∧ (B ∧C ) = (A∧B)∧C .

(1) é a bilinearidade do produto exterior ∧, (3) garante a associatividade e a (2) é a alternati-
vidade que significa que trocar a ordem dos fatores no produto exterior introduz um fator de sinal
(−1)pq . Particularmente, se p = q = 1, isto implica que: v ∧w =−w ∧ v, para todos os vetores
v, w ∈Rn . Como consequência direta, v ∧ v = 0. No entanto, é importante notar que somas de
elementos com diferentes graus, como 1+ v , são elementos de ∧

X que não possuem um grau
definido, porque não pertencem a nenhum subespaço único ∧k X ⊂∧

X . Elementos que não têm
um grau definido podem ainda ser multiplicados dentro de ∧

X , mas eles nem comutam nem
anti-comutam, por exemplo:

(1+ v)∧ (1+w) = 1+ v +w + v ∧w,

(1+w)∧ (1+ v) = 1+ v +w − v ∧w.

Então, ∧
X é uma álgebra não comutativa (mas associativa). Os elementos de ∧

X são
chamados demultivetores, e os elementos de ∧p X são p-vetores e são combinações lineares de
blades oumultivetores simples: uma blade de grau p ou p-vetor simples, é uma expressão da forma
A = v1 ∧ v2 ∧·· ·∧ vp , com v1, v2, . . . , vp ∈ X . Tem-se que A ̸= 0 se, e somente se v1, v2, . . . , vp ∈ X

são linearmente independentes. Nesse caso A representa o paralelepípedo orientado (no caso
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real) gerado pelos vetores v1, v2, . . . , vp ∈ X (conforme a figura 2), sendo o caso complexo abordado
posteriormente. Além disso A representa o subespaço p-dimensional

[A] = span{v1, v2, . . . , vp }.

u

v

w

u ∧ v ∧w

u

v

u ∧ v

u
[u] = {0}

Figura 2 – No espaço real tridimensional, um 0-blade é um escalar λ ∈R, 1-blade é um vetor u, um
2-blade é umparalelogramo representado poru∧v , e um 3-bladeu∧v∧w representadopor um paralelepípedo. Suas normas são respectivamente |λ|, o comprimento de u, aárea de u ∧ v e o volume de u ∧ v ∧w.

Dois blades A e B em ∧p X geram o mesmo subespaço se, e somente se, existe um escalar
0 ̸=λ ∈F tal que A =λB . Se λ> 0 dizemos que blades A e B têm a mesma orientação e se λ< 0

então elas têm orientação oposta.
Definição 1.11
O produto interno de p-vetores simples é dado por

〈v1 ∧ v2 ∧·· ·∧ vp , w1 ∧w2 ∧·· ·∧wp〉 = det
(〈vi , w j 〉

)=
∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈v1, w1〉 · · · 〈v1, wp〉... . . . ...
〈vp , w1〉 · · · 〈vp , wp〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ .

Devemosmostrar que o produto interno de p-vetores simples está bemdefinido, ou seja, que
o resultado do produto interno não depende da escolha dos vetores que representam os p-vetores.
Isto é provar que det

(〈vi , w j 〉
) é independente dos vetores usados para formar v1 ∧v2 ∧·· ·∧vp e

w1 ∧w2 · · ·∧wp .
ConsidereV eW subespaços p-dimensionais gerados por {v1, . . . , vp } e {w1, . . . , wp }, respecti-

vamente. Suponha que {u1, . . . ,up } seja outra base paraV tal que v1∧v2∧·· ·∧vp = u1∧u2∧·· ·∧up ,
então u j = ∑p

i=1 A j i vi onde A é uma matriz p × p. O produto interno entre u1 ∧ ·· · ∧ up e
w1 ∧·· ·∧wp é dado por

〈u1 ∧·· ·∧up , w1 ∧·· ·∧wp〉 = det
(〈ui , w j 〉

)= det
(

A · (〈vi , w j 〉
))= det(A) ·det

(〈vi , w j 〉
)

.



12 Capítulo 1. Conceitos Básicos.

Como v1 ∧ v2 ∧·· ·∧ vp = u1 ∧u2 ∧·· ·∧up ̸= 0, então det(A) = 1, logo,
〈u1 ∧·· ·∧up , w1 ∧·· ·∧wp〉 = det

(〈ui , w j 〉
)= det

(〈vi , w j 〉
)

= 〈v1 ∧ v2 ∧·· ·∧ vp , w1 ∧w2 ∧·· ·∧wp〉 .

Portanto, o produto interno está bem definido.
Dados os números inteiros p e q com p ≤ q , considere o seguinte conjunto

I
q

p = {(i1, · · · , ip ) ∈Np : 1 ≤ i1 < i2 < ·· · < ip ≤ q}.

Para qualquer multi-índice I = (i1, · · · , ip ) ∈ I
q

p escrevemos |I | = i1 + i2 + ·· · + ip , e se p < q ,
Î = (1, . . . î1, . . . , îp , . . . , q) ∈I

q
q−p , onde cada îk indica que o índice foi removido. Além disso, seja

I
q

0 = {0} e para I ∈I
q

0 definimos |I | = 0 e Î = {1, · · · , q) ∈I
q

q .
Definição 1.12
Dada uma base β= (w1, . . . , wp ) de W ⊂ X e 1 ≤ p ≤ q , os p-subespaços coordenadas de β são(q

p

) subespaços
WI = span{wi1 , · · · , wip },

para I = (i1, · · · , ip ) ∈I
q

p , que são representados pelas p-blades coordenadas de β,
ωI = wi1 ∧·· ·∧wip ∈

P∧
WI . (1.4)

Para I ∈I
q

0 temos o 0-subespaço coordenado WI = {0} e ωI = 1 ∈∧0 WI .
Quando β é ortonormal, {ωI }I∈I

q
p
é base ortonormal de ∧p W.

Se β= {e1,e2, . . . ,ep } é uma base do subespaço V ⊂ X , então uma base de ∧k V ⊂∧k X é
dada por

{ei1 ∧ei2 ∧·· ·∧eik : 1 ≤ i1 < i2 < ·· · < ik ≤ p}.

Além disso, se a base de V é ortonormal, então a base de ∧k V é ortonormal. A dimensão de ∧k V

é dada por dim
∧k V = (p

k

)= p !
k !(p−k)! . Consequentemente,

dim
∧
Fn =

n∑
p=0

dim
p∧
Fn =

n∑
p=0

(
n

p

)
= 2n .

1.3.1 Interpretação geometrica
Gramiano.

Definição 1.13
Dados v1, v2, . . . , vp ∈ X :
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1. a matriz de Gram é G =G
(
v1, v2, . . . , vp

)= (〈vi , v j 〉
)

p×p ;
2. o determinante de Gram ou Gramiano é |G| = detG;
3. o paralelepípedo p-dimensional em XR é dado por [

v1, v2, . . . , vp
]= {

∑p
i=1 ti vi : 0 ≤ ti ≤ 1};

4. V = V
(
v1, v2, . . . , vp

) é o p-volume de [
v1, v2, . . . , vp

], definido indutivamente por V (v1) =
∥v1∥ e V

(
v1, v2, . . . , vp

)= V
(
v1, v2, . . . , vp−1

) · ∥up∥, onde up é a componente de vp que é
R-ortogonal a v1, . . . , vp−1.
O paralelepípedo definido no item 3 é ortogonal se os vi

′s são mutuamente R-ortogonais,
nesse caso V (v1, v2, . . . , vk ) = ∥v1∥ · . . . · ∥vk∥. Se P é uma projeção ortogonal em um subespaço
W ⊂ X então

P ([v1, v2, . . . , vk ]) = [P (v1),P (v2), . . . ,P (vk )]. (1.5)
Além disso, dado A = v1 ∧ v2 ∧·· ·∧ vp ∈∧p V tem-se que,

P (A) = P
(
v1 ∧ v2 ∧·· ·∧ vp

)= P (v1)∧P (v2)∧·· ·∧P (vp ) (1.6)
Note que [

v1, v2, . . . , vp
] e V são definidos no espaço real subjacente. Como ∥up∥ é a altura de[

v1, v2, . . . , vp
] em relação à sua base [

v1, v2, . . . , vp−1
], então V é o p-volume usual. O resultado

seguinte apresenta o significado geométrico de |G| no caso real, e veremos que tal resultado falha
no caso complexo.
Teorema 1.14
|G| = V 2, onde |G| é o Gramiano de vetores v1, . . . , vp ∈Rn , e V é o p-volume do paralelepípedo
gerado por v1, . . . , vp .
Demonstração. A demonstração será feita por indução: |G(v1)| = 〈v1, v1〉 = ∥v1∥2 = V (v1)2.

Suponha que o resultado vale para p −1, isto é, |G(v1, . . . , vp−1)| = V (v1, . . . , vp−1)2. Agora
queremos mostrar que vale para p. Como up = vp −λ1v1 −·· ·−λp−1vp−1 para λ1, . . . ,λp−1 ∈R,
com 〈up , vi 〉 = 0 para todo i = 1,2, . . . , p −1, temos

|G (
v1, . . . , vp

) | =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈v1, v1〉 · · · 〈v1, vp−1〉 〈v1, vp〉... . . . ... ...
〈vp−1, v1〉 · · · 〈vp−1, vp−1〉 〈vp−1, vp〉
〈vp , v1〉 · · · 〈vp , vp−1〉 〈vp , vp〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.

Substituindo vp na ultima coluna pela sua decomposição vp = up +λ1v1 + ·· · +λp−1vp−1, e
utilizando as propriedades do determinante e o fato 〈up , vi 〉 = 0 para todo i = 1,2, . . . , p − 1,
as entradas da última coluna (com exceção da última entrada) se tornam nulas:

|G (
v1, . . . , vp

) | =
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈v1, v1〉 · · · 〈v1, vp−1〉 0... . . . ... ...
〈vp−1, v1〉 · · · 〈vp−1, vp−1〉 0

〈vp , v1〉 · · · 〈vp , vp−1〉 〈vp ,up〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
.
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Substituindo vp por up +λp−1vp−1 +·· ·+λ1v1 na última linha temos, da mesma forma

|G (
v1, . . . , vp

) | =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈v1, v1〉 · · · 〈v1, vp−1〉 0... . . . ... ...
〈vp−1, v1〉 · · · 〈vp−1, vp−1〉 0

0 · · · 0 〈up ,up〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈v1, v1〉 · · · 〈v1, vp−1〉... . . . ...

〈vp−1, v1〉 · · · 〈vp−1, vp−1〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣ · 〈up ,up〉.

Usando a hipótese de indução obtemos
|G(v1, . . . , vp )| = |G(v1, . . . , vp−1)| · ∥up∥2

= V (v1, . . . , vp−1)2∥up∥2

= V (v1, . . . , vp )2.

O determinante de Gram (ou Gramiano) acima é diferente de zero quando os v ′
i s forem

linearmente independentes, já que o volume p-dimensional de um paralelepípedo degenerado
deve ser nulo.

Esse resultado falha no caso complexo, já que ele requer 〈vi ,up〉 = 0 para i < p, mas a
definição de volume apenas fornece 〈vi ,up〉R = 0.
Exemplo 1.15
No espaço complexoC2, os vetores w1 = (i,1) e w2 = (1,−i) não sãoC-ortogonais, pois 〈w1, w2〉 =
〈(i,1), (1,−i)〉 = ī ·1+ 1̄ · (−i =−2i ̸= 0, mas sãoR-ortogonal, formando no plano real adjacente um
quadrado de área V = 2. Seu Gramiano é

|G(w1, w2)| =
∣∣∣∣∣〈w1, w1〉 〈w1, w2〉
〈w2, w1〉 〈w2, w2〉

∣∣∣∣∣=
∣∣∣∣∣ 2 2i

−2i 2

∣∣∣∣∣= 0 ̸= V 2.

A interpretação de um Gramiano de vetores complexos é similar ao caso real, porém o
volume não é elevado ao quadrado, e a dimensão real do paralelepípedo é o dobro do número de
vetores.
Teorema 1.16
|G| = V , onde |G| é o Gramiano de v1, ..., vp ∈Cn , e V é o 2p-volume do paralelepípedo gerado
por v1, . . . , vp , iv1, . . . , ivp .
Demonstração. Decompondo G =G(v1, . . . , vp ) = A+ iB para matrizes reais p ×p A = (

ai j
) e B =(

bi j
), temos 〈vi , v j 〉 = ai j +ibi j , então ai j = 〈vi , v j 〉R = 〈ivi , iv j 〉R e bi j = 〈ivi , v j 〉R =−〈vi , iv j 〉R.

No espaço real subjacente, a matriz de Gram de v1, . . . , vp , i v1, . . . , i vp é
G =

(
A −B

B A

)
.
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Seja T = 1p
2
·
(
1 i1

i1 1

)
, onde 1 é a matriz de identidade p × p. Então T −1 = 1p

2
·
(

1 −i1

−i1 1

)
.

Vamos calcular T GT −1:

T GT −1 = 1p
2

(
1 i1

i1 1

)(
A −B

B A

)(
1p
2

(
1 −i1

−i1 1

))
.

Primeiro, vamos calcular a multiplicação T G :

T G = 1p
2

(
1 i1

i1 1

)(
A −B

B A

)
= 1p

2

(
A+ iB −B + iA

iA+B −iB + A

)
.

Multiplicando esse resultado por T −1:
T GT −1 = 1p

2

(
A+ iB −B + iA

iA−B iB + A

)
· 1p

2

(
1 −i1

−i1 1

)

= 1

2

(
A+ iB −B + iA

iA+B −iB + A

)(
1 −i1

−i1 1

)

= 1

2

(
(A+ iB)1+ (−B + iA)(−i1) (A+ iB)(−i1)+ (−B + iA)1

(iA+B)1+ (−iB + A)(−i1) (iA+B)(−i1)+ (−iB + A)1

)

= 1

2

(
2(A+ iB) 0

O 2(A+ iB)

)
=

(
G 0

O G

)
,

e assim,
|G|2 = det

(
G 0

O G

)
= det

(
T GT −1

)= det(T ) ·det(G ) ·det
(
T −1

)= |G | = V 2.
Exemplo 1.17
No espaço C, os vetores unitários v1 = 1 e v2 = i não são C-ortogonais, pois 〈v1, v2〉 =−i ̸= 0, mas
sãoR-ortogonais, formando no plano real subjacente um quadrado de área V = 1. Seu Gramiano
é |G(v1, v2)| =

∣∣∣∣∣ 1 i

−i 1

∣∣∣∣∣= 0 ̸= V 2.
Neste caso temos que [v1, v2, iv1, iv2] = [1, i, i,−1] é um paralelepípedo degenerado com

4-volume V = 0 = |G (v1, v2) |. O quadrado desse exemplo é [v1, i v1], com V = 1 = |G(v1)|.
Exemplo 1.18
Retomando o Exemplo 1.15, agora aplicando o teorema 1.16, temos w1 = (i,1) e w2 = (1,−i) em C.
Assim, iw1 = (−1, i) e iw2 = (i,1). Logo,

V (w1, w2, iw1, iw2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 −1 0

1 0 0 1

1 0 0 1

0 −1 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0 = |G (w1, w2) |.
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Alem disso, w1 = iw2, logo V (w1, w2) = V (w2, iw2) = |G(w2)| = 2, como esperado.
Determinante Complexa

Seja M uma matriz n×n com colunas v1, . . . , vn ∈ X e M † a sua transposta conjugada. Então
G =G (v1, . . . , vn) = M †M e portanto |G| = |det M |2.
Teorema 1.19
|det M | = V (v1, v2, . . . , vn) no caso real;
|det M | =√

V (v1, . . . , vn , iv1, . . . , ivn) no caso complexo.
Demonstração. Segue dos Teoremas 1.14 e 1.16.
Exemplo 1.20

Seja M =
(

1 −i

1 2i

)
então det M = 3i. Os vetores coluna v1 = (1,1) e v2 = (−i ,2i ) em C2 têm

normas |v1| =
p

2, |v2| =
p

5 e 〈v1, v2〉 = i , então 〈v1, v2〉R = 0 e eles formam um retângulo de áreap
10 ̸= |M |. Mas no espaço subjacenteR4 os vetores v1 = (1,0,1,0), v2 = (0,−1,0,2), iv1 = (0,1,0,1)

e iv2 = (1,0,−2,0) formam um paralelepípedo de 4-volume

V (v1, v2, iv1, iv2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 0 1

0 −1 1 0

1 0 0 −2

0 2 1 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 9 = |det M |2.

Exemplo 1.21

Seja M =
(

i 1+ i

1 −1

)
, então det M =−1−2i. Os vetores coluna v1 = (i,1) e v2 = (1+ i,−1) ∈C2

têm normas |v1| =
p

2 e |v2| =
p

3, e 〈v1, v2〉 =−i. Considerando o produto interno no espaço real
subjacente, temos 〈v1, v2〉R = 0, e v1 e v2 formam um retângulo de áreap

6 ̸= |det M |.
No espaço subjacenteR4, os vetores são v1 = (0,1,1,0), v2 = (1,1,−1,0), iv1 = (−1,0,0,1) e

iv2 = (−1,1,0,−1), formando um paralelepípedo com volume

V (v1, v2, i v1, i v2) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 −1 −1

1 1 0 1

1 −1 0 0

0 0 1 −1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 5 = |det M |2

Blade Complexa

Dados v1, . . . , vp ∈ X , B = v1 ∧ ·· · ∧ vp tem a norma ∥B∥ = p〈B ,B〉 =
√

det
(〈vi , v j 〉

) =√|G(v1, . . . , vp )|. No caso real, o Teorema 1.14 fornece ∥B∥ = V
(
v1, . . . , vp

). No caso complexo, o
Teorema 1.19 em vez disso fornece ∥B∥2 = V

(
v1, . . . , vp , i v1, . . . , i vp

).
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Exemplo 1.22
Sejam v =

(
1p
2

, 1p
2

) e w =
(
−1+ip

2
,0

) em C2. Identificando o C2 comoR4, temos, v =
(

1p
2

,0, 1p
2

,0
),

i v =
(
0, 1p

2
,0, 1p

2
,
), w =

(
− 1p

2
,− 1p

2
,0,0

) e i w =
(

1p
2

,− 1p
2

,0,0
). Usando ∧ para o produto exterior

da álgebra exterior noR4 e△ para o de C2, temos

∥v ∧w∥ =
∣∣∣∣∣ 1 −1

2

−1
2 1

∣∣∣∣∣
1
2

=
p

3

2
e ∥v△w∥ =

∣∣∣∣∣ 1 −1+i
2

−1−i
2 1

∣∣∣∣∣
1
2

=
p

2

2

Isso mostra que v ∧w e v△w representam coisas diferentes: enquanto v ∧w representa
um paralelogramo de área p

3
2 , v△w representa um paralelepípedo de dimensão 4 cujo volume é

igual a (p
2

2

)2 o mesmo que v ∧ i v ∧w ∧ i w

∥v ∧ i v ∧w ∧ i w∥ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 0 −1
2

1
2

0 1 −1
2 −1

2

−1
2 −1

2 1 0
1
2 −1

2 0 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1
2

= 1

2
.
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Capítulo 2

Fator de Projeção

Este capítulo apresenta os fatores de projeção, fórmulas para calcular fatores de projeção e
identidades.

2.1 Fator de Projeção
Nos próximos resultados usaremos dimR para denotar a dimensão de V sobre R, isto, é

a dimensão do espaço real subjacente. Logo p = dimV no caso real e p = 2 ·dimV no caso
complexo.
Definição 2.1
Dados subespaços V ,W ⊂ X , seja P : V −→W a projeção ortogonal de V em W e p = dimRV . O
fator de projeção de V em W é dado por

πV ,W = |P (S)|p
|S|p

,

onde S é qualquer subconjunto de V com |S|p ̸= 0 e | · |p é a medida de Lebesgue de dimensão p.
Observação 2.2 • |P (S)|p está definida pois dimRP (V ) ≤ p;

• Como P é linear, πV ,W não depende de S. Mais precisamente, πV ,W = 0 se dimRP (V ) < p,
e se dimRP (V ) = p então V e P (V ) podem ser identificados isometricamente como Rp .
A independência de S segue da linearidade e se deve a uma propriedade de medida de
Lebesgue.

2.2 Fator de Projeção de Linha
Definição 2.3
Uma partição em X é uma coleção {V1, · · · ,Vk } de subespaços mutuamente ortogonais tais que
X =V1 ⊕·· ·⊕Vk .
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Se PVi é projeção ortogonal em Vi , então para qualquer v ∈ X ,
∥v∥2 =

k∑
i=1

∥PVi (v)∥2. (2.1)
Proposição 2.4
Para todo v ∈ X e um subespaço vetorial real ou complexo W ⊂ X , seja P a projeção ortogonal
em W . Então

∥P (v)∥ = ∥v∥ ·πRv,W .

No caso complexo, sendo W um subespaço complexo, também temos:
∥P (v)∥2 = ∥v∥2 ·πCv,W .

Demonstração. • Caso real: Na Definição 2.1 o fator de projeção πRv,W é dado por

πRv,W = ∥P v∥
∥v∥ .

A partir dessa expressão, obtemos a identidade:

∥P v∥ = ∥v∥ ·πRv,W .

• Caso complexo: O fator de projeção é definido sobre a linha complexaCv . Portanto, devemos
considerar simultaneamente a projeção de v e i v , sendo i v ortogonal a v . O quadrado
formado por v e i v , denotado [v, i v] ⊂Cv , é projetado no quadrado [P v, i P v] ⊂W .
Assim, o fator de projeção no caso complexo é dado por:

πCv,W = ∥P v∥2

∥v∥2
.

Dessa forma, obtemos a igualdade:
∥P v∥2 = ∥v∥2 ·πCv,W .

Proposição 2.5
Para quaisquer v, w ∈ X , temos:

• no caso real |〈v, w〉| = ∥v∥ ·∥w∥ ·πRv,Rw ;
• no caso complexo

– |Re〈v, w〉| = ∥v∥ ·∥w∥ ·πRv,Rw ;
– |〈v, w〉| = ∥v∥ ·∥w∥ ·πRv,Cw ;
– |〈v, w〉|2 = ∥v∥2 · ∥w∥2 ·πCv,Cw .



2.2. Fator de Projeção de Linha 21

Demonstração. • Caso real: considere a projeção de v em Rw , P (v) = 〈w,v〉
|w |2 w , usando a

Proposição 2.4 temos,
∥P v∥ = ∥v∥ ·πRv,Rw

logo,
|〈v, w〉| = ∥v∥∥w∥ ·πRv,Rw .

• Caso complexo
– Temos que a projeção emRw no espaço real subjacente P (v) = Re(〈w,v〉)

|w |2 w . Novamente
usando a Proposição 2.4 para W =Rw

∥P v∥ = ∥v∥ ·πRv,Rw .

Portanto,
|Re〈v, w〉| = ∥v∥∥w∥ ·πRv,Rw .

– De novo, projeção em Cw, P (v) = (〈w,v〉)
|w |2 w usando a proposição 2.4 para W = Cw

temos,
∥P v∥ = ∥v∥ ·πRv,Cw .

Portanto:
|〈v, w〉| = ∥v∥∥w∥ ·πRv,Cw .

– usando a Proposição 2.4 para W =Cw .
∥P v∥2 = ∥v∥2 ·πC v,C w .

Então:
|〈v, w〉|2 = ∥v∥2∥w∥2 ·πC v,C w .

O fator de projeção entre linhas depende claramente do ângulo entre elas. Mas no caso
complexo alguns cuidados são necessários, pois existem diferentes conceitos de ângulos entre
vetores complexos.
Corolário 2.6
Para quaisquer vetores não nulos v, w ∈ X ,

πRv,Rw = |cosθv, w |. (2.2)
Além disso, no caso complexo

πRv ,Cw = cosγv,w , (2.3)

πCv,Cw = cos2γv,w . (2.4)
Demonstração. Segue da Definição 1.8 e da Proposição 2.5.
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2.3 Fatores de projeção principais
Definição 2.7
Dados subespaços V ,W ⊂ X , (e1, . . . ,ep ) e ( f1, . . . , fq ) bases principais de V e W (respectivamente),
com p = dimV , q = dimW e m = min{p, q} . Para todo 1 ≤ i ≤ m, o fator de projeção principal
πi de V em W é o fator de projeção para as linhas de ei e fi , isto é

πi =

πRei ,R fi no caso real
πCei ,C fi no caso complexo (2.5)

Das equações (2.2) e (2.4) obtemos, para 1 ≤ i ≤ m,

πi =

|coscosei , fi | no caso real,
cos2γei , fi no caso complexo.

(2.6)

Como 0 ≤ 〈ei , fi 〉 (no caso real assim como no caso complexo) temos que θei , fi = γei , fi = θi

é o ângulo principal, de modo que para 1 ≤ i ≤ m

πi =

cosθi no caso real,
cos2θi no caso complexo.

(2.7)

A equação (2.7) mostra que os fatores principais de projeção estão diretamente ligados aos ângulos
principais de Jordan [12, 27, 20].

2.4 Fórmulas para calcular o fator de projeção
Proposição 2.8
Dados subespaços V ,W ⊂ X não nulos,

πV ,W =

π1 ·π2 · . . . ·πp se p ≤ q,

0 se p > q,

onde os πi ’s são os seus fatores de projeção principais, com dimV = p e dimW = q.

Demonstração. Se p > q , então ∥P (S)∥p = 0, onde S é um subconjunto Lebesgue mensurável de
V e P é a projeção ortogonal de V em W . Caso contrário, temos:

• caso real.
Seja A = e1∧ . . .∧ep com ∥A∥ = ∥e1∧ . . .∧ep∥ = ∥e1∥ · . . . · ∥ep∥ = 1 onde (e1, . . . ,ep ) é a base
principal de V em relação a W . Temos que a projeção ortogonal é dada na base principal
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por uma matriz diagonal q ×p formada com cosθ′i s. Daí, usando a Definição 2.1 e a equação
(1.6), temos

πV ,W = ∥P
(
e1 ∧e2 ∧ . . .∧ep

)∥
∥e1 ∧e2 ∧ . . .∧ep∥

= ∥P (e1)∧P (e2)∧ . . .∧P (ep )∥.

Pelas equações (1.3) e (2.7), obtemos,
πV ,W = ∥P (e1)∧P (e2)∧ . . .∧P (ep )∥ = cosθ1 · . . . ·cosθp · ∥ f1 ∧ f2 . . .∧ fp∥ =π1 · . . . ·πp ·1.

• Caso complexo.
Seja A = e1∧ ie1∧ . . .∧eP ∧ iep um blade em V formado pelos elementos da base principal (
e os seus produtos por i), onde ∧ é o produto exterior na álgebra exterior do espaço real
subjacente. Então, ∥e1 ∧ ie1 ∧ . . .∧eP ∧ iep∥ = 1. Usando as definições e as equações citadas
acima, mas agora para o caso complexo, temos:

πV ,W = ∥P (e1)∧ iP (e1)∧ . . .∧P (ep )∧ iP (ep )∥2p = cos2θ1 · . . . ·cos2θp =π1 · . . . ·πp .

Assim, no caso real, o fator pelo qual os volumes p-dimensionais em V encolhem, quando
projetados em W é produto dos fatores pelos quais os comprimentos nas linhas principais Rei

se contraem. No caso complexo, o fator pelo qual os volumes 2p-dimensionais em V encolhem,
quando projetados em W , é produto dos fatores pelos quais as retas Rei e R (iei ) nas linhas
principais Cei se contraem.

Agora fornecemos fórmulas práticas para calcular πV ,W em termos das bases ortogonais. A
Proposição 4.4 estende o seguinte resultado para outras bases.
Proposição 2.9
Sejam V ,W ⊂ X subespaços não nulos e P uma matriz que representa a projeção ortogonal
P : V −→W em bases ortonormais de V e W , então

πV ,W =


√

det
(
P T P

) no caso real;
det

(
P̄ T P

) no caso complexo.

Se as dimensões de V e W são iguais, então

πV ,W =

|det(P )| no caso real ,

|det(P )|2 no caso complexo.

Demonstração. Suponha que p > q , então πV ,W = 0 pela Proposição 2.8. Para o caso p ≤ q é
suficiente demonstrarmos o resultado para bases principais de V e W . Já vimos que a projeção
ortogonal nas bases principais é dada pela matriz diagonal com os cosθ′i s na diagonal. Considere
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a representação matricial de projeção ortogonal a seguir,

P =



cosθ1 0 · · · 0

0 cosθ2 · · · 0... ... . . . ...
0 0 · · · cosθp... ... . . . ...
0 0 · · · 0


, logo P̄ T =


cosθ1 0 · · · 0 · · · 0

0 cosθ2 · · · 0 · · · 0... ... . . . ... · · · ...
0 0 · · · cosθp · · · 0

 .

Daí

P̄ T ·P =


cos2θ1 0 · · · 0

0 cos2θ2 · · · 0... ... . . . ...
0 0 · · · cos2θp

 . (2.8)

• Caso real.
Calculando o determinante da matriz P T ·P , e usando a Proposição 2.8 temos:

det
(
P T ·P

)= cos2θ1 · . . . ·cos2θp = (πV ,W )2,

portanto,
πV ,W =

√
det

(
P T P

)
.

• Caso Complexo.
det

(
P̄ T ·P

)= cos2θ1 · . . . ·cos2θp =πV ,W ,

Para p = q , temos que, det(P ) = det
(
P̄ T

), portanto:
• Caso real.
πV ,W =

√
det

(
P T P

)=√
det

(
P T

) ·det(P ) =
√

[det(P )]2 = |det(P )|.
• Caso complexo.
πV ,W = det

(
P̄ T P

)= [det(P )]2 = |det(P )|2.

Proposição 2.10
Dados subespaços V ,W ⊆ X tais que, dimV = dimW = p, então para quaisquer blades não nulos
A ∈∧p V e B ∈∧p W tem-se,

πV ,W =


|〈A,B〉|
∥A∥·∥B∥ no caso real,
|〈A,B〉|2

∥A∥2·∥B∥2 no caso complexo.
(2.9)

Demonstração. Demonstraremos o caso real e o caso complexo é análogo. Sejam A = e1∧·· ·∧eP

e B = f1∧·· ·∧ fp (qualquer outros 〈A| e B̄ são múltiplos desses) onde ei ’s e fi ’s com i = 1,2, . . . , p
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são vetores principais de V e W respectivamente. Temos ∥A∥ = ∥B∥ = 1, daí, usando equação (1.2)
e equação 2.7, obtemos,

〈A,B〉 =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

〈e1, f1〉 〈e1, f2〉 · · · 〈e1, fp〉
〈e2, f1〉 〈e2, f2〉 · · · 〈e2, fp〉... ... . . . ...
〈ep , f1〉 〈ep , f2〉 · · · 〈ep , fp〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= cosθ1 ·cosθ2 · . . . ·cosθp =πA,B .

2.5 Identidades
Teorema 2.11
Para qualquer linha L ⊂ X e qualquer partição ortogonal X =V1 ⊕·· ·⊕Vk ,

• ∑k
j=1π

2
L,V j

= 1 no caso real,
• ∑k

j=1πL,V j = 1 no complexo.
Demonstração. • Caso real: Na Proposição 2.4 temos que ∥PV j (v)∥ = ∥v∥ ·πL,V j , daí

π2
L,V j

=
(∥PV j (v)∥

∥v∥
)2

k∑
j=1

π2
L,V j

=
k∑

j=1

∥PV j (v)∥2

∥v∥2
.

Pela equação (2.1) temos que ∥v∥2 =∑k
i=1 ∥PVi (v)∥2, portanto

k∑
j=1

π2
L,V j

= 1

∥v∥2

k∑
j=1

∥PV j (v)∥2 = ∥v∥2

∥v∥2
= 1

• Caso complexo:
Na Proposição 2.4 para o caso complexo temos que ∥PV j (v)∥2 = ∥v∥2 ·πL,V j , daí

πL,V j =
∥PV j (v)∥2

∥v∥2
.

Tomando o somatório em ambos os lados temos:
k∑

j=1
πL,V j =

k∑
j=1

∥PV j (v)∥2

∥v∥2

= 1

∥v∥2

k∑
j=1

∥PV j (v)∥2 = ∥v∥2

∥v∥2
= 1

Teorema 2.12
Se V ⊂ X é um subespaço de X e dimV = p, então

• ∑
I π

2
V ,VI

= 1 no caso real;
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• ∑
I πV ,VI = 1 no caso complexo,

onde as somas são realizadas sobre todos os subespaços coordenados p-dimensionais VI de uma
base ortogonal de X .
Demonstração. Seja {v1, v2, . . . , vn} umabase ortogonal de X . Para cadamulti-índice I = (i1, . . . , iq ),
onde 1 ≤ i1 < ·· · < iq ≤ n, definimos VI = span{vi1 , . . . , viq } e BI = vi1 ∧·· ·∧ viq ∈

∧q VI .
Podemos admitir sem perda de generalidade que a base de X é ortonormal de modo que

{BI } é base ortonormal de ∧p X . Seja A ∈∧p V com ∥A∥ = 1. Então, ∑I |〈A,BI 〉|2 = 1, logo pela
Proposição 2.10 temos que

∑
I
π2

A,BI
=∑

I

( |〈A,BI 〉|
∥A∥ ·∥BI∥

)2

=∑
I
|〈A,BI 〉|2 = 1.

O caso complexo é análogo.
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Capítulo 3

Teoremas de Pitágoras Generalizados

Os teoremas apresentados no Capítulo 2, conduzem aos teoremas generalizados de Pitágoras,
estabelecendo uma relação entre o quadrado da medida unidimensional | · |1 de um conjunto
real e os quadrados das medidas de suas projeções ortogonais nos subespaços de uma partição
ortogonal, e a versão complexa que envolve medidas bidimensionais | · |2 não quadradas.

3.1 Para linhas
Teorema 3.1
(Teorema de Pitágoras Generalizado para Linhas)
Seja L ⊂ X um subespaço unidimensional e X =V1⊕·· ·⊕Vk uma partição ortogonal. Dado qualquer
conjunto mensurável de Lebesgue S ⊂ L, seja S j sua projeção ortogonal em V j . Então:

• |S|21 =
∑k

j=1 |S j |21 no caso real,
• |S|2 =∑k

j=1 |S j |2 no caso complexo.

Demonstração. • Caso real
NaDefinição 2.1 temos queπL,V j =

|PV j (S)|1
|S|1 = |S j |1

|S|1 e na Proposição 2.11 temos que∑k
j=1π

2
L,V j

=
1, portanto

1 =
k∑

j=1
π2

L,V j
=

k∑
j=1

|S j |21
|S|21

.

Logo,
k∑

j=1
|S j |21 = |S|21.
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• No caso complexo, na Definição 2.1 temos que πS,V j =
|PV j (S)|2

|S|2 = |S j |2
|S|2 e na Proposição 2.11 no

caso complexo temos que ∑k
j=1πS,V j = 1, daí

1 =
k∑

j=1
πS,V j =

k∑
j=1

|S j |2
|S|2

,

e portanto,
k∑

j=1
|S j |2 = |S|2.

A figura3 mostra o caso real, onde o quadrado do comprimento de S é a soma dos quadrados
dos comprimentos de suas projeções ortogonais Sx , Sy e Sz nos eixos coordenados.

Y

Z

X

S

Sy

Sz

Sx

Figura 3 – Teorema de Pitágoras para linhas: S2 = S2
x +S2

y +S2
z .

A figura 4 ilustra o Teorema para o caso complexo: uma área A em uma linha complexa Cv

é a soma das áreas de suas projeções ortogonais nas linhas complexas Cv1 e Cv2 de uma base
ortogonal de C2.
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v2 i v2

Cv2

i v

v

Cv

i v1

v1

Cv1

A2 A2

A1

Figura 4 – Teorema de Pitágoras para linhas complexas: A = A1 + A2

3.2 Para subespaços
Teorema 3.2
(Teorema de Pitágoras Generalizada para Subespaços) SejaV ⊂ X subespaço de dimensão dimV =
p. Para todo subconjunto S ⊂V Lebesgue mensurável tem-se

• |S|2p =∑
I |S I |2p caso real;

• |S|22p =∑
I |S I |2p no caso complexo.

onde as somas são feitas sobre as projeções ortogonais S I de S em todos os subespaços coordena-
dos de dimensão p de uma base ortogonal de X.



30 Capítulo 3. Teoremas de Pitágoras Generalizados

Y

Z

X

A

A1

A2

A3

Figura 5 – Teorema de Pitágoras para subespaços: A2 = A2
1 + A2

2 + A2
3.

Demonstração. Temos que πV ,VI =
∥PVI S∥

|S| = |SI |
|S| . Usando o Teorema 2.12 obtemos;

• No caso real,
1 =∑

I
π2

V ,VI
= ∑

I

( |S I |p
|S|p

)2

= ∑
I

|S I |2p
|S|2p

,

portanto
|S|2p =∑

I
|S I |2p .

• No caso complexo. Usando o Teorema 2.12 temos;
1 =∑

I
πV ,VI = ∑

I

|S I |2p

|S|2p

portanto, ∑
I
|S I |2p = |S|2p
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Teorema 3.3
(Teorema de Pitágoras Generalizado para Subespaços de dimensões diferentes)
Sejam V ⊂ X um subespaço de dimensão p, S ⊂ V um conjunto mensurável de Lebesgue, e
p ≤ q ≤ n = dim X . Então:

• |S|2p = (n−p
n−q

)−1 ·∑J |S J |2p no caso real,
• |S|2p = (n−p

n−q

)−1 ·∑J |S J |2p no caso complexo.
onde os S J ’s são projeções ortogonais de S nos subespaços coordenados de dimensão q de uma
base ortogonal de X , e | · |k é a medida de Lebesgue de dimensão k.

Z

Y

X

SSX Z

SX Y

SY Z .....

Figura 6 – Teoremade Pitágoras para subespaços de dimensões diferentes: S2 = 1
2

(
S2

x y +S2
y z +S2

xz

)

Demonstração. Seja (u1,u2, . . . ,un) uma base ortonormal de X .
Cada subespaço coordenado VI de dimensão p é determinado pela escolha de p desses

vetores, com índices dados por I ∈I n
p .
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E cada subespaço coordenado VJ de dimensão q é dada por um J ∈I n
q .

No caso real, o Teorema 3.2 nos dá |S|2p =∑
I∈I n

p
|S I |2p .

Fixado um multi-índice I ∈I n
p , há n −p ui ’s com i ∉ I , e escolhendo q −p deles podemos

acrescentá-los a I para formar um J ∈I n
q . Há (n−p

q−p

)= (n−p
n−q

) maneiras de fazer isso, que é portanto
o número de subespaços coordenados de dimensão q nos quais VI está contido. Logo:

∑
J∈I n

q

∑
I∈I n

p ,
I⊂J

|S I |2p =
(

n −p

n −q

) ∑
I∈I n

p

|S I |2p =
(

n −p

n −q

)
|S|2p . (3.1)

Por outro lado, se S J é a projeção ortogonal de S em VJ , com J ∈ I n
q , sua projeção em VI com I ⊂ J ,

então a projeção ortogonal de S J em VI é S I . Assim, o Teorema 3.2 também nos dá:
|S J |2p = ∑

I∈I n
p ,

I⊂J

|S I |2p . (3.2)

Combinando (3.1) e (3.2) , temos:
∑

J∈I n
q

|S J |2p =
(

n −p

q −p

)
|S|2p .
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Capítulo4

Ângulos Assimétricos

4.1 Definições e propriedades
Definição 4.1
Dados subespaços V ,W ⊂ X o ângulo assimétrico [17] de V para W é dado por

ΘV ,W = cos−1 ∥PW B∥
∥B∥ ∈ [0,

π

2
]

onde B é uma blade não-nula tal que [B ] =V e PW é a projeção ortogonal em W .
No caso real cosΘV ,W mede o quanto um volume p-dimensional em V (com p = dimV )

contrai se projetado ortogonalmente em W. E no caso complexo cos2ΘV ,W faz o mesmo com
volumes 2p-dimensionais.

O ângulo é assimétrico pois em geral,
ΘV ,W ̸=ΘW,V

quando as dimensões são diferentes. Este tipo de ângulo é incomum, mas tem propriedades
importantes, algumas são mencionadas a seguir.
Proposição 4.2
Sejam V ,W ⊂ X subespaços determinados por blades A e B respectivamente, PW é projeção
ortogonal em W e os ângulos principais são θ1,θ2, . . . ,θmin{p,q}, onde p = dimV e q = dimW .
Então:

1. cosΘV ,W =
{ ∏p

i=1 cosθi se p ≤ q,

0 se p > q ;

2. ΘV ,W = 0 ⇐⇒V ⊂W ;
3. ΘV ,W = π

2 ⇐⇒V ∩W ⊥ ̸= {0};
4. | 〈A,B〉 | = ∥A∥∥B∥cosΘV ,W se p = q;
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5. Se p = q então ΘV ,W =ΘW,V ;
6. ΘV ,W =ΘW ⊥,V ⊥ ;
7. πV ,W =

{
cosΘV ,W no caso real,
cos2ΘV ,W no caso complexo.

Demonstração. Considere (e1,e2, . . . ,ep ) e ( f1, f2, . . . , fq ) bases principais dos subespaços V e W

de X , respectivamente. Como são ortonormais, ∥e1 ∧e2 ∧·· ·∧ep∥ = ∥ f1 ∧ f2 ∧·· ·∧ fq∥ = 1.

(1) Seja B = e1 ∧e2 ∧·· ·∧ep . Pela definição 4.1 temos que ΘV ,W = cos−1
(∥PW B∥

∥B∥
).

Se p > q temos que, ∥PW B∥ = 0, logo, ΘV ,W = cos−1 (0), portanto, cosΘV ,W = 0.
Se p ≤ q então,

PW B = PW (e1 ∧e2 ∧·· ·∧ep )

= PW (e1)∧PW (e2)∧·· ·∧PW (ep )

= (cosθ1 · f1)∧ (cosθ2 · f2)∧·· ·∧ (cosθp · fp )

= cosθ1 ·cosθ2 · . . . ·cosθp · f1 ∧ f2 ∧·· ·∧ fp .

Logo,
ΘV ,W = cos−1

(∥cosθ1 ·cosθ2 . . . ·cosθp · f1 ∧ f2 ∧·· ·∧ fp∥
∥e1 ∧e2 ∧·· ·∧ep∥

)
= cos−1 (

cosθ1 ·cosθ2 · . . . ·cosθp
)

,

portanto
cosΘV ,W = cosθ1 ·cosθ2 · . . . ·cosθp

=
p∏

i=1
cosθi .

(2). De (1) tiramos que ΘV ,W = 0 ⇐⇒ 1 = cosθ1 ·cosθ2 · . . . ·cosθp ⇐⇒ θ1 = θ2 = ·· · = θp = 0 ⇐⇒
V ⊂W

(3). Por (1), temos, no caso p ≤ q ,
π

2
= cos−1 (

cosθ1 ·cosθ2 . . . ·cosθp
)

cos
(π

2

)
= cosθ1 ·cosθ2 . . . ·cosθp

0 = cosθ1 ·cosθ2 . . . ·cosθp .

A última igualdade implica que algum dos cosθi ’s é igual a zero. Como θp é o maior ângulo,
temos θp = π

2 o que implica que V ∩W ⊥ ̸= {0}, e vice-versa. Se p > q , sempre temos
V ∩W ⊥ ̸= {0}, e ΘV ,W = π

2 por (1).
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(4). Com p = q , dados A ∈∧p V e B ∈∧p W temos A =λe1∧e2∧·· ·∧ep e B = δ f1∧ f2∧·· ·∧ fq ,
para λ,δ ∈F. Logo ∥A∥ = |λ| e ∥B∥ = |δ|, e

〈A,B〉 = 〈λe1 ∧e2 ∧·· ·∧ep ,δ f1 ∧ f2 ∧·· ·∧ fq〉
= λ̄δ〈e1 ∧e2 ∧·· ·∧ep , f1 ∧ f2 ∧·· ·∧ fq〉
= λ̄δdet

(〈ei , f j 〉
)

= λ̄δ ·cosθ1 ·cosθ2 · . . . ·cosθp

= λ̄δcosΘV ,W .

Portanto
|〈A,B〉| = |λ| · |δ| ·cosΘV ,W

= ∥A∥ ·∥B∥ ·cosΘV ,W .

(5). Dados A ∈∧p V e B ∈∧p W , tomos
ΘV ,W = cos−1

( | 〈A,B〉 |
∥A∥ ·∥B∥

)
= cos−1

( | 〈B , A〉 |
∥B∥ ·∥A∥

)
=ΘW,V .

(6) Temos que dimV ≤ dimW se, e somente se, dimW ⊥ ≤ dimV ⊥. E os ângulos principais
não-nulos de V e W são iguais aos de V ⊥ e W ⊥ [20]. Logo o resultado segue do item (1).

(7). Segue da Definição 4.1, da Definição 2.1 e da interpretação da norma de blade.
Nesta proposição, temos: (2) mostra que ΘV ,W mede quanto falta para que V esteja contido

em W , (3) mostra que o ângulo assimétrico ser igual a π
2 não significa que todo o subespaço

V seja ortogonal a W , mas basta que uma direção seja. Isto ajuda a entender a assimetria do
ângulo, por exemplo, uma reta V pode estar mais ou menos perto de estar contida em um plano
W e 0 ≤ ΘV ,W ≤ π

2 , mas W nunca estará perto de estar contido em V , e sempre terá alguma
direção direção ortogonal a V , logo ΘV ,W = π

2 . (5) e (6) mostram que entre subespaços da mesma
dimensão não há tal assimetria. As demais propriedades permitem calcular o ângulo, assim como
os seguintes resultados.
Proposição 4.3
Se P é uma matriz da projeção ortogonal de V em W (P : V −→W ) em bases ortonormais de V e
W , então

cos2ΘV ,W = det
(
P̄ T P

)
.

Se dimV = dimW , então
cosΘV ,W = |det(P ) |.

Demonstração. Da Proposição 2.9 e da Proposição 4.2 item (7), temos
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• Caso real:
cosΘV ,W =πV ,W =

√
det

(
P T P

)
,

portanto,
cos2ΘV ,W = det

(
P T P

)
.

Se dimV = dimW , temos,
cosΘV ,W =πv,W = |det(P ) |

• Caso complexo é análogo.
Proposição 4.4
Dadas bases (v1, v2, . . . , vp ) de V e (w1, w2, . . . , wq ) de W , sejam Ap×p = 〈vi , v j 〉, Bq×q = 〈wi , w j 〉
e Cq×p = 〈wi , v j 〉. Então

cos2ΘV ,W = det
(
C̄ T B−1C

)
det A

.

Se p = q então
cos2ΘV ,W = |detC |2

det A ·detB
.

Demonstração. Pode ser encontrada em [11]

4.2 Identidades
A identidade pitagórica sin2θ+cos2θ = 1 pode ser interpretada como cos2θx +cos2θy = 1

onde θx e θy representam os ângulos que uma reta faz com os eixos x e y . Essa relação nos conduz
a generalizações relevantes para subespaços reais e complexos.
Teorema 4.5
(Identidade Pitagórica Generalizada para Linhas)
Dada uma partição ortogonal X =W1 ⊕·· ·⊕Wk e um subespaço unidimensional L ⊂ X , então

k∑
i=1

cos2ΘL,Wi = 1.

Demonstração. Utilizando a item (7) da proposição (4.2) e o teorema (2.11) obtemos:
• Caso real:

K∑
i=1

cos2ΘL,Wi =
K∑

i=1
π2

L,Wi
= 1,

• Caso complexo:
K∑

i=1
cos2ΘL,Wi =

K∑
i=1

πL,Wi = 1.
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Teorema 4.6
(Teorema de Pitágoras Esférico Generalizado)
Dados subespaçosU ,W ⊂ X e V ⊂W , seja PW a projeção ortogonal em W . Então

cosΘU ,V = cosΘU ,PW (U ) cosΘPW (U ),V .

Demonstração. Se U ∩W ⊥ ̸= {0} então ΘV ,W = ΘW,V = π
2 e os dois lados dão 0. U ∩W ⊥ = {0}

então dimV = dimW . Considere representação matricial das projeções ortogonais P1 : U −→
V , P2 : PW U −→V e P3 : U −→ PW U em bases ortonormais de X .

Note que P1 = P2P3 e P3 é uma matriz quadrada, dai temos:
det

(
P⊤

1 P1
)= |det(P3)|2 ·det

(
P⊤

2 P2
)

.

Aplicando o resultado da Proposição 2.9 e item 7 da proposição (4.2) segue o resultado.
Teorema 4.7
(Identidade Pitagórica Generalizada para Subespaços)
Seja V ⊂ X um subespaço de dimensão p, e sejam W ′

i s todos os subespaços coordenados de
dimensão 0 ≤ q ≤ n = dim X de uma base ortogonal de X . Então:

1. Se p ≤ q então ∑
i cos2ΘV ,Wi =

(n−p
n−q

).
2. Se p > q então ∑

i cos2ΘWi ,V = (p
q

).
Demonstração. (1) Utilizando o Teorema 3.3 e o item (7) da Proposição 4.2 obtemos

– Caso real: (
n −p

n −q

)
=∑

i

|Si |2p
|S|2p

=∑
i
π2

V ,Wi
=∑

i
cos2ΘV ,Wi .

– Caso complexo: (
n −p

n −q

)
=∑

i

|Si |2p
|S|2p

=∑
i
πV ,Wi =

∑
i

cos2ΘV ,Wi .

(2) – Caso real: Pelo item (6) da Proposição 4.2 temos,∑
i

cos2
Wi ,V =∑

i
cos2

V ⊥,W ⊥
i

,

Usando o item (1) e considerando as dimensões de dimW ⊥
i = n −q e dimV ⊥ = n −p,

obtemos ∑
i

cos2
Wi ,V =∑

i
cos2

V ⊥,W ⊥
i
=

(
n − (n −p)

n − (n −q)

)
=

(
p

q

)
.

– O caso complexo é análogo.
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Considerações Finais

Ao longo do desenvolvimento do trabalho, podemos assegurar que os resultados propostos,
relacionados à generalização do Teorema de Pitágoras, das identidades pitagóricas e de suas
relações com ângulos assimétricos, foram alcançados. Dessa forma, cumprimos os objetivos esta-
belecidos, como a utilização dos fatores de projeção de volumes e a interpretação do determinante
para formular demonstrações mais simples do que as encontradas na literatura, visando a simplifi-
cação e clareza dos resultados. Demonstramos que, apesar das diferenças entre os espaços reais
e complexos, as identidades pitagóricas se mantêm em ambos. No entanto, as medidas (áreas,
volumes etc.) associadas ao espaço complexo não se relacionam com suas projeções ortogonais
por expressões quadráticas.
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