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Resumo

Neste trabalho, apresentamos generalizacoes do Teorema de Pitagoras para volumes multidimensi-
onais em espacos reais ou complexos. O caso complexo foi descoberto recentemente, sendo mais
simples que o real. Essas generalizagoes surgem do estudo de fatores de projecao de volumes, que
descrevem a contracdo de volumes projetados ortogonalmente entre subespacos. Para estuda-los,
usamos a algebra exterior de Grassmann (que trata de multivetores, ou vetores multidimensio-
nais), a interpretacao geométrica de determinantes e multivetores simples (pouco conhecida no
caso complexo), e os angulos principais de Jordan entre subespacos. Também apresentamos os
angulos assimétricos entre subespacos, e mostramos como certas identidades trigonométricas

gue eles satisfazem estdo ligadas aos teoremas de Pitagoras generalizados, unificando os casos

real e complexo.

Palavras-chave: Teorema de Pitagoras; Fator de Projecio de Volumes; Angulo Assimétrico.






Abstract

In this work, we present generalized Pythagorean theorems for multidimensional volumes in real or
complex spaces. The complex case was discovered recently, and is simpler than the real one. These
generalizations arise from the study of volume projection factors, which describe the contraction of
volumes orthogonally projected between subspaces. To study them, we use Grasssmann esterior
algebra (which deals with multivectors, or multidimensional vectors), the geometric interpretation
of determinants and simple multivectors (little known in the complex case), and Jordan’s principal
angles between subspaces. We also present asymmetric angles between subspaces, and show how
certain trigonometric identities they satisfy are related to the generalized Pythagorean theorem:s,

unifying the real and complex cases.

Keywords: Pythagorean theorem; volume projection factor; asymmetric angle.






Sumario

APRESENTAGCAD . o ittt ittt e et e ettt e e e e e e e e e e e e e 1
1 CONCEITOSBASICOS. . . . i ittt et e et e et ettt e 3
11 Geometriade R™ e C". . . . . . . . e e e 3
1.1.1 Produtos Interno e Hermitiano. . . . ... ... ... ... ... ... .. . ..., 3
1.1.2 Espaco Real Subjacente de Espacos Complexos, Linhas Reais e Complexas . . . . 4
1.1.3 Projecao Ortogonal . . . . . . . . . . . e e e 5
1.1.4 Angulo Entre Vetores Reais ou Complexos . . . . . v v v v v v v i e 6
1.2 Angulos Principais Entre Subespagos . . . . . . . . . ... 7
1.3 Algebrade Grassmann . . . . . . .. ... e 10
1.3.1 Interpretacdo geometrica . . . . .. ... .. e e 12
2 FATORDEPROJECAO . . it vt ittt ittt e et et et e e e 19
241 Fatorde Projecao . . . . . . . . . . . . e 19
2.2 Fator de Projecaodelinha ... ... ... ... ... . .. .. . ... . . . ... 19
2.3 Fatores de projecao principais . . . ... ... ... ... ... .. ... . .... 22
2.4 Férmulas para calcular o fatordeprojecao . . ... ................ 22
2.5 Identidades . . . . ... ... . ... e e 25
3 TEOREMAS DE PITAGORAS GENERALIZADOS . . . . . . . . v v v v v e e e e e 27
341 Paralinhas . . . . . . .. . . . e e 27
3.2 Parasubespacos . . . . .. ... ... ... e e 29
4 ANGULOS ASSIMETRICOS . & & o v v vt et e e et e e ettt e eeeen 33
44 Definicoesepropriedades . . . . . . ... ... ... ... .. . . . . . . 33
4.2 Identidades . . . . ... .. . . ... e 36
CONSIDERAGOES FINAIS . . . . ittt ittt e e ettt e e et e et 39

REFERENCIAS . . . . ittt et e et e e e e e e e e ettt ettt e e e M1






Apresentacao

O Teorema de Pitagoras, relacionando o comprimento a da hipotenusa de um triangulo
retangulo aos comprimentos b e ¢ dos seus catetos por a® = b* + ¢, € um dos mais antigos
na histéria da matematica, e possui muitas generalizacbes. Uma bem conhecida é que, se X =
VieVod---®V, € uma particio de um espaco real ou complexo X em uma familia {V;};c; de
subespacos mutuamente ortogonais com I ={1,2,...,n}, e P; é a projecao ortogonal em V;, entao,

para qualquer v € X:

n
2 2
vl =) I1P;vl?.
i=1

Generalizacoes do Teorema de Pitagoras para areas e volumes em espacos reais aparecem
varias vezes na literatura [1, 2, 3, 4, 5, 6]. O Teorema de Pitagoras para areas das faces de um tetra-
edro ortogonal, ou para os volumes (n — 1) dimensionais das faces de um simplexo (generalizacao
do tetraedro) ortogonal de dimensao n, é frequentemente redescoberto, por diferentes métodos.

Para faces do tetraedro, o original é o Teorema de De Gua, do séc. XVIII [1].

Generalizagcdes menos conhecidas, que continuam sendo redescobertas de tempos em
tempos, relacionam areas, volumes ou medidas de Lebesgue em geral as suas projecoes ortogonais
em certos subespacos. Monge, no séc. XVIII, conhecia essa interpretacdo para areas planas em R3.
Em [7] é feita uma versio para projecoes de paralelepipedos n-dimensionais. Uma versdo para
medidas de Lebesgue em espacos reais é dada em [8], que tenta também fazer o caso complexo,

mas falha. [9, 10] apresentam a versdes para projecoes em subespacos de dimensdes diferentes.

Em [11], é obtida uma generalizacio para espacos complexos, mais simples que a real, pois
as medidas ndo sio elevadas ao quadrado e ha menos termos (ja que a dimensdo complexa é
metade da do espaco real subjacente). Para isso, sdo usados fatores de projecao, que descrevem a
contracdo das medidas de Lebesgue sob projecoes ortogonais, e sao ligados aos angulos principais
de Jordan entre subespacos [12, 13]. Também é usada a algebra exterior de Grassmann [14, 15, 16],
gue pode ser vista como uma generalizacao da algebra vetorial, capaz de descrever de forma mais
simples objetos de maior dimensao: bivetores descrevem areas, trivetores representam volumes,

etc.

Os casos real e complexo dos teoremas de Pitagoras generalizados sdo unificados na forma de
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identidades trigonométricas pitagoricas para dngulos entre subespacos [17], que se relacionam com
os teroremas de Pitagoras generalizados por meio da interpretacao geométrica de determinantes
e blades (multivetores simples ou decomponiveis) reais e complexos [18]. Uma versdo dessas
identidades, para angulos entre as faces de dimensao n—1 de um simplexo ortogonal de dimensao
n, € dada em [19], que também obtém uma lei dos cossenos para volumes de dimensdo n—1 (que

tem como caso particular o teorema de Pitagoras para tais volumes).

A descricdo da inclinacao relativa entre subespacos é extremamente importante em muitas
areas, como geometria, algebra linear, analise funcional, estatistica, processamento de imagens,
aprendizado de maquina, entre outras. Para subespacos de dimensdes maiores, essa inclinacao
nao pode ser completamente descrita por um Unico angulo, sendo necessaria uma lista de angulos
principais de Jordan [12, 13]. Para subespacos reais de mesma dimensao, eles costumam ser
combinados num angulo volumétrico, que da uma descricao parcial da inclinacdo em termos da
contracao de volumes projetados ortogonalmente entre os subespacos [20]. Para subespacos de

dimensao diferente, costuma-se tomar o angulo entre o menor e sua projecao no maior [21].

Em [17] foi introduzido um angulo assimétrico que incorpora a assimetria existente entre
subespacos de dimensoes diferentes e tem melhores propriedades. Ele esta ligado a varios produtos
(exterior, interno, etc.) das algebras de Grassmann e Clifford [22], que facilitam a definicio, o
calculo e a obtencao de propriedades uteis do angulo. Uma vantagem dessa abordagem é que
ela funciona igualmente bem em espacos reais ou complexos, e as identidades Pitagoricas desse
angulo sao iguais em ambos os casos, unificando os teoremas de Pitagoras generalizados que eram

diferentes.

Os conceitos desenvolvidos nesses trabalhos tém se mostrado bem Uteis. Em [23], o Teo-
rema de Pitadgoras para areas em linhas complexas foi usado para reinterpretar probabilidades na
Mecanica Quantica e provar a Regra de Born. Em [22], foram usados para interpretar geometrica-
mente certas propriedades algébricas do produto de Clifford. E em [24] o angulo assimétrico é
interpretado como uma métrica assimétrica na Grassmanniana Total de subespacos de diferentes

dimensoes.

O presente trabalho esta organizado em quatro capitulos. O Capitulo 1 abrange os conceitos
basicos que incluem notacoes, definicdes e resultados essenciais para a demonstracao dos prin-
cipais resultados obtidos nos capitulos seguintes. Mais precisamente, apresentamos uma breve
revisdo sobre Geometria do R” e C”, Angulos Principais Entre Subespacos, Algebra de Grassmann,

com uma perspectiva mais adequada ao estudo de Fatores de Projec3o e do Angulo Assimétrico.

No Capitulo 2, estudamos os fatores de projecao e os relacionamos a algebra de Grassmann.
Teoremas pitagéricos generalizados sdo obtidos no Capitulo 3, e o Capitulo 4 apresenta o Angulo

Assimétrico, bem como a definicao e propriedades mais diretamente relacionadas a ele.



Capitulo 1

Conceitos Basicos.

Neste capitulo, apresentamos algumas nog¢des basicas de geometria do R" e C”, angulos
principais entre subespacos e algebra exterior de Grassmann. Mais detalhes podem ser encontra-

dos nas referencias indicadas.

11 Geometriade R" e C".

Restringiremos ao espaco vetorial X = F” com F =R (ou C) e faremos o uso do produto
interno (ou hermitiano no caso complexo) definido a seguir.
1.1.1  Produtos Interno e Hermitiano.

Definicao 1.1

Uma aplicacao (-, ) : X x X — R que satisfaz as seguintes propriedades:

1. {u,v) ={(v,u); paratodo u,ve X
2. {(u,u)=0; VueX,com{u,u)y=0 < u=0
3. {u+tw,v)y={u,vy+{w,vy;vYu v, weX

4. Au,vy=Mu,v);Yvu veXeleR
define o produto interno no espaco vetorial real X = R".
Usando as propriedades (1), (3) e (4) tem-se,

o (u,v+w)={u,v)+{u,w)paratodou, v, we X;

o (u,Av)=Au,vyparatodou, veXeleR
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O que permite dizer que o produto interno, em um espaco vetorial real, ¢ uma aplicacido bilinear.

Definicdo 1.2

Uma aplicacdo ¢, ) : X x X — C que satisfaz as seguintes propriedades:

1. {u, v) :W; YuveX
2. (u,u)=0; Vue X,com{u,u)=0 << u=0
3. {u+rtw,v)y={u,vy+{w,vy;vu v, weX
4. (Au,v)z%(u,v) iVu, veXeleC
define o produto Hermitiano no espaco vetorial complexo X = C".
Das propriedades (1), (3) e (4) temos,
o (Au+w,v)=Au,v)+{(w,v)paratodo u, v, we X e Le C;

o (u,Av+w)=Au,v)+{u,w) paratodou, v, we XeleC.

Mostrando que (u, v) é sesquilinear. Isto, é linear-conjugado em u e linear em v.

Definicao 1.3

A norma, ou comprimento, em X é uma aplicacao ||| que para cada elemento u© € X associa um
nimero real || ull, dada por

1
lull = (u, u)2.
A norma | - ||, definida acima, possui as seguintes propriedades:

1. ull=z0;com |ul|=0<—=u=0
2. [Aull=|Allull paratodo ue Xe AeF

3. lu+v| <|lull +|lv| paratodo u,ve X

O espaco vetorial X munido de uma norma ||-|| € denominado espaco normado, que denota-
mos por (X, ||-]).

1.1.2 Espaco Real Subjacente de Espacos Complexos, Linhas Reais e Complexas

Para, X = C", o espaco real subjacente é o espaco Xr = R?", onde identificamos (x; +
iy1,...,xp +1iyn) com (x1, y1,..., Xn, Yn), € NO caso real, Xp-x. Por exemplo, v = (1+2i,3+4i) e

iv = (-2 +1,—4+ 3i) em C? correspondem, respectivamente a (1,2,3,4) e (-2,1,—4,3) no R?? =
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R*. Neste contexto, o produto interno real é definido sobre X como (-,-)r = Re(:,-). Dizemos
gue u, v € X sao R-ortogonais se (u, v)r = 0 e C-ortogonais se {u, v) = 0. Observe que v e iv sdo
RR-ortogonais e |v| = |iv|, de modo que no espaco real subjacente a multiplicagdo por i corresponde

a uma rotacao de 7.

Definicao 1.4
Para qualquer vetor v € X, sejaRv = {cv: c € R} e no caso complexo Cv = {cv: c € C}. Um vetor
0 # v € X determina uma linha real Rv e no caso complexo também uma linha complexa Cv (que

é isométrica a um plano real).

O uso de Rv no caso complexo deve ser entendido como uma linha real no espaco vetorial
real subjacente. Dizer que dois vetores u e v sdo C-ortogonais, isto é, (u, v) = 0 significa que as

linhas complexas Cu e Cv sdo planos ortogonais no espaco real subjacente.

De fato, sejam i € span{u,iu} = Cu e v € span{v,iv} = Cv vetores arbitrarios, entao existem
a, b, c, e d nUmeros reais tais que it = au + biu e v = cv + div. Agora, consideremos o produto

interno real:

(i, V)R (au+ biu,cv+div)R

(au,cv)r +{au,div)g + (biu, cv)r + {(biu, div)r

ac{u, V)R + ad{u,iv)g + bc(iu, v)Rr + bd (iu,iv)R

Sabemos que (u, v) = 0 implica que tanto a parte real quanto a parte imaginaria deste produto
sao nulas (ou seja, Re{u, v) = Im{u, v) = 0) e que Re{iu, v) = Im{u, v), Re{u,iv) = —Im{u, v) e
Re{({iu,iv)}. Assim, podemos concluir que (i, v)r = 0. Portanto, como iz e ¥ foram escolhidos de

forma arbitraria, concluimos que Cu e Cv sao planos planos ortogonais no espaco real subjacente.

1.1.3 Projecao Ortogonal

Definicao 1.5
Um operador linear P: X — X é chamado de projecao ortogonal sobre um subespaco W < X se P

satisfaz as seguintes condicoes:

1. P? = P (idempoténcia);
2. (P(v),u) ={v,P(u)) para todos u, v € X (auto-adjunta);

3. P(X)=W.

. e~ . 1e3 . ;
Segue da definicao acima que, se w € W — P(w) = w. Alem disso, v — P(v) é ortogonal ao

subespaco W para todo v € X. Pois,

(v=P), w)=(v,w)—(P(v), w) ={v,w) — v, P(w)) 2 (v, w) — (v, w) =0.
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A projecao ortogonal de V em W, significa que ao projetar de um vetor v € V sobre W equivale a

(w,v)

[z W € uma projecdo ortogonal

minimizar a distancia entre v e o subespaco W. E que P(v) =

sobre span{w} se w # 0. De fato,

(w, v)
P(P(v) :P( w),

lwl?

como P élinear e P(w) = w temos,
w,v w, v w, v
P(( ) )_ ( ) K¢ )

wl|= P(w) =
llwll? | wl|?

lwl?
Logo,P? = P, satisfazendo a condic3o (1). Agora verificaremos que P é auto-adjunta, ou seja,
(P(v),u) ={v,P(u)) paratodo u,veV:

w=Pv).

<w) U> _ (V, LU>

(P(), u) = Tz u) = e (w,uy,
como ?I%ﬁ‘gw:P(u),temos
o wwy o (w,u)
(v, P(u)) = (v, e w) = w2 (v, w).

Logo (P(v), u) = (v, P(u)), portanto P(v) = TILZ»IIIQ w € uma projecao ortogonal sobre span{w}.

Exemplo 1.6

Considere a transformac3o linear do R? dada pela matriz P

1 1
2 3 0
11 1
p=|1 19
000

Essa transformac3o é uma projecio ortogonal do R3 sobre o subespaco W = span{w = (%, %, 0)},
dada por

Pv={(w,v)w.

O resultado de uma projecao é um invariante, ou seja, P(Pv) = Pv. Portanto, uma projecao

P define um subespaco Im(P), que consiste em todos os vetores invariantes por P.

Afirmacao 1.7

Os autovalores de uma projecao sé podem ser os nimeros 0 ou 1.

De fato, Se v € V é um autovetor de uma projecao P com autovalor A, entdo Av = Pv =
PPv=PAv)=2%v=>AA1-1)v=0. Como v #0, devemos ter L =0ou A =1.

11.4 Angulo Entre Vetores Reais ou Complexos

Definicao 1.8
O angulo euclidiano 6,,,, € [0, 7] dos vetores nao nulos v, w € X é o angulo usual entre eles, isto é:
Re{v, w)

cosO = )
P ol - flwl)
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O angulo Hermitiano y,,,, € [0, Z] é definido por

(v, w)|

COS =
Yow = wll

No caso real, y,,,, = min{f, ,,7 —0,,,,}. No caso complexo, o angulo Hermitiano é o angulo

(w,v) — Kwo)l |
lwii? lwil?

Euclidiano entre o vetor v e o plano Cw. De fato, seja u = Pg,, (V) =

[{w,v)[?
lwi?

Re{v, u)
loll- Nl

Kv,w)|?
w2

Kv,w)|
Il =

[{v, w)|

-w, logo |lull

(w,v)
lwl?

(w,v)
P lwli?

lwl =t e (v,u) = (v

- W) = (v, w) = portanto

cosO,cw=cos0,, =

vl -lwl
= COSYyuw-

1.2 Angulos Principais Entre Subespacos

Os angulos principais entre dois subespacos fornecem as melhores caracterizacées disponi-

veis das posicoes relativas dos subespacos.

Sejam V, W c X subespacgos nao nulos, com p=dimV, g =dimW e m = min{p, q}. Uma
decomposicao do valor singular [12, 13] fornece bases principais ortonormais (ej, ey, ..., ep) de
Ve(fi,f...,fy) de W tais que para 1 < i < m os planos principais spanf{e;, f;} (que podem ser
degenerados) sdo ortogonais um ao outro e a qualquer e; ou f; com i > m. Os e;'s e f;’s sdo
vetores principais de V e W e podem ser escolhidos de modo que,

(ei, f}) = o ”é] (1)

o; se i=j
com0<o0,<0,-1<---<03<0;1 <1. Esses 0;'s sdo valores singulares da projecao ortogonal
P:V — W, que é dada nas bases principais por uma matriz diagonal g x p com eles na diagonal.
Os e;’s (respectivamente fj’s) também podem ser obtidos como autovetores ortonormais de P* P
(respectivamente PP*), onde P* é a adjunta de P. Os ¢;’s sdo raizes quadradas dos autovalores

de P*P se p < g oude PP* caso contrario.

Definicao 1.9
Os angulos principais0<60; <6, <---<0,, < g de V em W séo os angulos 0; = 0, 1, entre os

vetores principais e; e f;.
Pela definicdo acima, o; = cos8;. Dessa forma a equacao (1.1) pode ser reescrita como segue:
0 se i#],
(e, fi) = (1.2)

cosf; se i=]j.
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P é dado nas bases principais por uma matriz diagonal g x » formada com os cos@;’s, pois
1

fi-cosO; sel<i<m,
Pe; = (1.3)
0 se i>m.

Uma interpretacdo geométrica é que a esfera unitaria de V se projeta para um elipséide em W.
No caso real, paral <i <m, 0s 0;'s sdo os comprimentos dos seus semi-eixos, 0s e;’s projetam
sobre os semi-eixos e os f;'s apontam ao longo deles. No caso complexo, para 1 < i < m, existem

dois semi-eixos de comprimento o ;, correspondentes as projecoes de e; e ie;.

Figura 1 - Circunferéncia unitaria em V se projeta em uma elipse em W.

A lista destes angulos é dificil de trabalhar (ou pode ser inconveniente de lidar), em geral

usa-se algum valor que reflita uma propriedade importante:

¢ angulo minimo de Dixmier que é o menor angulo principal;
e angulo de Friedrichs que é o primeiro nao - nulo; e
e gap que é o seno do maior angulo se p = g.

Exemplo 1.10

No espaco complexo C°.

Seja V =span{v;, 1o} = span{ﬁ (-1,1,1,iv3,-v2), ﬁ (i,i,1,v3,-iv2) }
e

W = span {wi, wp, ws} = span{(1,0,0,0,0), 2(0,1,1,0,0), 25(0,-1,1,0,0)|.

Como as bases sao ortonormais, nelas a matriz da projecdo P: V — W é

|._..

(wy,v1) (wi, v2) -

P=|(wy,v1) (wo,vo)|=

S M=
<k
Do

[« XN T &I

(w3, v1) (ws, v2)



1.2. Angulos Principais Entre Subespacos 9

e sua adjunta P* é a transposta conjugada:

Assim, temos:

3_y L 2
8 8 :(é_ ) —i=03§—A:il
i 3_ 8 64 8 8
8 8
1 1
A==ou-
2 4

Os valores singulares de P sdo o = VA, logo ¢ = @ ou % Portanto, os angulos principais de
VeWsdaofO=cos'o=%oui.

Vamos achar os autovetores de P* P:

% ) ( ) )_( : )

—}3 b 0
— (1 _n. 1

Escolhemos (a, b) = (1, —1) 7 logo

elzav1+bv2:%(—1 L,1iv3,-v2) ;55— = (11,1, V3,-1v2) ;=
=100,2,2,0,-2v2)=(0,3,3,0,%Z]

a| 0
b| |o
Escolhemos (a, b) = ( ,i)%, logo

e, =avy, +bv, = \/_( 1,1,1,iv3, \/_)
e>=1(~2,0,0,2iv3,0) = (-1,0,0,i%, )

e Paral=1: (_

|- OOl

«I

1
e Paral=i: ( 8

o=

1
8
1
8
1

5+ 05 (111, v3,-1v2) 715

2

N

Assim, a base principal de V é {ey, e,, e3}. Para achar a de W, podemos comecar projetando esses
vetoresem W:

. .
—— 0
2v2 2v2 L 5 11
Pe; = i i v2olo| 2 :0w1+£W2+OLU3: 0,-,-,0,0
2 2 -1 2 2 2'2
0 0 V2 0
_ Pe _ V2 V2 _
Logo fi ||Pe1|| (0,7,7,0,0)—%.
I S _1
2vV2  2V2 % 2 1
_ 1 i 2 — —__
0 0 V2 0
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logo, f> = ||£22|| =(-1,0,0,0,0) = —w,. Para obter o f3, precisamos achar algum aw; + bw, + cws
qgue seja unitaria e ortogonal a f{ = w, e a fo = —w,. Basta tomar f3 = w3 = (0, ‘é_ ‘{,0 0).
Note que (e1,ey) € (fl,fz,fg) sao bases principais de V e W respectivamente, e 0, , =60, = Z e

elefZ = 92 = %

1.3 Algebra de Grassmann

A algebra exterior de Grassmann [16, 25, 26] de um espaco vetorial X = " onde IF = R ou

C é uma algebra graduada

@/\IF" EB/\]F” ]F@IF"@/\]F” -ea/n\IF",

peZ

onde N°F" =T, A" = e AP F" = {0} para todo p ¢ [0, n]. Ela é munida do produto exterior

p+q

A /\Xx/\X—»/\X

gue possui as seguintes propriedades para A,B,Ce A"

1. ANAB+C)=A(AAB)+ANC, com Ael;
2. AAB=(-1)P9(BAA),se Ac N\P"e Be N1IF"

3. ANBAC)=(AAB)AC.

(1) é a bilinearidade do produto exterior A, (3) garante a associatividade e a (2) é a alternati-
vidade que significa que trocar a ordem dos fatores no produto exterior introduz um fator de sinal
(=1)P4. Particularmente, se p = g = 1, isto implica que: v A w = —w A v, para todos os vetores
v, w € R"™. Como consequéncia direta, v A v = 0. No entanto, é importante notar que somas de
elementos com diferentes graus, como 1 + v, sdao elementos de A X que nao possuem um grau
definido, porque n3o pertencem a nenhum subespaco tnico A¥ X < A X. Elementos que n3o tém
um grau definido podem ainda ser multiplicados dentro de A X, mas eles nem comutam nem

anti-comutam, por exemplo:

I+v)An(Q+w)=1+v+w+vAuw,

T+wAnQ+v)=14v+w-vAw.

Entdo, A X é uma algebra ndo comutativa (mas associativa). Os elementos de A X sao
chamados de multivetores, e os elementos de A\” X sao p-vetores e sao combinacdes lineares de
blades ou multivetores simples: uma blade de grau p ou p-vetor simples, € uma expressao da forma
A=V AV2 A+ AUy, COM V1, Vs,..., Uy € X. Tem-se que A # 0 se, e somente se vy, Va,...,Up € X

s3o linearmente independentes. Nesse caso A representa o paralelepipedo orientado (no caso
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real) gerado pelos vetores vy, vy,..., vpeX (conforme a figura 2), sendo o caso complexo abordado

posteriormente. Além disso A representa o subespaco p-dimensional

[A] =span{vy, vo,..., Up}.

UNDVNW
[l = (0} . “ 1Y
12 1

Figura 2 - No espaco real tridimensional, um 0-blade é um escalar A € R, 1-blade é um vetor u, um
2-blade é um paralelogramo representado por uA v, e um 3-blade uA v A w representado
por um paralelepipedo. Suas normas sao respectivamente ||, o comprimento de u, a
areade uAnveovolumede unvaAw

Dois blades A e B em AP X geram o mesmo subespaco se, e somente se, existe um escalar
0# A€ lFtalque A= AB. Se A >0 dizemos que blades A e B tém a mesma orientacdoese 1 <0

entao elas tém orientacao oposta.

Definicao 1.11

O produto interno de p-vetores simples é dado por

(v,wry -+ (v, wp)

(VIAVL A== ANVp, w1 AW A+ A wp) =det((v;, w))) =

(Vp,w1) -+ (Up, Wp)

Devemos mostrar que o produto interno de p-vetores simples esta bem definido, ou seja, que
o resultado do produto interno ndo depende da escolha dos vetores que representam os p-vetores.
Isto é provar que det((v,-, w,-)) é independente dos vetores usados para formar vy Av2 A=A vy €

Wi AWy NWp.

Considere V e W subespacos p-dimensionais gerados por {vy,..., vy} € {wy,..., wp}, respecti-
vamente. Suponha que {u,..., up} seja outrabase para V tal que v1 Ava A+ AVp = U AU A+ ALy,
entdo u; = ZleAjiVi onde A € uma matriz p x p. O produto interno entre u; A---Auy e

wi A--+ A wp € dado por

(U1 A+ Nup, wy A+ Awp) =det((u;, wj)) =det(A- ((vi, wj))) = det (A) - det ((v;, w;)).
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Como vi AV A AUp=uUr AUz A+ Ay #0, entdo det(A) = 1, logo,

(Ur A+ AN up, wy A+ A wp) = det({u;, wy)) = det ((vi, w;))

_ ’ _
S(VIAV2 A= AUp, WL A W2 N A Wp)

Portanto, o produto interno esta bem definido.

Dados os niumeros inteiros p e g com p < g, considere o seguinte conjunto
I =iy, ip) ENP 1< iy <ip<---<ip<q}

Para qualquer multi-indice I = (iy,---,i) € J,j escrevemos |I| = iy +ix+---+1ip, €€ p < (¢,
I=q,...iy,...,1p,...,q) € F,_,, onde cada i indica que o indice foi removido. Além disso, seja
S = {0} e para I € ., definimos |I|=0e f:{l,---,q)eﬂcf.

Definicao 1.12
Dada uma base = (w,...,wp,) de Wc X e 1< p < g, os p-subespacos coordenadas de § sao

q
(p) subespacos
Wi =span{w;,---, w;,},

para I = (i1, -,ip) € J,ﬁ’, que sao representados pelas p-blades coordenadas de g,

p
wI:w,-I/\---/\wipe/\WI. (1.4)

Parale Joq temos o 0-subespaco coordenado W; = {0} e w;=1€ A\ W;.

Quando g é ortonormal, {wr} e g9 € base ortonormal de AP W.
P

Se f={e1,e2,...,ep} € uma base do subespaco V < X, entdo uma base de AFV c A\F X é
dada por

leq Nep, N Nej 1< <ip<---<ip=<pl

Além disso, se a base de V é ortonormal, entio a base de A¥ V é ortonormal. A dimensio de AV

é dada por dimA*V = (7) = Consequentemente,

p!
Ki(p—k)!"

n p n
dim A" = 3 dim AF" = 3 (Z) =2,
p:

p=0

1.3.1 Interpretacao geometrica

Gramiano.

Definicao 1.13

Dados vy, v3,...,Vp € X:



1.3. Algebra de Grassmann 13

1. amatrizde Gram € G=G(v1, v2,..., vp) = ((vi, vp)) . 3

2. o determinante de Gram ou Gramiano é |G| = detG;
3. o paralelepipedo p-dimensional em X é dado por [vl, U2,..., vp] = {Zle Ly 0=t <1}

4. V=V (v1,0s...,vp) € 0 p-volume de [vy, vy, ..., )], definido indutivamente por ¥ (v1) =
lvill e ¥ (v, va,...,vp) =¥ (v1, v2,..., Up-1) - lupll, onde u,, é a componente de v, que é

RR-ortogonal a vy, ..., vp-1.

O paralelepipedo definido no item 3 é ortogonal se os v;'s sdo mutuamente R-ortogonais,
nesse caso ¥ (v1, vg,..., Vi) = |lvill -...- llvell. Se P é uma projecao ortogonal em um subespaco
W c X entao

P([v1,v2,..., vk]) = [P(v1), P(v2),..., P(vp)]. (1.5)
Além disso, dado A=vi Ava A--- A v, € APV tem-se que,
P(A)=P(riAvaA---Avp)=PW1) AP(v2) A--- AP (v)) (1.6)

Note que [vl, U,..., v,,] e ¥ sao definidos no espaco real subjacente. Como ||u|| € a altura de
[v1,v2,...,vp] em relagdo a sua base [v1, Vs, ..., Up-1], entdo ¥ é o p-volume usual. O resultado
seguinte apresenta o significado geométrico de |G| no caso real, e veremos que tal resultado falha

no caso complexo.

Teorema 1.14
|G| =72, onde |G| é o Gramiano de vetores vy, ..., vy, € R", e 7 é o p-volume do paralelepipedo

gerado por vy,..., Vp.

Demonstracdo. A demonstracdo sera feita por inducdo: |G(vy)| = (v1, v1) = 1l =7 (v1)>.

Suponha que o resultado vale para p -1, isto &, |G(vy,..., vp-1)| =¥ (vy,..., vp_l)z. Agora
queremos mostrar que vale para p. Como u, = v, —Av1 == Ap_1vp_1 paraidy,..., 1, 1 €R,

com (up, v;) =0 para todoi=1,2,...,p—1, temos

(vp,v1) o (U1, Vp-1) (v1, vp)
IG(v1,...,vp) | = )

(Vp-1,v1) - Up-1,Vp-1) (Up-1,VUp)

(Vp,v1) = Up,Up-1)  (Up,Up)

Substituindo v, na ultima coluna pela sua decomposicdo vy, = up +Ajv1+--+ A, 10y, €
utilizando as propriedades do determinante e o fato (uy,v;) = 0 para todo i = 1,2,...,p -1,

as entradas da ultima coluna (com excecdo da ultima entrada) se tornam nulas:

(vr,v1) - (U, Vp-1) 0
IG(v1,...,0p) | =

(Vp-1,01) -+ (Up-1,Up-1) 0

(Vp, 01y -+ Up,Vp-1) (Up,Up)
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Substituindo vy, por u, +Ap_1vp-1 + -+ A1 v1 na dltima linha temos, da mesma forma

(vp,v1y - (VL Up-1) 0
G (1.0 vp) | =
(Vp-1,v1) -+ (Up-1,Vp-1) 0
0 M O (up, I/tp>
(vr,v1) o (U1, Up-1)
= '(up;up>-
(Up-1, 1) -+ (Up-1,Vp-1)

Usando a hipo6tese de inducao obtemos

2
IG(vy,..., vp) = 1G(V1, ..., vp-D)] - llupll
2 2
=V (v1,..., Vp-1) llupll

:V(vl,...,vp)z. O]

O determinante de Gram (ou Gramiano) acima é diferente de zero quando os vi.s forem
linearmente independentes, ja que o volume p-dimensional de um paralelepipedo degenerado

deve ser nulo.

Esse resultado falha no caso complexo, ja que ele requer (v;,u,) = 0 para i < p, mas a

definicdo de volume apenas fornece (v;, up)r = 0.

Exemplo 1.15

No espaco complexo (2, os vetores wi = (i,1) e wy = (1,-i) ndo sdo C-ortogonais, pois (wy, w») =
((,1),(1,-1)) =i-1+1- (=i =—2i #0, mas sdo R-ortogonal, formando no plano real adjacente um
guadrado de area 7 = 2. Seu Gramiano é

2 2i
-2i

(wy, wy) (Wi, wo)

|G(wy, w2)| = = =0#£7°

(Wwo, wy) (W, wo)

A interpretacdo de um Gramiano de vetores complexos é similar ao caso real, porém o
volume nao é elevado ao quadrado, e a dimensao real do paralelepipedo é o dobro do niimero de

vetores.

Teorema 1.16
|G| =7, onde |G| é o Gramiano de vy, ..., v, € C", e 7 é o 2p-volume do paralelepipedo gerado

por vy,..., Up,ivy,...,10p.

Demonstracdo. Decompondo G = G(vy,...,vp) = A+iB para matrizes reais px p A= (aij) eB=
(bl'j), temos (v;, Uj) = a,-]-+ib,-]-, entao ajj= (vi, Vj)R = (ivi,ivj)]R e bl’j = ({v;, vj)]R = —(vi,ivj)]R.

No espaco real subjacente, a matriz de Gram de vy,...,vp,ivy,...,ivp €

A -B
B A

@G =
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I~

Seja T = -1 o onde 1 é a matriz de identidade Entdo 77! = 21 b
= — . y X . = —0=" .
V2 i1 1 prp —il 1

Vamos calcular T4 T~ 1:

A -B

B A

vt L 1 il
V2 il 1

Al )
V2\-it 1)

Primeiro, vamos calcular a multiplicacdo T¥:

ngi(ﬂ iﬂ) A =B _ 1 (A+iB —B+iA)
v2\it 1)\B A) V2\iA+B -iB+A
Multiplicando esse resultado por T7!:
rgr-l _ L [A+iB —B+iA _L(ﬂ —iﬂ)
V2\iA-B iB+A | v2\-i1 1
A+iB —-B+iAl[ 1T —il
" 2(ia+B —iB+4)|-i1 11)
1((A+iB)1+ (=B +iA)(—il) (A+iB)(=il) + (-B+iA)1
" 2\(A+B)1+ (=iB+ A)(=il) (A+B)(=il) + (=iB+ A1
1(2(A+iB) 0 G 0
2 o 2wu+iB) |o @)
e assim,
IGI? = det(g %) =det(TYT ') =det(T)-det(¥4) -det(T™!) = |94 =72 O
Exemplo 1.17

No espaco C, os vetores unitarios v; = 1 e v, =i nao sdo C-ortogonais, pois (v, v2) = —i # 0, mas

sao R-ortogonais, formando no plano real subjacente um quadrado de area 7 = 1. Seu Gramiano

i
éIGul=| =027
—1

Neste caso temos que [vy, 13,iv,iv2] = [1,i,i,—1] € um paralelepipedo degenerado com

4-volume 7 =0=|G (v1, ) |. O quadrado desse exemplo é [v1,iv1], com ¥V =1 =|G(vy)].

Exemplo 1.18
Retomando o Exemplo 1.15, agora aplicando o teorema 1.16, temos w; = (i,1) e w» = (1,-1) em C.

Assim, iw; = (—1,1) eiw, = (i, 1). Logo,

0 1 -10
o 1 0 0 1
V (w1, wo,iwy,iws) = =0=1G(wy, w2)|.
1 0 0 1
0 -1 1 0
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Alem disso, wy =iwo, logo 7 (wq, wo) =7 (wo,iw,) = |G(w,)| = 2, como esperado.

Determinante Complexa

Seja M uma matriz n x n com colunas vy,...,v, € X € M asua transposta conjugada. Entao
G=G(vy,...,vy) = M'M e portanto |G| = |det M|2.

Teorema 1.19

|detM| =7 (vy, vs,..., V) NO caso real;

|det M| = /¥ (v1,...,Up,iv1,...,iv,) NO caso complexo.

Demonstracdo. Segue dos Teoremas 1.14 e 1.16. O
Exemplo 1.20
1 —i
Seja M = ( ) entdo det M = 3i. Os vetores coluna v; = (1,1) e v, = (—i,2i) em C2 tém
1 2i

normas |v1| = V2, |val = V5 e (v, 12) = i, entdo (v}, v2)r = 0 e eles formam um retangulo de area
V10 # | M|. Mas no espaco subjacente R* os vetores v; = (1,0, 1,0), v» = (0,—1,0,2),iv; = (0,1,0,1)
eiv, =(1,0,-2,0) formam um paralelepipedo de 4-volume

1 0 0 1
o 0 -1 1 0 9
V (1, v2,i01,i0) = =9=|detM|".
1 0 0 -
0 1 0
Exemplo 1.21
. i 1+i - . . . 2
Seja M = ,entdo detM = —1 —2i. Os vetorescoluna vy =G, 1) e v, =(1+i,-1) € C
]_ —_

tém normas |1 = V2 e |vo] = V3, e (v1, 1) = —i. Considerando o produto interno no espaco real

subjacente, temos (vy, 12)r =0, e v, e v, formam um retangulo de area v/6 # | det M.

No espaco subjacente R*, os vetores sdo v; = (0,1,1,0), v» = (1,1,-1,0), iv; = (-1,0,0,1) e

ivs = (-1,1,0,—1), formando um paralelepipedo com volume

o 1 -1 -1

o 1 1 0 1 )

YV (v1,00,iv1,iv9) = =5=|det M|
1 -1 0 O
0 0 1 -1

Blade Complexa

Dados vy,...,vp € X, B=v1 A--- A vy, tem a norma ||Bl = V(B,B) = \/det((v;,v})) =
VIG(v1,...,vp)l. No caso real, o Teorema 1.14 fornece || B|| = 7/(1)1,..., v,,). No caso complexo, o

Teorema 1.19 em vez disso fornece ||B||? =7 (vy, ..., Up,iV1,..., 1 Up).
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Exemplo 1.22

. _(1 1 _(_1+i 2 e 2 4 _(a 1
Sejam v = (_\/i’_\/z) e w—( _\/E’O) em C<. Identificando o C- como R*, temos, v = (—ﬁ,o, —\/2,0),
T 1 0L — (1L __L oy — | L L i
iv= 0,\/5,0,\/5, ,w—( 7 \/E,O,O)ezw—(ﬁ, \/5,0,0).UsandO/\paraoproduto exterior

da algebra exterior no R* e A para o de C?, temos

1
2

—

1+i
2

lvAwl| =

=— e |vAw|=

[

[—

1
1-i
2

Isso mostra que v A w e vAw representam coisas diferentes: enquanto v A w representa

um paralelogramo de area @, vAw representa um paralelepipedo de dimensao 4 cujo volume é

. NA% . .
igual a (7) omesmo que VAIVAWATW

D=

11
I 0 -5 3
0 -1 _1
. —— 2 T2 _
lvAivAwAiwl| = =—
~1 _1 71 9 2
2 "2
1 1
z 2 01
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Capitulo 2

Fator de Projecao

Este capitulo apresenta os fatores de projecao, férmulas para calcular fatores de projecao e
identidades.

2.1 Fator de Projecao

Nos proximos resultados usaremos dimp para denotar a dimensao de V sobre R, isto, é
a dimensao do espaco real subjacente. Logo p = dimV no caso real e p = 2-dimV no caso

complexo.

Definicao 2.1

Dados subespacos V,W c X, seja P: V — W a projecao ortogonal de V.em W e p=dimp V. O

fator de projecao de V em W é dado por

[P(S)|p
NP

Tvw =

onde S € qualquer subconjunto de V com |S|, Z0 e | -], € a medida de Lebesgue de dimenséo p.
Observacdo 2.2 e |P(S)|, esta definida pois dimpg P(V) < p;

e Como P é linear, my,y ndo depende de S. Mais precisamente, ny, i = 0 se dimg P(V) < p,
e se dimp P(V) = p entao V e P(V) podem ser identificados isometricamente como R”.
A independéncia de S segue da linearidade e se deve a uma propriedade de medida de

Lebesgue.

2.2 Fator de Projecao de Linha

Definicao 2.3
Uma particdo em X é uma colecao {4, -+, Vi} de subespacos mutuamente ortogonais tais que
X=Vi®--oV.
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Se Py, € projecao ortogonal em V;, entdo para qualquer v € X,

k
Ivli> =Y 1Py, ()% (2.1)

i=1
Proposicao 2.4
Para todo v € X e um subespaco vetorial real ou complexo W c X, seja P a projecao ortogonal

em W. Entao
1P =Vl - wry,w-
No caso complexo, sendo W um subespaco complexo, também temos:

2 2
P =lvI*-wco,w.

Demonstracao. e Caso real: Na Defini¢ao 2.1 o fator de projecao ng,,w € dado por
P
TRy,W = ———.
vl

A partir dessa expressao, obtemos a identidade:

IPvll =l 7re,w.

e Caso complexo: O fator de projecao é definido sobre a linha complexa Cv. Portanto, devemos
considerar simultaneamente a projecao de v e iv , sendo iv ortogonal a v. O quadrado

formado por v e iv, denotado [v,iv] < Cv, é projetado no quadrado [Pv,iPv]c W.

Assim, o fator de projecao no caso complexo é dado por:

IPv|?

Tc W= T 5.
y lv)?

Dessa forma, obtemos a igualdade:
2 2
IPv|=1lvI® wco,w. [

Proposicao 2.5

Para quaisquer v, w € X, temos:

e nocasoreal (v, w)| = lvll- lwl - TryRw;
® N0 Caso complexo

- |[ReSv, w)| = lv-lwl - Tryprw;
- Ky, w)l=Ilvl-llwl - Try,cw;

- Ky, w))? = [vlI? - lwl? - ey cuw-
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Demonstracao. e Caso real: considere a projecdo de v em Rw, P(v) = <|LL‘;'|'§> w, usando a
Proposicao 2.4 temos,
IPvl=I1vl TRyRw
logo,
Ky, w) = lvilwl - TRy,Rw-
e Caso complexo
- Temos que a projecao em Rw no espaco real subjacente P(v) = W w. Novamente
usando a Proposicao 2.4 para W = Rw
IPvi=1vl 7TRyRw-
Portanto,
|Re{v, w)| = vlllwl - TRy, Rw-
- De novo, projecao em Cw, P(v) = %w usando a proposicao 2.4 para W = Cw
temos,
IPvl=Ilvl-TRy,Cw-
Portanto:
Kv,w) =llvlilwll - TRy,cw-
- usando a Proposicao 2.4 para W = Cw.
1PVl = 1v1? - Tevcw-
Entao:
(v, w)? = 1wIPlw)? - wev,cw O

O fator de projecao entre linhas depende claramente do angulo entre elas. Mas no caso
complexo alguns cuidados sdo necessarios, pois existem diferentes conceitos de angulos entre

vetores complexos.

Corolario 2.6

Para quaisquer vetores ndo nulos v, w € X,

TRy,Rw = | COSOV, W. (2.2)
Além disso, no caso complexo
ﬂRUva = COSYU,W’ (23)
2
Tcy,cw = COS Yy, w- (2-4)

Demonstracgo. Segue da Definicdo 1.8 e da Proposicao 2.5. O
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2.3 Fatores de projecao principais

Definicao 2.7
Dados subespacos V,W c X, (ey,...,ep) € (fi,..., fy) bases principais de V' e W (respectivamente),
com p=dimV, g=dimW e m = min{p, g} . Para todo 1 < i < m, o fator de projecao principal

n; de V.em W é o fator de projecao para as linhas de e; e f;, isto é

TRe; Rf; DO caso real
;= v (2.5)
Tice;cf; O caso complexo

Das equacoes (2.2) e (2.4) obtemos, paral <i < m,

|coscos,,, ;| no caso real,
;= (2.6)
cos? Yei f; no caso complexo.

Como 0 < ey, f;) (no caso real assim como no caso complexo) temos que O, 1, = Ye, f, = 0;

€ o angulo principal, de modo queparal<i<m

cosf; nocasoreal,
;= (2.7)
cos?6; no caso complexo.

A equacao (2.7) mostra que os fatores principais de projecao estao diretamente ligados aos angulos

principais de Jordan [12, 27, 20].

2.4 Foérmulas para calcular o fator de projecao

Proposicao 2.8

Dados subespacos V, W < X nao nulos,

my-72...-Tp S€ p=4(,
Ty,w =
0 se p>q,

onde os 7;'s sao os seus fatores de projecao principais, comdimV = p e dimW = g.

Demonstracdo. Se p > g, entao |P(S)|, =0, onde S € um subconjunto Lebesgue mensuravel de

V e P é a projecao ortogonal de V. em W. Caso contrario, temos:

e caso real.
SejaA=e A...Aepcom |[Al =lletA...Aepll = lerll-...-llepll =1 onde (ey,...,ep) é a base

principal de V em relacdo a W. Temos que a projecao ortogonal é dada na base principal
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por uma matriz diagonal g x p formada com cosHi.s. Dai, usando a Definicdo 2.1 e a equacao

(1.6), temos

IP(einesn...Aep)ll

Ty,w = =||P(e1) AP(e2) A... A Plep)ll.

letAexn...Nepll

Pelas equacoes (1.3) e (2.7), obtemos,

wy,w = IP(e1) AP(e2) A...AP(ep)ll =cosBy-...-cosOp- [l fiAfo...Afpll=m1-. - 1.

e Caso complexo.
Seja A=e; Aie; A...Aep Aie, um blade em V formado pelos elementos da base principal (
e os seus produtos por i), onde A é o produto exterior na algebra exterior do espaco real
subjacente. Entao, [le; Aiey A... Aep Adeyll = 1. Usando as definicdes e as equacdes citadas

acima, mas agora para o caso complexo, temos:

ny,w = [|P(e1) AiP(e1) A...AP(ep) NiP(ep)ll2p = cos? 6, -...-coszep =1y O

Assim, no caso real, o fator pelo qual os volumes p-dimensionais em V encolhem, quando
projetados em W é produto dos fatores pelos quais os comprimentos nas linhas principais Re;
se contraem. No caso complexo, o fator pelo qual os volumes 2 p-dimensionais em V encolhem,
guando projetados em W, é produto dos fatores pelos quais as retas Re; e R (ie;) nas linhas

principais Ce; se contraem.

Agora fornecemos férmulas praticas para calcular 7y, 1 em termos das bases ortogonais. A

Proposicao 4.4 estende o seguinte resultado para outras bases.

Proposicao 2.9
Sejam V,W c X subespacos ndo nulos e P uma matriz que representa a projecdo ortogonal

P:V — W em bases ortonormais de V e W, entao

det(PTP) no caso real;

Tv,w = _
det(PTP)  no caso complexo.

Se as dimensdes de V e W sao iguais, entao

|det(P)] no caso real,
Ty,w =
|det(P)|*> no caso complexo.

Demonstracdo. Suponha que p > g, entdo ny i = 0 pela Proposicdo 2.8. Paraocasop< g é
suficiente demonstrarmos o resultado para bases principais de V e W. J4 vimos que a projecao

ortogonal nas bases principais é dada pela matriz diagonal com os coseg.s na diagonal. Considere



24 Capitulo 2. Fator de Projecdo

a representacao matricial de projecao ortogonal a seguir,

cosf; 0 0
0 cosf -+ 0 cosy O - 0 -~ 0
: : : . 0 cosf, --- 0 e 0
P= , logo P' =
0 0 cosf,
: 0 0 - cosl, -+ 0
0 0 0
Dai
cos? 6, 0 0
i} 0 cos’6, 0
pT.p=| o ] (2.8)
0 0 coszep
e Casoreal.

Calculando o determinante da matriz PT - P, e usando a Proposicdo 2.8 temos:
det(P”-P) =cos®6; -...-cos* 0, = (wyw)?,

portanto,
Tyw = det(PTP).

e Caso Complexo.

det(P"-P)=cos®0, -...-cos’ 0, =y,
Para p = ¢, temos que, det(P) = det(PT), portanto:

e Caso real.

7y, = \/det(PTP) =\ /det(PT)-det(P) = v/idet(P)F = | det(P)I

e Caso complexo.
my,w = det(PT P) = [det(P)]? = |det(P)|2. O

Proposicao 2.10
Dados subespacos V, W < X tais que, dim V = dim W = p, entao para quaisquer blades nao nulos
Ae NPV eBeAPW tem-se,

I{AB)|

— TATTBI no caso real, (2.9)
’ KA, B)? '
no caso complexo.
TAIZ-1BIZ P

DemonstracGo. Demonstraremos o caso real e o caso complexo é analogo. Sejam A=e; A---Aep

eB=fin-Afp (qualquer outros (A| e B sdo multiplos desses) onde e;’se f;’scomi=1,2,...,p
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sao vetores principais de V e W respectivamente. Temos || A|| = || B|| = 1, dai, usando equacao (1.2)

e equacao 2.7, obtemos,

(e, f1) (e, f2) -+ Ler, fp)
(e2, 1) (ez, f2) -+ ez, fp)

(A,B) = ) ) . ) =cosf;-cosly-...-cos, =14 p. O]

<ep;f1> (ep»f2> <ep,fp>

2.5 ldentidades

Teorema 2.11
Para qualquer linha L c X e qualquer particdo ortogonal X =V &--- & V},

ko2 _
® Xj_ 7y, =1 nocaso real,

. Z?ZNTL.V]- =1 no complexo.

Demonstracao. e Caso real: Na Proposicao 2.4 temos que ||ij.(v) I=lvl “TLV; daf

B (IIij(v) I )2

2

VA L=

LV; vl
k k || Py 2
Y, =y I V](UZ)H |
s i vl

i—1
Pela equacio (2.1) temos que || v||?> = fozl I Py, (v)||?, portanto

ko, vl
ZﬂL,Vj_ |ZZ” V]( )” T ”2

j=1

e Caso complexo:
Na Proposicao 2.4 para o caso complexo temos que ||PV]. W% =lvl?- L, dai

1Py, ()17

TLv; =
! lvl?

Tomando o somatério em ambos os lados temos:

k k ||Py; ()17
TLv; = T —
2L Z T
lvll?
|2ZnP v,()* = o2 = O

Teorema 2.12
Se V c X é um subespaco de X e dim V = p, entao

o Z[ﬂ%/yvl =1 no caso real;
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e Y 7y, =1 no caso complexo,

onde as somas sao realizadas sobre todos os subespacos coordenados p-dimensionais V; de uma

base ortogonal de X.

Demonstracdo. Seja{vi,vs,..., v,} umabase ortogonal de X. Para cada multi-indice I = (iy, ..., iy),

onde 1<1i; <---<iy4 < n, definimos Vi =span{v;,...,vi,} € By=vi A= AV, e N1V;.

Podemos admitir sem perda de generalidade que a base de X é ortonormal de modo que
{B;} é base ortonormal de \” X. Seja A€ APV com ||A| = 1. Entdo, ¥ ; I{A, Bp)|?> = 1, logo pela

Proposicao 2.10 temos que

> _ |<A,BI>|)2_ 2 _
S =2 (arim) =5 4B =1

I I

O caso complexo é analogo. O
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Capitulo 3

Teoremas de Pitagoras Generalizados

Os teoremas apresentados no Capitulo 2, conduzem aos teoremas generalizados de Pitagoras,
estabelecendo uma relacao entre o quadrado da medida unidimensional |- |; de um conjunto
real e os quadrados das medidas de suas projecdes ortogonais nos subespacos de uma particao

ortogonal, e a versao complexa que envolve medidas bidimensionais |- |, ndo quadradas.

3.1 Paralinhas
Teorema 3.1
(Teorema de Pitagoras Generalizado para Linhas)

Seja L ¢ X um subespaco unidimensional e X = V; @---& V. uma particao ortogonal. Dado qualquer

conjunto mensuravel de Lebesgue S < L, seja S; sua projecdo ortogonal em V;. Entao:

o |SI7 = X5, 1Sl7 no caso real,

NP Z?zl 1Sl no caso complexo.

Demonstracao. e Caso real
L Pv; Ol |s;1 - kK 2
Na Definicdo 2.1temosque 7 v, = —=— = ~&— enaProposicdo 2.11temosque Y.%_. 5 ., =
Vi STy STy j=1Ly;
1, portanto
k k IS .|2
= 2 = =1
j=1 j=11h
Logo,
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. 1Pv;(S)l2 |51, .
e No caso complexo, na Definicao 2.1 temos que TS,V = 5 = e, €N Proposicao 2.11 no

caso complexo temos que Z?zl msy; =1, dai

k k |S'|2
1 = Z T[S,Vj = Z ;;
j=1 j=1 |S|2
e portanto,
k
Y 1Sjl2 = 1Sla. O
j=1

A figura3 mostra o caso real, onde o quadrado do comprimento de S é a soma dos quadrados

dos comprimentos de suas projecées ortogonais Sy, S, e S; nos eixos coordenados.

Z

Figura 3 - Teorema de Pitagoras para linhas: §* = S5 + % + S2.

A figura 4 ilustra o Teorema para o caso complexo: uma area A em uma linha complexa Cv

€ a soma das areas de suas projecoes ortogonais nas linhas complexas Cv; e Cv, de uma base

ortogonal de C2.
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Figura 4 - Teorema de Pitagoras para linhas complexas: A= A; + A,

3.2 Para subespacos

Teorema 3.2
(Teorema de Pitagoras Generalizada para Subespacos) Seja V < X subespaco de dimensdo dim V =

p. Para todo subconjunto S c V Lebesgue mensuravel tem-se

o |SI5=Y,1S1l5 caso real;

° ISlgp = >1181l2p no caso complexo.

onde as somas sao feitas sobre as projecoes ortogonais S; de S em todos os subespacos coordena-

dos de dimensao p de uma base ortogonal de X.
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Figura 5 - Teorema de Pitagoras para subespacos: A = A7 + A3 + A3.

[Py, S|l
Y21 _ 181 ysando o Teorema 2.12 obtemos:

Demonstracdo. Temos que my,y, = TSI IS0

e No caso real,

, 111,12
]‘:ZHV,V] = Z( ISl )
1 p

I

2
¥ 1Sl
T 1S5
portanto
|SI%, = ;wn;.

e No caso complexo. Usando o Teorema 2.12 temos;

N
1

Ji |S|2p

portanto,
Y 1S1l2p = 1Sl2p O
T
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Teorema 3.3
(Teorema de Pitagoras Generalizado para Subespacos de dimensées diferentes)

Sejam V < X um subespaco de dimensao p, S € V um conjunto mensuravel de Lebesgue, e
p<q<n=dimX. Entao:

—py-1
NEE (ot - 71813 no caso real,

o [Sl2p= (Z:Z)_l - 71812 no caso complexo.

onde os S;’s sao projecoes ortogonais de S nos subespacos coordenados de dimensao g de uma

base ortogonal de X, e |- | € a medida de Lebesgue de dimensao k.

Z

X

Figura 6 - Teorema de Pitagoras para subespacos de dimensées diferentes: S = § (Siy + 85, + Siz)

Demonstracgo. Seja (uq, ua, ..., u,) uma base ortonormal de X.

Cada subespaco coordenado V; de dimensao p é determinado pela escolha de p desses
vetores, com indices dados por I € Jl’}.
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E cada subespacgo coordenado V; de dimensao g é dada por um J € J;.
No caso real, o Teorema 3.2 nos da ISI% =Y 1) |51|§,-

Fixado um multi-indice / € ), ha n—p u;'s com i ¢ I, e escolhendo g — p deles podemos
acrescenta-los a I para formar um J € /. Ha (Z Z) (Z Z) maneiras de fazer isso, que € portanto
o numero de subespacos coordenados de dimensao g nos quais V7 esta contido. Logo:

Y Y st ( ) Y IS ( p)|8|§. (3.)
Jegy Ie sy, Iegy —-q
Ic]

Por outro lado, se S; é a projecao ortogonal de S em Vj, com J € I}, sua projecao em Vycom I c J,

entdo a projecao ortogonal de Sy em V; € S;. Assim, o Teorema 3.2 também nos da:

IS515="3_ ISil5. (3.2)
Ie.7),
Ic]

Combinando (3.1) e (3.2) , temos:

n=pj, .z
|S/| ISl L]
> ( p) p

]eﬂ”
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Capitulo 4

Angulos Assimétricos

4.1 Definicoes e propriedades

Definicao 4.1
Dados subespacos V, W c X o angulo assimétrico [17] de V para W é dado por

_1 I1PwB]
®V,W: (0] 1
Bl

€0, 2]
"2
onde B é uma blade ndo-nula tal que [B] = V e Py é a projecdo ortogonal em W.

No caso real cos®y  mede o quanto um volume p-dimensional em V (com p = dim V)
contrai se projetado ortogonalmente em W. E no caso complexo cosz(av_w faz o mesmo com

volumes 2p-dimensionais.
O angulo é assimétrico pois em geral,
Ov,w # Ow,y

guando as dimensoes sao diferentes. Este tipo de angulo é incomum, mas tem propriedades

importantes, algumas sdo mencionadas a seguir.

Proposicao 4.2
Sejam V, W < X subespacos determinados por blades A e B respectivamente, Py, € projecao
ortogonal em W e os angulos principais sdo 01,0,,...,0min(p,q, onde p =dimV e g = dimW.

Entao:

p
. .cosf; sep=<g,
1. cosOy = iy ! p=4
0 se p>qg;

2. @vYWIO(:)VCW;
3. Oy =L = VnWh#{o}

4. [{A,B)|=llAlllBlicos®v,w se p = q;
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5. Se p=gentdao Oy = Oy v;
6. G‘)V,W = G)WJ-,VJ-;

cos®yy  no caso real,
7. Tyw =

cos?@y  no caso complexo.

Demonstracdo. Considere (ey, ey, ...,ep) € (fi, f2,..., f) bases principais dos subespacos Ve W

de X, respectivamente. Como sdo ortonormais, [[e; Aex A---Aepll = fiA fan--A fyll = 1.

(1) Seja B=ej AexA---Aep. Pela definicdo 4.1 temos que Oy, = cos™! (%).

Se p > g temos que, || Pw B| =0, logo, Oy,w = cos™1(0), portanto, cosOy, = 0.

Se p < g entdo,

PwB = Pwl(erhexN---Nep)
= Pw(er)) NPw(e2) A--- A Pwl(ep)
= (cosO;- fi) A(cosOz- fo) A--- A(cosOp- fp)

= cosfy-cosby-...-cosOy,- finfon--- A fp.

Logo,
|cosO;-cosBOy...-cosO,-fiAfon---A [l
Ovw = cos! 1 2 pinf2 fp
letAexn---Nepll
= cos ' (cosB; -cosBy-...-cosl),),
portanto
cosOy,y = cosf;-cosb,-...-cosb,
p
= []cos#;.
i=1
(2). De (1) tiramos que Oy, =0 <= 1=co0s0;-c0s03-...-cosl, <01 =0, =---=0, =0
VW

(3). Por (1), temos, no caso p < q,

T
5 = cos ! (cosB; -cosB;...-cosB))
b4
cos (E) = cosb;-cosh;...-cosb),
0 = cosB;-cosh;...-cosb).

A ultima igualdade implica que algum dos cos6;'s € igual a zero. Como 6, € o maior angulo,
temos 6, = % o que implica que V n W+ # {0}, e vice-versa. Se p > ¢, sempre temos
VAW # {0}, e Oy, = Z por (1).
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(4). Comp=gq,dados Ae A\PVeBe \PWtemos A=AejAexA---Nep,€ B=86fiAfon---Afy,
para A, € IF. Logo || All = |Al e | B|| = |6], e

(A, B) (AethexN---Nep,6fiNfon--- A fg)
= Ab(erNesh-Nep, ik fa NN fg)

= Addet((e;, i)

= A8-cosb;-cosb;-...-cosl),
= A8cosOy .

Portanto
I{A,B)l = |A]-|6]-cosOy,w

IAll- 1Bl - cos ©vy,w.

(5). Dados Ae APV e Be AP W, tomos

|{A,B)| )
LAl -1IBIl

_1( |(B,A)|

=Ow,y.
1B - | Al )

Oy, =cos (
(6) Temos que dimV < dim W se, e somente se, dim W+ < dim V. E os angulos principais

ndo-nulos de V e W sdo iguais aos de V+ e W+ [20]. Logo o resultado segue do item (1).

(7). Segue da Definicdo 4.1, da Definicdo 2.1 e da interpretacdo da norma de blade. [l

Nesta proposicao, temos: (2) mostra que ®y, 1, mede quanto falta para que V esteja contido
em W, (3) mostra que o angulo assimétrico ser igual a % nao significa que todo o subespaco
V seja ortogonal a W, mas basta que uma direcao seja. Isto ajuda a entender a assimetria do
angulo, por exemplo, uma reta V pode estar mais ou menos perto de estar contida em um plano
Wel=0Oywy =< Z _mas W nunca estara perto de estar contido em V, e sempre tera alguma
direcdo direcdo ortogonal a V, logo Oy, = 7. (5) e (6) mostram que entre subespacos da mesma
dimensao nao ha tal assimetria. As demais propriedades permitem calcular o angulo, assim como

os seguintes resultados.

Proposicao 4.3
Se P é uma matriz da projecao ortogonal de V.em W (P: V — W) em bases ortonormais de V e

W, entao
cos? Oy, = det (PTP).
Se dimV =dim W, entao

cosOyy = |det(P)].

Demonstracdo. Da Proposicao 2.9 e da Proposicdo 4.2 item (7), temos
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e Caso real:

cosOy,w = my,w = /det(PTP),

cos”* @y =det (P P).

portanto,

SedimV =dim W, temos,

cosOyw =7, w = |det(P)|

e Caso complexo é analogo. O

Proposicao 4.4
Dadas bases (vy, v2,...,vp) de V e (wy, wy,..., wy) de W, sejam Apxp, = (v;, Vj), Bgxg = (w;, w;)

e Cyxp = (w;, vj). Entao
det(CTB~1C)

2
cos“ 0O =
v detA
Se p = g entao
) |detC|?
cos“ 0O =,
YW= det A-det B
Demonstracdo. Pode ser encontrada em [11] O

4.2 ldentidades

A identidade pitagorica sin”6 + cos? 6 = 1 pode ser interpretada como cos? 6 + cos?6, = 1
onde 0, e 0, representam os angulos que uma reta faz com os eixos x e y. Essa relagado nos conduz

a generalizacoes relevantes para subespacos reais e complexos.

Teorema 4.5
(Identidade Pitagérica Generalizada para Linhas)
Dada uma particao ortogonal X = Wj @ --- ® W}, e um subespaco unidimensional L c X, entao

k
Y cos*@rw, = 1.
i=1

Demonstracdo. Utilizando a item (7) da proposicdo (4.2) e o teorema (2.11) obtemos:

e Caso real:
K K

2 2
Zcos OLw, = ZnL,Wi =1,
i=1 i=1

e Caso complexo:

K ) K
ZCOS ®L,Wi:Z”L,Wi:1'
i=1 i=1
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Teorema 4.6
(Teorema de Pitagoras Esférico Generalizado)

Dados subespacos U, W c X e V < W, seja Py a projecao ortogonal em W. Entao

COS@U,V = COS G)U,PW(U) COS G)PW(U),V-

Demonstragdo. Se Un W+ # {0} entdo Oy, = Ow,v = % e os dois lados ddo 0. Un W+ = {0}
entdo dimV = dim W. Considere representacdo matricial das projecoes ortogonais P; : U —

V, Py,:PywU—V ePs;:U— PyU em bases ortonormais de X.

Note que P; = P,P3 e P3 é uma matriz quadrada, dai temos:
det(P] P;) = |det(P3)|*-det (P, P,).
Aplicando o resultado da Proposicao 2.9 e item 7 da proposicdo (4.2) segue o resultado. O

Teorema 4.7
(Identidade Pitagorica Generalizada para Subespacos)
Seja V c X um subespaco de dimensao p, e sejam Wl.’s todos os subespacgos coordenados de

dimensao 0 < g < n=dim X de uma base ortogonal de X. Entao:

1. Se p< g entdo ¥;cos’ Oy, = (Z:Z).

2. Se p> g entio ¥;cos’ Oy, y = (Z).

Demonstracdo. (1) Utilizando o Teorema 3.3 e o item (7) da Proposicdo 4.2 obtemos

- Caso real:

- 1Si?
(n p)=Z Py iy =Y cost Oy,

2

- Caso complexo:

_ Sil?
(n p)zzl llp:Z”V.Wi:ZCOSZQV’Wi'

n-q i |S|§; i ;
(2) - Casoreal: Pelo item (6) da Proposicio 4.2 temos,

2 2
Y cosyy. v = Zcosvl’w;,
i ; i

Usando o item (1) e considerando as dimensdes de dim Wl.L =n—-qedim Vi=n- p,

obtemos

ZCOS%VivV = Z‘COS%/l,W,J- — (n— (n— P)) — (p)

7 n—n-gq q

- O caso complexo é analogo. [l






39

Consideracoes Finais

Ao longo do desenvolvimento do trabalho, podemos assegurar que os resultados propostos,
relacionados a generalizacdo do Teorema de Pitagoras, das identidades pitagéricas e de suas
relacbes com angulos assimétricos, foram alcancados. Dessa forma, cumprimos os objetivos esta-
belecidos, como a utilizacao dos fatores de projecdo de volumes e a interpretacao do determinante
para formular demonstracoes mais simples do que as encontradas na literatura, visando a simplifi-
cacao e clareza dos resultados. Demonstramos que, apesar das diferencas entre os espacos reais
e complexos, as identidades pitagéricas se mantém em ambos. No entanto, as medidas (areas,
volumes etc.) associadas ao espaco complexo nio se relacionam com suas projecdes ortogonais
por expressoes quadraticas.
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