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Resumo

Este trabalho trata da existéncia global de solucdo e do comportamento assintético para trés modelos
de ponte suspensa: totalmente amortecido com atrito, parcialmente amortecido com atrito e
totalmente amortecido com viscoelasticidade do tipo Kelvin-Voigt. Para ambos os modelos, é aplicada
a teoria dos semigrupos para provar a existéncia global da solucado e na anélise do comportamento
assintotico. No primeiro modelo citado acima, obtemos analiticidade para o semigrupo associado,
propriedade que implica o decaimento exponencial da solucao. Para o segundo obtemos decaimento
exponencial, caso valida a condicdo — = ﬁ e caso contrario é valido o decaimento polinomial. Por

P11 P2
fim, para o ultimo modelo, obtemos o decaimento exponencial.

Palavras-chave: Ponte Suspensa. vigas de Timoshenko-Ehrenfest. Existéncia de solucdo. Comporta-

mento Assintético. Semigrupos.






Abstract

This work deals with the global existence of a solution and the asymptotic behavior for three
suspension bridge models: fully damped with friction, partially damped with friction and fully
damped with Kelvin-Voigt type viscoelasticity. For both models, semigroup theory is applied to
prove the global existence of the solution and to analyze the asymptotic behavior. In the first model
mentioned above, we obtain analyticity for the associated semigroup, a property that implies the
exponential decay of the solution. For the second we obtain exponential decay, if the condition
— = — isvalid and otherwise the polynomial decay is valid. Finally, for the last model, we obtain

P1 P2
exponential decay.

Keywords: Suspension Bridge. Timoshenko-Ehrenfest Beams. Existence of solution. Asymptotic

behavior. Semigroups.
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Introducao

A necessidade de superar obstaculos é onipresente na histéria da humanidade e imagina-se
que as primeiras pontes surgiram por acao da prépria natureza com a queda de arvores, o que
permitia a travessia entre dois pontos isolados fisicamente para seres humanos (e outros animais)
em busca de alimentos antes de sua transicdo de nomades para vivéncia em locais fixos. Com o tempo
estas foram aprimoradas com os recursos que o ser humano dispunha nas mais diversas épocas
como cipds, pedras, cordas, bambu, cabos de aco, concreto... De forma mais objetiva, uma ponte,
conforme a ABNT, [4], € uma “estrutura sujeita a acdo de carga em movimento, com posicionamento
variavel, aqui chamada de carga mével, utilizada para transpor um obstaculo natural (rio, corrego,

vale etc.)”.

Inicialmente, era comum que essas estruturas possuissem formato de arco, como a ponte
Ponte Arkadiko, que liga as cidades de Tirinte e Epidauro, no Peloponeso, na Grécia, a qual foi
construida entre 1300 e 1190 a.C (periodo micénico) e ainda hoje encontra-se em uso. Os romanos
se especializaram na construcdo de pontes em arco, com destaque para as pontes Milvia (na qual é
costume que casais prendam cadeados no poste de iluminacdo central, ver [12]) e Santo Angelo (que
é ornamentada com esculturas de anjos), ambas em Roma e sobre o rio Tibre. Somente no século 18,
comecaram as estruturas em ferro fundido, sendo a primeira delas a ponte em Coalbrookdale, a Iron
Bridge, uma ponte em arco que cruza o rio Severn em Shropshire na Inglaterra e que foi inaugurada

em 1781.

Em particular, pontes suspensas destacam-se pela capacidade de seu comprimento, a ponte
Ponte Canakkale 1915 na Turquia, por exemplo, possui vao principal com 2023m, superando em
32m a ponte Ponte Akashi-Kaikyo (também conhecida como Ponte de Kobe), localizada no Japao,
cujo vao principal mede 1991m. Ainda, alguns desastres despertaram e impulsionaram pesquisas
sobre mecanismos de estabilizacdo para tornar as estruturas resistentes a ventos, movimentos de
marés, passagens de pessoas e até terremotos. A ponte em Broughton foi uma das primeiras pontes
suspensas da Europa, tendo sido construida em 1826, entretanto, em 14 de Abril de 1831 a ponte
desabou quando uma companhia do Corpo de Fuzileiros do Exército Britanico marchou através da
ponte em passos sincronizados, o que implicou um fenémeno de ressonancia mecanica. A ponte

Tacoma Narrows, localizada nos Estados Unidos, ver figura 1, desabou em 07 Novembro de 1940, ver



2 SUMARIO

Figura 1 - Ponte Tacoma em sua inauguracao.

Fonte: [37].

figura 2, tendo sido inaugurada em Julho do mesmo ano, apos ser atingida por ventos com velocidade
de cerca de 70km/h. Entretanto, a queda da ponte Tacoma Narrows nao ocorreu devido a ressonancia
mecanica, mas a um efeito aeroelastico chamado flutter (quando uma superficie de sustentacao

apresenta caracteristica oscilatoria auto-excitada a partir de uma determinada velocidade [2]).

Em 2000, a Millennium Bridge, uma ponte suspensa de aco para uso pedonal que liga Bankside
a cidade de Londres (ao custo de mais de 20 milhdes de libras a época e inaugurada pela rainha
Elizabeth 1), sofreu uma vibracao lateral inesperada e excessiva devido a uma resposta estrutural
ressonante, fazendo com que fechasse alguns dias apés sua abertura e os reparos levaram mais
de um ano para serem concluidos. Problemas como estes sao resolvidos através da introducao de
mecanismos estabilizadores na estrutura. Foi o que aconteceu com a Ponte Rio-Niteréi, no Brasil,
construida em 1968. A ponte balancava com frequéncia chegando a atingir cerca de 60cm para cima
ou para baixo, causando desconforto a quem viajava na ponte. Em 2004 foram instalados atenuadores
dindmicos sincronizados, e esta aplicacao evitou desconforto e danos ou falha estrutural total. O
colapso nas estruturas mecanicas pode ser considerado um efeito de ressonancia, como ocorreu
fortemente na ponte Broughton. A ressonancia mecanica ocorre quando a energia é transferida

de um objeto para outro com a mesma frequéncia natural ou ressonante. Vibracoes fortes podem
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Figura 2 - Ponte Tacoma apds ruptura de sua estrutura.

LA

Fonte: [37].

causar muitos danos as estruturas e podem desmoronar materiais.

A caracteristica critica do presente trabalho é a introducdo de amortecimentos no sistema
para evitar ressonancia e produzir estabilizacdo exponencial para a estrutura. Neste trabalho analisa-
remos o amortecimento externo tipo atrito e o amortecimento interno tipo Kelvin-Voigt. Em 1943,
Timoshenko publicou dois artigos sobre ponte suspensas, [34] e [35], e recentemente temos alguns
trabalhos onde o modelo da ponte pénsil esta sob a acdo de diversos mecanismos estabilizadores: O
amortecimento por atrito combinado com o amortecimento termoelastico dado pela configuracao
de Fourier foi considerado em [5] para o sistema da ponte pénsil, onde o cabo é suposto ser isolado
termicamente, e é foi provado que a solucio decai exponencialmente até zero. O trabalho [5] foi
recentemente generalizado para amortecimento por atrito com coeficiente variavel no tempo e
termos de atraso variaveis no tempo, ver [24]. A dissipacdo térmica é importante para o amorte-
cimento porque a temperatura é transmitida entre os materiais e o ambiente de maneira natural.
Por exemplo, explosdes de pavimentos de concreto podem ser causadas por forcas de compressao
axial induzidas no pavimento pelo aumento da temperatura e umidade, ver [17]. Outro mecanismo

de estabilizacdo é o amortecimento viscoelastico. Em [25], a estabilidade exponencial foi compro-
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vada considerando um sistema de feixe térmico de Timoshenko com suspensérios combinando
o amortecimento Kelvin-Voigt e a dissipacao de calor dada pela lei de Cattaneo. Alguns outros
mecanismos de amortecimento usados em pontes suspensas sdo rolamentos de efeito de friccao,
juntas de expansao, parafusos de friccao, histerese em cabos de aco e amortecimento aerodinamico
e de fundacao. Pontes suspensas de longo vao foram construidas em grande nimero nas Ultimas
décadas, por exemplo, a Ponte Humen e a ponte Xihoumen na China. Deslocamento longitudinal
excessivo leva a degradacao e danos por fadiga aos componentes de conexdo. Em [19], um esquema
de amortecimento paralelo de amortecedores de fluido viscoso e de friccao foi proposto para re-
solver o problema de deslocamento longitudinal cumulativo excessivo e alcancar um desempenho
de controle eficaz em relacdo a resposta sismica. Em [21], foi proposta uma nova estratégia usando
estabilizadores amortecidos para controlar as rotacoes do tabuleiro da ponte nos pontos de juncao

entre a viga e uma torre ou pilar da ponte.

O modelo Timoshenko-Ehrenfest

Sob orientacdo de Jakob-Bernoulli, Daniel Bernoulli e Euler chegaram a um modelo de vigas, o
qual é conhecido como teoria classica de vigas, ainda é muito utilizado atualmente por aproximar
razoavelmente muitos problemas em engenharia. Tendo em vista que o comprimento é muito
maior que as outras dimensdes da viga, este modelo caracteriza-se por considerar que as se¢oes
transversais ao eixo longitudinal permanecem planas, indeformadas e ortogonais a dita linha neutra.
Desse modo, este modelo leva em conta os deslocamentos transversais e o angulo de rotacao que

cada secao transversal sofre durante a acdo de uma forca.

A viga de comprimento L, ver Figura 3, de mdodulo de elasticidade E, momento de inércia I,
area de secao transversal A, onde p é a densidade do material e ¢ = (¢, x) é o deslocamento é
modelada pela equacao,

El(pxxxx"‘pA(ptt:O- (1)

Para mais detalhes sobre a deducdo desta equacao, o leitor pode consultar [36], capitulo 1.

Rayleigh em 1877 refinou essa equacao ao introduzir movimentos de rotacdo dos elementos da
viga em conjunto com os movimentos de deslocamento vertical. Notando que o angulo de rotacao
é igual a declividade da curva de reflexao, ¢, temos que a acelera¢ao correspondente é dada por
@xtt- 1sso implica que o momento de inércia do elemento em torno do eixo que passa pelo centro

de massa é igual a pI@y:dx. Agora, devido ao principio de D’Alembert, chegamos a equacao
—V+Myx—plpx: =0, (2)

onde V é aforca de cisalhamento. Agora, levando em consideracao o equilibrio dindmico para forcas

na direcdo da vibracao transversal, temos

Vi=Myx = Qxxtt = —PAQ. (3)
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Figura 3 - Viga sob acao.

b m e oo R -

w

o
-

Fonte: O autor.

Chegamos a

Elpxxxx + PAQtt —pI1@Pxxte = 0. (4)

Esta equacao é conhecida como Bresse-Rayleigh, pois descobriu-se que Bresse havia chegado

aos mesmos resultados cerca de 18 anos antes de Rayleigh, veja [9].
Em 1921, Timoshenko apresentou em [33] o seguinte modelo de vigas, com duas equacoes

hiperbolicas

pl(Ptt_k((Px+W)x:0y (5)
P2Vt — bWxx + k((px + W) =0. (6)

Ele obteve esse sistema de equacoes ao refinar a equacao de Bresse-Rayleigh adicionando
o efeito de deformacao por cisalhamento ao considerar a declividade da curva de deflexdo como

dependente de dois termos
Px =Y+ ﬁ’ (7)
onde v é a rotacao da secao transversal com a deformacao por cisalhamento negligenciada e 8 é o

angulo associado com a deformacao por cisalhamento no eixo neutro na mesma secao transversal.
Contudo, decorre da mecanica dos sélidos que
M = Ely,. (8)
V = -xBAG = —k(p,—v)AG, (9)
onde « € o coeficiente de cisalhamento e G € o modulo de cisalhamento.

Nessas condicoes, Timoshenko substituiu a equacao 2 por

~V+M,-ply,; =0, (10)
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e substituindo as equacoes 8 e 9 em 10, obtém-se

ElW,x +x(px—w)AG—ply: =0. (11)

Pelas equacodes 3 e 9, obtemos que

K(@xx — W) AG— pAuy =0. (12)

Combinando as duas equagoes para eliminar ¥, obtemos a equacao de Bresse-Timoshenko

EIQ rns+pA 1(1+ E) L0 (13)
Pxxxx T PAPt — P <G Pxxtt kG(Ptttt— .

Tomando k=« AG,p; =pAe p2=pl, as equacdes 12 e 11 tornam-se 5 e 6, respectivamente.

Ha ainda uma curiosidade historica sobre este modelo: a participacdo de Paul Ehrenfest, ver
Figura 4 , em seu desenvolvimento, ver [10]. Nascido na Austria em 1880, Paul Ehrenfest graduou-se
em Fisica e casou-se com a Matematica Tatyana Alexeyevna Afanasyeva em 1904, a qual contribuiu
ativamente nas obras de Paul. Ainda, Ehrenfest participou por duas vezes da prestigiada Conferéncia
de Solvay, foi amigo de Albert Einstein e vizinho de Timoshenko, com o qual também desenvolveu
amizade e costumavam conversar sobre teoria da relatividade e mecanica quantica. Atualmente,
sabemos que Ehrenfest contribuiu para o desenvolvimento do modelo de vigas, nao ficando claro
porque Timoshenko ocultou inicialmente a participacdo de Paul em sua pesquisa e o quanto este
Gltimo contribuiu. Busca-se entdo um pouco mais de clareza sobre os participantes no desenvolvi-
mento do modelo e a correta distribuicao dos créditos aos seus desenvolvedores. Esta tem sido uma

preocupacao recente de I. Elishakoff.

Este modelo pioneiro de Timoshenko

P19Ptr — k((Px +U/)x =0,
P2W it —byxx+ k(px+v) =0,

sempre decai exponencialmente com dois mecanismos de estabilizacdo, (ver Raposo et al. [31]),
porém, em posse de apenas um mecanismo, (ver Soufyane [32]), para o decaimento exponencial é

necessario e suficiente que

L (14)

Do ponto de vista fisico, tal relacao entre os coeficientes do sistema implica que as velocidades
das ondas ¢, das vibragdes transversais, e ¥, que representa o angulo de rotacao das se¢des trans-
versais da viga, sejam iguais. Como a velocidade de ondas é infinita, esta condicdo é conhecida como
Paradoxo da Velocidade igual de ondas. Essa condicao nao fisica foi descoberta posteriormente ao

longo dos diversos trabalhos baseados neste modelo, mais detalhes podem ser encontrados em [23].
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Figura 4 - Paul Ehrenfest (a esquerda) e Stephen Timoshenko em S3o Petesburgo.

Fonte: [11]

Em 2010, Isaac Elishakoff propés em [9] um modelo a partir da teoria de Timoshenko, o qual
difere por possuir apenas um espectro de frequéncia, isto €, uma Unica equacao de ondas, eliminando

o Paradoxo da Velocidade igual de ondas. A saber,

P19t — k(@x+¥)x=0 em (0,L) x (0,00), (15)
—P2@Prex —bWix + k(@ +y) =0 em (0,L) x (0,00), (16)

O modelo tornou-se conhecido como Modelo de Vigas de Timoshenko-Ehrenfest truncado.

Este modelo ndo sera tratado neste trabalho.

O modelo de Ponte Suspensa

Conforme [8], este tipo de modelo foi proposto inicialmente em [18], entretanto, notamos que
o modelo estabelecido neste trabalho utiliza uma viga do tipo Euler-Bernoulli, veja também o capitulo
2 de [1] para mais detalhes. Utilizaremos argumento semelhante tendo em vista que uma ponte
suspensa é uma estrutura mecanica que transporta carga através de um cabo principal modelado
por uma corda elastica u = u(x, t), o qual é acoplado ao deque através de cabos de suspensao, onde
x denota a distancia ao longo da linha central da viga até sua posicao de equilibrio e ¢ é o tempo. Os

cabos suspensos serao considerados molas elasticas lineares com rigidez padrao A > 0. A constante
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a >0 é o mbdulo de elasticidade da corda (segurando o cabo principal ao deque) e, sabendo que

uma corda elastica é modelada pela equacio de onda c?u,, = u;;, chegamos a

U — AUy =0 (17)

Assumiremos que o cabo principal sustenta o préprio peso, o peso dos cabos de suspensao e a
viga sem produzir flexao e toda deformacao do cabo e da viga devido a cargas vivas sao pequenas.
Quando uma carga viva p é adicionada, certamente uma quantidade p, de p é carregada pelos

cabos de suspensao enquanto a parte restante p — p; é transportado pela rigidez de flexao da viga.

Figura 5 - Deslocamentos do Cabo Principal e do Deque da Ponte

Cabo Principal

Torre Torre

Fonte: O autor.

Assim, o cabo principal é deslocado para baixo, ver Figura 5, 0 que nos guia a

Ut — AUy — Al —u) =0 (18)
Por outro lado, a viga é puxada para cima, de modo que a equacao 5 torna-se:

P19t —k(@x+W)x+A(@—u) =0 (19)

Lembrando que ¢ = ¢(x, t) € o deslocamento da secao transversal no ponto x € (0,L). e

¥ =y(x,t) é o angulo de rotacao da secao transversal. Obtemos entao o sistema

Ut — AUy — Al —u) =0,
P1P — k(@x+Y)x+ Al —u) =0,
P2V — b'Wxx + k((Px +y)=0.

cuja energia, veja a Secao 2.1, é definida por
1 L
E(1) = Efo [l + lue|® + bly o ? + p1lel* + palw il + Al — ul® + klp, +y1*1dx

e satisfaz a condicao

d E(t)=0
dt -
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o que implica que o sistema é conservativo. Acontece que nos problemas da vida real, precisamos
de sistemas que dissipem a energia, tornando o modelo estavel. Os mecanismos estabilizadores
mais utilizados sao o atrito, que é proporcional a velocidade, e o amortecimento viscoelastico do

tipo Kelvin-Voigt.

Estrutura do trabalho

Este trabalho encontra-se organizado em quatro capitulos:

Capitulo 1

De carater introdutoério, buscamos aqui apresentar a teoria necessaria para o desenvolvimento
dos capitulos seguintes. Na medida do possivel, encontrar-se-a demonstracoes dos teoremas e
proposicoes, entretanto, a demonstracao de alguns resultados fogem ao escopo deste trabalho,
para estes ha a indicacdo de referéncias. Ainda, o leitor habituado com a notacao e a teoria aqui

apresentada pode dispensar sua leitura.

Capitulo 2

Neste capitulo aplicamos o método de semigrupos para obtermos solucao e unicidade para o
problema da ponte suspensa munida de amortecimento por atrito através do Teorema de Lummer-
Phillips. Mais ainda, obtemos analiticidade para o semigrupo associado, implicando em decaimento
exponencial. Este trabalho foi publicado em 13 de Outubro de 2023, veja [30].

Capitulo 3

Neste capitulo aplicamos o método de semigrupos para obtermos solucao e unicidade para o
problema ponte suspensa munida de amortecimento por atrito parcial. Utilizamos o Teorema de
Lummer-Phillips. Ainda, obtemos o decaimento exponencial para o problema proposto em posse da
relacio — = — e decaimento polinomial quando nao valida tal relacdo. Este trabalho foi publicado

p1 P2
em 29 de Julho de 2024, veja [14].

Capitulo 4

Neste capitulo aplicamos novamente o método de semigrupos para obtermos solucao e
unicidade para o problema da ponte suspensa munida de amortecimento viscoelastico do tipo Kelvin-

Voigt, também como consequéncia do Teorema de Lummer-Phillips. O decaimento exponencial por
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sua vez é obtido em posse do Teorema de Gearhart. Este trabalho foi publicado em 09 de Agosto de
2024, veja [7].



1

Capitulo 1

Definicoes e Teoremas Preliminares

1.1 Espacos de Sobolev e Desigualdades importantes

Ao trabalharmos com varias variaveis o calculo classico torna-se incapaz de apresentar uma
teoria geral para lidarmos com equacodes diferenciais parciais. As equacdes abaixo, por exemplo,

possuem solucdes diferentes.

0u =0 (1.1)
oxdy )
0’u

=0. 1.2
0yox (1.2)

De fato, temos que u(x, y) = |x| satisfaz a primeira equacao, contudo g—z nao esta definida
quando x = 0. Segundo Hounie [15], existem duas formas de fazer com que as equacdes acima
tenham as mesmas solucoes: restringir o espaco de solucoes, de maneira a ser valido o Teorema de
Schwarz (ver [20], pagina 150) ou trabalhar com funcdes “generalizadas”, de modo que a derivacao
seja sempre possivel. Desse modo, Z—Z torna-se um objeto independente de y e u(x, y) = | x| satisfara
a segunda equacao, mesmo que nao seja diferencidvel no sentido classico. A segunda abordagem
apresenta a vantagem de maximizar os possiveis candidatos a solucdo de uma equacao, entretanto,

deve-se tomar cuidado para preservar o maximo possivel as propriedades dos espacos de funcoes.

Para fixar as ideias, vejamos agora outro exemplo, considere o funcional

1 1
F(u) :f f (1+uf +uj)dxdy, (1.3)
0 Jo
onde u e C([0,1] x [0,1]) e u deve assumir valores prefixados no bordo 4C de (0,1) x (0, 1).

Suponha agora que u € minimo de 1.3 e seja v duas vezes diferencidvel em C e nula numa

vizinhanca da fronteira de C. Entdo a funcao

¢(t)=F(u+tv),teR, (1.4)
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tem um minimo em ¢ = 0 e consequentemente temos ¢'(¢) = 0. Com efeito, note que u + rv tem os
mesmos valores que u em AC e nossa hipotese é que F(u) < F(w),w € C'(C) tal que w = u em 4C.

Derivando sob o sinal de integracao, obtemos
qub'(t):2ff(uxvx+uyvy)dxdy. (1.5)
C

Supondo que u é duas vezes continuamente diferenciavel em C e integrando por partes, a

primeira parcela com relacao a x e a segunda em relacao a y, teremos

Osz(uxx+uyy)vdxdy. (1.6)
C

Desse modo, a densidade das funcées C*° com suporte compacto (ver teorema 1.2.1 de [15]), nos
permite concluir que

Au=uyyx+uy,=0emC. (1.7)

Logo, uma condicio necessaria para que u € C3(C) seja uma minimo de 1.3 é que Au = 0. Contudo,

a equacio 1.3 esta definida para funcdes u € C!(C), tornando a condicio u € C2(C) artificial.

Por outro lado, se u for apenas C', podemos integrar a equacio 1.5 de outro modo e chegarmos

ffCuAvdxdy:O. (1.8)

Caso u € C?, as equacdes sdo equivalentes, mas a Ultima esta definida apenas para u integravel,
mesmo que nao seja diferencidvel em qualquer ponto. Caso u satisfaca a equacao 1.8 para toda v
duas vezes diferenciavel com suporte compacto em C, dizemos que u € uma “solucao fraca ” da

equacao Au = 0, o que nos sugere como estender a nocao de derivacao a funcoes nao diferenciaveis.

1.1.1  Espaco das Distribuicoes

Seja a = (a1,as, ..., ay) € N, x = (x1, X2, ... X;,) € R". Definimos |a| = a1 +az+ ... + a, e

denotamos
alal

D% =
- aq as an
0x;'0x,°...0xy,

Exemplo: Seja (x,y) € R%e u=u(x, ¥) uma funcao real. Vamos exibir o conjunto {D%u : |a| < 2}.

Temos
u olu olu
DOy = — =y, pIOy = =u,, DOVy = = Uy,
0x99y"° axlayd ax%9yt Y
2 2 2
DUy = ou = Uy, D02y = 0 u =u,, D%y = ou = Uyy.
oxlaoy! Y ax%9y2 7 0x20y"°
Isto é

{D%u: |al <2} = {1, uy, Uy, Uxy, Uyy, Uy}
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Seja Q um aberto em R". Vamos denotar por Ci°(Q2) o conjunto das funcées
u:Q—-~R
que possuem suporte compacto em Q e derivadas parciais continuas de todas as ordens. E bem

conhecido que C§°(Q2) é denso em LP(Q) para 1< p <oo.

Definicdo: Dizemos que uma sequéncia de funcées ¢, € C5°(Q2) é convergente para zero quando:
(a) O suporte de todas as ¢,, estdo contidos em um Unico compacto K.
(b) Para cada a € N" a sequéncia D%¢,, converge uniformemente para zero em K.

C5°(€©) munido com esta nogao de convergéncia € denominado de espaco das funcdes teste e

denotado por

2(Q).
Definicao de Distribuicao : Denominamos de distribuicdo em 2(Q) todo funcional linear
T:2(Q)—-R
gue é continuo na convergéncia definida por (a) e (b).

O conjunto de todas as distribuicoes sobre 2(Q2) € um espaco vetorial o qual representamos por

2'(Q). Usamos a seguinte notacio

(T, p)

para indicar o valor de T em ¢.

Dizemos que uma sequéncia T, € 2’ (Q) converge para zero quando para toda funcio teste
YeDQY

a sequéncia

<T) (Pn>

converge para zero em R. Neste caso escrevemos

lim 7,=0 em 2'(Q).

n—oo

Dizemos que

lim 7,,=T em 2'(Q) quando lim T,-T=0 em 2'(Q).

n—oo n—oo
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Exemplo 1. Quando u € L}OC(Q) definimos o funcional linear
(Tu,(p>=f ux)ep(x)dx paratoda @e2(Q).
Q

E facil ver que
T, € 2'(Q).

Teorema 1.1 (Lema de Du Bois Raymond)

Sejaue L}OC(Q). Entdo T, =0 se, e somente se, u = 0 quase sempre em Q.

Demonstracdo. Claramente se u =0 quase sempre em entido
f ux)p(x)dx=0 quase sempreem Q
Q

logo
(Ty,)=0 paratoda ¢@e2(Q),

portanto T,, = 0 em 2'(Q)). Vamos agora supor que T, = 0 em 2'(Q2). Considere um subconjunto

aberto limitado A c Q. Temos que 2(A) é denso em L'(A). Como u € L'(A), dado ¢ > 0 existe

vED(A) tal que
f lu—vidx<e.
A

Da hipétese T, = 0 temos
< emax|p|

U vpdx
A

para toda ¢ € 2(A). Consideremos os subconjuntos compactos e disjuntos de A definidos por

:U(v(p—uq))dx
A

Ki={xeA:v(x)=¢€}, K={x€A: v(x)<—¢€}
Da observacao segue que existem distribuicoes @1, @2 € 2(A) tais que

p1=1lemKj, ¢1=0emK,, 0<¢; <1, (1.9)
@>=0em K3, (pgzleng,Osgolsl. (1.10)

Seja ¥ = ¢ — @2, temos
yv=lemK,y=-lemK,, -1=sy =<1

Denotando K = K; U K, temos

fm//dx:f vi//dx+f vy dx
A AIK K

Levando em conta |v| <€ em A/K temos

f vy dx
K

IA

+

f vy dx f vy dx
AlIK K
emed(A/K) +emax|y|

IA

IA

emed(A/K) +¢€
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Da definicao de v temos

flvl,dx:f lvyl,dx <emed(A/K) +e.
K K

fluldx
A

Portanto

flu—v+ vidx
A

< flu—vldx+f|v|dx
A A

< flu—vldx+[ |v|dx+[ lv|dx
A K AIK/

< e+emed(A/K)+e+emed(A/K).

Fazendo € — 0 segue que u = 0 quase sempre em A. Sendo A arbitrario concluimos que u = 0 quase

sempre em (. ]

Deste lema segue que cada funcéo u € L}OC(Q) define uma Gnica distribuicio T, € 2'(Q), e

devido a este fato é comum dizermos
“a distribuicdo u” ao invés de “a distribuicao T,,”.

Observacio: E importante observar que existem distribuicdes que sao definidas por funcdes

que nao sao L}OC(Q). De fato. Seja xo um ponto de Q. Definimos d, o funcional linear em 2(Q) por
(O x,, @) = @(x0), para toda distribuicdo ¢ € 2(Q).

0x, € denominada “Distribuicao de Dirac concentrada no ponto xy."Quando xy = 0 temos (o, ¢) =
@(0).

1

Vejamos entdo que 6, ¢ L, .

(Q). De fato, se existir u€ L;__(Q) tal que
f u(x)p(x) dx = @(xp), para toda distribuicao ¢ € 2(Q),
Q

entao
fQ U1~ 2ol 9 () dox = 11— xoll () xx, = 0.
Entao, pelo Lema de Du Bois Raymond teremos

u(x) = 0 quase sempre em Q,

e entao

@(x0) = f u(x)@p(x)dx =0, para toda distribuicao ¢ € 2(Q),
Q

o que é uma contradicao.

Notacao: A seguir utilizamos o simbolo — para indicar imersao densa e destacamos algumas

imersoes importantes:

2(Q) — L} (Q)—2'(Q), paratodo 1 < p < oco.



16 Capitulo 1. Definic6es e Teoremas Preliminares

1.1.2 Derivada de Distribuicoes
Seja T : 2(Q) — R uma distribuicao. O valor de T em ¢ é dado por
(T, ).
Denotamos a derivada de ordem a de uma distribuicdo T por
DT, |lal<n
e definimos esta derivada por

(DT, p) = (-1)!%(T, D%p), para todo ¢ € 2(Q). (1.11)

v D*T é uma distribuicao,

v Pela definicao (1.11) T possuem derivadas de todas as ordens.

Como consequéncia, as funcoes u € L}OC(Q) possuem derivadas de todas as ordens no sentido das

distribuicoes.

A derivada de umafuncdo u € L}OC(Q) nao é, em geral, uma funcao de L}OC(Q). Seja u afuncao

de Heaviside

1 se x>0
ulx) =
0 se x<0

Obviamente u € L}OC(Q). A derivada de u no sentido das distribuicoes é a funcao delta de Dirac, que

nao é L}OC(Q) como visto anteriormente. De fato, para toda distribuicao ¢ € 2(Q) temos

(—D<u, @

= —f @' dx
0

= ¢(0)
= <60) (p>y

W', )

Logo (u/, ) = (8¢, ®), para toda ¢ € 2(Q) implica que

u' = §, no sentido das distribuicoes.

Vamos entao definir os espacos de Sobolev e apresentar algumas de suas propropriedades

gue utilizaremos neste texto:
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11.3 Espacos de Sobolev

Seja Q um dominio no espaco R”, limitado ou ilimitado e com fronteira suave I'. Para m €
N, 1 < p < oo, definimos W"*P(Q) como o espaco das fun¢des u € L”(Q) cujas derivadas, no sentido
das distribuicoes, de ordem < m também pertencem a LP(Q2). W™P(QQ) é um espaco de Banach
com a norma

luellwmp :( > ||D“u||§,,(m)p.
lal=m

Quando p = 2, usualmente denotamos WP (Q) por H™(Q) e este € um espaco de Hilbert com o
produto interno correspondente. O fecho de C3°, espaco das funcdes suaves com suporte compacto

em Q, em WP (Q) sera denotado por W, """ (Q).

Teorema 1.2 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz)
Para quaisquer x, y € R”, tem-se [(x, )| < ||x|l] y|l. Vale a igualdade se, e somente se, um dos vetores

x,y € um multiplo escalar do outro.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Gagliardo-Niremberg)

Sejam j e m inteiros satisfazendo0< j<mesejaml<g,r<coepeR, # <a<1taisque

1 (1 m) 1
o +a-a)-.
r n q

Entao,

i) Para qualquer W' (R™) (N L9(R") existe uma constante C, dependente apenas de a, j,m,n, q

e r, para a qual é valida a desigualdade

|D7], < CID™ ul?lul} . (1.12)

comaexcecdodequesel <r<ocoem-—j-— % € um inteiro ndo negativo, entao a equacao

112 é valida somente se L <a <1.

ii) Para qualquer W™ (Q)NL9(Q2) onde Q é um dominio limitado com bordo suave, entao

existem duas constante C;, C,, tais que é valida a desigualdade

. ~
IDYp,0 = GIID™ ulfglul, & + Calulgo. (1.13)

com a mesma excecao do item i).

Em particular, para todo u € Wom"(Q)ﬂLq(Q), a constante C, em 1.13 pode ser nula.
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Teorema 1.4 (Primeira Desigualdade de Poincaré)
Seja Q um dominio limitadoem R" e u € H& (©). Entao existe uma constante positiva C dependente
apenas de Q e n tal que

lull 2 < CIVull 2y Yue Hy ().

Teorema 1.5 (Segunda Desigualdade de Poincaré)
Seja Q um dominio limitado de C! em R”. Entdo existe uma constante positiva C dependente apenas

de Q e n tal que para todo u € H'(Q)

lull 2 < C(llvulle(g) +fQudx).

Teorema 1.6 (Lax-Milgram)
Seja B(u, v) uma forma sesquilinear continua e coerciva em um espaco de Hilbert # . Entdo, dado

qualquer g € #', o espaco dual de A, existe um Unico elemento u € # tal que

B(u,v) = L(v),Yve A, com L(v) =g, V) sz
Demonstracdo. Ver [27], capitulo 19, Teorema 19.10. O

Vamos finalizar esta secdo sobre um importante teorema de regularizacao de solucao para

problemas eliticos.

Teorema 1.7 (Agmon-Douglis-Niremberg)
Sejam Q < R” de classe C? e cuja fronteira 0Q seja limitada e f € LP(Q) com 1 < p < co. Se

ue WhP(Q) é solucio do problema elitico

—-Au=femQQ,
(1.14)
u=0emoQ,

entdo u € W?P(Q) e existe C > 0, dependente apenas de Q e p, tal que ullyzprq) < Cll fll2q)-

Demonstracdo. Ver [3]. O]

1.2 Semigrupos

A teoria de Semigrupos se aplica ao estudo da existéncia de solucado e a analise do comporta-

mento assintético de sistemas dissipativos governados por equacoes diferenciais parciais.

Definicao 1.8
Seja X um espaco de Banach com norma || - || x. Uma familia S(#),0 < ¢ < oo, de operadores lineares

limitados em um espaco de Banach X é dito um Cy-semigrupo se,

1. S(0)=1,
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2. S(t1+ 1) =S(t1)S(),VH,t=0,
3. lirgl IS()x—Ix]lx =0,V xe X.
t— +

Observacao 1.9

A condicao 2. é denominada de propriedade do semigrupo.

Observacao 1.10

A condicao 3. diz que paracada x € X, S(¢) : X — X é um operador linear continuo em ¢ € [0,00).

Exemplo de um Cy-semigrupo.

S(1) : L2(R) — L?(R) definido por S(f) f(x) = f(x + ) com f € H'(R) € um Cy-semigrupo.

1.2.1  Gerador infinitesimal

Definicao 1.11

Seja X um espaco de Banach e S(f) um Cp-semigrupo. Dizemos que o operador linear
A:DA)c X - X

é o gerador infinitesimal do semigrupo S(f) quando

Sth)yx—1
D(«) = {xe X; o limite ’llln%$ existe em X}

e paracada x € D(«/)

S(t+h)x—-S(t)x

= [lim = lim Sthyx—Ix
=0 B h—>0 h B )

Ax=
=0 h—»O h

iS(t)x]
dt

A seguir, apresentaremos as principais propriedade de um gerador infinitesimal.

Proposicao 1.12

Um Cy-semigrupo S(t) possui um Unico gerador infinitesimal.

Demonstracdo. Vamos supor que «f e % sejam dois geradores infinitesimais do Cy-semigrupo S(f).
Seja x € D(</). Logo,

Shyx-1
tszfx:}lirr(l)%:%x, e assim o/ x=%Bx e x€ D(%B).

Reciprocamente, se x € D(98), entao

Sh)yx-1x

Bx = }lln%T =ofx, eentdo Bx=ox e x€ D(H).
Portanto, D(«f) = D(98) e of = 9. O

Definicao 1.13

Dizemos que um semigrupo S(f) é limitado quando existe uma constante M = 1 tal que ||S(#)||x < M.
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Definicao 1.14

Dizemos S(f) é um semigrupo de contracoes quando [|S(8)||x < 1.

Proposicao 1.15
Seja X um espaco de Banach e S(¢) um Cy-semigrupo limitado. Entao, existe M =1 tal que ||S(¢) || x <

Me™?, para todo ¢t =0 e w uma constante positiva.

Demonstracgo. Sendo S(¢) limitado, considere 6 > 0 o maior nimero real tal que |S(0)||x < M,
VO<d<t.Como ||SO)|x=IIllx=1,temos M =1.

Desde que t > 6, pelo algoritimo de Euclides, existe ne Ntalque t=nd+rcom0=<r<9.

Temos entao,

ISl x 1S(né + Nlix =1S(nd)S(Nlix = I1SnA IS x

1S@6)-...- SOIIx ST x = I1SOIENST)Ix = M" M.

. , t L .
Como t =nd +r, temos t > nd, isto é, n < 5 e, portanto, [|S(8)|lx < M3 M devido M = 1.

Escrevendo
t
, L
ME — elnM§ — e%lnM

. . I .
e, definindo w = %lnM, segue que M35 = e%! w > 0. Assim sendo,

1Sl x < Me¥!, w>0,t>0.

[
Proposicao 1.16
Seja «f o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo S(t). Entao
AS(Hx=St)Ax
para todo x € D<f).
Demonstracdo. Para x € D(«f), denotemos S(¢)x = y. Temos que
Sthyy-1I
AS(x=oAy= }linéw
. S(S(Hx-S(Hx
= lim
h—0 h
S(h)x—
= 50 1im 2T g,
h—0 h
[

A seguinte propriedade comprova que o Cy-semigrupo preserva a mesma propriedade da

funcao exponencial, no que diz respeito a derivada.
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Proposicao 1.17
Seja X um espaco de Banach e S(#) um Cy-semigrupo com gerador infinitesimal A. Entao

%S(t)x =S()x, ¥V xe D(A).

Demonstracdo. Para x € D(<f), temos

dt S(t+h)x—S(t)x
—S(H)x= 1
dr (2)x hl—»n([)l+ h
. S(HSh)x-S(Hx
= lim
h—0+ h

Shyx—1I
50 lim SV spern.
h—0* h

Por outro lado temos,

d” t—h)x—S(t
—S(t)x = lim St Jx=5(0)x
dr h—0* -h

. S(t-h)x-S(t-h+h)x
= lim
h—0* -h
. S(t—-h)x-S(t-h)S(h)x
= lim
h—0* -h
Ix—S(h
= lim S(t_h) ﬂ
h—0* —-h
Sh)x—-1Ix

= lim S(t—h) lim —— =S(H) A x.
h—0* h—0+ h

Logo,

+ —

d d
aS(t)x = ES(I)X =S x, Y xeD(HA).

Utilizando a proposicao 1.16 segue que

%S(t)x = S()x, V xe€ D(A).

Observacao 1.18
Desde que

1. S(0)=1,
2. S(t+h)=S(H)Sh), VY t,s=0,

3. %S(l‘)x =AS(t)x, VxeD(A),

vamos denotar, de agora em diante, ( por analogia ao caso em «f € £ (X) ) o Cy-Semigrupo S(¢) com
gerador infinitesimal < por
S(t)=e'.
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Proposicao 1.19
Sejam S(t) e T(t) Cy-semigrupos. Se S(t) e T(t) possuem o mesmo gerador infinitesimal </, entao
S(t) =T(1).

Demonstracgo. Considere F(s) = S(t—s)T(s), paratodo s=0, £ =0. Temos,
Fl(§)==S(t—9)T(s)+S(t—9T'(s).
Como S(t) = e?! e T(¢t) = e, utilizando as proposicoes 1.16 e 1.17 segue que
F'(s)=—AS(t—$)T(s)+S(t—s)AT(s)=-S(t—8)AT(s)+S(t— ) T(s)=0.

Logo, F é uma funcao constante. Observando que F(0) = S(t) e F(t) = T(t), temos S(¢) = T(1),
Vt=0. OJ

Definicao 1.20

Um operador linear B : D(B) ¢ X — X é fechado quando seu grafico
{(x,Bx) : x€ D(B)}

for um subespaco fechado de X x X.

Equivalentemente, B é fechado se x,, € D(B) for uma sequéncia tal que x;,, — x e Bx, — y quando

n—ooentdoxe D(B) e Bx=.

Proposicao 1.21
Seja X um espaco de Banach. «f : X — X o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo S(¢) = e’?, ¢t =0,

entdo «f € um operador fechado.

Demonstracdo. Seja x, uma sequéncia em D(</) tal que x, — x, x€ X e &/ x, — y, quando n — oo.
Desde que

d

integrando em [0, #] obtemos
S()x, —Ix;, = fOtS(s),szfxn ds.
Passando ao limte n — oo obtemos
St)x—1Ix= fOtS(s)yds.

Pelo teorema do valor médio para integrais obtemos que

S(Hx—-1 1 ¢
%ZEf S($)yds=S8(c)y, com0<c<t.
0

Passando ao limte t — 0 obtemos
S(Hx—1Ix
dletir%% = 5(0)y,

logo, x € D(«/) e o/ x = y, e portanto «f é fechado. [
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Observacao 1.22

Se of € um operador fechado, o D(«/) munido da norma do grafico,
X115y = 1115 + 112 x11%
é um espaco completo.

Teorema 1.23
Seja X um espaco de Banach e «f : X — X o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo S(t) = e*?, ¢ = 0.

Definindo U: [0,00) — X por U(t) = S(t)x temos que:

e U(t) € C°([0,00); X) para todo x € X,

e U(t) € C°([0,00); D(#)) N C([0,00); X) para todo x € D(<f).

Demonstracdo. Vamos supor x € X. Denotando i = ¢t — ty > 0 temos que

Iim U(¢) = lim S(H)x = lim S(fp + h)x = lim S(5) S(h) x = S(tp) lim S(h)x = S(£p) x = U(1p).
=1l I—1lp h—0 h—0 h—0

portanto U(t) € C([0,00); X) para todo x € X.

Agora considere x € D(<f). Logo

Ui+h)-U@®) .. Sit+hx-St)x
= lim

Ilzl—r»r(l) h h—0 h
. S(HSh)x-S()x
= lim
h—0 h
-1
=8(1) limM.
h—0
Como x € D(«4),
- —I
tim LR ZUD i SXIX gy = v,
h—0 h h—0 h

e assim U(t) é derivavel e portanto U(t) € C'([0,00); X). Finalmente, para x € D(<¢) temos que
lim U(f) = lim S(£)x = S(tg) x = U(tp).
—1y t—1

Como «f é fechado, o D(«#) é completo e entao S(#y)x € D(<f).
Por fim, precisamos mostrar que S(t)x € D(<f) para qualquer ¢t > 0. Ou seja, queremos mostrar
gue para todo x € D(«f) e para qualquer t > 0 existe

. S(t+h)x-S(Hx
lim .
h—0* h

Lembrando que S(t + h)x = S(¢)S(h) x,a expressao que queremos analisar torna-se

S(t+h)x-S(t)x 3 S(HSh)x-S(t)x B SmS(h)x—x
h B h B ho
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S(h)x—
Como % ¢ a definicdo de </ x, ja que x € D(«¢). Tomando o limite quando i — 0%,
temos: L
S —
lim m = X.
h—0*

Assim, podemos concluir que:

lim S(t+h)x—-S(t)x _ S0t
h—0* h

Logo, o limite existe, e S(#)x pertence ao dominio de «f.

Portanto U(t) € C1([0,00); D(<4)).

Corolario 1.24 (veja [28], p. 100.)
Seja X um espaco de Banach e «f o gerador infinitesimal do Cy-semigrupo S(t) = e’?. Ent3o,
U(t) = S(t)Uy € a Unica solucao do problema de Cauchy

U[ —:Q{U = 0,

(1.15)
U(0)

UO;

com U(¢) satisfazendo

e U(t)e C(0,00; X) paratodo x€ X, (Solucdo fraca).
e U(t) € C%0,00; D(4)) N C'(0,00; X) paratodo x € D(«/), (Solucio forte).

1.2.2 Resultados de existéncia e de estabilidade

Teorema 1.25 (Hille-Yosida)
Um operador linear ¢ (ndo limitado) é o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S(1),1 =0 se, e
so se,

1. of éfechadoe D(«) = X;

2. O conjunto resolvente p(<f) de o/ contem R* e para cada A > 0, temos

1
AM—o) <=,
Il( ) ||<A

Demonstracdo. Veja [28]. Teorema 3.1, pagina 8. O

Corolario 1.26
Seja o/ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S(t). O conjunto resolvente de </ contém o

semiplano direito, isto é, p(«f) > {A:Re A >0} e para tal 1

||R(/1:42¢)||SL ondeR(/I:gf):(AI—,Qf)‘l. (1.16)
ReA
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Demonstracdo. Ver [28], Corolario 3.6, pg 11. O]

Definicao 1.27
Seja um X espaco de Banach e X* seu dual. Denotaremos o valor de x* € X™* no ponto x € X por

(x*,x) ou (x,x*) e definimos o conjunto de dualidade F(x) = {x*;x* € X* e (x*,x) = || x]> = IIx*|?}.

Definicao 1.28
Seja A: D(A) c X — X um operador linear densamente definido em dizemos que A é dissipativo se
existe x € F(x) tal que

Re(Ax,x*) <0.

Teorema 1.29

Um operador A é dissipativo se, e somente se

(AI-A)x|=Alxll, VYxeD(A) eA>0.

Demonstracdo. Sejam A um operador linear dissipativo, A >0 e x € D(A). Se x* € F(x) , o conjunto

de dualidade, e com Re(Ax, x*) <0, entao

IAx— Ax|llx] = |{Ax — Ax, x*)| = Re(Ax — Ax, x*) = 4| x||?

Por outro lado, considere x € D(A) e assuma que A x| < ||[Ax — Ax|| para todo A > 0. Se y}[ €
F(Ax—Ax) e z; = ”yi K e paratodo 1 >0,
V2

M x|l = 1Ax— Axll = (Ax - Ax, z}) = ARe(x, z)) —Re(Ax, z}) < Al x| — Re(Ax, z}).

Sendo assim, obtemos que Re(Ax, zj) <0 e que Re(x, z;) > |x|| = %IleII.

Agora, note que a bola unitaria de X* é compacta na topologia fraca-estrela de X* e que
zj{,)t — 00, tem um ponto de acumulacao fraco-estrela z* € H*, | z*| < 1. Desse modo, temos que

Re(Ax,z*) <0 e Re(x,z*) = || x||. Contudo, Re{x, z") < |[{x,z*) < | x| e concluimos que {x,z*) = || x||.

Tomando x* = || x||z* temos que x* € F(x) e que Re(Ax, x*) < 0. Portanto, para cada x € D(A)

existe um x* € F(x) tal que Re{Ax, x*) < 0 e concluimos que A é dissipativo. OJ

Teorema 1.30 (Lumer-Phillips)
Seja o um operador linear com dominio D(A) denso no espaco de Banach X. Se o ¢ dissipativo e
existe 1¢ > 0 tal que aimagem R(AgI — <f), de Aol — </ é X, entdo «f é gerador infinitesimal de um

Cy-semigrupo de contracoes em X.
Demonstracdo. Veja [28]. Teorema 4.3, pagina 14. l

Estamos interessados em trabalhar em espacos de Hilbert #. Apresentamos entdo o seguinte

corolario do Teorema de Lumer-Phillips.



26 Capitulo 1. Definic6es e Teoremas Preliminares

Corolario 1.31
Seja «f um operador linear com dominio D(<) denso no espaco de Hilbert #. Se «f é dissipativo e

0 € p(«f), entao of € gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contragdes em .

Demonstracdo. Ver [22] Teorema 1.2.4, pg 3. O

Corolario 1.32
Seja A um operador linear fechado e densamente definido. Se A e A* sdo dissipativos, entdo A é o

gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo de contracées em X.

Demonstracdo. Pelo Teorema de Lummer-Phillips, é suficiente provarmos que R(AI— A) = X. Como

A é fechado e dissipativo, temos que R(AI — A) é um subespaco fechado de X. Assim, se
RAI-A)#X

entdo existe x* € X*,x* # 0 tal que (x*,x — Ax) = 0 para todo x € D(A). Mas isto implica que
x*—A*x* =0 e como A* também é dissipativo, segue do teorema 1.29 que x* =0, o que € uma

contradicao. ]

1.2.2.1 Resultados relativos ao comportamento assintotico

Na secao anterior definimos critérios para que um operador linear nao limitado </ seja o
gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo. De agora em diante estamos particularmente interessado
em resultados sobre o comportamento assintético de Cy-semigrupos definidos em espaco de Hilbert
H.

Definicdo 1.33

1 & exponencialmente estavel se existem constantes positivas w e

Dizemos que um Cy-semigrupo e
C tais que

le?!| < Ce ! Vi =0.

Teorema 1.34 (Borichev-Tomilov)
Seja S(t) um Cy-Semigrupo em um espaco de Hilbert # associado ao operador «f tal que iR c p(</).
Seja f € R. Quando |f| — oo, entao
1
|BI€

onde C nao depende de .

1GBI— ) g <C, = 1S g < ——

o (1.7

Demonstracdo. Veja [6], Theorem 2.4. O

Teorema 1.35 (Huang)
Seja S(t) = e um Cy-semigrupo no espaco de Hilbert H. Entdo S(¢) é exponencialmente estavel

se, e so se,
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sup{Re ;1 eo(«£)} <0
e

sup |(AI—<f) " <o0
ReA=0

Demonstracdo. Ver [16]. O

Teorema 1.36 (Gearhart-Herbst-Huang-Priiss)

Seja S(t) = e um Cy-semigrupo no espaco de Hilbert H. Entdo S(¢) é exponencialmente estavel

se, e s6 se,
p() > {if, BER}
e
lim [|(iBI—<f) | <00
[Bl—o0
Demonstracdo. Ver [13, 29] . O

Teorema 1.37
Seja S(t) um semigrupo de contracoes sobre um espaco de Hilbert #, entdo os teoremas acima sao

equivalentes.

Demonstracdo. Ver [22], pg 4. l

Definicao 1.38
Seja S(£) um Cy-semigrupo em um espaco de Hilbert #. Dizemos que S(t) é diferenciavel para t >
se para cada x € A temos que t — S(f) x é diferenciavel para t > t,. Ainda, S(t) é dito diferenciavel

se for diferenciavel para ¢ > 0.

Definicao 1.39
Seja e’ um Cy-semigrupo, diremos que e4? é analitico se 0 mesmo admitir uma extensdo S(1) para

AeNg={1eC;largl| <0} para algum 0 > 0 tal que A — S(A) é uma funcao analitica e
lim ||S(A) —z||=0,Vze H
LAVEY

SA+ ) = SA)S(u), YA, € Ag.

Teorema 1.40
Seja S(t) um Cy-semigrupo uniformemente limitado e o/ seu gerador infinitesimal. Se 0 € p(«/),

entdo sao equivalentes:

a) S(t) pode ser estendido para um semigrupo analitico em um setor As = {z;|argz| < 8} e [|S(2) ||
é uniformemente limitado em casa subsetor fechado As/,6’' < 6 de As.

b) Existe uma constante C tal que paracada o > 0,7 #0,

C
IR(o+it: )| < —|
T
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c) Existem0<6 < g e M > 0 tais que

p(et) > 2 ={A;]argAl < g +o} U0y,

d) S(1) é diferenciavel para t > 0 e existe uma constante C tal que

C
lZS(D|l = |lZ || < —V>0

Demonstracdo. Teorema 5.2 de [28], pagina 61. O

Lema 1.41
Seja o/ o gerador infinitesimal de um Cy-semigrupo S(r) tal que ||S(¢)|| < Me®’. Seja y > max(0, w).
Se x € D(«#?), entdo
1 Y+ioco
S(Hx=— MR A)xd
271 Jy-ico

e para cada 6 > 0, a integral converge uniformemente em t, para t € [0, %].

Demonstracdo. Veja o Corolario 7.5 em [28], pagina 29. O

Teorema 1.42 (Liu-Yong)

Seja S(1) = e um Cy-semigrupo no espaco de Hilbert H. Entdo S(¢) é analitico se, e s se,

o) o {ip, feR}
e
|ﬁlﬁo IBGEI—sf)7 I <00
Demonstracdo. Apresentaremos a demonstracdo como em [22], Teorema 1.3.3 pg 5. Primeiro, note
que se |ﬁlliEoo||ﬁ(iﬁ1—.sz¢)_1|| < oo é vélido, entao existe uma constante M > 0 tal que para qualquer
P e R, temos
1BGBI— o)t < M.

ImA
Agora, observe que {/1;—' |
2M

<Rel <= O} c p(«f). Para ver isso, vamos tomar A = a + i com

—% <a<Oetemos(a+if)[- =(ifl-A)+al=(ipI]-)I+ a(iﬁI—,szf)‘l e pelo Teorema

da Contracdo e a limitacio acima, decorre que I+ a (il —«#)~! é inversivel. Logo, (@ +if)] — . é

inversivel e
2M C
l((a@+if)[—) V< —<—, (1.18)
’ Bl =
onde C = V4M? + 1. Pelo Lema 1.41, para qualquer y > 0 e x € D(«/2), temos
1 Y+ioco
S()x=— M- o) xdA,
2m y—ioco

e para n >0, a integral converge uniformemente em ¢ € [n, %]. Para todo y € #, temos que

Y+

1 LY 1
(S()x,y) = — lim (e Al —-<) " x,y)dA. (1.19)
27i f—ocoJy—ifp
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Sejam 61,0, dois angulos tais que tan(6;) = tan(@;) = —51; com Z <fy <mem <6, <L e

considere a curva fechada no plano complexoem A, ' =T UI'; UT', UT'3UT4, onde

I'p={A;Red=y,-f=<ImA =< f},
tma=g P
= A,Im&-ﬁ,—msReﬂsy ,

T, = AA=pe? 0< 5—},
2 { pe P=5m

. Cp
T3={A:1=pe?2 0< s—},
3 { pe P=5Mm
F4:{/1;Im/1:—ﬁ,—£sRe/lsy}.
2M

ImA
Como (e* (Al - «#)"x, y) é analitico em A € {1;ReA = 0}U{A;—| :Zl\/l | <Rel < 0} c p(<f), segue

do Teorema de Cauchy para funcdes analiticas que

y+ip Y _
f (eMAI-a)'x,y)dA =f (e PGS +iB - ) x,y)dS
y-ip oM

1Bl
2M

y . o |
+ﬁﬁ| (e P -if)I-f) ' x,y) d5+elelf2M (epte91((pte’91)1—g¢)‘1x,y) dp

337 0
apl

. 2M i0 ,
+ e’QZf (eptel “((pre)1—-o)'x, y) dp=10+1)+ 1} + 1.
0
Sendo S(r) é um Cy-semigrupo de contracoes, pelo 1.26, para A com Re A > 0, temos que

1
IAL-st) Y < —
Al

e combinando com 1.18, para ¢ >0,

cCrv
#]=5 [, @ aoietiyl 0,6~ +oo. (1:20)

2M

Usando o mesmo argumento, ‘If‘ — 0, quando 8 — +oo. Novamente por 1.18, temos que ‘If‘ <
Cp

CfZM —eptcoseldpllxll llyll, quando B — oo, isto que implica que
o P

Iﬁ I~ = i0, OO( pteial 017 _ -1
3 ~1i3=¢e A e (pe'I-<) "x,y|dp

Analogamente, temos

If . 14 — el@Z\[0 (epteigz (peIGZI_'Qf)_]-x, y) dp
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Estas integrais convergem uniformemente para t € |n, |, portanto, temos que
7y
(S(t)x) J/) = 13 + 14! r= Oy
mais ainda, temos que para t > 0 I3 e I, sdo diferenciaveis e segue que
) 2i0, [ teif1,  ig -1 210, [ T -1
xX,y)=e e eI — X, e e e’ 1 - X, .
(' (0x, ) ! p(" (pe”' 1 -of) y)dp+ ? p(p (pe'*1 - o) y)dp
0 0

Dai,
[ 0] o0 C
1(S'()x, )] sc(fo eP“OS"ldp+f0 eP“OSf’de) IxIyll = 71||x|| lyll, (1.21)
C

. Como y é arbitrario e pela densidade de D(<f?) em £, segue 1.21
cosf; cosH,

onde C; = —

C
18" (D1l = S < 71 >0

E segue do Teorema 1.40, que S(t) é analitico. A outra implicacdo decorre imediatamente do Teorema

1.40.

Proximos passos

Nas préximas secoes iremos utilizar os resultados previamente apresentados sobre espacos de
Sobolev e Teoria de Semigrupos para obter a existéncia e unicidade de solucao, assim como estudar
o comportamento assintotico para trés modelos de ponte suspensa. Nosso foco é o amortecimento

friccional dado pelo atrito e o amortecimento viscoelatico.

Inicialmente consideramos o modelo totalmente amortecido por atrito nas equacoes do
sistema. Em seguida analisaremos a influéncia do atrito quando localizado em duas das trés equacoes
gue compoe o sistema. Por fim, no Ultimo capitulo iremos analisar a influéncia do amortecimento

viscoelastico do tipo Kelvin-Voigt.
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Capitulo 2

Ponte suspensa com amortecimento por atrito

Uma ponte suspensa € uma estrutura que transporta cargas verticais através de um cabo
principal modelado por um corda elastica u = u(x, t), a qual é acoplada ao deque através de cabos
suspensos, onde x denota a distancia a linha central da viga em seu estado de equilibrioe ¢ é o

tempo. Conforme a Figura 6 a seguir,

Figura 6 - Ponte Suspensa

Cabos de suspensao
usp Cabo Principal

AN

A

Torre Deque Torre

Fonte: O autor.

Considerando que o deque possui dimensoes de secao transversal despreziveis quando com-
paradas ao comprimento (vao da ponte), esta serd modelada através da teoria unidimensional de
Timoshenko para uma viga de comprimento L. Denotando por ¢ = ¢(x, t) o deslocamento da secao

transversal em x € (0, L), por w = y(x, t) o angulo de rotacao da secao transversal, chegaremos ao

sistema
U — AUy — Al —u) +y1u; =0, em (0, L) x (0,00), (2.1)
P19t —k(px+W)x + Al —u) + Y20, =0, em (0, L) x (0,00), (2.2)
P2W it = bYxx + k(@px + ) + Y3y =0, em (0, L) x (0,00), (2.3)

onde a, A, k,y1,Y2,Y3, P1, P2 Sa0 constantes positivas, as condi¢ées de contorno tipo Dirichlet
u0,1)=u(L,t)=0,1r>0,
®(0,1) = (L, 1) =0, >0, (2.4)
w(0,1) =w(L, 1) =0, >0,
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e dados iniciais dados por,

u(0, 1) = up(x), us(x,0) = uy (x), x € (0, L),
(,0(0, t) = (Po(x)»(l’t(x; 0) = (Pl (x)rx € (Oy L)) (25)
(0,8 =yo(x), ¥ (x,0) =y1(x),x€ (0,L).

De modo que nossas funcoes pertencem ao espacos funcionais

up(x) € HY(0,L), w(x)€L*(0,L)
@o(x) € H}(0,L), ¢1(x)€L*(0,L)

Wo(x) € Hy(0,L), w1(x)€L*(0,L).

2.1 Energia do Sistema

Queremos agora determinar a energia do sistema, para isso, vamos comecar multiplicando a

primeira equacao do sistema por u;, o que nos da

UrUpr — QU Uxx — AU (@ — 1) +)/1(u,;)2 =0.

Integrando em (0, L), temos

L L L L
f UrlsrdX — af Uy dX — itf u(p—u)dx = —)flf Iutlzdx.
0 0 0 0

Fazendo integracdo por partes, temos que

d1rt L L L
——f Iutlzdx+af utxuxdx—ﬂtf ut(cp—u)dx:—ylf lu,’dx,
2 Jo 0 0 0

dtzf Iutl dx + f qul dx— }Lf u(p— u)dx——ylf Iutl dx.
Agora, vamos multiplicar a segunda equacao por ¢y,

P10 P —k@r(@x+ W)+ A (@ — ) + Y2 (1) = 0.

Integrando em (0, L), ficamos com

L L L L
mfo Prprdx— kfo q)r(qoxw/)xdxwlfo Pilp-wdx = —fo Yol l*dx.
Fazendo integracao por partes e usando as condicoes de contorno, obtemos

dpl

dt2f lp¢l dx+kf wtx(¢x+1//)dx+7tf @ilp—u)ydx=— szltptl dx.

Por fim, a terceira equacao sera multiplicada por v, vejamos

P2 Wit — bW W + A (@ + ) = —y3 (W p)?.
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Novamente, vamos integrar em (0, L),

L L L L
pr [ wiwnds=b | yiwsdeed | vt vidx=- [ yalwiPdx.
Aplicando integral por partes e as condicoes de contorno,

dpz

dtzf [yl dx+bf wtxwxdxwlf Yi(px+y)dx = - fyglwtl dx,

isto &,

dt2f| | dx+——f il dxmf Yilgs+y)dx = - jmw dx.

Somando as 3 equacodes obtidas, chegamos a

dl
dt2

L L
=—Y1f0 Iutlzdx—f0 YZl(Ptlzdx_](; y3ly,*dx.

f (luel? + alugl? + Dl * + p1l@e|* + palw 1 + Al — ul* + kloy +w|*) dx

Sendo assim, definimos a energia E(t) do sistema por

1 L
E() = Efo luel? + aluxl® + Bly oI + o1l + p2lw | + Al — ul® + Kl + " dx.
Temos entao a seguinte proposicao:

Proposicao 2.1

A energia E(t) definida acima satisfaz a

d L 2 L 2 L 2
—E(t)=—Y1f 27 dx—f Y2l@:l dx—f Y3lyl“dx.
dt 0 0 0

2.2 Semigrupo Associado e Existéncia de Solucao

Utilizando a notagao u; = v,¢; = w e ¥ = z, podemos escrever U = (u, v,p, w,y, 2)T, e segue

que

v
AUyx + A —u)—y1v
w
o lk@x +9)x = Ao - w) —y2w]
z

i (bW xx — k(@ + ) —¥32]

o qual se reduz ao problema de evolucao de Cauchy de primeira ordem conforme definido em (1.15),
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Ut—.QfU:O,
U(0) = Uy,

onde U € # = {H,(0,L) x L*(0, L)}*. Por sua vez, observe que o dominio do operador </ definido
acima ¢ dado por D(s#) = {H} (0, L) n H*(0,L) x L*(0, L)}*. O espaco .7 introduzido é um espaco de
Hilbert com o produto interno dado por,

L

L L L L
(U, 0) :f vﬁdx+af uxﬂxdx+p1f wwdx+p2f dex+bf YWy
0 0 0 0 0

L L
+/1]; ((p—u)((i)—il)dx+kf0 (px +W) (P +P)dx. (2.6)

Isto nos permite definir uma norma em # por ||U||§f = (U, U). Agora, é evidente que D(«/) é
denso em /£ e queremos entdo mostrar que «f € o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de
contracdes S(1) = e, t =0, em .#. Tendo em vista o Corolario 1.31, utilizaremos os seguintes lemas

para obtermos este resultado.

Lema 2.2

O operador «f é dissipativo.

Demonstracdo. Paratodo U = (u, v, ¢, w,y, z) € D(«f), escrevendo os termos de (/' U, U) z:

Para o primeiro termo,

L L L L L L
af uxx?dx+ﬂtf (p— u)?dx—ylf vvdx = —af uxv_xdx+ﬂtf (p— u)?dx—ylf lv)®dx.
0 0 0 0 0 0

(2.7)
Para o segundo termo,
L
af Vylydx, notandoque U,Uy = Uyly. (2.8)
0
Para o terceiro termo,
L L L
kf (px+V¥)xwdx— /1] (p— u)ﬁdx—ygf wwdx
0 0 0
L L L
:kf ((px+1,l/)dex—)1f ((p—u)de—ygf lw|?dx. (2.9)
0 0 0

Para o quarto termo,

L L L L
zde:—b[ wxz_xdx—kf ((px—i-t//)de—)/gf |z|>dx.
0 0 0

(2.10)

L L
bfo wxxzdx—kfo ((px+1,u)2dx—y3[0

Para o quinto termo,

L _
bf ZxWydx, notandoque Yy Zy= zZyW. (2.11)
0
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Para o sexto termo,
L —
/lf (w—-v)(p—wdx. (2.12)
0
Para o ultimo termo,

L —
kfo (wy—v) (@ +y)dx. (2.13)

Agora, notando que 6 — 0 = 2 Im(6) e utilizando de 2.7 a 2.13, chegamos a

L L
(dU,U)Jg:—Ziaf Im(uxv_x)dx+2i/1f Im[(p —uw)(w—-v)ldx
0 0

L L
+2ikf Im[(@x+v)(wy— v)]dx+2ibf Im(yxzy)dx
0 0
L L L
—ﬁf IVIzdx—Yzf |W|2dX—7’3f |z[*dx
0 0 0

E tomando a parte real, temos

L L L
Re(«/ U, U>J€:—Ylf Ivlzdx—ygf lezdx—ygf |zI?dx < 0.
0 0 0

Logo, «f é dissipativo. ]

Lema 2.3

0 € p(<f) o conjunto resolvente do operador <.

Demonstracdo. Seja F = (fl,fz,fg,f4,f5,f6)T € S e considere a equacao resolvente
—-AU =F.

Em termos das componentes de U e F, podemos escrever

~v=fi em Hy(0,L), (2.14)
—Quyx—A@—u)+yv=frem L%(0,L), (2.15)
~w = fyem Hy(0,L), (2.16)

~k(@px+ )+ Alp—w) +y2w = fy em L*(0,L), (2.17)
—z=fsem Hy(0,L), (2.18)

—bW oy + A+ W) +y32= fs em L*(0, L). (2.19)

Usando 2.14 - 2.19, chegamos a

—quyx—AMp—-uw)=y1i+foi=g € L%(0,L), (2.20)
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—k(px+ W)+ A@—1w) =yofs + fa:= g2 € L*(0,1), (2.21)
—DWx + AP+ W) =Y fs + fo:= g3 € L2(0, L). (2.22)

Multiplicando 2.20 por i € H& (0,L), 2.21 por p € H& (0,L) e 2.22 por ¢ € H& (0, L), ao integrar por

partes, temos

L L L
—af ﬁxuxdx—f )Lﬁ((p—u)dx:f iigidxe L*(0,L), (2.23)
0 0 0
L L L
—kf (i)x((px+w)dx+ﬂtf <p(<p—u)dx:f pgrdxe [*(0,L), (2.24)
0 0 0
L L L
—bfo ﬁ/xwxdx+ﬂtf0 1/7((px+1[/)dx:f0 Wgsdxe L*(0,L). (2.25)

Somando 2.23, 2.24 e 2.25, obtemos o problema variacional

B((u, @, y); (@i, @, 9)) = L@, §, ), (2.26)

onde, B: [H, (0,L) x H} (0, L) x H; (0,L)]* — C é dado por

L L L L
B((u,w,w);(a,&w)):afo uxaxdxHLfO (w—u)(@—a)dx+kfo ((px+w)(<ﬁx+u7)+bf0 YxPxdx

e L:[Hy(0,L) x Hy(0,L) x Hy (0, L)] — C, o qual é dado por

L L L
L((ﬁ,(j),tp)):fo agldx+f0 (i)ggdx+f0 Wgsdx.

Agora, definindo uma normaem H; (0, L) x H; (0, L) x H; (0, L) por || (w, o, ) 1> = B((w, 9, ¥); (, 9, ¥)),
temos que nesta norma B é continua e uma forma bilinear coerciva em H& (0, L) x H(} (0, L) x H& (0,L).
Sendo assim, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma Gnica (u, ¢, y) € H} (0, L) x Hy (0, L) x Hy (0, L)
que é solugdo de 2.26, para todo (i, @, ) € Hy (0, L) x Hy (0,L) x Hy (0, L). Pela teoria de equacbes
elipticas (veja [22], capitulo 1), 2.20, 2.21 € 2.22 nos guiam a u, @,y € H*(0,L), isto &, u,p,p €
Hj n H?(0,L). Por outro lado, segue de 2.18, 2.16 e 2.18 que v, w, z € H} (0, L). Portanto, temos que

U e D(<f) e segue que —AF = U tem solucao Unica.

Por fim, observe que |U| # < K| F|l s, onde K é uma constante positiva independente de U,

ou seja, |A™'F|| < K| F|l s, logo, U € D(«/) e concluimos que 0 € ().

Teorema 2.4

O operador «f gera um Cy-semigrupo de contracoes
S(=et=0

no espaco de Hilbert #.

Demonstracdo. Como «f é dissipativo, densamente definido e 0 € p(<f), a conclusdo segue do

Corolario 1.31. O]
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Teorema 2.5

Seja Uy € A, entao existe uma Unica solucao fraca U do problema 2.2 satisfazendo
U € C°([0, +00); 7).
Mais ainda, se Uy € D(«/), entao
U € C°([0, +00); D(#)) N C* ([0, +00); 7).
Demonstracdo. Considerando que o operador «f gera um Cy-semigrupo de contracoes
S(=e?'t=0

no espaco de Hilbert #, pelo corolario 1.24, temos que U(¢) = e*? U, é a Unica solucdo de 2.2

satisfazendo as condicoes acima. ]

2.3 Analiticidade do Semigrupo

Lema 2.6
iRcp(«).

Demonstracdo. Note que como 0 € p(«f), assim, se iR c p(<f) é falso, entdo existe 6 € R, com
IId‘lll;} < 60 < oo e uma sequéncia " € R tal que " — 6 e uma sequéncia de funcdes vetoriais
complexas U™ € D(«) tais que | U"| 7 = 1 e também que || (i 8" I—<#) "1 U" || s — oo quando n — oo,

ou ainda, de forma equivalente, ||(i3"I — <«/)U"|| 2 — 0 quando n — oco. Isto é,

iB"u" —v" —0em Hy(0,L), (2.27)
iB"v" —au — A" - u™) +y1v" — 0em L*(0,L), (2.28)
iB " —w" —0em H,(0,L), (2.29)

iB" o1 w" — k(@™ + 9™+ A" — u™) +y,w™ — 0 em L*(0, L), (2.30)
iB"y"—z"—0em Hy(0,L), (2.31)

iB"p22" — by + k(p" + ™) +y32" —0em L*(0, L). (2.32)

Agora, multiplicando ("I - A)U" com U" em ., obtemos,
((iB"T- U™, U™ 7 =" IIU" % — (AU", U™ .
Tomando a parte real, obtemos

L L L
Re((iﬁ”I—A)U”,U");g:ylf |v”|2dx+y2f Iwnlzdx+y3f 12" ?dx.
0 0 0
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Como U" é limitado e (if"I - A)U™ — 0, temos que

vp— 0em L%(0,L), (2.33)
w, — 0em L0, L), (2.34)
z, — 0em L%(0,L). (2.35)

Agora, utilizando 2.33 em 2.27, chegamos a

ip"u" —0em L?(0,L) (2.36)
e como " — 0, entao
u" —0em L2(0,L). (2.37)
Precisamos ainda provar que
u" —0em H,(0,L). (2.38)

Usando 2.34 em 2.29 e 2.35 em 2.31, semelhante ao que fizemos acima, chegamos em
@" —0em L*(0,L), (2.39)

v —0em L*(0, L). (2.40)
Usando 2.37, 2.39 e 2.40 em 2.28, vamos obter
u" . —0em L?(0,L). (2.41)
Integrando de 0 a x, temos
u" —u”(0) — 0 em L*(0, L). (2.42)
Aplicando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg (veja [22], pag 10) com m =2,a = %, p=2,r=

2,j=1,n=1eq=2,temos

1 1
| U;Z(O)”LZ((),L) = (1l u;’x(O) ”iZ(O,L) [ un(o) ”iZ(O,L) + el un(o) ”LZ(O,L)-

Por 2.37, u"(0) — 0 em L2(0, L) e por 2.41, u’’,.(0) — 0 em L2(0, L). Entdo, temos " (0) — 0 em L?(0, L)

e por 2.42, temos u'! — 0 em 1?(0,L). Como u" — 0 em L%(0,L) e u’ em L?(0, L), deduzimos que

u" —0em H,(0,L). (2.43)
Aplicando a mesma ideia, chegamos a

@" —0em Hy(0,L). (2.44)

y" —0em H}(0,L). (2.45)

Segue de 2.33, 2.34, 2.35, 2.43, 2.44 € 2.45, que ||[U"| # — 0, contradizendo que ||U"|» = 1.

Concluimos entao que iR c p(«f).
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Teorema 2.7

O semigrupo S(t) = e”*, t = 0, gerado por < é analitico.

Demonstracdo. Utilizaremos o teorema de Liu-Yong, como {if; B € R} c p(A) ja foi feito acima,
agora suponha que ﬁlllm IGBI—A)~ 1|| < oo é falso, entdo existe uma sequéncia " — oo (sem
—00

perda de generalidade, digamos " > 0) e existe também uma sequéncia de vetores complexos

U= ", v" " w,y", w"T e D(«) com |U"| 7 = 1 tais que

1
(iI—ﬁA) U'l —0,n— oo, (2.46)
isto é,

1

iu" - 5 v —0em Hy(0,L), (2.47)
1

v — ﬁ [aul, + A" —u™) —y10"| — 0em L?(0,L), (2.48)
ip" - ﬁw —0em Hy(0,L), (2.49)
ipyw" - ﬁ [k(@? +y™) = A" — ") —yw"] — 0 em L*(0, L), (2.50)

1
iy — ﬁz” —0em Hy(0,L), (2.51)
iprz" — — [wax k(@™ +y™)x —y3z"] — 0 em L*(0, L). (2.52)

1 A) U" com U" em £, temos

Tomando o produto interno de ( —

1
ir-—A|U" U" :iIIU”II ——(AU” um™
<( B ) >Jf 7 Bn 7

Tomando a parte real, temos

1 L L
Re<(i1——A)U”,U”> f 10" Pdx + 2[ |w”|2dx+ﬁf 12" 2dx.
p" o B" "Jo B" Jo

Como U™ é limitado e ( I—4 A) U" — 0, teremos que

ﬁn
1 L 2 2
ﬁf [v"°dx — 0 em L°(0, L), (2.53)
0
1 L 2 2
ﬁf lw"“dx — 0em L=(0, L), (2.54)
0
L5 e 2
ﬁf |z"“dx — 0 em L(0, L). (2.55)
0

Agora, usando 2.53 em 2.47, 2.54 em 2.49 e 2.55 em 2.51, temos

u" —0em L%(0,L), (2.56)
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" —0em L(0,L), (2.57)
y" —0em L*(0,L). (2.58)

Note que precisamos das seguintes convergéncias,

u" —0em H,(0,L), (2.59)
@" —0em H,(0,L), (2.60)
y" —0em H;(0,L). (2.61)

Tomando o produto interno de 2.48 com v” em L?(0, L), chegamos a

il 1720 )~ 5 [a(uxx, V™) + A" = u™), v™) =71 (v", v — 0 em L?(0, ). (2.62)
Tomando a parte real, temos

—ﬁamxx, ™y — %/1(((,0” —u™, v+ %m(v”, v™ —0em L?(0,L). (2.63)

Como |l¢" - u”IILZ(0 S IIU”IIi.f =1, entdo ¢" — u” é limitado. Usando 2.53, obtemos de 2.63 que

ﬁ“"”’ v™y —0em L*(0,L). (2.64)

Agora, usando 2.64, obtemos de 2.62 que
v" —0em L*(0,L) (2.65)

Segue de 2.48, que
ﬁ[auxx+ﬂt(<p —u™) —y1v" — 0 em L*(0,L).

Multiplicando por B temos que
au + A" —u") —y1v" — 0 em L*(0, L). (2.66)

Desse modo segue de 2.65 e 2.66 que ul}, — 0em I%(0,L). Integrando de 0 a x e usando a de-
sigualdade de Gagliardo-Niremberg, como na prova do Lema 3, temos que u" — 0 em L?(0,1) e
entao,

u" —0em H,(0,L). (2.67)

Aplicando a mesma ideia, provamos que

@" —0em H(0,L), (2.68)

" —0em Hy(0,L), (2.69)
e que

w" — 0em L*(0, L), (2.70)

z" —0em L0, L). (271)

Desse modo, segue de 2.65, 2.67, 2.68, 2.69, 2.70 e 2.71 que || U"| s — 0 e obtemos a contradicao
U™ 7 = 1.
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Corolario 2.8

O Cy—semigrupo de contracdes S(¢) = e, t < 0, gerado por </ é exponencialmente estavel.

Demonstracdo. Como iR c p(<f), pelo teorema de Huang-Herbst-Gearhart-Prss sé precisamos
provar que |/51|im I (i,BI—A)_1 |l < co. Pela analiticidade, existe M > 0 tal que IIﬁ(iﬁI—A)‘1 |z <M,
—00

M
quando | B| — oco. Tomando || > M, temos que |,‘7| <1 eassim,
1
1Bl

1
< |,IT|M< 1, para todo|B| > M.

1GBI—A) e =—IIBGBI— Az

Entao, |ﬁl|im (@G- A)7 1 < 1 e concluimos que S(¢) é exponencialmente estavel. OJ
—00
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Capitulo 3

Ponte suspensa parcialmente amortecida

Nesta capitulo vamos analisar a influéncia do amortecimento friccional atuando parcialmente

no sistema. Considere

Utt_au_xx_ﬂl((p_u)'i"ylu[:o; em (0) l) XR+’ (3-1)
P10t —K(@Px+ W)y + Al —u) +y290: =0, em (0,]) xR, (3.2)
P2Vt —bYsx +K(@x+ ) +ysw, =0, em (0,]) x Ry, (3.3)

onde a, A, k,y1,p1, p2 S0 constantes positivas, y2,y3 = 0, e com as condi¢oes iniciais

u(x,0) = up(x), us(x,0)=u;(x), xe (0,0,
p(x,0) =@o(x), ¢:(x,0)=¢;(x), x€(0,]),
W (x,0) =yo(x), vi(x,0)=v1(x), x€(0,1),

e as condicoes de fronteira do tipo Dirichlet-Neumann

u(o) t) = u(l) t) = (,0(0} t) = (P(l; t) = Wx(oy t) = w.x(lr t) = O) = 0 (34)

3.1 Energia do Sistema

Nesta secao deduziremos a energia associada ao modelo e provaremos que ela é decrescente
com relacado ao tempo, o caracteriza sua natureza dissipativa. Primeiro, vamos multiplicar (3.1) por

u; e integrando em (0, /), obtemos

! l l !
f Uil d X — af Uy dX — Af u(p—u)dx = —ylf lu%dx.
0 0 0 0

Integrando por partes e usando as condicoes de contorno, nés temos

d1l

! ! I !
——f Iutlzdx+af utxuxdx—/lf u(p—u)dx = —ylf lu *dx,
dt2 Jy 0 0 0
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ou seja,

dt2f |1yl dx+——f |y |*dx— Af ur(p— u)dx——wf lu,|*dx. (3.5)

Agora, multiplicando (3.2) por ¢ e integrando em (0, /) nés obtemos

l ! ! l
plfo Prprrdx - Kj(; Qi@+ ) dx+ Afo @p—u)dx= —Yzfo lp:|°dx.
Fazendo integracao por partes e usando novamente as condicdes de contorno, chegamos a

dpl

2 f lp ] dx+1<f <ptx(<px+u/)dx+ﬂtf Q- u)dx——yzf lp|*dx. (3.6)

Ao multiplicar (3.3) por y; e integrando em (0, ) n6s obtemos

l ! I !
PZfO Yiydx— bfo VP xxdx + Kfo Vilpx+y)dx = —Y3f0 lyl*dx.
Integrando por partes e usando as condicoes de contorno segue que

sz

1 1 1 1
I f |1Vt|2dx+bf thdex+Kf Velpx+y)dx = —st |1//t|2dX,
r2 0 0 0

isto é,
dr 5 f [yl dx+——f /8% dx+1<f Wt((Px+1//)dX—_Y3f Iy |*dx. (3.7)

Somando (3.5), (3.6) e (3.7) e notando que

! ! I
—}L/(; u[((p—u)dx+ﬂtf0 wt((p—u)dxlef (p—u)i(p—u)rdx

dx,

[ [ [
—Kfo (pt(<px+w)xdx+1<f0 WI((Px+1//)dx:Kf (px+Y)(px+y)dx

dtzf oz +yl*dx,

deduzimos que
dth [lusl? + alug|? + blw o + p1l@l* + paly 1* + Mg — ul® +xloy +y|*] dx

= —Ylfo qulzdx—yzfo |(Pt|2dx—}/3f0 Iy dx.

Denotando a energia por E(t), nés definimos

1 1
E(t) = Efo (1l + aluel® + blw|* + p1l:* + p2lw | + Mo — ul® + x|, +w|*ldx,

e segue que

d 1 I 1
—E() = —Ylf Iutlzdx—yzf thlzdx—ysf Iy dx. (3.8)
dt 0 0 0
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3.2 Semigrupo Associado e Existéncia de Solucao

Mostraremos nesta secdo a existéncia e unicidade de solucao fraca e forte do sistema (3.1) —

(3.4). Antes, apresentaremos alguns resultados preliminares como notacao e lemas técnicos.

3.2.1 Notacao e Consideracoes

Tendo em vista as condicoes de contorno em(3.4), vamos considerar o seguinte espaco de

Sobolev
!
H™0,1) = {fe H™0,1): f fdx= 0}.
0
Para os espacos de Sobolev H& (0,L) e HL(0, L) sap validas as desigualdades de Poincaré
MIfIZ<Ifel3, YfeH;©0,1) ou YfeHN0,I),

onde A; > 0 é a constante de Poincaré (o menor autovalor de —d,).

Para mostrarmos a existéncia e unicidade de solucdo do sistema (3.1)- (3.4) utilizaremos a teoria
de semigrupos. Provaremos que o operador «f definido em (3.12) é o gerador de um semigrupo de

contracoes no espaco de Hilbert .7 dado por

76:=[H0,1) x L2(0,D]” x HY(0, 1) x L2(0, D). (3.9)
Vamos definir em # o seguinte produto interno
~ L L L L L
(U,U):f vﬁdx+af uxaxdx+p1f wﬁ;dx+p2f dex+bf WWy

0 0 0 0 0
L L

+7Lf (p—w)(p—-u)dx+ lcf (px + W) (P +P)dx.
0 0

onde U = (u,v,, w,v,2) e U = (i1, #,p, 0,1V, Z)’, deste modo, .# é um espaco de Hilbert onde
IUII%, = (U, U).

Claramente, existe uma constante positiva x tal que
2 2 2
Ipl3 = o (Il + oz +w[3) (3.:10)
Pela desigualdade de Poincaré e (3.10), obtemos uma desigualdade muito util
ol <y (1wl + [ox+wl3), (3.1

ondey = KOAI‘I com A; sendo a constante de Poincaré.

Assim, estamos preparados para estabelecer o resultado associado a existéncia e unicidade de

solucao. Para isto, apresentamos as seguintes suposicdes que serdao assumidas ao longo do artigo.
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3.2.2 Existéncia e unicidade de solucao

Escreveremos o sistema (3.1)-(3.4) como um problema de evolucdo de Cauchy de primeira

ordem, introduzindo a funcao vetorial U = (u, v, , w, v, 2)T, onde u; = v,p;=wey;=z. Entao,

Uy v
vy Auyx+ Al —u)—vyv
w
u=| ¥ |= B} X W |=eU,
wy o7 @xtP)x— oo —u) - Jw
Vi z
Zr p_bzl//xx_%((l)x*‘lp)—gz
onde
0 1 0 0 0 0
@by — A —y11 Al 0 0 0
o 0 0 0 1 0 0 ( )
= 3.12
A K _A _r x
ol 0 Eaxx ol o1 p1ax 0
0 0 0 0 0 1
_x b _ K _r
O sistema (3.1)-(3.4) é reduzido ao seguinte problema de evolucao de primeira ordem,
U[ - .QfU = O,
(3.13)
U(0) = Uy,

onde

oA D(A)c P — S

€ um operador linear ilimitado no espaco ## com dominio D(«f) = [Hé 0,1) N H?(0,1) x Hé 0, D]? x
H?2(0,1) x HL(0,1). E evidente que D(«#) é denso em 7.

ot

Queremos mostrar que «f é o gerador de um Cy-semigrupo de contracoes S(t) = e**,t =0,

em . Para isto, considere os dois seguintes lemas.

Lema 3.1

O operador & ¢é dissipativo.

Demonstracdo. Paratodo U = (u, v, ¢, w,v, z)T € D(«#), analogamente ao Lema 2.2, vale que

L L L
Re(/ U, U>;f:—y1f |u|2dx—y2f lezdx—ygf 1zI°dx < 0.
0 0 0

Logo, «f é dissipativo. ]
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Lema 3.2
0€p(A).

Demonstracdo. Dado F = (fl,fg,fg,f4,f5,f6)T € A, a equacao resolvente —AU = F in A4, em ter-

mos das coordenadas de U e F, torna-se

—~v=fiem Hy(0,L), (3.14)
QU —Ap—u)+y v = foem L*(0,L), (3.15)
—~w = fyem H,(0,L), (3.16)
—K(Qx+ W)+ A —u) +yow = fy em L?(0, L), (3.17)
—z=fsem H,(0,L), (3.18)
—bY oy + k(P + W) + Y32 = fs em L2(0, L). (3.19)
substituindo (3.14), (3.16) e (3.18) em (3.15), (3.17) e (3.19), respectivamente, temos
—Quyx—AMp—-uw)=y1it+foi=g € L%(0,L), (3.20)
~K(px+ W+ Ap—u) = Y2 fs + fa:= g € L*(0, L), (3.21)
—by o+ K@+ W) =Y3fs+ fo:= g3 € L2(0, L). (3.22)

Multiplicando as equacdes (3.20), (3.21) e (3.22) pelo conjugado das funcdes i € H(}(O, D,

Qe Hé 0,heye HL(0, 1), respectivamente, e integrando por partes, obtemos

L L L
—af ﬁxuxdx—f /lit((p—u)dx:f igidxe L*(0,L), (3.23)
0 0 0
L L L
—kfo (,bx((px+1//)dx+)tf0 (,b((p—u)dx:fo (;[)gzdxeLz(O,L), (3.24)
L L L
—bfo 1/7x1//xdx+/lf0 ¢(¢x+u/)dx:f0 Wgsdxe L*(0,L). (3.25)

Denotando ¥ = H}(0,1) x H}(0,1) x H}(0, 1) e adicionando(3.23), (3.24) e (3.25), criamos um
problema variacional

B((u, o, v), (@, @,9) =L(a,¢,¥), (3.26)

ondeB: 7 x¥ — C é dado por
L

B((u, ¢, v), (@, @,9) = af

L L L
uxﬁxdx+/1f ((p—u)((,b—ﬁ)dx+kf ((px+w)((ﬁx+1/7)+bf YW rdx
0 0 0 0

e,L: ¥ — C é um operador linear continuo

L L L
[L(a,d),t/?):fo ftgldx+f0 @gzdx+f0 Ygsdx.
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Definimos em 7 a norma ||(u, @, w)|15 = B((u, 9, ¥), (u,¢,)). E evidente que com esta norma,
B é uma forma sesquilinear continua e coerciva 7. Além disso, pelo Lema de Lax-Milgram, existe uma
anica (u, ¢, ) € 7 solucdo de(3.26), para todo (ii, ¢, W) € 7. Pela teoria de equacdes elipticas, (3.20),
(3.21) e (3.22) nos leva a u, ¢,y € H*(0, 1), e entdo, u,¢ € Hy(0,1) n H*(0,1) e w € H5(0,1). Segue de
(3.14), (3.16) e (3.18) que temos v, w € H(} (0,1) e ze€ HL(0,1). Entdo, temos que U € D(<#) e vale a
unicidade de solucao da equacao —AU = F. Note que ||U|l s < K| F|l s onde K é uma constante

positiva independente de U, ou seja | A~  F|lz < K| F|l . Logo, concluimos que 0 € o).

Proposicao 3.3
o/ é o gerador de umCy-semigrupo de contragoes S(¢) = e?! r>0,no espaco de Hilbert .

Demonstracdo. Como «f é dissipativo, densamente definido e 0 € p(<f), a conclusao é consequéncia

do Teorema de Lummer-Phillips. ]

Ainda, da 3.3, podemos estabelecer o seguinte resultado

Teorema 3.4

Seja Uy € A, entao existe Unica solucido fraca U do problema (3.15) satisfazendo
U € C°([0, +00); 7). (3.27)
Mais ainda, se Uy € D(«/), entao

U € C°([0, +00); D(<#)) N C ([0, +00); H2). (3.28)

Demonstracdo. Pelo corolario 1.24, U(t) = e'¥ Uy é a Unica solucdo de (3.15) satisfazendo (3.27) e
(3.28). O

3.3 Andlise assintotica

Nesta secao mostraremos que quando assumimos y;,y3#0ey2=00ouy;,y2 #0ey3=0a
relacdo dada pela velocidade de propagacao de ondas dada por
K b
o p

€ uma condicao necessaria e suficiente para garantir estabilidade exponencial. Entretanto, quando

(3.29)

consideramos y; =0 e y»,Y3 # 0 nao ha estabilidade exponencial, mesmo em posse da relacao entre

os coeficientes do sistema.

Para realizar as analises assintoticas utilizaremos os teoremas de Huang-Herbst-Gearhart-Priiss

e Borichev-Tomilov.
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331 11 #0,72=0ey3#0

Os resultados principais desta subsecao sao os seguintes teoremas:

Teorema 3.5

AT 4

Assumindo que y; #0, y2 =0ey3 #0, 0 semigrupo associado S(f) = e* ' é exponencialmente estavel

se e somente se (3.29) é verdadeiro.

e

Teorema 3.6
Assumindo que y; #0, y2 =0 e y3 # 0. Se (3.29) é falso, entdo o Cy-Semigrupo S(¢) associado ao

sistema é polinomialmente estavel e satisfaz
C
1S Upll () < ﬁ”UO”@(d) VUyeD (), (3.30)

onde C é uma constante positiva. Mais ainda, esta taxa nao pode ser melhorada.

A demonstracao destes teoremas vird na forma de alguns lemas. Em todos esses lemas

usaremos o operador resolvente de <« dado pela equacao
(iBl-</)U=F, (3.31)

onde U = (u,v,0,w,y,2) € D(A), F = (fi, fo, f5, fu, [5, f6) € # € B € R. Sendo assim, de (3.31)

chegamos ao sistema

ipu-v = fi, (3.32)
ifr—aux—Ap-w)+yiv = fo (3.33)
iBp-w = f (3.34)

i pw—x(@x+W)x+Ap—u) = p1fs, (3.35)
ipy—-z = f5 (3.36)
ip2fz—bYrx+K(Px+Y)+y32 = pa2fe. (3.37)

Devemos provar primeiro o seguinte lema.

Lema 3.7

O conjunto formado pelos resolventes do operador </ contém o conjunto iR, isto &, iR c p(<).

Demonstracdo. Como no lema (3.2), 0 € p(«#). Agora seja € R\ {0}. Suponha que exista algum i

que seja um autovalor do operador ¢, ou seja, AU = iU com U # 0.

Por outro lado, de (3.1) nés temos que

(AU, U) 7 = iBIUI%,.
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Tomando a parte real desta ultima equacao, resulta que || vllg = ||z||§ =0, entdo v = z=0. Tomando
F=1(0,0,0,0,0,0), de (3.32) e (3.36) resulta que u =¥ =0, de (3.33) n6s temos que ¢ =0 e de (3.34)

resulta que w = 0. Mas isto € uma contradicao, logo ndo ha autovalores imaginarios. ]

Ao longo da demonstracao dos lemas seguintes assumiremos que 8 # 0. De modo que rotinei-

L

ramente usaremos o fato que existe uma constante c tal que 0 < B

< ¢ <1 que sera determinada

depois.

Lema 3.8
Seja U = (u, v, ¢, w, v, z)" a solucdo do sistema (3.32)-(3.37).Entao existe uma constante positiva C;

tal que

115 + p2llzlls < CLIFI2 1 Ul se. (3.38)

Demonstracdo. Note que
iBIUN%, — (AU, Ud 7 = (F,U) g,

de(3.1) obtemos que

y1llvl3 +y3lzl5 = Re(E U) z.

Da desigualdade de Holder segue o resultado. ]
Lema 3.9
Seja U = (u, v, @, w,y, z)’ a solugdo do sistema (3.32)-(3.37). Entdo, existe uma constante positiva C,
tal que
auuxn%—%nwuésCzuFu;qunJg. (3.39)

Demonstracdgo. Multiplicando a equacao (3.33) por u, € integrando em (0, [), vamos obter
iBCv, uy + allugls + Allull — A, u) +y1 (v, u) = fz, u). (3.40)

Das equacdes (3.32) e (3.34) nés temos que —ifu=-v—-fiep= —%(w + f3), disto segue que

A A
—llvli5+ alluxls + Allulls + % (w, uy +y1 (v, uy = {fo, u) + (v, fi) - % {fs u). (3.41)

Finalizamos a demonstracao usando a desigualdade de Holder, a desigualdade de Young, desigualdade

de Poincaré e (3.38).

Lema 3.10
Seja U = (u, v, ¢, w, v, z) a solugdo do sistema (3.32)-(3.37). entdo existe uma constante positiva Cs
tal que

C
Kllpx+yllz = ﬁ (I3 + 1213 + wi3) < Cs (181 % - p—bz\ W W)+ IFlUlLe) . (3.42)
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Demonstracdo. Multiplicando as equacées (3.37) por @, + v, integrando em (0, ) obtemos
—iBp2(2x @) + iBp2(2, W) + bWy, (px + ) ) + Kl + Wl + 3 (2, @x+v) = 2 (fo, 0x +W)(3.43)
Pela equacdo (3.35) segue que

~ifp1W k(@ +P)x + A@—T) = p1 fi. (3.44)

b
Multiplicando as equacoes (3.44) por —v, integrando em (0, /) obtemos
K

_iﬁ%ﬂﬁx; wy —b{wy, (px+w), )+ %(Wx’(m + %@/a Uy) = %W/x»fﬂ- (3.45)
Somando equacoes (3.43) e (3.45) temos que
—ifp2(z., ) — iﬁ%wm w) + iPp2(z,y) +klx+yl; +y3<z,<px +)
"'%fo’(l’) + %«/a ) = p2 (fo, px + ) il <1//x’f4>

Da equagao (3.34) nés obtemos que ifp=w+ fze o = —%(w + f3), entao

p2{Zx, W) — iﬁ%("lfxr w) +ifp2(z, W) +xllpx +yll5+y3{z,ox+ ) + i%(wx, w) + %W/, Uy)
=p2(fopx+w)+ %(U’x»f@ —p2{zx, f3) — i%@#x,fs)-

Da equacao (3.36) nés obtemos que z=ify — f5, ify=z+ frey = —%(ZJr f5), entdo

bp b/l
1,5(92——) (Wx; w) — P2||Z||2+K”(,0x+wn2+73<z (px+'(//>+l (Wx» W) —i—(z, Uy)

ﬂ ﬁ
= 02 (for px+ ) + 71<wx,f4> — P22z, f5) + P2 fs o W) + (2, f5) = iﬁwfx,m + i@<fs» ).
Entao
Kloc+yls = —iﬁ(pz— %) W w)+p2llzl —ys{(z px+y) + i%wx, w) +
—i%% Uy) + P2 fo, Px + w> + @“erﬁl) — p2{zx, f3) + P2 fo0 W) +
02 fo) — 2 fo) +z (fs» 1y).

ﬁ

Usando as desigualdades de Holder e Young, (3.38) e (3.39) finalizamos a demonstracao.

Lema 3.1
Seja U = (u, v,, w, v, z) a solucao do sistema (3.32)-(3.37). entdo , entdo existe uma constante

positiva C, tal que

Dyl = o (el + 215 + w18) = G (18122 = 22|y ) + 1FLw U ). (3.4

1B
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Demonstracdo. Multiplicando a equacéo (3.37) por v, integrando em (0, [) chegamos a

iBp2(z,y)+bllyll +xlpc +w,w) +y3{z,¥) = p2 (fo, V).

De (3.36) temos que i By = z + f5, entdo, substituindo apropriadamente nés obtemos a equacao

—p2llzll5 + bllw 5+ xlpx + v, ) +y3{z,w) = p2{ fo,w) + p2{z, f5).

Usando a desigualdade de Holder , as desigualdades de Young e Poincaré , (3.38) e (3.42) finalizamos

a prova.

Lema 3.12
Seja U = (u, v, ¢, w, ¥, z) a solugdo do sistema (3.32)-(3.37). Entdo , existe uma constante positiva Cs

tal que

G
plnwu%—ﬁj(nwxn%||z||§+||w||§)scs(|ﬁ|%—p—lj\|<wx,w>|+||F||Jf||U||;f). (3.47)

Demonstracdo. Multiplicando the equacao (3.35) pore, integrando em (0, /) obtemos
iBp1(w, @) + Kk (@x+,9x) + All@ll5 — Au, @) = p1(fa, ).
De (3.34) nés temos que i By = w + f3, entdo, substituindo apropriadamente obtemos a equacao
prllwls =k {@x+w, @)+ Al@l; — M, @) — p1{fs, @) — p1{w, f3).

Usando as desigualdades de Holder, Young e Poincaré, (3.10), (3.11), (3.39) e (3.42) segue o resultado

desejado.

]

Prova do Teorema (3.5). Assumindo que (3.29) seja verdadeiro, dos lemas (3.10), (3.11) e (3.12) obte-

mos que
C
kllpx+yls— IFT?)I (Il +lzl5 + 1 wl3) < Gl Fll 71Ul 7, (3.48)
C.
bllwll5 - ﬁ (lwxl3 +1zl5+ lwl3) < Call Fll a2 Ul 7 (3.49)
e
C
pillwlls - ﬁ (lwl5 + 1215+ lwll3) < CsIFll 72 Ul . (3.50)

Usando as desigualdades de Holder, Young, Poincaré e (3.11), vamos obter uma constante C’ tal que

2 ! 2 2 2 2 2 2
1012 = C (1013 + prllwilf + p2l1213 + alleel3 + x| @+ v | + Bllwl).
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Pelos lemas (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) obtemos uma constante positiva C tal que

C
1U1%, — — (lwll5 + 1215 + lwl5+) < CIEl Ul s-

1Bl

Tomando ¢ = % vamos obter

1Ull.7e < 2C|| F || z- (3.51)

Sendo assim,
lim [|(i81 - /)"l ) < 2C < co.
| Bl—o00

Mais ainda, pelo lema (3.7) temos iR c p(«f). Assim, o teorema Gearhart-Herbst-Priiss-Huang
nos garante que o semigrupo S(t) é exponencialmente estavel. Agora, assumindo que (3.29) é
falso, queremos mostrar que a segunda condicdo do teorema de Gearhart-Herbst-Priiss-Huang

nao ocorre. Para isto, vamos obter uma sequéncia 8,, € R e uma sequéncia de funcdes limitadas
Fn = (flnrfzn)f3n»f4n)f5nrf6n) tais que

limsup [|(iBI — <) "l () = co.

|Bl—o0
Pela equacdo (3.31) temos

ipu-v = fi, (3.52)
iPr—au—AMp-—u)+71v = fr, (3.53)
ipp-—w = f5, (3.54)
ip1pw—x(@Px+Y)x+AM@—u) = p1fiy, (3.55)
iBy—z = f5, (3.56)
ip2z—byyx+x(@x+y)+y3z = p2fs,- (3.57)

Tomando fi, = f3,, = f5,, = 0 chegamos a
—Bru—auy—Ap—w+iyiBu = fo, (3.58)
—p1FPQ—K(Px+ W+ Mp—1) = p1fay (3.59)
—02B°Y — bW + K(@x + W) +iY3PY = p2fep (3.60)

Devido as condigdes de contorno (3.4) podemos supor que u(x) = Asin(6,x), ¢(x) = Bsin(0, x) e

w(x) = Ccos(0,x), onde 0, = %, comneN.
[PyA-AB]sin(@,x) = f2,, (3.61)
[-AA+P,B+x0,Clsin(@,x) = p1fa, (3.62)
(x0,B+ P3Clcos(@,x) = p2fe, (3.63)
onde
Py = —f+abi+A+iyp,
P, = A-pp*+xb>,

Ps —p2 % + bO? + K + iy3P.
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Agora, tomando f,, =0, fi, = py'sin(@,x) e fs, = p5* cos(@,x) resulta no sistema

PiA-AB = 0, (3.64)
-AA+P,B+x60,C = 1, (3.65)
x0,B+PsC = 0. (3.66)
Resolvendo o sistema acima, vamos obter
PP
B= L3 (3.67)

P3 (P]Pz — /12) - KZB%Pl '

Tomando S =, /ﬁ@n, obtemos

PP ( K)(b K)64+.( 3 " (b K) K03+
= a——||——-— i|lla—— _——— —
e p2 pP1)\pP2 pP1 " P1 ysrpz P2 P1 P1 "
K b K K K
+|xla——]+A (———)— — 0%+ |i(Ays+y1x) ]/ — | 0, + Ak,
( 01) P2 P2 P1 Y1Y3p1 " (a7 )\/Pl "
e
2 202 b« 2 K pa
P3(P1P2—/1)—’K anl = A‘Og ———|—XK a—— 6n+
p2  p1 p1
K b x K
+id (x——) + (———)— K2 —03 +
P1 raT e P2 pP1 n p1 "

+A

02 + iAy1i, | —0,.
P1

K(O{—i)— £—1<2
P1 Y1Y3p1

K b
Portanto, para — # — temos

p1 P2
b K
A
|B| — #0, quando f — oo. (3.68)
Ap2 (2 _ L) X2
p2 1
Sendo assim, quando § — co chegamos a
L

10l = prllwl} = E2= B2 — +oo. (3.69)
O

Prova do Teorema (3.6). Assumindo que (3.29) é falso, isto é,

K b

o1’ 02’
obtemos dos lemas (3.8), (3.9), (3.10), (3.11) e (3.12) uma constante C’ que é independente de § tal

que

1T, < C'(1B1W 2, w) + | Fll Il Ul ) - (3.70)
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Usando a desigualdade de Young e (3.46) obtemos uma constante positiva C tal que
1U1I%, < CIBPIFI 71Ul 7. (371)

Entao,
1
|BI2

Usando o Teorema (1.34) obtemos

I(iBI — )~ |l () < C,quando |B| — oo. (3.72)

_ C
ISt 20 < 77 (373)

o que implica que para todo F € / segue que
1 C
IS()t ™ Fll ¢ < ﬁ”F”Jf- (3.74)

Como 0 pertence ao resolvente do operador <, segue que «f sobrejetivo em # H, entao tomando
Uy € 9(f) tal que o/ Uy = F temos

C
IS()Uoll.7e = m”UO”@(d), vV 1=0. (3.75)

Sendo assim, o semigrupo S(t) é polinomialmente estavel.

Para mostrar que esta taxa polinomial é 6tima, procederemos por um argumento por contradi-

[_1/2

¢ao. Suponha que a taxa pode ser melhorada, ou seja, existe 0 < € < 2 tal que

C
IS()Upll# < WHUOHQM)’ Vt=0. (3.76)

Usando o Teorema (1.34) obtemos que

1

T IGAI = <)~ | 2 < C,quando |B] — oco. (3.77)

Contudo, pela desigualdade (3.69) obtemos uma sequéncia de nimeros reais () e uma sequéncia

de funcoes limitadas F em # tais que

1 JL
e Ul = ~ IAI°B* — 00,quando |A] — co. (3.78)
entao,
]. . _1
Wll(zlﬂ—&f) Il 27 — co,quando || — oco. (379)

De modo que obtemos uma contradicdo. Sendo assim, a taxa ndo pode ser melhorada, provando o

teorema.
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332 71#0,72#0ey3=0

Os principais resultados dessa subsecao sao os seguintes teoremas:

Teorema 3.13

AT 4

Assumindo que y; #0, y2 # 0 ey3 =0, o semigrupo associado S(¢) = e &€ exponencialmente estavel

se, e sO se, a relacdo (3.29) é verdadeira.

Teorema 3.14
Assumindo que y; #0, y2 # 0 e y3 =0. Se (3.29) ndo é verdade, entdo o Cy-Semigrupo S(¢) associado

com o sistema é polinomialmente estavel e satisfaz

C
IS Uoll () < ﬁll Uollowr) VY Uo € 2(A), (3.80)

onde C é uma constante positiva. Mais ainda, a taxa de estabilizacdo é 6tima.

Analogamente a subsecao anterior, faremos a demonstracdo em alguns lemas nos quais
utilizaremos o operador resolvente de «f dado pela equacao

(iBI-a/)U=F, (3.81)

onde U = (u,v,0, w,v,2)T € D(A), F = (fi, fo, f3. fr f5, f5) | € # e B € R. Desse modo, de (3.31)

obtemos o sistema

ipu-v = fi, (3.82)
iBr—auy—A@—uw)+yiv = fo (3.83)
ipp-w = f, (3.84)
ip1pw—xk(@x+Y)x+Ap—w)+yw = p1fi, (3.85)
ipy-z = f5 (3.86)

ip2Bz2—bYrx+K(@Px+y) = pafe. (3.87)

Devemos mostrar primeiro o seguinte lema.

Lema 3.15

O conjunto formado pelos resolventes do operador </ contém o conjunto iR, isto é, iR c p(<).

Demonstracdo. Como vimos no Lema (3.2), 0 € p(<f). Agora, seja € R\ {0}. Suponha que existe

algum i que seja autovalor de «f, isto é, AU = iU com U # 0.

Por outro lado, de (3.1) obtemos que
(AU, U) ¢ = iBllU11%.

Tomando a parte real da Gltima equacao, segue que || vllg = wll% =0, entdo v = w = 0. Tomando
F =(0,0,0,0,0,0), de (3.82) e (3.84) resulta que u = ¢ =0, de (3.85) temos que 1 = 0 e de (3.86)

resulta que z = 0. O que é uma contradicao, logo, nao existem autovalores imaginarios. ]
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Durante a demonstracao dos lemas seguintes iremos assumir que 8 # 0. Entao, rotineira-

mente usaremos o fato que existe uma constante ¢ tal que 0 < I_/lil < c¢ <1 aqual serad determinada

posteriormente.

Lema 3.16
Seja U = (u, v, ¢, w,y, z)’ a solugio de sistema (3.82)-(3.87). entdo existe uma constante positiva C

tal que

vl + p1llwlls < CIF |71 U |l ze. (3.88)

Demonstracdo. Note que
iBIUI%, — (AU, U) 0 = (F,U) 7,

de (3.1) obtemos

Y1llvl +y2lwls = Re(E U) z.

Usando a desigualdade de Holder segue o resultado. ]

Lema 3.17
Seja U = (u, v,, w, v, z)" a solugdo do sistema (3.32)-(3.37). entdo existe uma constante positiva C;

tal que
alluxls < C1IFI#IU | 7. (3.89)
Demonstracdo. Multiplicando a equacao (3.33) por u, e integrando em (0, /) obtemos

iB(v, u) + alluglls + M uls — A, u) +y1 (v, u) = (o, u). (3.90)

Das equacgdes(3.32) e (3.34) segue que —ifu=-v—fiep= —%(w + f3), de modo que

A A
012 + al gl + Allul + % (w, wy +y1 (v, 1) = {fo, u) + (v, fi) — lF {fs u1). (3.91)

Finalizamos utilizando as desigualdades de Hoélder, Young, Poincaré e (3.88) e a desigualdade ﬁ <1.

]

Lema 3.18
Seja U = (u, v, ¢, w, v, z) a solucdo de sistema (3.32)-(3.37). entdo existe uma constante positiva C

tal que
bly«l; - Callzls < ColIFll# | U | - (3.92)
Demonstragdo. Multiplicando a equacéo (3.37) por v, integrando em (0, ) obtemos que

iBo2 {2, )+ bllw,ll5 +x(p+w, ) = p2 (fo,¥). (3.93)
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Agora, multiplicando a equacao (3.35) por —foxW(s) ds, integrando em (0, /) obtemos

—iﬁp1<w,f0 w(s) ds>—1<(<px+1//,w)+/l<(p,f0 w(s) ds>—)t<u,fo w(s)ds>
—yz<w,f0 w(s)ds>:—p1<f4,fo w(s)ds>. (3.94)

Somando as equacdes (3.93) e (3.94) temos
X X X
iﬁp2<z,w>—i,6p1<w,f0 w(s)ds>+b||wx||§+/1<<p,f0 w(s) ds>—/1<u,f0 w(s) dx>
X X
—Y2<W,f0 w(s) dx> =Pz<f6,1//>_P1<f4,f0 w(s) dx>.

De (3.34) e (3.36) temos que ifp = w+ f3 e iy = z + f5, respectivamente, entdo substituindo

adequadamente obtemos a seguinte igualdade

X A/ X X X
—pzllzn§+p1<w,f0 z(s)ds>+b||wxlli—iﬁ<w,f0 u/(s)ds>—ﬂt<u,fo w(s)ds>—yz<w,f0 w(s)ds>
X X A/ X
=pz<fe,w>—p1<f4,f0 w(S)dS>+pz<z,f5>—pl<w,f0 fs(S)dx>+iB<f3,]; w(S)dS>.

1

B < 1 finalizamos a

Usando as desigualdades de Holder, Young e Poincaré, (3.88) e a desigualdade

prova.

Lema 3.19
Seja U = (u, v, ¢, w, vy, z) a solugdo de sistema (3.32)-(3.37). entdo existe uma constante positiva Cs
tal que

C3
181

Demonstracdo. multiplicando the equacao (3.35) por ¢, integrando over (0, [) we obtain

kllox +ylls — —lzl5 < GlIFll 21U\l z. (3.95)

iBo1{w, @) + Kk (P +w, )+ All@lls — Au, @) +y2{w, ) = p1{fa, ).

Note que

(@x+,0x) = lpx + W13 —(@x+y,9) (3.96)

logo

iBo1(w, @) +Kll@x + W5 —x{@x+W, W)+ Al@ll5 — Au, @) +y2(w, P} = p1{fa, ).

De (3.84) e (3.86) obtemos que ifp=w+ fzey = —%(z + f5) donde ao substituir adequadamente
obtemos a igualdade

Y2
p
+i%<u,f3> - i%<w,ﬁ>+ i%(wﬁw’fs%

K A .
—p1||w||§+K||(Px+1,UII§—ZB<(,0x+w,Z>+M|<PII§—lﬁ<u,w)+l lwll3 = p1{f1, @) + p1{w, f3) +



3.3. Andlise assintdtica 59

Usando as desigualdades de Holder, Young e Poincaré, assim como (3.88) e (3.92) chegamos ao
resultado.

Lema 3.20
Seja U = (u, v, ¢, w,y, z) a solugdo de sistema (3.82)-(3.87). entdo existe uma constante positiva C,
tal que

P22l — Ca| T W )1+ 4y, |+ | (2 ) |) Ca(181]E2 = £2| 1w w) 4 1P Ll U e ) (2.97)

‘gl

Demonstracdo. Multiplicando a equacdes (3.87) por ¢, + 1, integrando em (0, ) obtemos

—iBp2(zx, @) +iBp2(z W) + b{Wy, (px +¥) ) +xllpx + W5 = p2{f5,0x + ). (3.98)

Pela equacdo (3.85) segue que

—iBo W —K(@, +P)x + A@—T) +y2W = p1 fu. (3.99)

multiplicando as equacoes (3.99) por %wx e integrando em (0, L) obtemos que

b bA b
—zﬁ%(wx, wy—b{yy, (px+v) )+ — W) A <u/, Uy) Lo (wx, w) = %(wx,f4>(3.100)

Somando as equacoes (3.98) e (3.100) temos
. .. b . bA bA
—ifp2(zx, ) — lﬁ%(Wx; w) +iBp2(z,p) +Kkll@x + w5+ 7(1,[/)0([’) + ?w, Uy) +

b b
"‘% (Yo w)=p2(fo, px+y)+ %<Wx»f4>-

Das equacdes (3.84) obtemos que iy = w + f3, respectivamente, entdo

bA
P24zx, W) — ﬁ—(wx,bwﬂﬁpz(zw>+1<llcpx+u/||2+l <wx,W>+ <u/,ux>+

xp

/1
+72 (Yo, w)=p2(fo,px+y)+ 71<wx,f4> — p2{zx, f3) — i@wx,fs»

Da equacao (3.86) obtemos que z = ify — f5 e ifw = z+ f5 entdo

b
iﬁ(pz—ﬁ)wx,w) ool 212 + Kl + w2+ i 2 <wx,w>+—<w,ux>+ Y2<wx,w>

xp

= p2 <f6,(,0x+1//>+ (U/x,f4) ﬁ<1//x,f3>—pz<Zx,f3)+Pz<f5x, w) + p2(z, fs).

Entao
b bA
pallzlls = 1<||<px+wn§+iﬁ(pz—ﬁ)<wx,w>+i—ﬁ<wx,w>+ <u/,ux>+—<wx,w>+
—pz(fe,<px+1//>——<1//x,f4>+l—ﬁ<1//x,1%>+pz<zx,f3> P25 Wy — p2(z, f5).

Finalizamos a prova usando as desigualdades de Holder, Young e (3.95) .
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Prova do Teorema (3.5). Assumindo que (3.29) é veradeiro, segue do lema (3.11) que

1
.02||Z||§ —Cy (I,‘TIKWX’ W) + Ky, ud | + 1 {x, w) I) < G|IF|l#lU|l 7, (3.101)
além disso,
1
bIIU/xII% 01 (IPTIK%C’ W + Ky, ud |+ 1wy, w) I) < CIFl 21Ul 7. (3.102)

Usando as desigualdades de Holder, Young, Poincaré e (3.11) obtemos uma constante positiva C’ tal

que
2 ! 2 2 2 2 2 2
1012, = C (1013 + prllwilf + p2ll213 + allzeell3 + x| @+ v | + bllwl3).

pelos lemas (3.16), (3.17), (3.18), (3.19) e (3.20) obtemos uma constante positiva Cg tal que
1 Ce
1Bl 1Bl
resultando na existéncia de uma constante positiva C a qual vale
C
181

||U||§f—cs( KW, W+ [, ud |+ (W, wh || = — N1 zl15 < Coll Fll | U |z,

1UI%, — —(p2llzll5 + bl )5 + p1llwl3) < CIEl Ul s,

entao
C

12, -
7 1B

||U||ZJgS CIFN2NUIl 7.
Tomando ¢ = 5 obtemos

IUll.7 < 2C| F| 7 (3.103)

Sendo assim,
ﬁli_m 1GBI - )l ) < 2C < 0.

|Bl—o0
Mais ainda, do lema (3.7) temos iR < p(<#). Outrossim, o Teorema Gearhart-Herbst-Priiss-Huang

nos garante que o semigrupo S(t) tem estabilidade exponencial.

Agora, assumindo que (3.29) é falso, queremos mostrar que a segunda condicdo do Teorema de
Gearhart-Herbst-Priiss-Huang nao ocorre. Para isto, vamos exibir uma sequéncia 8, € R e uma
sequéncia de funcées limitadas Fy, = (f1,,, f2,, 30 fans f5.,0 f6,,) tal que
limsup [|(iBI — o)l ) = co.
|Bl—o0
Usando a equacao (3.81) obtemos

iBu-v = fi,, (3.104)
iBr—auy—Ap-w+yiv = fo, (3.105)
ipp-w = f3,, (3.106)
ip1fw—x(@x+ W)zt A@-w+y2w = p1fay (3.107)
iBy-z = f5, (3.108)

ip2Pz—byxx+Kk(@x+¥) = p2fsy, (3.109)
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Tomando fi, = f3,, = f5,, =0 chegamos a

01—k + )+ M@ —w +iy2Bp = p1fan
_92,521!/ by +x(@x+¥) = p2fo,

Pelas condicoes de contorno (3.4) podemos supor que u(x) = Asin(0,x), ¢(x)

Ccos(@,x),onde 8, = "—L” comneN,

[P1A- AB]sin(8,,x) fon

P1f4n,
[x0,B+ P3Clcos(@,x) = p2fe,

[-AA+ P>B +x0,,C]sin(0,,x)

onde
Py = —fF+abi+A+iyp,
Py = A-p1f*+K0%+iy.p,
P3 = —paf*+bo>+x.

Agora, tomando f»,, = f1,, =0 e fg,, = p; ' cos(@,x) resulta no sistema

P,A-AB

Il
L

-AA+P,B+x0,C = 0,
k0,B+P3C = 1.

Resolvendo o sistema acima, obtemos

_ PPy —A?
~ P3(P1Py—A2)—x6%P;

Tomando 8 = 4 /p—szn temos que

b\(b
PP,— A% = pl(a——)(——£)94+z
p2)\p2  P1

P2

0> +l/1[y1+y2]\/ 0,,

e
K|p1|———|—«x
P2 pP1

( b
a__
P2

b b
A (a— —) Y172 — — Ak
p p2

b
)l(a——) )/7/—
P 172

P3(P\Py— A*) —x%0%P) =

b
Sl
p2

N (b K)
— | -x
Y2 +tY101 02 p1 Y1

iK

+K

(3.110)
(3.111)
(3.112)

= Bsin(@,x) ey (x) =

K

[ oo
d——|Y2t+tY101|———

P1

|

0% + ik [y1+72] \ /

b
P2

63

(3.113)
(3.114)
(3.115)

(3.116)
(3.117)
(3.118)

(3.119)
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XK 2 b
Portanto, para or # 02 temos

1
|C| — #0, quando B — oco. (3.120)
b _ L) 2
P1 (Pz P1
Sendo assim, quando 8 — oo chegamos a
L
1Ulse = pallzl = E5=FIC1 — +oo. (3.121)

Desse modo, o Teorema de Gearhart-Herbst-Priiss-Huang nos garnte que nao ha estabilidade espo-

nencial para o semigrupo S(1).

Prova do Teorema (3.14). Assumindo que (3.29) é falso, isto é,

K b

P1 E
obtemos dos lemas (3.16), (3.17), (3.18), (3.19) e (3.20) uma constante C’ que é independente de

tal que

1U1%, < C' (181w, w) + I Fll Ul 7). (3.122)

Usando a desigualdade de Young e (3.92) uma constante positiva C tal que

IIUII?;f < CIBPIF| 7| Ull s (3.123)
Entao,
]. . _1
|[57”(1;61—9«&‘) | ) < C,quando |B| — oco. (3.124)
ent3o utilizando o Teo (1.34) obtemos
NGEA <& (3.125)
20 = 17 3.125

implicando que para todo F € ./ segue que
1 C
IS Flle < 73 1 Fll - (3.126)

Como zero pertence ao resolvente do operador «f, segue que «f esta contido em # , entdao tomando
Uy € D(«f) tal que o/ Uy = F temos

C
IS Uo7 < mll Wollor), YV t=0. (3.127)

Sendo assim, o semigrupo S(t) é polinomialmente estavel.



3.3. Andlise assintdtica 63

Para mostrar que a taxa da estabilidade polinomial é étima, partiremos novamente de um

argumento por contradicdo. Suponha que a taxa t~!/2 possa ser melhorada, ou seja,existe 0 < € < 2

tal que
IS()Upll 2 < mll Wollg(s)y, VYV t=0. (3.128)
Usando o Teorema (1.34) obtemos que
1 . _
|A|2—¢€ (A — o) M 7 < C,quando | B| — oco. (3.129)

Entretanto, pela desigualdade (3.69) obtemos uma sequéncia de nimeros reais () e uma sequéncia

defungdes limitadas F em # tal que

JL
ape Ul = 7|/1|€BZ — 00,quando |A| — co. (3.130)
entao,
1 . _1
P IEBI - <) |l #(7) — oo,quando | ] — oo. (3.131)

Obtemos entao uma contradicdo. Sendo assim, a taxa ndo pode ser melhorada e, portanto, a prova

esta concluida.

3.33 71=0,727Z0ey3#0

O principal resultado desta subsecao é o seguinte teorema,

Teorema 3.21
Assumindo que y; =0, y2 # 0 e y3 # 0, 0 semigrupo associado S(t) = e“! n3o possui estabilidade

exponencial.

Demonstracdo. Vamos obter uma sequéncia 8, € R e uma sequéncia de funcoes limitadas F;, =

(fln)on)fénrf4n»f5n:f6n) tal que

limsup | (i I — =) | ) = co.
|fl—o0

Analogamente ao sistema (3.82)-(3.87) temos

iBu-v = fi, (3.132)

iBv—auy—Ap-u) = fo, (3.133)

ipp-—w = f5, (3.134)
ip1fw—Kk(@x+ W)+t A@-w+y2w = p1fay (3.135)
ipy—z = fo, (3.136)
ip2Bz—bYxx+K(@x+Y)+Yy32 = P2f5, (3.137)
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Tomando fi, = f3,, = f5,, = 0 chegamos a

_ﬁzu_ QUuyx—Ap—u) = fzn,
P1fap
p2f6n'

—p1520 —K(px + )5+ A — 1) + iy2 g
_Pzﬁzw— wax +K((,0x + ’l,U) + l)fgﬁw

(3.138)
(3.139)
(3.140)

Decorre das condi¢cdes de contorno em (3.4) que podemos assumir que u(x) = Asin(@,x), ¢(x) =
JT
T

Bsin(0,x) e w(x) = Ccos(0,x), onde 8, = X, com n€ N.

[P1A— AB]sin(0,,x)

f2n
[-AA+ P>,B+x0,Clsin(0,x) = pi1fa,
[x0,B+ P3Clcos(@,x) = p2fe,-

onde

Py = —f*+ab’+,
PZ = A—p1ﬁ2+1(6’2,l+i'y2ﬁ,
P3 = —paff+b0:+x+iysp.

Tomando f,, =sin(@,x) e fi, = fs,, = 0 resulta o seguinte sistema

PiA-AB =1
-AA+P,B+x0,C = 0
x0,B+P3C = 0.

Escolhendo =1/ a0? + A obtemos que P; = 0, logo de (3.144) resulta que

B= 1
=-7
Assim,
| Bl !
A!

quando fazemos § — co. Sendo assim, quando 8 — co chegamos em

L
WUl = prlwl? = %ﬁZIBIZ — too.

(3.141)
(3.142)
(3.143)

(3.144)
(3.145)
(3.146)

(3.147)

(3.148)

Pelo Teorema de Gearhart-Herbst-Priiss-Huang obtemos que nao é valido o decaimento exponencial

de S(1).
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Capitulo 4

Amortecimento do tipo Kelvin-Voigt

Conforme [26], alguns materiais, sobretudo os poliméricos, apresentam propriedades mecani-
cas que em determinados aspectos se assemelham a um sélido elastico que obedece a lei de Hooke
para a elasticidade; e em outros, a lei de Newton para a viscosidade. A esse comportamento dualis-
tico da-se o nome de viscoelasticidade, sendo umas das abordagens mais comuns a desenvolvida

por Kelvin e Voigt.

4.1 Ponte Suspensa com amortecimento do tipo Kelvin-Voigt

Considere o seguinte modelo de ponte suspensa com amortecimento do tipo viscoelastico de
Kelvin-Voigt,

U — AUy —A@ — U) — Y1 Usxx =0, em (0, L) x (0,00), (4.1)
P19 —k(@x+P)x +A@— 1) —Y20:xx =0, em (0,L) x (0,00), (4.2)
P2Vt — bWxx + k((Px + ) — Y3Wixx = 0, em (0, L) x (0,00), (4-3)

onde a, A, k,Y1,72,Y3,P1, P2 Sa0 constantes positivas, conforme Capitulo 2, e as condi¢bes de con-
torno sao dadas por
u,t)=u(L,t)=0,t>0,
(0,1 =¢(L, 1) =0, >0, (4.4)
v(0,8)=w(L,t) =0, >0,
com dados iniciais
u(0, 1) = up(x), us(x,0) = uy (x), x € (0, L),
(P(O; t) :(PO(X);(PL‘(X,O) :(Pl(x);xe (O)L)y (45)
v (0,1) =yo(x),¥(x,0) =y1(x), x€(0,L).

De modo que nossas funcoes pertencem ao espacos funcionais
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up(x) € Hy(0,L), u(x) € L*(0,L),
@o(x) € Hy(0,L), ¢1(x)€L*(0,L),

wolx) € HY(O,L), w1(x) € (0, L).

4.2 Energia do Sistema

Agora determinaremos a energia do sistemal! Iniciaremos multiplicando a primeira equacao

do sistema por u;, obtendo

Ul — QU Uyx — AU (9 — 1) —Y1UrUsxx =0.

Integrando em (0, L), chegamos a

L L L L
f utu”dx—af utuxxdx—/lf ut((p—u)dx:ylf Uil dX.
0 0 0 0

Fazendo integracao por partes e usando as condicoes de contorno, temos que

d1 rk L L L
——f Iutlzdx+af utxuxdx—/lf u(p—u)dx = _Ylf lusl?dx.
dt2 Jo 0 0 0

d 1l L d a L L L
%Efo Iutlzdx+%zf0 qulzdx—/lfo ut((p—u)dx:—)qfo Iutxlzdx.

Multiplicando a segunda equacao por ¢y,

P19 Pt —kp(@x + ) x + A@ (@ — 1) — Y29 rxx = 0.

Integrando em (0, L), ficamos com

L L L L
plfo (Pt(Pttdx_ka (pt(fpx+u/)xdx+lf0 qot((p—u)dx:fo YoP@PrxxdX.

Fazendo integracao por partes novamente, obtemos

dpl L ) L L L )
——fo Il clx+kfO wtx(tpx+1//)dx+/1f0 wt(w—u)dx:—fo Yalpexl“dx.

Para a terceira equacao, multiplicaremos por v, vejamos

P2V Wi — bW Wy + AW (@ + W) = V3P Wy = 0.

Novamente, vamos integrar em (0, L),
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L L L L
szo Wﬂ//trdX—be U/thxdx"‘ﬂfO U/t(QDx"'U’)dx:j(; Y3W Y rxxdX.

Aplicando mais uma vez integral por partes e as condicoes de contorno,

dt2f [y | dx+bf wmwxdfo Yi(px+y)dx=— fyglwtxl dx.

Ou seja,

b rL L L
d - 2d +/1f +u)d :—f 2dx.
dt2f Iy dx+ tzfo lyxl“dx A Vilpx+y)dx A Y3l xl“dx
Ao somar as 3 equacoes obtidas, resulta que
dt2f [luel? + alugl? + blw o + p1l@l* + palw 1> + Mg — ul® + kloy +y|?] dx
. fo o2 — fo Yalul2dx—ys fo o exl2dlx.

Por fim, a energia do nosso sistema é definida como

1 L
E(H = Efo [lusl? + @l |* + bly > + p1l@:l* + paly 1* + Mg — ul® + klg, +y|*] dx.

4.3 Semigrupo Associado e Existéncia de Solucao

Tomando u; = v,¢; = w e ¥, = z, podemos tomar U = (u, v, ¢, w,y, 2)T, o que implica que

v
AUyy + A((P_ u) —Y1VUxx

w
1
p_[k(()ox +W)x - A((P_ u) -2 Wxx]
1

V4

1
— bW xx — k(@x + ) —Y32xx]
P2

Chegamos entao ao seguinte problema de Cauchy,

{ Ut—éZfU:O, (46)

U(0) = Uy,

onde U € # = {H; (0,L) x L*(0, L)}*. Por sua vez, observe que o dominio do operador < definido
acima é dado por D(«f) = {H(} (0,L) N H2(0,L) x L*(0, L)}3. O espaco .7 introduzido é um espaco de
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Hilbert com o produto interno dado por,

L

L L L
(U, :f vﬁdx+af uxo_xdx+p1f w?dx+p2f ztdx
0 0 0 0

L L
+/1f ((p—u)(ﬁ—adx—i-kf (px+ ) (g +3)dx
0 0

comU = (u,v,0,w,y,2)" e U=(0,p,q,1,5 )T, 0 que nos permite definir uma norma em .7 por
1Ul%, = (U, U.

Da teoria de espacos de Sobolev, concluimos que D(<f) é denso em # e vamos mostrar que
of é o gerador infinitesimal de um Cy—semigrupo de contracdes S(¢) = e, t = 0, em . O seguinte

resultado é fundamental para nosso obijetivo.

Teorema 4.1
Seja A um operador linear ilimitado com domidio D(A) denso em um espaco de Hilbert H. Se
A é dissipativo e 0 € p(A), o conjunto resolvente de A, entdo A é o gerador infinitesimal de um

Co—semigrupo de contracoes em H.

Demonstracdo. Veja [22], Theorem 1.2.4, page 3. O

Lema 4.2

O operador «f ¢é dissipativo.

Demonstracdo. Paratodo U = (u,v,¢, w,v, z) € D(<f), analogamente ao Lema 2.2, vale que

L L L
Re(/ U, U);f=—y1fo Iutxlzdx—fo Yzl(szlzdx—fO Y3l xl?dx.

Logo, «f é dissipativo. ]

Lema 4.3
0€p(«).

Demonstracdo. Seja F = (f1, f2, f3, f*, f°, f6) T € # e considere a equagio resolvente
—AU =F.

Em termos das componentes de U e F, podemos escrever

—v=f'em Hy(0,L), (4.7)

—@Uyx— Ap — w) +Y1Vxx = [ em L*(0,L), (4.8)
~w = fyem Hy(0,L) (4.9)

—k(@x+ )+ Ao — 1) + Y2wxx = f* em L*(0, L), (4.10)

—z=f>em Hy(0,L), (4.11)
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bWy + A+ W) + Y3250 = fC em L2(0,L). (4.12)

Usando 4.7 - 4.12, chegamos a

— QU — M@ —u) =1 fi, + f2:= g1 € L*(0, L), (4.13)
k(@ +W)x + Ao —w) =yafo + f1:= g€ [*(0,L), (4.14)
by + Ay +y) = Y3f)?x + f6 =8¢ LZ(O; L). (4.15)

Multiplicando 4.13 por & € H} (0, L), 4.14 por ¢ € Hy(0,L) e 4.15 por € H;(0,L), ao integrar por
partes, temos

L L L
—af ﬁxuxdx—f mup—u)dx:f iigidxe L*(0,L), (4.16)
0 0 0
L L L
_kfo @x(‘/’x+1//)dx+/1f0 (ﬁ((p—u)dx:fo (i)gngELZ(O,L), (4.17)
L L L
—bf &xwxdx+/1f 1?((px+1/f)dx:f Wgsdx e [(0,L). (4.18)
0 0 0

Somando 4.16, 4.17 e 4.18, obtemos um problema variacional
B((u,p,v); (4,9, ¥)) = L((&, @, P)), (4.19)

onde, B:[H}(0,L) x H}(0,L) x H}(0,1)1* — C, é dado por

L

L
B((u, @, y); (i1, @, ) :af uxﬂxdx+ﬂf0 (p—-u)(@-w)dx

0
L L
+ka (<px+w)(<ﬁx+¢)+bf0 Wlxdx

elL: [H(}(O,L) x H&(O,L) x H&(O,L)] — C, o qual é dado por
L L L
L((@, @, ) :fo ilgldx+f0 @gzdx+f0 P gdx.

Definindo uma norma em H& (0, L) x H& (0,L) x H& (0, L) por || (u, p,v) 12 = B((u, ©,v); (U, @,v)),
temos que nesta norma B ¢é continua e uma forma bilinear coerciva em H; (0, L) x H} (0, L) x Hy (0, L).
Sendo assim, pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma Unica (u, p,¥) € Hé (0,L) x H& (0,L) x
H,(0,L) que € solucdo de 4.19, para todo (i, @,¥) € H,(0,L) x Hy(0,L) x H}(0,L). Pela teoria
de equacdes elipticas (veja [22], cap 1), 4.13, 4.14 e 4.15 nos guiam a u, ¢,y € H?(0,L), isto &,
u, ¢, p € Hyn H?(0,L). Por outro lado, segue de 4.7, 4.9 e 4.10 que v, w, z € H, (0, L). Logo, U € D()

e concluimos que 0 € p (7).

O

Teorema 4.4

O operador </ gera um Cy-semigrupo de contracoes
S(t)y=et t=0

no espaco de Hilbert 7.
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Demonstracdo. Como «f € dissipativo, densamente definido e 0 € p(<f), a conclusao segue do

Teorema 4.1. O]

Teorema 4.5

Seja Uy € A, entdo existe uma Unica solucao fraca U do problema 4.6 satisfazendo
U € C°([0, +00); ).
Mais ainda, se Uy € D(«/), entdao U é uma solucao forte com a seguinte regularidade

U € C°([0, +00); D(<#)) N CL([0, +00); ).

Demonstracdo. Considerando que o operador «f gera um Cy-semigrupo de contracoes
S(=et=0

no espaco de Hilbert .72, pelo corolario 1.24, temos que U(¢) = e"? Uy é a Unica solucio de 4.6

satisfazendo as condicoes acima. O

4.4 Comportamento Assintotico

Novamente, vamos mostrar que iR c p(«/). Para isso, iremos supor falso que iR c p(«/), o
que implica que existem 6 e uma sequéncia " — 0,18"| < 10|, tal que || (i 3" — A) "1l . — oo e para

todo M > 0, existe ng € N de modo que se n > ng, entao
1GB" = A L > M.

Assim, existem 0 # y" € A tais que

1GB" = Ay Iz
Iy" .7

> M.

Tomando g" = (i — A)~'y™, podemos escrever

Ig" .7
1GB" — A)g" |7

c0on n
1Gp" =~ Ag" e _ L

8"l M
1 n
Dai, [[(if" — AU" || » < 2 comn >ngeU" = ”gn” € D(/),|IU"|| = 1. Logo, observamos que
g

1" — AU" || 2 — 0.

Isto é,
iB"u" - v" —0em H, (0,L), (4.20)
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iB" V" — QUyy + A — 1) + Y1 U5y — 0 em L%(0, L), (4.21)
iB " —w" —0em H,(0,L), (4.22)

iB W —k(px+W)x + M@ — 1) +Yowyy — 0 em L*(0, L), (4.23)
iB"y" - z" —0em Hy(0,L), (4.24)

iB"z" — b x + k(@ — W) —y225x — 0 em L?(0, L). (4.25)

Agora, note que
(GB" =AU, U") 70 =i " |U"l e — (AU",U") z.

Tomando a parte real, temos
L L L
Re((iﬁ”—A)U”,U”)Jg:ﬁf |u§g|2dx+y2f |w,’§|2dx+y3f 12" %dx.
0 0 0

Como U" é limitado e (i — A)U"™ — 0, temos que

v — 0em L*(0,L). (4.26)
w! —0em L*(0,L). (4.27)
z" —0em L*(0,L). (4.28)

Aplicando a Desigualdade de Poincaré, temos que

v —0em L%(0, L), (4.29)
w" —0em L*(0,L), (4.30)
z" —~0em L%(0,L). (4.31)

Substituindo 4.29 em 4.20, 4.30 em 4.22 € 4.31 em 4.24, temos que

u" —0em L*(0,L), (4.32)

" —0em L*(0,L), (4.33)

y" —0em L*(0,L). (4.34)
Observe porém que precisamos que

u" —0em Hy(0,L), (4.35)

@" —0em H,(0,L), (4.36)

y" —0em H,(0,L). (4.37)

Agora, usando 4.29 a 4.34 em 4.21, vamos obter

—au’,—yv", —0em L*(0,L). (4.38)
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Integrando de 0 a x, temos
—au” +au’0) -y v +y1v"(0) — 0 em L*(0, L). (4.39)

Por 4.26, chegamos a
u" — u'"(0) — 0 em L*(0,L). (4.40)

Agora, aplicando a desigualdade de Gagliardo-Niremberg (veja [22], pag 10) com m=2,a = %, p=

2,r=2,j=1,n=1e g=2, temos

| UZ(O)HLZ(Q,L) = C1||u (0)” llu” (0)” +c2llu”(0) ”LZ(O,L)-

12(0,L) L2(0,L)

Por 29, u™(0) — 0 em L2(0, L) e por 4.38, u".(0) — 0 em L?(0, L). Entéo, temos u"'(0) — em L%(0, L)

e por 4.40, temos u” — 0 em L?(0,L). Como u" — 0 em L?(0, L) e u"" em L?(0, L), deduzimos que

u" —0em H,(0,L). (4.41)
Aplicando a mesma ideia, chegamos a

@" —0em Hy(,L). (4.42)

" —0em H,(0,L). (4.43)

Sendo assim, temos que ||U"|| 7 — 0, contradizendo ||U"|| # = 1. Concluimos entdo que iR c p(<).

Agora, queremos que |Ali_m 186 — A)_1||L(H) < 0o. Suponha, por absurdo, que isso seja falso.
— 00
Entdo existem uma sequéncia " — co com " >0 e também uma sequéncia de vetores complexos

unitarios U" = (u", v", ", w", ", z") , tal que

(l — EA) U »
ou seja,

1
iu”—ﬁv”—»Oem H;, (0,1), (4.44)
iv" _ﬁ [aul + A" —u™) +y1v" ] —0em L*(0,L), (4.45)

1
ip"— G w" — 0em Hy(0,L), (4.46)
ipyw" - ﬁ[k(q)x +)x— A" —u™) + 2wl ] — 0 em L*(0, L), (4.47)

1
iy — ﬁz" —0em H,(0,L), (4.48)

1

ip22" — — by x — k(@F + W) + Y325, — 0 em L?(0, L). (4.49)

p
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Vale que

1
Re<(i—ﬁA)U”,Un> :%f 174 dx+z;if lwy | dx+ﬁ |zg|2dx.
T

1
Como U™ é limitado e (i - WA) U™ — 0, entdo vale que

n

Uy 2

ﬁ —0em L2(0, L), (4.50)

wl’l

/3_ —0em L%(0, L), (4.51)

n

ﬂ—’; —0em L%(0,L). (4.52)
Aplicando a Desigualdade de Poincaré, temos que

vn

i 0em L*(0,L), (4.53)

w" 9

5 0em L2(0,1), (4.54)

Zﬂ

i 0em L*(0,L). (4.55)
Substituindo 4.53 em 4.44, 4.54 em 4.46 e 4.55 em 4.48, obtemos

u" —0em L%0,L), (4.56)

¢" —0em L7(0,L), (4.57)

y" —0em L*(0,L). (4.58)

Agora, multiplicando a equacao 4.45 por v,
1
ilvll - ﬁ[ aull, vy + A(@" - u™), v) + 71V, v)] — 0 em L*(0, ). (4.59)

Tomando a parte real, segue que

1
—a(ull,v) - L@ u),V>——Y1<v§Zx,v>—>0emL2(0,L).

Fazendo integral por partes, isso implica que,
a n 2
ﬁ“"“’ v) — 0em L%(0,L). (4.60)
Usando 4.60 em 4.59, chegamos a
v —0em L?(0,L). (4.61)
Sendo assim, temos por 4.45 que
1
—lau”, + A" —u™) +y,v" ] — 0em L*(0, L). (4.62)

ﬁn
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Agora, multiplicando por ", chegamos a
au’ + A" —u") +y v, —0em L?(0,L). (4.63)
Aplicando 4.56, 4.57 e a desigualdade de Gagliardo-Niremberg novamente, concluiremos que
u" —0em L*(0,L). (4.64)

Analogamente, vamos concluir que ¢", ¢ — 0 em Hg e temos que v", w",z"* — 0 em L?. Contradi-

zendo que U" sao vetores unitarios.

Corolario 4.6

O Cy-semigrupo de contracdes S(#) = e<?, t = 0, gerado por </ é exponencialmente estavel.

Demonstracdo. Com efeito, como iR < p(<f), pelo Teorema de Huang-Herbst-Gearhart-Pruss, preci-

saremos mostrar apenas que
lim || (iBI— <) ) < oo.
[Bl—o00
Para |B] = 1 teremos que

1GBI— ) e < 1BINGBI - o) M2 = 1 BUBI— ) i),

e portanto,

lim [|(iBI - <) leuw < | ﬁllim 18RI — ) () < o0
—00

[Bl—o00



75

Consideracoes Finais e Perspectivas Futuras

Nesta tese, estudamos trés problemas através da técnica de semigrupos aplicadas as Equacoes
Diferenciais Parciais. Obtivemos a existéncia e unicidade de solucdo para todos os problemas e
decaimento exponencial para o primeiro e o Ultimo, para o segundo problema ha decaimento
exponencial em posse da condicdo — = £ e decaimento polinomial caso a mesma nao ocorra. Mais
ainda, no problema da Ponte suspé)risa c%zm atrito foi possivel provar a analiticidade do semigrupo

associado.

Para a continuacao da pesquisa, inicialmente nos propomos a analisar as situacdes para o

problema da Ponte Suspensa:

1. Mudanca do amortecimento para o fracionario entre o atrito e o Kelvin-Voigt;

2. Mudanca para amortecimento parcial do sistema Kelvin-Voigt.
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