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Resumo

Neste trabalho sera proposto um conjunto de estratégias considerando uma representagao
aumentada em espaco de estados na implementacao de controladores preditivos baseados
em modelo para permitir o uso de desacopladores com a garantia de estabilidade e robustez
em sistemas lineares multivariaveis com restri¢coes. A nova formulagao é genérica podendo
ser utilizada com diversos desacopladores aplicaveis ao processo e variadas estratégias
de controladores preditivos. Sera apresentado um levantamento inicial da literatura na
area de pesquisa com o objetivo de dar embasamento para a formalizacdo da prova de
estabilidade e robustez para o controlador preditivo utilizando a representacdo proposta
e os resultados serdo apresentados através de estudos de caso de simulagao. A principal
contribuicao decorre da obtencao de respostas desacopladas com garantias de estabilidade

e robustez.

Palavras-chave: Controle preditivo, desacoplamento, sistemas multivariaveis, estabili-

dade, robustez.



Abstract

This work will propose a set of strategies based on augmented representation in state space
during the implementing model-based predictive controller to enable the use of decoupler
with the guarantee os stability and robustness in constrained multivariable linear systems.
The new formulation is general and can be used with many decouplers that applicable
to the process and many predictive controller strategies. A initial literature review will
be carried out with the objective of providing a basis for formalization of the proof of
stability and robustness for the predictive controller using the proposed representation
and the results will be presented through simulation study cases. The main contribution

comes from obtaining decoupled responses with guarantees of stability and robustness.

Keywords: Predictive control, decoupling, multivariable systems, stability, robustness.
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1 Introducao

A maioria dos sistemas de controle industriais sao sistemas multivariaveis, ou
sistemas MIMO (do inglés Multiple-Input and Multiple-Output), como sdo popularmente
conhecidos, e um dos problemas mais importantes para o controle desses sistemas é o
problema de acoplamento (LIU L.; ZHANG, 2019). Conforme definigdo de (WANG, 2003),
desacoplamento ¢é a simplificagdo de um sistema multivariavel em um nimero de sistemas
monovaridveis (ou SISO, do inglés Single-Input and Single-Output) sem acoplamentos
cruzados entre eles. Esta definicdo apresenta as duas justificativas principais para o uso de

desacopladores em projetos de sistemas de controle:

1. Facilitar o projeto dos controladores. Ao se considerar multiplos sistemas mo-
novariaveis em substituicao a um sistema multivariavel, a sintonia dos controladores
torna-se mais facil, uma vez que, em geral, os projetos de controladores monovariaveis

sao mais simples.

2. Evitar que a variagao no set point de uma variavel de processo interfira em
outras variaveis. Com a existéncia do acoplamento, ao se ajustar os parametros
do controlador para alterar a performance em uma variavel de processo, a mudanca
na variavel manipulada pode afetar a performance de outra malha levando-a para

um valor indesejado, inclusive, podendo ocasionar a instabilidade do sistema.

Como enfatizado por Wang (2003), a popularidade do controle com desacoplamento
nao tem como principal causa a capacidade de simplificacao do projeto do sistema de
controle multivariavel, e sim a necessidade de variacao do set point de uma variavel de
processo sem interferéncia nas demais variaveis do sistema. Ainda em seu livro, Wang
cita como exemplo de uma dessas aplicagoes as aeronaves de decolagem vertical. Neste
sistema as saidas de interesse sao o angulo de inclinagao, a posicao horizontal e a altitude,
e as variaveis de controle consistem de trés diferentes turbinas. Como as varidveis sao
acopladas, o piloto deve adquirir uma habilidade consideravel de forma a manipular
simultaneamente todas as turbinas e conseguir controlar com sucesso a aeronave. Caso
haja um desacoplamento, o piloto passara a ter trés subsistemas independentes e estaveis
para controlar o angulo de inclinagao, a posicao horizontal e a altitude, tornando a operacao

muito mais simples e segura.

O Controle Preditivo, ou Controle Preditivo baseado em Modelo (MPC, do inglés

Model-based Predictive Control), é uma técnica de controle avangado largamente difundida
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e que possui impacto significativo no controle de processos industriais. A boa aceitagdo na
industria se deve a facilidade no entendimento de sua ideia basica, a capacidade inerente
em sua formulagao para aplicagoes em plantas nultivaridveis e, principalmente, pelo enorme
potencial em trabalhar com restrigoes (MACIEJOWSKI, 2001). Em seu livro, Camacho e
Bordons (1999), atribuem este sucesso ao fato de que o MPC é, talvez, o método mais

genérico para tratar do problema do controle de processo no dominio do tempo.

Por possuir uma capacidade inerente para trabalho com sistemas multivariaveis, o
uso de desacopladores em controladores MPC com o objetivo de simplificacao de projeto
nao é justificavel. O problema de acoplamento em controladores MPC ganha destaque
na literatura devido ao fato de que, conforme analisado por Dworak P. e Ghosh (2019),
apesar da lei de controle para o MPC ser obtida através da resolucao de um problema de
otimizacao, o desacoplamento perfeito nao é garantido. A interacao entre entradas-saidas
s6 podem ser reduzidas através de modificagoes dos parametros de critério, dos pesos da
funcao objetivo e/ou das restrigoes consideradas. Ou seja, apesar de ser um controlador

6timo, o MPC nao garante desacoplamento do processo.

1.1 Revisao Bibliografica

O desenvolvimento tecnolégico dos ltimos anos tem aumentado a possibilidade
de uso dos controladores MPC, que se apresentam como solugao ideal para o problema
de controle em plantas MIMO. Portanto, ja é possivel encontrar alguns trabalhos sobre
desacoplamento dindmico com este tipo de controlador na literatura. A maioria dos
trabalhos, como pode ser visto em (ZERMANI M.A.; MAMI, 2012a), (ZERMANI M.A ;
MAMI, 2012b), (ZABET; HABER, 2011) e (PEREIRA; FLESCH, 2020b), sugere o
desacoplamento através da variacao dos pesos do erro na funcao custo, seja considerando
uma variagdo a partir de condicionantes (como a troca de referéncia de alguma saida ou
a transferéncia de alguma malha para opera¢ao em manual) ou considerando os pesos
como uma func¢ao variante no tempo. A ideia é que quando ocorra a variacao do valor de
referéncia para uma das saidas, o peso na funcao custo, relacionado ao erro das outras
saidas seja aumentado. Apesar de apresentarem resultados positivos, este método nao
faz uso de um desacoplador propriamente dito. Trata-se, na verdade, de uma sintonia do
controlador MPC em que o sinal de controle 6timo é obtido através da minimizacao de uma
funcao custo que prioriza a minimizacao do erro das saidas cuja referéncias permanecem
constantes. Uma desvantagem deste método advém do fato de que uma mudanca de
sintonia do controlador podera acarretar em perda na capacidade de desacoplamento na
medida que o conceito depende de uma ponderacao do erro suficientemente elevada, que é

variavel de acordo com os parametros de sintonia do MPC, como por exemplo o horizonte
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de predicgao.

Em (SCHMITZ U.; BARS, 2007), além do uso da técnica de variacao de pesos da
fungao custo, é sugerida uma desaceleragao do sinal de referéncia através da utilizacao de
um filtro de primeira ordem. Porém, com este método, o autor deixa de fazer uso de todo o
potencial do ponto de vista da otimalidade que o controlador preditivo pode proporcionar.
Se nao houver nenhuma restricao no processo para que a mudanca de referéncia ocorra
de forma brusca, entao o ideal é que o controle 6timo seja obtido tentando alcancar este
tipo de mudanga. Caso contrério, o sistema deixa de ter uma resposta 6tima, ainda que
sem eliminar completamente o efeito do acoplamento, para ter uma resposta nao étima e
que pode afetar significativamente sua performance. Isso pode ser verificado no préprio
trabalho citado, ao se comparar as respostas do controlador MPC com uso de referéncia
filtrada com o MPC que utiliza a variacao de pesos da funcao custo. No primeiro caso, a

resposta foi muito mais lenta que no segundo.

Outro método, encontrado na literatura (SANIYE; SULEYMAN, 2011) e (DWO-
RAK P.; GHOSH, 2019), considera restrigdes nas saidas em que ndo houve mudanca de
referéncia. Esta técnica apresenta vantagens em relagao as anteriores: é mais intuitiva,
evita problemas com troca dos valores dos pesos da func¢ao custo e nao exclui os pesos
como fatores de sintonia e nem altera o formato do sinal de referéncia (DWORAK P;
GHOSH, 2019). Porém a proposta inclui restrigdes que nao existiam inicialmente no

sistema, podendo alterar significativamente o problema de controle original.

Ja& a proposta apresentada por Middleton e Adams (2008) faz uso de um desa-
coplador para sistemas MIMO com representacio por espaco de estados. E considerado
o desacoplador por realimentagao de estados proposto por Falb e Wolovich (1967) com
modificagoes na funcao custo dos controladores preditivos classicos. O trabalho apresentou
resultados positivos, inclusive para sistemas com zero de fase ndo-minima, mas a alteragao
na funcao custo do controlador preditivo exige uma comprovacao de estabilidade e robustez

que nao foi apresentada pelo trabalho.

Em Lima e Santos (2013), foi mostrado que o uso de desacopladores externos
em conjunto com um controlador MPC baseado no modelo desacoplado com garantias
de estabilidade impostas por Mayne D.Q. e Scokaert (2000), permite a estabilidade do
sistema. O desacoplador externo tem o intuito de eliminar ou reduzir a interacao cruzada,
ao passo que o controlador MPC pode ser utilizado para lidar com dinamicas complexas a
exemplo de processo com atraso, sistemas de fase ndo-minima e processos com referéncias
futuras conhecidas (LIMA; SANTOS, 2013). Porém o trabalho tratou apenas dos casos
sem restrigoes. Em Zhang e Gao (2015), foi apresentado um MPC com critérios para

garantia de estabilidade e robustez, porém somente para o caso sem restrigoes e sob um
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determinado conjunto de condicoes.

H& ainda trabalhos como Strafiberger D. e Sergiyenko (2015) que aplicam a
abordagem geométrica de desacoplamento para os controladores MPC. E outros que
utilizam de redes neurais com fungao custo dindmica (PEREIRA; FLESCH, 2020a; QIN;
ZHU; CHAI, 1996; ZHU; QIN; CHAI, 1999).

A maior parte destes trabalhos nao considera formulagoes MPC com garantias
de estabilidade e o problema de estabilidade robusta na presenca de restricoes nao foi

considerado.

1.2 Motivacgao

Nas secoes anteriores foi visto que a maioria dos sistemas de controle sao para
sistemas MIMO e a importancia do desacoplamento para estes sistemas. Foi indicado o
crescimento de utilizagao de controles preditivos, devido ao avango da tecnologia, e que,

apesar de ser um controle 6timo, o MPC nao garante o desacoplamento perfeito.

Os trabalhos existentes que tratam do problema de desacoplamento em controla-
dores preditivos, em sua maioria, propoem solugoes baseadas em alteragdes de pardmetros
de sintonia do controlador sem uma garantia formal de desacoplamento. Trabalhos que,
de fato utilizam desacopladores, em sua maioria o fazem alterando a func¢ao custo do
controlador preditivo sem uma demonstracao de garantia de estabilidade ou robustez.
Em (LIMA; SANTOS, 2013), hd uma comprovacao de estabilidade nominal (caso sem
restri¢do), mas sem uma garantia de robustez. Nesse contexto, a combinagao de estratégias
MPC com desacoplamento, satisfacao robusta de restri¢bes e garantias de estabilidade

robusta merecem uma atencao particular.

1.3 Objetivos

O objetivo deste trabalho é propor uma formulacao MPC baseada numa represen-
tagdo aumentada que permita alcangar as condi¢oes para desacoplamento com garantias
de estabilidade e robustez. A representacao utilizada serd por abordagem em espaco
de estados através do uso de uma representacao ampliada em que considera a inclusao
da dindmica do desacoplador no modelo utilizado para implementagao do controlador

MPC. Desta forma, serd apresentada uma estratégia genérica, que pode ser aplicada em
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algoritmos padroes de controladores preditivos e assim, a estabilidade e robustez podem

ser garantidas, conforme trabalhos anteriores.

1.3.1 Objetivos Especificos

Para alcancar o objetivo principal deste trabalho, estao previstas as seguintes

etapas:

1.4

Proposicao de uma representagao de espaco de estados ampliados;

Formalizacao de condi¢oes suficientes que garantam uma resposta desacoplada por

meio de controladores preditivos lineares com desacopladores;

Proposicao de algoritmos de controladores preditivos desacoplados baseados na

representacao aumentada com garantias de estabilidade;

Proposicao de algoritmos de controladores preditivos desacoplados baseados na

representacao aumentada com garantias de robustez entrada-estado;

Realizagao de analise comparativa por meio de estudos de casos simulados.

Estrutura da Dissertacao de Mestrado
A estrutura desse projeto de dissertacao estda organizada conforme abaixo:

No Capitulo 2 sera apresentada a fundamentacgao tedrica que sustenta a proposta
deste trabalho;

O Capitulo 3 apresenta a proposta para a representacao aumentada do modelo da

planta desacoplada;

A utilizagao da representagao aumentada é aplicada em um algoritmo MPC com
garantia de estabilidade e os resultados obtidos por simulagoes computacionais sao

apresentados no Capitulo 4;

No Capitulo 5 é apresentada a aplicacdo da representacao proposta para uma
estratégia de MPC para seguimento de referéncia com garantia de estabilidade e

robustez, incluindo os resultados obtidos por simulagoes computacionais;

E por fim, o Capitulo 6 apresenta os comentarios finais.
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1.5 Trabalhos Desenvolvidos

A seguir sao apresentadas as publicagoes desenvolvidas como decorréncia das

atividades relacionadas a esta dissertacgao.

1.5.1 Conferéncia aceita

(Rodrigo G. de S. Camara and Tito L. M. Santos). Uma representagao
aumentada voltada ao Controle Preditivo com desacopladores. In XXIV Congresso
Brasileiro de Automdtica, 3(1):3178-3184, 2022.

1.5.2 Periodico aceito

(Rodrigo G. de S. Camara and Tito L. M. Santos). Robust decoupling MPC
for linear systems with bounded disturbances. ISA Transactions, 139:1-12, 2023.



22

2 Fundamentacao Teorica

Neste capitulo sera apresentado o arcaboucgo tedrico necessario para um melhor
entendimento do trabalho desta dissertacao. Alguns conceitos preliminares citados neste

capitulo podem ser encontrados no Apéndice A.

2.1 Desacopladores para sistemas multivariaveis

Este trabalho nao tem como objetivo apresentar um novo modelo de desacoplador
ou se aprofundar no estudo de algum modelo especifico existente na literatura. Conforme
descrito na Se¢ao 1.3, o objetivo do trabalho é apresentar uma nova representacdo aumen-
tada em espacgo de estados, que inclui os estados do desacoplador aos estados do processo,
de forma a permitir a implementagao de técnicas de controle MPC ja conhecidas, mas sem
acoplamento cruzado. Desta forma, diversos desacopladores poderao ser utilizados desde
que seja adequado para o processo que se deseja controlar e que possa ser representado
por espaco de estados, podendo, inclusive, utilizar-se de uma representacao minima, pois

nao existe a necessidade de estados observaveis.

Nas simulagoes serao considerados um ou mais dos métodos de desacoplamento

conhecidos como simplificado, ideal ou invertido, brevemente descritos nas proximas segoes.

Os trés métodos citados apresentam o mesmo conceito: considerando a matriz de
transferéncia que representa a dindmica da planta como P(s), o objetivo é projetar uma
matriz de transferéncia D(s), tal que P(s)D(s) seja uma matriz de transferéncia diagonal
T(s). A Figura 1 ilustra este conceito e as Equagoes (2.1) e (2.2) apresentam um exemplo
para o caso de um processo com duas entradas e duas saidas (TITO, do inglés Two Input
and Two Output).

Figura 1 — Representacao ilustrativa de um desacoplador

(s)
‘ cts) }—M Dls) }——{us Pls) }—»"m |:> ‘ cts) }——{Vts) (s) }—'“S'

Fonte: Elaborada pelo autor

P(s)D(s) =T(s), tal que (2.1)
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P(s) Pii(s) Pia(s) D(s) = Dy1(s) Dia(s) T(s) T11(s) 0
Pgl(s) P22<8) ’ D21(S) DQQ(S) ’ 0 TQQ(S)
(2.2)
Substituindo a Equacdo (2.2) em (2.1), temos:
D(s) =P(s)"'T(s)
1 PQQ(S)TH(S) —Plg(S)TQQ(S) (23)

= Pi1(5)Pa2(5)—P12(5) Pa1 (5)

— P (s)Thi(s)  Pui(s)Taa(s)

Como os elementos Pyq(s), Pia(s), Paa(s) e Py(s) representam as fungoes de
transferéncia do processo, sao supostamente conhecidos. Os tinicos elementos desconhecidos

sdo Th1(s) e Tua(s), que representam a dindmica desejada para o sistema desacoplado.

2.1.1 Desacoplador ideal

A técnica chamada de desacoplamento ideal em (LUYBEN, 1970 apud GAGNON
E.; DESBIENS, 1998), considera a escolha de T(s) como T31(s) = Pi1(s) e Taa(s) = Paa(s),
na Equagao (2.3). A desvantagem desta técnica é que, geralmente, resulta em expressoes
complicadas para D(s), o que pode dificultar sua realizacio (GAGNON E.; DESBIENS,
1998). A Figura 2 ilustra este tipo de desacoplamento.

Figura 2 — Desacoplador ideal

Desacoplador Processo
viis) yi(s)

P21(s)

D12(s)

>
L

h 4

D21(s)

uae) P22(s) —»(_ )

v2(s) y2(s)

Fonte: Elaborada pelo autor

Y
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2.1.2 Desacoplador simplificado

A técnica conhecida como desacoplamento simplificado (LUYBEN, 1970 apud
GAGNON E.; DESBIENS, 1998) é largamente utilizada na literatura e consiste na escolha

da matriz de transferéncia do desacoplador como

1 _ 11;12(8)
DE) = | p (2.4
PQQ(S)

resultando em uma matriz de transferéncia T(s) conforme a seguir

Paa(s)

P12(s) P21 (s
0 Pro(s) = g

P _ Pia(s)Pai(s) 0
T(s) = 11(s)

Esta escolha torna a realizacao do desacoplador mais facil porém a matriz de
transferéncia T(s) obtida é mais complexa contendo elementos com soma de fungoes
de transferéncia, o que, em geral, torna mais complicada a sintonia dos controladores
(GAGNON E.; DESBIENS, 1998). Esta técnica é apresentada na Figura 3.

Figura 3 — Desacoplador simplificado

£1

[,
Desacoplador Processo

- ) - } Pil(s) |—-@—»®
wi(s) yii(s)

o] e

P21(s)

s L R Y o R
v2(s) y2(s)

= £

v
[=)
[

=
v

Fonte: Elaborada pelo autor

2.1.3 Desacoplador invertido

Na técnica apresentada por Shinskey (1996), conhecida como desacoplamento
invertido, utiliza-se a mesma matriz de transferéncia do desacoplador simplificado, porém
com modifica¢des na estrutura de interligacao do desacoplador com o processo, conforme
mostra a Figura 4, que fazem com que a matriz de transferéncia T(s) obtida seja igual
a do desacoplador ideal, combinando portanto, as vantagens dos dois tipos anteriores de

desacoplamento.
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Figura 4 — Desacoplador invertido

Desacoplador Processo

1
uits) > Pli(s) I—r( ——— )
yi(s)

D21(s) — 1 P21(s)

vi(s)

O L o P2 ——()

v2(s) y2(s)

Fonte: Elaborada pelo autor

Foram sugeridas varias técnicas para a obtencao de um desacoplador invertido,
como as apresentadas em (SHINSKEY, 1996; WANG; HUANG; GUO, 2000). Para
exemplificar este tipo de desacoplador, considere a técnica apresentada em (WANG;
HUANG; GUO, 2000) que obtém o desacoplador utilizande-se de uma aproximacao do
processo por um modelo do tipo FOPTD (do inglés First-Order plus Time Delay), obtido

da resposta ao degrau. Neste modelo, P(s) é aproximado por f’(S ) tal que

Ky 6—SL11 Ko 6—SL12

— T118+1 T128+1
P<S) Kip o—sliz Koo o—sloz ’ (25)
T128+1 To25+1

sendo Kjj, 7;; e L;j, respectivamente, o ganho, a constante de tempo e o atraso de F;.

O desacoplador invertido é definido considerando a mesma estrutura do desaco-

plador simplificado, dada pela Equacao (2.4), com

_Plg(s) _ _Klg(THS -+ 1)
PH(S) K11(7'128+ 1)

e~vTmzs (2.6)

_Pgl(S) _ _Kgl(TQQS + 1)
P22(S) K22<T218 + 1)

e vTims, (2.7)

1, se Tdijzo

com Tg12 = Lig — L1, Tao1 = Loy — Lag € U(L) = .
O, se Tdij<0

2.1.4 Outros métodos de desacoplamento

Outras abordagens para desacoplamento sao consideradas na literatura, como por
exemplo o desacoplador por realimentagao de estados proposto em (FALB; WOLOVICH,
1967) ou os métodos apresentados no livro de Wang (2003). Como a abordagem proposta,

neste trabalho independe da técnica de desacoplamento utilizada, sua aplicagdo pode ser
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estendida para quaisquer outros métodos desde que sejam aplicaveis ao processo a ser

controlado e que possam ser representados por espaco de estados.

2.2 Controladores Preditivos baseados em Modelo - MPC

Segundo Camacho e Bordons (1999), o termo Controle Preditivo baseado em
Modelo (MPC, do inglés Model Predictive Control) nao designa uma estratégia de controle
especifica mas uma ampla variedade de métodos de controle que fazem uso explicito de um
modelo do processo para obter um sinal de controle através da minimizac¢ao de uma funcao
custo apresentando basicamente a estrutura mostrada na Figura 5 e as trés caracteristicas

a seguir:

Figura 5 — Estrutura béasica de um MPC

Entradas e Trajetdria de
Saidas Passadas Sa|d:.js Referéncia
] Preditas +

Modelo -
Entradas
Futuras
Otimizador
Erros Futuros

Funcao Restrich
Custo estricdes

Fonte: Adaptado de (CAMACHO; BORDONS, 1999)

o Uso explicito do modelo para prever a saida do processo em um instante futuro

(horizonte).
o (Célculo da sequéncia de controle por meio da minimizacao de uma funcao objetivo.

» Utilizacao da estratégia do horizonte deslizante, descrita a seguir. A cada amostragem
de tempo, partindo do estado atual (¢), um problema de controle 6timo em malha
aberta é resolvido considerando um horizonte, N, finito (diagrama superior da
Figura 6). Da sequéncia de sinais de controle 6timo obtida, apenas o primeiro deles
¢ aplicada ao processo. No proximo passo da amostragem de tempo, ¢ + 1, um novo
problema de controle 6timo considerando as novas medicoes dos estados é resolvido
sobre um horizonte, N, finito, mas deslocado no tempo (diagrama inferior da Figura

6). E assim sucessivamente.
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Figura 6 — Ilustracao do conceito de horizonte deslizante

Passado Future

Saidas Preditas

Referéncia

ﬁd ult) Entradas Manipuladas

t t+1 t+N

Saidas Preditas

dé u(t+1) Entradas Manipuladas

t+1 t+2 t+1+N

Fonte: Adaptado de (BORELLI F.; MORARI, 2017)

As principais vantagens de se utilizar controladores preditivos sdo: a sua capacidade
inerente em controlar plantas multivariaveis (demanda inicialmente mais importante), a
facilidade para incluir o tratamento de restrigoes do processo (presente em praticamente
todas as aplicagdes), uso em plantas nao-lineares sem restrigao (cuja computagao off-line

de uma lei de controle usualmente requer que a dinamica da planta possua uma estrutura
especial) e em plantas variantes no tempo (MAYNE D.Q.; SCOKAERT, 2000).

2.2.1 O problema de controle para um MPC

Considere um sistema dinamico discreto dado por

T = f(on, ur),

ue = hiay), (2.8)

sendo z;, € R" o vetor de estados, up € R™ o vetor de controle, e y, € RP o vetor de saidas
em um dado instante k e f(-) com um ponto de equilibrio na origem (f(0,0) = 0). Notar
que z = z(kT's), sendo x(t), o sinal de tempo continuo, x(kT's), a versao amostrada,
e Ty, o sinal de tempo discreto. Na sequéncia, a nomenclatura wu ) indica a i-ésima
acao de controle que deve ser calculada dadas as informagoes no instante k e T
indica a i-ésima predicao dos estados apds a aplicagao de uma sequéncia de controle

u= [uk|k; Upg1lk; " uk+i_1|k] que foi calculada dadas as informacoes no instante k.
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As restri(;()es no controle e nos estados sao representadas por

xk+i|k€X> 1=0,1,---, N; (210)

onde U é um subconjunto convexo e compacto! de ™ e X é um subconjunto convexo e
fechado? de R".

O objetivo do controle, geralmente, é levar o estado para a origem ou para um
estado de equilibrio x, para o qual a saida é y,. = h(z,) = r, sendo r é uma referéncia
constante. A sequéncia deste trabalho ird considerar o primeiro caso, sem perda de
generalidade, uma vez que, com uma escolha adequada de mudanca de coordenadas, o

segundo problema se reduz ao primeiro.

Para o evento xy;, ou seja, para o estado x no tempo k, a fungao objetivo, também

chamada de funcao custo é definido por

N-1
V(zg, we, k) = O L(@hpiprr ki) + F(Trrnp), (2.11)
onde u;, = {uk|k; Ukt ks """ uk+N,1|k} é uma sequéncia de controle a ser aplicado no

sistema e L(-, ) e F(-) sdo conhecidas como custo de etapa e custo terminal, respectivamente.
Para reduzir o formalismo, considera-se que o custo de etapa é escolhido para atender
L(z,u) > c(|(x,u)|)? (alternativamente, esta condi¢io pode ser substituida por L(x,u) >
c(|(z,u)])* onde z = h(zx) e (f;h) detectavel®) e L(0,0) = 0.

Além das restrigoes dos estados (2.10) e da entrada (2.9), pode ser imposta uma
restricao terminal, no qual os estados preditos no horizonte N devem pertecer ao conjunto
terminal dado por

Tpenpe € Xp C X. (2.12)

No evento z, o problema de controle 6timo do MPC, Py (xy, k) (o sufixo N é para
indicar que a otimizagao é sob um horizonte finito N), consiste de minimizar V (zy, ug, k)
sujeito as restricoes de controle e dos estados mais a restricdo terminal, obtendo uma

sequéncia de controle 6timo

u’(zy, k) = {UZ|/<;(331~:)7 UZ+1\k(-73k)5 B Uz+N—1lk($k)}> (2.13)

defini¢oes 12 e 13 no Apéndice A.
defini¢oes 13 e 9 no Apéndice A.
defini¢do 7 no Apéndice A.

3
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uma trajetoria de estados o6tima

x (i k) = {af(on) ol pape(on) -5 olomulzn) } (2.14)

e o valor da fun¢ao custo
V(zg,uy, k) = V(zg,up, k). (2.15)

Segundo o conceito do horizonte deslizante, o primeiro sinal de controle ()

da sequéncia 6tima u®(xy, k) é entdao aplicado ao sistema no instante k.

Sendo f(-), h(-) e L(+,-) invariantes no tempo, o problema Py (xy, k) também é
invariante no tempo, de forma que, V(zy, uy, k) = V(zx, ug, 0) para todo k, entao para
cada evento zy, é suficiente resolver o problema Py(zy,0) := Py(xx), ou seja, cada
instante é considerado como tempo zero. E assim o problema de otimizacao para sistemas

discretos invariantes no tempo pode ser simplifcado para

Py () : ming,  V(zg, we) = S50 L(@paie, teri) + F(Terne)
s.t.
Upyip €U, 1=0,1,--- N —1; (2.16)
Tppp €X, 1=0,1,--- /N —1;
Tryng € Xy C XL

Como N ¢ finito, ao menos um minimo existe se f(-), L(-) e F(-) sdo continuas,
U compacto e X e Xy fechados. Tipicamente o custo é formulado tal que V (xy,uy) é

convexo em ug. Neste caso particular, o minimo local também é o minimo global.

Alternativamente podem ser escolhidos horizonte de predicao da saida, N, diferente
do horizonte de predigao de controle, N,, com N, < N. Neste caso, a sequéncia de controle
passa a ser u = {uk‘k; Ukt (ks " 3 uk+Nu|k} e o custo de etapa precisa ser desmembrado,
L(@ppifer i) = 2ono! La(Tprin) + St Ly (g p4), € assim o problema de otimizagio

para sistemas discretos invariantes no tempo passa a ter a seguinte forma

P (ax) : ming,  V(zg, ) = 275" Lo (i) + i Lu(Urrie)
+F('Tk+N|k)
L.
° , (2.17)
uk+i|k’€u7 Z:Oa]-?"'vNu;
xk+i|k€X7 Z.:07]-7"'7N

Tr+N|k € Xf Cc X.
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2.2.2 Exemplos de controladores preditivos

A seguir serao apresentados alguns algoritmos de controladores preditivos com

uso consolidado na industria.

2.2.2.1 Model Algorithmic Control - MAC

A primeira descri¢ao da aplicacdo de um controlador preditivo foi apresentado
por (RICHALET et al., 1976 apud QIN; BADGWELL, 1997). As ideias chaves apresenta-
das naquela conferéncia culminaram no controlador conhecido como Model Algorithmic
Control (MAC), cujo software é chamado de IDCOM, um acronimo para Identification
and Command. As principais caracteristicas para este tipo de controlador preditivo sao
(QIN; BADGWELL, 1997):

« Modelo de planta linear obtido pela resposta da planta ao impulso (degrau truncado).
« Funcao objetivo com performance quadratica.
o MPC utilizado para seguimento de referéncia.

o Restrigoes na saida e na entrada podem ser consideradas na formulacao do controla-
dor.

Como mencionado acima, a formulagao deste MPC considera como modelo do
processo a saida da planta no instante k representada pela relacdo dos coeficientes da

resposta truncada da planta ao impulso, conforme representagao abaixo, para o caso SISO:

M
Yp = Z hjug—; = H(z Yuy. (2.18)

j=1

Este modelo considera que a saida em dado instante de tempo depende de uma
combinacao linear dos valores de entrada passados, onde os pesos h; sao os coeficientes da
resposta ao impulso da planta. Como a resposta é truncada em M elementos, o sistema
deve ser considerado estavel e casual (CAMACHO; BORDONS, 1999), uma das grandes

desvantagens desse controlador.

Apesar de ter sido apresentado um controlador para o caso SISO, hd uma versao
deste MPC para o caso multivariavel, cujo software é conhecido como IDCOM-M (IDCOM-

Multivariable). A simplicidade do algoritmo, bem como a possibilidade de incluir restri¢oes,
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tornou esta formulagdo em uma das mais utilizadas na industria (CAMACHO; BORDONS,
1999). Por outro lado, esta abordagem s6 é permitida em plantas assintoticamente estéveis
e é muito raro, na pratica, que os testes de resposta ao impulso sejam realizados de forma
adequada, pois sdo necessarios impulsos de grandes amplitudes de forma a excitar a planta

adequadamente, além da necessidade de se obter uma sequéncia longa o suficiente, para se
obter uma representacao adequada do processo (MACIEJOWSKI, 2001).

2.2.2.2 Dynamic Matrix Control - DMC

Apresentado em (CUTLER; RAMAKER, 1980), o controlador DMC, do inglés
Dynamic Matriz Control, foi desenvolvido pelos engenheiros da Shell Oil no comeco dos

anos 70, tendo sua aplicacao inicial em 1973. As principais caracteristicas deste algoritmo

de controle sao (QIN; BADGWELL, 1997):

e Modelo da planta linear obtido pela resposta ao degrau.

o Controle multivaridvel sem consideragao de restricoes.

Considerando o modelo de uma planta, com uma entrada e uma saida, gerado

pela resposta ao degrau, tem-se a seguinte representacao do processo:

Ye = giAuy_j,

Jj=1
onde os pesos g; sao os coeficientes da resposta ao degrau da planta.

Uma versao posterior do algoritmo, conhecida como QDMC, do inglés Quadratic
Dynamic Matriz Control, incorporou a programacao quadratica ao algoritmo DMC original
permitindo considerar restri¢coes na entrada e na saida do processo. Apesar deste algo-
ritmo ter obtido uma grande aceitagao na industria mundial, principalmente na industria
petroquimica (CAMACHO; BORDONS, 1999), este MPC apresenta algumas desvantagens
listadas abaixo (MACIEJOWSKI, 2001):

e S6 pode ser utilizado em plantas assinstoticamente estaveis.

o Geralmente ¢é impraticavel aplicar degraus nas entradas das plantas, pois podem ser

disruptivos para a operacao normal do processo.

o Para sistemas multivariaveis, as respostas ao degrau se mostra um modelo de
representacao ineficiente, em termos de requisitos de armazenamento, devido a

grande quantidade de coeficientes a serem armazenados.
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2.2.2.3 Generalized predictive control - GPC

Apresentado por (CLARKE; MOHTADI; TUFFS, 1987), o método de controle
GPC, do inglés Generalized predictive control, se tornou um dos mais populares tanto
na industria como no meio académico. O algoritmo prevé uma solu¢ao analitica (na

auséncia de restrigoes), sendo capaz de lidar com plantas instéveis e de fase ndo-minima

(CAMACHO; BORDONS, 1999).

Este MPC utiliza o modelo da planta por funcao de transferéncia. Este é o modelo
mais utilizado em plantas SISO, quando é considerada uma operacao em torno de um
ponto de operacao e apds sua linearizagao (CAMACHO; BORDONS, 1999). Este modelo
¢ conhecido como CARMA, do inglés Controller Auto-Regressive Moving-Average e é
representado por

Az Yy = 27B(z Dug_y + C(z Ve, (2.19)

onde uy e y; sao as sequéncias de controle e de saida da planta, e, é um ruido branco com

1

média igual a zero, 27! é o operador de atraso, d é o tempo morto do sistema, A(z71),

B(z71) e C(27') sdo polindmios em 27! dados por:

A(Z_1> =14+ alz_l -+ a22—2 4+ -4 anaz—na7
B(z™1) =bg+ b1zt +byz7 2+ o+ bz,
C<271) =1+ Clzi1 + 02272 N R

2.2.2.4 Controle preditivo com abordagem em espago de estados

Uma das primeiras formulagées MPC em espaco de estados foi apresentada em
(ORDYS; CLARKE, 1993). Esse modelo pode ser obtido através de equagoes de diferengas
que representem a planta ou realizando uma transformacao a partir de outros modelos ja
existentes do processo, como o modelo por meio da resposta ao impulso, ao degrau ou por

fungdes de transferéncia. Sua representacao é conforme a seguir

Tre1 = Axy + Buy + Twy, (2.20)

yr = Cxp, + vy,

sendo x, € R, o vetor de estados no instante k, u, € R™, o vetor do sinal de controle
no instante k, wy, € R™, representa uma pertubacao aditiva desconhecida no instante k,
v, € NP, representa um ruido de medi¢do no instante k e y, € R, o vetor de saida do

processo no instante k.

A principal vantagem de utilizar a representacao por espaco de estados é a
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capacidade inerente para lidar com processos multivariaveis (MIMO), além da capacidade
de trabalhar com modelos de pertubagao complexos (MACIEJOWSKI, 2001).

2.2.2.5 Controlador preditivo baseado em modelo de velocidade

Os controladores preditivos baseados em modelo de velocidade sao tteis pela
incorporacao da agao integral ao modelo de predigao, levando a rejeicao de pertubacoes
do tipo constante (ruido branco). Para o caso de representagao por espago de estados, o
modelo de velocidade elimina a necessidade de observadores de perturbacao para calcular
o valor da referéncia de controle de regime permanente (u,,) associada a um valor de

referéncia (7).

Para o caso do GPC, a implementacao se faz utilizando o modelo conhecido como

CARIMA, do inglés Controller Auto-Regressive Integrated Moving-Average, dado por

C(z7Yey,

Az Yy = 27"B(z w1 + — A

onde A =1—2z"1eug, yp, er, 271, d, A(z™1), B(z7!) e C(27') dados conforme Equacao
2.19.

Para a representacao por espaco de estados, da Equagao 2.20, os vetores de estados

nos instantes k + 1 e k sao dados respectivamente por
Tre1 = Axy + Buy + Twy,

xr = Az +Bup_1 + Tw,_q.

Substraindo-se os estados nos instantes k e k — 1 (Azy = x, — x_1), obtém-se a
relacao a seguir

Para os vetores de saida, temos

Yk+1 = CAz;, + CBuy + CTwy, + Vg,
Y = CAmk_l + CBuk_l + Cl"wk_l + Vi_1q.

Substraindo-se as saidas nos instantes k e kK — 1, obtém-se a relagdo a seguir
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Considerando que a pertubagao é do tipo ruido branco, Aw, = 0, e que o ruido
de medicao é constante, Ay, =0 (o erro de leitura das variaveis de saida tendem a ser o
mesmo, pois a leitura ¢é repetida a cada instante k£ considerando as mesmas condigoes de

medicao para o instante k — 1), temos o modelo de velocidade por espago de estados dado

por
=A B:A
k+1 &k + BeAuy, (2.21)
Yk = Ce&y,
sendo & = [Azy; yx] e as matrizes aumentadas definidas conforme a seguir
A 0 B
A, = , Be= , Ce=101].
‘T lcA T ] ‘"l cB «=lo 1]

2.3 Controladores Preditivos Regulatorios com Garantia de
Estabilidade

2.3.1 Otimalidade nao garante estabilidade

Sabe-se que para controladores de horizonte infinito, tipo LQR?* (do inglés Linear-
Quadratic Regulator) e LQG (do inglés Linear-Quadratic Gaussian), sao necessarias apenas
condigoes elementares para a garantia de estabilidade (estabilizabilidade e detectabilidade)®.
Este resultado é, de certa forma, intuitivo, uma vez que, se for possivel estabilizar o processo,
entao é razoavel esperar que o 6timo seja estavel uma vez que o erro nao pode ir a infinito
na melhor das situagoes (SANTOS, 2011).

O mesmo nao ¢ valido para os controladores preditivos devido ao uso do principio
do horizonte deslizante. Para ilustrar o problema, considere a parte superior da Figura 7
que representa uma formulacao de horizonte finito, com a saida da planta sendo levada
para uma referéncia constante. No instante k, uma trajetéria é 6tima sob o horizonte de
predicao H,. Na auséncia de pertubacao, e com um modelo perfeito, a planta no instante
k + 1 estd no estado que foi predito no passo anterior. E de se esperar que a porcao
inicial da nova trajetéria 6tima obtida no instante k£ 4+ 1 coincida com a trajetéria 6tima
previamente calculada. Porém um novo intervalo de tempo, entre k + H, e k + 1 + H,,
entra em cena. Este intervalo nao havia sido considerado no problema de otimizagao do
instante k e, portanto, sua presenca podera levar a uma trajetoria 6tima completamente

diferente da computada anteriormente.

4
5

ver Definicdo 8 no Apéndice A
ver Defini¢oes 5 e 7 no Apéndice A.
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Figura 7 — Horizontes finitos e infinitos (modelo perfeito e sem pertubagao)

L -
kK k+1 Tempo
A
kK k+1 Tempo

Fonte: Adaptado de (MACIEJOWSKI, 2001)

A parte inferior da Figura 7 apresenta o caso para o horizonte infinito. No
instante k& uma trajetéria 6tima sob o horizonte infinito foi determinada (implicitamente).
No instante k£ + 1, ndao ha novas informacoes para o problema de otimizagao, entao
a trajetoria 6tima a partir deste instante corresponde ao mesmo trecho da trajetoria
calculada anteriormente. Isto é consequéncia do principio de otimalidade de Bellman, que
assegura que qualquer trecho de uma trajetéria 6étima é por si s6 uma trajetoria étima
(MACIEJOWSKI, 2001). Exemplificando de maneira qualitativa: se o caminho mais curto
entre Salvador e o Vale do Capao passa por Feira de Santana, entdao o trecho da rota entre
Feira de Santana e o Vale do Capao tem que ser o mesmo caminho 6timo considerando a

partida em Feira de Santana e a chegada no Vale do Capao.

Este principio nao se aplica para o caso do horizonte finito porque surge um
problema de otimizagao diferente a cada passo (MACIEJOWSKI, 2001). Na realidade,
pode-se demonstrar, a partir do principio de otimalidade de Bellman, que w1 — Urq1jp41
apenas quando N = N, — oo. Como consequéncia, ao otimizar uma janela da predicao
finita, observando horizontes distintos, nao se obtém a solucao 6tima do problema do
horizonte infinito. Desta maneira, se uma funcao custo for mal escolhida, o sistema de

malha fechada controlado por uma estratégia MPC pode ser instavel mesmo para o caso
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nominal (sem incertezas) (SANTOS, 2011).

Em sua tese, Santos (2011), ilustra essa situa¢do com simulagoes para o problema
dos quatro tanques acoplados apresentados em Johansson (2000a). Com o exemplo, trés
importantes pontos foram destacados: (i) otimalidade em um horizonte finito ndo implica
estabilidade devido ao principio do horizonte deslizante, (ii) nem sempre é facil perceber
que uma fungao custo foi mal escolhida e (iii) algoritmos MPC com garantia de estabilidade
sao especialmente 1iteis nos casos de sistemas com dindmicas complexas como plantas

instaveis ou de fase ndo minima.

2.3.2 MPC regulatoério com garantia de estabilidade para sistemas linea-

res com restrigoes

As propostas iniciais dos controladores MPC utilizados na industria nao possuiam
uma garantia de estabilidade formal, apesar de seus usuarios, obviamente, possuirem
consciéncia da importancia desse requerimento. Contudo, devido a limitagdo de seu uso
em plantas estéveis e a escolha de largos horizontes de predi¢ao comparados com os tempos
de acomodacao das plantas, as propriedades de estabilidade associadas com o horizonte
infinito eram alcangadas (MAYNE D.Q.; SCOKAERT, 2000).

Apos o estudo de diferentes trabalhos sobre a garantia de estabilidade em contro-
ladores preditivos, Mayne D.Q. e Scokaert (2000), compila as principais ideias da época e
apresenta os trés “ingredientes” essenciais para a garantia de estabilidade em controladores
preditivos em malha fechada. S&o eles: o custo terminal F(-), o conjunto de restri¢ao

terminal X(-) e um controlador estabilizante local K ().

Considere o sistema dinamico discreto representado pela Equacao 2.8. Na sequén-
cia, sera usado x para representar o estado sucessor f(z,u), de forma que a Equacao
poderd ser representada de forma simplificada por T = f(x,u),y = h(x) e o problema de

controle preditivo dado pela Equacgao 2.16 pode ser simplificado para

Py (@) : ming V(2 u) = 555" L (i), u(i) + F(z(N))

s.t.
w(i)elU, i=0,1,---,N—1, (2.22)
z(i)e X, i=0,1,---,N—1,
z(N) e Xy C X,

sendo (%) := o140 € w(%) := Ugtifo-

O conjunto de estados que podem ser controlados por um controlador preditivo com
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horizonte finito N é Xx®. Suponha entdo, que z € Xy (z := x¢, na nomenclatura simplifi-
cada), e que a sequéncia de controle 6timo u®(z) = {u°(0;x), v°(1;x), ---, u’(N —1;2)}
que resolve Py(x), foi determinado. Seja x°(z) = {z, z°(1;x), ---, 2°(N;x)} a trajetd-
ria dos estados 6tima. O controlador preditivo entao utiliza apenas o primeiro sinal da
sequéncia de controle 6timo, u = u°(0;x), levando o processo do estado inicial z para o
estado sucessor T = z°(1;x) = f(z,u°(0;z)). Deseja-se determinar uma sequéncia de

controle factivel @(x) para 7 e portanto, uma fronteira superior para V°(z™).

Desde que {u°(0;z), uw’(l;z), ---, u’(N — 1;2)} é uma sequéncia de controle
factivel para Py (z), z°(N;x) € X, e a sequéncia de controle {u’(1;z), -+, u’(N —1;2)}
leva o7 para z°(N;x) € X;. Para obter uma sequéncia de controle factivel para Py (x™),
serd adicionado um elemento u para esta sequéncia, resultando em {u°(1;z), - -,
u’(N — 1;z), u}. A nova sequéncia sera factivel para Py(zT) se u € U e u levar
2°(N;x) € Xy para o estado f(xz°(N;z),u) € Xy, que é o caso se u = K;(z°(N;z)) (um
sinal de controle por realimentagao de estados) e Xy e o controlador local K apresentarem

as seguitnes propiedades:
XpCX, Ki(x)eld e f(z,Kp(x)) eXy, Vel

ou seja, Xy é positivamente invariante” quando a lei de controle é K;(-) (MAYNE D.Q.;
SCOKAERT, 2000).

Se as condicoes forem satisfeitas, a sequéncia de controle
ﬁ(‘x> = {uo(l;x>7 ) UO(N - 17'T)7 Kf(LUO(N,;U))}

é factivel para Py(zT). A trajetoria dos estados resultante do estado inicial = x°(1; )

e da sequéncia de controle @(x) é

X(x) = {a°(L;x), -+, 2°(N;2), f(2°(N;2), Kp(2®(N;2))} .

E o custo associado é

Vit ae) = V(@) - Lz, u’(0;2)) — F(2*(N; )

(2.23)
+L(2°(N; 2), Kp(2°(N; 7)) + F(f(2°(N; 2), Kp (2°(N; 2)))).

Para a garantia de estabilidade assintética, no sentido de Lyapunov®, a funcao custo

deve ser uma funcao de Lyapunov, ou seja, ser uma funcao definida positiva e decrescer com

Defini¢éo 16 no Apéndice A.
Defini¢éo 18 no Apéndice A.
8  Definicao 28 no Apéndice A.
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o passar do tempo. A primeira condigao é atendida ao se assumir L(x,u) > c(|(z,u)])?,
conforme dito na Se¢ao 2.2.1. Para a segunda condigao ser atendida, V' (z,u(z)) deve ser

escolhida de forma a atender

VT, a(z)) — V(z,u(z)) + L(z,u(0;2)) <O0. (2.24)

Substituindo a Equagao 2.23 na Equagao 2.24 temos

L(x°(N; ), Kp(2°(N; ) + F(f(2°(N; 2), K (2°(N; 2)))) = F(2°(N;2)) < 0. (2.25)

Essa condicao é satisfeita se F'(-) é uma funcao de Lyapunov na vizinhanga da
origem (que assegura que o tltimo termo da Equacao 2.25 seja positivo) e K () e Xy s@o
escolhidos adequadamente. A condicao satisfeita é suficiente para assegurar que o estado
do sistema em malha fechada =™ = f(x,u) converge para zero quando k — oo se seu
estado inicial estiver em X . Diante do exposto, sdo apresentadas as seguintes condi¢oes

que, se satisfeitas, asseguram estabilidade assintética (exponencial) em malha fechada
(MAYNE D.Q.; SCOKAERT, 2000):

Al. Xy C X, Xy é um conjunto fechado e 0 € Xy (as restrigdes dos estados sao

respeitadas em X).
A2. Ky(z) eU, Vx € Xy (as restricoes das entradas sao respeitadas em X).
A3. f(x,Ks(x)) € X, Vo € Xy (X é positivamente invariante sob K(-)).
Ad. F(f(z,K¢(z))) — F(x) + L(z,Ks(x)) < 0, Vx € X (F(-) é uma funcao de

Lyapunov local).

As condigoes Al e A2 garantem que as restrigoes dos estados e do controle sao
respeitadas no conjunto terminal mediante a utilizacdo da lei de controle local Ky (z).
A condigao A3 implica que a restricdo terminal é um conjunto positivamente invariante
mediante a utilizacdo da lei de controle local Ky(x), ou seja, a restricdo terminal deve ser
escolhida de tal forma que o sucessor de todo estado em &, deve pertencer ao mesmo
conjunto Xy no instante seguinte apés a aplicacao da lei de controle local. Estas trés
primeiras condigoes garatem que Xy ¢ um conjunto positivamente invariante admissivel
o que assegura a propriedade da factibilidade recursiva. Em outras palavras, se Py(x)
apresenta uma solugao factivel para x, entao existird uma solugao factivel para Py (z™).
Por fim, a condigdo A4 afirma que F'(-) é uma fungdo de controle de Lyapunov que torna
toda a fungdo custo V' (z, u) uma fungdo de controle de Lyapunov para o sistema controlado
(SANTOS, 2011).
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A titulo de exemplo, considere um MPC por representacao de espaco de estados,

conforme Equagao (2.20), cuja fungao custo considerada é do tipo quadratica representada

por
N
V(@h, T Ui () =D (Yrsjie — 7)) QWrtjie — )
7=1
N,
+ D (g — k) Rl — ung) + F(a(k + Nk),  (2.26)
=0

sendo Y i uma predicao para y, dada a informacao disponivel no instante k, u(k) =
[ukT| E oo u,L Nu—1] k]T, U, 1, 0 sinal de controle em regime permanente que leva limy_,o yx = 7%,
Q > 0 é a matriz de ponderacao da saida® e R > 0 a matriz de ponderacao de entrada'®,

escolhidos como parametros do controlador MPC.

Seja a lei de controle local dada por uma realimentacdo de estados do tipo

w, = Ky(zg), tal que
(A+BK;)"P(A+BK,) - P+K;RK; + C'QC =0, (2.27)
com P > 0.

Essa lei de controle pode ser a propria solugao do regulador linear quadratico

(LQR) ou outra realimentagao de estados linear.

O custo terminal pode ser escolhido como F(zp4njx) = (xN‘k)TP(xN‘k), sendo
P > 0 uma fungdo de Lyapunov, que pode ser considerada como a mesma funcao utilizada

para o problema do controlador LQR da Equagao (2.27).

Por fim, resta determinar o tltimo dos "ingredientes', a restricao terminal, que
determinara o conjunto terminal que assegura a admissibilidade da lei implicita estabilizante
obtida da solu¢ao da Equagao (2.27), garantindo a factibilidade recursiva. Tendo em
vista que as restri¢goes dada pelas Equagoes (2.9) e (2.10) devem ser consideradas na
forma poliedral X = {x;, € R" : Hyaxp < g.} e U = {ux € R™ : Hyuy < g4}, pode-se
calcular o maximo conjunto poliedral admissivel positivamente invariante'!, O, tal que
rr € Ox = (A + BKy)zy € O, com uy = Ky, € UV, € O € xp € X, Vg, € O
Maiores detalhes de como obter o maximo conjunto poliedral admissivel positivamente

invariante é apresentando no Apéndice B.

9 Definicdo 1 no Apéndice A

10 Definicdo 2 no Apéndice A
11O conjunto invariante ndo necessariamente precisa ser o maximo (Os,) como indicado em Gilbert e
Tan (1991), mas é comum utilizd-lo para aumentar o dominio de atragéo.
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Desta forma, o problema de otimizagao para MPC com garantia de estabilidade
utilizado neste trabalho é dado por
‘ N-1 -
Pn(wg) s ming,  V(zg, re, urg; ug) = '—Zo (i — %) Qyi — 1)
=
+ 3 (ui = tpp) "R(u; — )
i=0

+(zn) "P(xN)
s.t.
xo = x(k), (2.28)
Tit1 =Az; + By, 1=0,1,--- N —1;
7, € X, i=0,1,--- N —1;
u; €U, i=0,1,--- ,N—1;

TN € OOO.

Premissas.

(1) Considere que o par (A, B) ¢é controlavel, o par (C, A) é observavel e ;. é conhecido.

(2) Considere que os conjuntos X e U sdo compactos, convexos e com a origem em seus

interiores.

(3) Considere R € R™*™ uma matriz semi-definida positiva e Q € R™™" uma matriz

definida positiva.

(4) Considere que P € ™" seja uma matriz definida positiva tal que (A + BK)"P(A+
BK)-P+K'RK+C'QC = 0.

(5) Existe uma lei de controle local estabilizante, K¢(x).

(6) O conjunto terminal O, é positivamente invariante admissivel sob K(z).

Resumindo, a implementacao do MPC com garantia de estabilidade, considerando
a estratégia do controle preditivo apresentada acima, pode ser realizada seguindo o
Algoritmo 1. Importante notar que todos os passos do algoritmo, com exce¢ao do tultimo,

sdo executados fora do loop de controle (offline).
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Algoritmo 1: Implementacao de MPC regulatério com garantia de estabilidade
Entrada: Q, R, N, N, U, X, r, e u,,

Saida: Controlador preditivo regulatério com garantia de estabilidade

1 Escollhe-se as matrizes de ponderacao Q e R, definindo o custo de etapa da funcao

custo L((yes1)s (urs1)n).

2 Define-se uma lei de controle estabilizante por realimentacao u;, = Kyx;. Neste

exemplo foi considerada a solucao do problema de controle 6timo irrestrito - LQR.

3 Determina-se P > 0 da equagao matricial abaixo

(A+BK;)"P(A+BK;) - P+K;RK;+C'QC =0.

4 Determina-se o custo terminal dado por
F(z(k+ Nlk)) = (xn) "P(ong)-

5 Obtém-se o maximo conjunto positivamente invariante admissivel, O, associado a
lei estabilizante implicita u; = Ky, para utilizar como conjunto terminal,
conforme apresentado no Apéndice B.

6 Resolve o problema de otimizagao dado pela Equacao (2.28).

retorna u = u°(0; x)

2.4 Controladores Preditivos para Seguimento de Referéncia

com Garantia de Estabilidade

A maioria dos resultados para garantia de estabilidade em MPC considera o
problema de regulagao, ou seja, manter o sistema em um estado estacionario que, nor-
malmente, é considerada como a origem. Contudo, como os "‘ingredientes'’ estabilizantes
dependem do estado estacionario, uma mudanca de referéncia requer que o MPC seja pro-
jetado novamente a cada mudanca de set-point, exigindo um grande esfor¢o computacional
online devido a complexidade dos algoritmos, podendo levar a uma perda de factibilidade

(LIMON et al., 2008a).

Nos trabalhos de Limon et al. (2005), Limon et al. (2008a), foi apresentada uma
formulacao para o MPC utilizando o conceito de referéncia artificial para aplicacao em

sistemas lineares para qualquer referéncia admissivel através de uma evolucao admissivel.
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As propostas iniciais do uso de referéncia artificial reduzia consideravelmente o dominio
de atragao (LIMON et al., 2008a). A ideia da referéncia artificial é da convergéncia do
alvo de referéncia para o alvo desejado, quando possivel. Para isso, o alvo artificial passa
a ser uma nova variavel de decisdo obtida do problema de otimizacao do MPC em cada
instante de tempo. Além disso, se a referéncia nao é admissivel, o sistema é levado para
um equilibrio admissivel que minimiza uma dada funcao custo de erro estacionario Limon
et al. (2005), Limon et al. (2008a). Em Ferramosca et al. (2009) a funcao custo de erro
do seguimento de referéncia foi generalizada para ser expressa como uma fungao definida

posivita e convexa.

Neste trabalho sera considerada a proposta apresentada em Santos (2018), que
apresentou uma modificacado dos MPC’s apresentados anteriormente ((LIMON et al.,
2005; LIMON et al., 2008a; FERRAMOSCA et al., 2009) baseado em uma simplificagdo
da parametrizacao dos estados estacionarios de forma que nao ha o acréscimo de novas
variaveis de decisoes, mantendo as varidveis normalmente utilizadas nos controladores
preditivos padroes para o problema regulatério. Os principais ingredientes deste MPC sao:
i) fungao custo de erro do seguimento de referéncia que penaliza o desvio entre a referéncia
artificial e a referéncia desejada (LIMON et al., 2008a; FERRAMOSCA et al., 2009), ii)
condigoes terminais estabilizantes extendidas (LIMON et al., 2008a; FERRAMOSCA et
al., 2009), e iii) uma parametrizagdo dos estados estaciondrios simplificada sem acréscimo

de novas variavéis de decisao para o problema de otimizagao do MPC (SANTOS, 2018).

2.4.1 MPC para seguimento de referéncia com garantia de estabilidade

para sistemas lineares com restrigoes

Considere um sistema por representacao por espago de estados, conforme Equagao
(2.20), desconsiderando o ruido de medi¢ao (vx+1 = v, = 0) e a pertubagio dos estados

(w(k))

Y = kaa

sendo z, € R", o vetor de estados no instante k, u, € R™, o vetor do sinal de controle no

instante k£ e y, € R, o vetor de saida do processo no instante k.

O sistema ¢ sujeito a restrigoes conforme apresentado nas Equagoes (2.9) e (2.10)

e considerada por representagao por poliedros e de forma compacta dada por

Z={zeR"™ F.,2<g.},
[2) w]" €Z, k>0, (2.30)
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sendo o conjunto Z = X X U um poliedro convexo, compacto e nao vazio com a origem
em seu interior. Também é assumido que o par (A, B) é controlavel e x; é conhecido em

todo o instante de tempo.

Considere um set-point 3. As entradas e estados associados a este set-point sao

x] = [0”’1] . (2.31)
u 7

O conjunto de todos os estados estacionarios admissiveis para o sistema é X, =

solugao de
A-1I, B

{TeX:3ueltal que (A —I)T+ Bu=0}. Analogamente, o conjunto de entradas

estacionarias é chamada de U,. O conjunto de todos os set-points admissiveis é chamado
de S={s=CAz+CBu:zc X, ucl e (A—I)T+Bu=0} (LIMON et al., 2005).

Alternativamente, o conjunto de entradas e estados estacionarios do sistema (2.29)

¢ um subespaco linear m-dimensional de "™ dado por
z=[x" @' |" =Myl =[M] M]]"0, (2.32)

onde My é uma matriz que define a base para o espaco nulo de [A —1 B] e f é um

parametro livre.

As saidas estacionarias controladas sao dadas por

y=M,0, (2.33)
onde M, = [C 0]M,0 (FERRAMOSCA et al., 2010). Essa parametrizagdo permite
caracterizar o subespaco de estados e entradas estacionarios por um nimero minimo de

variaveis (6), o que simplifica calculos adicionais necessario para a derivacao do controlador
proposto (LIMON et al., 2005).

Uma condigdo de equilibrio pode ser dada por ¥ = AZ + Bu. Baseada nesta
condicao nominal de estado estacionario, uma lei de controle estabilizante pode ser dada
por

u, = Ky(xp —T) + 1. (2.34)

Alternativamente, substituindo a Equacao (2.32) em (2.34), a lei de controle

estabilizante pode ser representada por

U = fok -+ Lg, (235)
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com L = - KM, + M,,.

Os trabalhos iniciais com abordagem em referéncia artificial sdo baseados em
novas variaveis de decisdo que definem o alvo artificial para cada instante de tempo. Nesses
trabalhos, sao utilizadas variaveis de decisao adicionais ou um problema de otimizacao
adicional é solucionado para obter factibilidade recursiva e propriedades adequadas para
permitir seguimento de referéncia (SANTOS, 2018). No trabalho apresentado em Santos
(2018), o parametro de estado estacionario, 8, é obtido diretamente de varidveis conhecidas
e mensuraveis, tornando o MPC para seguimento de referéncia equivalente ao MPC
regulatorio, em relagdo ao nimero de variaveis de decisao. Essa abordagem ¢é apresentada

a seguir.

Considere uma lei de controle estabilizante dada por (2.34). Note que h = u—K;Z
¢ um vetor base que define os valores estaciondrios. Alternativamente u;, = Kz, + h com

h =u; — Kz, =u — K;T. E o sistema em malha fechada é dado por

Portanto, a condic¢ao estacionaria ¢ definida por
7 = A + BK;7 + Bh, (2.37)
onde os autovalores da matrix (A + BKy) estao estritamente dentro do circulo unitario.

Entao os pontos estacionarios podem ser representados por

o -

com 0 = h =u— K;z. Além disso, o parAmetro de estado estaciondrio também pode ser
obtido de 6 = uy, — K xy. Observe também que L = [-K; I]My = I, na Equagio (2.35).

I-A-BK¢)'B |-
( f) 9, (2.38)
I+K¢I—A—BK;)'B

IS

Esta nova parametrizacao apresenta uma solugao especifica para obter My con-
siderando que o valor de @ pode ser sempre calculado de uy, e z;. Esta solucdo pode ser
aplicavel se I-A ¢ uma matriz singular (SANTOS, 2018).

Assim, o problema de otimizacao para MPC para seguimento de referéncia com

garantia de estabilidade pode ser dado por
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N-1
Py(zx) : ming, V(zg,re,ux) = '—Zo (7, — 7) " Q(z; — T)
CN-1
+(ay —7)"P(ay — )
+Vo(¥ — 1)
st. o = x(k), (2.39a)
i1 = Az; 4+ Bug, i=0,1,--- ,N —1; (2.39Db)
] /]’ €z, i=0,1,---,N—1; (2.39¢)
' a']" =My, (2.39d)
7 =M, (2.39)
g = UN-1 — KfLL’N_l, (239f)
ok 817 €08, (2:39%)

onde My é considerado conforme apresentado na equacio (2.38), Z = X x U, 6 é implici-

tamente definido pelas variaveis de otimizagao devido a nova parametrizacao do estado

escacionpario, e OF , ¢ calculado confome apresentado por Limon et al. (2008a) com

L =1. Uma aproximagao para o maximo conjunto invariante admissivel para seguimento

de referéncia, O

w

. € apresentado em detalhes no Apéndice C.

Premissas.

Considere que o par (A, B) é controlavel, o par (C, A) é observavel e x, é conhecido.

Considere que o conjunto Z = X x U é um poliedro convexo, compacto e nao vazio

com a origem em seu interior.
Considere R € R"™*™ e Q € R™™" sao matrizes definidas positivas.

Considere que a func¢ao custo de erro estacionario V, : R — R é definida positiva,

convexa e subdiferencidvel'? tal que V,(0,) = 0.

Considere que P € ™™ seja uma matriz definido positiva tal que (A + BK) P(A+
BK)-P+K'RK+C'QC =0.

Existe uma lei de controle local estabilizante, Ky ().

Considere que matriz My = [M,] M,[]" é definida por M, = (I — A — BK;)'B,
M, =1+ K¢M,, ¢ M, = CM,.

12" Definicio 26 no Apéndice A
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(8) Considere que OF , C R"™™ seja um conjunto invariante extendido para xj; =
Az + Buy, sujeito a 2] ul]T € Z com up = Kypay, +0 e Mpf € NZ, X\ €(0,1).

O Algoritmo 2 resume como implementar o MPC com garantia de estabilidade
para segumento de referéncia apresentado nesta secdo. Importante notar que todos os

passos do algoritmo, com excecao do tultimo, sao executados fora do loop de controle

(offtine).

Algoritmo 2: Implementacao de MPC para seguimento de referéncia com garantia

de estabilidade
Entrada: Q, R, N, U, X, ri, u,p, Ae T

Saida: Controlador preditivo para seguimento de referéncia com garantia de
estabilidade

1 Escollhe-se as matrizes de ponderacao Q e R, definindo o custo de etapa da funcao

custo L((z1)gs (urs1)n).

2 Define-se uma lei de controle estabilizante por realimentacao uy = Ky(xy —T) + @.
Neste exemplo foi considerada a solu¢ao do problema de controle 6timo irrestrito -
LQR.

3 Determina-se P > 0 da equagao matricial abaixo

(A+BK;)"P(A+BK;) - P+K;RK;+C'QC =0.

4 Determina-se o custo terminal dado por
F(x(k+ Nk) = (xnp) "Pleyg).

5 Determina-se o custo do desvio, que para este trabalho é dado conforme abaixo,
sendo T, uma matriz definida positiva que penaliza o desvio entre o alvo desejado

rr € o alvo artificial 7
Vo — 1) = (@ — 1) TG — 13).

6 Obtém-se uma aproximacao para o maximo conjunto invariante admissivel para
seguimento de referéncia OF, , associado a lei estabilizante implicita
u, = Ky¢(zy — T) + @, para utilizar como conjunto terminal, conforme apresentado
no Apéndice C.

7 Resolve o problema de otimizagao dado pela Equagao (2.39).

retorna u = u°(0; x)
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2.5 Controladores Preditivos Robustos para Seguimento de

Referéncia com Garantia de Estabilidade

E bem conhecido que a acdo de uma perturbacio, mesmo que nao seja persistente,
pode tornar instavel um controlador preditivo que é estavel para o caso nominal. O
ponto chave é que para garantir a estabilidade, o algoritmo deve primeiro garantir a
factibilidade, que é a existéncia de uma sequéncia de entrada admissivel que satisfaca as
restricoes e atenda as condigoes terminais. No entanto, a factibilidade nao ¢é assegurada

pela minimizacao restrita do custo nominal para vetores de estado futuro sob qualquer
perturbagao (CHISCI; ROSSITER; ZAPPA, 2001).

Para solucionar esse problema, Algoritmos de Controladores Preditivos Robustos
baseados em Modelo (RMPC, do inglés Robust Model Predictive Control) foram largamente
estudados durante os tltimo anos. O MPC de modo dual com contracao das restrigoes
baseado em previsdes nominais foi originalmente proposto em (CHISCI; ROSSITER;
ZAPPA, 2001). A estratégia baseada em tubo definida do minimo conjunto robusto
positivamente invariante (MRPI, do inglés Minimal Robust Positively Invariant) com o
estado inicial livre foi apresentado em (MAYNE; SERON; RAKOVI¢, 2005) de tal forma
que uma fungao custo decrescente foi garantida. A versao com realimentacao da saida do
MPC baseado em tubo foi proposta em (MAYNE et al., 2006). O MPC robusto baseado
em tubo para seguimento de referéncia constante foi proposto em (FERRAMOSCA et al.,
2010). Uma versao melhorada do MPC baseado em tubo para reducir o conservadorismo do
MRPI foi apresentado em (RAKOVI¢ et al., 2012). Um MPC robusto para seguimento de
zona em uma regiao derivado das predi¢des nominais foi apresentado em (FERRAMOSCA
et al., 2012). Discussoes relevantes sobre MPC robusto e estocasticos estao apresentadas
em (MAYNE, 2015) e (KOUVARITAKIS; CANNON, 2015).

As estratégias baseadas em tubos sdo conhecidas devido a capacidade de assegurar
atendimento as restri¢des de forma robusta. O MPC com contracao das restri¢coes baseado
em predi¢oes nominais sao alternativas tteis com um ntimero de variaveis de decisao
equivalente & suas respectivas versoes nao robustas. Inspirado por Chisci, Rossiter e Zappa
(2001) e Ferramosca et al. (2012), este trabalho considera um MPC robusto baseado nas
predi¢oes nominais considerando os ingredientes estabilizantes tradicionais de forma a
assegurar um controlador preditivo robusto com garantia de estabilidade. Para isso serd
considerado a mesma estratégia de MPC para seguimento de referéncia apresentada na
Secao 2.4 com a inclusao da ideia de restri¢des robustas e correcao de referéncia para
pertubagdes constantes, conforme apresentado em (SANTOS; CUNHA, 2023).
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2.5.1 Restricoes robustas

Considere um sistema por representacao por espago de estados, conforme Equagao

(2.20), desconsiderando o ruido de medigao (Vg1 = v = 0)

Lkl IA.’L’]C—FBU]C—FI‘U}k, (2 4())

Y = ka‘a

sendo x, € R", o vetor de estados no instante k, u, € R™, o vetor do sinal de controle
no instante k, w; € R, representa uma pertubacao aditiva desconhecida no instante k
e yr € N7, o vetor de saida do processo no instante k. E considerado que o par (A,B) é
controlavel, o par (C, A) é observavel, z; é conhecido, x € X, up € U e wy € W, com

X,Ue)V sendo conjuntos compactos e convexos com a origem em seus interiores.

Considere a parametrizacao dos pontos estacionéarios desconsiderando a pertubacao
dada pela equacao (2.38), com os autovalores de A +BK/ estando estritamente dentro do
circulo unitdrio. Baseado na lei de controle estabilizante irrestrita (uy = K;x + 6) e com
® = A + BKy, a contratagao das restricoes pode ser computada recursivamente como

segue

X=X, 0®TW, ,jeN; (2.41)
Ui =U o K;DTW, jeN, (2.42)

onde Xy = X and Uy = U e © ¢ a diferenca de Pontryagin!3.

Estes conjuntos sao utilizados para definir as restrigoes do MPC tal que a factibi-
lidade recursiva e as restrigdes robustas sejam satisfeitas. A ideia principal é remover a
propagacao do pior caso das restricoes baseada em uma lei auxiliar de realimentacao de
estados. Uma aproximacao simplificada pode ser obtida diretamente de uma aproximacao
para o minimo conjunto robusto positivamente invariante (KOUVARITAKIS; CANNON,
2015; LIMON et al., 2008b; SANTOS; CUNHA, 2023). Detalhes para a obter aproximagoes

internas tais que Uinnerco C Uso € Xipnerco C Ao s80 revisitadas no Apéndice D.

O conjunto nominal de alvos admissiveis, considerando a representacao dada pelas

equagoes (2.32) e (2.33), sao definidos por

YV={yeR":y=M,0, z=M,0 € Int(X), u=M,0 € Int(Us)}. (2.43)

Na préatica, para simplificar o esforco computacional, as restricdes x = M,0 €

13 Definicdio 24 no Apéndice A
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Int(X,.) e u = M,0 € Int(Us,) podem ser substituidas, respectivamente, por x = M,0 €

M innerco € U = M0 € NUinner oo, onde 0 < A < 1 como discutido no Apéndice E.

2.5.2

onde

MPC robusto para seguimento de referéncia com garantia de

estabilidade para sistemas lineares com restricoes

A lei de controle do MPC robusto é derivada do seguinte problema de otimizagao

Py (zy) : min V (ug, Or; o, 1) (2.44a)
Ug,0k
s.t.zg = z(k), (2.44b)
[z wy )" = Myby, (2.44c)
7. = M0, (2.444)
Tiy1e = Az + Bug, i € Njo n_1; (2.44e)
T € X, i € Ny (2.44f)
i € U, i € Njo n_1); (2.44¢g)
[k 0] € 25, (2.44h)

N—1
V(ug, Op; 2, 75) = > <||yz\k¢ — ?k”é + [l — ﬂk”%) + ||z N — Ti||p
i=0
+ 5, — rll7s

com M, considerado conforme apresentado na equacgao (2.38), 6 obtido da resolucdo do

problema de otimizacao e Z; pode ser derivado de algoritmos padrdes para MPC de

seguimento de referéncia como em Paulson, Santos e Mesbah (2019). Uma estratégia para,

obtencao do conjunto terminal é apresentada no Apéndice E.

O alvo 6timo admissivel nominal (r7) é definido pelo seguinte problema de otimi-

zagao auxiliar, resolvido implicitamente pelo problema de otimizagao da Equacao (2.44h)

min [[re = 7°||r (2.45a)
s.t. M0 = 7°, (2.45D)
(M,0)" 0" € 2. (2.45¢)

Premissas.
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(1) Considere que o par (A, B) é controlavel, o par (C, A) é observavel e xj é conhecido.

(2) Considere que os conjuntos X',UeVV sdo compactos, convexos e com a origem em

seus interiores.
(3) Considere R € ™™ e Q € ™" sao matrizes definidas positivas.

(4) Considere que a fung¢ao custo de erro estacionario V, : #” — R é definida positiva,

convexa e subdiferenciavel tal que V,(0,) =0 (V, = ||[g,, — r||3).

(5) Considere que P € R™" seja uma matriz definido positiva tal que (A + BK)"P(A+
BK)-P+K'RK +C'QC = 0.

(6) Existe uma lei de controle local estabilizante, Ky(x).

(7) Considere que matriz My = [M,] M,]" é definida por My = (I — A — BK;) !B,
M, =1+ K¢M,, ¢ M, = CM,.

(8) Considere que Zy C R""™ seja um conjunto invariante extendido tal que
27 0']T € Z; = [[(A+BKg)z+ B LI+ (A + BKe)"Tw]” 0']" € 2,
Yw e W, Zf - XN, [Kf L]Zf C Uy, [Om,n MI]Zf C Xy, e [Om,n Mu}Zf C Uy.

O Algoritmo 3 resume como implementar o MPC com garantia de estabilidade
para segumento de referéncia apresentado nesta se¢ao. Assim como nos casos anteriores, o

ultimo passo é o Unico realizado no loop de controle.
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Algoritmo 3: Implementacao de MPC robusto para seguimento de referéncia
com garantia de estabilidade
Entrada: Q, R, N, U, X, ri, upp, Ae T
Saida: Controlador preditivo robusto para seguimento de referéncia com garantia
de estabilidade

1 Escollhe-se as matrizes de ponderacao Q e R, definindo o custo de etapa da fungao

custo L((zet)q (ukin)w).

2 Define-se uma lei de controle estabilizante por realimentacao uy = Ky(xy —T) + @.
Neste exemplo foi considerada a solu¢ao do problema de controle 6timo irrestrito -
LQR.

3 Determina-se P > 0 da equagao matricial abaixo

(A+BK;)"P(A+BK;) - P+K;RK;+C'QC =0.

4 Determina-se o custo terminal dado por
F(z(k + Nlk)) = (xn) "P(ayg).

5 Determina-se o custo do desvio, que para este trabalho é dado conforme abaixo,
sendo T, uma matriz definida positiva que penaliza o desvio entre o alvo desejado
rr e o alvo artificial 7
Vo —re) = @ — 1) T — 1)

6 Obtém-se uma aproximacao para o maximo conjunto invariante admissivel para
seguimento de referéncia com robustez Z; associado a lei estabilizante implicita
ur, = Ky¢(zy — T) + @, para utilizar como conjunto terminal, conforme apresentado
no Apéndice E.

7 Resolve o problema de otimizacao dado pela Equagao (2.44).

retorna u = u°(0; x)

A prova da factibilidade recursiva e a andlise da convergéncia estao demonstradas
no Apéndice F. A prova da factibilidade recursiva segue os principais passos de (CHISCI;
ROSSITER; ZAPPA, 2001; FERRAMOSCA et al., 2012) e as propriedades de convergéncia,
derivam da versao linear da prova apresentada em (CUNHA; SANTOS, 2022). Devido
a complexidade, ambas foram apresentadas ja considerando a representag¢ao aumentada
para inclusdao da dindmica dos desacopladores, proposta por este trabalho (Capitulo 3). O
Apéndice F também mostra que limy_, ||yx — 7°|| = 0 se limy_,oo wi — 0. Este resultado

vem da estratégia da predicdo nominal, mas nao é suficiente na presenca de pertubacao
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constante como é desejado para o caso do problema de controle para seguimento de
referéncia sem erro estacionario. Uma alternativa interessante é utilizar uma correcao
de referéncia (LIMON et al., 2010; PAULSON; SANTOS; MESBAH, 2019; SANTOS;
CUNHA, 2021) baseada em um estimador de pertubagdo com o intuito de evitar o erro
estacionario constante com a factibilidade recursiva nao sendo afetada pela mudanca do
alvo. Esta estratégia serd utilizada e esta explicada na Subsec¢ao 5.5, ja considerando
o modelo de representacao aumentada para inclusao da dinamica dos desacopladores

proposto por este trabalho.

Uma vantagem significativa desta estratégia de MPC robusto se comparado com
outros MPC néao robustos vem do fato de que factibilidade recursiva e atendimento a res-
trigoes robustas sdo garantidas. Contudo, uma reducao do dominio de atracao ¢é verificado
devido a contracao das restrigoes, algo comumente esperado devido ao conservadorismo

imposto por estratégias de controle robusto.



]

3 Representacao aumentada com desa-

copladores

Neste capitulo serd apresentada uma formulagao de representagdo em espaco de
estados aumentada para uso em controladores preditivos. O modelo apresentado é genérico

e pode ser aplicado nas mais diversas abordagens de controladores MPC.

3.1 Definicao do problema

Considere uma representacao em espaco de estados similar a definida na Equagao

2.20

Tpp1 = Axy + Buy + Twy,
Yr = Cap + v, (3.1)

sendo z € R™ o vetor de estados num instante k, ui € R™ representa o vetor do sinal de
controle, wy, € R™ representa uma perturbagao aditiva desconhecida, v, € R™ representa

um ruido de medic¢ao e y, € R™ o vetor de saida do processo.

Importante destacar que tanto u, como 1y pertencem a R™, ou seja, o nimero de
entradas do sistema ¢ igual ao nimero de saidas. A abordagem proposta se restringe a
modelos quadrados, sendo uma definicao tipica em estratégias de controle baseadas em
desacopladores (GAGNON; POMERLEAU; DESBIENS, 1998). Também sera assumido
que o par (A, B) é controlavel, o par (C, A) é observéavel, z;, é conhecido, x € X, u, € U
e w, € W. Além disso, X', U e W sao conjuntos compactos e convexos com a origem em

seu interior.

Uma estratégia de controle preditivo, como visto na Equacao 2.17, pode ser
definida com vista a minimizar um custo dado V' (xy, 74, urk; u(k)) no qual r, € R™ é um

vetor de referéncia e u(k) € R™* M ¢ um vetor com N, controles futuros.

No presente trabalho sera apresentada uma formulagao de representacao em espaco
de estados aumentada que permite assegurar uma resposta desacoplada na auséncia de
restricoes ativas para os mais diversos algoritmos de controladores preditivos que utilizam

a representacao do modelo por espago de estados.
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3.1.1 Otimalidade nao garante desacoplamento

Tendo em vista a presenga de acoplamento significativo entre a entrada (uy)
e saida (yx), considere que o sistema encontra-se em regime permanente com y_; =
Yk_o = T'r_1. Entao assuma que ocorre uma mudanca de referéncia no instante k tal que
Arp =71, —1,_1=[100..0]". No que diz respeito ao conjunto de controles futuros que
otimiza o critério 6timo (V' (xy, ri, urx; u®(k))), ndo ha motivos para esperar que o impacto
de Ar, =[100 ... 0]" se manifeste apenas no primeiro elemento do vetor de saida, pois
todo vetor uy, e todos os elementos do erro do seguimento de referéncia (Y4 1% — ) podem
ser explorados com vistas a minimizar a funcao custo dada por V' (xy, rg, u,x; u(k)). Por
consequéncia, o impacto da mudancga de referéncia (Ary =7, — 7,1 =[100 ... 0]") no
vetor de saidas (yx+1) depende dos pardametros de ajuste da funcao custo de etapa (Qy e
R). Naturalmente, hd um sacrificio do erro de seguimento de referéncia de todas as saidas

visando a minimizac¢ao de V' (zg, 7%, urx; u(k)) na presenca de acoplamentos significativos.

3.1.2 Desacoplamento para casos sem restrigao

A solugao 6tima para o caso sem restricao pode ser obtida com desacoplamento
se V(xg, 76, vr; V(E)), onde Qy e R sdo matrizes diagonais, Y (z) = H(2)V(z) é uma
matriz de transferéncia diagonal, v(k) = [v,;r‘k, Ul;r+Nu—1\k:]Tv e vy representa o controle
virtual para um sistema desacoplado H(z). Neste caso, V (xy, g, v x; v(k)) pode ser de-
composto em m problemas de otimizagao independentes como segue V (zy, ri, v, x; v(k)) =
ity Vi(zg, ri, v v(K)), onde [Uz+j|k]g, j=0,1,...,N, — 1 define apenas o valor ideal de
Vi(zg, T, vr; v(K)). Este tipo de solugao explicita foi usada em trabalhos relacionados
(MIDDLETON; ADAMS, 2008; ZHANG, 2013; ZHANG; GAO, 2015), mas o mapeamento
linear é necessario para impor restri¢oes em ug.; quando v(k) torna-se a nova varidvel de
decisao. Se forem utilizados ingredientes estabilizadores, robustos ou nao, o mapeamento
de restrigoes deverd ser considerado, o que ¢ normalmente negligenciado na literatura

relacionada.

3.2 Representacao de desacopladores por equacao de estados

Considere que o modelo entrada-saida referente ao sistema (3.1) é dado por

P(z) = C(zI, — A)"'B. (3.2)
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Um desacoplador causal e estével, definido pela matriz de transferéncia D(z) €

Rmxm ¢ um sistema dinamico tal que

Pp(z) = P(2)D(2), (3-3)

sendo Pp(z) € R™*™ uma matriz de transferéncia diagonal. Para preservar a estabilidade
interna, D(z) deve ser estdvel e ndo pode ocorrer o cancelamento entre polos instaveis e
zeros de transmissao fora do interior do circulo unitario na multiplicagdo P(z)D(z). Em

outras palavras, os polos e os zeros de transmissdo de P(z) devem ser preservados em
PD(Z)

Deve-se observar que a relacao da entrada virtual (entrada desacoplada) para a

entrada efetiva é dada por
U() = D(:)V(2), (3.4)

sendo Y (2) = Pp(2)V(z) com Yj(z) = P} (2)Vj(2), na auséncia de perturbagoes.

Como D(z) é causal, uma realizagdo minima em espago de estados é dada por

Y41 = Apyy + Bpuy,

(3.5)
uy = Cp¥y, + Dpuy,

sendo Y, € R™ o vetor de estados num instante k, v, € R™ representa o vetor do sinal de
controle virtual (entrada do desacoplador) e u; € R™ o vetor do sinal de controle (saida
do desacoplador). Qualquer realizacio minima pode ser utilizada neste caso sem perda de
generalizacdo. E razodvel partir de uma condicdo de equilibrio tal que assume-se que vy é

conhecido.

Como dito anteriormente, as estratégias de controle preditivo com desacopladores,
costuma-se utilizar Pp(2) como modelo de predi¢ao que relaciona vy e yg. Assim, o
problema pode ser tratado como um conjunto de m sistemas monovariaveis. Essa aborda-
gem simplifica o problema, mas despreza a dinamica do desacoplador, o que dificulta a
imposicao das condigoes estabilizantes na presenca de restrigoes em wuy. Para evitar este
problema, sera usada uma representacao aumentada, para fins de predi¢ao, que preserva a

dindmica interna do desacoplador.
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3.3 Representacao aumentada com desacopladores

Considere, agora, uma representagao aumentada onde o vetor de estados é formado
pela concatenacao dos vetores de estados do modelo da planta dado pela Equagao (3.1) e

do modelo do desacoplador representado pela Equacao (3.5), tem-se

A 0,, 0 I
Tr+1 _ na| [Tk 4 we + n,m v + W,
wk+1 Ond,n AD wk ng,m BD N, Naw
Tk
© O] |,

Substituindo a expressao do sinal de controle da Equagao (3.5), ux, = Cp¥r+Dpug,

na Eq. (3.6), chega-se a seguinte representagao

Xe+1 =Ay Xk + Byop + Ty,
Ye =Cx Xk + Vi, (3.7)

sendo xx = [z] 9] e as matrizes aumentadas definidas por

A BCp r

BD
Ax = [0 A ;
ng,n D

D

) X

L Cy=[C 0,4,

Nng,Nw

Nesta formulagao, ha de se destacar que: (i) xy é um vetor de estados medido no
instante “k”; (ii) o vetor de estados do desacoplador, 1, = Apty_1 + Bpvg_1, é calculado
a cada instante “k”; (iii) o sinal de controle virtual, vy, é obtido a partir da estratégia de
controle preditivo por meio de um algoritmo de otimizagao e (iv) ux = Cp¥y + Dpvg é o
sinal de controle efetivamente aplicado a entrada do processo. Ao contrario das estratégias
de controle preditivo que estdo baseadas num modelo desacoplado, Py(z), as restrigoes
para o controle efetivo podem ser expressas diretamente por uma combinagao linear dos

estados com o controle virtual, isto é
Up = FxXk + Fv'l}k, (38)

com F, =[0 Cp| e F, = Dp. Como o sistema ¢ invariante no tempo, esta transformacao

linear pode ser diretamente aplicada para a predi¢ao como segue
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Uptjlk = FyxXotjlk + FyVijie- (3.9)

Considerando a Equagao (3.8), a nova restri¢cdo de entrada pode ser expressa por

[xp v ] €Z — u, €T, (3.10)

onde Z = {[x" v"|" € Rrtmatm | F x + F,v € U}.

Para o caso em que ¢ considerada uma realimentagao de estados dada por v =
K, xx. Uma restricao poliedral para o sinal de controle, descrita na forma H,u; < g,

pode ser reescrita por meio de uma restricao nos estados dada por

Esta transformacao é importante para fins de determinagao do conjunto terminal
que assegura a admissibilidade da lei implicita estabilizante, garantindo factibilidade

recursiva e, se desejado, otimalidade local - no interior do conjunto invariante.

A titulo de exemplo, assumindo R > 0 e Qy > 0, é possivel calcular uma lei de

controle (vy = K, xx) tal que
® P,®, - P, +KRK, +C QC, =0,

com P, >0e ®, = A, +B,K,. Essa lei pode ser a prépria solugao do regulador linear
quadrético (LQR) ou outra realimentacio de estados linear. Tendo em vista restrigdes nos
estados e no controle na forma X = {xy € R" : Hyxy < g, el = {ur, € R : Hyuy < gu}s
pode-se calcular o maximo conjunto poliedral admissivel positivamente invariante!, O,

tal que

Xk € Ono = (A, + B K, )\ € On, (3.12)

com (F, + FyK,)Ox CU, Vx; € Ox € 10|00y C X, Vx; € Ox.

Desta forma, é possivel implementar estratégias com desacopladores usando
controladores preditivos lineares com garantia de estabilidade a exemplo de (LIMON et al.,
2008a) e (FERRAMOSCA et al., 2009), bem como, o algoritmo 1 apresentado na se¢ao

1

O conjunto invariante ndo necessariamente precisa ser o maximo (O ) como indicado em (GILBERT;
TAN, 1991), mas é comum utilizé-lo para aumentar o dominio de atracao.



Capitulo 3. Representa¢io aumentada com desacopladores 58

2.3.2.

As técnicas de controle preditivo baseadas em desacopladores sao definidas tais que
duas condigbes devem ser atendidas para assegurar desacoplamento no caso nominal (sem
restrigcoess e sem erros de modelagem): condigao (i), a funcao custo V (xy, 7%, urp; u(k))
deve ser convexa com parcelas quadraticas desacopladas e condicao (ii), a solugao 6tima
v{ nao deve apresentar restrigoes ativas durante o regime transitério. A Condicao (i)
implica que todas as parcelas sejam na forma &;y;(k + j|k)? ou pvi(k + j|k)? com §; > 0 e
pi > 0. Isto ¢ naturalmente assegurada por meio de matrizes Q, > 0 e R > 0 diagonais.
A Condigao (ii) nao pode ser assegurada a priori, pois a presenga de restrigoes ativas
depende de fatores como amplitude da mudanca de referéncia e ponderagoes da funcao
custo. Nao obstante, devido as caracteristicas lineares do modelo do sistema controlado,
quanto menor for o periodo com restrigoes ativas, menor sera o efeito do acoplamento na
resposta a mudanca de referéncia. Esta é uma propriedade importante, pois a resposta com
acoplamento pode eventualmente ocorrer, mas seu efeito sera mitigado caso a ocorréncia

de restri¢coes ativas nao ocorra num intervalo prolongado.

Para demonstrar a felxibilidade da representacdo aumentada proposta, os dois
préximos capitulos apresentarao aplicagoes com abordagens diferentes de controladores

preditivos.
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4 Controle preditivo desacoplado com

garantia de estabilidade

Neste capitulo sera utilizada a representacgao em espago de estados aumentada
apresentada no Capitulo 3 aplicada a uma estratégia de MPC permitindo assegurar
uma resposta desacoplada na auséncia de restrigoes ativas e incorporando a garantia
de estabilidade de controladores preditivos com convergéncia e factibilidade recursiva

assegurada para o problema do controle regulatorio, conforme apresentadoa na Secao 2.3.

4.1 Modelo de velocidade para a representacao aumentada

desacoplada

Utilizando a representagdo aumentada sugerida pela Equacao (3.7) no modelo de

velocidade apresentado pela Equagao (2.21) temos

Ser14jik =Ae&rrjix + BeAviyjik,
Yk+jlk =Ce&rpilk (4.1)

]T e com as matrizes aumentadas definidas

sendo §j, = [AXE yi;r]T7 Skrjlk = [AXLM yl;r+j|k

conforme a seguir

B,
CBy

Ag =

B =

A, 0
C,A, 1|’

. Ce=|o0 1]

Usando o modelo de velocidade, a combinagao linear que define o incremento de

controle passa a ser

com F¢ = [F, 0] =[0 Cp 0] e Fy, = Dp.
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4.2 Ingredientes estabilizantes

Considerando as defini¢oes apresentadas na Secao 2.3.2, os "ingrediente'para
garantia de esyabilidade de estabilidade em sistemas lineares com controle MPC sao: (i)
uma lei de controle estabilizante local, (ii) um custo terminal, e (iii) um conjunto de

restricao terminal.

Para a representacao aumentada proposta neste trabalho, a lei estabilizante
implicita é dada por

Avk = Kﬁ(&k - geq,r)a (4?))

com K¢ e o custo terminal podendo ser determinado pela solu¢ao do problema LQR:
®'P® - P =-K/RK,; - C/QCq, (4.4)
com (I’ = (As —+ BEKﬁ) (§] feqm = [OT T‘T]T.

Deve-se notar que &, € u, definem uma translacao da origem da representagao

em espaco de estados para fins de regulagdo com

geq,r = Aﬁfeq,r = £k+1+j|k - éeq,r = A£(£k+j|k - éeq,r) + BgAvkﬂ‘\k, (45&)
up = Aup +up—1 = up — up = Auy + up—1 — Uy (4.5b)

Esta translagao nao interfere no calculo do custo terminal, pois, considerando

Avyp = Ke(& — &eq,r), 0 modelo de predicao &pp14jjk = Aelprjie + BeAvgg i, resulta em

Stk — Eeqr = (Ag + BeKe) (Ertjik — Eear)- (4.6)

A tnica diferenga significativa, em relagao aos ingredientes estabilizantes, diz
respeito a definicdo do conjunto terminal uma vez que, para permitir uma representacao
de restri¢ao na forma poliedral U = {uy € R™ : Hyuy, < g,}, a restricio em Awy, deve
ser convertida para up = Aug + ui_1, 0 que implica a necessidade da incorporagao da

dinamica de u,_, como segue

§k+1+j\k _
Uktj|k

sendo Erijik = Shrjfk — Seqr © Ub—144lk = Up—144[k — Usr-

Ac 0
F 1

B¢

F, Uk 144k

(K¢ 0]) [ L } : (4.7)

Aq
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Uma aproximacao para o maximo conjunto poliedral admissivel positivamente in-
variante, considerando a representagao auemtnada proposta neste trabalho, é apresentando

no Apéndice B.

4.2.1 MPC regulatério desacoplado com garantia de estabilidade para

sistemas lineares com restricoes

Considerando os ingredientes estabilizantes apresentados, a estratégia baseada
em desacoplamento recai na formulacao usual de uma técnica de controle preditivo com

garantias de estabilidade obtida com um problema de otimizacao como segue

Pn(zk) : g‘l,i(% V (&, ug—1,71; Av(K)) (4.8)
s.t.
o = £(k),
Eit1 = Ag& + BeAv;, 1=0,1,--- /N —1;
u; €U, 1=0,1,--- N —1;
Au; € AU, 1=0,1,--- ,N —1;
v € X, i=0,1,---,N—1;

[€n un_y] € QLF.

A fungao custo é dada por

=z

-1

V(s -1, 715 Av(k)) = (yi — Tk:)TQ(?/z‘ — 7))

(]

1

AUZTRAUi

Mz 5

-+
0

+ (gN - Seq)TP(gN - geq)-

Premissas.

(1) Considere que o par (A¢, B¢) é controlavel, o par (Cg, A¢) é observavel e ¢, é

conhecido.

(2) Considere que os conjuntos X, U e AU sao compactos, convexos e com a origem em

seus interiores.
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(3) Considere R € R™*™ uma matriz semi-definida positiva e Q € R™™" uma matriz

definida positiva.

(4) Considere que P¢ € R™*" seja uma matriz definida positiva tal que (A + BeKe) "Pe(Ag+
B(K,) — P + K RK, + C{QC = 0.

(5) Existe uma lei de controle local estabilizante, K¢(x).

(6) O conjunto terminal Q7+ é positivamente invariante admissivel sob Kg¢(x).

Dessa forma, a implementacao do MPC com garantia de estabilidade, considerando
a estratégia do controle preditivo desacoplado apresentada acima, pode ser realizada

seguindo o Algoritmo 4

Algoritmo 4: Implementacao de MPC regulatério desacoplado com garantia de

estabilidade
Entrada: Q, R, N, N,, U, AU, X, ), e u,p

Saida: Controlador preditivo regulatério desacoplado com garantia de estabilidade

1 Escollhe-se as matrizes de ponderacao Q e R, definindo o custo de etapa da funcao

custo L((yr+1)Q, (Wer1)r)-

2 Define-se uma lei de controle estabilizante por realimentagao Avy = Ke(§p — &eqr)-
Neste exemplo foi considerada a solugdo do problema de controle 6timo irrestrito -
LQR.

3 Determina-se P¢ > 0 da equagao matricial abaixo

(A¢ + BeKe) "Pe(Ac+BcK;) — Pe + K RK, + C/QC; = 0.

4 Determina-se o custo terminal dado por
F(z(k+ Nk)) = (xn) "Pe(znp)-

5 Obtém-se uma aproximagao para o maximo conjunto positivamente invariante
., , , . . . . , . _
admissivel, Q7 C Opk  associado a lei estabilizante implicita Avpp N1 =
K (&g nik — Eeqr), Para utilizar como conjunto terminal, conforme apresentado no
Apéndice B.

6 Resolve o problema de otimizacao dado pela Equacao (4.8).

retorna u = u°(0; x)

Como descrito anteriormente, Ay jjk, Ugtjik € Tryjjr Podem ser obtidos por

combinagoes lineares envolvendo &1 ik, AV jk € Up4j—1 k- Devido ao principio do horizonte
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deslizantes, utiliza-se apenas uy = ), repetindo-se a operacao a cada amostragem. Deve-
se destacar que a representacao aumentada voltada ao desacoplamento pode ser combinada
a multiplas estratégias com estabilidade garantida. A abordagem baseada em modelo de

velocidade é apenas uma das diversas alternativas.

A dimensao em espaco de estados utilizada para fins de obtengao do conjunto
invariante terminal é dada n+ ng+ 2m, o que pode ser um elemento complicador para fins
de calculo do conjunto terminal. Este conjunto é calculado fora do problema de otimizacao,
o que diminui o impacto da representacao aumentada. Com relacao ao problema de
otimizacao, o custo computacional nao é impactado consideravelmente, pois o nimero
de variaveis de decisao é preservado. Nao obstante, a principal contribuicao do presente
trabalho consiste na proposta de uma representagao aumentada para fins de respostas
desacopladas com garantia de estabilidade em controladores preditivos. Neste contexto, a
representacao aumentada proposta pode ser aplicada a outras técnicas de controle preditivo

com estabilidade garantida.

4.3 Estudo de caso

O problema de controle de tanques acoplados sera considerado nesta secdo
(JOHANSSON, 2000a). Este problema é particularmente interessante, pois as estra-
tégias de controle preditivo podem resultar numa resposta instavel para horizontes de
predicoes curtos devido ao principio do horizonte deslizante. O problema da instabilidade

surge na configuracao com zeros de transmissao de tempo discreto fora do circulo unitario

(GARCIA-GABIN; CAMACHO, 2002b).

O modelo dos tanques é apresentado a seguir

in(t) = =5 2a(®) + 52 2gha(t) + Lt 0,
ha(t) = —Z 2ghs(t) + Z‘; 2gha(t) + ﬁ?m(t%
ha(t) = =52 g0 + L1220,
ht) =~ 2gal0) + a _Azl)klul(t),

sendo hy(t) o nivel em centimetros, uy(t) o comando de vazao em volts, g = 981 cm/s* e

os demais parametros apresentados na Tabela 1.

Assume-se que todos os estados sao mensuraveis, mas a saida controlada é definida
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Tabela 1 — Parametros do modelo dos tanques interconectados.

i A; (em?) q; (em?) k; (em®/(sV))
1 28 0,071 3,14 0,43
2 32 0,057 3,29 0,34
3 28 0,071 - -
4 32 0,057 - -

por y(t) = ke[hi(t) ho(t)]" com k. = 0,5. O ponto de equilibrio considerado é dado por

hi = 12,6 ¢cm e hy = 13 em. Essa configuracdo resulta num modelo linearizado dado por

1,5 2,5
P(S) _ |: 63;;1 (63s+11)7(6393+1)] ) (49)
(56s5+1)(91s+1) 91s+1

O modelo linearizado foi discretizado com um periodo de amostragem 7y = 5 s. Para
evitar o cancelamento do zero de transmissao, preservando a estabilidade interna, foi

utilizado o mesmo desacoplador simplificado aplicado em Lima e Santos (2013) dado por

-1 Pi5(2)/Pi1(2)

bz) = Por(2)/Poa(2) _

(4.10)

Com vistas a minimizar as fontes de restri¢coes ativas, permitindo uma anélise
mais detalhada das discussoes, optou-se por incluir apenas as restricoes de controle dadas
por 2 V < upijx <5V sem perda de generalidade. Para fins de sintonia do controlador
preditivo baseado em modelo de velocidade, foram utilizados Q =1, R=1, P > 0 e K¢
sendo as matrizes associadas a solugao do problema LQR. Para o calculo do conjunto
terminal, utilizou-se € = 0.1 e o pacote MPT3 Toolbox (HERCEG et al., 2013). Serao com-
paradas duas estratégias, a saber: (i) controlador preditivo proposto com desacoplamento
(N = N, = 5) e (ii) controlador preditivo com garantia de estabilidade sem desacoplamento
(N =5e N, =5). Para fins de comparacao, a mesma abordagem para estabilizagao foi
utilizada tal que a técnica sem desacoplamento pode ser recuperada impondo Ap = 0,
Bp =0, Cp =0 e Dgq = 1. Ha de se destacar que a resposta desacoplada é observada
neste tipo de problema mesmo na auséncia de restrigoes (LIMA; SANTOS, 2013). Sao
consideradas duas mudancas de referéncias e uma perturbacgao do tipo degrau de amplitude

0,3 cm é adicionada a saida 1 no instante ¢ = 1300 s.

As respostas das estratégias testadas sao apresentadas na Figura 8. A técnica com
desacoplamento apresenta um efeito de fase ndo-minima significativa, o que é necesséario
para incorporar o efeito da variagdo de uma referéncia sem variar a outra saida. Essa
demanda decorre da necessidade de se preservar os zeros de transmissao para preservagao

da estabilidade interna. Na técnica sem desacoplamento, o efeito transitério se manifesta
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N
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Figura 8 — Comparacao das respostas do sistema de quatro tanques com e sem desacoplador.

na saida em que nao ocorre a mudanca de referéncia, conforme esperado. H&a de se
observar que ocorre uma pequena interacao cruzada na técnica com desacoplamento, mas
esse resultado é bastante reduzido tendo em vista a utilizagao do modelo de simulacao
nao-linear. Em outras palavras, uma mudanga de referéncia no nivel hy(t) tem efeito
reduzido em hq(t). Quando se observa o efeito da rejeigdo de perturbagdo, nota-se que a
técnica com desacoplamento praticamente restringe o impacto da perturbagao ao escopo
do nivel do tanque 1, o que nao ocorre na técnica convencional. Ha de se destacar que,
assim como se verificou no cendrio sem restrigoes discutido em (LIMA; SANTOS, 2013),
caso os ingredientes estabilizantes nao sejam usados com N = N, = 5, observa-se uma

resposta instavel em malha aberta.

Um aspecto interessante dos resultados apresentados na Figura 8 decorre do custo
associado ao desacoplamento uma vez que surge um erro de seguimento de referéncia
significativo. Gragas a esse erro, torna-se possivel realizar a mudanca de referéncia sem
provocar a interacao cruzada. Esse erro poderia ser reduzido aumentando a ponderacao Q
ou reduzindo R, mas optou-se por manter o mesmo parametro de sintonia para preservar
a analise comparativa. No entanto, deve-se enfatizar que a grandeza do sinal vy nao é
equivalente ao sinal u;. Neste sentido, ao se utilizar a abordagem proposta, os pardmetros

Qy e R devem ser definidos em fung¢ao de Pp(z).

Apesar de ser utilizada uma técnica com garantias de estabilidade nominal, foi
obtida uma operagao segura mesmo na presenca de restrigoes, independente dos parametros
de sintonia. Na formulagao apresentada, estabilidade nominal e desacoplamento sao
tratados conjuntamente. Durante a primeira mudanga de referéncia, pode-se verificar que
ocorreu a saturagdo da acao de controle no seu valor minimo. Mesmo com a saturacao,

o efeito da interacao cruzada foi significativamente reduzido, especialmente quando se
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compara a técnica sem desacoplamento. Portanto, a técnica proposta também permite

mitigar o efeito da interagdo cruzada na presenca de restri¢coes ativas.
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5 Controle Preditivo Robusto com De-

sacoplamento

Na pratica, desacoplamento perfeito é muito dificil de ser obtido devido ao erro de
modelagem (SKOGESTAD; POSTLETHWAITE, 2005), mas uma redugao da interagao
cruzada pode ser verificada se um MPC robusto for capaz de garantir factibilidade
recursiva e convergéncia. Neste capitulo serd utilizada a representacao em espago de
estados aumentada apresentada no Capitulo 3 aplicada a um MPC robusto para sistemas
lineares com restri¢oes e pertubagoes limitadas de tal modo que factibilidade recursiva,
satisfacao a restrigoes robustas e seguimento de referéncia sem erro estacionario possam

ser obtidos, conforme estratégia apresentada na Se¢ao 2.5.2.

5.1 Modelo de predicao

Considerando a representagao aumentada sugerida pela Equagao (3.7), desprezando-

se o ruido de medigao, temos

Xi+1 =Axk + Byvg + Tywy,
Ye =Cy Xk, (5.1)

sendo i = [z ¥/ ]|" e as matrizes aumentadas definidas por

A BCp r

BD
A= [0 A ;
ng,n D

D

) X

) X

L Cy=[C 0,4,

Ondznw

5.2 Parametrizacao dos pontos de equilibrio

Do modelo apresentado na se¢ao anterior, temos que uma condi¢ao de equilibrio
pode ser dada por Y = A, X + B, 7. E assim, a lei de controle estabilizante apresentada

pela Eq. (2.34) passa a ser representada por

vp =K (xr —X) + 7, (5:2)
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com os autovalores da matriz (A, +B, K, ) estando estritamente dentro do circulo unitario.

Alternativamente, conforme apresentado na Eq. (2.35), a lei de controle pode ser

dada por
Vi = KxXk: + Lg, (53)
com L = —K, My + M,.
Neste caso temos,
g = M,0, (5.4a)
7 = M,0, (5.4b)
u = M0, (5.4c)
M, = C,M,, (5.4d)
M, = [L, 0,,,,]M,, (5.4e)
M, = F,M, + F,M, (5.4f)

Considerando a solugao trivial (SANTOS, 2018; SANTOS; CUNHA, 2021) apre-

sentada na Eq. (2.38), a parametrizagao do equilibrio é simplificada por

L=1,, (5.5a)
M, = (A, + BxKx)ilBXa (5.5b)
M, = KM, + I,,. (5.5¢)

5.3 Restricoes robustas

Considerando a contragao das restrigoes dos estados e das entradas apresentado
pelas Eq. (2.41) e (2.42), temos a seguinte equivaléncia para a representagdo aumentada,

com o desacoplador

Xy =X;0][I,0,,,|]9T,W, jeN,; (5.6)
Ui =U; 6 (Fx + FvK)(I)jwav JeN; (5-7>

onde Xo =X and Uy = U.

E o conjunto nominal de alvos admissiveis mantendo-se definido conforme apre-
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sentado pela Eq. (2.43)

Y ={yeR"y=M,0, M,0 = Int(X,), Myl = Int(Us.)}.

Para simplificar o esforco computacional, assim como na segao 2.5, as restrigoes
em z e u podem ser substituidas, respectivamente, por z = M0 € AXinner.0o € u = M0 €

Minner,0o, onde 0 < A < 1 como apresentado no Apéndice E.

5.4 MPC robusto e desacoplado para seguimento de referén-
cia com garantia de estabilidade para sistemas lineares

com restricoes

Considerando a lei de controle do MPC robusto apresentada pelo problema de
otimizacdo na Eq. (2.44) e considerando a nova representagdo aumentada devido ao

acréscimo da dinamica do desacoplador temos

Py (wg) : min V (v, 0; Xk, 7x) (5.8a)
Vi, 0k
s.t. xo = x(k), (5.8b)
e 2] = Myby, (5.8¢)
Ur = M0y, (5.8d)
Xi+1lk = Ay Xk + Byvijk, i € N n—1]; (5.8¢)
[In On,nd]Xz|k € Xi; 1€ N[I,N—l]; (58f)
Fy ik + Fovi € U, i € N, n_1]; (5.8¢)
T
v 0:]" € 25, (5.8h)
onde
B N-1
V (Vi O Xy i) = D <||yl|k —?kﬂ?g + [|vaw — @k”%{) + [Ixwp — Xel %
i=0
+ 17 — 7l
Premissas.

(1) Considere que o par (A,,B,) é controlavel, o par (C,,A,) é observavel e x; é

conhecido.
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(2) Considere que os conjuntos X, U e YV sdo compactos, convexos e com a origem em

seus interiores.
(3) Considere R € ™™ e Q € ™" sao matrizes definidas positivas.

(4) Considere que a fungao custo de erro estacionario V, : #” — R é definida positiva,

convexa e subdiferencidvel tal que V,(0,) =0 (V, = ||[g,, — r||%)-

(5) Considere que P, € R™*" seja uma matriz definido positiva tal que (A, + B, K,) P, (A, +
B,K,)-P,+K /RK, +C QC, = 0.

(6) Existe uma lei de controle local estabilizante, K, ().

(7) Considere que matriz My = [M] M/]" ¢ definida por My = [I,, 0,,,,]M,,
M, = F,M, +F,M,, e My, = C,M,. Sendo M, = (A, +B,K,) 'B, e M, =
K M, + L.

(8) Considere que Z; C R™™ seja um conjunto invariante extendido tal que

707 € Z; = [[(Ay + BK)x + B,LO + (A, + B,K )T w]™ '] € 2,
Yw e W, Zf C Xy, [KX L]Zf C Uy, [Om,n Mx]Zf C Xy, € [Om,n Mu]Zf CUL.

Uma estratégia para obtengao do conjunto terminal é apresentada no Apéndice E.

A lei de controle do horizonte deslizante (ux = Kmpc(yt, 2x)) para o MPC robusto

para seguimento de referéncia com desacoplamento ¢ dada por
u = Fyxi + Fyvgyy, (5.9)

onde (e é o primeiro elemento da sequéncia de controle que minima o problema de
otimizacao (5.8). Note que se Aq = 0,,, ., Ba = 0,,,,, Ca = 0,, ,, € Dq = I,,,, entdo um
MPC tipico para seguimento de referéncia baseado na predicao nominal é obtido sem a

propriedade de desacoplamento (v, = uy), conforme apresentado na Sec¢ao 2.5.2.

O alvo 6timo admissivel nominal (y), derivado da Eq. (2.45), agora é definido

pelos seguintes problemas de otimizagao auxiliares

min ||y —3°[|r (5.10a)
s.t. M0 = 77°, (5.10b)
(M) 07" € 2. (5.10c)

No Apéndice F estda a prova da factibilidade recursiva e a demonstracao da

convergéncia de y, para um conjunto positivamente invariante robusto em torno de y;.
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O Apéndice F também mostra que limy_o ||yx — 7°|| = 0 se limy_,o wy, — 0. Conforme
apresentado na Secao 2.5.2, um estimador de pertubagao faz-se necessario para evitar
o erro estaciondario constante que, para o caso do MPC desacoplado proposto por este

trabalho, possui a forma apresentada na Secao 5.5.

5.5 Correg¢ao da referéncia com pertubacoes constantes -
MPC Desacoplado

Uma maneira simples e eficaz de obter rejeicao assintética de perturbacao constante
na auséncia de restricao ativa em estado estacionario ¢ corrigir artificialmente o seguimento
para a referéncia desejada com base na solucao explicita irrestrita. Note que se o custo de
compensacao for quadratico, a solugao 6tima sem restri¢oes ativas pode ser reescrita da
seguinte forma

vy = K(Fyxi + Ferg). (5.11)

Assume-se, sem perda de generalidade, que o sistema nao possui polos de acao
integral® (det (Inin, — Ay) # 0).

A condigao de equilibrio para uma pertubagao constante (ws) pode ser parame-

trizada por

Xoo = (Tntng = Ay ) 7 (Byvoo + Tywee), (5.12a)
Yoo = Cy(Tning — Ay) H(Byveo + Tywey). (5.12b)

Portanto, a saida desejada converte para 7 se v, convergir para o seguinte alvo

de controle virtual modificado

Voo = [Cx(1n+nd - Ax)_le]_:l(Tk - Cx(In—l-nd - Ax>_1rxw00)' (5.13)

1 Sedet (Ining — Ay) =0, a mesma estratégia pode ser aplicada para xr4+1 = (Ay + ByK,)xx +B, L,
com u = Ky x + L0 e det (Inyn, — A, — ByK,) #0.
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Desta forma, um alvo modificado pode ser definido por

Voo :[Cx(InJrnd - Ax>_1Bx]_1(Tk - Cx(In+nd - Ax)_IFXMOO)7 (5-14>
Yoo =(Tning — Ay) "By Veo + Tywa), (5.15)
7‘2” :(ICFt)_l(Uoo - ICFxXoo) (516)

A ideia principal é fornecer um alvo modificado para definir uma corregdo externa
para o controle em estado estacionario, assumindo a auséncia de restri¢oes ativas apds o
efeito transitorio. Na presenca de uma pertubacao constante, se r;* ¢ um alvo admissivel
sem restricao ativa no estado estaconario, entdo X — Xoo» Uk — Voo € Yk —> Th. A
pertubagao no estado estaciondrio pode ser estimatada da mesma forma que em (SANTOS;
CUNHA, 2021; PAULSON; SANTOS; MESBAH, 2019), filtrando o erro de previsao um

passo a frente (I'ywk_1 = A, xx — Byv;) com um filtro baixa passa de primeira ordem.

Na pratica, vi*, xi' e y;' podem ser computados para substituir v, Xoo € 7}' €m

cada instante de amostra. Seus valores sao obtidos de
UA}]COO = Oé’UA)k,LOO + (1 — a)I‘ka,l, (517)
onde 0 < a < 1 define o polo do filtro.

Entao, r]' substitui r; tal que a nova fun¢ao custo do problema de otimizacao
dado pela Equagao 5.8 passa a ser V (v, O; x&, 7). As principais propriedades tais como
factibilidade recursiva e satisfacao a restricoes robustas sao totalmente preservadas, pois o

dominio de atracao nao depende da referéncia.

Dessa forma, a implementacao do MPC robusto para seguimento de referéncia
com garantia de estabilidade, considerando a estratégia do controle preditivo desacoplado

apresentada acima, pode ser realizada seguindo o Algoritmo 5
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Algoritmo 5: Implementacao de MPC robusto e desacoplado para seguimento

de referéncia com garantia de estabilidade
Entrada: Q, R, N, U, X, ri, w6, A\, T e

Saida: Controlador preditivo robusto e desacoplado para seguimento de referéncia

com garantia de estabilidade

1 Escollhe-se as matrizes de ponderacao Q e R, definindo o custo de etapa da fungao

custo L((zet)q (ukin)w).

2 Define-se uma lei de controle estabilizante por realimentacao vy, = K, (xx —X) + 0.
Neste exemplo foi considerada a solu¢ao do problema de controle 6timo irrestrito -
LQR.

3 Determina-se P, > 0 da equacao matricial abaixo

(A, +B,K,)"P,(A,+B,K,) - P, + K/RK, + C/QC, = 0.

4 Determina-se o custo terminal dado por
F(x(k+ Nk)) = (xnk — Xe) "POxwie — Xa)-

5 Determina-se o custo do desvio, que para este trabalho é dado conforme abaixo,
sendo T, uma matriz definida positiva que penaliza o desvio entre o alvo desejado

rr e o alvo artificial 7
Vo(@ —ri) = (@ — 1) "G — 7).

6 Obtém-se uma aproximacao para o maximo conjunto invariante admissivel para
seguimento de referéncia com robustez Z; associado a lei estabilizante implicita
v = K\ (xx —X) + 7, para utilizar como conjunto terminal, conforme apresentado
no Apéndice E.

7 Resolve o problema de otimizacao dado pela Equagao (5.8).

retorna u = u°(0; x)

5.6 Casos de estudo

Dois casos de estudos sao apresentados nesta se¢ao para ilustrar o efeito do MPC
desacoplado baseado em representacao aumentada. Primeiramente, o processo do tanque
quadriplo (JOHANSSON, 2000b) é usado devido a presenga de zero de fase ndo-minima.

Este problema é particularmente interessante pois a estratégia de desacoplamento devera
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assegurar a estabilidade interna (GARCIA-GABIN; CAMACHO, 2002a). Na verdade,
o MPC sem as propriedades estabilizantes pode nao conseguir fornecer estabilidade em
malha fechada se o horizonte de predi¢cao nao for corretamente escolhido. Além disso,
uma referéncia tipica de controle de reator é utilizada no segundo caso para ilustrar um

problema em tempo discreto sem a transmissao de zeros fora do circulo unitario.

5.6.1 Tanque quadruplo

Seréa utilizado o mesmo modelo do tanque quadruplo (JOHANSSON, 2000a)
apresentado na Secao 4.3, linearizado considerando o mesmo ponto de equilibrio (711 =

12.6 em, hy = 13 cm), mas com um periodo de amostragem é Ty = 10 s.

Baseado na versao discreta do modelo linearizado, o seguinte desacoplador simpli-

ficado é utilizado
_ —1 Pia(z)/Pu(2)
PQl(Z)/PQQ(Z) —].

onde P;;(z) é a funcao de transferéncia parcial da entrada j para a saida i. Este desacoplador

D(z) : (5.18)

preserva a transmissao de zeros de forma a evitar um sistema internamente instavel em

malha fechada.

Neste trabalho, as restrigoes de entrada e saida sdo definidas, respectivamente,
por
1V <wup <5V, 1=1,2; (5.19)

Ocm < hi, <18 cm, i=1,4; (5.20)

Para representar os erros de modelagem e as pertubagoes externas foi considerado
[|wi||loo < 0.2 com I' =14.

Os seguintes parametros do MPC foram utilizados: Q =13, R=1s, N =5, ¢
a = 0.8. As matrizes P > 0, e K, vieram da solu¢ao do problema LQR, enquanto
T = 100||P||2Iz foi escolhido livremente baseado em P. E importante notar que os
parametros de projeto do MPC robusto sem desacoplamento sdo analogos ao MPC

desacoplado.

Todas as simulagoes foram realizadas com o modelo nao-linear em Matlab /Simulink
e a comparacao das estratégias do MPC robusto sao apresentadas na Fig. 9 onde mudancas
de referéncias sao realizadas em 100 s e 800 s e uma pertubagao na saida (em y;(¢)) com
amplitude 0.2 é considerada em 1500 s. O efeito nao-linear em relacao as pertubagoes

aditivas podem ser verificados na Fig. 10, mas o limite da pertubacao especificada
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Figura 9 — Respostas da saida e do controle com um MPC robusto padrao e o MPC robusto
proposto com desacoplador explicito - caso de estudo do tanque quadruplo.

||wk||oo < 0.2 é respeitada apesar do efeito nao-linear. Ambas estratégias de MPC robusto
sao adequadas para lidar com a satisfacdo de restri¢coes robustas e convergéncia para o alvo
desejado na presenca de erros de modelagem e de pertubagoes externas. Como esperado, as
restrigoes de controle sdo respeitadas, mas as respostas transitorias sao significativamente
diferentes devido ao desacoplador explicito. O efeito do acoplamento nao é completamente
eliminado com o MPC desacoplado devido ao erro de modelagem da planta nao-linear e a
saturacao de entrada (ocorrida em torno de 800 s), mas o efeito do acoplamento é mitigado
consideravelmente. Neste caso, o preco a se pagar para obter uma mitigacao significativa do
acoplamento cruzado é preservar a resposta de fase ndo-minima da referéncia para a saida.
Em verdade, isto nao ¢ o problema para a maioria das aplicagoes que nao apresentam

zeros de fase ndo-minima como indicado no outro caso de estudo.

A andlise do caso de estudo inicial é completada com a apresentacao da simulagao
com ruido de medi¢ao conforme mostrado na Fig. 11. Um ruido branco de banda limitada
em tempo discreto com poténcia de ruido dada por 0.002 e Ty, = 10 s foi utilizado
para simular o ruido de medi¢cao em cada nivel, onde os indices 7 = 1,2,3,4 foram,
respectivamente, utilizados para cada um dos sinais medidos (h;(k7})). O efeito do ruido
em relagdo as pertubagoes aditivas pode ser verificado na Fig. 12. As propriedadaes
principais de ambas estratégias foram preservadas: (i) seguimento de referéncia sem erro
estaciondrio para o valor esperado da saida (valor médio em estado estacionario), (ii)
satisfagao as restrigoes, e (iii) mitigagdo do acoplamento cruzado com o MPC proposto com
desacoplador explicito. Em resumo, o MPC desacoplado proposto preserva os principais
beneficios das estratégias de controle preditivo robusto assim como seguimento de referéncia
sem erro estacionario e satisfacdo de restrigoes robustas. Além disso, fornece repostas
desacopladas para sistemas lineares sem restrigoes ativas e também é capaz de obter uma
mitigacao significativa do acoplamento cruzado para sistemas nao-lineares devido as suas

propriedades de robustez.
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Figura 10 — Pertubacao aditiva (wy) obtida do modelo de predigdo linear: superior - sem desaco-
plamento, inferior - com desacoplamento.

16 :
— e,
E1al i /f' 1
~ HIN DS
g2 |/ |
=z
1 0 I I I I
0 500 1000 1500 2000
— RMPC Desacoplado
=== RMPC —
0 500 1000 1500 2000

Tempo (s)
Figura 11 — Respostas da saida e de controle com um MPC robusto padrao e o MPC robusto

proposto com desacoplador explicito na presenca de ruido de medicdo - caso de
estudo do tanque quadruplo.
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Figura 12 — Pertubacgao aditiva (wy) obtida do modelo de predicao linear na presenga de ruido
de medicao: superior - sem desacoplamento, inferior - com desacoplamento.
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5.6.2 Caso do reator de tanque com agita¢ao continua (CSTR, do inglés

Continuous Stirred Tank Reactor)

Este caso de estudo é uma referéncia tipica de controle de processo baseada em
um CSTR nao isotérmico, onde uma reacao quimiza exotérmica de primeira ordem A — B
é considerada (GUPTA, 1998). O modelo nao-linear é definido por

thA(t) _ S <t>‘; Cal) _ \catd). (5.21)
jtT(t) = qT(t)V_T(t) + JR(t)CA(t) — fgp@, (5.22)

onde r(t) = ke E/ETO) ] = —AH/(pc,).

Os parametros de simulagao vieram de (GUPTA, 1998) de modo que A. =
0.05 m?, —AH = —50 x 10° cal/Kmol, p = 10° g/m?, ¢, = 1 cal/(gK), E/R = 1000K,
Ko = 4.872997584 571 ¢; = 5- 10731 /s.

A concentragao de entrada (Car(t)) e a remocao de calor (QphTit)) sdo consideradas
como as varidveis manipuladas. A concentragao de saida (C4(t)) e a temperatura medida
(T'(t)) sao as variaveis de processo. Como em (GUPTA, 1998), a condigao de equilibrio
para linearizagdo ¢ dada por h* = 1 m, C% = 1Kmol/m?, T* =400 K, ¢ =5 x 1073m?/s,
C%y =5 Kmol /m3, e % = 0.75. Entao, as varidveis em torno do equilibrio sao definidas
por

e = xx = [(Ca(kTy) — C4) (T(KT,) = CH)I (5.23)

ue = [(Cas(KT) = C4,) (@u(KT) = 1)/ (o)) (5:24)

As seguintes restri¢cdes sao consideradas

4 Kmol/m? <Ca;(kT,) < 6 Kmol/m?, (5.25a)
T.
0.5 cal/s §M <1 cal/s, (5.25b)
PCp
0.75 Kmol/m?* <C;(kT;) < 1.25 Kmol/m?, (5.25¢)
380 K <T(kT's) < 420 K. (5.25d)
1 0

Os parametros de projeto do MPC robusto sdo T, = 0.5, N =5, Q = 0 01l

R = 100I,, P > 0 e K, oriundos da solugao do problema LQR, T = 100||P||2I2 e o = 0.9.

Assim como destacado no estudo de caso anterior, é importante notar que os parametros
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de projeto do MPC robusto sem desacoplamento sdo analogos ao da versao desacoplada.

Para definicao das restrigoes robustas, o conjunto fechado de pertubacao é dado
por |wy k| < 0.01 e |wag| < 0.1 com I' = I,. Note que a magnitude de wy x € way Nd0 sao

similares porque as escalas de concentracao e temperatura sao significativamente diferentes.

Mais uma vez, foi utilizado o desacoplador simplificado dado por

—1 Plg(Z)/PH(Z)

- (5.26)
Py (2)/ Pya(2) -1

D(z)

As respostas da saida e do controle para os cenarios do MPC com e sem desaco-
plamento sao apresentadas na Fig. 13. Neste caso, o modelo de malha aberta nao possui
transmissao de zeros fora do circulo unitario de modo que a resposta com acoplamento
cruzado é completamente eliminada. A resposta para o seguimento de referéncia sdo simi-
lares para o caso com e sem desacoplamento. Uma pertubacao na entrada de temperatura
(T;(t)) com amplitude de 2 K ¢é simulada no instante 60 s, mas ambas estratégias sao
capazes de rejeitar o efeito da pertubacao em estado estacionario devido a correcao do
alvo. Os cendrios na presenca de ruido de medicao também sao considerados neste caso de
estudo como mostrado na Fig. 14. Um ruido branco de banda limitada em tempo discreto
(Matlab 2020b/Simulink 10.2) com poténcia de ruido de 2 - 1075 e T, = 0.5 s foi utilizado
para este caso. O efeito do ruido na presenca de pertubacao aditiva pode ser comparado
ao caso livre de ruido na Fig. 15. Observe que as respostas a pertubacao aditiva ficam
muito mais proximas de seus limites na presenca do ruido. O efeito também é claro na
evolucao da concentracao. No entanto, a propriedade de erro estacionario médio zero,
factibilidade recursiva e resposta ao seguimento de referéncia com desacoplamento sao
preservadas. Portanto, a abordagem linear proposta pode ser aplicada em sistemas de
controle nao-lineares com restrigdo na presenga de ruidos de modo que uma significativa
mitigagao do acoplamento cruzado pode ser alcangada com o erro de modelagem do modelo

da planta podendo ser tratado pelo uso de uma estratégia de MPC robusto.

A principal vantagem desta estratégia de desacoplamento é a capacidade de
garantir convergéncia, satisfacao a restrigdes robustas e factibilidade recursiva, apesar das
pertubacoes devido ao fato de que as dindmicas internas do desacoplador sao tratadas

pela representagao aumentada.
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Figura 13 — Resposta da saida e do controle com um MPC robuto padrao e o MPC robusto
proposto com desacoplador explicito - caso de estudo CSTR.
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Figura 14 — Resposta da saida e do controle com um MPC robuto padrao e o MPC robusto

proposto com desacoplador explicito na presenca de ruido de medigdo - caso de
estudo CSTR.
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Figura 15 — Pertubacoes aditivas (wy) obtidas do modelo de predigao linear: superior - sem ruido
de medicao, inferior - com ruido de medicao.
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6 Conclusao

Neste projeto de dissertagao foi apresentada uma abordagem mais ampla de
trabalho com desacoplamento de sistemas multivariaveis para uso com controladores
preditivos baseados em modelo que, ao contrario da maioria dos trabalhos relacionados,
nao depende do tipo de desacoplador utilizado nem da sintonia do controlador. A
representacao aumentada sugerida é semelhante a formulacao classica do controlador MPC
linear, cujo universo de técnicas com garantia de estabilidade e robustez ¢ bastante amplo,
permitindo, portanto, a aplicacao da abordagem proposta nas mais diversas estratégias
de controle MPC. Em contraposicao as tecnicas disponiveis na literatura, a dindmica do

desacoplador é considerada na predi¢ao, o que permite assegurar estabilidade robusta.

O trabalho destacou a importancia do mapeamento entre a entrada virtual da
representacao aumentada (entrada do desacoplador) e a entrada real (entrada do processo)
para permitir o tratamento das restricoes do problema de controle original. Este mape-
amento permite que as restricoes reais sejam consideradas no problema de otimizacao
do MPC. Inclusive, devido a este mapeamento foi necessario um aumento adicional da
representacao por espaco de estados para o caso do uso do MPC utilizando o modelo
de velocidade, conforme apresentado na Segao 4.2. Portanto, conclui-se que, apesar da
proposta de desacoplamento apresenta ser para uso mais geral em controladores preditivos,
o mapeamento entre entradas virtuais e entradas reais pode exigir uma adequacao do

controlador.

Foi visto que os parametros de projeto para o MPC sem desacoplamento sao
analogos ao da versao desacoplada, apresentada neste trabalho, facilitando sua aplicacao

em projetos de controladores preditivos.

Os resultados das simulacoes indicam que os objetivos foram alcangados, uma vez
que o acoplamento cruzado foi eliminado ou mitigado, de forma significativa. Os principais
motivos para que nao houvesse uma eliminacdo completa do efeito do acoplamento é devido
ao erro de modelagem da nao-linear ou a condi¢ao de restricao ativa, como por exemplo,
saturacao da entrada do processo. Ambas as sistuagoes sao melhoradas de acordo com
a escolha da estratégia do MPC escolhido bem como de seus pardmetros d esintonia. A
mitigagao do desacoplamento devido ao efeito do erro de modelagem pode ser melhorado se
for escolhido um MPC robusto com seus parametros de robustez devidamente escolhidos,
bem como o efeito devido a restrigao ativa pode ser melhorado com uma adequada selecao
das matrizes de ponderacao da funcao custo, de forma a evitar a saturagao dos estados

ou das entradas da planta. E importante salientar que, assim como ocorre para o caso
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desacoplado, sempre havera um prego a pagar para a melhoria de um aspecto na resposta
do sistema. Por exemplo, aumentar a robustez do controlador pode diminuir o dominio
de atracao da resposta do sistema, e alterar as matrizes de ponderacao do MPC pode

acarretar em um maior tempo de acomodacao do sistema.

Para o caso das plantas de fase ndo-minima, apresentadas nas segoes 4.3 e 5.6.1, foi
visto que para mitigar o acoplamento cruzado, a técnica com desacoplamento apresentou
uma efeito de fase nao-minima significativa, que foi necessario para incorporar o efeito da

variacao de uma referéncia sem variar a outra saida.

Por fim, foi verificado que a técnica de desacoplamento proposta é capaz de
rejeitar pertbagao com mitigacao do acoplamento cruzado, caso o controlador MPC seja

devidamente escolhido.

Dentre as principais perspectivas de trabalho futuro, deve-se destacar: (i) o
problema de mitigagdo do acoplamento cruzado na presenca de restrigoes ativas, (ii
o desenvolvimento do método de desacoplamento para sistemas nao-lineares, e (iii) a

validagdo da abordagem proposta em plataformas experimentais.
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APENDICE A - Conceitos preliminares

A.1 Algebra Linear

Definicdo 1 (Matriz semidefinida positiva). Seja A uma matriz quadrada de ordem n,

simétrica. Essa matriz € dita semidefinida positiva se
x Az > 0, Vx#0.

Definigao 2 (Matriz definida positiva). Seja A uma matriz quadrada de ordem n, simétrica.

Essa matriz € dita definida positiva se
z"Az >0, V& #D0.

Definicao 3 (Pseudo-inversa de Moore-Penrose). Seja uma matriz A € R™ ™. Sua
pseudo-inversa, AT € R"*™ = G, sempre existe, é tnica e possui as quatro propriedades a

sequir
(P1) AGA = A,
(P2) GAG = G,

(P3) (AG)T = AG,

(P4) (GA)T = GA.

A.2 Teoria de controle

Considere um sistema LIT representado conforme a seguir

Tre1 = Azy + Buy,

(A.1)
yr = Cxy + Duy,

sendo x € R", o vetor de estados no instante k, u, € R™, o vetor do sinal de controle no

instante k, e y, € N1, o vetor de saida do processo no instante k.
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Definicao 4 (Controlabilidade). Um sistema é dito controldvel no instante ko se for
possivel, por meio de um vetor de entrada ug, transferir o sistema de qualquer estado
inicial xy, (ou saida yg,) para qualquer outro estado (ou saida), em um intervalo de tempo
finito.

Controlabilidade de estados

Considere a matriz de controlabilidade de estado dada por

Mcx = [B|AB | A?B| --- | A~ 'B].

O sistema possui os estados completamente controlaveis se o posto da matriz Mgy

for n.
Controlabilidade de saida

No projeto pratico de um sistema de controle, pode-se desejar controlar a saida em vez de
controlar o estado do sistema. A controlabilidade completa do estado nao é necessaria
nem suficiente para controlar a saida do sistema. Portanto, é desejavel definir em separado
a controlabilidade da saida. Considere o sistema apresentado pela Equagdo A.1 e a matriz

de controlabilidade de saida dada por

Mgy, = [CB | CAB | CA?B| --- | CA™'B | D].

O sistema possui as saidas completamente controlaveis se o posto da matriz Mcy

for q.

Definicao 5 (Estabilizabilidade). Um sistema parcialmente controldvel é considerado
estabilizavel, se 0os modos nao controlaveis forem estdveis e os modos instaveis forem

controldveis.

Defini¢ao 6 (Observabilidade). Um sistema é dito observdvel no instante ko se, com o
sistema no estado xy,, for possivel determinar esse estado a partir da observacao da saida
durante um intervalo de tempo finito. Considere o sistema apresentado pela Equagio A.1

e a matriz de observabilidade dada por

MO — [CT | ATCT | (AT)2CT| | (AT)nflcT].

O sistema é observdvel se o posto da matriz Mg for n.
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Definicao 7 (Detectabilidade). Um sistema parcialmente observdvel é considerado detec-

tavel, se os modos nao observaveis forem estdveis e os modos instdveis forem observdveis.

Definigao 8 (Regulador linear Quadratico - LQR). Considere um sistema LIT representado
por
Lpt1 = Aflfk; + Buk, (A2)

sendo o par (A, B) estabilizdvel.

Considere a sequinte funcao custo quadrdtica

J(xo, w,) = > x) Quy + u) Ruy, (A.3)

i=0
com R>0, Q>0 e o par (QY2 A) observdvel.

O requlador linear quadrdtico de horizonte infinito é obtido através da solucdo do

problema de otimizacao dado por

JO(z9) = min,, J(xo, uy)

s.t. xpy1 = Axy + Buy. (A.4)
A solugao é obtida resolvendo a Equagao Algébrica de Riccati
A'PA-P+Q-A"PB(B'PB+R)'B'PA =0, (A.5)
com P > 0.
E a lei de controle é dada por
uy = Koy, (A.6)

com K=—(B"PB+R) 'B'PA.

A.3 Teoria dos conjuntos

Considere o sistema autdénomo

Tpy1 = ga(xk)‘ (A7)
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Considere o sistema sujeito a entradas externas

Tpy1 = 9(%; Uk) (A-S)

Ambos os sistemas sujeitos as restri¢oes de entradas e saidas

rn€e€X, upel, Vk=>D0. (A9)

Definigao 9 (Conjunto fechado). Um conjunto F' C R é fechado se, e somente se, seu

complementar A =R — F € aberto.

Defini¢ao 10 (Conjunto aberto). Um conjunto A C R chama-se aberto quando A = intA,

isto €, quando todos os pontos de A sdo interiores a A.

Diz-se que um ponto a é interior ao conjunto A C R quando existe um ntmero

€ > 0 tal que o intervalo aberto (a — €,a + €) esta contido em A.

Definigao 11 (Conjunto limitado). Diz-se que um conjunto X C R é limitado quando

existe algum b > 0 € R, tal que |x| < b para todo x € X.

Definigao 12 (Conjunto compacto). Diz-se que um conjunto X C R é compacto em R se
X € fechado e limitado. Ou ainda, X C R é compacto <= toda sequéncia em X possui

uma subsequéncia que converge para um ponto x € X.

Definigao 13 (Conjunto convexo). Seja Q2 um espaco vetorial real. Um conjunto ndao
vazio C' C § € dito ser um conjunto convezo se para todos x,y € C e todo X € [0, 1] valer
Ax+ (1 = Ny € C, ou seja, se o segmento de reta conectando quaisquer x,y € C estiver

inteiramente contido em C'.

Definicao 14 (Conjunto precursor para o conjunto S). Para o sistema autéonomo A.7, o

conjunto percursor para o conjunto S € definido como

Pre(S) ={z € R" : gu(x) € S} . (A.10)

Para o sistema sujeito a entradas externas A.8, o conjunto precursor para o

conjunto S € definido como

Pre(S)={reR":Jueld sa g(xz,u)eS}. (A.11)
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Ou seja, para um sistéma autdénomo, Pre(S) é o conjunto de estados que evolui
para o conjunto alvo & em um passo. Para um sistema sujeito a entradas externas, Pre(S)
é o conjunto de estados que podem ser levados para o conjunto alvo & em um passo

enquanto satisfaz as restricoes nos estados e nas entradas.

Defini¢ao 15 (Conjunto sucessor do conjunto S). Para o sistema auténomo A.7, o

conjunto sucessor para o conjunto S € definido como

Suc(S)={xeRN":Jxg €S s.a. = ga(x)}. (A.12)

Para o sistema sujeito a entradas extrenas A.8, o conjunto sucessor para o conjunto

S € definido como

Suc(S)={x eR":Fxo €S, JupeUU s.a. x=g(xo,up)}. (A.13)

Portanto, todos os estados contidos em S sdo mapeados para um conjunto Suc(S)
sob 0 mapa g, (caso do sistema auténomo) ou sob o mapa ¢ para alguma entrada u € U

(caso do sistema sujeiro a entradas externas).

Defini¢ao 16 (Conjunto controlavel em N-passos, Kn(S)). Para um dado conjunto alvo
S C X, o conjunto controldvel em N-passos, Kn(S), do sistema A.7 ou A.8 sujeito as

restricoes A.9 é definido recursivamente como

K;(S) = Pre(K; 1(8))NX, KyS)=8, je{l,....N} (A.14)

Em outras palavras, todos os estados xy do sistema A.7 pertencentes ao con-
junto controlavel em N-passos, Kx(S), evoluirdo para o conjunto alvo S em N passos,

satisfazendo as restri¢goes nos estados.

Da mesma maneira, todos os estados xy do sistema A.8 pertencentes ao conjunto
controlavel em N-passos, Ky(S), podem ser levados, por uma sequéncia de controle
adequada, para o conjunto alvo & em N passos, satisfazendo as restri¢des nos estados e

nas entradas.

Definigao 17 (Conjunto alcangdvel em N-passos, Ry(Xp)). Para um dado conjunto inicial
Xo C X, o conjunto alcangdvel em N-passos, Ry(Xy), do sistema A.7 ou A.8 sujeito as

restricoes A.9 é definido como
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Ri—i—l(XO) == SUC(R,J(X())) N X, Ro(Xo) = XQ, 1= {0, ey N — 1} . (A15>

Da Definigao 17, todos os estados zy pertencentes a X irdao evoluir (ou poderao
ser levados, com as entradas adequadas) para o conjunto alcangdvel em N-passos, Ry (X),

em N passos, satisfazendo as restrigdes nos estados e nas entradas (quando aplicavel).

Definicao 18 (Conjunto positivamente invariante). Um conjunto O C X é dito ser um
conjunto positivamente invariante para o sistema autonomo A.7 sujeito as restrigoes A.9,

Se

0 € O = xp, € OVE e N, (A.16)

ou ainda,
O C Pre(0). (A.17)

Definigao 19 (Méximo conjunto positivamente invariante, Oy). O conjunto O, C X
¢ 0 mazrimo conjunto positivamente invariante para o sistema autonomo A.7 sujeito as

restricoes A.9, se Oy € invariante e Oy contém todos os conjuntos invariantes contidos
em X.

Definicao 20 (Poliedro). Um poliedro P € R™ é denominado como uma interse¢io de um

conjunto finito de meio espacos em R"
P={zeR": Az <b}. (A.18)

Definigao 21 (Politopo). Um politopo é a fronteira de um poliedro.

Definigao 22 (Soma de Minkowski). A soma de Minkowski de dois conjuntos P, Q) C R"
¢ definido como

PoQ={x+y:z€PyecQ} (A.19)

Defini¢ao 23 (Zonotopo). Um zonotopo P € R¢ é um politopo convezo que é representado

como a soma de Minkowski de finitos segmentos de linhas
P=Li+Ly+---+ L, (A.20)

onde L; é o segmento de linha |a;, b;] com a;,b; € R? parai=1,--- ,m. Os segmentos de

linha [a;,b;](i =1,-+- ;m) sao chamados de geradores do zonotopo P.
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Definigao 24 (Diferenca de Pontryagin). A diferenga de Pontryagin de dois politopos P e
Q € um politopo
PoQ={zxeR":2+q€ P,VqeQ}. (A.21)

A.4 Funcoes

Definigao 25 (Subgradiente). Um vetor g € R" é um subgradiente de f : R" — R em
x € dom f se para todo z € dom f,

fz) = f(a) +g" (2 —2). (A.22)

Se f é convexa e diferenciavel, entao seu gradiente em x é um subgradiente.

Defini¢ao 26 (Funcao subdiferenciavel). Uma fung¢ao f é chamada de subdiferencidvel

em x se existe pelo menos um subgradiente em x.

A funcgao f é chama de subdiferenciavel se for subdiferenciavel para todo x €
dom f.

Definicao 27 (Funcao definida positiva). Seja uma funcao escalar continua f : R" —
R, f(0) =0. A funcdio é dita definida positiva se f(x) > 0, para todo x € R" — {0}.

A.5 Estabilidade segundo Lyapunov

Definigao 28 (Estabilidade de Lyapunov). Um ponto de equilibrio x = 0 do sistema

Tr+1 = g(iUk) é:

e estdvel (no sentido de Lyapunov) se, para cada € > 0, existe um 6 > 0 tal que

llzol| < & — ||zl <, VK > 0. (A.23)

e assintoticamente estdvel em 0 C R se € estdvel e

k—00

e instdvel se nao for estdvel.
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Em outras palavras, um ponto de equilibrio é estdavel para um sistema autonoémo,
se ao considerarmos um estado inicial proximo deste ponto de equilibrio, os estados do

sistema permanecerem em sua vizinhanga para sempre, conforme apresentado na Fig. 16

Figura 16 — Ponto de equilibrio estavel no sentido de Lyapunov (sistema autonémo)

Fonte: (TORRES, 2019)

Um ponto de equilibrio sera assintoticamente estavel para um sistema autonomo,
se ao considerarmos um estado inicial proximo deste ponto de equilibrio, os estados do
sistema além de permanecerem em sua vizinhanca para sempre, convergirdo para ele a

medida que o tempo passa, conforme apresentado na Fig. 17

Figura 17 — Ponto de equilibrio assintoticamente estavel no sentido de Lyapunov (sistema au-
tondémo)

Fonte: (TGRRES, 2019)
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Teorema 1. Seja x = 0 um ponto de equilibrio de xxy1 = g(xg). Considere Q@ C R™, um
conjunto fechado e limitado contendo a origem em seu interior. Assuma que existe uma

fungio V : R" — R continua na origem e finita para todo x € 2, tal que

V(0)=0¢eV(x)>0,VeeQ {0}, (A.25a)
V(zks1) — V(ek) < —a(xyg), Vo € Q. {0} (A.25D)

onde o : R — R € uma fungao continua definita positiva. Entdo x = 0 € assintoticamente

estavel em €.

A funcao V(x) que satisfaz as condigoes A.25 é chama de fungao de Lyapunov.
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APENDICE B - Maximo conjunto

admissivel

Apresentado por Gilbert e Tan (1991), o méximo conjunto admissivel pode ser
obtido conforme descrito a seguir. Considere um sistema representado por um modelo

discreto linear invariante no tempo dado por

Tpy1 = Az + Buy,

(B.1)
yr = Cuy, + Duy,

sendo x € R", o vetor de estados no instante k, u, € R™, o vetor do sinal de controle no

instante k£ e y, € RP, o vetor de saida do processo no instante k.

Para simplificar, as restricoes dos estados e das entradas sdo representadas por
restrigoes nas saidas dada por y, = Cxy + Dug € YV, com Y C RP sendo um conjunto con-
vexo e contendo a origem em seu interior. Considere uma lei de controle por realimentacao

de estados dada por up = Kuxy.

A ideia é obter um conjunto seguro de condig¢oes iniciais, ou seja, um conjunto Z

tal que zo € Z implica que a restrigdo y, € ) para todo inteiro k > 0 é satisfeita.

Alternativamente considere um sistema auténomo dado por

A
Thtl = ATk (B.2)
Y = kau

sendo x, € R" e as restricoes na saida dadas por y, € Y, Vk € Z*, com Z", sendo o

conjunto dos inteiros nao negativos.

O problema em (B.1) toma a forma de (B.2) se as transformagoes a seguir sao
consideradas A + BK —+ A, C+ DK — C e Y — Y portanto, a partir deste ponto sera

considerado o sistema autoénomo sem perda de generalidade.

O conjunto de restrigoes dos estados associado com A, C, Y é X(C,Y) = {z €
R" . Cz € Y}. O conjunto Z C R™ é A-invariante se AX C Z. E assim, o conjunto

maximo admissivel é definido por
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Ox(A,C,Y)={zcR":CA*zc), VkecZ'}. (B.3)

B.1 Finitude de O,

Supondo (C, A) observavel e ) fechado e definindo
Ou(A,C,Y)={reR": CA'lzr € Y,parat=0,...,k}, (B.4)
temos que O, C Oy, C Oy, Vi1, ts € ZT tal que t; < to.

E dito que Oy ¢ finitamente determinado se para algum k € Z*, Oy = Oy.
Considere k* sendo o menor dos elementos em Z* tal que O, = Oy-. Entao k* é chamado
de indice de admissibilidade. De (B.4) conclui-se que Oy, = Oy, para todo k > k*.

Teorema 2. O ¢ finitamente determinada se e somente se Op = Opi1 para algum
kelZr.

Conforme demonstrado por Gilbert e Tan (1991), se i) A é assintoticamente
estavel (todos seus autovalores estdo estritamente dentro do circulo unitario); ii) se o par
(C, A) é observavel; iii) Y é fechado e; iv) 0 € int ), entdo O, é finitamente determinado.

Essas condigoes sao suficientes para determinacao da finitude de O.

B.2 Determinacao de O

Considere que o conjunto de restrigoes ) é representado por desigualdades funcio-

nais conforme a seguir
YV={yeR: fi(y) <0,i=0,...,s}, (B.5)
com f; : R? — R fungdes continuas e satisfazendo f;(0) <0 parai=1,---s.

Se O for finitamente determinado, pode ser dado por

O ={zeR": f;(CA*z)<0, i€{0,---,s}, ke{0,--- ,k}} (B.6)

E k* e Oy podem ser determinados conforme Algoritmo 6



APENDICE B. Mdzimo conjunto admissivel 101

Algoritmo 6: Determinacao de £* e O,
Entrada: C, A, fi(y) parai = {1,...,s}
Saida: Maximo conjunto admissivel

1 Considere k£ = 0.

2 Resolva o seguinte problema de otimizagao para ¢ =1,--- ,s:

maximize J;(z) = fi(CAF ') (B.7)

Y

sujeito as restrigoes

f](CAt‘T)S[)? j:]-’"'787 tzoa)k (BS)

Considere J; como o méaximo valor de J;(x).
se JS <0 parai=1,---,s entao

‘ pare e considere k* = k e defina O, por (B.6).
senao

t continue.

3 Substitua k por k + 1 e retorne para o passo 2.

retorna k* e O

B.3 Aproximacao de O

Considere um sistema que satisfaz as condigoes suficientes de finitude de O,
apresentadas na se¢ao B.1, exceto pelo item i, que é relaxado para A sendo estével segundo
Lyapunov! com uma raizes caracteristicas de A no circulo unitério, e somente com valor
de A = 1 (a situagado mais comum). Fazendo a diagonalizagdo em blocos de A, onde
cada bloco corresponde a distintos autovalores de A (CHEN, 1999), é possivel encontrar

coordenadas que transforme A, e consequentemente C, para a forma

C=[CL G, A:[IS AO] (B.9)

com as particoes de A e C com dimensoes consistentes, d ¢ o nimero de raizes caracteristicas

em A =1, e Ay € RO—Dx(=d) ¢ agsintoticamente estével.

1 ver Definicdo 28 no Apéndice A
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Para um € > 0 e pequeno, considere

V() ={yeR: fily) <—e, i=1,...,s}. (B.10)

€0 = —max{f;(0):i=1,...,s}. (B.11)

Teorema 3. Suponha A e C na forma (B.9), (C, A) observavel, As assintoticamente
estdvel, as fungoes f; : RP — R, i =1,...,s continuas, g > 0 (dado por (B.11)) e Y um

conjunto fechado com a origem em seu interior. Considere

C, O
CL Cs

A

€ RIP*", (B.12)

Entdo para cada € € (0, ], existe um conjunto finitamente determinado Oy (A, C, V(€)X V)

tal que

Ou(A,C, V() x V) C O (A, C, V).

E assim O, (A, C, Y(e) x V) pode ser utilizado como uma aproximagao para o
maximo conjunto admissivel, sendo cada vez mais préximo de Oy (A, C,)) a medida que

e tende a 0, porém com o nimero de interacoes aumentando para a obtengao do conjunto.

B.4 Caso para modelo com representacao aumentada devido

a inclusao da dinamica do desacoplador

Nas secoes anteriores foi abordado o maximo conjunto admissivel para a saida
do sistema, conforme apresentado originalmente por Gilbert e Tan (1991). Aqui serd
dado efoque ao conjunto dos estados admissiveis, tendo como objetivo obter o maximo
conjunto poliedral admissivel positivamente invariante para os estados considerando o
sistema aumentado dado pela equagdo (4.1) que inclui a dindmica do desacoplador e o
modelo de velocidade para permitir a rejeicdo a pertubagoes constantes. A lei de controle

estabilizante implicita por realimentacao de estados é dada por Avy = K¢ (& — Eeqr)-

Para se obter a restricdo terminal, através da representacao de restri¢goes na forma
poliedral U = {ur € R™ : Hyur < gy}, a restricaio em Auy deve ser convertida para

ur = Auyg, + ui_1, 0 que implica a necessidade da incorporagao da dindmica de u;_; como
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b1k _
Upvj|k

sendo &y jix = Skt — Seqr © Ub—144lk = Uk—144/k — Usr-

segue
A 0
F. I

B¢
F,

(K 0]> [ Eusilh } , (B.13)

U —14j]k

Aq

Cabe enfatizar que F¢&, = F¢&, pois Fe = [F, 0] = [0 Cp 0]. Neste caso, o
estado adicional definido por ;_;4x tem o papel de armazenar o controle futuro anterior
tal que 1, pode ser obtido por meio de Awy i + tg—14j. Assim, pode-se obter uma
aproximacao invariante admissivel (£2/¥) para o maximo conjunto poliedral admissivel

o . . . r T T
positivamente invariante aumentado dependente de ry (O~ ), tal que [§, nip Uy n_11) €
/rk T T ,r.k . o A . . ~ « o~
O € [Srinpe Wepn—1a) € €20F asseguram a invaridncia e a satisfacdo das restrigdes sob
a lei de controle Avpyn_1jk = Ke(Eppnje — Eeqr) com &eq e sendo a condigao de equilibrio
definida por r;. A aproximagao invariante e admissivel se faz necessaria na pratica,
pois 0 maximo conjunto invariante admissivel pode nao ser finitamente determinado em

decorréncia dos autovalores iguais a unidade (devido a incorporacao da acao integral).

Nesta abordagem aproximada, (7 C Ogk, ), pode ser calculado com um algoritmo
finitamente determinado conforme proposto em (GILBERT; TAN, 1991, Se¢ao 5). De
forma simplificada, assumindo de Ot C Z™ com Z™* = {z € R+ - H,z < g.},
sendo Z™™ o conjunto de restricoes de controle e estados transladados descritos no espaco
de estados aumentados. A restricdo contraida é definida por

Tk — {Z c §Rn+nd+2m : HzAsSZ < g, — Te}, (B14>

€,88
sendo € > 0 um parametro de contragdo, Te um vetor constante com elementos iguais a € e

0 0

Ass =
(Fe + FVKe)(I- A = BKe) ™' 1

Finalmente, a aproximagcao 2/* pode ser obtida substituindo a restricao Z" pela
intersegao Z™ N Z%,. O conjunto (27* tende a Oy, quando € tende a 0. Por outro lado, o
nimero de iteracoes para a obtengao de (2* também tende a aumentar com a redugao de
e. Detalhes da aproximagao invariante admissivel podem ser obtidos em (GILBERT; TAN,
1991, Secao 5). Vale enfatizar que Ags = limg_, oo A’; e AgsAa = Ag. Assim, a restricdo
contraida praticamente nao altera o volume e a forma do conjunto terminal assumindo

valores pequenos de e.
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APENDICE C - Méaximo conjunto
invariante admissivel para seguimento de

referéncia

A seguir serd demonstrado como obter o maximo conjunto invariante admissivel

w

% s conforme apresentado por Limon et al. (2008a),

para seguimento de referéncia, O
utilizando algoritmos padroes para definicio do méximo conjunto invariante poliedral

admissivel de saida (GILBERT; TAN, 1991).

Considere um sistema por representacao de estados conforme equacao (2.29) com

as restrigdes dos estados e das entradas dadas pela equacao (2.30).

Trp1 = Ay + Buy,

(C.1)
yr = Cuy,
Z={zeR""™ F.2<g.},
[z, wu)]" €Z, k>0. (C.2)

O conjunto de entradas e estados estaciondrios do sistema (C.1) é dado pela
equagao (2.32)
z=[z" w']" =Myl =M] M]]"0. (C.3)

A existéncia das restrigoes limita o conjunto de entradas e estados estacionarios

admisiveis conforme a seguir

7 = {(T, H) = M@? : M@? € Z} (04)

Considere que o sistema (C.1) é controlado pela lei de controle dada pela equagao
(2.35).

com L = — KM, + M,,.

Considerando o estado estendido w = (z, ), o sistema em malha fechado pode
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ser representado por wi.1 = A,wy, onde

A +BK BL

A, =
o I,

. (C.6)

Seja W, um poliedro convexo definido como
Wy = {w = (l’,?) : (JZ,KZBk + L?) € 7, Mgg S )\Z}

Entao é dito que o conjunto Q* é um conjunto invariante admissivel para seguimento
de referéncia se para todo w € Q% entao A,w € Q% e Q¥ C W;. E o maximo conjunto
invariante admissivel para seguimento de referéncia ¢ dado por O% = { w : Al w €
Wi, Vi > 0}.

Devido aos autovalores unitarios de A,,, este conjunto pode nao ser finitamente

determinado. Entao considere o conjunto dado por
o =W Al w € W)y, Vi >0},

que é determinado para qualquer A € (0,1) e portanto, é um poliedro convexo. Dado
que NOY, C OF , C OF, e A pode ser escolhido arbitrariamente préximo de 1, o conjunto
invariante obtido pode ser utilizado como uma aproximacao confiavel do maximo conjunto

invariante admissivel para seguimento de referéncia, OY.
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APENDICE D - Determinacio do

conjunto de equilibrios admissiveis

O objetivo desta secdo é obter uma aproximagao interna para U, e X, tal
que Uinnerco C Uso € Xipneroo C Xoo. Este problema é tratado conforme proposto em
(KOUVARITAKIS; CANNON, 2015, segao 3.2.2).

Considere o sistema dado pela Eq. (2.40) e que o conjunto de pertubagoes é

representado pelo politopo! a seguir com a origem em seu interior

W={weR"™ :H,w < gy} (D.1)

O minimo conjunto positivamente invariante (mrpi) para o sistema (2.40) é definido

por

Winrpi = €D ®ITW, (D.2)
=0

onde ® = A + BK. Uma aproximacao externa invariante finitamente determinada para

mrpi (Winrpi € Winrpiouter) pode ser definida por

1 r—1 )
Winrpi,outer = 7 T ) D.3
prout 1—a(r) g W (D-3)
S*ITW C a(r)TW, (D.4)

onde a(r) < 1 é um pardmetro de contragao que é valido para um inteiro r suficientemente

grande. Na prética, r é aumentado de tal forma que (1 — «a(r)) =~ 1.

A condi¢ao (D.12) pode ser diretamente verificada se a seguinte desigualdade
vetorial é valida (KOUVARITAKIS; CANNON, 2015, Definigao 3.4):

max H,T®TW < pgu, (D.5)
we

onde I'f ¢ a pseudo-inversa de Moore-Penrose? de I'. Desta forma, da aproximacio externa,

ver defini¢do 21 no Apéndice A.

2 ver definicio 3 no Apéndice A.
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para o mrpi, a aproximagao interna para as restricoes de controle e estados sao dadas por

uinner,oo - {u e R Huu S Gu — Cu}a (D6>
Xinnerco = {x € R+ Hyx < g, — ¢4}, (D.7)

com ¢, e ¢, sendo obtidos de

1 r—1 )
R j
Cu =7 o) Z max H,®'TW, (D.8)
7=0
1 r—1 )
- - j
€ = 7 e %gé% H,®'TW. (D.9)

Portanto, os alvos nominais admissiveis sao dados por

y = {y SR Yy = Myga T = ng € Xinner,om U= Mug € Z/{inner,oo}~

Note que a verificagao da condicao (D.12) e o calculo de (D.16) e (D.17) pode ser
simplificada significantemente se W é representada por um zonotopo®, mas a solucdo com

politopo é mais geral.

D.1 Caso para modelo com representagao aumentada devido

a inclusao da dinamica do desacoplador

Considere o sistema dado pela Eq. (3.7) e que o conjunto de pertubagoes é
representado pelo politopo dado pela equacgao (D.1), o minimo conjunto positivamente

invariante (mrpi) para o sistema (3.7) ¢ definido por
Wi = P ST, WV, (D.10)
=0

onde ® = A, + B, K. Uma aproximacao externa invariante finitamente determinada para

mrpi (Winrpi € Winrpiouter) pode ser definida por

1 r—1 )
er iouter — T/ N\ @ ®'T W, (Dll)
P 1—a(r) ;= X
T W C a(r)T,W, (D.12)

3 ver definicio 23 no Apéndice A
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onde a(r) < 1 é um pardmetro de contragao que é valido para um inteiro r suficientemente

grande. Na prética, r é aumentado de tal forma que (1 — a(r)) ~ 1.

A condi¢ao (D.12) pode ser diretamente verificada se a seguinte desigualdade
vetorial é valida (KOUVARITAKIS; CANNON, 2015, Definigao 3.4):

max H,I,'®T W < pg,, (D.13)

onde 1"XJr ¢ a pseudo-inversa de Moore-Penrose de I'y. Desta forma, da aproximacao
externa para o mrpi, a aproximacao interna para as restricoes de controle e estados sao

dadas por

uinner,oo = {u € %m : Huu S Gu — Cu}a <D14>
Xinner.oo = {ZL‘ € %n : me S 9z — Cx}7 <D15)

com ¢, e ¢, sendo obtidos de

1 r—1

= j
A g 2031% H,(Fy + F,)@ T, (D.16)
1 r—1 .
= J
e o)

Portanto, os alvos nominais admissiveis sdo dados por

y = {y c kP : Yy = Myga xr = Mmg S Xi'fmer,ooa u = Mug S uinner,oo}-

Note que a verificagao da condic¢ao (D.12) e o calculo de (D.16) e (D.17) pode ser
simplificada significantemente se YW é representada por um zonotopo* (SANTOS; CUNHA,

2021), mas a solu¢ao com politopo é mais geral.

4 ver definicio 23 no Apéndice A
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APENDICE E - Determinacio do

conjunto terminal invariante robusto

A seguir é apresentado como um conjunto poliedral (ou poliedro) positivamente
invariante admissivel e robusto pode ser obtido para uso como conjunto terminal. Considere

um sistema representado conforme a seguir

Ser1 = Aelp + Tewy, (E.1)

A + BK BL
com §, = [l‘; (9;1—}1—, w e W, Fg = [((Ag—i—BgKf)NF)T OL,nw]T, Ag = ( + f)

Om,n Im,m .
As restri¢oes dos equilibrios
[0, M| Z; C X, (E.2)
podem ser substituidas por
[0, M| Z; C MY, (E.4)
[0y, My Zr € Mo, (E.5)

com 0 < A < 1, de tal forma que o conjunto poliedral invariante é finitamente determinado
usando algoritmos padroes (KOLMANOVSKY; GILBERT, 1998). Em resumo, o conjunto

terminal deve ser admissivel para a factibilidade recursiva tal que
Z;C Z, (E.6)
onde
Z={zeR"™ : (I, 0]z € Xy, K¢ L)z € Uy, [0 M,]z € A\Xx.

(E.7)

De {1 = Aglp +Tewy, comw € Wel € Z, entéo Xt pode ser obtido utilizando
o algoritmo proposto em (KOLMANOVSKY; GILBERT, 1998).
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E.1 Caso para modelo com representacao aumentada devido

a inclusao da dinamica do desacoplador

Para este caso, o sistema ¢é representado por

Eir1 = Aelp + Tewy, (E.8)

(AX + BXKX) BXL

Om,n+nd Im,m

com& =[xy O]’ weW, Te = [((Ac+BK)'T) "0, " e Ac =

As restrigoes dos equilibrios [0y, p4n, My 2 C X € [0 ntn, My 2 C Us podem
ser substituidas por [0, ntn, Mz]|Zr C A € [Opntny, Mu|Zf C My com 0 <A <leo

conjunto terminal deve ser admissivel para a factibilidade recursiva tal que
ZiCZ, (E.9)
onde

Z~ = {Z € %n—i—nd—i—m : [In On,nd—‘rm]z € XN) [(Fx + Fva) L]Z € uNa [Om,n—f—nd Mz]z € )\Xooy

[Om,n—i-nd Mu]z g Auoo}
(E.10)

De &1 = A +Tewy, comw € We € € Z, entéo Xt pode ser obtido utilizando
o algoritmo proposto em (KOLMANOVSKY; GILBERT, 1998).
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APENDICE F - Factibilidade recursiva

e convergéncia

F.1 Factibilidade recursiva

As predi¢oes nominais sao definidas de o = X, Xojk+1 = Xk+1- S€ X fornece uma
solucao viavel, a factibilidade recursiva é apresentada utilizando a seguinte transformacao
6tima

onde ¢; € R™ pode sempre ser obtido de Vi X € K. Entéo, um candidato viavel para
k + 1 é definido por

vgc‘|k+l = KX;Ik:-i-l + C;—Hlk’ J € [07 N — 2]? (F2>

N —1pe+1 = KXNo1jes1 + Ly (F.3)

Note que xj;, = ®xix + By, com & = (A, + B,K). Portanto, a seguinte

incompatibilidade na predigao é valida

Xojk+1 =Ax Xk + Byvr + I'ywg (F.4)
=®x1. + Bycop + Tyws (F.5)
=Xk + Tywr. (F.6)

A Eq. (F.6) pode ser reescrita pela multiplicagio em ambos os lados por ® e pela adig¢ao

de By}, como segue
P Gr1 + Byl =0 + Tywe] + By, (F.7)

ou alternativamente

Xi\k—&-l = Xg\k + @' wy. (F.8)

Por suposicao, a incompatibilidade geral da predicao de um passo pode ser dada por

X§—1\k+1 = X;Ug + ‘I)j_lrxwk7 j € [1,N]. (F.9)
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Além disso, de N 11 = BXN_1jepr T Lo}, a predicao terminal XN|kt1 é dada por

X§V|k+1 :AXX7V—1|k+1 + BXU]CV—l\k—H
=®XN_1jk+1 T By Lo
=® (X, + "7 'T, wi) + B, L
=B Xy, + ByLo; + @ T ywy.

Entao, a factibilidade de XN (k41 ¢ garantida porque &’y ¢ um conjunto robusto positivamente

invariante tal que

[X;fvﬁk 0;'" € X = [(®X v + By Lo; + VT wi)" 0;7]T € X, Y, € W.

A factibilidade de vi_q 1 = KxX§_j 441 + L € verificada a seguir. Considere
vy = KXy, + Lo com Fyxjy, + Fouy), € Un porque [)G‘\,T“g 0" € Xpez e Xy =

[F, F,]z € Uy. Entao, a seguinte igualdade é verificada

VN_1je+1 — Ok =EX N1 T 10T — KXy (F.14)
=K®" Ty, (F.15)

com Xy qjpi1 — Xapp = @V ' Tywy da Eq. (F.9). Além disso, FyxGp, + Fovfiy € Una
desde que Fyxy, + Fooy, € Uy e Uy = Uyn1 © (Fy + F,K)®V~'TW, que assegura
que as restriges de controle e estado séo respeitadas devido a escolha de v§_y 4 =
KX?V—1|k+1 + Loy

Agora, a factibilidade de toda solugdo candidata é verificada. Primeiro, note que

C * c * * *
Vi ajk+1 — Yjie = K(Xj—l\k:—i-l - Xj|k:) + Cie — G de tal forma que

XG—1k+1 — Xk e®’~ '\ W, je[l,N], (F.16)
U;—l\k+1 - U;|k EK‘I)j_lI‘XW7 j S [17 N]7 (F17>
25 1 pp1 — T E[Tn 0nnd] @' T W, j € [1, N]. (F.18)

Portanto, como zj, € &), e ; = &X; 1 © L, 0,,,4]®7 T, W, entdo 5 g1 € Xjo1,
J = [1, N] da definigao da diferenca de Pontryagin'. Além disso, FoXGi + Fovjy, € UY;
do problema de otimizagao, e a seguinte fronteira para o controle também é valida
Fy (G 1p — ) + Fo(05_ 1y — vjp) € (Fy + F,K)®'TW, j € [1, N]. Note que
(Fy +F,K)®/~'T'W ¢é utilizado ao invés de F, &/ ~'TW O F,K®/~'TW porque x§_ 5, —
Xk € Vj_1jkg1 — Vjj 880 afetados pele mesmo sinal de pertubagao (wy) em cada instante

de predigdo k + 1. Portanto, devido a definicdo da diferenga de Pontryagin, temos

1 ver Definicdo 24 no Apéndice A
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Z/{j = Z/{j_l ) (FX + FUK)q)j_II‘W = FXX§—1U€+1 + FUU;_”]C_H € u]'_l, VRS [1, N] E assim,
todas as restrigoes do controle e dos estados sao respeitados se as solugdes candidatas

propostas forem utilizadas, completando a prova.

F.1.1 Analise da convergéncia

A anélise da convergéncia é derivada principalmente das ideias apresentadas em
(CUNHA; SANTOS, 2022) para sistemas lineares.

Considere o conjunto de alvos factiveis dado por
Vi={yeRly=M0, (M) 0']" € 2;}. (F.19)
O custo do erro estacionario é tal que

lys = wellr = 1[7° = wellx > Mlys = 7°llz, Vys € Vs (F.20)

Esta desigualdade é valida com 7° minimizando ||ys — y:||% sujeito a ys € Vs e (¥° —

y:)"T(ys — y:) > 0 devido a condigao de otimalidade de uma fungdo quadratica com
restricdo em um dominio convexo. A propriedade inicial pode ser diretamente verificada

CcOoImo

s — vel % =lys — 7° +7° — wil|% (F.21)
=|lys — 7|17 + 2@ — ve) " T(ys — ve) + |lys — 7°||5- (F.22)

Agora considere o custo 6timo translandado como mostrado a seguir

WXk ve) = Ve (e, ve) — |77 — el 17, (F.23)

onde |[7° —y:||7 é o valor minimo admissivel para o custo de erro estacionario e V3 (xx, y¢) =
TN (Vi 05 Xk, yi) é o valor 6timo da funcao custo. Portanto, um limite inferior para o custo

é dado por

W* (e ve) 2wk — Tillg + 75 — 7°11% (F.24)
>y — 7°l15, (F.25)

onde S >0, Q-S >0, T-S > 0 e ar.(-) = ||lyr — 7°||3 ¢ uma fungao-K.

O limite superior pode ser obtido assumindo-se que Y ¢é suficientemente préximo
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de x° = M, 0°, isto é, [x} 0°T] € X}, then vfy, = Kzf, + L0° é admissivel para todo o
; S c 0l12 c —o||2 c 70|12 —
horizonte de previsdo. Neste caso, |[y5,,,—V°ll§ = || —¢ ||¢TC;Q c e 05—k =

XS ah — X°|37g g € as seguintes igualdades sao vélidas

G = X°Me = ly5e — 711G + 1105 — 71k + NG — X°1p (F.26)

porque (A, + B,K)"P(A, +B,K) - P =-K'R K- C;Q C,. E assim, utilizando a
Eq. (F.26) recursivamente de j = N — 1 até j = 0, o seguinte limite superior é obtido em

uma vizinhanca de x°

W (i we) < e = X1 (F.27)

C —
com Xg = Xk-

Como o dominio factivel é fechado porque X e U sao conjuntos compactos, entao
W™ ( Xk, Y1) < pHXg|k —X°||% com um adequado p > 1 pode ser usado para obter o limite
superior de todo o dominio factivel. Por exemplo, considere que y € ¥ define o dominio
factivel, e N = {x € R""¢| [x " 6°T] € X;}. Considere p = maxyew yenw W*(x, 1)/ (|Ix —
X°llB)- Note que a desigualdade W*(xx, y:) < pl|xG, — X°|[f é um limite superior externo

do conjunto N e p = max{1, p}. Neste caso, os seguintes limites podem ser definidos

e = Xllrse, < WG ) < pllxe = X°I13 (F.28)

O préximo passo é avaliar a propriedade decrescente da variacao da fungao custo,

isto &, AWy, = We(Xrt1, %) — W*(Xk> ) =V (Xhs1, Ue) — VA (X, ve) onde We(xpp1, 41) €
V5 (Xk+1,¥¢) sdo obtidos do candidato factivel. Primeiramente, note que

[ ?k”é —lyi — kaQQ <2[(Yi_1jp41 — 7)) Q Cxé@i_lrxwﬂ

+1/C @7 "Iyl (F.29)
105 1ear = Tl = [0 — Ol <2000 0 — ) "R K@y (F.30)
+ || K® T wy | |w, (F.31)

tal que [|yi_y ey — Tillg — 1195 — Tallg + 110 jia — Oelli = Vi — TrllR < Billlwl]) onde
Bi() é uma fungdo-K,. Mais uma vez, a condi¢ao do custo terminal é utilizada na seguinte

forma

XNt — Xlp — XN 11 — X°lp = —lYN—1pp+1 — ?0“?; — o811 — 7°|[%-

E entao, como usualmente é feito para a convergéncia em MPC, a prova da variagao do
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custo é dada por

Vi (k15 ve) = Vi Ok we) < = lyoir — Tllg — 1ok — Trl|R

N-1
+ > Billwkll) + B ([lwel]), (F.32)
=1
onde ||®7 1T wi||p + 2[(X_ 11 —Xi) ' P®IT wi| < Bn(]Jwk]]). Da condigdo de otima-
lidade com By (||wk|) = ;5" B;(llwkll) + Bw([[wl]), temos

Var(Xe+1,¥e) = Ve Ot ve) =W (X1 9) — W (Xks Y1) (F.33)
< — e — Tl Pq + Bw ([[wel])- (F.34)

Para finalizar a prova da convergéncia, utiliza-se o seguinte resultado do Lema 1

llyk — Tillg = YIxe — Xlld, (F.35)

onde v > 0, e Q > 0 como mostrado em F.1.1.1. Entdo, —||yx — 7;[y < —7lIxx — Xillg»

e a seguinte propriedade decrescente ¢ valida

W (X1, ) = WOt ) < =Ixe = X°NG + Bw (wl ), (F.36)

onde Q >0, v > 0, e fy() é uma funcio-K, completando a prova.

Note que se wy — 0, entdo |lyx — 7°|| — 0 com a condi¢ao de estabilidade

assintotica sendo obtida.

F.1.1.1 Limite no erro do seguimento a referéncia artificial

Lema 1. Assume-se que §J, € V¢ € o alvo artificial étimo factivél em k, e y° € Yy € 0 alvo
admissivel otimo. Entao, um escalar constante v > 0, e uma matriz de restricao Q > 0

eziste tal que ||lyr — Uel|% > V| Ixk — YkHQQ

A prova do Lema 1 é dividido em dois casos complementares: (i) xr — X < €, €
(i) xx — X > € onde €, > 0 define uma vizinhanga para qualquer alvo factivel tal que o
candidato sem restriao (v§, = Kx§, + L0 com g, = M,0;) fornece uma solugao factivel
para qualquer xj, dentro de Qg, = {x € R"*| ||[x—X,|| < 2¢,}. Note que €, é vlido para
qualquer QO = {x € R"™9| ||x —x|| <2} comy € {x € R"™| x =M,0, M0 € V;}.
O parametro €, > 0 garante uma folga em torno de Y, de modo que o alvo artificial possa
se mover enquanto o solugao irrestrita preserva a factibilidade. Este parametro existe

porque Ty e Uy estao dentro do interior de X, e U, respectivamente.
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Assumindo que xj, — X, < €, considere g, = A\, + (1 — A.)7°, com 0 < A\, < 1,
Xn = M0, yy = M0y, e 7, — 7, = (1 = A\.)(¥° — 7). Como o dominio factivel para os
alvos admissiveis é fechado, entao X, —X° < B, e X, — X5 < (1 — A)Xy, — X°-

Considere )\, suficientemente préximo de 1 de modo que (1 — \,) < e.B3;". Entao,

Yn_yk S (1_5\0)-81: Sex eXk_Yn SXk_Yk+Yk_Xn<2€z paratOdO )\cz:\c-

Portanto, com A, > )., um limite superior para W*(xx, %) = Vi (xe, ve) — |[7° —

y¢||T pode ser definido do candidato irrestrito como demostrado a seguir:

W (xi, ye) <llxe = Xl + 117, = well7 = 117° — vl |3 (F.37)
<IIxx = Xp + X = Xullp + Al 71 — well7 + (1= AT — w3
=7 = will7 = (1 = )7 = wellT (F.38)
<4[xk = Xallp + 4l% — X, 17
+ 27 — well7 = 17° = well7) (F.39)
<4f[xx — Xxllp +4(1 = A)?Ix — X°I 1B
+ 27 = vellT = 117° = well7), (F.40)

onde X — X, = (1 = A)(Xx — X°) € p1 + p2® < max(2%p?, 2py®) foram usados. Além

disso, de W*(xx, vt) > U — vl — |17° — vl|3%, um novo limite é expresso por

[T — vell% — 1[7° — vel |2 <4llxe — Xl P +4(1 — X)X — X°lIB
+ Ae(| [T — Z/tng —||[g° — ytH’2I‘) (F.41)

Alternativamente,

(L =27 = wellr = 117 = well7) = 4l = Xllp + 41 = A = XIlp,  (F42)
ou simplesmente

(117 = welle = 117° = well1) = 41 = X) b — Xellp + 41 = A = Xllp,  (F.43)
para 1 > A\, > /N\c.

De |7y — wellt — 15° = well& = 117 — 7°l[7, qualquer constante y com 0 <y <1

pode ser utilizada para se obter a seguinte desigualdade

~ |12
_ 0 _ 0 _ —0 Xk — X
o~ 71+ (L= )l — 71— 40— Al — 7l < 4l Xelle gy

E assim, uma constante positiva e finita, A, > M. — 1, pode ser definida para garantir que
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(1 — w[7e — 7°l1% — 41 — A\)|[Xe — X°l|% > 0 o que garante, para um adequado i > 0,

que o seguinte limite é estabelecido com i =4/u

Allge = 77113 <17 — 7711 < ille — xll3-
Baseado no fato que ||yx — 7/l — |7, — ellq < |17 — 7/l ento

o _ Vi _
e = V’lla <I[Jx — vrllq + \/ﬁHXk:_XkHP (F.45)
ou simplesmente

e = 7°lla <lIxe — Xilla (F.46)

com Q = \/ng +C.Q C,.

Se |[Xx — Xgl| > €z, entdo [|xx — Xillg > €, e |[yr —¥°llq < B devido ao dominio

factivel fechado. Assim, a razdo méxima é obtida por ||yx — 7°llq/|IXx — Xillg < B°/é, o

que garante que ||yx — 7°l|lq < (B?/&)|Ixr — Xilla-

Finalmente a demonstracao ¢ completada com /7 = max{1, (B°/é,)} de modo

que

ye = 7°lla <VAlIXk — Xillg» (F.47)

finalizando a prova do Lema.
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