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Resumo

A abordagem analitica mais simples para modelar a propagacao de incéndios flo-
restais considera que o espaco das velocidades é representado por uma indicatriz em cada
ponto. Desde entao, a modelagem eliptica tem sido amplamente aceita. Em A general
model for wildfire propagation with wind and slope [23], Javaloyes (2023) apresenta um
modelo mais sofisticado para a propagacgao do fogo, levando em consideracao a inclinagao
do relevo e a contribuicao do vento, cuja elipse, agora, coincide com a indicatriz de uma
métrica Finsler. Por fim, o comportamento do fogo é modelado por um sistema de EDO,
ou, alternativamente, a aplicacao do fogo também é caracterizada por um sistema de EDP

com certas condigoes de ortogonalidade.

Palavras-chave: Métrica Finsler; Indicatriz; Incéndios florestais.



Abstract

The simplest analytical approach to model the propagation of wildfires considers
that the velocity space is represented by an indicatrix at each point. Since then, elliptic
modeling has been widely accepted. In A general model for wildfire propagtion with wind
and slope [23], Javaloyes (2023) presents a more sophisticated model for fire propagation,
taking into account the slope of the terrain and the contribution of wind, where the ellipse
now coincides with the indicatrix of a Finsler metric. Finally, the behavior of the fire is
modeled by a system of ODEs, or alternatively, the application of fire is also characterized

by a system of PDEs with certain orthogonality conditions.

Keywords: Finsler metric; Indicatrix; Wildfires.
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Introducao

Imagine que voceé saiba a direcao em que um incéndio florestal ird se propagar ou
quais sao os pontos focais desse incéndio. Saber de tais informagoes é muito 1util, a fim
de evitar os impactos devastadores do fogo na vida selvagem e também na vida humana.
Fornecer um modelo fidedigno desse fenomeno natural e também antrépico é fulcral para

evitar perdas de vida e prejuizos financeiros.

Felizmente, a Geometria Finsler oferece ferramentas tteis para entender o fenomeno
supracitado. Em A Finsler geodesic spray paradigm for wildfire spread modelling, Steen
Markvorsen (2012) [27] relacionou a propagagao de um incéncio com uma métrica Finsler,
caso o vento nao seja muito forte, considerando-o constante ao longo do tempo. Foi notado
que as frentes e os raios de onda para a propagacao de um incéndio florestal sao, respec-
tivamente, indicatrizes e geodésicas de uma métrica Finsler. Ulteriormente, Javaloyes
(2023) [23] propos um modelo genérico para o calculo dessas frentes, considerando alguns
aspectos, tais como: inclinagao do terreno e o vento variando com o tempo. Com isso
observou-se que o vento induz uma espécie de crescimento semieliptico do fogo, enquanto
que a influéncia da inclinagao é modelada por meio de um termo que vem da métrica de
Matsumoto (ou seja, a métrica Finsler nao reversivel que mede o tempo de subir e descer

uma colina).

A grosso modo, uma métrica Finsler é uma aplicacao suave fora da origem, po-
sitiva e 1-homogénea que, a cada ponto e direcao em uma variedade associa um produto
interno. A dependéncia da direcao, o que nao acontece no caso Riemanniano, gera casos
em que o comprimento de um vetor difere do comprimento do seu oposto e, por conse-

guinte, o tempo gasto para percorrer um trajeto depende da direcao.

Pode-se dizer que o que se conhece hoje por Geometria Finsler tem seus primordios
nos trabalhos de B. Riemann (1826-1866), em meados da segunda metade do século XIX,
contudo, seu nome se deve as contribuigdes do matemético alemao Paul Finsler (1894-
1970), o qual estudou os fundamentos dessa nova geometria, publicando-os na sua tese,
em 1918, intitulada Uber Kurven und Flichen in allgemeinen Rdumen (Sobre curvas
e superficies em espacos generalizados), sob a orientagdo de Constantin Carathéodory

(1873-1950). No entanto, foi o matemético francés Elie Cartan (1869-1951) que, em 1934,
10



Sumadrio 11

cunhou o termo Geometria Finsler em homenagem ao matematico homonimo.

Assim como na Geometria Riemanniana, podemos fazer uso do cédlculo diferencial
e integral na Geometria Finsler. Varios objetos da Geometria Riemanniana, tais como
conexoes e geodésicas, podem ser estudados de modo analogo na Geometria Finsler. Em
sintese, como asseverou Shiing-Shen Chern (1911-2004), “a Geometria Finsler é a Geo-
metria Riemanniana sem a restricao quadrética” [12]. Para ver mais sobre a histéria da
geometria Finsler, ler [2, 12].

O objetivo principal dessa dissertacao é apresentar os fundamentos da Geome-
tria Finsler, mostrando as semelhancas e diferencas em relagao a Geometria Riemanni-
ana. Além disso, mostramos a utilidade dessa Geometria no que tange a modelagem de
fendmenos naturais, como os incéndios florestais.

O presente trabalho esta dividido em trés capitulos. No Capitulo 1, apresentamos
a definicao de métrica Finsler, bem como alguns exemplos classicos, como a classe das
(o, B)- métricas. Estudamos algumas estruturas geométricas, como a indicatriz e o cone
ortogonal. Ainda, neste capitulo, introduzimos a nogao de conexao de Chern, a qual nos
permitira, mais tarde, definir geodésicas.

No Capitulo 2, discutiremos sobre geodésicas, aplicacao exponencial e, apresen-
tando aqui, uma versao do lema de Gauss no contexto Finsler. Também, trataremos sobre
a Funcao Transnormal, que generaliza a fungao distancia, e, traremos a demonstragao de
um Teorema de Wang que, com hipéteses adicionais, pode ser generalizado [3].

Finalmente, o Capitulo 3 é voltado exclusivamente para apresentar a construcao
de um modelo matematico de incéndios florestais, cujo espago das velocidades do fogo
coincide com uma indicatriz de uma métrica Finsler em cada ponto. Nesta tltima parte,
levaremos em conta a contribuicao da inclinagao do relevo e, por fim, o efeito do vento,

obtendo equacoes que descrevem a propagacao do fogo ao longo do tempo.



Capitulo 1
Fundamentos da Geometria Finsler

As variedades de Finsler sao uma generalizagao natural das conhecidas variedades
Riemannianas. A diferenca precipua é que a métrica, chamada de tensor fundamental,
depende nao apenas do ponto p € M da variedade, mas também da diregao v € T,M. A
Geometria Finsler recebeu esse nome em homenagem ao matematico alemao Paul Finsler,
que a estudou em sua tese de doutorado de 1918 [17].

A Geometria de Finsler é um tipo de Geometria diferencial. Geralmente, é con-
siderada uma generalizacao da Geometria Riemanniana. De fato, Georg Friedrich Ber-
nhard Riemann, em sua palestra intitulada Uber die Hypothesen, welche der Geometrie
zu Grunde liegen (Sobre as Hipoteses que Fundamentam a Geometria), em 10 de junho
de 1854, ja sugeriu a possibilidade de estudar uma geometria mais geral do que a geome-
tria Riemanniana, mas ele afirmou que os significados geométricos das quantidades que
aparecem em tal espaco generalizado nao seriam claros e que isso nao poderia produzir
nenhuma contribuicao para a geometria. Além disso, os matematicos negligenciaram o
estudo de tais espacos por mais de 60 anos.

Aos vinte e quatro anos, Finsler assumiu o problema relacionado ao espaco equi-
pado com a funcao métrica mencionada por Riemann. Finsler estudou essa geometria do
ponto de vista da geometrizacao do calculo das variacoes. Essa tese chamou a atencao da
maioria dos mateméticos que trabalhavam em geometria. Assim, Finsler (1894-1970) foi
considerado o criador da geometria de Finsler.

A geometria de Finsler tem muitas aplicacoes em varios campos da Fisica e da Bi-
ologia, como a teoria da relatividade, termodinamica, 6ptica, ecologia, evolucao e biologia
do desenvolvimento [5, 10]. Varios matematicos contribuiram para o estudo e aprimora-
mento da geometria de Finsler. Estudos histéricos sobre os estagios de desenvolvimento
dessa geometria foram introduzidos por Matsumoto e Won. Para mais contextualizagoes
histéricas, recomenda-se [2, 12]. Geometria Finsler uma geometria poderosissima, a qual,

embora seja antiga, tem sido revificada por intimeros estudiosos, ajudando a compreen-
12



1.1. Métrica Finsler 13

der melhor o comportamento de meios anisotropicos, ou seja, meios que dependem de

uma direcao. A construcao desse capitulo estd ancorada principalmente nos resultados de

[77 ? ? ? ]

1.1 Métrica Finsler

Em geometria Finsleriana, a métrica é um objeto que depende de uma direcao.
Esse contraste basilar em relacao a geometria Riemanniana acarreta, por exemplo, na
falta de simetria da distancia. Uma métrica Riemanniana é uma aplicacao g suave, que
associa a cada p € M um produto interno em 7,M. A suavidade significa que, para
quaisquer campos X,Y € I['(T'M), a funcao p — ¢,(X,,Y,) é suave. Para mais detalhes
sobre a Geometria Riemanniana recomendamos ver [15]. No entanto, apesar da métrica
Finsler depender da direcao, ainda conseguimos algumas desigualdades famosas, como a
desigualdade triangular e a desigualdade de Cauchy-Schwarz. Nessa se¢ao, introduziremos
alguns objetos geométricos e investigaremos suas propriedades e veremos os fundamentos

dessa Geometria tao poderosa.

Definicao 1.1.1. Seja M uma variedade diferencidavel de dimensdo n. Chamamos uma

fungdo continua F : TM — [0,4+00) de métrica Finsler em M se F' satisfaz
1. F é€C™ em TM\ 0

2. F ¢ positiva homogénea de grau 1, ou seja, F(Av) = AF(v) para qualquer A > 0 e
veTlM;

3. F ¢é fortemente convexa, ou seja, para todo v € TM \ 0, o tensor fundamental

associado a F' dado por

1o
9u ) = 5 o

1
F?(v + su+ tw)]s =0 = §H653(F2)v(u, w), (1.1)
para quaisquer u,w € T,M € positivo definido, ou seja, g,(u,u) > 0 se u # 0.
O par (M, F) é chamado variedade Finsler.

Observacao 1.1.1. Se F' é uma métrica Finsler, entdo F(0) = 0, pela continuidade e

pela homogeneidade.

Observacao 1.1.2. A condicao de ser positivo homogéneo de grau 1 € necessdria para o

comprimento de uma curva seja independente da reparametriza¢ao positiva.

Defini¢ao 1.1.2. Uma métrica Finsler F' € dita reversivel (ou simétrica) quando
F(v) = F(—v) Yv € TM.
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Isso ja nos mostra que a métrica Finsler nao é uma métrica no sentido usual.

Exemplo 1.1.1. O exemplo mais simples de uma métrica Finsler € a norma de uma
métrica Riemanniana g numa variedade M. Nesse caso, F(v) = +/g(v,v) € uma métrica

Finsler reversivel, cujo tensor fundamental coincide com g.

Exemplo 1.1.2. Se a e 8 sao respectivamente uma norma riemanniana e uma 1-forma
em M, entio F(v) = a(v) + B(v) = \/g(v,v) + B(v) € uma métrica Finsler desde que

l|Blla = sup B(v) < 1, v € TM. Tal métrica é denominada métrica Randers, jd que
[[v]]=1

foi introduzida pelo fisico noruequés Gunnar Randers (1914-1992) em 1941 [35]. Traba-
lharemos com mais detalhes tal métrica em secoes futuras.

As métricas Randers sdo intuitivamente métricas Finsler formadas por pequenas
perturbagoes de métricas Riemannianas e, como mostra o lema abaixo, sao reversiveis
se, e somente se, sao Riemannianas. Porém, observo aqui que nem toda métrica Finsler

reversivel é Riemanniana.

Lema 1.1.1. Seja (M, F) uma variedade Randers. Se F ¢é reversivel, entao (M, F) é

uma variedade riemanniana.

Demonstragao. Com efeito, como, por hip6tese, F'(v) = a(v) + f(v) = a(—v) + S(—v) =
a(v) — B(v) = F(—v), temos que S(v) =0 Yo € TM. Logo, nds obtemos F' = . O

Observacgao 1.1.3. Eziste uma relagao biunivoca entre produto interno h = (-,-) e uma
forma quadrdtica positiva definida q(v) := h(v,v). Uma forma quadrdtica é uma aplica¢ao
q:T,M xT,M — R tal que dada uma base de T,M , q nessa base é um polinomio de grau
2. Por exemplo, em R? qualquer forma quadrdtica associada a wm produto interno (-,-) é
da forma

q(v) = av% + 2bvyvy + cv%,

sev = vy f1+vafa, onde { f1, fo} é uma base de R* ea = (fy, f1), b= (f1, fo) ec = {fa, fo).

Em Geometria Finsler, no entanto, isso nao acontece. Basta considerar a métrica

Randers F(v) = a(v) + B(v) e observar que

F?(v) = g(v,v) + 2/g(v,v)B(v) + B*(v),

que nao € um polinomio de grau 2 quando [ # 0. Dessa maneira, a métrica Randers nao

satisfaz a restricao quddrica.

Sabemos, pelo lema acima, se a métrica Randers é reversivel, entao ela é Rieman-
niana. Métricas Riemannianas sao sempre reversiveis. Nao obstante, nem toda métrica

Finsler reversivel é Riemanniana. Vejamos um exemplo:
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Exemplo 1.1.3. A funcao

¢ uma métrica Finsler reversivel para todo v = (vy,vs) € R?, que ndo é Riemmaniana,
pois F?(v) ndo é um polinomio de grau 2. Mais geralmente, uma fungio F(v) = {v} +

1 7/ 7/ . .
3cv?vi +vita, com c € (0,2), é uma métrica Finsler.

Exemplo 1.1.4. A métrica F (v, vs) \/\/vl—ka—I—)\ (v}4+v3) para X > 0 e v =

(v1,v9) € R% € uma métrica Finsler, denominada de perturbacio da métrica quddrica.

O lema seguinte traz algumas propriedades geométricas do tensor fundamental,
as quais serao usadas para demonstrar algumas desigualdades similares ao caso euclidiano,

como a desigualdade triangular e a desigualdade de Cauchy-Schwarz no nosso contexto.

Lema 1.1.2. Seja (M, F) variedade Finsler, para qualquer v € TM \ 0 as sequintes

propriedades sao validas.
(i) g, € bilinear e simétrica;
(ii) g, € positivo homogéneo de grau 0, ou seja, g, = g» para qualquer A > 0;

(iii) go(v,v) = F*(v);

(iv) go(v,w) = 1L F*(v + sw)|,—o = 3d(F?),w, w € T,M.

Demonstragao. Por (1.1), temos o seguinte:

1 0?

go(u,w) = 5858tF2(U+8u+tw)|8’t:0
1 0?

= §8t83F2(U + tu + sw)|s =0

= gv(w7 u)7

para qualquer u,w € T,M. Ademais, dados u, z,w € T,M e A € R,

g(u+ Az, w) = %af;FQ(U + s(u + Az) 4 tw)]s =0
= %%d(}ﬂ) (ottw) (U + A2)|1=0
= ;gt"f 0d(F?) oy 1) (1 )*%%h 0d(F?) i) ()

= gu(u,w) + Agy(z,w).

Com isso, finalizamos a prova do |item i]|.
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Segue da bilinearidade do tensor fundamental e usando o fato de F' ser

1-homogenea. Com efeito: Dados A > 0 e v # 0, temos

(u,w) = 1 o F2(\v + su + tw)| = \? o
DAL= 5 Bson W0 Dot

u w
= /\2gU(X7 X) = gv(uaw)a

para quaisquer u, w € T,M. Verifiquemos agora o :

0? ) 2
291}(?]; U) = mls,tzoF ()\U + sv + tv) — m

E para finalizar vejamos

20, ( ) = & F2(U+s + tw)] —8—2
G0 W)= Geot Y =07 Beot
0 0

— %’s=0{(1 + 5)2 [1—:5& —oF? (v + zw)} }
0 0

0
= —|._(1 | F2 - | F2
a5]3_0( +s)azlz_0 (v+ zw) az|Z_0 (v + zw),

u w
F? — =) |s
(U+SA+ A)I =0

saco(1 + 8 + £)2F2(v) = 2F2(0).

t
1+s

|si=0(1 + 8)*F?(v + w)

onde fizemos z = O

1%8.
Observacao 1.1.4. O fato de o tensor fundamental da métrica Finsler ser positivo de-
finido e o item (i) da proposi¢cio acima nos diz que, ao fixarmos v # 0, g, € um produto
interno em T,M, ou seja, a métrica Finsler nos dd uma familia de produtos internos que

dependem da direcao.

Por definicao uma métrica Finsler, é continua em 0. E em geral nao é diferenciavel
em 0. Por exemplo, qualquer norma Fuclidiana nao é diferenciavel em 0, como podemos
testar facilmente no exemplo ||(z1,22)|| = y/27 + 3. Porém o quadrado da norma é
suave, por exemplo

(21, 22)|[* = 2F + 3.
Assim, somos levados ao seguinte questionamento: se F' é uma métrica Finsler , F? é
suave? Veremos a seguir que F? é de classe C', porém se F? for de classe C?, entao F é

uma norma euclidiana.
Lema 1.1.3. Se I € uma métrica Finsler, entao F? é de classe C' em 0.

Demonstracao. Dado v € T'M, temos que
2 o 2 2 12
lim F?(tv) — F*(0) ~ im F?(tv) ~ im t*F?*(+v) —0,

t—0E t t—0+ t t—0+ t

implicando que F? é diferencidvel em 0 e dF} = 0. Por outro lado, pelo item (iv) do

Lema 1.1.2, dF?(u) = 2g,(v,u). E pelo item (ii) do mesmo Lema
1lj>%gtv(tva U’) = }tg% tgv(’U, U’) = 07

implicando que v — d(F)? ¢ continua em 0. O
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Lema 1.1.4. Se F € uma métrica Finsler tal que F? € de classe C?, entio F é uma
norma Fuclidiana.

Demonstragdo. Suponha que F? é de classe C? em 0. Como F' > 0 e F?(v) = 0 se, e
somente se, v = 0, segue que 0 ¢ um ponto de minimo de F?. Em particular, d(F?), = 0.

Logo, se F? é de classe C? em 0 temos que
1 1
F?(v) = F?(0) + d(F?)o(v) + §H6330(F2)(v,'u) + o(||v]]) = §H6880(F2)(’U, v) + o(||v])),

para qualquer v suficientemente préximo de 0. Logo dado v € R? qualquer

P = 1 F(tv) ) \/%Hesso(FQ)(tv,tv)+0(|]tv\|) \/1]{ (F)(0.0)
= lim ——~% = lim =1/ g Hesso v, ).

t—»0+ T t—0+ t

Logo F? satisfaz a restricdo quadratica, implicando que F' é uma norma Euclidiana. [

Na geometria de Finsler, o tensor de Cartan é usado para descrever como a
métrica Finsler depende da diregao. Em geometria Riemanniana, onde nao ha essa de-
pendéncia, temos que tal tensor é sempre nulo. Ele é obtido ao diferenciar a métrica F?
trés vezes. Tal objeto serd tutil para, ulteriormente, definir a Conexao de Chern (1911-
2004), matemdtico chinés que reinterpretou a antiga teoria de conexao adaptando-a ao

contexto Finsler [21].

Definicao 1.1.3. Seja um tensor trilinear C, dado por

1 3
_—F2 1Wi)|s1,82,53=0; 1.2
4 053052051 (v+ ZS Wi)|s1,55,55=0,  (1.2)

i=1

10

Cv<w17 w27w3) = §%gv+sw1 (w2, wS)’s:O =

s

para quaisquer v, wy, wy, ws € T,M com v ndo nulo. Tal familia C = {Cy;v € TM \ 0} é

denominada tensor de Cartan.

Observagao 1.1.5. A grosso modo, o tensor de Cartan nos diz quando uma métrica

Finsler ¢ Riemanniana, ou seja, F' € Riemanniana se, e somente se, C,, = 0, para todo
veTM\DO.

O tensor de Cartan goza das seguintes propriedades:
Lema 1.1.5. Dado v € T,M \ 0, temos
(i) C, € trilinear e simétrico;
(ii) C, € positivo homogéneo de grau —1, isto €, Cy, = %Cv, para qualquer A > 0;

(iii) Cy(v, w1, we) = Cy(wy, v, ws) = Cp(wy, wa,v) =0, wy,ws € T,M.
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Demonstragao. |item i| Primeiro, mostremos a simetria do tensor de Cartan. Por de-
finicao, temos:

10 10
Cv(w17w27 wS) = Eagv—&—swl (w27w3)|s:0 = Eggv—&—suu (’wg, w2)|5:0 = Cv(wlaw?n w2)-

Além disso, note que

83
883882881
83
4 883882851
= Cv(wQJ Wy, ws)-

Cy(wy, wa, w3) F2?(v + s1w; + oWy + 83W3)] sy 69.65=0

=

F2(v + S1Ws + Sowr + S3W3) sy 50,550

Da linearidade de g,, temos que C, (w1, Aa + b, ws) = AC, (w1, a, ws) + C,(wy, b, ws). Por
simetria, temos entao que C, é linear em todas as entradas. Provemos agora o :

Dado A > 0, como gy, = ¢,, temos que

10 10

C)\v (wla W2, U)3) - égg)\v+sw1 (w27 w3)|5=0 - §£gv+§w1 ('LUQ, U)g) ‘8:0
110 1
- X§$gv+zw1 (w27w3)’2=0 = XCU(U)l,'UQ,w?;)-

Por fim, o segue usando a 0-homogeneidade de g. Assim,

10 10
Cv(vaw17w2) = §$9v+sv(w1,w2)|s:0= 5%9(1+s)v(w17w2)|8:0
10
= 53 Yv s s=0 — 0.
2839 (w1, w2)|s=0

]

Observacao 1.1.6. Sejam o, e v curvas suaves em T,M. Entao, usando a definigcdo
do tensor de Cartan e propriedade (iii) do Lema 1.1.5, juntamente com a bilinearidade

do tensor fundamental, temos:

%gfym(a(t), Bt)) = gy (@'(8), B(1)) + gy (a(t), B'(1)) + 205 (V'(1), a(t), B(E))-

Apesar do produto interno dependender da dire¢ao, ainda, na Geometria Finsler,
podemos enunciar duas famosas desigualdades: a desigualdade triangular e a desigualdade

de Cauchy-Schwarz.

Lema 1.1.6 (Desigualdade triangular). Para quaisquer u,v € T,M tem-se
F(u+v) < F(u) + F(v).

E a igualdade € verificada se, e somente se, u = Av para algum \ > 0.
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Demonstragao. Dados u,v € T,M \ 0, defina

0(t) = F?(tug + (1 — t)vg) = F*(vg + t(ug — o)),

onde uy = ﬁ evy = % et € [0,1]. Observe que 0" (t) = Grug-+(1—t)vo (to—"0, Uo—10) > 0.
Para verificar isso primeiro calculemos ¢'(¢):
0 = oot +5) = 22 |o_o(E F2) (00 + £(uto — o) + (o — v0))
os os™ 2

= 29v0+t(u0*vo) (UO + t(uo - UO)a Ug — UO)-

Logo, usando o item (iii) do Lema 1.1.5 e a observacao 1.1.6 obtemos a afirmagao:

0 0

2&|5:00’(t +5) = 2%|S:09vo+(t+8)(uo—vo)(vo + (t + 5)(uo — vo), uo — Vo)

290 -+t(uo—vo) (U0 — Vo, Uo — Vo) + 4C;+1(ug—vo) (Yo — Vo, Vo + t(tg — o), Uo — Vo))

9"(t) =

291}0+t(u07’00)(u0 — Vo, Up — UO) > Oa

jé que o tensor fundamental é positivo definido. Note que como 0(0) = 6(1) = 1, temos
que 6(t) < 1 para qualquer ¢t € [0,1]. Com efeito, de §” > 0, temos que # é convexa,
e, O(te + (1 —t)y) < th(x) + (1 — t)8(y), quaisquer que sejam z,y,t € [0,1], e fazendo
% € (0,1) o vetor
z = toug + (1 — to)vy satisfaz 0(tg) = F?(z) < 1. E como z = %, obtemos que
F(u+v) < F(u) + F(v), pela homogeneidade de F'.

Observe que F(u +v) = F(u) + F(v) se, e somente se, 0(ty) = 1 e neste caso

xr = 1,y = 0 o resultado segue. Em particular, para t, =

0" (ty) = 0 implicando que uy = vy e portanto u = ?Ezgv ]

Lema 1.1.7. Se v € T,M tal que F(v) =1, entdao F(v) < F(v+w), para todo w € T,,M

com g,(v,w) = 0. A igualdade € vilida se, e somente se, w = 0.

Demonstragdo. Defina 0(t) = F?(v+tw), com t € [0, 1]. Analogamente aos calculos feitos
no Lema 1.1.6 supracitado, temos: 0'(t) = 2¢,11,(v + tw,w), 0"(t) = 2gy41w(w,w) > 0,
pois o tensor fundamental é positivo definido. Dai, 6'(0) = 2¢,(v,w) = 0, por hipdtese.
Logo, 0 é ponto critico de 6. Além disso, note que 6”(t) > 0, para todo ¢t € [0,1]. Assim,

t =0 é um ponto de minimo global e temos:
F%(v) = 0(0) < 0(1) = F*(v +w).

Portanto, F'(v) < F(v+w). Ademais, como 6" (t) = 2¢,41(w, w) > 0, temos que " (t) = 0
se, e somente se, #”(0) = 0, se e somente se, w = 0, j& que o tensor fundamental é positivo
definido. O

Lema 1.1.8 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Para quaisquer u,v € T,M com v # 0,
temos que g,(v,u) < F(v)F(u). A igualdade é verificada se, e somente se, u = \v para

algum A > 0.
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Figura 1.1: F(u) < F(u+v).

Demonstracao. Como a conta é feita na fibra de T,M, o vetor u admite decomposicao
na dire¢ao v somado com um vetor no subespaco ortogonal a v em relacao a g,, que é o

produto interno em 7,M. Entao, se u = Av 4+ w, temos:
go(v,u) = gy(v,w + Av) = AF?(v). (1.3)
Se A <0, a equagao acima implica que g,(v,u) < 0 < F(v)F(u). Se A > 0, entao

gu(v,u) = AF(v)F(v) < AF(v)F(v + %w) = F(v)F(u),

onde usamos o Lema 1.1.7. A igualdade é verificada apenas quando w = 0, ou equivalen-

temente, u = \wv. O

Lema 1.1.9. Se u,v € T,M \ 0 tais que g,(u,w) = g,(v,w) para qualquer w € T,M,

entao u = v.
Demonstragao. Pelo Lema 1.1.8 e usando a hipotese, temos:
F2(u) = gu(u,u) = g,(v,u) < F(v)F(u). (1.4)

Assim F(u) < F(v). Analogamente, provamos que F'(v) < F'(u) e portanto F'(v) = F(u).
Dessarte, a equacao (1.4) nos da g,(v,u) = F(v)F(u) e portanto v = Av (Lema 1.1.8).
Por outro lado, F(u) = F(\v) = AF(v) = AF(u) = X = 1. Logo, segue o desejado. [

1.2 (o, )-métricas

Em segoes anteriores, trabalhamos com uma métrica particular, a métrica Ran-
ders. Tal métrica pertence a uma classe maior de métricas, as (a, f)-métricas, onde «
uma norma Riemanniana e 8 uma 1-forma sobre a variedade. E fato que tais métricas
aparecem pela primeira vez com Randers [35], mas, a época, ainda era desconhecida a

natureza de tais métricas. A métrica Randers foi reconhecida pela primeira vez como um
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tipo de métrica Finsler em 1957, pelo fisico polonés Roman Stanislaw Ingarden (1920-
2011), o qual propos a nocao de («, f)-métrica [29]. Durante um tempo, elas ficaram
adormecidas, até que em 1969, em uma carta dirigida a Finsler, o matematico japoneés
Makoto Matsumoto considera o seguinte problema [11]: Suponha que uma pessoa esteja
caminhando em um plano horizontal com velocidade ¢, enquanto a forca da gravitacional
atua perpendicularmente a esse plano.(...) Imagine agora que a pessoa esteja caminhando
com a mesma velocidade em um plano inclinado com angulo € em relagao ao nivel ho-
rizontal do mar. Sob a influéncia das forcas gravitacionais, qual seria a trajetoria que
a pessoa deveria sequir para alcancar um determinado destino no menor tempo possivel?
Matsumoto [28] encontrou uma métrica da forma (1.7) ao solucionar o problema, e tal
métrica foi denominada de métrica de Matsumoto ou métrica da inclinagao da monta-
nha. Ela ganhou destaque no contexto dos incéndios florestais, pois ao considerarmos
a inclinagao do terreno, obtemos uma métrica de Matsumoto (reversa) [23]. A métrica
de inclinacao ¢ um dos modelos matematicos mais recentes para prever a evolugao dos
incéndios florestais. Portanto, o estudo matematico delas pode se tornar no futuro vital

para prever, controlar e combater os incéndios florestais.

Definicao 1.2.1. Sejam a e B respectivamente uma norma Riemanniana e uma I1-forma

em uma variedade diferencidvel M. Uma (o, B)-métrica é uma métrica Finsler da forma

) (1.5)

para alguma fungao suave positiva ¢ : (—bg, bg) — Ry e v # 0.

Deve-se a Shen [37], que uma métrica da forma (1.5) é Finsler se, e somente se,
p>0e

(6(s) = 59/(s)) + (b° — 5%)¢"(s) > 0. (1.6)

onde b :=||5]|o = sup |S(v)] <by € Re|s| <b< by

(v)=1

Uma («, f)-métrica importante no nosso trabalho é a métrica de Matsumoto
(1969), ou a métrica da inclinagdo da Montanha. Matsumoto estava interessado em
estudar os caminhos que minimizam distancia de um caminhante descendo uma montanha,

com velocidade constante e sob a influéncia da gravidade, descrevia.

Uma métrica de Matsumoto é uma (o, 3)-métrica com ¢(s) = 1, s # 1, mais
precisamente é uma métrica Finsler da forma
a(v)?
F(v) = : (1.7)
a(v) — B(v)

para qualquer 0 # v.
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Lema 1.2.1. Seja Ay C T'M aberto cénico (i.e., A € aberto, ndo vazio e que satisfaz

vE A eXA>0 = I € Ay). Uma funcao da forma F = com a e [ norma

a?
a—p’

Riemanniana e 1-forma respectivamente, é fortemente convera em
A" ={ve A, : (a(v) —26(v))(a(v) — B(v)) > 0}
Demonstracao. Vide [21]. O

Observacao 1.2.1. A métrica acima (1.7) estd na sua forma simplificada, pois, origi-

nalmente, a métrica de Matsumoto € dada por:
a(v)?
ca(v) — §8(v)’

para qualquer 0 # v, onde ¢ € a velocidade constante do caminhante e g € a aceleracdao de

F(v) = (1.8)

gravidade da Terra.

Observagao 1.2.2. Tomando s = g em (1.5) quando ¢(s) =1+ s e by = 1, obtemos a

métrica Randers.

Lema 1.2.2. Se F' = agb(g) ¢ uma métrica Finsler, entdo

)

a(v)

+ ¢'(

. B v

) = FOplo)

= WD+ P

para qualquer v # 0, onde B é o campo vetorial a-dual a e p(v) = QS(iEz;)—QS’(iEZ;)gEZ; >

0.

Demonstra¢ao. Como F é uma métrica Finsler, podemos fazer s = b na equagao (1.6)

e concluir que p(v) = ng(&”;) - gb’(%)% ¢ estritamente positivo. Agora dado v # 0

a(v

temos que

F _ _11 2 _li 2 o[ Blv+ tw)
g, (v,w) = = 2th (v 4+ tw)|=o = 5% (v +tw)e <a(v+tw)>|

a(v)b(w __ v (v,w)
)<v,w>+a2<v>¢<5(“)>¢f<5<v>) ()5 OL(U)B( et

a(v) a(v)
BE) [ BL) a(v)B(w) — B() v, W
)<“’w>+¢<@<v>>¢<&<v>>< 3w - 24 >>

(80 a(v w —ﬁ(v)vw
o2 (<><B, - 204, >)>
(
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1.3 Indicatriz

Um dos objetos geométricos fundamentais da Geometria Finsler é a indicatriz, a
qual determina a métrica Finsler e vice-versa. Em problemas de modelagem de fenomenos
naturais, a indicatriz é crucial para descrever a anisotropia do ambiente. Diferentemente
do contexto Riemanniano, cujas indicatrizes sao elipsoides, no contexto Finsleriano, as
indicatrizes possuem diferentes formatos e sao elas que contém todas as informagoes

geométricas da métrica Finsler.

Definicao 1.3.1. A indicatriz de F' de raior >0 em p é o conjunto
Si(r)={veT,M : Flv)=r}=F(r).

Quando r = 1 diremos apenas indicatriz e a denotaremos por 25.

Definigao 1.3.2. A indicatriz X de uma métrica Finsler F' é dita fortemente convexa

em v € % quando T,X NY = {v} e X estd contida em um lado de T,3.
Definicao 1.3.3. A bola fechada de F de raio r >0 em p € o conjunto

BE(r)={veT,M : F(v) <r}.

p

Quando r=1, denotaremos apenas por Bf.

Lema 1.3.1. A bola fechada Bf de uma métrica Finsler é convexa se, e somente se, F

satisfazer a desigualdade triangular.

Demonstragao. (=)Sejam Bf convexa, u,v € T,M \ 0, entdao F?u)’ F’(’U) € Bf, e a com-

binagao
F(u) U N F(v) v u+v c BF
F(u)+ F(v) F(u)  F(u)+ F(v) F(v)  F(u)+ F(v) P
Como F(Sﬁ‘}(v) + F(uﬁ’i”}(v) =1, entdo F(u+v) < F(u) + F(v).

F(u) u F(v) v utw
(<) Flutv) < Flu) + F(v) & F <F(u)+uF(v) oy T PP FOo) = m> < 1. Por-

tanto, B]f é convexa. O

Lema 1.3.2. A indicatriz Eg(r) ¢ uma hipersuperficie fechada em TM, cujo espacgo

tangente em v coincide com

{w e T,M; g,(v,w) = 0}.
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Demonstrag¢ao. Basta observar que r é valor regular de F. Com efeito, usando a propri-
edade (iii) e (iv) do Lema 1.1.2, temos dF?*(v) = 2g,(v,v) = 2F?(v) # 0, para todo
v € T,M \ 0. Ademais, como T,%I" = Ker d(F?), = {w € T,M : g,(v,w) = 0}, uma vez
que dF?(w) = 2g,(v,w), completando a prova. O

Lema 1.3.3. Se F' € uma métrica Finsler , entao
1. 0 e BII:;
2. Bf € 25 sao compactas;
3. para qualquer v € T,M o raio v,(t) = tv,t > 0 cruza EF apenas em (U),
4. Y CTUZQ 25 transversalmente.

Demonstra¢ao. Como F(v) # 0 para qualquer 0 # v € S, onde S é a esfera euclidiana

unitaria, F'|,cs é continua e S é compacta, existem m, M > 0 tais que

Ora, mas pela 1-homogeneidade da F, segue que

ml|v]| < F(v) < M|lv]| (1.9)

e assim
Bﬂ"(%) C BF Bp’”(%). (1.10)
De fato, tome y € BJ!. Dai, lyl| < 55 = F(y) < M|ly|]| < 1, onde usamos a

segunda desigualdade (1.9) acima. Logo, y € Blf . Vamos provar a segunda inclusao:
Tome z € BY. Assim, usando a primeira desigualdade (1.9), temos m||z|| < F(z) < 1.
Portanto, z € BYf ”( ). Da primeira inclusdo em (1.10) concluimos que 0 € B}'. E da
segunda inclusao concluimos que BF e ZF sao compactos, pois sao fechados e limitados.

Note que v, ( 77 7o) € - Suponha que exista s > 0 tal que 7,(s) € 2. Nesse
caso 1 = F(v,(s)) = F(sv) e assim s = ﬁ

Se 7, tangencia EF em entao 0 = 5 (%, v), implicando que F(v) =0, o

F ( )’
que é um absurdo. Portanto o raio v, é transversal a 25 .

Observagao 1.3.1. Como vimos acima, dado v € T,M, o valor F(v) pode ser caracteri-

€ 25. Isso nos permite definir uma

v
F(v)
métrica Finsler a partir de sua indicatriz.

Lema 1.3.4. X" € difeomorfa a S.
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Demonstracao. De fato, considere as aplicagoes suaves H : S — Eg eG: 25 — S dadas

abaixo
v v

_W eG(v):W.

Primeiro note que H estd bem definida, pois para qualquer 0 # v € S a quantidade

F(v) ¢ o tinico niimero positivo tal que 575 € %! (item 3 do Lema 1.3.3). Observe que
H = G~'. Com efeito,

(% F(v) (%
Go H(v)=G( )= = =,
F@) " Tl Tl
pois v € S. Analogamente provamos que H o G = Id. m

Lema 1.3.5. Seja Fy e Fy duas métricas Finsler em M e 251 e 252. Se para todo p € M
Fi _ yF
Y=
entao as métricas sao as mesmas.

Demonstracao. De acordo com o fato
{fveT,M : Fi(v)=1} =S =32 = {v e T,M : F(v) =1},

temos que as métricas coincidem nas indicatrizes. Assim, para cada v € T),M, podemos

escrever

R) = R (FQ(U) Fiv)) = Fy(v)Fy ( F;EU))

= B()E (m) = 5 (FQ(U)%) = Fy(v).

Lema 1.3.6. A indicatriz de uma métrica Finsler € fortemente conveza.

Demonstra¢ao. Suponha que 25 nao seja fortemente convexa em algum v € 25 . Logo
existe w € T,XI" (em particular g,(v, w) = 0) tal que o vetor z = v +w € X[ Isso quer
dizer que F'(v) = F(v+ w). Mas pelo Lema 1.1.7, w = 0. O

1.4 Comprimento de uma curva e a distancia

Nesse se¢ao denifiniremos o modo de medir distancia e calcular comprimento de
uma curva em uma variedade Finsleriana.
Em um espaco vetorial de dimensao finita V' uma funcao d é uma distancia

(generalizada) quando
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1. d(u,v) >0 e d(u,v) =0 se, e somente se, u = v; e
2. d(u,v) < d(u,w) + d(w,v).
Adicionalmente se d(u,v) = d(v,u), dizemos que a fungao distancia d é simétrica.

Definigao 1.4.1. Dada uma variedade Finsleriana (M, F') define-se uma estrutura de
comprimento considerando o funcional comprimento que associa a cada curva suave

por partes v : [a,b] — M o nimero real

L(v)=Lr(y) = / F(+/(s))ds.

Como F' é positiva homogénea, L é invariante por mudancas de parametros po-
sitivas, ou seja, se A : [¢,d] — [a,b] é um difeomorfismo tal que X > 0 (em particular,
Ac) = a e Ad) = b), entao L(y) = L(y o A). De fato, pela regara da Cadeia, pela
homogeneidade de F' e pelo teorema de mudanca de variavel temos que

d d A(d)
Lon = [ FOOY®Ni = [ Proexwd - [ | FE s = 1),
c c A(e
Porém, ao contrério do caso Riemanniano, se X' < 0, em geral L(7y) # L(y o A), conforme

o contraexemplo abaixo.

Exemplo 1.4.1. Em R? considere a métrica F(x,y) = /2> +y? — % e as curvas y(t) =
(0,t), t €10,1] e(s) =~v(—s) = (0,—s) s € [-1,0]. Verifica-se diretamente que 5 é uma
1

reparametrizagao negativa de v e que L(y) =3 e L(§) = 3.

Defini¢ao 1.4.2. A distdancia entre p e q dois pontos quaisquer em (M, F) € definida

por

d(p,q) = dr(p,q) = nf{L(7y) : v € C(p,q)}, (1.11)

onde o infimo € tomado sobre C(p,q) espago das curvas suave por partes ligando p a q.

Observe que esta distancia nao necessariamente é simétrica, ou seja, em geral,
d(p,q) # d(q,p),¥p,q € (M, F). Consequentemente para cada p € M e r > 0 temos dois
tipos de bola: a bola futura BT (p,r) := {g € M : d(p,q) < r} eabolapassada B~ (p,r) :=
{g € M :d(q,p) < r}. Nesse caso, (M, d) nao é necessariamente um espago métrico, e
as nocoes de completude diferem um pouco das nogoes topoldgicas e geométricas usuais.

Nao obstante, existe o equivalente ao Teorema de Hopf-Rinow no contexto Finsleriano

(ver [10]).
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1.5 Aplicacao de Legendre e métrica dual

Sabemos que R™ e (R")* s@o espacos vetoriais isomorfos. Porém quando munimos
R™ com um produto interno (-,-) ganhamos uma isomorfismo linear entre tais espagos
que associa a cada v € R™ o funcional linear [,(u) = (u,v). Ademais, considerando a
norma dual a o = m em (R™)*) a aplicagao [ se torna uma isometria linear. Nessa
secao, definiremos uma aplicagao analoga, substituindo o produto interno por uma métrica
Finsler. Tal aplicacao é denominada de aplicacao de Legendre.

A aplicagao ¢ : TM \ 0 — T'M* \ 0 que associa a cada v € T,M \ 0 o funcional
linear ¢(v) := ¢, : T,M — R dado por w — {,(w) := g,(v,w) é denominada aplicagao
de Legendre. A homomeneidade do tensor fundamental implica que ¢ é positivo ho-
mogeneo de grau 1, ou seja, £, = A\, para qualquer A > 0. Porém, ao contrario do caso
Riemanniano, em geral ¢ |Tp a hao é linear.

Abaixo definiremos norma F*-dual e mostraremos que a aplicacao de Legendre

preserva as normas.

Definicao 1.5.1. Dada métrica Finsler F' considera a aplicacdo F* : T*M — R definida
por

F3(¢) = sup <(v) = sup ((v), ¢ € T,M".

veT M F(U) vEX,

¢ denominada métrica dual.
Lema 1.5.1. A aplicacao de Legendre preserva normas, ou seja, F'= F* o (.

Demonstracao. Seja v € T,M \ 0

Por outro lado, ¢,(u) = g,(v,u) < F(v)F(u) (1.1.8), logo

FH(t,) = sup G,(u) < F(v),

F(u)=1

E portanto F(v) = F*({,). O

1.6 Métrica de Zermelo

O problema de navegagao de Zermelo [7] consiste em encontrar a trajetéria que
minimiza o tempo de viagem de uma particula em uma variedade Riemanniana (M, h)
sob a a¢ao de um campo W cuja a norma Riemanniana nao excede uma unidade. Existe

uma unica solu¢ao para o problema de navegacao de Zermelo com data (h, W) que é a
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métrica Finsleriana Z : TM — R, chamada de métrica de Zermelo, dada implicitamente

pela equacao

v
-Wll=1 TMN\O
I~ Wll=L ve T\,
onde [ - [| = \/h(-, ).
Shen [39] mostrou que dada uma variedade Riemanniana (M, h) e um campo

vetorial W tal que h(W, W) < 1, entao existe um tipo de métrica Finsler que é chamada
de métrica Randers cuja norma é dada pela Proposicao 1.6.1. Ademais, em [7] é mostrado
que toda métrica Randers surge como solugcao para o problema de navegagao de Zermelo
com dados de navegacao (M, h, W).

Nesta secao vamos introduzir a métrica de Zermelo admitindo uma data Finsle-
riana, vamos calcular seu tensor fundamental e por fim mostraremos que a familia das

métricas de Zermelo com data Riemanniana coincide com a familia das métricas Randers.

Definicao 1.6.1. Se F' : TM — [0,00) é uma métrica Finsleriana e W um campo
suave em M com F(—=W) < 1. Define-se a translagio de F por W como a aplicagdo
Z :TM — [0,00) dada implicitamente pela equagao

Z(v)

Fl—— —W) =1, (1.12)

para v € TM \ 0, chamada de métrica de Zermelo (generalizada) com data de na-
vegacao (F,W). Equivalentemente, (1.12) pode ser escrita como F(v — Z(v)W) = Z(v).
O campo W serd referido como o vento. A tripla (M,h,W) é chamada de dados de

navegacao de Zermelo. Denotaremos Z = Fy a deformacdo de Zermelo de F' por W.

Abaixo veremos como relacionar as indicatrizes de uma métrica de Zermelo e de

uma métrica Finsler.

Lema 1.6.1. As indicatrizes de uma métrica Finsler F' e de uma métrica de Zermelo Z

com data (F,W) de uma mesma variedade M sao relacionadas por :
S2(r) =30 (r) + W,
para qualquer >0 e p € M.
Demonstracao. De fato, dado v € T, M, temos:
(NS Ef(r) S Zw)=rs Flo—rW(p) =r<v—rW(p) € 25(7") S v e 25(7“)+7“W(p).

O
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N

Figura 1.2: Translacao de X por W.

Observacgao 1.6.1. Seque do lema anterior que TvEf(r) ¢ paralelo a Tv+rw(p)25<7'), ou
seja, 0s espacgos tangentes as indicatrizes das métricas F' e Z sao paralelos. Com efeito, se
B la,b] = X(r) € curva suave tal que f'(0) = u € T,X1(r), entdo v(s) = B(s) +rW(p)

€ curva suave em X7 (r) e 7/(0) = §'(0) = u, donde seque que u € Ty X7 (7).

Observacgao 1.6.2. Se o vento W ¢é “forte”, isto é, F(—W') > 1, a origem ndo pertencerd
ao interior da regido limitada por Z1(1) e Z nao é uma norma Finsler. Nesse contexto,
surgirao outros tipos de métricas: Pseudofinsler e conicas. No caso conico, muito da
teoria aqui apresentada também vale. No entanto, em Pseudofinsler, surgirao notdveis
diferencas, pois o tensor fundamental nao necessariamente precisa ser positivo definido.

Nessa iltima geometria, por exemplo, temos a desigualdade triangular inversa (ver [2/,
/.

Exemplo 1.6.1 (Métrica Funk). Considere B a bola aberta unitdria de R™ e o campo ve-
torial W(p) = —p. A métrica de Zermelo com data de navegacao ((-,-), W) é denominada

métrica Funk.

Exemplo 1.6.2 (Métrica de Katok). Considere a esfera unitdria S* de R3, um nimero
real € € (0,1) e o campo suave W (z,y,2) = (—y,x,0). A métrica de Zermelo com data de
navegagao (h,eW), onde h é a primeira forma fundamental de S?, é denominada métrica

de Katok. Quando € € irracional, apenas as duas geodésicas que percorrem o equador sao
fechadas [50)].

O teorema seguinte nos permite relacionar os tensores da métrica de Zermelo com

os da métrica Finsler através da equagao (1.13).

Teorema 1.6.1. Seja Z a métrica de Zermelo com data (F,W), onde F é uma métrica
Finsleriana e W campo com F(—W) < 1. Se g¥' e g? denotam respectivamente os tensores

fundamentais de F' e Z, entdo

ng(U’ U) = Agzl)iZ(v)W(U - Z<U)VV7 u)? (113)



30 Capitulo 1. Fundamentos da Geometria Finsler

para quaisquer u,v € T,M ep € M com v # 0, onde A = A(v) € uma funcao positiva em

M dada por A\(v) =1 — %.

Demonstragao. Seja v € T,M. Pela observagao 1.6.1 , os hiperplanos afins T,%/7(Z(v))
e Ty_zwwX) (Z(v)) sdo paralelos para qualquer v € T,M \ 0. Consequentemente os
funcionais lineares nao nulos £Z(v) e ¢¥'(v — Z(v)W) possuem o mesmo nticleo e portanto
existe uma constante \(v) > 0 tal que ¢Z(v) = A(v)¢¥ (v — Z(v)W). Ou seja,

ng(U7 u) = /\gf—Z(v)W(U - Z(U)W’ U), (114)

para quaisquer u,v € T,M com v # 0. Fazendo u = v — Z(v)W na equagao (1.14),

obtemos que

" o= Z0W)  glw.0) = 20 W)
95 2w (W = Z(0)W,v = Z(0)W) F2(v— Z(v)W)
Z(v) = Z()g; (0, W) _ | g7 (v, W)
Z%(v) Z(v)

Vamos verificar que A(v) > 0. Com efeito, pelo Lema 1.1.8, temos:

Av) > 1— Z(W).

Note que Z(W) # 1. De fato, pois caso contrario F(W — W) = F(0) = 1 (Absurdo!)
Ademais, se Z(W) > 1, terfamos:

w 1
l1=F(——-W)=(1—- —=)F(-W
o que implicaria que 1 — ﬁ > 1, jd que F(-=W) < 1. ]

Observagao 1.6.3. Seja Z é uma métrica de Zermelo com data (F,W). Entdo segue

diretamente do Teorema anterior que

7 = )\(v)ﬁf,z(v)w,

(2

para qualquer v € TM \ 0, onde A € dado pelo Teorema supracitado.

O préximo resultado nos diz que uma métrica de Zermelo com data Riemanniana

coincide com a familia de métrica Randers.

Proposicao 1.6.1. Sejam (M, h) uma variedade Riemanniana e W um campo tal que
h(W, W) < 1. Uma aplicagio Z : TM — R é uma métrica de Zermelo com data (h, W)

se, e somente se,

Z =a+p,
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onde a e 3 sdo respectivamente métrica Riemanniana e 1-forma dadas por

o, v) = Mh(u,v) + hg\z,W)h(v,W) e Blv) = _h(v;\I/V)7 (1.15)
com A =1—h(W,W). Além disso,
h(v,u) = AMa(v,u) — a(B,v)a(B,u)), (1.16)

onde B € o campo definido por W = —% com A=1—a(B,B).

Demonstrag¢ao. Suponha que Z é uma métrica de Zermelo. Seja u € T'M tal que h(u,u) =
1. Escreva u = % — W. Por definicao, h(% — W, 2 W) = 1, logo, denotando

Z(v) Z(v)
A =1—h(W,W) e usando apenas a bilinearidade de h, obtém-se que
2
Z(v)? + MZ@) - @ = 0. (1.17)

E resolvendo esta equacao do segundo grau em termos de Z(v), conclui-se que

) = \/)\h(v,v) ;hQ(v,W) B h(v:\W)'
Definindo
_ h(u, W)h(v, W) 4 Ah(u, v)
a(u,v) = 2
sy = -,

para quaisquer u,v € T,M, temos que Z(v) = \/W + B(v). Reciprocamente, dada
uma métrica Randers Z = « + (3, defina a métrica Riemanniana h pela equacao (1.16)
e o campo W = —%, onde @ = y/a, B é o campo a-dual a 3 (ou seja, 5 = a(B,)) e
A=1—a(B,B). Como R e Z sao positivas 1-homogéneas, basta provar que Z(v) = R(v),

para qualquer v € 2.

h(v—=W,o—=W) = h(v,v) —2h(v, W)+ h(W, W)
= Ma(v,v) — a(B,v)? —2(a(v, W) + a(B,v)a(B,W)) + a(W, W)
—a*(W, B)}
= Malv)? — B — 2+ (~8() + B()a(B, B) + (W, W) — a*(W, B)}
= M(a(v) = B(v)) +2B(v) + a(W, W) — a*(W, B)}
= Ml+a(W,W)—d*(B,W)}.

Usando que W = —£ e A =1 — a(B, B), temos que a(W, W) — a?(B,W) = @. Logo,
h(v — W,v — W) = 1. Como, por definigao, temos que h(v — Z(v)W) = Z(v), segue que
Z(v) = 1 e, portanto, R(v) = Z(v) para todo v € L. Portanto, R = Z.

[
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O lema a seguir relaciona a aplicacao de Legendre de uma métrica Randers Z =
hw com a aplicacao de Legendre da métrica Riemanniana h. [sso permite relacionar o cone
ortogonal com o subespaco h-ortogonal e Z-gradiente de uma fungao com o h-gradiente

como veremos futuramente.

Lema 1.6.2. Seja Z(-) = a(-) + B(:) uma métrica Randers com data (h, W) sobre uma
variedade M. Entao, dado v € T,M \ 0 obtemos as sequintes expressoes para a aplica¢@o

de Legendre:

£0) = (v, = 20 ("S5 + 5w) (1.18)
_ 20 v—Zv)W,u
= Sa( M~ Z0W.w), (1.19)

para qualquer u € T, M.

Demonstracao. Pela definicao de tensor fundamental e pela regra da cadeia, segue que

gu(v,u) = ngz(v + tu)

0
20t = )G 2+t

t=0 t=0

- Z(v) [%a(v + tu) T B(u)}

#5(0)] = 200 (L 4 50w )

= Z(v )g[ (v+tu) + B(v + tu)]

t=

= a(v + tu,v + tu)

t=0

Por outro lado, usando estas mesmas contas e a relagao entre a, 5 e h presentes no Lema

1.6.1, temos que

gu(v,u) = /\Za((vv)) {h(v, u) + %h(v, W)h(u, W) — a(v)h(u, W)}
4G v ! v —a(v U
4G v—Z()W,u

]

Corolério 1.6.1. O tensor fundamental de wma métrica Randers Z(-) = a(-) + 5(-) €

dado pela sequinte expressao:

(i) = 2 () - L)y (B ) (28 ).

para u,v,w € T,M, com v # 0.
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Demonstra¢ao. Com efeito, usando a equagao (1.18), obtemos:

9o, w) = %af; Fltsuttn) =ggemalvrsuw)
= g5 (200 (e o)) |
- %Z(v + su) » (afj(g) + ﬁ(“’)) + Z(U)% (% " ﬁ(w)) 5=0
B % [a(w, 4 %} " (% + B(w)> (% + m)) ,
pois 700+ ) = e+ ) -

1.7 Cone Ortogonal

Dada uma subvariedade L de M um vetor v € T,M \ 0 é ortogonal (figura 1.3)
a L quando p € L e g,(v,w) = 0 para qualquer w € T,L. Quando g,(v,w) = 0 diremos
que v é F—ortogonal a w, ou seja, v Lrp w. O espago dos vetores ortogonais a L em p é

denominado cone ortogonal a L em p e serd denotado por v,(L).

..: Vp(L)

Figura 1.3: Cone ortogonal.

Observacao 1.7.1. Em geral, o cone ortogonal nao é um subespacgo vetorial. Por exemplo
nao necessariamente € verdade que g_, = g,. Ademais por definicao 0 nao pertence a
vp(L). Porém como gy, = g, para qualquer A > 0, v,(L) tem uma estrutura de cone, ou

seja, sev € V(L) e A > 0, entdo Av € v,(L). Por isso chamd-lo-emos de cone ortogonal.
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O lema seguinte é 1til, pois nos permite encontrar, para um vetor v nao nulo, o
cone v, usando a métrica Riemanniana h. A demonstracao é imediata e segue da equagao
em (1.19).

Lema 1.7.1. Com a data de Zermelo (h,W') nds temos que para quaisquer vetores nao

nulos u,v € T,M, g,(v,u) =0 <= h(u, 7o)~ W) =0.

Em outras palavras, v estd no cone se, e somente se, ﬁ — W esta no subespago

ortogonal com respeito a h. Ver figura 1.4.

Lema 1.7.2. Seja (M, F) uma variedade Finsleriana. Se v € ¥['(r), entdo todo w €
F - _ - F
T,%, (r) satisfaz g,(v,w) = 0, ou seja, v € v,(X,(1)).

Demonstragao. De fato, dada uma curva suave v : (—¢,e) = XI'(r) com 7(0) = v, temos

que F(v(t)) = r. Logo,

d d
0= —F*(v(s)ls=0 = dF/(7/(0)) = = F*(v +17/(0)) = 9 (v,7'(0)),
e isso mostra, pela generalidade da curva vy C X7 (r), que v estd no cone ortogonal & 37 (r)
em v. [l
TL

Figura 1.4: v € y,(L) & 505 — W € (T,L)*.

Lema 1.7.3. Assuma que (M, F) € uma variedade Finsler de dimensao n. Dada uma

subvariedade k— dimensional L de (M, F), para todo p € L,

1. v,(L) € uma subvariedade de T,M de dimensao n — k e, em particular, v(L) =

UperVp(L) € uma subvariedade de TM de dimensao n,
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2. Se vy(L) = vp(L) N, entio vy (L) é uma subvariedade de vy(L) de dimensio
n—k—1 e, em particular, v'(L) = Upervy(L) € uma subvariedade de dimensao
n—1.

Demonstragao. Seja p € L. Vamos primeiro provar que v,(L) é uma subvariedade de

dimensao n — k de T,M. Considere uma base {uy,...,u;} de T, L e defina a aplicacao
A:T,M\ {0} — R*
Vo= (gv(vaul)v s agv(va uk’))

Observe que \ é suave e A71(0) = l/p(L). Vamos mostrar que 0 é um valor regular de
A. Isso é suficiente para mostrar que d\, : T,(T,M \ 0) — R* é sobrejetiva para todo
v € v,(L). Dado v € v,(L), para todo i € {1, ..., k}, temos

dM\,(u;)) = d AV + tuy)

t=0

dt
d
= ( Gottu; (U + g, ug) ,...,%gvﬂui(v%—tui,uk)
d
dt
(9

-

1d 1d
(——Fz(v—l—tul + suy), . Ed—Fz(’UﬂLtul +SUk))

t=0

2ds

= (go(us,uy), ..., go(us,ug)). SZtZO
Considere o conjunto {d\,(u1),...,dA\,(ug)}. Agora, como os vetores {uy,...,ur} sao
linearmente independentes, o determinante de Gram
(u,ua) (up,ug) - (ug, up)
Glus,. .. up) = (ug,un) (ug,uz) -+ (ug, up) ’
(g, ur)  (ug, ug) -+ (u, ug)
onde (.,.) = gu(.,.) é ndo nulo. Isso significa que {dA\,(u1),...,d\,(ug)} é um conjunto

linearmente independente em R¥ e, portanto, uma base dele. Em particular, isso implica
que d), é sobrejetiva. Assim, de acordo com o Teorema da Funcao Implicita, v,(L) é uma
subvariedade mergulhada de dimensao n— k. Agora, como v(L) pode ser visto localmente
como um produto de L x v,(L), é uma subvariedade de dimensao (n — k) + k = n. Vamos

mostrar que Cj (L) é uma subvariedade. Defina

B:vy(L) — R
v — F(v).

Entao 37'(1) = v}(L). De acordo com o Teorema da Fungao Implicita, isso é suficiente

para mostrar que 1 é um valor regular de . Ou seja, df, : T,(C,(L)) — R, para todo
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v e V;(L), é sobrejetiva. Note que
dp,(v) = iﬂ(v—l—tv) = iF(vatv) = i(l—l—t)F(v) =F(v)=1
’ ot t=0 ot t=0 ot t=0 B -

Portanto, df, é sobrejetiva e, consequentemente, V;(L) ¢ uma subvariedade mergulhada

de v,(L) de dimensdo n —k — 1. Como v*(L) pode ser visto localmente como um produto

de L x vy(L), é uma subvariedade de dimensao (n —k —1) +k=n — 1. O

Lema 1.7.4. Dada uma subvariedade L C M, sejam v,(L) e v,(L) o0s cones ortogonais

de F e F := F(—v), com0#v € T,M. Entao v € v,(L) <& —v € 7,(L).

Demonstracio. E imediato da definicao de tensor fundamental que g, = g_,, onde g e g

sao os tensores fundamentais da métrica F' e F| respectivamente. Assim:

vEe,(L) e g, (v,u) =0 g_(—v,u) =0& —v e ,(L).

..'. vy(L)

“ (L)

Figura 1.5: Os cones de F' e F.

1.8 Campo gradiente

Considere uma fungao suave f sobre uma variedade Finsleriana (M, F) e U =
U ={p € M: df, # 0} o conjunto dos valores regulares de f. O F-gradiente de f,

denotado por V f, é o campo vetorial definido no aberto U por

gi(vf, ) = df<>7

ou, equivalentemente, Vf = (~!(df). Estendemos V[ para M definindo Vf(q) = 0, se
q ¢ Uy. O gradiente é suave em Uy e continuo em M \ Uy. Quando nao houver risco de

confusao diremos apenas que V f é o gradiente de f.
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Observacao 1.8.1. Em uma variedade Riemanniana, o operador gradiente, que associa
a cada funcdo suave um campo vetorial, € um operador linear, ou seja, se f,g: M — R
sao fungoes suaves e a,b € R, entao V(af + bg) = aV f + bVg. Entretando o operador

F-grandiende de uma métrica Finsler em geral nao € linear.

Lema 1.8.1. O gradiente de uma funcdao suave em uma variedade Finsler estd no cone
ortogonal aos conjuntos de niveis requlares, ou seja, V f(p) € v,(f~1(c)), para todo p €
f~Xc) e c valor reqular de f. Além disso, a fungdo cresce na dire¢io do gradiente e € a

direcao de maior crescimento.

Demonstracao. A demonstragao é completamente analoga ao caso Riemanniano. De fato,
sejam p € f71c) e v : (—€€) — f1(c) curva suave tal que y(0) = p e 7/(0) = v €
T,(f~%(c)). Entao, temos:

0= Lol 07(1) = (7' (0)) = 9 (V1,7 (0)),

implicando que o gradiente é ortogonal a f~!(c), pela generalidade da curva.

Resta agora mostrar que f cresce na direcao do gradiente, e isso pode ser feito

considerando 7 curva integral de V f e observar que 4 f o y(t) = F?(V f(y(t)) > 0. Por
fim, pelo Lema 1.1.8 verificamos que o gradiente é a direcao que mais cresce.

]

Lema 1.8.2. Dado uma variedade Finsler (M, F), para todo 0 # v € T,M,

F(v)

Ou seja, o gradiente € um vetor unitdario que estd na dire¢ao do vetor posi¢ao.

VF(v) =

Demonstracao. Para todo u € T,M, temos que
v 10 v
R = ——F2
e (F@)’“) 20s (F(v) ”“)

Aqui usamos a definicao do gradiente de F' e o fato F' ser positiva-homogénea. Por meio

v F(v)
» =F (F(v)) ~dF(u) = o) - dF(u)
:gvp(VF,u).

do Lema 1.1.9, concluimos que

]

Lema 1.8.3. Sejam f func¢ao suave em M e V f seu F'-gradiente. Defina em Uy a métrica
Riemanniana g = gvy. Entao
V=V (1.20)
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onde %f € o g-gradiente de f. Além disso,
F(Vf) =Vl (121)
onde ||.|| = /3.
Demonstracao. Dado v € T,M, por defini¢ao
9(Vf.0) = df(v) = gvs(Vf,0) = §(V f,v),
portanto Vf = Vf. Para verificar a segunda equacio basta considerar v = V f. n

Proposicao 1.8.1. Sejam f : U C M — R uma func¢ao suave sem pontos criticos em
U, Z uma métrica de Zermelo (generalizada) com data (F,W) eV f e %f 0s gradientes
com respeito a Z e F. Entao

Vi _w_ _Vf
(@) z=n — W = 555

(b) Z(Vf)=F(Vf)+df(W).

Demonstragao. Por definicao, dado u € T,M, temos gvs(Vf,u) = df (u) = ggf(%f, u).

Da equagao (1.13), segue que:
9o (Vf,w) = gE(Vf,u) = MG 20w (V= Z(0)W, 0) = 6w 5— 20wy NV f=Z ()W), u),
uma vez que A > 0. Assim,
Vi=MNVf—Z(VHW). (1.22)
Aplicando F' de ambos os lados, temos:
F(Vf)=\Z(Vf).

Assim \ = gggg, e a conclusao do item (a) segue da equagao (1.22). Além disso, como
A=1-

ggf(vf,W)
Z(Vf)

, sSegue que
F(Vf)=AZ(Vf) = Z(V ) =2, (Vf,W) = Z(V)=df (W) = Z(Vf) = F(Vf)+df(W).
Il

Exemplo 1.8.1. Considere a fungao f(p) = ||p|| = /2% + y2. Seu gradiente com respeito

a norma Fuclidiana é

V= > ! (z,y).

el V2 4 y?
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Em particular, ||Vf|| = 1. No que se seque, usaremos o lema anterior para calcular o
gradiente da funcdao f em duas normas de Zermelo. Seja Z norma de Zermelo com data

de navegagao {,), W(z,y) = (—y,x). Logo, pelo sequndo item do lema acima,
Z(V2f) = IV +df (W) = [[Vf]l =1,

pois df (W) = 0, e, consequentemente,

1
Vi, = (H%HﬂL(—yﬁ)) = Ny (x—yvxz+y2,y+:rvw2+yz>,

pelo primeiro item do lema acima. Agora suponha que W = (0 i

, 5) , entao,

Z(VZf) =1+ df(W)=1+ -1

2||pll

e, consequentemente,

2. 2l p LY 2 Va4 y?
Ve, = +(0,2) ) = Ty + .
2|lpll + v \lpll 2 2v/22 +y2 +y 2

Proposicao 1.8.2. Seja Z = hy métrica Randers sobre M. Dada fun¢ao suave f : M —

R, denote por Vf e V| respectivamente o h-gradiente e Z-gradiente de f. Logo

Vf = AZ(W)Z:V};’C&J[ W)(Vf — Z(VHW) e (1.23)
v +h<%,w>><w+ IV AW). (1.24)
onde A\=1—h(W,W) e||.|| = Vh.

Demonstracao. Pelo Lema 1.6.2 e pela hipdtese de que V f é o Z-gradiente de f

Z(Vf)

e )V = 2V W) = gv,(V0) = df () = h(V,0) (1.25)

implicando a primeira equacdo da proposicao, pois Aa(:) = AZ(-) + h(-, W).
Provemos a segunda equacio da proposicao. Denote por & = (Vf + ||[Vf||[W) e
observe que Z () = ||V f||. Agora note que
\%
N—f, W) = =
il Z(0)

1. AVAIL+h(@, W)

IV £l
Logo, usando o Lema 1.6.2 e o fato de que Vf é o h-gradiente de f, temos que
Z(0)
Aa (D)
= h(Vfu) =df(u) =gvs(Vfu).

=1+h(

gk (kO,u) = kgs(0,u) =k h(v — Z(0)W, )

para qualquer u € T'M. Logo, o resultado segue. O
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1.9 Conexao de Chern

Seja (M, F') uma variedade Finsleriana n-dimensional. Ao contréario do caso Rie-
manniano, nao existe uma unica conexao canonicamente associada ao tensor fundamental,
mas uma familia de conexoes, denominada conexao de Chern. Ele propos uma conexao li-
vre de torcao e quase-compativel com a métrica. Muitas outras conexoes foram utilizadas
para o estudo de variedades Finslerianas, por exemplo, a conexao de Cartan, Berwald,
Hashiguchi, entre outras [19]. Trabalharemos nessa dissertagao apenas com a conexao de
Chern.

Definicao 1.9.1. Sejam (M, F) uma variedade Finsler U C M aberto e V € T'(TU)
campo suave sem singularidades. Considere uma conexdo linear VYV em TU. Nés dizemos

que
1. VYV € livre de torgao se [X,Y] =VYY — V{X,

2. VYV é quase-compativel com a métrica se X gy (Y, Z) = gv(VYY, Z)+ gy (Y, VY Z) +
20y (VY V.Y, Z) para todos X,Y, 7 € T(TU).

O teorema abaixo garante a existéncia de uma familia de conexoes livre de torcao

e quase-compativel com a métrica. A saber:

Teorema 1.9.1 (Conexao de Chern). Dado V' € I'(TU) sem singularidades, onde U C M
aberto. Em uma variedade Finsler (M, F) existe uma tinica conezao VYV, livre de tor¢ao e

quase-compativel com a métrica, que € determinada por uma formula tipo Koszul-Finsler

20v(VXY.Z) = Xgv(V,Z2)— Zgv(X.Y)+ Ygv(Z,X)
+ gV([X7Y]7Z)+gV<[Z7X]7Y)_gV([Y’Z]aX)
£ 2A=Cy(VEVLY, Z) = Cu(VYV, Z,X) + Cu(VYV, X,Y)).

Demonstracao. A estratégia da prova é analoga ao caso Riemanniano. Supoe-se a existéncia
da conexao V" desejada e obtém-se uma férmula implicita que nao depende de VYV, im-
plicando a unicidade e a existéncia. Para isso primeiro verificaremos que VV satisfaz a
formula tipo Koszul do enunciado do Teorema.

Suponha que exista uma conexao V livre de torcao e quase-compativel com a

métrica. Pela quase compatibilidade segue que

Xgv(Y.2) = gv(VYY.Z)+gv(Y.VXZ) +2Cv(V{V,Y, Z), (1.26)
Zgv(X,Y) = gv(VyX,Y)+gv(X,V3Y) + 20y (VLV, X,Y). (1.28)
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Somando (1.26) e (1.27) e subtraindo (1.28), usando a bilinearidade de gy e que VV ¢é

livre de torcao, obtemos:

Xgv(Y,2) +Yov(X, Z) = Zgv(X,Y) = gv (X, Z],Y) + gv([Y, Z], X) + gv(VXY, Z)
+ gv(VVX,Z) +20v(VYV,Y, Z) + 20y (VY V, X, Z) — 2Cy (VL V, X, Y).

Note que
Dai, temos a seguinte féormula tipo Koszul-Finsler:

20v(VYY,2) = Xgv (Y, Z) + Ygv (X, Z) — Zgv(X,Y) + gv([X, Y], Z) + gv([Z, X],Y)
— gv(lY; 2], X) + 2Cv (V3 V, X,Y) = 20v(VYV, Z, X) = 20v(VyV, X, Z).

Porém ao contrario do caso Riemanniano esta férmula nao determina a conexao, pois
aparece o termo VVV. No que se segue escreveremos gy (V%Y, Z) sem a dependéncia de

VY. Aplicando a férmula tipo Koszul a VYV, temos que

20v(VXV.Z) = Xgv(V.Z) — Zgy(X, V) + Vgv(Z,X)
+ gv([X,V],Z)—i—gV([Z,X],V) _gV([Vaz]aX)
— 20v(VyV, Z, X),

escrevemos V'V com uma férmula que depende de VV,V. Em seguida, aplique tltima

formula a V{,V:
29v(VyV, Z) = 2Vay (V. Z) — Zgv(V,V) + gv([2, V], V) — gv([V, Z], V).

Assim juntando a féormula de Koszul com as duas férmulas anteriores é possivel escre-
ver uma férmula para 2gy(V%Y, Z) que nio depende de VY, implicando a unicidade e
existéncia de VV.

O

A familia de conexbes dada pelo Teorema acima é chamada de conexao de
Chern. Verifica-se que VNV = VV para qualquer A > 0 e que (V%Y), depende apenas
de X(p), de v = V(p) e do valor de Y em uma vizinhanca de p para qualquer p € U.
Com efeito, se (z;) ¢ um sistema de coordenadas em U aberto de M, e assim escrevendo

X=> a:ia%i eY =5, yia%i, segue entao

0
VY =) (X () + ) Ffj(v)wiyj)a??
P 0

k
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onde I' fj : TU\ 0 — R sao fungoes suaves, chamadas de Simbolos de Christofell, definidas

por

az axj ZF &vk

para quaisquer i, j,k € {1,...,n}. Ao contrario do caso Riemanniano os simbolos de Ch-

ristofell ndo sao fungdes em U e sim em TU \ 0.

Definicao 1.9.2. Um campo suave V' sem singularidades definido em um aberto M é

geodésico quando VYV = 0.

Lema 1.9.1. Seja (M, F) uma variedade Finsleriana. Se V' é um campo geodésico defi-
nido em um aberto U de M, entao

Vy = V7,
onde VV € a conexdo de Chern e NV a conexdo de Levi-Civita da métrica Riemanniana
g=gv.
Demonstracao. Pela féormula do tipo Koszul-Finsler, usando o fato de que V' é campo

geodésico, e propriedades do tensor de Cartan, temos:

2v(VYY, V) = Xgv(Y,V) = Vgu(X,Y) +Ygu(V, X)
+ gv((X, Y] V) +gv([V. X]Y) = gv([Y, V], X)
+ 2=Cv(VXVY,V) = Cy(VyV V. X) + Cv (Vi V. X, )
= Xgv(Y,V) = Vgr(X,Y) +Ygy(V, X)
+ (XYL V) + gv (V. X],Y) = gv([Y, V], X) = 25(Vx Y, V),

para quaisquer campos suaves X e Y definidos em I'(T'U), onde usamos a férmula de

Koszul Riemanniana na tultima igualdade.

Lema 1.9.2. Sejam F métrica Finsler, F sua métrica reversa, ou seja, F(v) = F(—v),

eV eV as respectiva conexoes de Chern. Entao
VV=vYV
para qualquer V- € T(TU).

Demonstracao. Pela unicidade da conexao de Chern, é suficiente mostrar que V=V é
livre de torcao e quase-compativel com a métrica. E imediato verificar que gy = g_y e
Cy = —C_y, onde g e C sao o tensor fundamental e de Cartan da métrica reversa. Como

VY ¢é livre de torcao, em particular, para —V, temos:

VY'Y -V X = [X,Y],
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isto significa que V=V ¢é livre de torcdao. Ademais,
X(gv(Y.2)) = X(g-v(Y, 2)) = g-v(VX'Y, Z) + gv(Y, V' Z) + 20y (VX' (-V), Y. Z)
= (VY. Z) + v (Y. VY Z) + 200 (VY V, Y. Z).

Portanto, V=V ¢ a conexiio de Chern de F. O

1.10 Derivada covariante

Dada uma curva suave 7 : [a,b] — U denotamos por v*T'M o fibrado pull-back,
ou seja, o fibrado cujo o espago total é o conjunto Y*T'M := UscanTy)M, a base é o
trago da curva v|a, b] e a projecao é a restrigao da projegao canoénica a y*T'M. O conjunto
[(y*T' M) denota as segdes do fibrado pull-back, ou seja, o conjuntos das aplicacao suaves

X :la,b] = TM tal que m o X = 7.

Proposigao 1.10.1. Sejam (M, F) variedade Finsler, v : [a,b] — M curva suave e

V e T(v*TM) campo suave sem singularidades. Entdao, existe uma unica aplica¢ao

V_ * *
DY :T(y*TM) — T(y*TM)
X — D/X

tal que
1% _ DV v ~ x :
1. Dy (cX +dY) =cDy(X)+dDy(Y), para quaisquer c,d € R e X,Y € I'(y*"T'M),

2. DY (fX)(to) = f'(to)X(to) + f(to) DY X(to), onde f € C*([a,b]),X € L(y*TM),
to € [a,b] eV € T4y M \ 0; ¢
3. se X € N(TM) e X(t) = X(7(t)), entdo DY X = V! X.

Tal aplicacao é denominada derivada covariante de X ao longo de v, tendo V

como vetor de referéncia.

Demonstragdo. Dado v € T M \ 0 considere um campo vetorial V' sem singularidades
tal que V(7(to)) = v. Considere { E;} um referencial local associado a uma carta em torno
de v(tp). Dado X € I'(v*T'M), escreva v = (7V1,...,7,) € X = > x;F; o. Logo se existir

a derivada covariante D, temos que pelas propriedades desejadas
DYX = 3" (whlto) + 3 alto) ) (to) T (V (t0) ) i 0, (1.29)
k ij

onde Ffj sao os simbolos de Christoffel de V. Essa férmula determina unicamente a deri-

vada covariante, bem como a define, implicando a existéncia e unicidade. O
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Lema 1.10.1. Se v : [a,b] = M ¢ uma curva suave A\ > 0 e v € T, M \ 0, entdo
D} = D?.

Demonstra¢ao. Como os simbolos de Christoffel sao positivos 0-homogeéneos (Ffj()\v) =

k. ~
['7;(v) para A > 0) o resultado segue da equacio (1.29). O

Se 7 : [a,b] — M é uma curva suave, os campos ' e Dj/v’ sao respectivamente o
campo velocidade e o campo aceleragdo. E as quantidades F(y') e F (Dzlfy’ ) sao respecti-

vamente a velocidade e a aceleracao.

Lema 1.10.2. Sejam H : D C R? — M wuma aplicacdo suave a dois parametros e V
um campo vetorial suave ao longo H(D) sem singularidades. Defina as sequintes curvas:
t— vs(t) == H(t,s) es— Bi(s) := H(t,s). Entao

(DY, Bi(s0))(to) = (DY, 4.(ta))(s0). (1.30)

Demonstra¢ao. Em coordenadas em torno de um ponto H (%o, sg) escreva a aplicagao H
como H(t,s) = (Hi(t,s),...., Hy(t,s)). Logo pelo equacao (1.29), o Teorema de Schwarz e

a simetria dos simbolos de Christoffel, temos que

0’H OH: OH.
v B= i ik
Dot = Xk:<atas+ 05 ot (V) Beon
82Hk‘ GHZ(?HJ k v o
N ;(08& + r ot Ot Fij(v))Eko’y_DﬂtO’ys'

]

s

Definicao 1.10.1. Um campo X ao longo de uma curva regular vy : [a,b] — (M, F) é
dito paralelo quando D;Y/X = 0.

Dado v € T4y M \ 0 existe um tinico campo paralelo X = X, ao longo de ~y tal que
X(a) = v, pois localmente a equagao Dg/X = 0 é equivalente a um sistema de equacoes
diferenciais ordinéaria de primeira ordem com valor inicial, implicando a existéncia e unici-
dade localmente. Cobrindo a curva por vizinhangas coordenadas e usando a unicidade da
solugao para garantir que na intersecao das vizinhancas coordenadas o campo esta bem
definido, obtemos um campo paralelo X tal que X (a) = v.

Uma geodésica é uma curva cujo campo vetorial velocidade 4/ é paralelo ao longo
de 7. Dado v € TM existe uma tnica geodésica v tal que 7/(0) = v. Em segdes futuras,
voltaremos nosso olhar a esse objeto que desempenha um papel importante na geometria

diferencial.
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1.11 Geometria Lorentz-Finsler

Nesta breve se¢ao, veremos algumas ferramentas essenciais no que concerne ao
espaco-tempo Finsleriano.

Sejam V' um espaco vetorial de dimensao finita e g uma aplicacao bilinear em V.
Dizemos que g é nao-degenerada quando g(u,v) = 0 para qualquer v € V' se, e somente
se, © = 0. Do contrario, dizemos que g ¢ degenerada. Um produto escalar em M é uma
aplicacao bilinear simétrica nao degenerada em V.

Dizemos que g é positivamente definida se g(u, u) > 0 para qualquer u, valendo
a igualdade se, e somente se, u = 0. Analogamente definimos negativamente definida.

O indice de um produto escalar g é a quantidade
ind(g) = mmz}x{dim W; gwxw € nagativamente definida},

onde o max é tomado sobre todos os subespacos vetoriais W de V' cuja restricao de g a
W é negativamente definida.

Seja (V, g) um espago com produto escalar. Um vetor v nao nulo em (V, g) é

tipo-espago se g(v,v) > 0,

tipo-tempo se g(v,v) < 0,

causal se g(v,v) <0,

tipo-luz se g(v,v) = 0.

O vetor nulo por convengao é tipo-espago.

tempo
%

[IIF

]
-l ]

e CSPAGO
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Seja W um subespaco vetorial de V. Dizemos que W é tipo-espaco se a res-
tricao de g a W é positivamente definida; W é tipo-tempo se se a restricao de g a W é
negativamente definida; e W é tipo-luz se a restricao de g a W é degenerada.

Uma variedade Lorentziana é um par (M, g), onde M é uma variedade suave
e ¢ é uma métrica Lorentziana tal que ¢ atribui a cada ponto p € M uma forma bilinear
simétrica nao degenerada g, de indice 1 em 7,M. Em cada ponto p € M, o cone causal
¢ o subconjunto de vetores causais em 7,M, que possui exatamente duas componentes
conexas. Uma orientacao temporal é uma escolha suave de um cone causal em cada
ponto, que serd chamado de cone causal futuro — em oposicao ao cone nao escolhido
ou cone causal passado. Um espago-tempo é uma variedade Lorentziana (M, g) suave
conexa dotada de uma orientagao temporal. Esta tltima pode ser determinada por um
campo vetorial temporal 7' que define a orientacao futura e, assim, um vetor causal
v € TM é apontando para o futuro (resp. apontando para o passado) se g(v,T) < 0
(resp. g(v,T) > 0). Os espagos-tempos sao usados na Relatividade Geral como modelos de
(regides do) Universo. Os pontos de M também sao chamados de eventos (eles representam
todos os possiveis “aqui-agora”) e particulas massivas (resp. sem massa) sao descritas por
curvas temporais apontando para o futuro (resp. luz). Para mais detalhes da Geometria
de Lorentz, recomendamos inicialmente [13], que traz paralelos da teoria de curvas e
superficies com a geometria de Lorentz. Para um maior aprofundamento ler [3]. Dada
a discussao acima, dizemos que o par (M, L) é um espago-tempo Lorentz-Finsler
quando L é uma métrica de Lorentz-Finsler de indice n — 1 (Ver Definigao 1.11.6).

No contexto dos espacgos vetoriais definimos cone como segue abaixo. Essa de-

finicao, quando transportada para as variedades gera o que chamamos de estrutura conica.

Defini¢ao 1.11.1. Uma hipersuperficie suave Cy mergulhada em V '\ {0} € um cone se

satisfizer as sequintes propriedades:
1. Conica: para todo v € Cy, { v : X > 0} C Cp.
2. Saliente: se v € Cy, entao —v ¢ Cy.

3. Interior convexo: Cy € a fronteira em V' \ 0 de um subconjunto aberto Ag C V '\ 0
(o interior de Cy) que € convero, no sentido de que, para quaisquer v,u € Ag, o0

segmento { v+ (1 = XNu:0< X <1} CV estd inteiramente incluido em Ay.

Definicao 1.11.2. Uma estrutura céonica C' é uma hipersuperficie mergulhada de T'M

tal que, para cada p € M:

1. C' é transversal as fibras do fibrado tangente, ou seja, se v € C, :=T,M NC, entdo
TU(TPM) + T(W,)C = T(p,v)<TM), e
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2. Cp é um cone em T,M.
Denotamos por A, o interior de C,, e A := UpeM A,.

Observe que mesmo que C' seja suave, a condi¢ao de transversalidade (1) é ne-
cessaria para garantir que as fibras C), variem suavemente com p € M. Uma estrutura
conica fornece algumas classes de vetores privilegiados, que podem ser usados para definir

as nocoes usuais sobre causalidade. A saber:

Definicao 1.11.3. Dada uma estrutura conica C em M, dizemos que um vetor v € T,M

é

temporal ou tipo-tempo se v ou —v pertence a Ay,

tipo-luz ou luminoso se v ou —v pertence a Cp,

causal se € temporal ou luminoso, ou seja, se v ou —v pertence a A, \ 0,
e espacial se nao é causal.

Além disso, um vetor causal é futuro-dirigido se v € A, \ 0 e passado-dirigido se —v €
4,00,

Analogamente, dizemos que uma curva suave por partes v : [ — M é futuro-
dirigida (passado-dirigida) tipo-tempo, tipo-luz ou causal se seu vetor tangente «'(¢) (ou
tanto v'(tg) quanto 7/(¢, ) em qualquer ponto de quebra to € I) é tipo-tempo, tipo-luz ou
causal futuro-dirigido (passado-dirigido).

Ou seja, o tipo causal de uma curva é definido a partir da causalidade dos seus
vetores velocidades. Fisicamente, curvas do tipo-tempo representam linhas no universo
de particulas com massa positiva. Curvas tipo-luz representam trajetorias de particulas
sem massa, como fétons, neutrinos e gravitons [33]. Por fim, as curvas do tipo-espago nao
tém significado fisico explicito, ja que nada viaja mais rapido que a luz.

Além disso, dizemos que dois pontos, ou eventos, p,q € M estao relacionados
cronologicamente, denotado por p << ¢ (p precede q cronologicamente), se existe uma
curva temporal futuro-dirigida de p a g; e relacionados causalmente, denotado por p < ¢
(p precede q casualmente), se p = ¢ ou existe uma curva causal futuro-dirigida de p a q.

Isso nos permite definir os seguintes conjuntos:
Definicao 1.11.4. Dado p € M, definimos:
e futuro cronoldgico de p: I (p) :={q € M : p << q},

e passado cronoldgico de p: 1 (p) :={q€ M : q << p},
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o futuro causal de p: J™(p) :={qe€ M :p <q},

e passado causal de p: J~(p) :={q € M : q < p}, e a relagao horismdtica: p — q
quando g € J*(p) \ I* ().

Em estruturas conicas temos a seguinte definicao de geodésica:

Definicao 1.11.5. Seja C' uma estrutura conica. Uma curva continua v : I — M
¢ uma geodésica comica se for localmente horismotica, ou seja, para cada toy € I e
qualquer vizinhanga V' de y(to), existe uma vizinhanga menor U C 'V de y(so) tal que, se

I. := [ty — €, to + €] N I satisfaz v(I.) C U para algum € > 0, entao

11 <ty &< "}/(tl) —U ")/(tQ), th,tg € [e:
onde —y € a relagao horismotica para a restricao natural Cy da estrutura conica a U.
A definicao de espagos-tempos de Lorentz-Finsler tem sido um tanto incerta desde
o inicio. Assim, héa varias definicoes presentes desde entao, como se vé no apéndice de

[25]. A razdo de considerar vérias definigoes sdo os exemplos (ou a falta deles). Existem

algumas questoes que dificultam uma definicao uniforme:

1. A generalidade inerente as métricas de Finsler, ja que se tem um produto interno

diferente para cada direcao em cada espago tangente;

2. a possivel nao-reversibilidade da métrica Finsler torna a distin¢gao entre futuro e

passado mais dificil;

3. Existem muitos exemplos com problemas de suavidade, ou que tém indice Lorent-

ziano apenas em algumas diregoes.

Definicao 1.11.6. Seja M wuma variedade. Uma métrica Lorentz-Finsler em M é

uma fun¢ao suave L : A CTM\ 0 — (0,400) que satisfaz:

1. A € um subconjunto aberto conico de TM\O tal que cada A, == ANT,M € convexo

e saliente. Além disso, OA\ 0 € uma hipersuperficie suave;

2. L é homogénea positiva de grau dois, ou seja, L(Av) = N>L(v) e se estende suave-

mente para 0A\ 0, definindo L|yao = 0;
3. Eziste um vizinhanga de 9A\ 0 em TM \ 0 onde L € suave;

4. O tensor fundamental, que € definido por

(wwy =22
JALT) = 5 s |,

L(v+tu+ sw) Yu,we T,M
s=0

para qualquer v € A tem indice n — 1.
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Diremos que (M, L) é um espago-tempo Lorentz-Finsler.

Defini¢ao 1.11.7. Um espago-tempo (M, L) é dito globalmente hiperbdlico quando
dados p,q € M, temos que J*(p) N J~(q) € compacto.

J (q)
[}

JH(p)NJI " (q)

[ ]
J(p)

Figura 1.6: Diamante causal.

Observacgao 1.11.1. Na literatura, € comum dizermos que um espago-tempo é global-
mente hiperbdlico quando o diamante causal é um subconjunto compacto de M. Ver figura
1.6.

Exemplo 1.11.1. Sejam M wvariedade suave, F' métrica Finsler e w uma 1-forma sobre
M que nunca se anula tal que w,*(1)NY, € transversal para qualquer p € M, entdo L(v) =
w(v)? = F(v)? é uma métrica de Lorentz-Finsler na regiio A = {w € TM: w(w) > F(w)}
para todo v € A.

Proposicao 1.11.1. Seja (M, L) um espago-tempo Finsler. Entao, existe um campo

vetorial suave X € I'(TM) satisfazendo X, € A, para todo p € M.
Demonstragao. Vide [1]. O
Proposicao 1.11.2. Dada uma estrutura de cone C, pode-se encontrar em M :

(i) uma I1-forma temporal Q (ou seja, Qv) > 0 para qualquer vetor causal futuro-

dirigido v),
(ii) um campo vetorial temporal Q-unitdario T (onde T € temporal e Q(T) = 1).

Demonstracao. Vide [25]. O
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Teorema 1.11.1. Seja C uma estrutura conica. Para qualquer escolha de uma 1-forma
temporal Q) e um campo vetorial temporal unitdrio T, existe uma unica métrica Finsler F

em Ker(QY) C TM tal que, para qualquer v # 0 em T,M, p € M,
vEC <= v=F(r )T, + 7). (1.31)

Além disso, a indicatriz de F é ¥ = 7(Q~1(1) N C). Por outro lado, para qualquer cone
triplo (U, T, F') composto por uma 1-forma nao nula 2, um campo vetorial unitdirio T e
uma métrica de Finsler ' em Ker(Q)),eziste uma tnica estrutura conica C, que satisfaz
1.51.

Demonstragao. Vide [25]. O

O teorema seguinte versa sobre a equivaléncia entre geodésicas conicas e pre-
geodésicas luminosas, reparametrizagoes positivas de geodésicas luminosas, para uma es-

trutura conica.

Teorema 1.11.2. A curva v : I — M € uma geodésica conica para uma estrutura conica
C' se, e somente se, v é uma pré-geodésica luminosa para uma (e, entdo, para todas)

métrica Lorentz-Finsler L com estrutura conica C'.
Demonstragao. Vide [25]. O

Defini¢ao 1.11.8. Seja 4(t) = (t,7(t)), t € I uma curva causal partindo de Sy. Nés
dizemos que 7y € estritamente a primeira a chegar se, para cada ty € I, a = v(ty), e

qualquer outra curva causal & partindo de Sy com «(t) = a satisfaz t1 > to.

Teorema 1.11.3. Seja P uma subvariedade tipo-espago ' de um espaco-tempo de Finsler
(M,L). Seo:[0,b] - M é uma curva causal suave por partes futuro-dirigida de o(0) € P
até o(b) =q € JT(P)\ IT(P), entao o deve ser uma geodésica luminosa futuro-dirigida,

que € ortogonal a P em o(0) e nao possui pontos focais de P estritamente antes de q.
Demonstragao. Vide [31]. O

Proposigao 1.11.3. Seja (M, L) um espago-tempo Finsler e o : [0,b] — M uma curva
causal suave por partes futuro-dirigida e que nao € uma pré-geodésica tipo-luz. Entao,
hd uma curva tipo-tempo suave por partes futuro-dirigida de o(0) a o(b) arbitrariamente

proxima de o.

Demonstrag¢ao. Ver [1]. O

''Uma subvariedade P C M é tipo-espago se T,,P C T,,M ¢é tipo-espago para todo p € P, ou seja, todos

vetores de T, P sao tipo-espaco.



Capitulo 2
Geodésicas e Funcao Transnormal

Etimologicamente, a palavra geodésica tem sua origem na Grécia Antiga, onde ja
se sabia que a Terra (“geo”) nao era plana. Encontrar o caminho mais curto entre dois
lugares era uma questao importante, principalmente para os navegadores. Dai em diante,
as curvas de menor comprimento entre dois pontos numa determinada superficie ficaram
conhecidas como geodésicas. Ulteriormente, sua nocao foi formalizada com rigor a partir
do século XVIII, com o surgimento do calculo diferencial. No inicio do século XX, a teoria
da relatividade geral veio definitivamente reforcar a importancia dessas curvas.

No espago euclidiano, sabemos que o caminho mais curto entre dois pontos é o
segmento de reta que os liga. Em outras geometria, como a Geometria Finsler, encontrar
as geodésicas nao é uma tarefa tao simples. Geometricamente, uma geodésica é uma
curva cujo vetor velocidade é paralelo ao longo dela. Dito de outra forma, geodésicas sao
curvas sem aceleracao. Também, podemos interpreta-las como pontos criticos do funcional
energia. Ademais, dados dois pontos p e ¢ nao necessariamente a geodésica ligando p a ¢
coincide com a geodésica ligando ¢ a p como no caso Riemanniano.

As geodésicas podem também ter aplicacao no contexto dos incéndios florestais.
Em [11], foi observado que as particulas do fogo sdo F-geodésicas que cruzam ortogonal-
mente as fibras de uma funcao especial, a funcao transnormal. Uma funcao transnormal é
uma func¢ao cuja norma do gradiente é constante nas fibras regulares. No contexto Fins-
ler, os niveis dessa fungao sao paralelos na dire¢ao do seu vetor gradiente. Esse resultado
generaliza o Teorema de Wang (ver [3]).

Neste capitulo daremos algumas interpretacoes as geodésicas. Veremos que elas
sao curvas cujo campo velocidade é paralelo ao longo da curva. Também, veremos que elas
sao pontos criticos do funcional energia, logo sao solugoes de um problema variacional.
Ademais, ver-se-a que as geodésicas minimizam distancia localmente. Apresentaremos
uma versao parcial do Teorema de Wang e, com hipdteses adicionais, podemos generaliza-

lo. Por fim, este capitulo apresenta os pontos de corte que sao, a grosso modo, pontos até
51
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onde as geodésicas sdo minimizantes [9]. Para a discussao do presente capitulo, utilizamos

principalmente [3, 1, 9, 34, 38].

2.1 Geodésicas

Seja (M, F') uma variedade Finsler n-dimensional. Uma curva suave v : I — M

¢ uma geodésica de F' quando ' é um campo paralelo ao longo de v, ou seja,
DYy =V14 =0.

Temos assim que uma geodésica é uma curva cujo campo velocidade é paralelo ao longo
da curva (uma curva que transporta paralelamente o seu préprio vetor tangente). Equiva-
lentemente, uma geodésica é uma curva cujo campo aceleracao ¢ nulo. Em coordenadas,

temos que a equacao anterior se escreve como

fY],C, + ZFZ(/}/>77{7§ = 07 Vk = ]'7 "'7n7 (2'1)
A7j

onde I‘fj sao os simbolos de Christoffel.

Este sistema linear de E.D.O’s de segunda ordem pode se transformado em um
de primeiro ordem definido y = +'. Logo, pela teoria padrao de E.D.O, para qualquer
v, € T'M existe um intervalo I contendo 0 e uma geodésica v, : I — M tal que 7, (0) = v
e o intervalo é maximal.

Dada (M, F') uma variedade Finsler, definimos o funcional energia £ que as-

socia a cada curva suave por partes v : [a,b] — M o nimero real

1 b
BO) =5 [ PO/ dr
Considere v : [a,b] — M uma curva suave por partese a =ty < ... < t;, = b uma
particao de [a,b] tal que ¥|y, , ) € suave, para todo i € {1,...,k}. Uma variagao de v

é uma aplicagao H : [a,b] x (—¢,¢) — M tal que:
1. H é continua em [a,b] x (—¢,¢€);

2. H é suave, para todo i € {1,...,k};
(ti—1,ti)x (=€)

3. H(t,0) = (), t€ [a,b.

Para cada t fixado, a curva H(t,s) : (—€,e) — M é chamada de uma curva
longitudinal da variagao, enquanto que, fixado s, a curva H(t, s) : [a,b] — M é chamada

de uma curva transversal da variacao. Note que s — v, := H(+, s) é uma curva suave
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por partes em M que passa por v no instante s = 0. O vetor velocidade de H ¢é definido

por

d
—|  H(t,s)=— S(1),
5 9= g|

e é denominado campo variacional associado a H. Assim, Ey(s) := FE(vs) é uma fungao

V(t) =

de R em R e dizemos que 7 é ponto critico de F se

4

ds A

para qualquer variacao H de «. Em vias da discussao acima, podemos introduzir a

EH(S) = O,

seguinte proposicao:

Proposigao 2.1.1 (Férmula da primeira variacao da energia). Se H € uma variagdo de
uma curva suave por partes 7y : a,b] — M e V' seu campo variacional, entdo

d

| Euls) = _/a 2 (V, DIy )dt + g (V. A,

s=0
k—1
+ Y gy (YT = A () V().
i=1
onde to = a <ty < ... < tp =0b € a particio tal que Y|4, _,+,) € suave e D € a derivada
covariante associada a conexao de Chern.

Demonstra¢ao. Suponha que v é suave. Denotando por fi(s) := H(t,s), temos que
B;(0) = V(t). Pela quase-compatibilidade com a métrica, pelo Lema 1.10.2 e pelo teorema

fundamental do cédlculo

d 1 [bd
E = - [ =
0 () 2/a dsls=0

b b
_ / 9oy (DO A0t = / 4oy (DI 51(0), 74 dt

, !/ /dt
dS o g’YS (737 73)
b : brd
= [ a0Vt = [ (GaVO7) - gV, D))

b
_— / 0y (V(£), DY) + gy (V (), 4'(0)) — gy (V (@), ()).

Agora, suponha v é suave por partes. Entao:

Dai, como paracadai € 1,....,k, y

(v.(t))dt.

S

(ti_1,;) € suave, basta aplicar o caso anterior e, portanto,

TEn(s) = Yl (V) (10) — g (Vi) Z [ w i
b k—1
— —/ Gy (V. DY Y )dt + g (Vo) o+ ) g (7 (87F) =/ (87), V(5:)).

=1
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]

O préximo corolario d4 uma caracterizacao variacional das geodésicas, isto é,

geodésicas sao pontos criticos do funcional energia.

Corolario 2.1.1. Uma curva suave por partes 7y : [a,b] — M € geodésica em M se, e
somente se, v € ponto critico do funcional energia, qualquer que seja a varia¢ao propria
H de ~.

Demonstragio. Se y é geodésica, entao +/(t;) = ~'(t)) e Vg:’y’ = 0. Além disto, se H é
prépria, entao V(a) = V(b) = 0. Assim, substituindo esses dados na férmula da primeira

variacao de energia, temos:

%}SOEH(S) =0
para toda variagao propra H de 7.

Suponha agora que %L:OE 1 (s) = 0 para qualquer variagao prépria H da curva
7. Seja h : [a,b] — RT uma fungao suave por partes com h(t;) = 0 para qualquer j e
hl(t;4,40) > 0. Defina V(t) = h(t)Vziv’ e seja H uma variagao prépria de  tendo V(t)

como campo variacional. Temos entao, pela férmula da primeira variagao de energia que:
b , d
- / h(E)gy (V. V)t = |y Fa5) = 0,

o que implica que 7 é geodésica por partes. Considere agora um outro campo V tal que
V(t,) = Y (t7)—=9'(t;) e V(a) = 0 = V(b). Considere uma variacao H que tenha V como
vetor velocidade. Usando o fato ja demonstrado que v é geodésica por partes, junto com

a primeira férmula da variacao de energia, temos que:
0=ER(0) =Y F(yY(t]) =+'(t)).

Logo, 7/(t]) = 7/(t;). Como = ¢é geodésica por partes, concluimos que y é geodésica por
continuidade.

[]

Exemplo 2.1.1. Se M = (R, || - ||), onde || - || é a norma candnica de R", entio a

derivada covariante de uma curva v € dada por

Dyy'(t) =7"(t) = (4 (1), - -, ().
Logo, v € geodésica se, e somente se,

v (t) =0, paratodoi€{l,...,n},
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ou ainda,
Yi(t) = pi + tvs.

Portanto, as geodésicas de R™ sdao retas, isto €, curvas da forma
v(t)=p+tv, ondepe M eveT,M.

O prooximo resultado nos diz que a conexao de Chern é g-compativel na direcao

da geodésica. Mais precisamente,

Lema 2.1.1. Se v : [a,b] = M € uma geodésica e X,Y sao campos ao longo de v, entdo

d / /
agv’(Xy Y) =gy (D] X,Y)+gy(X,D]Y). (2.2)

Demonstracao. O resultado segue diretamente da quase-compatibilidade da conexao de
Chern e da definigao de geodésica. O]

Corolério 2.1.2. Se v : [a,b] — (M, F') é geodésica, entio F'(y'(t)) € constante.

Demonstracao. Ora, o resultado segue imediatamente do lema acima, pois

d ,
() = 29(DY,7) = 0.

]

Corolario 2.1.3. Considere duas curvas suaves por partes t — (t) et — 5(t) := y(—t)
em M. Entao, v € geodésica com respeito a F se, e somente se, 7 € geodésica com respeito

a métrica reversa F. Em particular, elas tém as mesmas velocidades.

Demonstra¢ao. Como v = v(—t), temos que N = —~/(t), e entao pelo Lema 1.9.2, temos
O OVIR v e VIR o
V;ﬁ —V;, v =V,

Em particular, F(7/) = F(—7') = F(v). O

Lema 2.1.2. Seja (M, F) uma variedade Finsleriana. Se V' € um campo suave definido

em uma aberto U C M sem singularidades, entao

VIV = ViV,

onde V ¢ conexdao Levi-Civita da métrica g = gy. Em particular, uma curva reqular
v i la,b] = M € uma geodésica de F se, e somente se, for uma geodésica da métrica

Riemanniana gy, para qualquer V' extensao local de v sem singularidades.
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Demonstracao. Pelas férmulas de Koszul Finsleriana e Riemanniana e pelas propriedades

do tensor de Cartan segue que
20v(VVV, Z2) = Vgu(V,2) = Zgv(V,V) + Vgy(Z,V)
+ gv(ViV]L2) + gv([Z, V], V) = gv([V. 20, V) = 290 (Vv V, Z),
para qualquer campo suave Z definido em U, onde V é a conexdo Levi-Civita de gy. Em

particular, se V' é extensao local de 7/, entao Vl:’y’ =VyV = Vv V. Logo, v é geodésica

de F se, e s6 se, for geodésica de gy . O]

Lema 2.1.3 (de Homogeneidade). Sejam v, : (=9,0) — M geodésica e A > 0. Entdo

Yao t (—2,2) = M € geodésica e satisfaz Vo(t) = 7, (At).
Demonstragdo. Considere a curva v : (—2,%) — M dada por y(t) = 7,(\t). Primeiro

observe que 7/ (t) = Ay, (At) e em particular 7/(0) = Av. No que se segue provaremos que
v é uma geodésica e com isso o resultado segue da unicidade de geodésicas das condigoes

. .« e . ! !
iniciais. Ora, usando que V*» = V%, para A > 0, temos:
Yo N2V
Vo =A Vi =0.

Logo, v ¢é geodésica. O]

2.2 Geodésicas de uma métrica de Zermelo

Nesta breve subsecao, através do Teorema 2.2.1 iremos ver como se relacionam as
geodésicas de uma métrica de Zermelo Z com as geodésicas da métrica Finsler F' quando

estabelecemos uma condicao sobre o vento W.

Definigao 2.2.1. Sejam W um campo suave em uma variedade Finlser (M, F) e oV seu

fluxo. Dizemos que W € F-homotético com coeficiente de dilatacdo ¢ quando
(QOXV)*F — 62CtF,
para qualquer t.

Teorema 2.2.1. Sejam (M, Z) uma variedade de Zermelo com data de navegagao (F, W)
(F(=W) < 1) com W F-homotético com coeficiente de dilatag¢do c. Entdao 7y : (—¢€,€) —

M € uma Z-geodésica unitdria se, e somente se,

(1) =@ (p(s(1))), (2.3)
OV € o fluro de W, s é a funcdo dada por

2ct _
{ 6261, sec#0

t, sec=0.

s(t) = (2.4)

ep:(—€€) = M éuma F-geodésica unitdria.
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Demonstracao. Vide [20]. O

Abaixo, um exemplo que ilustra o teorema acima. Essencialmente, dada uma
piscina circular com peixes, estamos interessados em saber qual trajeto, sob acao de um

vento W, minimiza distancia a fim do peixe obter comida no menor tempo possivel.

Exemplo 2.2.1. Seja M = {(z,y) € R?; ||(z,y)||* < 1} a bola unitdria no espaco eucli-
diano, onde || -|| é a norma canénica induzida de R?*. Considere W (z,y) = (—y, ) campo

vetorial em M, cujo fluxo €

o1 (2,y) = |l(z, )| (cos(t + to), sin(t + to)),

onde ty é o angulo em radianos entre (x,y) e o eizo Ox. O campo W é F = | - |-
homotético com coeficiente de dilata¢io ¢ = 0, pois ¢}’ ¢ uma isometria de || - || para
qualquer t.

Assim, se R é métrica Randers em M com data (F,W), entao, pelo Teorema
anterior, temos que s(t) =t e as geodésicas de R com velocidade inicial v € T,M sdo
dadas por

5(t) = O (p + t0) = [[(p+ )] (cos(t + to), sint + to)),

onde p,(t) = p+tv € geodésica de F' com velocidade inicial v € T, M.

O shen denomina esse tipo de métrica como a métrica do “peixe na piscina”, pois
o caminho que o peixe tem de sequir para minimizar o tempo de viagem em uma piscina
circular com um campo W é uma geodésica da métrica Randers. Pela Proposicao 1.0.1,

a métrica Randers com data (F,W') é dada por

ViCyu+ao)2 4+ (w24 02)(1— 22 —y?2)  —yu+av

R(v) = (1 — a2 —y?) _1—3:2—3/2'

Um peize partindo da origem e que deseja atingir a comida no menor tempo possivel deve

percorrer uma geodésica arrastada pelo vento da métrica F, que corresponde a uma espiral

[79].

2.3 Aplicacao Exponencial

Geodésicas sao projegoes de um campo de vetores em T'M \ 0 que dependem
suavemente das condigoes iniciais. Além disso, as geodésicas satisfazem uma condigao
de homogeneidade, mais precisamente, se 7, é uma geodésica com velocidade 7'(0) = v,
entao Y, (t) = 7o (At) para qualquer A > 0. Esses fatos nos permitem definir para qualquer
p € M em uma vizinhanca apropriada U, C T,M de 0, a aplicacao exponencial:
exp: U, \ 0 — M por

ewpy(v) = (L),
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Tal aplicagdao é suave em U, \ 0 e se estende para uma aplicacao de classe C* em U,
definindo exp,0 = p. Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M obtido percorrendo a
partir de p a geodésica com velocidade inical v durante um intervalo de tempo unitario.

Além disso, pelo Lema de Homogeneidade para qualquer ¢ > 0

exp,(tv) = 7, (1). (2.5)

Porém, ao contrario do caso Riemanniano, essa equagao pode nao ser verdadeira
para t < 0 e em geral exp,(v) = v, # v_, = exp,(—v). Por outro lado a exponencial da
métrica reversa (F(v) := F(—v)) coincide com v — exp(—v).

Mesmo assim ainda ¢ verdade que d(exp)o, = Id|r,n, € a demonstragao desse

fato é analoga ao caso Riemanniano, conforme garante o lema abaixo.

Lema 2.3.1. Se exp € a aplicagio exponencial de uma variedade Finsleriana (M, F),
entdo d(expy)o € a aplicacdo identidade. Além disso, exp, é um difeomorfismo local em

uma vizinhanca do 0.

Demonstragao. Dados p € M e v € T,M, seja v, : (—€,€) — M geodésica tal que
7'(0) = v. Derivando a direita exp,(tv) = 7,(t) em ¢t = 0 temos pela regra da cadeia que
d(exp,)o(v) = 7,(0) = v. Assim, pelo Teorema da Fungao Inversa, existe U, vizinhanca
aberta de 0, em T,M tal que exp, : U, — V é um difeomorfismo em sua imagem V =
exp,(Up). O

Neste caso, V' é denominado vizinhanga normal de p. Se V' é uma vizinhanca
normal para todos os pontos os pontos de M, diremos que V' ¢ uma vizinhanca total-

mente normal.

Definicao 2.3.1. Dado ¢ > 0 tal que {v € T,M;F(v) < €} C U,, definimos a bola

normal de raio € e centro p por
B(p) = {expyv;v € T,M: F(v) < €},

e seu bordo
Se(p) = expy (3] (e))

¢ a esfera geodésica de raio € e centro p.
Assim como no caso Riemanniana, para algum € definimos um referencial local
) F
f:(0,6) x X — M

dado por
f(r,v) = expy(rv) = 7, (7).

Assim, temos a seguinte versao do Lema de Gauss-Finsler:
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Teorema 2.3.1 (Lema de Gauss). Dadosp € M, v € T,M, a geodésica v, € ortogonal a

qualquer S¢(p) esfera geodésica que encontrar.

Demonstragao. Considere uma variagdo H(r,s) = exp, (ra(s)) com « curva suave em
%7 (1), com a(0) = v e a/(0) € T,X). Defina

0 0 0
h(r) = g%(r)(%(r% aﬂ(ﬂ 0)) = ggﬂ(r,O)(EH(ﬂ 0), 9s

que é suave em (0, €) e se estende continuamente para r = 0 definindo h(0) = g,(v, &/(0)),

H(r,0)),

que é identicamente nulo, pois o vetor posi¢ao v é F-ortogonal a indicatriz. Como 7 —

H(r,s) é uma geodésica para qualquer s, usando os Lemas 1.10.2 e 2.1.1 , obtemos para

r#0
d 5 p
Eh = S (Do n(r), 8S|SZOH(T’ $)) + Gy (W), Dvo@ |s=0H (7, 5))
0
= Gy (V(r), D7 a—H( r,0))
0 O
- Q%H(T,O)(EHO”, 0), D} a_H(r 0))
1d o 9
= 575 l=092 65 H(rs), 5 H(r,s)) = 0.

A ltima igualdade segue do fato de que a velocidade da geodésica r — H(r, s)
é constante igual a 1 para qualquer s. Por continuidade h é constante igual a h(0) =
gv(v,&/(0)) = 0. E como exp é um difeomorfismo local em torno de 0,, que aplica
indicatrizes de (7,M, F,) suficientemente pequenas em esferas geodésicas, segue que v, é

ortogonal as esferas geodésicas. O]

Proposicao 2.3.1 (Minimizagao Local das Geodésicas). Seja B := B.(p) uma bola nor-
mal centrada em p. Dado q € B considere a geodésica 7y, : [0,1] = M com vy = exp;l(q).
Entao

L(vs) < L(e),

para qualquer curva suave por partes o : [0,1] — M ligando p a q. E a igualdade acontece
se, e somente se, a([0,1]) = ~([0,1]).

Demonstragao. Primeiro suponha que «([0,1)] C B. Nesse caso, como exp, é um difeo-

morfismo em torno da origem, podemos escrever

aft) = expy(r(t)v(t)) = f(r(t),v(t)),

-1
com 7(t) = F(exp,'(a(t))) e v(t) = ezp”r(—i)a(t)) é uma curva na indicatriz X" Note que

r(0) =0, r(1) = F(vg) e v(1) = vy, pois a(1) = q. Logo

of of

Q1) = (O 5+ ()5 = () + (D)
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Note que % é um vetor tangente a esfera geodésica passando por «(t). Portanto pelo
Lema de Gauss
/ of

Frran (1 (r (1)), ) = 0.
E pelo Lema 1.1.8
1 1 T’F2(q// o 7,)
Fd)> ———gyor (7. N — g (v oy TER (o er)
@)= (v, o) 7% (ver, o) ICANE (wor, r'y0r) F(y,or)

v

pois F'(y) or) =1 dado que v, geodésica e v € 25. Logo

L(a) > /0 Yt = (1) = F(vo) = L),

Observe que L(a) = L(7y,) se, e somente se, F'(o/)F(y,07) = gyor(7,07,¢'). E
essa igualdade acontece se, e somente se, o/ ¢ um multiplo positivo de ~, o r. Consequen-

temnte v’ % = () e assim v é constante igual a vy e portanto o é uma reparametrizagao de

Voo -
Se «a nao estd contida em B, considere ¢y € (0,1) tal que «a(ty) € 0B = S,(€) e
a(0,ty) C B. Pelo caso anterior e por continuidade L(c) > L(a|zy)) > € > L(7). O

Pelo lema de minimizacao das geodésicas, temos que a funcao distancia d : M x

M — R, em uma vizinhanca totalmente normal U se escreve como

d(p,q) = F(exp,*(q)),

para quaisquer p,q € U. Em particular, d é uma funcao continua em U x U e suave em
{(p,q) € U x U;p # q}. J4 a fungao d* é de classe C! e suave em {(p,q) € U x U;p #
q}. No caso Riemanniana d? é suave em U x U. A préxima proposicao garante que
se d? for suave em vizinhancas totalmente normal, entdao F' é Riemanniana. Mas antes,

verificaremos um lema técnico.

Lema 2.3.2. Se v : [—¢,¢] =& M ¢é uma curva em uma variedade Finsleriana (M, F),

entao
F(v/(0)) = lim ~d(7(0),7(t)).

t—0+ t

Demonstrag¢ao. Seja U uma vizinhanga normal de p = (0). Assim podemos escrever
v(t) = expy(v(t)) onde v(t) é uma curva em T,M. Pela regra da cadeia e por d(exp,)o =
Id, temos que v'(0) = +/(0). Além disso,

para t > 0 suficientemente pequeno, pelo Teorema 2.3.1. Portanto esse dois ltimos fatos,

a homogeneidade e continuidade de F' implicam que

lim ~d(7(0),7(t)) = lim ~F(u(t)) = F(lim ~(u(t))) = F(@/(0)) = F(v/(0)).

t—0t ¢ t—0t t t—0t ¢
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Lema 2.3.3. Sejam (M, F) variedade Finsler e p(q) = d%(p, q) para algum p € M fizado.

Entdo p € de classe C* em p se, e somente se, F, : T,M — R é norma Euclidiana.

Demonstracao. Se p é de Classe C?, entao o Lema 2.3.2 implica que Fp2 é de classe C? e

portanto uma norma Fuclidiana pelo Lema 1.1.4. O

2.4 Hessiano

Defini¢ao 2.4.1. Seja f : (M, F) — R uma fun¢do suave em uma variedade Finsler M
eU={peM :Vf,#0}. Nis definimos o hessiano de f, Hess" f, em U como

Hess" f . T(TU) xT(TU) — R
(X,Y) = gus (VY VLY.

Lema 2.4.1. Sejam f: (M,F) — R e U dado como na defini¢ao acima. Entao
Hess" f(X,Y) = X(Y(f)) — df (VY'Y). (2.6)
Em particular, Hess™ f é uma forma C(U)-bilinear simétrica.

Demonstracao. Pela compatibilidade com a métrica e pela definicao do gradiente, temos

que

XY(f) = X(df(Y)) = Xgvs(VS,Y)
= gvi(VVVEY) + v (V. VYY) + 209 (VY VF VEY)
= gvs(VY'VEY) +gvs(V, VYY)
= HGSSFf(X,Y)—d(V)V{fY).

Por continuidade concluimos o resultado para pontos criticos de f.
Verifiquemos a segunda afirmagao. A C(U)-bilineariadade segue imediatamente
por v — VY/V f e gy serem C(U)-linear e C'(U)-bilinear respectivamente. Para verificar

a simetria, note que, pela equagao (2.6), temos
Hess" f(X,Y) — Hess" f(Y,X) = (XY (f) = YX(f)) + (df (V! X) = df (VY'Y)).

Como df é linear, temos que df (Vy! X)—df (VYY) = df (Y X = XY) = Y X (f) = XY (f).

Portanto, o resultado segue. O]

Lema 2.4.2. Sejam (M, F) uma variedade Finsler e f : M — R uma funcdo suave tal
que F2(Vf) = 1. Entao V f é um campo geodésico. Em particular, as curvas integrais do
Vf sao geodésicas, e ainda, Hess™ f(V f,v) =0, para todo v € TM \ 0.
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Demonstragio. Como gy(Vf,Vf)=F*Vf) =1, temos

0= Xgo (VL V) =209,(VEVL V),

donde segue que gvf(V)v(fo, Vf) = 0 para todo X € I'(T'M) campo sem singularida-
des. Em particular, se X = Vf, entao gvf(V§§Vf, Vf) = 0. Logo, pelo Lema 1.8.1,
concluimos que Vg;V f ¢ tangente as fibras. Tomando V' € I'(T'M) campo sem singula-

ridade e tal que gyf(Vf, V) =0 e usando a simetria do hessiano, temos que
g (VoVEV) = gos (VI VE V) =0.

Como V foi tomado arbitrario, o resultado segue. Logo, Vg;V f = 0. Por fim, perceba

que se 7' (t) = Vf(y(t)), temos entao Vziv’ = 0. Portanto, v é geodésica. O

2.5 Funcao Transnormal

Defini¢ao 2.5.1. Uma funcdio f : M — R suave sobre uma variedade Finsler (M, F) é

F-transnormal se existir uma fungdo b: f(M) — R de classe C* tal que
F*(Vf)=bof.
Em particular, se b = 1, entao dizemos que f é a funcao F-distancia.

Exemplo 2.5.1. Por definicdo, qualquer funcdao distancia em uma variedade Finsler

(M, F), que seja suave fora da pré-imagem do zero, é F-transnormal.

Exemplo 2.5.2. Seja D = {(z,y) € R?;||(z,y)|| < 1} disco unitdrio, onde ||-|| é a norma
euclidiana em R?. Considere f : D — R dada por f(x,y) = 22 + y>. Como ||V f||* = 4f,

f €1l ||-transnormal, com b(t) = 4t.

Lema 2.5.1. Seja (M, F) uma variedade Finsleriana. Se f : M — R é uma fun¢ao

F-transnormal, entio com F*(Nf)=bo f, entao

Hess" f(Vf,Vf) = %b/<f)b<f)7
para qualquer v € T'M.

Demonstracio. Por definicio e pela quase-compatibilidade, temos
Hess"(V1,V.f) = gef(VEIV 1,V S) = SIS, 2.7
Como F2(Vf) = bo f, entdo
Hess" [(V],Vf) = $Vi(bo f) = sH(HdF(V])
= SH(PeeA(VEVS) = SHFAV))
= V).
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Defini¢ao 2.5.2. Uma fungio f : (M,h) — R suave sobre uma variedade (M,h), h
métrica Riemanniana € h-transnormal se existir uma funcao b : f(M) — R de classe
C? tal que

BVEVF) = VI =bo f.

Definicao 2.5.3. Sejam L, N subvariedades de uma variedade Finsleriana. Dizemos que
N é paralela a L quando para qualquer p,q € N wverifica-se que d(p, L) = d(q, L). Quando

adicionalmente L for paralela a N, dizemos que L e N sao equidistantes.

No caso Riemanniana, paralelismo e equidistancia assim definidos sao equiva-
lentes. E quando nos restringimos aos niveis de uma funcao transnormal obtemos equi-

distancia. Mais precisamente vale o célebre Teorema de Wang no contexto Riemanniano:

Teorema 2.5.1 (Teorema de Wang). Sejam (M, g) variedade Riemanniana e f : M — R

uma funcao transnormal. Entdo

1. Os niveis criticos sao subvariedades.

2. As fibras sao equidistantes e

: (2.8)

para qualquer p € f~1(d) eb: f(M) — R tal que ||Vf||*> =bo f.

3. Se v :la,b] = M € uma reparametrizacao pelo comprimento de arco de uma curva
integral do gradiente, entdo v € uma geodésica e L(vy) = d(f~'(c), f~1(d)), onde

v(a) € f7H(c) ev(b) € f7H(d).
Demonstragao. Vide [11]. O

Lema 2.5.2. Sejam (M, F) uma variedade Finsleriana, f : M — R uma fungio F-
transnormal e 7y : [a,b] = M uma reparametrizagao de uma curva integral do F-gradiente

tal que F(v') = 1. Entdo vy € uma geodésica.

Demonstragao. Por hipdtese, temos que /(t) = me(’y(t)), v C My ={p€
M;V f(p) # 0}. Defina em M, a métrica Riemanniana § := gy, onde V(p) = F(vajfz(’;))
que é uma extensdo de 7. Pelo Lema 1.8.3, temos que V.f = Vf e F(Vf) = |[Vf||. Por

hipétese, f é F-transnormal. Entao:
Voo f=F(VI) =IVfIl

Assim, f é g-transnormal. Como V f = V f, temos também que v é uma reparametrizacao

de %f, o g-gradiente de f, tal que \/3(v,7") = /ov(v,7) = Vo) =FH) =1
Pelo Teorema de Wang 2.5.1, v é uma geodésica de g e portanto, pelo Lema 2.1.2, é uma

geodésica de F. O]
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Lema 2.5.3. Seja (M, F') variedade Finsler. Se L, S C M sao subvariedades e~y : [a,b] —
M € curva suave por partes tal que L(v) = d(L,S), entdo v é geodésica, v'(a) € v(L) e
7 (b) € v(S).

Demonstracao. Segue da férmula da primeira variacao de energia. O]

Definig¢ao 2.5.4. Dizemos que (M, F) é completa para frente (respectivamente com-
pleta para trds) quando qualquer geodésica de F (respectivamente de F':= F(—v)) estd
definida em R. Diremos que (M, F') é completa quando for completa para frente e para

tras.

Embora os niveis de uma funcao transnormal nao sejam equidistantes, verificare-
mos que tais niveis sao paralelos na direcao do vetor gradiente, generalizando parcialmente

o Teorema de Wang.

Teorema 2.5.2. Seja f: (M, F) — R funcao F-transnormal em (M, F) variedade Fins-

s

leriana conexa e completa para frente. Se c¢,d € f(M) tais que ¢ < d, entio [~ (c) é

paralelo a f~(d) com distiancia
4 ds
e \/b(s)

para qualquer p € f~Y(d). Além disso, esta distincia € realizada por qualquer curva

(2.9)

integral do gradiente (que é uma geodésica ortogonal aos niveis requlares) partindo de
f~Yc) e alcancando f~1(d). Em particular, f~'(c) é paralelo a f~1(d).

Demonstracao. Considere a métrica Riemanniana g := gy definida no aberto M,
{p € M;df, # 0}. Pelo Lema 1.8.3, f|y, é g-transnormal com V|2 = FA(Vf) = bof
onde ||.|| = /7. Logo, pelo Teorema de Wang 2.5.1

4 ds

(2.10)

¢ \/b(s)
para qualquer p € f~!(d), onde déa funcao distancia induzida por §. Além disso, esta
distancia é realizada por v, : [0,¢] — M, curva integral de V f = Vf tal que (b)) =pe
7,(0) € f~!(c) para qualquer p € f'(d). Pelos Lemas 2.5.2 e 1.8.3, tal curva, a menos

de reparametrizacao, é geodésica ortogonal aos niveis regulares com relacao a F' e

Li(y) = / (1))t = / () J_ — Ly(p).

Por fim, resta provar que para qualquer p € f~!(d) a distancia Finsleriana de

f71(c) a p é realizada por ,, ou seja,

dp(f7'(c),p) = L(m). (2.11)
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Seja 3 : [0,b] — M uma geodésica minimizante que realiza a F-distancia de f~!(c) a p.
Note que, pelo Lema 2.5.3 8/(0) € v(f~!(c)). Como f~!(c) é um hipersuperficie existem

apenas duas possibilidades:

12 possibilidade | #’(0) é um multiplo do gradiente e, consequentemente,  é uma

reparametrizacao positiva de uma curva integral de V f. Dali,

Lr(B) = Lg(B) = Lg(vp) = Lr (7).

2% possibilidade| '(0) estd do lado oposto de (V f)g) com relagdo ao hiper-

plano Tp(q) e C T0)M. No segundo caso, 3 passa por uma singularidade e depois
novamente por f~!(¢) em um tempo ¢y € (0,1) antes de alcangar = 3(1). Isto implica
que f3|[4,1) possui F-comprimento estritamente menor do que 3, contrariando a minima-
lidade de . Portanto a tnica possibilidade é a primeira mencionada, ou seja, 8 é uma

reparametrizagao positiva de -,. O

Com hipoteses adicionais, tais como compacidade e analiticidade da variedade, o

teorema de Wang pode ser generalizado para o caso Finsler.

Teorema 2.5.3. Sejam (M, F') variedade Finsler conexa, compacta analitica e f : M — R
fungao F-transnormal e analitica com f(M) = [a,b]. Suponha que os conjuntos de niveis

de f sejam conexos e a,b sejam o0s unicos valores singulares. Entao,
1. os conjuntos de niveis criticos f~(a) e f~1(b) sdo subvariedades.
2. o0s conjuntos de niveis requlares sao equidistantes.

Demonstragao. vide [3]. O

2.6 Pontos de corte

Sabemos que toda geodésica é localmente minimizante. Em variedades (M, F))
completas, as geodésicas estarao definidas para todo parametro. Diante disso, uma per-
gunta natural seria: até que ponto uma geodésica em uma variedade Finsler completa é
minimizante? Essa é a motivacao para introduzir o conceito de ponto de corte. Nesta

segao, (M, F') é uma variedade Finsler completa.

Definicao 2.6.1. Dados um ponto p € M e um vetor unitdrio v € T,M, considere a
geodésica unitdria v,(t) = exp,(tv). Se o conjunto dos instantes t € (0,+00) tais que ,

¢ minimizante em [0,t] for um intervalo da forma [0,to], onde

to = sup{t |Vuljo,q€ minimizante} < +o0,
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diremos que 7,(to) € o ponto de corte de p ao longo de vy na direcao v. O conjunto dos
pontos de corte de p € M, em alguma dire¢do, serd denotado por Cut(p) e chamado de o

cut locus de p € M.

Defini¢ao 2.6.2. Seja N C M uma subvariedade de M. Uma curva v : [a,b] — M suave
por partes com y(a) € N é chamada de N-geodésica se ~y é um ponto critico do funcional

energia restrito ao espaco das curvas suave por partes que partem de N.

Definicao 2.6.3. Seja N C M uma subvariedade de uma variedade M. Uma N -geodésica
unitdria vy : [0,1] — M €é chamada de um N-segmento ligando N a v(t) se d(N,~(l)) =
L(y) = L.

Proposicao 2.6.1. Uma N-geodésica unitdria v : [0,1] — M é um N-segmento se, e
somente se, d(N,~(t)) =t para todo t € [0,1].

Demonstragao. (=) Segue imediatamente da definicao de N— geodésica.

(<) Para provar que v é um N-segmento, o artificio é mostrar que nao hé outra curva que
consiga ir de N até v(t) percorrendo uma distancia menor que ¢. Seja v um N-segmento e
suponha, por contradicao, que existe algum 0 < 7" < I tal que d(N,v(T)) < T = L(7|j0,17)-
Entéao, existe algum N-segmento 3 : [0,Ty] — M ligando N a g = y(T') = (1), tal que
L(B) = d(N,v(T)) < L(7|jo;r1)- Considere a curva quebrada ¢ obtida pela concatenacao
de 3 e |- Segue que:

L(¢) = L(B) + L(vliry) < L(vlo11) + L(Yiry) = L) = 1 = d(N, (1)),
contradicao. O

Defini¢ao 2.6.4. Dada uma subvariedade N C M, Cut(N ) consiste de pontos q € M

tais que existe um N-segmento unindo N a q, cuja extensao nao é um N -segmento.

A proposicao seguinte versa sobre a extensao de N-segmentos geodésicos além de
seu comprimento maximo de minimizacao, mostrando que se eles forem extendidos além

do seu comprimento, deixarao de ser uma curva minimizante.

Proposicao 2.6.2. ¢ € Cut(N) se, e somente se, para qualquer N-segmento vy unindo

N a q, uma extensao de v nao € um N -segmento.

Demonstracao. (=) Suponha g € Cut(N). Temos entao um N-segmento v : [0,{] — M
com | = d(N,q) e ¢ =~(l), cuja extensdao nao é um N-segmento . Suponha 7 : [0,]] - M
outro N-segmento unindo N a ¢ = n(l), que permanece um N-segmento quando estendido
para 1 : [0, + €] — M para algum ¢ > 0. Como 7,7 sao distintos, temos §(1) # n(l).

Assim, temos uma curva quebrada ¢ obtida da concatenacao de 7 e 7|4q-
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Agora, L(¢) = L(v) + L(n|pi+qg) = 1 + € = d(N,n(l + ¢€)), ou seja, ¢ alcanca a
distancia minima. Mas entao ( deve ser uma curva suave, o que ¢ uma contradicao.

(<) Segue imediatamente da definicao. O

Definicao 2.6.5. Dada uma subvariedade N C M, um ponto p € M é dito ser um ponto
separador de N se existem dois N-segmentos distintos unindo N a p. A colegao de todos
0s pontos separadores de N é chamada de conjunto separador (ou estratos de Mazwell)
de N, denotado por Se(N).

Proposicao 2.6.3. Seja N uma subvariedade de uma variedade Finsler (M, F'). Entao,
Se(N) C Cut(N).

Demonstragao. Seja g € Se(N), e tome dois N-segmentos 1,72 : [0,{] — M unindo,
respectivamente, py,ps € N a q. Se possivel, suponha que ¢ ¢ Cut(N). Entdo, uma
extensao suficientemente pequena de 7o, digamos, 72 : [0, + €] — M, permanece um
N-segmento (Proposicao 2.6.2), e, portanto, d(N,v2(l +¢€)) =1+ €.

Por outro lado, 41 (1) # 42(1), j& que sdo geodésicas distintas, e assim temos uma

curva quebrada n : [0,1 + €] — M obtida da concatenacao de 1 € va|j4q. Assim,

n=L(n)+ L(72|[l,z+e}) =l+e=dN,v(l+¢)).

Mas entao 7 teria que ser suave, contradi¢ao. Portanto, ¢ € Cut(N). O

Figura 2.1: Se(N).

Corolario 2.6.1. Seja N uma subvariedade de uwma variedade Finsler (M, F). Seja
q € Cut(N) e~ :[0,l]] = M um N-segmento unindo p € N a q. Entao, para qualquer
0 <ty <, V| € o tnico N-segmento unindo N a y(to).
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Demonstra¢ao. Suponha, por contradigao, que exista outro N-segmento 7 : [0,to] — M
unindo N a 7(ty) = qo = ¥(to), que é distinto de 7|j4,). Entdo g € Se(N) C Cut(N)
pela Proposigdo 2.6.3. Todavia, v permanece um N-segmento além de (), e assim

qo ¢ Cut(N) pela Proposigao 2.6.2. Isso é uma contradicao. O
Definicao 2.6.6. Dado N C M, a aplicagcao exponencial normal

exp” :v(N) — M
¢ definida como a restrigao da aplicagao exponencial a v(N).

Definicao 2.6.7. Dada uma subvariedade N C M, um vetor v € v(N) € dito ser um

ponto focal tangente de N se

d(exp”) |y : Tyv — Toxpr ()M

s

¢ degenerado, ou seja, se v € um ponto critico de exp” |,(ny. A nulidade do mapa é
conhecida como o indice do ponto focal tangente v. A colecao de todos esses vetores é

chamada de locus focal tangente de N.



Capitulo 3
Incendios Florestais

Todo ano os incéndios florestais causam danos significativos a vida selvagem, as
pastagens, a agricultura e aos recursos naturais, ameacando infraestruturas e vidas huma-
nas. As vezes, a recuperacao de areas destruidas é quase impossivel. De fato, os incéndios
florestais tém efeitos ecoldgicos extremamente negativos, sem mencionar que contribuem
ainda mais para o aquecimento global. Nesse cenario, fornecer uma modelagem mais pre-
cisa e confiavel para prever a propagacao dos incéndios no tempo desempenha um papel
fundamental no combate aos efeitos desastrosos do fogo.

Entender o comportamento do fogo é um dos interesses de estudiosos do mundo
inteiro desde os ultimos 60 anos. Fazer uso de simuladores de comportamento de incéndios,
como FARSITE [10], é uma técnica que alguns pesquisadores empregam para prever o
comportamento das chamas. Tal programa estadunidense de propagacao de incéndio faz
uso do principio de Huygens, bem como das equagoes de Richard Rothermel [36] para
prever o comportamento do fogo. Outro sistema de simulagao do fogo é o Prometheus,
em homenagem ao deus grego do fogo.

Muitos matematicos deram contribuigoes significativas no contexto dos incéndios
florestais. Andersen (1983) propos uma propagacao eliptica (portanto, determinada pela
posi¢ao do seu centro e pela orientagdo e comprimento dos seus eixos) e sob condigoes
constantes de vento, mais precisamente, ele propoe como modelo uma espécie de semie-
lipse dupla para a propagacao do fogo, a qual também aparece na presente dissertacao.
Precipuamente, essa modelagem considera que a velocidade do fogo em cada ponto é dada
por uma elipse, escolhida de tal maneira que o eixo maior esteja alinhado com a direcao
do vento. O matemdtico Van Wagner (1977) também ja considerava o aspecto eliptico da
propagagao do fogo. Para mais informagoes, ver [13].

Relacionar o comportamento do fogo com uma métrica Finsler é recente e esse
feito deve-se ao matematico nérdico Steen Markvorsen (2016) [27], o qual levou em conta a

inclinacao do relevo e o efeito do vento constante ao longo do tempo, fatores ja introduzidos
69
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em outros modelos. Ele ataca as equagoes de Richard (1990), EDPs para a propagagao
eliptica do fogo, reduzindo-as a um EDO, que é interpretada como as equagoes geodésicas
para uma métrica Finsler do tipo Randers.

Javaloyes (2023), por outro lado, generaliza o modelo do Markvorsen, ao con-
siderar, além da inclinacao do relevo, a contribuicao do vento variando no tempo. As
contribuicoes dele diferem essencialmente das anteriores, pois as frentes de onda nao
estao restritas a serem elipticas, dando énfase também aos pontos de cruzamento do fogo.
Ademais, as trajetorias de propagacao mais rapidas do fogo aparecem como geodésicas
tipo-luz para uma métrica de Lorentz-Finsler.

Neste capitulo, apresentamos um modelo mais sofisticado para a propagacao do
fogo, que pode servir como uma base inicial para um modelo ainda mais complexo, funda-
mentado em dados experimentais. Dentre os vérias avangos, destacamos que este modelo
elimina a restricao quadratica (ou seja, a propagacao eliptica), resultando em efeitos da
inclinacao e do vento que sao qualitativamente distintos. Vale ressaltar que, por exemplo,
programas como FARSITE tratam o vento e a inclinagao da mesma natureza. Em sintese,
temos que a influéncia da inclinacao é modelada por uma métrica de Matsumoto; e em
condicoes de vento, a propagacao infinitesimal assume a forma de uma semielipse dupla.

O presente capitulo baseia-se fortemente nos resultados de [22, 23, 27].

3.1 Incéndio florestal em uma superficie

Seja NCR3a superficie onde o incéndio florestal ocorre, (z,y, z) as coordenadas
locais em R3 e N C R? a projecdo de N no plano zy (figura 3.1). Em outras palavras,

estamos selecionando um gréfico de coordenadas (global) (N, 271), onde 2 é um gréfico:

5:NCR? - NCR?
(z,y) — Z2(z,y) = (z,y,2(z,y)).

Essas coordenadas (z, y) serdo chamadas de coordenadas aéreas de N. No modelo,
trabalharemos principalmente nelas, transferindo todas as informacgoes da superficie N
para N via Z para calcular a propagacao do incéndio florestal de forma mais fécil, e
depois de volta para N para observar a propagagao real.

Para incluir o tempo ¢ no modelo, definimos o espaco-tempo M := R x N, sendo
t : M — R a projegao natural. Em cada ponto (¢,p) € M, o fogo se espalha sobre N
em todas as diregoes, onde o espago das velocidades do fogo em (¢,p) € M serd dado
pela indicatriz X ,) no espago vetorial Ker(dt( ) = Tup({t} x N) := T,N, ou seja,
Ker(dt () é composto de cépias de T, N em diferentes tempos. Isso significa que um

vetor v € Ker(dt(p)) representa a velocidade da frente de fogo na direcao definida por
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Figura 3.1: Superficie onde ocorre o incéndio.

v € T,N no tempo ¢ € R se, e somente se , v € X p).

Neste cendario, assumiremos que o incéndio florestal comeca a partir de uma curva

fechada simples Sy = 0By, fronteira da area inicial By C M queimada em {t = 0} :=

{0} x N, com By compacta. Ou seja, Sy é a frente de fogo inicial. Assim, nosso objetivo

neste contexto é encontrar a métrica F' que melhor se ajusta as velocidades do fogo.

3.2 Efeito da inclinacao

Considere que o incéndio florestal se espalha sobre uma superficie N C R*. Vamos

estudar a velocidade do fogo 7,40 cOmo uma fungao positiva em R x N x S'. Em outras

palavras, dado um tempo ¢t € R, um ponto p = (x,y) € N e uma diregao (orientada)

0 € [0,27) 2 S em p, a velocidade do fogo é dada por:

Sfogo(t, 0, 0) = a(t, p) + h(t,p)[1 + cos(d(p, 0))], (3.1)

em que:

e a(t,p) e h(t,p) sdo fungdes reais positivas em M = R x N: h(t,p) é a chama do

fogo, enquanto a soma a(t, p) + h(t,p) refere-se a velocidade total de espalhamento
do fogo sobre um plano sem inclinagao (0 = 7). Fixando um instante de tempo,
ambas as fungoes podem variar devido a mudanca nas condicoes de vegetacao e solo
de um ponto a outro; fixando um ponto, a variacao delas depende da temperatura,
umidade, chuva etc. Portanto, a(t,p) e h(t,p) podem variar no espago e no tempo,

refletindo tanto as condigdes de combustivel (vegetagao) como as meteorolégicas.

d(p,0) € (0,7) é o angulo de inclinagao, ou seja, o angulo entre o eixo Oz e a

superficie N na direcao 0, isto é,
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Figura 3.2: Propagagao do fogo em uma superficie.

(dz,(cos B, sin ), 0z|,)
||d2,(cos 8, sin6)||

cos(d(p,0)) = (3.2)
Dessarte, o termo hcosd é a projecao da frente de chama no plano tangente a
superficie, representando a contribuicao da inclinacao para a propagacao do fogo.
Fisicamente, o fogo se move mais rapido para cima do que para baixo, uma vez que
a chama (vertical) estd mais préxima do solo na direcao ascendente. Aqui, esse fato
¢ modelado através do vetor vertical hd,, cuja contribuicdo é maior ao mover-se

para cima, ou seja, quando 0 é menor (ver figura 3.2). Note que sf,4, > 0.

3.3 Construcao da métrica de Matsumoto

Dado qualquer 6 € [0,27), ug|, é o vetor unitdrio correspondente em Tg(p)N , ou

seja,
o, = dz,(cosf,sinf)  (cos®,sinf,cos 00,z|, + sin00,z|,) (3.3)
olp - |d2,(cos 8, sinb)|| 1+ (cos00,2], +sin00,z],)2 .

Assim, Vogo(t, 0, 0) = Sfogo(t, p, O)ugl, € Té(p)N modela o vetor velocidade real
do fogo em (¢,p) na direcao #. Por outro lado, dado qualquer v € T,N, 6, denotara
sua direcao angular, determinada por tan6, = ’;—f Usando ug|, dado como acima, (3.1)

torna-se

Sfogo(l, P, 0) = a(t, p) + h(t, p)(1 + (ulp, O:1p)), (3-4)

ou, multiplicando por sy.4, em ambos os lados, a equagao anterior resulta em :

Sfogo(ts Py 0)% = alt, D)5 fogo(t, D, 0) + B(t, D) (S fogo(t, Dy 0) + (5 fogo(t, D, O)uglp, D2],)). (3.5)
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Nosso objetivo é construir uma métrica Finsler ' em Ker(dt) = T, N cujos vetores

unitdrios representam os vetores velocidades do fogo, ou seja,

Fup(v) =1 & d2(v) = sfogo(t, p, 0s)ug, |p < [|d2(0)]] = ssogo(t, p, 00) <
ap(v)? = a(t,p)ay(v) + h(t,p)(ay(v) + (dZ,(v), .[,))
= a(t,p)oy(v) + h(t, p)(ap(v) + Bp(v)),

onde na ultima equivaléncia usamos (3.5) e a notagao

Bp(v) = dzp(v) = v10,2|p + v20,2p, (3.6)
ap(v) = ||dz,(v)|| = \/U% +v3 + By(v)?, (3.7)

para qualquer v = (v1,vs) € T,N.

Portanto, a indicatriz ¥ de F' em um tempo ¢t € R e um ponto p € N deve ser

Yy = {v € Ker(dt(rp)) : Quepy(v) = 0}, (3.8)

onde
Q) (v) 1= ap(v)* = alt, p)ay(v) — h(t, p)(ap(v) + By(v)). (3.9)

Dessa maneira, o candidato a métrica F' é dado por

CV]D(U)2

- a(t, p)ay(v) + h(t, p)(ap(v) + By(v))

Fupy () (3.10)

Observacao 3.3.1. Para cada t, a formula em (3.10) fornece uma métrica da forma
(1.8), ou seja, wuma métrica de Matsumoto. Fazendo ¢ = (a+h) e § = h em (1.8),

obtemos:
= ap(v)2

Fiup(v) = .
P altp)ay () + (P (v) = By(0))
A sutil diferenca entre F e F dadas por (3.10) e (3.11) é o sinal £ na frente de 8. O sinal

— na expressao de F significa que para o caminhante € mais vantajoso descer, enquanto

(3.11)

que o sinal em + em F indica que para o fogo é mais vantajoso subir.

Em sintese, o modelo supracitado para a propagacao do fogo sobre uma superficie
¢ analogo ao modelo de Matsumoto, mas trocando as diregoes para cima e para baixo.
Sob esse viés, (a + h) desempenha o papel da velocidade inicial ¢, enquanto h (ou g)
representa a razao pela qual é mais eficaz ir para cima (ou para baixo).

Investigaremos se a métrica dada em (3.10) é de fato uma métrica Finsler. Para

isso, precisamos definir a fun¢ao inclinacao.
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Definicao 3.3.1. A funcao de inclinacao o ¢ a funcao real positiva em N tal que,
para cada p = (z,y) € N, o(p) € o angulo de inclinagao, ou seja, o angulo entre o plano

tangente Tg(p)]\? e o plano horizontal z =0 (veja a figura 3.2). Ela é dada por

1
VI @2l (0,27

Observagao 3.3.2. A func¢ao de inclinagcao o estd relacionada a 6. De fato, observe que

cos(a(p))

U(p) =35 5mm(p)a
onde Omin(p) := min{d(p,0,) : v € T,N} = d(p,0v.), com Vz = (0,2,0,2), ou seja, §

atinge seu minimo na dire¢io da mdzxima inclinacio dz(Vz). Na dire¢do oposta dz2(—V z),

0btemos dpmaz 0U $€ja, mar(p) = 0(p,0_v.) =T — Spmin(p)-

Para garantir que uma métrica de Matsumoto seja uma métrica Finsler, é ne-
cessaria a imposicao de uma restricao. A proposicao seguinte fornece uma condigao ne-

cessdria e suficiente para que a métrica em (3.10) seja Finsler.

Proposicao 3.3.1. F : Ker(dt) — [0,00), definido pontualmente por (5.2) com F(0) :=
0, € uma métrica de Finsler em cada t € R se, e somente se, a funcdo de inclinacao

satisfaz
a(t,p) + h(t, p)
h(t,p) ’

Como condigao suficiente, isso vale se a(t,p) > h(t,p) para todot € R,p € N.

2sin(o(p)) < Vit € R,p € N. (3.12)

Demonstra¢ao. Como as fungoes Z(p), a(t, p) e h(t,p) variam suavemente com t e p, basta
verificar as condigoes sob as quais F{;p) ¢ uma métrica Finsler para todo t € R,p € N.
Com efeito,

Fl4 ) € sempre positiva. Com efeito, perceba que

(d2,(v), 0.p) _ Bp(v)
||d2, ()] ap(v)

e, assim, a partir de (3.10), Fly ) é positiva em Ker(dt.p) \ 0 se, e somente se,

cos(d(p,0,)) = (3.13)

<

t,p) + h(t, p)
h(t,p)

cos(3(p, 8,)) >~
Vo € Ker(dtp)) \ 0, que sempre vale, posto que

0 < Sfoso _ a(t,p) + h(t,p) + h(t,p){ug, d.) _ a(t,p) + h(t, p) +cos(8(p, 6,)).

h(t,p) h(t,p) h(t,p)

Além disso, como «, e (3, sao ambos suaves, F{;,) também é suave em Ker(dty,) \ 0.

Também, a hipétese de que Fi; ;) (0) := 0 torna F' continua e F;,)(v) =0 < v = 0.



3.4. Efeito do vento nos incéndios 75

Fu ) € positiva 1-homogénea, uma vez que a,(Av) = Aoy, (v) e By(Av) = AB,(v)
para todo A > 0.

Aplicando o Lema 1.2.1 e fazendo & = (a+h)«, B = hp3, o tensor fundamental
de F;p) € positivo definido em todas as direcoes ou, equivalentemente, a indicatriz X )

é fortemente convexa se, e somente se,
(a(t,p) + h(t,p))ay(v) + 2h(t, p)By(v) > 0, Vv € Ker(dtyy) \ O,

0 que é equivalente a

_a(t,p) +h(t, p)
ht.p)

Observe que essa condi¢ao é mais restritiva quanto maior for §, com ¢ € (0,7). De

2 cos(d(p, Ov)) >

Yv € Ker(dt(t,p)) \ 0. (314)

fato, a partir da observagao 3.3.2, 0ypaz = T — Omin = 5 + 0 € usando que cos (7—; + 0) =
—sino, (3.14) é equivalente a desigualdade em (3.12). Ademais, se a(t,p) > h(t, p), entao

% > 2> 2sin(o(p)), que sempre vale, pois o € (0, F). ]

Observacao 3.3.3. Quando a > h, temos que a trajetoria do fogo € mais focada a favor
do vento. Se a > h, o crescimento do fogo serd governado pela inclinacdo, e a propaga¢ao

do fogo foca nas regioes mais ingremes do terreno.

3.4 Efeito do vento nos incéndios

Essencialmente neste modelo o vento induz uma espécie de crescimento semieliptico
duplo do fogo, como na abordagem do Andersen. Sendo assim, nesse novo contexto, a

velocidade do fogo é dada por:

_altp) - =)
sponlls ) = 2L G S MR 0Ol P, (15)

onde

e c €[0,1) é a excentricidade da elipse £ C R? centrada em um de seus focos, com
seu semieixo maior a orientado na diregdo ¢ € [0,27) (angulo em relagdo ao eixo

z). Entao a(l—c)

————~_ ¢ o comprimento do vetor do foco até E na direcao 6.
1—ecos(0—¢) >

e Quando F C Té(p)N C R3 , trocamos os angulos ¢, 6, que medem a direcao em
T,N C R? em relagao ao eixo z, por é e 0, que medem a direcdo em Tg(p)N em

relagao a d2(0,). Usando (3.3), note que

= (uglp, d2,(0,)) cos ¢ + cos ¢(0,2],)? + sin ¢0,2|,0, 2|,
cos ¢ = . =
|12, (0:)] V1 (cos @0, 2], + sin 40y z|p)% /1 + (0,2]p)?
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= A{ugly, d2,(9,)) sin ¢ + sin ¢(9,2],)* + cos $p9,z|,0, 2|,
sin ¢ = - =
[1d2,(0y)] V14 (cos 90, 2], + sin 99y z|,)2/1 + (9y2]p)?

(as mesmas equagoes também se aplicam a 6 e ). Entao, o primeiro termo do lado

direito de (3.15) é o comprimento do vetor da origem até E na diregao 6.

e Quando o termo eliptico é adicionado ao termo h em (3.15) (desconsiderando cos §),
entao a forma obtida torna-se a soma direcional da elipse E e da esfera .S;, de raio h
centrada na origem, ou seja, para cada direcao orientada #, somamos os vetores que
vao da origem até F e Sj,. Isso se assemelha a uma semielipse dupla ' (veja F + Sy,

na figura 3.3) com semieixo maior a + h, que seria a indicatriz sem inclinacao.

e O termo hcosd representa a contribuigao da inclinagao como no caso anteriormente

discutido.

E+Sy,

Figura 3.3: Semielipse dupla F + S,.

Usando (3.4), e a identidade trigonométrica cos(f — gz;) = cos 0 cos ¢ + sin f sin ¢,
(3.15) é equivalente a:
a1 - 2%)
1 — (cos f cos ¢ + sin O sin ¢)

S fogo(t, p, 0) = + h(1 + (ug, 0,)). (3.16)

e, portanto, procedendo de maneira andloga como na secao anterior, um vetor v € T, N

representa a velocidade do fogo, i.e. , ||d2,(v)|| = Sfogo(t, P, 0y), se, e somente se ,

a(l —&?)

a(v)? = av) — - _ -
1 —e(cos B, cos ¢ + sin §, sin @)

h(a(v) + B(v)), (3.17)

onde a e § sio dados por (3.6) e (3.7), e 6, é o angulo entre d2,(v) e d2,(d,), ou seja,

1Originalmente, o termo semielipse dupla (ou elipse dupla) referia-se especificamente & figura obtida

pela uniao de duas semielipses com um eixo menor comum.
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<d2p(v)ad2p(ax)> Ui+ alepﬂp(“)

G, — L5(00) |
O 5@ ap()y/I T @a],)
singd, — (95(0),d5(0,) _ _ vat8y2lpy(0)

ayp(v)[[d2,(0,) || a ap(v) v1+ (8yz|p)2.

Portanto, nés definimos uma 1-forma

U1 + 0u2pBp(v) 7 vy + 0yz[pBp(v) .7
ap(v)y/1 4 (022]p)? cos ${fp) + a,(v)y/1+ (0y2]p)? sin¢(t, p),

Wity (V) =

entao (3.17) se reduz a

o a(l—g?)

04(“)2 = a(v) m

+ h(a(v) + ()

Seguindo os mesmos passos vistos anteriormente, chegamos a uma expressao se-

melhante para a indicatriz X ) :

a(t,p)(l B 5(t7p)2)
ap(v) — e(t, p)wp (v)

Qe () = a(0)? (1 - ) — (D) p(v) + Bv)),

e para a métrica F"

O‘p(“)2

Fun(v) = 5
) T 1 p)oylo) + 0]

ap(v)—e(t,p)w(e,p) (v

(3.18)

para todo v € Ker(dt()) \ 0.

Observacao 3.4.1. Note que (3.18) se reduz a wma métrica de Matsumoto quando € = 0.
Isso garante que enquanto a desigualdade presente na Proposicao 5.5.1 valer, a métrica
anterior é uma métrica Finsler para € suficientemente pequeno, jd que como %HessF2
depende suavemente de e, ele € positivo definido para € = 0. Seque que ele é positivo

definido em uma vizinhanca do 0.

3.5 Calculo da frente de fogo

Considere a regiao By C {t = 0} o foco do incéndio (regiao onde se inicia o
incéndio) que esta delimitada por uma curva fechada Sy. Futuramente, ele se propagara
para alguma regiao J*(By) C M = R x N, o futuro causal de By. Note que 9J7(By)
fornece duas frentes de fogo: a que se dirige para fora de By e a que se dirige para dentro.
Como By ja é uma area queimada, a frente de onda de interesse é que aponta para fora,

ou seja, dJT(By), a qual fornece as trajetérias mais externas do fogo em cada to > 0.
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Em outras palavras, 0J"(By) N {t = ty} ¢é a frente de fogo em ¢, (principio anisotrépico

reondomico de Huygens ?). A aplicacao do fogo

£ [0, 400) x Sy — M, (t,8) = f(t,s) = (t, f(t,5))

¢ definida da seguinte maneira: para cada s € Sy, t — f(t,s) é a geodésica conica (ou
prégeodésica tipo-luz) parametrizada por ¢ do espago-tempo de Finsler (M, G := dt*—F?),
assumido aqui como globalmente hiperbdlico, com velocidade inicial sendo o tnico vetor
tipo-luz G—ortogonal a Sy e apontando para fora de Sy, ou seja, a projecao do vetor
velocidade em T'N é F'— ortogonal a Sy e aponta para fora de Sy (figura 3.5). Entéao,
a curva t — f(t,s0) = (t, f(t,s0)) representa a trajetéria do fogo no espaco-tempo a
partir de sy € Sy, sendo sua projecdo t — f(t,sg) a trajetéria espacial em N. Cada uma
dessas curvas permanece inteiramente em 0.J7(By) e minimiza o tempo de propagagao no

dominio de sua funcao de corte
¢Sy —[0,00],5 — c(s) := max{t : f(t,s) €D (By)}.

Se ¢(sp) = ty < oo para algum sy € Sy, entdo tg e f(to, Sp) sdo, respectivamente, o instante
de corte e o ponto de corte da trajetoria correspondente do incéndio florestal.

Sabe-se que sempre existe um tempo € > 0 tal que [0, €] ndo admite ponto de
corte (Teorema 3.6.1). Logo, dado t, € [0,€] a aplicacdo s € Sy — f(to,s) define uma
curva suave, denotada por Sy, que coincide com a frente de chamas no instante ¢,. Assim
podemos determinar diretamente como o fogo evolui até t = e.

A partir de agora, no que tange ao calculo da frente do fogo, usaremos a seguinte

identificacao:

e O,f(t,s) == (1,0,f(t,s)) e Dyf(t,s) := (0,0,f(t,s)) sdo os vetores tangentes das

curvas t — f(t, s) e Sy, respectivamente, com ¢ € [0, €.

o (2% 2!, 2?) := (t,2,y), onde (¢, z,y) sao as coordenadas locais em M =R x N.

e g;i(0) == gg(%, %) para qualquer 0 € TM \ Span(%), onde g% é o tensor fun-

damental de G = dt? — F?. Em particular, escolheremos © = 0, f , Caso em que a

relacao entre os coeficientes de Gg ;e aqueles de Gg F é
t t

1 0 0
{gz‘j(atf)} =10 —gﬂ(atf) —gﬂ(atﬁ
0 —g12(0:f) —g32(0:f)

e ¢'(0) sdo os coeficientes da matriz inversa de {g;;(0)}.

2Cada ponto da frente do fogo front(tg) no tempo ¢ = t( torna-se a fonte de uma frente secundéria.
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A partir daqui estaremos usando a convencao da soma de Einstein.

Proposigao 3.5.1. Para cada (s,u) € SxS™1, 0 mapa de onda f(t, s,u) = (t, f(t,s,u)) =

(2, 21 (t, s,u),...,2"(t,s,u)) € dado pelo sequinte sistema de EDO:
ek = —vfj(@tf)ﬁtxiatxj + V?j(atf)atxiﬁtxjatxk, k=1,...,n.

Portanto, as trajetérias espaciais da onda sio as solugoes f(t,s,u) = (z'(t, s,u), ..., z"(t,s,u))

cujas condicoes iniciais satisfazem:
1. f(0,s,u) = (z}(s,u),...,z0(s,u)) = s,
2. 0 f(0,s,u) = (0yz1(0, s,u), ..., 0, (0, 5,u) = w.
Demonstracao. Vide [22]. O

Para obter o mapa de fogo, precisamos calcular as geodésicas tipo-luz de (M, G),
ou seja, resolver o sistema de EDO dado pelas equagoes geodésicas (Teorema 3.5.1). Note

que nessas equacoes aparecem os simbolos de Christoffel de G , que sao definidos como

ogri .« O0Qri .. 0Gi; , . .
#7) (R0 + G0 - @), idk=012
oxl
para qualquer 0 = (7,v) = (7,v',v?) € TM \ Span (Z) [32].
Alternativamente, o mapa de fogo também é caracterizado em [0,e] x Sy pelo

sistema de EDP dado pelas seguintes condigoes de ortogonalidade:

F(0f(t,s)) =1, com 0;f(t,s) apontando para fora,

(3.19)
O f(t,s) Lr Osf(t,s).

Ou seja, as trajetérias das chamas sao curvas F-unitarias que se propagam ortogonalmente
as frentes de chamas a partir de Sj.
Note que, se Sy estiver parametrizada no sentido anti-horario, para que 9, f(t, s)

aponte para fora, precisamos apenas garantir que

det <8tx(0,8) asx(0’8)> >0 (3.20)
9y(0, s) )

em algum s € Sy.

Dadas as condigoes (3.19) e (3.20), somos levados ao seguinte resultado:

Teorema 3.5.1. O mapa de incéndio f(t,s) = (¢, f(t,s)) para um incéndio florestal

dado pela métrica (5.18) é determinado em t € [0, €| pelo sequinte sistema de EDP para
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as derivadas parciais Opf (t,s) e 0sf(t,s), com condi¢ao inicial f(0,s) = s € Sp:

p

a(l-e?)

a (0 f) —ew (O f

o (O ( >) —h(a (@) + B0f)

___ (- dz (9, 8. 1)) w (8,
0 o 0f) — 2w B )F 5 [£(2(d2(0:f),d2 (0sf)) w (Oif) (3.21)

—a (0uf)’ w (D5 f)) — o (0ef) (dZ (O f) , A2 (0:f))]

2(d2(0.).d2 (8.f)) — h <<dz (@O{)(ét;(@sf))

+6 (851”))

com Ouf apontando para fora (i.e., satisfazendo (3.20). Alternativamente, f(t, s) =
(t,2'(t,s),z%(t,s)), com 2° = t, é determinado em t € [0,00) pelo sequinte sistema de

EDO:
OFa” = -5 <8tf) Oy’ O’ + (@f) Opx' 0! Bya®,  k=1,2 (3.22)

com condi¢oes 1niciais
e f(0,s) =s€ Sy,

e 0,f(0,5) € o tinico F-vetor unitdrio F-ortogonal a 0sf(0,s) e apontando para fora,

isto €, ele € dado respectivamente por (3.21) e (3.20).

Demonstragao. A condi¢ao de ortogonalidade F'(9;f) = 1 aplicada em (3.18) nos dé a
primeira equacdo do sistema acima. Ademais, calculando o tensor fundamental g© de

(3.18), temos:

gf(v,u) = 12FQ(U + su)

0
2 0s = Fv)3;

s=0 88
a(v)?

WP 1 h(afe) + B(0))]

(2(d(0). o) [alof - =2

a(1_€2) , ) ) o
+ o) —ew(v)]Q[ga(U) (2(dz(v),dz(u))w(v) (v)%w(u))

a0 dEw), dE(w)] — ha(v)? (W ; B(U)>}-

T hlafv) + ﬁ(v»}

Aplicando a segunda condigao de ortogonalidade 0,f L g Osf, e fazendo u = 0, f, v = 0, f

acima, obtemos o seguinte:
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a(l —¢?)
= G@hn- 0T o
— a(of )(dz(dz(@t ]
(dz(0:f) dzaf { . f)2a(l — &2)
(af (0 f) — ew(0:f)

o ((d,%( () dz)((‘?f) 5(0, ))

a qual se reduz a segunda equacdo de (3.21) ao aplicar F'(0;f) = 1. A parte dois do

2[ e(2(d2(0,f), d2(0:f)w(0nf ) — a(0nf )*w(0sf))

+ 2

+ h(a(0f) + B(Ocf))

teorema segue diretamente da Proposi¢ao 3.5.1. O]

Observagao 3.5.1. Seja SOLG (resp. SOLF) o conjunto de vetores em TM (rep. TN)
que sao G— ortogonal (resp. F'— ortogonal) a Sy. Note as sequintes equivaléncias entre
trabalhar com G e F' : para qualquer © = (1,v) € T,M \ Span(8%|p), w = (0,w) € T,M,

v € tipo-luz <= G(0) =0 <= F(v) =1,

tal que

v(Sy) = {a = (1,u) € T,M: p € Sy,G(tt) = 0,4 € Sy}
={a=(1,u) €T,M:pe Sy, Flu)=1,uc S;"}

¢ o cone tipo-luz ortogonal unitdrio a Sy.

Sy =88y

Figura 3.4: Cone luminoso.

Lema 3.5.1. Qualquer u € X¥(0,5)NSE (ou seja, u é F-unitdrio e F-ortogonal a Sy, de

modo que U = (1,u) € v(Sy)(0,5)) pode ser escrito como
u=v+W(0,s), (3.23)

onde h(v,v) =1, v € Sit, ou seja, v € T,N é h-unitdrio e h-ortogonal a Sy.
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Demonstrag¢ao. Colocando v := u—W (0, s), temos que F(u) = 1 é equivalente a h(v,v) =
1 (Proposicao 1.6.1). Agora, observe que para qualquer w € TyN, u Lp w significa que
w é tangente & indicatriz ¥ em u, ou equivalentemente, w é tangente a ¥* = XF — W/

em u — W), ou seja, u — W(0,s) Ly w. O

Corolario 3.5.1. No caso de incéndios florestais com data de Zermelo (h, W), a condi¢do
(5.19) € equivalente a

h(W, W) = 2h(0;f, W) + h(d,f, 0:f) = 1
h(Ouf —W,0sf) =0,

com Oy f apontando para fora.

Demonstracao. Com efeito, pelo Lema 3.5.1, temos que

Fof)=1 & hOf—-W,0if —W)=1,
Of LrpOsf < Of =W L, 0sf.

3.6 Detectando o abraco do urso: os pontos de corte

do incéndio florestal

Defini¢ao 3.6.1. Dizemos que uma trajetéria do fogo t — f(t,sy) é minimizadora
de tempo no instante € > 0 se, para qualquer ty firo em (0, €|, qualquer outra trajetoria
t— f(t,s1) tal que f(to,so) = f(t1,s1) satisfaz ty < ty.

Quando uma trajetéria no espago-tempo encontra seu ponto de corte (tg,pg) €
M, ela ndo minimiza mais o tempo de propagacao apds to (ou, equivalentemente, nao
permanece mais em 0J7(By)) e, portanto, nao deve ser considerada para calcular a frente
de fogo além desse tempo, pois sobreposi¢oes de regides queimadas comecam a aparecer
apos o primeiro ponto de corte, e o sistema de EDP pode nao conseguir distinguir areas
queimadas de nao queimadas. No entanto, o mapa de incéndio ainda pode ser calculado
através do sistema de EDO (3.22) em qualquer ¢ > 0, método que se mostra mais vantajoso
do ponto de vista pratico, pois o que obtemos agora, no lugar das frentes do fogo, sao as
trajetérias do fogo em cada momento.

Existem dois tipos de pontos de corte: a intersecao de duas trajetorias no espaco-
tempo e os pontos focais da frente de fogo inicial. Ambos os tipos sao importantes ao
enfrentar um incéndio florestal: pontos de corte nao focais, quanto menos se espera, podem

deixar para tras regioes completamente cercadas pelo fogo, enquanto que os pontos focais
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marcam as regioes onde varias trajetérias de fogo se encontram, envolvendo o terreno
como um abraco de urso, aumentando a intensidade do calor. No caso dos incéndios
florestais, essas regioes podem se tornar extremamente perigosas para os bombeiros, por

isso é importante detecta-las de antemao [32].
Teorema 3.6.1. A func¢ao de corte ¢ : Sy — [0,+00) satisfaz ¢ > ¢ para algum & > 0.
Demonstracao. Vide [22]. O

Considere a trajetéria no espago-tempo 4 : t — f (t,s0). Como o incéndio florestal
estd limitado a uma regido compacta, isso implica que um ponto de corte f (to, s0) = (to, o)
s6 aparecera quando uma segunda trajetoria minimizadora no espaco-tempo chegar a
(to,po), ou quando houver trajetérias no espago-tempo comegando préximas a diregao

atf(O, S9) e chegando a f(t, Sp) para t > ty préximo a ty. Mais precisamente:

Proposicao 3.6.1. Seja (to,po) € M o ponto de corte de 7 : t — f(t, So). Entdao, ou
(a) A(to) = (to,po) € o primeiro ponto de intersecao de 4 com outra trajetdria do fogo no
espaco-tempo, ou

(b) (to, po) € o primeiro ponto focal de Sy ao longo de 7 (€ possivel que ambas as condigoes

se mantenham concomitantemente).

Demonstragao. Se 4(tg) = (to, po) é o ponto de corte de 4, por defini¢do ¥(ty) € 9J(By)
e Y(to + €) ¢ 0J(By) para todo € > 0. Assim, como (M,G = dt* — F') é globalmente
hiperbdlico, podemos construir uma sequéncia de geodésicas tipo-tempo {ggg}, tal que cada
ée parte ortogonalmente de Sy e chega em (¢4 €). Suponha que elas estao normalizadas
com respeito a qualquer métrica Riemanniana h em M. Dai, as velocidades iniciais de
{dc} estao no fibrado tangente h-unitario de Sy, T\M = {v € TM: |jv]| = 1}, que é
compacto, pois Sy é compacto. Assim, {qge} converge para uma velocidade causal, cuja
geodésica causal correspondente ¢ chega em (to, po) € 0JT(By). Pelo Teorema 1.11.3, b é
uma geodésica tipo-luz G-ortogonal a Sy com sua velocidade inicial apontando para fora,

ou seja, ¢ uma trajetéria do fogo no espago-tempo. Existem duas possibilidades:

12 possibilidade‘ Se 4 # ¢, entdo (to, po) ¢ 0 ponto de intersecio de duas trajetérias

do fogo no espacgo-tempo, necessariamente o primeiro. De fato, suponha que #
intersecte outra trajetoria & no espago-tempo em 7 < ty. Entao podemos definir,
para qualquer € > 0, a curva
. a(t), telo,7],
p(t) ==
(), telrT+4d,
que é uma curva causal suave por partes de Sy e, assim, pela Proposicao 1.11.3,

existe uma curva tipo-tempo futuro-dirigida de p(0) € Sy até 4(7 + €) para todo
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e > 0. Concluimos assim que ¥(tg) ¢ 0J1(By), o que é uma contradigao.

22 possibilidade | Se 4 = qAb, entao podemos tomar uma geodésica normal (ﬁe, e >0,

de velocidade v. e que intersecta 4, em 4, (ty + €), cujos vetores velocidades v e v,
estao arbitrariamente proximos, ou seja, a aplicagao exponencial normal nao é um
difeomorfismo local em torno de tyv. De fato, como as curvas sao distintas, temos

que: v. v = t.v. # (to + )v. Por outro lado,

exp”(t.v.) = é% (te) = Aw(to +€) = exp”((to + €)v),

onde na segunda igualdade usamos o fato delas se encontrarem (figura 3.6). Assim,
a aplicagao exponencial normal nao é injetiva em qualquer vizinhanca de tgv. Logo,
pelo teorema da fungao inversa, temos que d(exp”)|s ¢ degenerado, ou seja, Y(ty) =
(to, po) ¢ um ponto focal de Sy ao longo de ¥, necessariamente o primeiro, ja que a

aplicacao exponencial normal é um difeomorfismo antes de t.

Figura 3.5: Encontro das geodésicas v e ¢-..

]

A proposicao acima da os mecanismos que conduzem a formacao dos pontos

de corte num incéndio florestal. Ou seja, de acordo com ela, os pontos de corte sao

classificados em dois grupos: primeiros pontos focais, que sdo pontos de encontro (ou

quase encontro) de diferentes geodésicas iniciadas préximas de um ponto da frente do

fogo; e os nao focais, onde duas trajetorias do fogo, as primeiras a chegar, vindas de

diferentes direcoes se encontram.
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